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2ème COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES 

(Durée de l’épreuve : 3 heures) 

Calculatrice non programmable autorisée. 

Les exercices sont indépendants. 

Dans toute la composition, R désigne l’ensemble des nombres réels. 

 

Exercice n° 1 

Pour tout entier n  N, on définit l’intégrale S(n) par : S(n) = 
0

1

  (1+x)n dx 

1. Calculer S(n) 

2. En déduire 
 

n

k

k

n

k

C

0 1
, où Cn

k  désigne le nombre de combinaisons de k éléments pris 

parmi n. 

Exercice n° 2 

Soit  f  l’application définie sur   ,1  par :
2

1
)(

x
xf


  

1. Etudier les variations de f  et tracer son graphe. 

2. Soit la suite )( nu définie par : 
2

1
et)( 01  uufu nn . Etudier la convergence de cette 

suite et déterminer sa limite si elle existe. 
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Exercice n° 3 

1. Trouver une primitive de la fonction numérique f définie par : 
1

2
)(

2

2




t

t
tf  

2. Trouver une primitive de 
t

t
tg




1
)(   

3. Soit )(xH  une primitive de 
x

xLn

1
, où Ln désigne le logarithme népérien. 

Montrer que : 

KxLnxxxLnxH  )11(21412)( , où K est une constante. 

4. Soit dx
x

xLn
I 




1

0 1
, montrer que cette intégrale est convergente. 

5. Calculer )(
0

xHLim
x

 

6. Pour 0 , on pose : dx
x

xLn
aI

a








1

),( . Calculer ),( aI   et en déduire la valeur 

de I. 

Exercice n° 4 

Pour une valeur de périmètre donnée, quelle est parmi ces trois figures : carré, rectangle, 

cercle, celle qui a la plus grande surface ? 

Exercice n° 5 

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle trois fois continûment dérivable en un 

point a. 

Soit D le déterminant défini par : 

)3()2(1

)2()(1

)()(1

),(

hafhaf

hafhaf

hafaf

haD







  

Calculer 
40

),(

h

haD
Lim
h
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Exercice n° 6 

Soit  f  une application linéaire définie sur 3R  et à valeurs dans 3R  par : 

)563,6102,3213(
14

1
),,( zyxzyxzyxzyxf    

1. Déterminer le noyau de  f. 

2. Déterminer l’image de  f. 

3. Calculer les valeurs propres de la matrice M associée à f dans la base canonique 

de  3R . 

4. Expliciter la nature géométrique de l’application  f. 

5. Ecrire la matrice S, dans la base canonique de 3R , de la symétrie par rapport au plan 

d’équation : 032  ZYX  

6. Exprimer MS et SM (produits de deux matrices) dans la base formée par la réunion 

d’une base du noyau de  f  et de l’image de  f. 
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AVRIL 2015 

CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES 

ITS voie B Option Mathématiques 

CORRIGE DE LA 2ème COMPOSITION DE MATHEMATIQUES 

Exercice n° 1 

Pour tout entier n  N, on définit l’intégrale S(n) par : S(n) = 
0

1

  (1+x)n dx 

1. Calculer S(n) 

1

)12(

1

)1(
)(

1
1

0

1





















nn

x
nS

nn

 

2. En déduire 
 

n

k

k

n

k

C

0 1
, où Cn

k  désigne le nombre de combinaisons de k éléments pris 

parmi n. 

1

)12(

1

1

1
)(

1

0

1

0

11

0 0 0 
























 

 
nk

C
k

x
CxCnS

nn

k

k

n

kn

k

n

k

k

n

kk

n  

Exercice n° 2 

Soit f  l’application définie sur   ,1  par :
2

1
)(

x
xf


  

1. Etudier les variations de f  et tracer son graphe. 

La fonction est définie pour 1x . Sa dérivée est égale à : 0
1

2

4

1
)(' 




x
xf , donc la 

fonction est strictement croissante de   ,1  sur R , f (-1) = 0, .)( 


xfLim
x

 

2. Soit la suite )( nu définie par : 
2

1
)( 01  uetufu nn . Etudier la convergence de 

cette suite et déterminer sa limite si elle existe. 

Montrons par récurrence la propriété suivante : 10 1  nn uu  

Pour n=0, on a 
2

3
1 u  et la propriété est vérifiée. 
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On suppose que : 10 1  nn uu . Comme f est strictement croissante, on a : 

)1()()()0( 1 fufuff nn   , c’est-à-dire 1
2

2
21   nn uu , d’où la  propriété à l’ordre 

n+1. 

La suite étant croissante et majorée (par 1), elle est convergente et sa limite l vérifie 

l’équation : llf )(  ou encore : 
2

1


l
l , d’où : 012 2  ll  et l=1. 

Exercice n° 3 

1. Trouver une primitive de la fonction 
1

2
)(

2

2




t

t
tf  

1

1

1

1
2

1

2
2

1

2
22

2












 tttt

t
et une primitive est égale à 

K
t

t
LntKtLntLnt 






1

1
2112  

2. Trouver une primitive de 
t

t
tg




1
)(   

dx
x

x
dt

t

t
 




1

21
2

2

 en posant tx  1 . D’où d’après la question précédente, on obtient : 

K
t

t
Lnt 






11

11
12  

3. Soit )(xH  une primitive de 
x

xLn

1
, où Ln désigne le logarithme népérien. 

Montrer que  

KxLnxxxLnxH  )11(21412)( , où K est une constante. 

   


 dx
x

xxLnxdx
x

xLn
xH

1
1212

1
)( , ce qui donne l’expression demandée, 

où on peut enlever les valeurs absolues. 

4. Soit dx
x

xLn
I 




1

0 1
, montrer que cette intégrale est convergente. 

La fonction 
x

xLn

1
n’est pas définie en 0 et 1. On a une intégrale généralisée. 

En 0, 0et
1

2/1 


xLnxxLn
x

xLn
et l’intégrale converge en 0. 

En 1, on pose ,1 xt 
tt

tLn

x

xLn 1)1(

1






, donc on a la convergence en 1. 

En conclusion, l’intégrale est convergente. 

  

HP
Zone de texte
5



 

5. Calculer )(
0

xHLim
x

 

KxLnxxxLnxH  )11(21412)(  

Kxo
x

Lnxxo
x

xLnxH  )))(
2

1(1(214))(
2

1(2)(  

Kxo
x

LnxoxLnxxLnxH  ))(
2

(214))1(1(2)(  

KoLnxLnxoxLnxxLnxH  ))1(
2

1
(2214))1(1(2)(  

KoLnxoxLnxxH  ))1(
2

1
(214))1(1()( , puis on passe à la limite : 

KLnxHLim
x




224)(
0

 

6. Soit dx
x

xLn
aI

a








1

),( . Calculer ),( aI   et en déduire la valeur de I. 

)()(),(  HaHaI   

)11(2141)(2)11(2141)(2),(   LnLnaLnaaaLnaI

224)0()1( LnHHI   

Exercice n° 4 

Pour une longueur de périmètre donnée, quelle est parmi ces trois figures : carré, rectangle, 

cercle, celle qui a la plus grande surface ? 

 

Soit p le périmètre donné. 

 

Pour un cercle, son périmètre est égal à Rp 2 (R étant le rayon) et sa surface à 




44

2

2

2
2 pp

R   

Pour un carré, sa surface est égale à : 
16

2p
(le côté étant égal à p/4) 

Pour un rectangle, son périmètre est égal à : )(2 lLp  où L désigne sa longueur et l sa 

largeur. Sa surface est égale à : )
2

( L
p

LlLS   et cette surface est maximale pour la 

valeur qui annule la dérivée de cette fonction concave à savoir 
4

p
L  . Par conséquent la 

surface d’un rectangle est la plus grande quand c’est un carré et donc on ne compare que la 

surface du carré avec le cercle. Comme 416  , 
164

22 pp



et le cercle a la plus grande 

surface. 
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Exercice n° 5 

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle trois fois continûment dérivable en un 

point a. 

Soit D le déterminant défini par : 

)3()2(1

)2()(1

)()(1

),(

hafhaf

hafhaf

hafaf

haD







  

Calculer 
40

),(

h

haD
Lim
h

 

En faisant une soustraction de lignes, on obtient : 

)()3()()2(0

)()2()()(0

)()(1

),(

hafhafafhaf

hafhafafhaf

hafaf

haD







  

On développe ce déterminant bien sûr par rapport à la première colonne pour obtenir : 

   )()2(())()2(())()3(())()((),( hafhafafhafhafhafafhafbaD 

 

Puis on applique la formule de Taylor à chaque expression à l’ordre 3 au voisinage de a 

(l’ordre 3 suffit, car le déterminant sera en h puissance 4, ce qui correspond au dénominateur 

de la limite à calculer. 

On a : 

)()(
6

)(
2

)()()( 3)3(
3

''
2

' hoaf
h

af
h

afhafhaf   

)()(
3

4
)(2)(2)()2( 3)3(

3
''2' hoaf

h
afhafhafhaf   

)()(
6

)(
2

)()()2( 3)3(
3

''
2

' hohaf
h

haf
h

hafhhafhaf   

)()(
3

4
)(2)(2)()3( 3)3(

3
''2' hohaf

h
hafhhafhhafhaf   

Les termes en 2h  et 3h  s’éliminent, et le terme en 4h  est égal à :  2'')3(' )()()( afafaf   

Donc   2'')3('

4
0

)()()(
),(

afafaf
h

haD
Lim
h



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Exercice n° 6 

Soit f une application linéaire définie sur 3R par : 

)563,6102,3213(
14

1
),,( zyxzyxzyxzyxf    

1. Déterminer le noyau de  f. 

0),,( zyxf  implique 0563,06102,03213  zyxzyxzyx , soit y=2x 

et z=3x. Le noyau est donc une droite engendrée par le vecteur de composantes (1, 2, 3). 

2. Déterminer l’image de  f. 

L’image est le plan d’équation : 032  ZYX  

3. Calculer les valeurs propres de la matrice M associée à  f dans la base canonique 

de 3R . 









14563

614102

321413

)(







 IMDet . En ajoutant à la première colonne, deux fois la 

deuxième et trois fois la troisième, on obtient : 





14563

614102

321

14)(







 IMDet . On soustrait trois fois la première ligne à la 

troisième ligne : 





141400

614102

321

))1(14)(14()(







 IMDet  et en développant par rapport à la 

dernière ligne, on obtient : 23 )1()14()(   IMDet  

Par conséquent 0 est une valeur propre simple et 1 une valeur propre double. 

4. Expliciter la nature géométrique de l’application  f. 

On constate que le noyau est orthogonal à l’image et que MM 2 , il s’agit d’une projection 

orthogonale sur le plan d’équation 032  ZYX  
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5. Ecrire la matrice S, dans la base canonique de 3R , de la symétrie par rapport au plan 

d’équation : 032  ZYX  

On écrit d’abord dans une base obtenue avec le noyau et l’image, plus précisément : 

)0,1,2(1 e et )1,0,3(2 e forment une base du plan de symétrie, donc 11)( eeS  et 

22 )( eeS   

)3,2,1(3 e est un vecteur orthogonal au plan de symétrie, donc 33 )( eeS   

Donc dans cette base, 




















100

010

001

S   

La matrice de passage est 














 



210

201

132

P  et son inverse : 






















321

542

672

11

11P  

Dans la base canonique 






















 

184

1234

649

11

11PSPSc  

6. Exprimer MS et SM (produits de deux matrices) dans la base formée par la réunion 

d’une base du noyau de f et de l’image de f. 

On a : 11)( eeS  , 22 )( eeS  , 33 )( eeS   et 11)( eeM  , 22 )( eeM  , 0)( 3 eM  

Par conséquent 


















000

010

001

SMMS  
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