ECOLE NATIONALE SUPERIEURE
DE STATISTIQUE ET D’ECONOMIE APPLIQUEE
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CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES

ITS Voie B Option Mathématiques
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2¢me COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée de I’épreuve : 3 heures)

Les exercices sont indépendants.

Dans toute la composition, R désigne ’ensemble des nombres réels.

Exercice n° 1 I

Pour k un entier strictement supérieur a 1 et X un nombre réel positif, on pose

((k-1)x+1)"** —kx—1

f (X)= "

et
fi (y)=Sup (xy — f, (X))

xeR*

Etudier les variations et tracer le graphe de f,(X).

Calculer f, (x).
Etudier la convexite de f, (x).

A won e

Calculer f, (y)pour tout k >1.

Exercice n° 2 I

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n (entier strictement supérieur a 2) et f un
endomorphisme sur E vérifiant: (f —ald)o(f —bld)=0, ou a,beR,a=b et Id désigne
I’application identique de E.
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1. On rappelle qu’une application linéaire ¢ de E dans E est une projection si pop=¢
Montrer que 1’on peut trouver deux nombres réels A, 2 tels que :

p=A(f —ald) et q=u(f —bld) soient des projections.

Quelle relation existe-t-il entre p et q ?
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2. Exprimer f al’aide de p et q. En déduire f " = fofo....f (n fois)

3. Montrer que si ab=0, I’application f est inversible. Exprimer son inverse f ™ a
I’aide de p et q.

0 m m’
4. Soitlamatrice A=| 1/m 0  m |, oum estun paramétre réel non nul.
1/m? 1/m 0

Déterminer aetb telsque: (A—al)(A—bl)=0, ou I désigne la matrice unité
d’ordre 3. En déduire A"

Exercice n° 3 I

On note C I’ensemble des nombres complexes et f [D’application de C dans C définie,
z-1
z-2i

pour z # 2i, par: f(z)=

1. Donner les formes cartésiennes et trigonom étriques de f (i)
2. Résoudre I’équation : f(z)=2i

3. Déterminer I’ensemble D des points M d’affixe z, tels que |f(Z)| =2

Exercice n° 4 I

2x—-1

On considére la fonction numérique f définie sur 0,1 par: f(x)= D)

1. Etudier les variations de f.
2. Montrer que le graphe de f est symétrique par rapport a un point que 1’on précisera.

3. Trouver une primitive de f sur [0,1].

4. Calculer I’aire comprise entre I’axe OX, le graphe de f et les droites d’équation x=1/2
et x=2/3

2/9



5. Soit la fonction numérique g définie sur [0,1] par : g(x):2—1
X

6. Comparer la position des graphes de f et g sur]o,l[

primitive G de g qui Vérifie : G(1/2)=6.

2X —
5. Trouver la

(x-1)

Exercice n°5 I
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Pour o e ]»1,]{, on considére I’équation fonctionnelle (E) suivante :

woy ERN0SOwoy 7

VxeR, f(X)=01-x) f(ax)

ou f est une fonction continue de R dans R.

1.

2.

Comparer deux solutions f et g de (E) qui vérifient: f(0)=g(0)

Montrer que les solutions de (E) sont développables en série entiére sur un intervalle
que I’on précisera.

Exercice n° 6 I

Pour n entier naturel, on définit la suite des intégrales J = je’x sin®" (x) dx
0

1.

Montrer que J, existe pour tout entier naturel n. Calculer J,,.

Pour n non nul, déterminer une relation de récurrence entre J et J,_,. En déduire une
expression de J, en fonction de n.

Etudier la convergence de la suite (J ).

. . R - 2k (2k —1
Déterminer la nature de la série ZUK de terme général : u, = Ln(ﬁj et en
k=1 +

déduire la limite de la suite (J,).
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CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES

ITS voie B Option Mathematiques

CORRIGE DE LA 2¢™ COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Exercicen® 1

Pour k >1 et x e R positif, on pose

et

((k-)x+1)"** —kx-1
k

fk (X) =

fie (¥) = Sup (xy — f (X))

xeR

1. Etudier les variations et tracer le graphe de f;(x).

(2x+1)*% —=3x-1
3

La fonction est donc strictement croissante sur les réels positifs, avec une branche
parabolique dans la direction Oy. Elle présente une tangente horizontale en 0.

et sa dérivée est égale a: f 3(X)=+/2x+1-1>0.

Ona: fy;(x)=

2. Calculer f, (x).
Pour k=2, f,(x)= %xz et f, (y) =Sup(xy —%xz) = % y®. Car cette borne supérieure

est atteinte pour x=y

3. Etudier la convexité de f, (X).

Ona: k f, (x) =k((k —1)x+1)*"**—1). Posons u = ((k —1)x +1)"'** —1, on obtient :
u =(k -)x+21)**'** >0, la dérivée seconde de f, (x) étant strictement positive,
la fonction est convexe. (Comme k >1 et x € R positif, la racine est bien définie).

4. Calculer f, (y)pour tout k >1.

k-1
Soit g(x) =xy — f,(x), alors g'(x)=y— f, (x)=0 pour x:w1 eten

k
remarquant que : ((k —1)x+1)"“" =(y +1)*, on obtient : f,"(y) = (1+Izl()k —l()y—l
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Exercice n® 2

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n (entier strictement supérieur a 2) et f un
endomorphisme sur E vérifiant: (f —ald)o(f —bld)=0, ou a,beR,a=b et Id désigne
I’application identique de E.

1. Montrer que I’on peut trouver deux nombres réels A, u tels que :

p=A(f —ald)et g=u(f —bld) soient des projections (on rappelle qu’une
application linéaire ¢ de E dans E est une projection si pop=¢).

Quelle relation existe-t-il entre p et q ?

Ona: pop=A*(b—a)(f —ald)et pop= p<:>/1:b—1a

A 1
De méme, qog=q<=u=——
a-b

On veérifieque: p+q=1Id

2. Exprimer f al’aide de p et q. En déduire f " = fofo....f
Onobtient f =(b—a)p+ald =bp+aget f"=b"p+a"q

3. Montrer que si ab =0, I’application f est inversible. Exprimer son inverse f ™ a
I’aide de p et q.

On obtient : f*:%((am)ld —f)=b'p+a’q

0 m m?
4. Soitlamatrice A=| 1/m 0  m |, oum estun paramétre réel non nul.
1/m* 1/m 0

Déterminer aetb telsque: (A—al)(A—bl)=0, ou I désigne la matrice unité
d’ordre 3. En déduire A".

Si (A—al)(A-bl)=0, d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, a et b sont les
valeurs propres de la matrice A.

On obtient : det (A—51)=(5+1)*(5 —2),a=2,b=—1ou Iinverse et
A"=(-D"q+2"p
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Exercice n°® 3

On note C I’ensemble des nombres complexes et f 1’application de C dans C définie,
z-1

pour z # 2i, par: f(z)= )
z-2i

1. Donner les formes cartésiennes et trigonométriques de f(i).
F(i)=—1-i=+2 (cos(—%z) . isin(_%’f))

2. Résoudre I’équation : f(z)=2i
f(z)=2i<2-1=2i(z-21))<=z(1-2i))=5<z=1+2i

3. Déterminer I’ensemble D des points M tels que | f (Z)| =2
(7)) =2 x+iy -1 =2|x+iy - 2i| & (x-1)* + y> =4(x* + (y - 2)?), d’ou

2

1, 8.,
|f(2)|=2©(X+§) +(y—§) 9

I1 s’agit donc d’un cercle de centre (-1/3, 8/3) et de rayon : %

Exercice n® 4

2x -1
X(x—1)

On considere la fonction numérique f définie sur ]0,1[ par: f(x)=

1. Etudier les variations de f.
—2x* +2x-1
x*(x—1)*
donc strictement décroissante de [0,1] dans R.

Ona f(x)= . Le numérateur est toujours négatif. La fonction f est

2. Montrer que le graphe de f est symétrique par rapport a un point que 1’on précisera.
Le graphe de f est symétrique par rapport au point A(l/2,0), en effet si on pose

] 2X ) ) )
X =x-1/2, on obtient f(X)=————qui est impaire.
U= %174 P

3. Trouver une primitive de f sur 0,1].

Une primitive de f sur ]0,1] est F(x) = Lnx(1—x)+Cste.

4. Calculer I’aire comprise entre 1’axe 0x, le graphe de f et les droites d’équation x=1/2
et x=2/3
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L’aire comprise entre I’axe 0X, le graphe de f et les droites d’équation X:% et Xz%
) . 1 1 2 2 9
estégalea: Ln=(1-=)-Ln-(1-=)=Ln=-.
d 2( 2) 3( 3) 8
. . - (i 2x -1
5. Soit la fonction numérique g définie sur ]0,1] par : g(x)=W. Trouver la
X“(x—

primitive G de g qui vérifie : G(1/2)=6.

On obtient G(x) =— +k etavec G(%) =6,k=2

X(x—1)

6. Comparer la position des graphes de f et g sur .]0,1[.

2x-1

Pour xe 0,1, f(x)<g(x)=2x-1> x(x—1)

Si x>1/2, f(xX)<g(x)
Si x<1/2, f(xX)=>g(x)

Exercice n®5

Pour o € |-1,1, on considére 1’équation fonctionnelle (E) suivante :
VxeR, T(X)=1-x) f(ax)
ou f est une fonction continue.

1. Comparer deux solutions f et g de (E) qui vérifient: f(0)=g(0)
Si f est solution de (E) alors f(x):H(l—a"x)f(a””x). Quand ntend vers plus
k=0
Pinfini, f(a""x)— f(0) tandis que la suite de terme général | ] (1—a*x)converge.
k=0
En  effet, pour N assez  grand, vnzN,JJ@-a"x)>0 et
k=N

Ln(H(l—akX))=ZLn(l—akx) et Ln(l—a®x) est le terme général d’une série
k=N k=N

absolument convergente. Ainsi, VxeR, f(x)=f (O)H(l—akx) .Lafonctiong aune
k=0
expression de la méme forme, d’ou I’égalité de f et g lorsque f(0)=g(0).
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2. Montrer que les solutions de (E) sont développables en série entiere sur un intervalle
que I’on précisera.

A partir de expression f(x) = f(0)] J(1—a"x) et par calcul, on obtient que pour

k=0

a, R etpourtoutn, a,, = a,, la série entiere Zanx“ converge pour tout

an
(1_an+1)
X € R et sa fonction somme Z:anxn est solution de 1’équation prenant la valeur a, en
0
0.

Ainsi toutes les fonctions f solutions de (E) sont développables en série entiére sur R

© n-1 k
et on vérifie f(x)= f (O)Z(Hl ¢ jx”
(04

n=0\_k=0 +7

Exercice n®° 6

Pour n entier naturel, on définit la suite des intégrales J, = je‘x sin?"(x) dx
0

1. Montrer que J, existe pour tout n. Calculer J,
On a un probléme en + oo et ‘e‘x sin®" (X)‘ <e™, l’intégrale est donc convergente et
J, =1
2. Pour n non nul, déterminer une relation de récurrence entre J, et J. ,. En déduire une
expression de J, en fonction de n.
Avec deux intégrations par parties et en posant chaque fois v (x) =e™, on obtient :
2n(2n -1 nok(2k -1
o= (2 )Jn,letanan (2 )
4n° +1 v 4k +1
3. Etudier la convergence de la suite (J,)

La suite est décroissante et minorée par zéro, donc elle converge.

. R . 2k (2k —1
4. Déterminer la nature de la série Zuk de terme général : u, = Ln(ﬁj et en
k=1 +

déduire la limite de la suite (J,).

u,=Ln w =Ln|1- 1+2k2 z—i et la série est divergente vers moins
4k° +1 1+ 4k 2k

I’infini.
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Ona: Ln I :Ln(Zk(sz_l)j
J 4k° +1

et Y'Ln J‘]k =>LnJ, =>'LnJ,,=Ln =>"u,,
k k-1 k k k

donc LimLn J, =—c et LimJ, =0
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