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ÉCOLE NATIONALE SUPÉRIEURE 

DE STATISTIQUE ET D’ÉCONOMIE APPLIQUÉE 

ENSEA – ABIDJAN 

AVRIL 2017 

CONCOURS INGÉNIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES 

ITS Voie B Option Mathématiques 

2ème COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES 

(Durée de l’épreuve : 3 heures) 

 

Les exercices sont indépendants.  

Exercice n° 1 

Soit la fonction f définie sur l’ensemble des nombres réels non nuls par :
x

e
xf

x2

)(


 . 

1. Étudier les variations et tracer le graphe de f. 

 

2. Étudier la convergence de 




dxxf )( . 

3. Pour 0 , on pose 


x

e
xf

x2

)(


 . Étudier les variations de f  et la convergence de 

l’intégrale 


0

)( dxxf . 

Exercice n° 2 

Pour m > 0, on pose 












01

0
sin

)(

xsi

xsi
x

x

xf m
m  

 

1. Pour quelle valeur de m la fonction est-elle continue ? (On notera f la fonction qui 

correspond à la valeur de m ainsi trouvée). 

 

2. Étudier la dérivabilité de f . 

 

3. Étudier la continuité de la dérivée de f . 

 

4. f  a-t-elle une dérivée seconde continue ? 
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Exercice n° 3 

 

On considère deux suites de nombres réels )( nu et )( nv définies, pour n entier naturel, par : 













nnn

nnn

vuv

vuu

43

2

1

1
et 00 , vu  sont donnés quelconques. 

 

1. Exprimer 1nu  et 1nv  en fonction de 0u , 0v  et n (on fera apparaître l’expression 00 vu  ). 

 

2. Étudier la convergence de ces deux suites. 

Exercice n° 4 

 

On considère la matrice M définie par : 


















551

131

244

2

1
M  

 

1. Étudier la diagonalisation de M (si elle est diagonalisable, on précisera une base de vecteurs 

propres et on notera par D la matrice ainsi obtenue). 

 

2. Déterminer la matrice de la projection orthogonale (pour le produit scalaire euclidien) sur la 

droite engendrée par un vecteur propre de la matrice M associé à la valeur propre 3. On notera 

XP  cette matrice. 

 

3. Déterminer la matrice de la projection orthogonale (pour le produit scalaire euclidien) sur le 

plan engendré par des vecteurs propres de la matrice M associés aux valeurs propres 2 et 3. 

On notera YP  cette matrice. 

 

4. Calculer les produits YX PP  et XY PP  

 

5.  Parmi les matrices suivantes : YX PPDM ,,, , quelles sont celles qui peuvent définir une 

norme sur 3R  ? 
 

Exercice n° 5 

Soit la matrice M définie par : 


















543

432

321

M  

1. Déterminer  une base du noyau de l’application linéaire associée à M. 

 

2. Déterminer les valeurs propres de cette matrice. Que peut-on en conclure ? 

 

3. Déterminer une base de l’orthogonal du noyau de M. 
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4. Déterminer le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs propres associés aux deux 

valeurs propres non nulles de M. 

 

5. Résoudre le système














mzyx

mzyx

mzyx

3543

2432

32

, où m est un paramètre réel. 

Exercice n° 6 

 

1. Pour n entier strictement supérieur à 3, on considère la fonction numérique 
nf définie par : 

21
)(

x

x
xf

n

n


 . Étudier les variations de cette fonction et tracer son graphe. 

 

2. Soit  


1

0

21
dx

x

x
I

n

n  pour n entier naturel. Calculer 210 ,, III  

 

3. Calculer nI  et 





1

1

21
dx

x

x
J

n

n  pour tout n. 

 

4. Étudier la suite )( nu définie par : 
2

2

1
1 n

n
n

u

u
u


  et 0u un nombre réel quelconque.



AVRIL 2017 

CONCOURS INGÉNIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES 

ITS voie B Option Mathématiques 

CORRIGÉ DE LA 2ème COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES 

Les exercices sont indépendants. 

Exercice n° 1 

Soit la fonction f définie sur l’ensemble des nombres réels non nuls par :
x

e
xf

x2

)(


  

1. Étudier les variations et tracer le graphe de f 

On remarque que la fonction est paire et donc que son graphe est symétrique par rapport à l’axe 

vertical. Il suffit de faire l’étude sur les nombres réels strictement positifs. Sa dérivée est égale 

à : 0
2

)14(
)(

2
'

2







xx

xe
xf

x

. La fonction est donc strictement décroissante de  à zéro sur 

les réels positifs. Les axes sont des asymptotes. 

 

2. Étudier la convergence de 




dxxf )(  

On remarque que 





0

)(2)( dxxfdxxf . 

En 0 : 
x

xf
1

)(  , donc convergente 

En   : 
2

1
)(

2

xx

e
xf

x




car 0

2

2 


 x

e
xLim

x

x
 et l’intégrale est convergente. 

3. Pour 0 , on pose 


x

e
xf

x2

)(


 . Étudier les variations de f  et la convergence de 

l’intégrale 


0

)( dxxf . 

La fonction f  est strictement décroissante sur les réels positifs (résultats analogues à ceux 

pour f). 

En 0 : 


x
xf

1
)(  , donc convergente si et seulement si 10  ,  

En   : 0)()( 22  


xfxLimxfxLim

xx



  pour 10   et l’intégrale est convergente pour 

10   

 



Exercice n° 2 

Pour m>0, on pose 












01

0
sin

)(

xsi

xsi
x

x

xf m
m  

 

1. Pour quelle valeur de m la fonction mf  est-elle continue ? (On notera f la fonction qui 

correspond à la valeur de m ainsi trouvée). 

Tout le problème est uniquement en 0.  

On a : 1)0()( 1

00
 

m

m

m fxLimxfLim  si et seulement si m=1. Dans toute la suite de 

l’exercice, on fixe  m=1 et on note f  cette fonction.  

 

2. Étudier la dérivabilité de f  

)0(0)
6

(
sin

)(
1)( '

0200
f

x
Lim

x

xx
Limxf

x

xf
Lim m 





 

 

3. Étudier la continuité de la dérivée de f  

2

' sincos
)(

x

xxx
xf


  et )0(0)3/(

)6/()2/1(
)( '

02

32

0

'

0
fxLim

x

xxxx
LimxfLim 


  

4. f  a-t-elle une dérivée seconde continue ? 

3

1)6/()2/1()0()(
)0(

3

32

0

''

0

'' 






x

xxxx
Lim

x

fxf
Limf  

On a : )0(
3

13/2sin2cos2sin
)( ''

4

444

4

23
'' f

x

xxx

x

xxxxxx
xf 





  

En conclusion la fonction (pour m=1) est de classe 
2C . 

Exercice n° 3 
 

On considère deux suites de nombres réels définies par : 













nnn

nnn

vuv

vuu

43

2

1

1
et 00 , vu  sont donnés quelconque. 

 

1. Exprimer 1nu  et 1nv  en fonction de 0u , 0v  et n. 

On a : )(2)(2 00

1

11 vuvuvu n

nnnn  

  et 0011 232323 vuvuvu nnnn    

Par conséquent : 0000

2

1 23)(2 vuvuu n

n  

  et 0000

1

1 23)(23 vuvuv n

n  

  

 

2. Étudier la convergence de ces deux suites 

Si alors,000  vu 1001 23   nn vvuu  (suites stationnaires) 

Si alors,000  vu  nn vu ,  

Si alors,000  vu  nn vu ,  

 

Exercice n° 4 
 



On considère la matrice M définie par : 


















551

131

244

2

1
M  

 

1. Étudier la diagonalisation de M (si elle est diagonalisable, on précisera une base de vecteurs 

propres et on notera D la matrice diagonale semblable à M) 

 

On a : 
































2551

1231

2424

2

1
det)(det IM . On ajoute la troisième colonne à la 

première pour obtenir : 0

2551

1230

241

det)26(0)(det 






















 IM  

Puis on retranche la première ligne à la troisième pour obtenir : 

0

2310

1230

241

det)26(0)(det 






















 IM , d’où 

0)22)(24)(26(0)(det   IM , soit 3ou2,1  

Comme la matrice admet 3 valeurs propres réelles distinctes, elle est diagonalisable. 

Elle est semblable à la matrice 


















300

020

001

D  avec comme matrice de passage 























123

012

131

P  

2. Déterminer la matrice de la projection orthogonale (pour le produit scalaire euclidien) sur la 

droite engendrée par un vecteur propre de la matrice M associé à la valeur propre 3. On notera 

XP  cette matrice. 

 

Posons 


















1

0

1

X , la matrice de projection est égale à : 
















 

101

000

101

2

1
)( '1' XXXXPX  

3. Déterminer la matrice de la projection orthogonale (pour le produit scalaire euclidien) sur le 

plan engendré par des vecteurs propres de la matrice M associés aux valeurs propres 2 et 3. 

On notera YP  cette matrice. 

 

 

De la même façon, posons 




















1

0

2

1
13

Y , on obtient 













25

514
)( 'YY  et 











145

52

3

1
)(

'1'YY  

La matrice de projection est égale à : 




















 

211

121

112

14

1
)( '1' YYYYPY  



4. Calculer les produits YX PP  et XY PP  

On obtient YXYYX PPPPP    

 

5.  Parmi les matrices suivantes : YX PPDM ,,, , quelles sont celles qui peuvent définir une 

norme sur 3R  ? 

Il faut que la matrice soit symétrique définie positive, seule D vérifie cette propriété. 
 

Exercice n° 5 

Soit la matrice M définie par : 


















543

432

321

M  

1. Déterminer  une base du noyau de l’application linéaire associée à M. 

Il suffit de résoudre le système pour obtenir : 02;0  zyzyx . Le noyau est une 

droite vectorielle engendrée par le vecteur (1, -2,1). 

 

2. Déterminer les valeurs propres de cette matrice. Que peut-on en conclure ? 

 

On a : 0)69(

543

432

321

det)(det 2 






















 







 IM  

La matrice admet trois valeurs propres distinctes )
2

1059
,0(


, elle est donc diagonalisable 

(on pouvait aussi remarquer qu’elle est symétrique). 

 

3. Déterminer une base de l’orthogonal du noyau de M. 

Il suffit de trouver deux vecteurs indépendants orthogonaux à (1, -2,1). 

Par exemple : (1, 0, -1) et (2, 1, 0), soit le plan d’équation : x-2y+z=0. Ce que l’on pouvait 

aussi trouver directement. 

 

4. Déterminer le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs propres associés aux deux 

valeurs propres non nulles. 

Comme la matrice est symétrique et les valeurs propres distinctes, les sous-espaces propres sont 

orthogonaux. Par conséquent on obtient le même résultat qu’à la question précédente : le plan 

d’équation x-2y+z=0. 

 

5. Résoudre le système














mzyx

mzyx

mzyx

3543

2432

32

, où m est un paramètre réel. 

On obtient, de façon triviale, une droite affine comme solution, à savoir : x=z+m ; x+y+z=m 

Exercice n° 6 
 

1. Pour n entier strictement supérieur à 3, on considère la fonction numérique suivante : 

21
)(

x

x
xf

n

n


 . Étudier les variations de cette fonction et tracer son graphe. 

Si n est pair, la fonction est paire et son graphe est symétrique par rapport à l’axe verticale. 



Si n est impair, la fonction est impaire et son graphe est symétrique par rapport à l’origine. 

Il suffit d’étudier la fonction sur les réels positifs. 

La dérivée est égale à :  2

22

1
' )2(

)1(
)( xnn

x

x
xf

n

n 





 qui est positive pour x>0. La fonction 

est donc croissante avec une branche parabolique dans la direction oy et une tangente 

horizontale à l’origine. 

 

2. Soit  


1

0

21
dx

x

x
I

n

n  pour n entier naturel. Calculer 210 ,, III  

Les calculs sont évidents : 
4

1;2;
4

210


 ILnII  

 

3. Calculer nI  et 





1

1

21
dx

x

x
J

n

n  pour tout n. 

n

nn

n I
n

dx
x

xx
dx

x

x
I 










 




1

1

1

)11(

1

1

0

2

21

0

2

2

2  

4
)1(...

32

1

12

1
2

n

n
nn

I 





  et 2)1(...
22

1

2

1
12 Ln

nn
I n

n 


  

Si n est impair, la fonction est impaire et 0
1

1

1

2



 



dx
x

x
J

n

n  

Si n est pair, la fonction est paire et n

n

n Idx
x

x
J 2

1

1

1

2



 



 

 

4. Étudier la suite )( nu définie par : 
2

2

1
1 n

n
n

u

u
u


  et 0u un nombre réel quelconque. 

Pour n>1, 0nu  (récurrence évidente). Si 00 u , la suite est stationnaire égale à zéro. 

Si la suite )( nu converge vers une limite l, alors cette limite vérifie : 
2

2

1 l

l
l


 , soit l=0. 

On a : 1
1 2

1 




n

n

n

n

u

u

u

u
. La suite est décroissante et minorée, donc elle converge vers 

zéro. 

 


