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ETUDE D'UNE FONCTION NUMERIQUE

Domaine de définition d’une fonction :

Soient P et Q deux polynoémes

e
0
=2}
O
Yo
O
10
—
b~
e}
5 f une fonction numérique de la variable réelle  définie par : Domaine de définition de f :
=]
()
= f(@) = P(a) D;=R
O
P(x)
3 (@) = D; = {x € R/Q(x) # 0}
A Q(x)
% f(x) = vV P(x) Dy ={x € R/P(z) > 0}
P
o f(z) = VP(@) D; = {z € R/P(z) > 0 et Q(z) > 0}
VQ(x)
P(x) P(x)
f(;p)z\/ D:{meR/—ZOetQ(w);éO}
Q(x) ! Q(2)
Denominateur # 0
Dy = {x € R/f(x) € R} f(z) eR &
Interieur de \/~— > 0
Parité-Périodicité
Type de f Définition Conséquences
—x € Dy e il suffit de 'étudier sur Dy N R
f est paire (V& € Dy) :
f(—=z) = f(=x) o (Cy) est symetrique par rapport a (oy)
—x € Dy e il suffit de I'¢tudier sur Dy NR*
f est impaire (Vx € Dy) :
f(—x) = —f(x) e (Cy) est symetrique par rapport a O
x+T € Df
f est périodique | (Vz € Dy) : e il suffit de 'étudier sur de période T (T > 0)
fl@+T)=f(x)

Symétrie

centre de symetrie de (Cy)

Propriété équivalent a Conséquences
2a —x € D_f

la droite & = a est un (Vx € Dy) : il suffit de l’étudier sur
f(2a —z) = f(=)

axe de symetrie de (Cfy) D¢ N [a, +oo]
2a —x € Dy

la point ©(a, b) est un (Vx € Dy) : il suffit de I’étudier sur

| f(2a —x) =2b— f(x)

D¢ N [a, +o0]
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MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT

de (Cf)

d’inflexion de (Cy).

Concavité d’une fonction

e Si f” s’annule en a de I et change de signes au voisinage de a, alors le point A(a, f(a)) est un point d’inflexion

e Si f/ s’annule en a de I et ne change pas de signes au voisinage de a, alors le point A(a, f(a)) est un point

T a T a
fn - 0 + 7 + 0 -
Concavité f(a) Concavité f(a)

de f @ de f @

L e (Cy) Convexe sur I si:Va € I; f'(x) >0 e (Cy¢) Concave sur I si: Vo € I f(x) < 0.

Position relative : (Cy)

&

(D)

Position relative de (Cy) et une droite (D) : y = ax+b:
- f(z) — (ax + b) > 0 = (Cy) est au dessus de (D).
- f(z) — (ax + b) < 0 = (Cy) est au dessous de (D).

xr

Qa

f(z) — (az +b)

+

0 —

La position relative

de (Cy) et(D)

Cy est au dessus

de la droite (D)

Cy est au dessous

de la droite (D)

f(a)

Q : Point d’intersection

(Cr) N (D) =Q(a, f (a))

Résolution f(x) =k

Comparaison de fonctions

On trace la droite d’équation y = k et on lit les
abscisses des points d’intersection avec la courbe.
Donc I’ensemble des solutions de cette équation est :

S = {z1;22}

Résolution f(z) = g(x)
On trace les deux courbes (Cy) et (Cg) et on lit les
abscisses des points d’intersection .

Donc I’ensemble des solutions de cette équation est :

/

7

Tl

S = {ml; wg}
Yy
Cy)

/wl

Résolution f(x) > 0
Soit la courbe (Cy)

S =]x1; x2[U]Ts; +00]

I’ensemble des solutions de cette inéquation est :

\Vo

Résolution f(x) > g(x)
Soient les courbes (Cy) et (Cy)

I’ensemble des solutions de cette inéquation

S = [z1;x2] U [x3; +00]
Cy)

Moussaoul CHAFIK
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Limites d’une fonction

e Limites et inverses des fonctions : ¢ — ™ (n € N*) et ¢ — /z

lim vz =0 lim z" =0 lim vz = 4o
z—0 z—0 r——4o00
. 1 . 1 . 1
Iim — =0 lim — =0 lim — =0
r——oco M x——+o0 \/5 r——4oo
Si m est un nombre pair alors : Si n est un nombre impair alors :
lim =" = 4o lim 2™ = 4+oco lim =" = +oo lim z" = —oc0
x—+oo T—r—00 x—+o0 T—>—00
1 1
lim — =400 lim — =400 lim — =400 lim — = -
z—0t ™ z—0— ™ z—0t ™ z—0— "

e Limites des fonctions polynémes et rationnelles :

Cas (1) Cas (2)
tiny ) = (0 i, (" 4 e ) =l (o)
P(x) . anx™ + ap_12™ '+ ... +ag . a,x™
lim = lim
T—ra Q(a:) z—too \ b, 2™ + b,_1x2m=1 + ...+ by xz—Foo \ b, x™

)

e Limites des fonctions trigonométriques

. sinz . tanx . 1—cosx 1
llm = llm = hm - =
z—0 g z—0 z—0 x? 2
. sin(ax) tan(ax) . 1l—cos(ax) a
lim ——= = —_— = lm —M -~ = —
z—0 € x—0 x z—0 x2
e Limites des fonctions de type : x — /u(x)
o Pour trouver la limite : lim(y/u(z)) Il faut lim w(z) |£>0 | +oo
d’abord trouver la limite : lim(u(x)) z—zo =
o Les résultats restent valable, & droite en xg, a )
gauche en xg, en +00 et en —oo JEBO Vu(z) Ve | foo

o Théoréme de comparaison :

g(z) < f(x) < h(z)

lim g(xz) =¢

T—>rxTo

lim h(x) =¢

T—rxTo

f(@) < g(z) ,
= lim f(x) = —o0
Jmo@ = |

|f(z) — £] < h(z)

lim h(z) =0

xTr—rxTQo

= lim f(z) =1¢

Tr—>xQ

9(z) < f(z) ,
= lim f(x) = 400
lim g(xz) = +o0 e

T—rxo

o Ces résultats restent valable, & droite en xg, & gauche en xg, en 400 et en —oo

Moussaoul CHAFIK
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Limites et opérations :

e Formes indéterminées : (FI) | 0 x oo | (400) + (—o0) ; g
e Somme lim(f + g)
A f(@) ¢ b & |m®| o] F>
Jim g(x) £ | —oo | o0 | —oo | 400 | —c0
Jim [o(@) + F@)] | £+ | —00 | +o0 | o0 | +oo | FI

e Produit lim(f X g)

lim f(x) £ £<0 £>0 —o0o | —oo | +o0o 0
ILm g(x) A —00 | 400 | —o00 | 400 | —00 | +00 | 00 | £oo
T o

lim [g(x) X f(x)] | £x £ | +00 | —00 | —00 | +00 | +00 | —00 | 400 | FI

e Quotient lim(z)
g

li)m f(x) L L £<0 £>0 —o0 +o0 0 | oo
lim g(x) | £ #0 | £oo | 07 ot | o~ | ot | o | o0oF |0 |0 | 0]+
xT o

. f@) | £

lim ——~ — 0 4o | —o0 | —00 | +o0 | 00 | —c0 | —o0 | 00 | FI FI
a:—)a:og(a;) V4

Ces résultats restent valable, a droite en xq, & gauche en xg, en +00 et en —oo

Continuité d’une fonction :

e Continuité en un point : f est continue en g < lim f(x) = f (xo)
T—rxQ

o Continuité a droite - Continuité a gauche :

f est continue a droite en zg < wll)na}() f(x) = f(zo) f estcontinue a gauche en xy < wlgl;lo f(x) = f (zo)

x>x0 z<xo
| f est continue en x¢ < f est continue a droite et a gauche en :1:0|
e Continuité sur un intervalle
¢ f est continue sur un intervalle ouvert |a, b[ si f est continue en chaque élément de |a, b[
¢ f est continue sur un intervalle fermé [a, b] si f est continue sur l'intervalle ouvert |a, b[ et f est
continue a droite en a et & gauche en b

Opérations sur les fonctions continues :

e Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et k un réel
¢ Les fonctions f + g, f X g, kf et f™ avec n € N, sont continues sur I

¢ Les fonctions — et = sont continues sur I si g ne s’annule pas sur I

g g
o Composé de deux fonctions continues :
Si f une fonction continue sur un intervalle I et g une fonction continue sur l'intervalle f(I),
alors la fonction g o f est continue sur I

YOUTUBE : ETUDES FACILE
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L’image d’un intervalle par une fonction continue :

e L’image d’un segment par une fonction continue est un segment
e L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle

Soit f est continue et strictement monotone sur un intervalle T
Le tableau suivant illustre les différents cas possibles de 'intervalle f(I)

L’intervalle f(I)
L’intervalle T
f est strictement croissante sur I | f est strictement décroissante sur I

[a, b] [f(a); £(D)] [f (b); f(a)]

[a, b] f(a); lim f(z) Jim #(); f(a)

la, b] lim_ f(x); £(b) F(b); lim §(x)

Ja, b i f(e)s lim f()| | im (@) 1w, s@)
[, +oo] f(@);_lim _f() lim f(2); (a)
Ja, +oo| f(@); lim_f() lim f(2); (a)
] - 0o,a] _lim_f(2); f(a) fla); lim ()
] —o0,a] Jim  f(2); f(a) f(a); lim f(z)

R lim_f(@); lim_f(2) |t s tim_s@)|

L

e Si f est continue sur un intervalle [a, b], alors pour tout réel B compris entre f(a) et f(b) il existe au

e Si f est continue sur un intervalle [a, b] telle que f(a) X f(b) < 0 alors I’équation | f(x) = 0| admet au

e Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle [a, b] telle que f(a) X f(b) < 0 alors I'équation

Théoréme des valeurs intermédiaires : :

|

moins un réel a de lintervalle [a, b] tel que | f(a) = 3

moins une solution « dans 'intervalle a, b[

f(x) = 0| admet une solution unique « dans l'intervalle |a, b|

]

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT

Soit f est fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a, b] telle que f(a) X f(b) < 0

Méthode de dichotomie

‘équation | f(x) = 0| admet une solution unique « dans |a, b[

f(a)><f<aT+b)<0:>a<a<

a+b
2

I’amplitude de cet encadrement est : ——.

2
. . a+b
On poursuit la recherche de a sur l'intervalle |a; 5
a+b a+b
f(b)xf<T) <0=>T<a<b
) b—a
I’amplitude de cet encadrement est : 5
. . a+b
On poursuit la recherche de a sur I'intervalle 5 ;b

PROF: MoussAOoUl CHAFIK
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Fonction réciproque

W Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I
Alors f admet une fonction réciproque, notée £, définie sur l'intervalle f(I) et on a :

i) =y fly) ==
&

z € f(I) yel

/ Détermination de ’expression de f~1(z) :
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle T
Soit  un élément de f(I) et y un élément de I tel que : £~ (xz) =y
Ona: f~'(x) =y & f(y) = x et en résolvant 'équation f(y) = x d’inconnue y On déduit I'expression
de f~*(x) pour tout = de f(I)
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Continuité de la fonction réciproque :
Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I Alors une fonction réciproque
f~! est continue sur lintervalle f(I)

W Dérivabilité de la fonction réciproque
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I et & un élément de f(I)
® Si f est dérivable en xg et si f’ (xo) # 0, alors la fonction £~ est dérivable en yo et on a :

—1\/ |\ 1
(F77) (yo) = J’ (zo)

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle T

e Si f est dérivable sur I et f’ ne s’annule pas sur I alors la v I —1\/ _ 1
fonction £~ est dérivable sur f(I) et on a : zefd) (F71) (@)= I (x)]

W Monotonie de la fonction réciproque :
Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I
Alors une fonction réciproque ™! est strictement monotone sur f(I) et varie dans le méme sens que f

|

La courbe représentative de la fonction réciproque :

Dans un repére orthonormé (C f—l) est le symétrique de (Cy) par rapport & la premiére bissectrice du repére
(droite d’équation : y = x )

La courbe (Cy) La courbe (Cy-1)

A(a,b) € (Cy) — A'(bya) € (Cs-1)

admet une asymptote horizontale

admet une asymptote verticale

d’équation : € = a d’équation : y = a
~ Y Sy==2 d ical
— admet une asymptote horizontale admet _une asymptote  verticale
> d’équation : y = a < d’équation : = = a
m -1
1
8 admet une asymptote oblique admet  une asylmptotz oblique
O d’équation : y = ax + b ‘ d’équation : y = —x — —
< a a
g admet 1)1ne tangente (ou  demi- " | admet une tangente (ou demi-
! tangente) verticale tangente) horizontale
. = gente)
8, admet une 'tangente (ou  demi- admet une tangente (ou demi-
= tangente) horizontale tangente) verticale
<
- .
&
=
<
=

PRrROF: MoOUSSAOUI CHAFIK YOUTUBE : ETUDES FACILE
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gf‘v’(w;y) €R? VneN*

o U/ %Wxr= ""Vx

Fonction racine n-iéme

g Soit m un entier naturel non nul
La fonction : & — a™ est continue et strictement monotone sur 1’ intervalle [0; +oo][ elle admet une fonction
réciproque définie sur [0; +oo[, nommée racine n-iéme et que 1'on note g/~ et on a :

V(z;y) ERY? VYo =y z=y"

o (V)" ==

% V(z;y) € R? V(m;n) € (N*)?
« Vax 5= Yaxy . (VB = Vam - ‘\/ff:\/% (y # 0)
o Yz = ""zm

ﬁ Ensemble de définition : L’ensemble de définition de la fonction  — {/u(x) est

D ={xeR/x € D, et u(x) > 0}

e Vz=Yyz=y e Yzr>Yyszr>y

Ces résultats restent valable, a droite en xq, & gauche en xg, en 400 et en —oo

Limites des fonctions racine n-iéme

lim u(x) |[£>0 | +oo
T—rTo

lim Yu(x) | VE | 400
T o

sur I

“‘l Continuité des fonctions racine n-iéme : [~

Si f une fonction définie , positive et continue sur un intervalle I alors la fonction & +— /u(x) est continue

sur I et on a :

Dérivée des fonctions racine n-iéme

Si w une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle I Alors la fonction : @ — {/u(x) est dérivable

Vo eI (W)’

u'(x)

T u@) !

Résolution de ’équation : t € R 2" =a (¢ €R) —mm——

n un entier naturel impair

n un entier naturel pair non nul

a>0 S = {Va} S = {—a; Va}
a=0 S = {0} S = {0}
a<0 S={—W} S=g

MATHEMATIQUES - 2BAc PC-SVT
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Puissance rationnelle d’un nombre réel strictement positif

Soit un x réel strictement positif et un 7 nombre rationnel, On pose r = P (pEZ" et g€ N*)Ona:
q

P
mr:$42 qa’;p

o Yu@) = (u(z))* o (Vu@) = (w@)*) = x (@)’ x (@)~

VPour tous réels x et y positifs et pour tous rationnelles r et r’

)
0
=
o
0
=)
0
™
I~
=)
©
3)
=]
)
=
)
3]
"
o
A
2
&=
o

e " X " = ™" ° (wxy)r:wrxyr
1 ’ ’
° _7. — w—'r‘ ° (mfr)"' — mrxr
T
r [d [d
> () =5 P L
Yy ) €z

=
=
o
O
Ay
O
=
an|
(&}
|
»n
o
o)
<4
[
3
=
2|
|
&
=
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Dérivabilité d’une fonction numérique

g Fonction dérivable en un point :

o
0
o
©
0
©
0
™
-
=
o
3
=]
0
—
0
3
"
i3
A
&
&=
@)

xz) — f(x

Si lim M existe et finie
T—rxTo €r — wo
xr>x0

en xo, on le note f7 (xo)

On dit qu'une fonction f est dérivable en g si lim
T—rTo

Cette limite est appelé le nombre dérivé de f a droite

f(x) = f (z0)

r — I

ﬁ Dérivabilité a droite, & gauche en un point :
o On dit que f est dérivable a droite en xq,

Si lim
r—rxg
x<xo

Cette limite est appelé le nombre dérivé de f |a

existe et finie Cette limite est appelée le

nombre dérivé de f en xg, on le note f’ (zo).

g L’équation de la tangente a une courbe : Soit f fonction est dérivable en xq
L’équation de la tangente a la courbe (Cy) au point d’abscisse @g est : y = f’ (zo) (x — o) + f (x0)

e On dit que f est dérivable a gauche en xg,

f(x) = f (zo)

r — X

gauche en xg, on le note f; (zo)

f dérivable en xo, si et seulement si f est dérivable a droite et a gauche en &g et f; (o) = f; (xo)

Dérivabilité et continuité :

existe et finie

Si f une fonction est dérivable en xg alors f est continue en xq

Dérivée des fonctions '
usuelles :
f(z) £ (@)
k (keR) 0
x 1
1 -1
T 2
" (rez*—{1}) | ra"t
1
L Ve 2/x

Opérations sur les fonctions
dérivées- dérivée d’une fonc-
tion composée :

(u+v) =u +

(ku)" = k(u)'(k € R)

(uv) = u'v 4+ uv’

(u™) = nu "t

1\’ =
G) =%

/7
u u'v — uv’
v v2

(uov)’ = [u'ov] x v’

,ul

ay =5 =

| Dérivée et sens de variation : |f

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle T

e festcroissantesur I < Vrzrel f'(z)>0
e f est décroissante sur I <& Vz € I f'(x) <0

e fest constantesur I < Vrxel f'(x)=0

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT
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Interprétation géométrique et dérivabilité :

(o) =0

(Cy) admet une tangente
horizontale en &g

"

Nombre Dérivé

lim § (®o + h) — f(zo)

h—0 h
= lim M
xT—>xQ T — Lo

= f'(z0)

( (Cf) une demi-tangente

horizontale de coefficient
directeur l a droite en zg

Fhi(zo) =0

o

f'(zo) =1 € R

‘ (Cy) admet une tangente de coeffi-
cient directeur I = f’ (o) en xo

F(zq

(Cf) admet une demi-tangente
de coefficient directeur ! a droite
en xqg

Fh(xo) =1
I € R*

(Cf) admet une demi-tangente
verticale dirigées vers le haut a
droite en xg I

—+o0

€5

coefficient directeur !l a gauche en zg

admet une demi-tangente de ]

{ (Cf) admet une demi-tangente . f(a:) — f(mo)
verticale dirigées vers le bas a 11m+ ) Y =
droite en =g T &2 Lo

—0o0
(Cf) une demi-tangente (
horizontale de coefficient
directeur ! & gauche en g
’
fg(xo) = 0
. F(x) — f(zo
lim —( ) (z0) =
m—)mg' T — To

(" (c#) admet une demi-tangente

verticale dirigées vers le bas a
droite en g

w%
T

Fo(mo) =1
1 € R*

t

(Cy) admet une demi-tangente |
verticale dirigées vers le bas a
droite en xg I

—+o0

fa(xo) # fg(xo)

(Cf) admet un point anguleux
en g

PROF: MoussAOoUl CHAFIK
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lim f(z) =1

m—):l:oo

(Cy) admet une
asymptote horizon-
tale d’équationy = 1

Offre D’excellence 0715656983

/

(Cy) admet une asymp-
tote oblique d’équa-
tiony = ax + b

Les Branches Infinies

im 1® _
xz—toco @
oo
/
(Cy) admet une
branche parabolique
de direction celle de
I’axe des ordonnées.
lim
z—Foo

ax] =

LES BRANCHES
INFINIES

lim M:

z—Foco x

[f(z) —

b

axr] = Zoo

T—rTo

(Cy) admet une
asymptote verticale
d’équation x = x¢

o 1@ _ T

z—toco x

I
(Cy) admet une branche

parabolique de direction
celle de ’axe des abscisses.

(Cy) admet une branche
parabolique de direc-

tion celle de la droite
‘équation y = ax

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT

PROF: MoussAOoUl CHAFIK

YOUTUBE : ETUDES FACILE




Prof: Moussaoui Chafik

i

SVT



LES FONCTIONS LOGARITHMIQUES

e
a0
=2}
2
g La fonction logarithme népérien :
—
> La fonction logarithme népérien, notée In ( ou log, ), est la primitive de la fonction  — — définie sur
T
% I'intervalle ]0; +o0[ qui s’annule en 1
7'8 W Va €]0; +oo[ Vy €]0;+o0]
x 1
S o In(xy) =lnx+1lny e In(z")=rlnx (reQ) e In (—) =—Inz
T
= T
QO: oln(;):lnm—lny e nz=lhysz=y e lnz>lhy&s x>y

ﬁ Va €]0;+0c0] VyERInz =y z=¢eY

W Si m est pair, alors (Ve € R*);lnz™ = nln |z|
glnlzo Ine=1

Domaine de définition

f une fonction numérique de la variable réelle « définie par : | Domaine de définition de f :

f(z) =Inzx Dy =]0,+o0[

f(z) = In[u(z)] Dy ={x € R/x € Dy et u(z) > 0}
f@) = [(u(2))?] f(z) = In|u(@)] D; = {z € R/z € D, et u(a) # 0}

W Limites principales (n € N*)

Inz
e lim Inx=+c0 e lim Inx = —c0 e lim — =
xr—+oo x—0t r——+oco M
) . Inx . In(xz+1)
e lim z"lnx =0 e lim =1 o lim —=1
z—0+ z—1p — 1 x—0 €T
W Conséquences
. « . _ . _ n+ . _
) mlgrmn0 u(x) = 400 = mlgrmlo Infu(x)] = +oo ) Ilgrmlo u(zx) =07 = Ill)rrzl0 Infu(x)] = —oc0
> Infu(z)]
= Aig/u(x) = +oo = lim 0 _ e lim u(z) = 0% = lim [u(2)]" In[u(z)] = 0
; T—rxo T—xo [u(x)]" r—xg r—xg
O
A In[u(x In[u(x 1
O olimu(w):l:limM= e lim u(z) =0= limw=1
= T—x0 T—xo u(a;) —1 T—xo T—xo u(m)
N 7
. Les limites restent valables en wg'et en T, ou en +o0o ou en —oo
:
- . A
& La continuité :
= |
S W’
= La fonction x + In x est continue sur 'intervalle ]0; 400
asi ﬁ
> Si u est strictement positive et continue sur un intervalle I alors la fonction @ +— In[u(x)] est continue
= sur l'intervalle I

|
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La dérivabilité :

veel ; (Infu(z)]) =

)
0
=
)
0
=)
0
™
>~
=)
©
3)
=]
)
=
0
3]
»
3
A
2
&=
o

1
W La fonction & — Inx est dérivable sur I'intervalle |05 +o0o[ et on a : Vx €]0; +oo[ ; (Inz) = —
7

ﬁ{ Si w est strictement positive et dérivable sur un intervalle I alors la fonction @ — In[u(x)] est dérivable
sur l'intervalle I et on a :

u'(x)

u(z)

Signe et représentation graphique de In

A
3
2 y = In(x T 0 1 +oo
1 %
0/1 2 3 6 Inz - 0
1 :
—2

Fonction Logarithme de base a € R} \{1} :

W La dérivée : Vx €]0; +oo; (log, )’ =

W V& €]0; 400 Vy €]0;4occ[etr € Q
o log, xy = log, = + log, vy

1
e log, <—> = —log,
T

W Ve €]0;+oo[et Vr € Qlog,z =r < x =a”

xlna

W Limites et inéquations :

f! La fonction logarithme de base a est la fonction notée : log, tel que : V& €]0; +o0[; log,z = ——

f! Cas particulier la fonction log,, est la fonction logarithme décimal et on la note log

e log,z" =rlog,x

e log, <£> =log, x —log, vy
Yy

W/logal =0 log,a=1

0<a<l1

a>1

log,x > log,y & x <y

log, x> log,y x>y

lim log, x = —o0
x—+oo 8a

Cc1_1)1{)1_'_ log, ¢ = +o0

lim log, * = —c©
z—0+ 8a

lim log, z = 400
x— o0
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FONCTIONS EXPONENTIELLES

e
a0
=2}
O
0
g Fonction exponentielle népérienne :
S (I
3 La fonction exponentielle népérienne, notée exp, est la fonction réciproque de la fonction In. On pose
g :Ve € R exp(x) =e®
2 7
< Propriétés :
% e VxeR >0 e VxR In(e®) == e Vz €]0,+oo| e =g
A
o e VxER VyeER e® xe¥ =etY e VzeR ()" =€ (reqQ)
&=
S 1 e”

o VxeR — =e® e VxeR Vye R — =Y

er eY
e VT ER Vy€|0;4+c[e* =y rz=Iny o V(r,y) ER? =S =1y
o V(z,y) ER?e* >e¥ x>y

La fonction f définie par

Ensemble de définition de f

W Domaine de définition :

flx)=¢€" Dy =R
f(a) = e D; = {z € R/z € D}
W Si n est pair, alors (Vz € R*) ;lnz™ = nln |z
] Limites :
W Limites principales
T
e lim e =+o0 e lim e =0 e lim — =+4oco (né€N¥)
x— 400 T——o00 z—+oo ™
. . e’ —1
e lim z2"e®* =0 (n€eN*) e lim =1
Tr— — oo xz—0 xr
W, Conséquences
o lim u(z) = +o0 = lim e*® = 400 e lim u(z) = —oco = lim e*® =0
Tr—rTo Tr—rTo Tr—rxo T—rTo
e'u,(m)
e lim u(x) =+o00o= lim ——— = +o0 o lim u(z) = —co = lim [u(z)]"e*® =0
T—x0 T—x0 [u(m)]n r—xg T—x0
e(® _ 1
e lim u(z) =0= lim =1
T—x0 T—xo u(a;)
W Ces limites sont toujours valables lorsqu’on les traite soit a droite ou a gauche de &g ou bien au voisinage
de +00 ou —oco
La continuité : :
e La fonction & +—> e® est continue sur 'intervalle R
e Si w est continue sur un intervalle I alors la fonction = — e™®) est continue sur Pintervalle I

—
La dérivabilité :

La fonction 2 — e® est dérivable sur l'intervalle R et on a : V& € R; (e®)’ = e®
Si u est dérivable sur un intervalle I alors la fonctiop x — e*(®) est dérivable sur l'intervalle I et on a :

Ve € I; (e“(‘”)) = u'(z) x e*®
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Courbe de la fonction exponentielle dans un
par rapport & la droite d’équation : y = « .

Offre D’excellence 0715656983

Courbe de la fonction exponentielle : ——\———’\‘
repére orthonormé est le symétrique de la courbe de la fonction In

Fonction exponentielle de base a €]0; +ool:

gf Propriétés :

eVr e R a* = e*ne

ea” x a¥ = a®t¥ o (a®)" =

oeV(z;y) €ER? a*=a’ Sz =y

g La fonction exponentielle de base a est la fonction définie par : V& €]0; +o00o|

log, (a*) =z

a® = e® log(x)
e VYV €]0; 400 [ak’gam =z
VreRetVy€eRetr €Q
a™® ° 1 =a ° @ — a®= Y
a® ay

eV € R Vy €]0; oo a® =y & = = log,(y)

a>1

0<a<l1

gf Inéquations :
a®*>a" s x>y

a®>adv s <y

gf Limites :

a>1 0<a<l1 a>0
a® —1
lim a® = +o0 lim a®* =0 lim =Ina
x—+o0 xr— oo x—0 @€

lim a®* =0
Tr—r—00

lim a® = 4o
r—r—00

L gf Dérivée (a®) = (Ina) x a®
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fg Soit f une fonction définie sur un intervalle I On dit que F' est une fonction primitive de f sur I si :
eVrecl F'(z)= f(x)

Définition

e F est dérivable sur I

FONCTIONS PRIMITIVES

Existence et unicité des primitives :

_

W Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I

W Si f admet une primitive F' sur un intervalle I, Alors toute fonction G définie sur I par :

W Soit f une fonction admettant des primitives sur un intervalle I soit xo un élément de I et yg un réel, Il

existe une seule primitive F' de f sur I vérifiant la condition F (zg) = yo

G(w) = F(w) + k (b € R) est aussi une primitive de f sur T

Propriété de linéarité des primitives

Si F' et G des fonctions primitives respectives de f et g sur un intervalle I et si k un réel, alors :

e (F + G) est une fonction primitive de (f 4 g) sur I

e kF est une fonction primitive de kf sur I

Propriété de linéarité des primitives

-_— e

Si F' et G des fonctions primitives respectives de f et g sur un intervalle I et si k un réel, alors :

e (F + G) est une fonction primitive de (f + g) sur I

o kF est une fonction primitive de kf sur I

primitives des fonctions usuelles :

PROF: MoussA0oUl CHAFIK

YOUTUBE : ETUDES FACILE

f(x) F(x) (k€R) f(z) F(z) (k€R)
a €R ax +k 1 In|z| + k
1, x
T 5.1: +k e® e +k
1 —1
.~ ;—i-k sinzx —cosx + k
1
— 2V + k cos T sinx + k
\/5 m'n,-l—l 1
(nezr—{-1}) z" n+1+k 1+tan2w=c0523_ tanz + k
|
Primitives des fonctions composés
f(z) F(z) (k€R) f(z) F(z) (k€R)
u'(z)
\/m 2\/u(z) +k ’LL/(:E) % e%(®) eu(®) +k
nF
(nez* —{-1}) d/(x) X [u(z)]™ % + k u/(z) X sin[u(z)] | — cos[u(z)] + k
1::((;3)) In |u(x)| + k u'(x) X cos[u(zx)] | sin[u(x)] + k




Exercice o BAC 2010 @

I) On consideére la fonction numeérique g définie sur R par :

g(x) =1+ 4ze®*®
Montrer que : g’(x) = 4(2z + 1)e®® pour tout = de R.

1
Montrer que la fonction g est croissante sur I'intervalle [— > +o0 [ et décroissante sur l'intervalle ] —00, — 5] .

1 1

2 s _*
e Montrer que g =5 =1- - et vérifier que g — > 0.

@ En déduire que : g(x) > 0 pour tout x de R.

Offre D’excellence 0715656983

IT) Soit f la fonction numérique définie sur R par : f(x) = (22 —1)e?** +x+1. et soit (C) la courbe représentative

de la fonction f dans un repére orthonormé (O; ;) (17l = |I7]l = 2 cm).
Calculer lim f(z) puis montrer que lim f(x) = —oo (on rappelle que: lim wue* =0)
x——+oo Tr——o00 u——oo

Montrer que : f/(z) = g(x) pour tout  de R puis en déduire que la fonction f est strictement croissante
sur R.

e Calculer lim

r——+oco o
totique celle de "axe des ordonnées.

et en déduire que la courbe (C') admet une branche parabolique de direction asymp-

@ Calculer lim [f(x) — (z+1)] et en déduire que la droite (A) d’équation y = x + 1 est une asymptote
r— — 00
a la courbe (C') au voisinage de —oo.

° Déterminer les coordonnées du point d’intersection de la droite (A) et la courbe (C') puis montrer que la

1
courbe (C') est en-dessous de la droite (A) sur Uintervalle | — oo, 5[ et qu’clle est au-dessus de la droite
1
(A) sur L’intervalle ]5, +o0.
e Montrer que : y = x est une équation cartésienne de la droite (T') tangente & la courbe (C') au point O.

1
@ Montrer que la courbe (C') posséde un point d’inflexion d’abscisse =5 (la détermination de I'ordonnée
du point d’inflexion n’est pas demandée).

Construire les deux droites (A) et (T') et la courbe (C) dans le repére (0313 7).

ne En utilisant une intégration par parties, montrer que :

1
3 e
/ 2z — 1)e**dz =1 — —.
0 2

@ Montrer que l'aire du domaine plan limité par la courbe (C), la droite (T") tangente a la courbe (C) et

1
les deux droites d’équations € = 0 et ¢ = S est égale 4 : (6 — 2e)cm?.
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Exercice €) BAC 2010 ®

I) On considére la fonction numérique g définie sur ]0, +oo[ par :

g(x) =2z —x — 2Inzx + 3.

Offre D’excellence 0715656983

e Vérifier que : 3z® — @ — 2 = (¢ — 1) (3z? + 3z + 2) pour tout « de 'intervalle ]0, +oo. 0.25pt
x—1) (322 + 3z + 2
@ Montrer que : g’(x) = ( ) ( +3z+2) pour tout x de lintervalle ]0, +o00]. 0.75pt
T
32 + 3z + 2
e Vérifier que : e e Thalnlc) > 0 pour tout « de l'intervalle ]0, +o0]. 0.5pt
x
@ En déduire que le signe de g’(x) est celui de  — 1 sur ]0, +oo|. 0.5pt
e Montrer que la fonction g est décroissante sur intervalle ]0,1]et qu’elle est croissante sur lintervalle
1, +ool. 0.5pt
@ En déduire que g(x) > 0 pour tout x de l'intervalle ]0, +oco[ (remarquer que g(1) > 0 ). 0.5pt
IT) On considére la fonction numérique f définie sur |0, +oo[ par :
z—1+Inx
f@)=z—-1+— —.
T
et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;;7) (on prendra ||7]| = ||7]| = 1 cm ).
x
Montrer que : f'(z) = ‘(Lg) pour tout & de lintervalle ]0,+oo[ puis en déduire que la fonction f est
T
croissante sur l'intervalle 0, +oo. Ipt
e Montrer que : lin% f(x) = —oo puis interpréter géométriquement ce résultat. 0.5pt
>0
. r—1+Inx . ) Inx
@ Montrer que lim ————— =0etque lim f(x) = +oo (onrappelle que: lim —— =0).
xr—+o0 x2 x—+o0 x—4oco 2

0.75pt

G Montrer que la droite (A) d’équation y = x — 1 est une asymptote & la courbe (C) au voisinage de +oo. 0.5pt

Montrer que y = 3(z — 1) est une équation de la droite tangente a la courbe (C) au point de coordonnées
(1,0). 0.5pt

Construire la droite (A) et la courbe (C). (on admettra que la courbe (C) posséde un point d’inflexion unique
dont on ne demande pas de déterminer). 0.75pt

e En utilisant une intégration par parties, montrer que :

€1 2 1
/ 2l =1-12 < poser u/(z) = — et v(z) = In :c>
o =2 e z2

x
Ipt
@ Montrer que l’aire du domaine plan limité par la courbe (C), la droite (A) et les droites d’équations @ = 1
1
et * = e est égale a (1 — —) cm?. 0.5pt
e
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Exercice 9 BAC 2011 @

I- On considére la fonction g définie sur R par :

gx)=(01—=x)e* —1

e Montrer que : g’(x) = —xe” pour tout = de R. 0,5pt
@ Montrer que la fonction g est décroissante sur [0; +oo[ et croissante sur l'intervalle | — co; 0] et vérifier 0, 75pt
que g(0) =0
En déduire que : g(x) < 0 pour tout x de R. 0,5pt

II- Soit f la fonction numérique définie sur R par :

Offre D’excellence 0715656983

flx)=(2—a)e” —x
et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O;;7) (unité : 1 cm ).

1 I b = —oo.
.e Montrer que mkrfoo f(x) oo 0,5pt

@ Montrer que : lim @ =

x—+4oco

—00 0,75pt

puis en déduire que la courbe (C') admet une branche parabolique au voisinage de +o00 dont on précisera
la direction.

e Montrer que : lim f(x) = 4+oo puis calculer lim [f(x) + «]. (on rappelle que : lim xe® =0).  0,7pt
r——00 r— —o00

T——o0
@ Montrer que la droite (D) d’équation y = —x est une asymptote a la courbe (C) au voisinage de —oo. 0,25pt
e Montrer que : f'(z) = g(x) pour tout = de R. 0,5pt
@ Interpréter géométriquement le résultat : f/(0) = 0 0,25pt

G Montrer que la fonction f est strictement décroissante sur R puis dresser le tableau de variations de la
fonction f. 0,5pt
3
Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique o dans R et que > < a < 2 (on admettra que  0,5pt
i>3)
e Résoudre dans R l’équation f(x) + @ = 0 et en déduire que (C) et (D) se coupent au point A(2; —2). 0,5pt

@ Etudier le signe de f(x) + x sur R. 0,25pt

e En déduire que (C) est au-dessus de (D) sur | — oo; 2[ et en-dessous de (D) sur | 25 +o00. 0,25pt
ﬂe Montrer que la courbe (C) posséde un point d’inflexion unique de coordonnées (0; 2). 0,5pt

@ Construire la droite (D) et la courbe (C) dans le méme repére (O;7; 7). Ipt
e Montrer, & I'aide d’une intégration par parties, que : Ipt

0 4
/ (2—x)eder =3 — —
-1 (S

@ E déduire en em?, laire du domaine plan limité par la courbe (C), la droite (D) et les droites d’équations
x=—1letax=0. 0,25pt
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Exercice €) BAC 2011 ®

I- On considére la fonction numérique f définie sur I =]0; +oo[par :

gx) =z —1+Inzx.

z+1
e Montrer que : g’(x) = pour tout x de I. 0,5pt
Q Montrer que la fonction g est croissante sur I. 0,5pt
En déduire que g(x) > 0 sur [1; +oo[ et que g(x) < 0 sur ]0; 1]. (remarquer que g(1) =0 ). Ipt

II-Soit f la fonction numérique définie sur I par :
-1
flz) = (:c > Inz
T

et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (Q;;7) (unité 1 cm).

Offre D’excellence 0715656983

e Montrer que lin%) f(x) = +oo et donner une interprétation géométrique de ce résultat. 0,75pt
20
x
@ Montrer que lim f(xz) = +oo et lim & =0. Ipt
x—+oco

x—+ oo T
f(x) <a: -1

(remarquer que =
T T

Inx
pour tout x de I ).
x

e En déduire que la courbe (C) admet une branche parabolique au voisinage de +o0o dont on précisera la

direction. 0,5pt
T
e Montrer que : f/(x) = % pour tout x de I. Ipt
@ En déduire que la fonction f est croissante sur [1; 4o0o[ et décroissante sur | 05 1] 0,5pt
G Dresser le tableau de variation de la fonction f sur I. 0,25pt
Construire (C) (on admettra que la courbe (C) posséde un seul point d’inflexion d’abscisse comprise entre
1,5 et 2). 1pt
1 2 . o ) Inx :
e Montrer que H :  — E(IH x)“ est une fonction primitive de la fonction h : @ — —— sur l'intervalle I. 0,5pt
T
¢lnx 1
@ Montrer que / —dx = —. 0,75pt
1 €L 2
e
G Montrer, a I'aide d’une intégration par parties, que : / Inxdx = 1. Ipt
1
. Inx
e Veérifier que f(x) = Inxz — —— pour tout x de I. 0,25pt
T

@ Montrer que aire du domaine plan limité par la courbe (C), 'axe des abscisses et les droites d’équations
x = 0 et x = e est égale 4 0.5 cm?. 0,5pt
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Ercrcice @ ®

I- Soit g la fonction numérique définie sur ]0; +o00 [ par :
g(x)=z>—1+22%Inx
Montrer que 2 — 1 et 2% Inx ont le méme signe sur 'intervalle ]0; 1[ puis en déduire que g(x) < 0 pour
tout x appartenant a l'intervalle ]0, 1]. 0.75pt

Montrer que ® — 1 et 2% Inx ont le méme signe sur l'intervalle |15 4-oo[ puis en déduire que g(x) > 0
pour tout x appartenant a l'intervalle [1; 4-o0]. 0.75pt

I1- On consideére la fonction numeérique f définie sur |0; +oof par :

f(z) = (z* —1)Inz.

Offre D’excellence 0715656983

et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O;;7) (unité 3 cm).

e Montrer que lirr}) f(x) = +oo et donner une interprétation géométrique de ce résultat. 0.5pt
T—r
. : . f(=)
@ Calculer lim f(«) puis montrer que lim ——~ = 400
x—r—+oo x—>+oco ¢
- ) z? —1
(on pourra écrire sous la forme Inz).
T T
et en déduire que la courbe (C) admet une branche parabolique au voisinage de +oo dont on précisera la
direction. Ipt
’ g9(z) < . I
e Montrer que : f'(x) = == pour tout  appartenant a I'intervalle |0, +o0[ et interpréter géométrique-
x
ment le résultat f/(1) = 0. 1.25pt
@ Montrer que la fonction f est décroissante sur l'intervalle | 0,1] et croissante sur 'intervalle [1, 4+oo]. 0.5pt

G Dresser le tableau de variations de la fonction f sur l'intervalle ]0, +o00o[ puis montrer quef () > 0 pour

tout @ appartenant a 'intervalle ]0; +oo]. 0.5pt
Construire la courbe (C) dans le méme repére (O3 7). Ipt
3
x
e Montrer que w :  —> o & est une fonction primitive de la fonction  — 2 — 1 sur R. 0.5pt

@ Montrer, & I'aide d’une intégration par parties, que :

2 2
/ (#* — 1) Inwdx = §(l+31n2).
1

Ipt
e Calculer, en cm?, laire du domaine plan limité par la courbe (C), Taxe des abscisses et les droites
d’équations * = 1 et « = 2. 0.25pt
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Exercice €@ BAC 2012 ®

On considére la fonction numérique f définie sur R par :

e —1

e +1

f@)=o+

. et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (033 7).

Montrer que f(—x) = —f(z) pour tout « de R et en déduire que le point O est centre de symétrie de la
courbe (C).

Veérifier que : f(z) =+ 1 —

i pour tout  de R.

eﬂ:

(il est préférable d’utiliser cette expression de f(x) pour traiter les questions qui suivent).

HO
(b
]

Ho

()

2e” L. ’ 3
5 pour tout « de R et vérifier que : f'(0) = >

Montrer que f () =1+ ———
(e= + 1)

Montrer que la fonction f est croissante sur R.
3
Montrer que y = 2= est une équation cartésienne de la droite (T") tangente a la courbe (C') au point O.
Montrer que : lim f(x) = +oo.
x— 400

Calculer lir_’{l [f(x) — (x4 1)] et en déduire que la droite (D) d’équation y = & + 1 est une asymptote
xTr—r—100
a la courbe (C') au voisinage de 4oo.

Montrer que la courbe (C') est au-dessous de la droite (D).

Construire les deux droites (D) et (T') et la courbe (C).
(on rappelle que O est centre de symétrie de la courbe (C) ).

1
et +1

Montrer que la fonction H : & +— x — In (e® + 1) est une fonction primitive de la fonction x +—
sur R.

En déduire que :

In 2 1
/ Inzdr =1n4 —In3
0 ez—i-l

Calculer, en cm?, I'aire du domaine plan limité par la courbe (C), la droite (D) et les droites d’équations
z=0etx=1n2.

0.75pt

0.5pt

1.25pt

0.5pt
0.5pt

0.5pt

0.25pt

1.5pt

0.75pt

0.5pt

0.5pt
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Exercice €@ BAC 2013 @

On considére la fonction numérique f définie sur R par :
f(z) = (xz —2)%”

et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O;4; ) (unité : 1 cm).

Offre D’excellence 0715656983

e Montrer que : wgr_fr_loo f(x) = +oo. 0,25pt
@ Montrer que : mgrfoo @ = +o0o0 puis en déduire que la courbe (C) admet, au voisinage de 400, une

branche parabolique dont on précisera la direction. 0,5pt

e Vérifier que : f(x) = x%e® — 4xe® 4 4€® pour tout x de R. 0,25pt

@ Montrer que : mli)r_noo f(x) = 0 et interpréter géométriquement ce résultat. 0,5pt

(on rappelle que : lim x™e® = 0 pour tout n de N* ).
r——o0

e Montrer que : f'(z) = z(xz — 2)e® pour tout x de R. 0,75pt

@ Montrer que la fonction f est croissante sur chacun des deux intervalles |—oo, 0] et [2, 400 [ et qu’elle
est décroissante sur l'intervalle [0, 2]. Ipt

Dresser le tableau de variations de la fonction f sur R. 0,5pt

Montrer que : f”(x) = (:B2 — 2) e” pour tout « de R puis en déduire que la courbe (C) posséde deux
points d’inflexion qu’on ne demande pas de déterminer leurs ordonnées. 1pt

Montrer que la fonction H : @ — (x — 1)e® est une fonction primitive de la fonction h : ¢ — xe® sur
1

R puis calculer / xre®dx. 0,5pt
)

Montrer, & I'aide d’une intégration par parties, que :

o
©
@ Construire (C) dans le méme repére (O; 7; 7). Ipt
o
(b

1
/ r2e®dr = e — 2
0

0,75pt
e Montrer que ’aire du domaine plan limité par la courbe (C), 'axe des abscisses et les droites d’équations
x =0ctx =1 est égale & 5(e — 2)cm?. 0,5pt
Utiliser la courbe pour donner le nombre de solutions de ’équation : 0,5pt

2 =e ®44x — 4,z € R.
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Exercice €) BAC 2013 ®

I- On considére la fonction numérique g définie sur 'intervalle ]0, 4o0o[ par :

g(x) =z —x — Inzx.

e Vérifier que 222 — x — 1 = (2x + 1)(x — 1) pour tout x de R. 0,25pt

22—z — 1
@ Montrer que g’(x) = ————— pour tout = de l'intervalle |0, +o00][ et en déduire que la fonction g 1pt

est décroissante sur Uintervalle |0, 1]et qu’elle est croissante sur 'intervalle [1, 4-oo].

Montrer que g(x) > 0 pour tout x de U'intervalle ]0, +oo].
(remarquer que g(1) =0 ).

Offre D’excellence 0715656983

IT- On considére la fonction numérique f définie sur ]0; +oo[ par :
f(x) =22 —1 — (Inx)>.

et soit (C') la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O; Z; .;)( unité 1 cm).

e Montrer que lirr}) f(x) = —oo et donner une interprétation géométrique de ce résultat. 0,5pt
r—>
x>0

x
@ Montrer que lim f(x) = 4oo et lim m = +o0. 0,5pt
r— oo

r—+oco

(remarquer que f(x) = =2 (1 N (m—“:)z) ).

x? T
G En déduire que la courbe (C') admet, au voisinage de 400, une branche parabolique dont on précisera la
direction. 0,25pt

z? —Inz
e Montrer que : f/(x) = 2 <—> pour tout x de ]0, 4o0[. Ipt
x

- g(x) z?2 —Inzx . s .
@ Vérifier que 4+ 1 = — pour tout x de 'intervalle |0, +o00][ et en déduire que la fonction f
T x
est croissante sur |0, +ool. 0,75pt

e Montrer que y = 2 — 2 est une équation cartésienne de la droite (T') tangente a la courbe (C') au point
A(1,0). 0,5pt

@ Construire, dans le méme repére (0313 ), la droite (T') et la courbe (C). (on admettra que A est le seul
point d’inflexion de la courbe (C) ) Ipt

e Vérifier que H : © — x(lnax — 1) est une fonction primitive de la fonction h :  — Inx sur |0, +oo |

e
puis montrer que : / Inzdx = 1. 0,75pt
1

@ Montrer, a I'aide d’une intégration par parties, que :

e
/ (Inz)?dex = e — 2
1
0,5pt
G Montrer que Paire du domaine plan limité par la courbe (C), axe des abscisses et les droites d’équations 0,5pt

. 13 2
m:letm:eestegaleag(e —66+8)cm
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Exercice Q BAC 2014 @

I) Soit g la fonction numérique définie sur ]0; +oo [ par :

1
g(w):l—;—i—lna}

2 1
Montrer que g’'(z) = — + — pour tout  de ]0; +oo| et
T T
en déduire que la fonction g est croissante sur |05 +o0o].

Vérifier que g(1) = 0 puis en déduire que g(x) < 0 pour tout x de ]0, 1] et que g(x) > 0 pour tout x de
1, +ool.

IT) On considére la fonction numérique f définie sur ]0; +o0o[ par :

Offre D’excellence 0715656983

fx) =1+ 1Inx)?+ lz
x

et soit( C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (0343 7) (unité lem).

Montrer que lirr%) f(x) = 400 et donner une interprétation géométrique de ce résultat.
T—>
x>0

e Calculer wglfoo f(x).

1+ 1lnx)? T
Montrer que lim L = 0 (on pourra poser ¢ = /z ) puis montrer que lim & =
x—~+o00 T rz——4+oco

0.

2g(x)

e Déterminer la branche infinie de la courbe (C'. ) au voisinage de +oo.

Montrer que f'(x) = pour tout @ de ]0; +oo[ puis en déduire que la fonction f est décroissante
sur ]0, 1] et croissante sur [1, +oo.

@ Dresser le tableau de variations de la fonction f sur lintervalle 0, +oo[ puis en déduire que f(x) > 2
pour tout x de ]0, +ool.

Construire (C) dans le repére (O; i 5) (on admettra que la courbe (C) posséde un seul point d’inflexion que
I'on ne demande pas de déterminer).

On consideére les deux intégrales I et J suivantes :
e e
A= / 1+ Inz)dretJ = / (1 + Inx)3dz.
1 1

e Montrer que H : « +— xIna est une fonction primitive de la fonction h : & — 1 + Inx sur |0, +o0[
puis en déduire que I = e.

Montrer, & I'aide d’une intégration par parties, que : J = 2e — 1.

Calculer, en em?, 'aire du domaine plan limité par la courbe (C) laxe des abscisses et les droites d’équa-

tionsx = 1et x = e.

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT
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Exercice @ BAC 2014 ®

On considére la fonction numérique f définie sur R par :

f(z) = (ze® —1)e”
. et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (Oj;7; ) (unité 2 cm ).
Montrer que lim f(x) = 0 et donner une interprétation géométrique de ce résultat. 0.75pt
r——o0

: . f(=)
e Montrer que wEToo f(x) = +ocoet lim ——=

r—+toco

= +o0. 0.75pt

@ En déduire que la courbe (C') admet, au voisinage de +o00, une branche parabolique dont on précisera la
direction. 0.5pt

e Montrer que :

Offre D’excellence 0715656983

f(z) = €e” (e — 1+ 2ze”)

pour tout = de R puis vérifier que f/(0) = 0. Ipt
@ Montrer que e® — 1 > 0 pour tout « de [0, 400 [ et que e* — 1 < 0 pour tout « de |—oo, 0]. 0.5pt
e Montrer que la fonction f est croissante sur [0, +o00[ et qu’elle est décroissante sur | — oo, 0] puis dresser

le tableau de variations de la fonction f sur R. 1.25pt

1
e Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique ¢ dans intervalle [0, 400 [ et que 5 <
1
a < 1. (on admettra que Ee% <1) 0.75pt

@ Construire, dans le repére (O; 7 ;), la droite la courbe (C), (on admettra que la courbe (C') posséde un
seul point d’inflexion qu’on ne demande pas de déterminer). 0.75pt

Montrer, a ’aide d’une intégration par parties, que :

1

/E 2x 1
re dr = —
0 4

n Calculer, en cm?, I’aire du domaine plan limité par la courbe (C), I’axe des abscisses et les droites d’équations

0.75pt

x=0etx=—. Ipt
2 p
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I- Soit g la fonction numérique définie sur R par
g(x) =e® — 2z

Calculer g’(x) pour tout « de R puis en déduire que g est décroissante sur |—oo, In 2]
et croissante sur [In 2, 4-ool.

Vérifier que g(In2) = 2(1 — In 2) puis déterminer le signe de g(In 2).
En déduire que g(«) > 0 pour tout x de R.

Offre D’excellence 0715656983

Exercice Q BAC 2015

T
IT-On considére la fonction numérique f définie sur R par : f(x) = o
er — 2x
et soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O, , 5) (unité : 1 cm ).
1
e Montrer que mgToo f(x) =0c¢t mgr_noo flx) = o

T

(remarquer que e®* — 2x = x (— — 2) pour tout = de R* )
T
@ Interpréter géométriquement chacun des deux derniers résultats.

1 — xT
e Montrer que f'(x) = (= a)e”

( 2 )2 pour tout x de R.
er — 2x

@ Etudier le signe de f’(z) sur R puis dresser le tableau de variations de la fonction f sur R.

o)

0,75pt

0,5pt

0,5pt

Ipt

0,5pt
0,75pt

0,75pt

G Montrer que y = x est une équation de la droite (T') tangente a la courbe (C') au point O origine du  0,25pt

repeére.
Tracer, dans le méme repére (0,1, ), la droite (T') et la courbe (C). Ipt
(on prendra =~ 1,4 et on admettra que la courbe (C) a deux points d’inflexion 1’abscisse de I'un
3
appartient a l'intervalle ]0, 1[ et ’abscisse de Pautre est supérieur a 5 ).
x 1 .
e Montrer que ze™* < < pour tout x de lintervalle [0, +o00]. 0,75pt
er — 2z e—2
@ En utilisant une intégration par parties, montrer que :
1
2
/ re %dr=1— —
0 e
0,75pt
G Soit, en cm?, A(E) 'aire du domaine plan délimité par la courbe (C), 0,5pt
I’axe des abscisses et les deux droites d’équations © = 0 et * = 1.
Montrer que
2 1
1--<A(E) < ——
e e—2
ITI- Soit h la fonction numérique définie sur Uintervalle | — ocoj; 0] h(x) = f(x).
i Montrer que la fonction h admet une fonction réciproque h=1 définie sur un intervalle J que 1’on précisera. 0,5pt
> - >
N Tracer, dans le méme repére (O, 4, 3), la courbe (Cj—1) représentative de la fonction h~1. 0,5pt
8 IV-Soit (u,) la suite numérique définie par :
Sé ug = —2 et Up4+1 = h (uy) pour tout n de N.
M
N Montrer par récurrence que u,, < 0 pour tout n de N. 0,5pt
|
2 Montrer que la suite (u,,) est croissante. 0,75pt
8) (remarquer, graphiquement, que : h(x) > @ pour tout x de l'intervalle | — 0o, 0] ).
5 En déduire que la suite (un) est convergente et déterminer sa limite 0,75pt
2
2|
=
<
=
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Exercice @ BAC 2015 ®

I- Soit g la fonction numérique définie sur ]0; 4o0o[ par

gx)=1—xz+zlnz

Offre D’excellence 0715656983

e Montrer que g’(x) = In  pour tout = de ]0; +o00]. 0,5pt
@ Montrer que la fonction g est décroissante sur ]0, 1] et croissante sur [1, +oo[. 0,5pt
Calculer g(1) et en déduire que g(x) > 0 pour tout « de ]0; +oo]. 0,75pt
IT- On considére la fonction numérique f définie sur ]0; 4+oo[ par :
1 2Inx
f(xr) =3 — e .
T T
et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O;4; 7)( unité 1 cm).
Montrer que lirrb f(x) = —oo et interpréter géométriquement ce résultat. 0,75pt
>0
5 322 —1—2zlnx
(pour calculer lln% f (@) ; remarquer que f (x) = 2 pour tout x de | 05400 ).
>0 z
Montrer que lir_ir_l f(x) = 3 et en déduire la branche infinie de la courbe (C) 0,75pt
Tr—r 100
, 2g(x)
e Montrer que f'(x) = pour tout x de ]0; +oo]. 0,75pt
3
@ Interpréter géométriquement le résultat /(1) = 0. 0,25pt
e Montrer que la fonction f est croissante sur |05 +o0o]. 0,5pt
Tracer, dans le repére (O; {; ;), la courbe (C). 0,75pt
(on admettra que la courbe (C') posséde deux points d’inflexion tels que 1 est P’abscisse de I'un de ces deux
points et 'abscisse de 'autre est comprise entre 2 et 2,5 et on prendra f(0,3) = 0).
e Montrer que
€2lnx
dr =1
1 T
0,5pt
@ Calculer, en cm?, I'aire du domaine plan délimité par la courbe (C), 'axe des abscisses et les deux droites
d’équations *x = 1 et « = e. 0,75pt
n Soit h la fonction numérique définie sur R* par :
1 In (a2
sy g L)
x? ||
e Montrer que la fonction h est paire et que h(xz) = f(x) pour tout x de ]0; +o0|. 0,75pt
@ Tracer, dans le méme repére (O i _;), la courbe (C”) représentant la fonction h 0,5pt
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Exercice @

On considére la fonction numérique f définie sur R par :

BAC 2016

f(x) = 2x — 2 + e*® — 4€™.

et soit (Cy) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O, i,7) (unité :1em). I)

Montrer que lim f(x) = —oo.
T—r— 00

Montrer que la droite (D) d’équation y = 2 — 2 est une asymptote & la courbe (Cy) au voisinage de

Montrer que lim f(x) = +oo.
x—r+oo

o
00
=
o
0
=)
0
™
>~
=)
©
3)
=]
)
=
)
3]
»
o
A
2
&=
o

Montrer que = +o00 et interpréter géométriquement le résultat.

Montrer que f/(x) = 2 (e® — 1)? pour tout z de R.
Dresser le tableau de variations de la fonction f sur R. (remarquer que f'(0) =0 ).
Montrer qu'il existe un unique réel a de l'intervalle |1, In 4] tel que : f(a) = 0.

Montrer que la courbe (Cy) est au-dessus de la droite (D) sur l'intervalle | In4, +oo[ et qu’elle est

en-dessous de la droite (D) sur l'intervalle | — oo, In 4].
Montrer que la courbe (Cy) admet un seul point d’inflexion de coordonnées (0, —5).

Tracer la droite (D) et la courbe (Cy) dans le méme repére (O, ).
(on prendraln4 =~ 1,4 et « = 1,3).

Montrer que

Calculer, en cm?, l'aire du domaine plan délimité par la courbe (Cy), ,la droite (D), I'axe des ordonnées
et la droite d’équation = In 4.

Résoudre 'équation différentielle (E) : y”” — 3y’ + 2y = 0.

Déterminer la solution g de 1’équation (E) qui vérifie les deux conditions : g(0) = —3 et g’(0) = —2.
Soit h la fonction numérique définie sur l'intervalle | In 4, +oo[ par :

h(z) = In (e*® — 4€”).

e Montrer que la fonction h admet une fonction réciproque b~ et que h~?1 est définie sur R.

@ Veérifier que h(In5) = In 5 puis déterminer (h_l), (In 5).

~
>
o
@
al
O
<
m
(@]
|
n
=
-
o
E.
=
=
‘=
=
<
=

0.25pt

0.5pt

0.5pt

0.5pt

0.5pt

0.25pt
0.75pt

0.5pt

0.5pt

0.75pt
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0.75pt
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Exercice @ BAC 2016 ®

2
I - Soit g la fonction numérique définie sur |0; oo [ par: g(z) = — — 1 + 2Ina.
T

Le tableau ci-desous est le tableau de variations de la fonction g sur| ]0; oo

Offre D’excellence 0715656983

x 0 1 +o0
g (x) - 0 +
+oo —+o0
g9(1)
Calculer g(1). 0.25pt
Déduire a partir du tableau que : g() > 0 pour tout x de ]0; +o0]. 0.75pt

IT - On consideére la fonction numérique f définie sur |05 +oo| par :
f(x)=3—-3x+4+2(zx+1)Inz.

et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé

(0515 7)(unité 2 cm)

Montrer que lir% f(x) = —oo et donner une interprétation géométrique a ce résultat. 0.75pt
T—
x>0

e Montrer que zlEIFloo f(x) = +oo.

3 1
(pour calculer cette limite on pourra écrire f(x) sous forme f(x) = = [— —34+2 (1 + —) In m] ). 0.5pt
T T
@ Montrer que la courbe (C) admet une branche parabolique de direction axe des ordonnées au voisinage
de +o0.
0.5pt
e Montrer que f’(x) = g(x) pour tout = de ]0; +o0|. 0.75pt
@ En déduire que la fonction fest strictement croissante sur ]0; +o0o[ et dresser le tableau de variations de la
fonction f sur ]0; 4-ool. 0.75pt
e Montrer que I(1,0) est un point d’inflexion de la courbe (C). 0.5pt
@ Montrer que y = x — 1 est une équation cartésienne de la droite (T') tangente a la courbe (C') au point
I. 0.25pt
e Tracer dans le méme repére (O3 ;) la droite (T') et la courbe (C). 0.75pt
BHO Vo / (14%)as=T 0.5pt
ontrer que —|dx = -. )
que 5 1 P
@ En utilisant une intégration par partes, montrer que :
2 7
/ (a;+1)1na:da::4ln2—z. 0.75pt
1
e Calculer, en ecm?, I’aire du domaine plan délimité par la courbe (C), ave des abscisses et les deux droites
d’équations * = 1 et ¢ = 2. 0.5pt
3
n Résoudre graphiquement l'inéquation : (z + 1) lIna > 5($ —1),x €]0,+ool. 0.5pt
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e
a0
% Exercice @ BAC 2017 @
10
S I) Soit g la fonction numeérique définie sur Uintervalle |0, +o0o[ par : gx)=xz*+2x—2+2Inz.
—
g Vérifier que : g(1) = 0. 0,25pt
= »/] A partir du tableau de variations de la fonction g ci-dessous :
) p g
=]
()
;8 x 0 +o00
> g (z) +
9
A Foo
&= —00
@)
Montrer que g(x) < 0 pour tout & appartenant a 'intervalle ]0,1] et que g(¢) > 0 pour tout x appartenant a
I'intervalle [1, +o0]. Ipt
2
IT) On considére la fonction numérique f définie sur I'intervalle ]0, +o0o[ par :  f(xz) = « + (1 — —> Inx. Soit
T
(C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O;4; 7) (unité : 1 cm).
Montrer que : lin}) f(x) = +oo et interpréter géométriquement le résultat. 0,5pt
>0
2 Mont S = . 0,25pt
.e ontrer que m_ir_'{loof(a:) 400 ,29p
@ Montrer que la courbe (C) admet au voisinage de +0o une branche parabolique de direction asymptotique
celle de la droite (D) d’équation y = x. 0,75pt
: g(z) -
e Montrer que : f'(x) = =~ pour tout & appartenant a I'intervalle 10, +o0]. Ipt
T
@ Montrer que f est décroissante sur U'intervalle ]0, 1] et croissante sur U'intervalle [1, +oo. 0,75pt
Dresser le tableau de variations de la fonction f sur Uintervalle |0, +o00]. 0,25pt
2
e Résoudre dans l'intervalle ]0, 400 [ 1’équation : <1 — —> Inz = 0. 0,5pt
T
@ En déduire que la courbe (C) coupe la droite (D) en deux points dont on déterminera les coordonnées. 0,5pt
° Montrer que f(x) < « pour tout x appartenant a l'intervalle [1, 2] et en déduire la position relative de
la courbe (C) et la droite (D) sur lintervalle [1, 2]. 0,75pt
Construire, dans le méme repére (O; i ;), la droite (D) et la courbe (C) Ipt
(on admettra que la courbe (C') posséde un seul point d’inflexion dont ’abscisse est comprise entre 2,4 et 2,5).
KO Mo L 1(1 28 0,5pt
ontrer que : —dz = —(In2)”. ,
q G 2 4
@ Montrer que la fonction H : & — 21Inx — x est une fonction primitive de la fonction h : € — — — 1 sur
T
I'intervalle ]0, 4+oo]. 0,25pt
E ° Montrer, & I'aide d’une intégration par parties, que : 0,5pt
R 2 /79
O / (——1) Inzdz = (1 — In2)2%
O—c 1 €T
2
m @ Calculer, en cm?, I’aire au domaine plan limité par la courbe (C), la droite (D) et les droites d’équations
C\Il x=1letx =2 0,5pt
A III) On considére la suite numérique (u,,) définie par : ug = V3 et un 1 = f (uy) pour tout entier naturel n.
5’ Montrer par récurrence que : 1 < u,, < 2 pour tout entier naturel n. 0,5pt
B
- Montrer que la suite (u,) est décroissante 0,5pt
& (on pourra utiliser le résultat de la question II) 4. c)).
s
E En déduire que la suite (uy,) est convergente et déterminer sa limite. 0,75pt
=
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Exercice @ BAC 2017 ®

I) Soit g la fonction numérique définie sur R par : g(x) = 1 — (x + 1)%e®.

Vérifier que : g(0) = 0. 0,25pt

A partir de la représentation graphique de
la fonction g (voir figure ci-contre) Ipt

Montrer que g(x) > 0 pour tout x appartenant a lintervalle | — oo, 0] et que g(x) < 0 pour tout x
appartenant a U'intervalle [0, +oo.

Offre D’excellence 0715656983

2,,
(Cy)

1,,

]

|

4 -3 —2 -1 o 1 2

_1 1
_2 1

IT) On consideére la fonction numérique f définie sur R par :
fl@)=2z+1— (2?2 +1)e".
Soit (Cy) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (Oj;;7) (unité : 2 cm).

2
w @x

e Vérifier que : f(x) =x+1—4 (—eZ) — €% pour tout réel  puis en déduire que lim f(z) = —oo.
2 T — —o0

0,75pt
@ Calculer lim [f(x) — (x4 1)] et en déduire que la droite (D) d’équation y = & + 1 est une asymptote
r—r— 00
a la courbe (Cy) au voisinage de —oo. 0,5pt
G Montrer que la courbe (Cy) est au-dessous de la droite (D). 0,25pt
1 1
e Montrer que lim f(x) = —oo (on pourra écrire f(x) sous la forme x [1 4+ —— <:c + —) e‘”] ) 0,25pt
z—+o0 x x
Montrer que la courbe (C¢) admet au voisinage de +o0o une branche parabolique dont on précisera la
@ q b g p q p
direction. 0,25pt
e Montrer que f'(x) = g(x) pour tout réel . 0,75pt
@ Montrer que la fonction f est croissante sur Uintervalle | — oo, 0] et décroissante sur l'intervalle [0, 400
et dresser le tableau de variations de la fonction f sur R. 0,75pt
e Montrer que la courbe (Cy) posséde un deux points d’inflexion d’abscisses-3 et-1. 0,75pt
— Construire, dans le méme repére (0;14; ), la droite (D) et la courbe (Cy). Ipt
= (on prendra f(—3) = —2,5 et f(—1) = —0,7)
op]
@) e Veérifier que la fonction H : & — (& — 1)e® est une fonction primitive de la fonction h : x — xe® sur R
[l e 2
@) puis montrer que : / ze®dr = — — 1. 0,5pt
< -1 @
/M N , PR . )
a\ Montrer, & I’aide d’une intégration par parties, que : 0,75pt
1
4 ’ 2
5 / (cc2+1)emda:=3<1——).
c -1 e
=
S e Calculer, en cm?, 'aire du domaine plan limité par la courbe (Cy) ,la droite (D), I'axe des abscisses et
‘% la droite d’équation £ = —1. 0,5pt
B
<
=
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Exercice Q

Le tableau ci-dessous est le tableau de variations de la fonction g.

BAC 2018 @

I) Soit g la fonction numérique définie sur R par : g(x) = €® — % + 3z — 1.

T —00 400
g'(x) +
+oo
g(x) /

Offre D’excellence 0715656983

Veérifier que : g(0) = 0. 0.25pt
Déterminer le signe de g(«) sur chacun
des intervalles | — oo; 0] et [05 +o00]. 0.5pt
IT) Soit f la fonction numérique définie sur R par : f(x) = (w2 —z)e "+
et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;;7) (unité : 1 cm ).
Verifi f()—g62 Ty tout = de R pui t lim f(z) =+ 0.5pt
e érifier que f (=) = —= — — + @ pour tout » de R puis montrer que lim f(x) = +oo. .5p
Calculer liT (f(x) — «) puis en déduire que (C) admet une asymptote (D) au voisinage de +oo
xr—r oo
d’équation y = x. 0.75pt
. 2 — x + ze® . i
Veérifier que f(x) = —————— pour tout  de R puis calculer lim f(x). 0..5pt
eT T——00
A C)) : ( ) N
@ Montrer que lim ——= = —oo et interpréter le résultat géométriquement. 0..5pt
r——00
e Montrer que f(x) — x et £ — x ont le méme signe pour tout x de R. 0.25pt
@ En déduire que (C) est au-dessus de (D) sur chacun des intervalles |—oo; 0] et [1; 400, et en dessous
de (D) sur lintervalle [0;1]. 0.5pt
e Montrer que f/(x) = g(x)e™* pour tout x de R. 0.75pt
@ En déduire que la fonction f est décroissante sur |[—oo; 0] et croissante sur [0; +oo]. 0.5pt
e Dresser le tableau de variations de la fonction f. 0.25pt
@ Vérifier que f”(x) = (¢® — 5 + 4) e~ pour tout = de R. 0.25pt
@ En déduire que la courbe (C) admet deux points d’inflexion d’abscisses respectives 1 et 4. 0.5pt
Construire (D) et (C) dans le méme repere (O3 7).(on prend : f(4) = 4.2) Ipt
ne Montrer que la fonction H : x +—> (:132 + 2x + 2) e~ ® est une primitive de la fonction h :  — —x2e™®
. . ! 2 _ 2e — 5
sur R pais en déduire que z e  Pdx = . 0.5pt
0 e
- : : : : ! e—2 :
A l’aide d’une intégration par parties montrer que re *dxr = . d’équations x = 0 et x = 1. 0.75pt
=
N 0 €
T 1
%_‘J ITT) Soit( (uy) la suite numérique définie par : ug = 5 et Up4+1 = f (up) pour tout n de N.
Sé e Montrer que 0 < u,, < 1 pour tout n de N.
% (on pourra utiliser le résultat de la question IT) 3. b)) 0.75pt
U'J @ Montrer que la suite (u,) est décroissante. 0.5pt
% e En déduire que (uy,) est convergente et déterminer sa limite. 0.75pt
E
ot
=
&
=
<
=
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™
a0
% Exercice @ BAC 2018 ®
10
S I Soit g la fonction numeérique définie sur Uintervalle ]0; +o0o[ par : glx)=x>—-1-2 In’z + 2Inz.
= Le tableau ci-dessous est le tableau de variations de la fonction g sur l'intervalle ]0; +oco].
=)
8 T 0 +oo
g g'(z) +
: +oo
5 g(x) /
)] —0o0
&
Elo: Calculer : g(1). 0.25pt
Déterminer, & partir de ce tableau, le signe de g(x) sur chacun des intervalles ]0; 1] et [15 +oo[. 0.5pt
IT) On considére la fonction numérique f définie sur Pintervalle |0; +o0o[ par :
£(z) 1 + 1 n Inx\?
r)=x— -+ — — .
2 22 x
et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O;i; )
1 érifi li = . 0.5pt
.e Veérifier que m_1r_'1£1mj"(a:) 400 D
1
@ Montrer que la droite (D) d’équation y = & — > est une asymptote a la courbe (C) au voisinage de +oo.
0.5pt
e Déterminer la position relative de la droite (D) et la courbe (C). 0.25pt
Montrer que lim f(x) = 400 et interpréter le résultat géométriquement. 0.75pt
0
sy 9(x) Y )
e Montrer que f’(x) = == pour tout @ de Iintervalle ]0; +ool. Ipt
x
@ Montrer que la fonction f est décroissante sur l'intervalle ]0; 1] et croissante sur l'intervalle [1; 4-oo]. 0.5pt
e Dresser le tableau de variations de la fonction f sur Uintervalle |05 +o00]. 0.5pt
Construire dans le repére (O3 1; 7) la droite (D) et la courbe (C) (unité : 1 cm). Ipt
III) On considére la fonction numérique h définie sur ]0; +o0o[ par :
h(z) = f(z) — =
Yy
3 4
e Vérifier que h(1) = 0. 0.25pt
@ Dans la figure ci-contre, (C},) est la représentation gra- 9 |
—~ phique de la fonction h.
5 Déterminer le signe de h(x) sur chacun des intervalles (Cn)
] 1051] et [1;+o0o[ puis en déduire que : f(x) < x pour 1
%_‘) tout x de l'intervalle [1; +oo. 0.75pt
Eﬁ) On considére la suite numérique (u,,) définie par : ‘ ‘
% ug = e et Up+1 = f (uy) pour tout n de N. 0 M
| —1
-1 —
g YT
-
)
E e Montrer par récurrence que 1 < u,, < e pour tout n de N. 0.75pt
E @ Montrer que la suite (u,,) est décroissante. 0.75pt
E (on pourra utiliser le résultat de la question IIT) 1.b) ).
<
= En déduire que la suite (uy,) est convergente et déterminer sa limite. 0.75pt
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Exercice @

Premiére partie :
Soit f la fonction numérique définie sur ]0; +oo[ par :

Offre D’excellence 0715656983

1 1
fl@) ==+ o Inz + E(lnw)z.

et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (Qj;4;7) (unité :1 cm ).

BAC 2019 @

Calculer linb f(x) puis interpréter le résultat géométriquement. 0,5pt
>0
. 1 1
e Veérifier que pour tout « de ]0; +oo[, f(z) = = + > + > Inz—1)Inx. 0,25pt
@ En déduire que lim f(x) = 4oo. 0,5pt
x— oo
In x)2 In/x
G Montrer que pour tout x de ]0; +o0], ( ) =4 ( vz 0,5pt
x
. . . (n=z)?
puis en déduire que lim =0.
x—+ oo €T
@ Montrer que (C) admet au voisinage de +oo une branche parabolique de direction asymptotique la droite
(A) d’équation y = x. 0,75pt
e Veérifier que pour tout « de J0;1] : (x —1)+1Inxz < 0 et que pour tout « de [1;+oo[: (x—1)+1nx > 0.
0,5pt
, r—14+Inx
@ Montrer que pour tout x de ]0; +o00], fflg)= ——. Ipt
G Dresser le tableau de variations de la fonction f. 0,5pt
2—Inx
@ Montrer que f”(x) = —z  bowr tout & de ]0; 4-o0]. 0,5pt
@ En déduire que (C) admet in point d’inflexion dont on déterminera les coordonnées. 0,5pt
1
e Montrer que pour tout x de ]0; +o00 [, flx)—z = 5(lna: —1)? et déduire la position relative de (C)
et (A). 0,5pt
@ Construire (A) et (C) dans le méme repere (O35 7). Ipt
ﬂe Montrer que la fonction H :  — x Inx — x est une primitive de la fonction b :  +— Inx sur ]0; +o0|. 0,5pt
e
@ A Taide d’une intégration par parties montrer que / (Inz)?dr = e — 2. 0,75pt
1

e Calculer en cm? l'aire du domaine plan limité par (C) et (A) et les droites d’équations = 1 et = e. 0,5pt

Deuxiéme partie :

Soit (un,) la suite numérique définie par : ug = 1 et up4+1 = f (uy) pour tout n de N.

e Montrer par récurrence que 1 < u,, < e pour tout n de N.

@ Montrer que la suite (u,) est croissante.

G En déduire que la suite (u,) est convergente .
Calculer la limite de la suite (uy,).

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT

PROF: MoussA0oUl CHAFIK
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Exercice @ BAC 2019 ®

Premiére partie :

x—2\2
Soit f la fonction numérique définie sur R* par : f(z) =2+ 8 (—) e* 4
T

et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;7%; ) (unité :1 cm).

Offre D’excellence 0715656983

e Vérifier que lim f(x) = 2 et interpréter le résultat géométriquement. 0,5pt
T —>—o00
@ Vérifier que liII(l) f(x) = +oo et interpréter le résultat géométriquement. 0,5pt
T—
2 Calcul li . 0,5pt
.e aentler e f(x) ,5p
@ Montrer que la courbe (C') admet une branche parabolique de direction 1’axe des ordonnées au voisinage
de +o0. 0,5pt
8(x — 2) (2 — 22 + 4) e 4
e Montrer que : f/(x) = ( ) ( ) pour tout x de P . 0,75pt
3
@ Vérifier que pour tout « de R,z — 2 + 4 > 0. 0,25pt
G Montrer que la fonction f est strictement décroissante sur |03 2[ et strictement croissante sur chacun des
intervalles | — oo; O[ et [2; +o00]. 0,75pt
@ Dresser le tableau de variations de la fonction f sur R*. 0,5pt
Construire la courbe (C) dans le repére (035 7). Ipt
1
e Vérifier que la fonction H : x — —e®~% est une fonction primitive de la fonction 0,5pt
T
r—1
h:o— — e sur [2; 4]
T
P xr—4 T — 1 xrx—4 *
@ Vérifier que f(x) = 2 + 8e —32——e pour tout & de R*. 0,25pt
e
4
e Calculer 'intégrale / e 4dx. 0,5pt
2

@ Calculer en cm? I'aire du domaine plan limité par (C ), I'axe des abscisses et les droites d’équations x = 2
et = 4. 0,75pt

Deuxiéme partie :
On consideére la fonction numérique g définie sur [2;4] par :
g(x) = 8(x — 2)e®* — 22,
e Calculer g(4). 0,25pt
@ Veérifier que pour tout & de l'intervalle [2; 4], 0,5pt
g(@) = —(z —4)%e* * + 2% (e —1).

° Vérifier que pour tout = de l'intervalle [2;4],e*~* —1 < 0

=
7
Cl) puis en déduire que pour tout x de 'intervalle [2;4], g(x) < 0. 0,5pt
[l

. . . r—2
Sé e Vérifier que pour tout & de Uintervalle [2;4], f(x) — x = g(x). 0,5pt
A T
C\Il @ En déduire que pour tout x de 'intervalle [2; 4], f(x) < z. 0,25pt
% Soit (up) la suite numérique définie par : ug = 3 et Up+1 = f (uy,) pour tout n de N.

—
< e Montrer par récurrence que 2 < u, < 4 pour tout n de N. 0,5pt
B
é @ Déterminer la monotonie de la suite (uy,) et en déduire qu’elle est convergente. 0,5pt
\E ° Calculer la limite de la suite (uy,). 0,75pt
<
=
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Exercice @ BAC 2020 @

On considére la fonction numérique f définie sur R par

5 1
flx) = —x+ o Eem_z (e*72 —4)

et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé

Montrer que lim f(x) = 4ocoet lim f(x) = —o0
T—>—00 x— oo

5
e Démontrer que la droite (A) d’équation y = —ax + > est une asymptote a la courbe (C') au voisinage de

—0o0

Offre D’excellence 0715656983

@ Résoudre 1'équation €% — 4 = 0 puis montrer que la courbe (C) est au dessus de ( A ) sur l'intervalle
] — 00,2 + In 4] et en dessous de (A) sur lintervalle [2 4 In 4, oo

T
Montrer que lim & = —oo puis interpréter géométriquement le résultat.
x—+oco ¢

e Montrer que pour tout & de R
2

f,(it) —_ (em—Z _N 1)
@ Dresser le tableau de variations de la fonction f
Calculer f”(z) pour tout = de R puis montrer que A(2,2) est un point d’inflexion de (C)

n Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique « telle que

2+In3<a<2+In4

Construire ( A) et (C) dans le repére (O, ;)
(onprendIn2 ~0,7etIn3 ~1,1)

ne Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque f~1 définie sur R

@ Construire dans le méme repére (O, ?, ;) la courbe représentative de la fonction f~1
(remarquer que la droite (A) est perpendiculaire a la premiére bissectrice du repére )

a Calculer (f_l)/ (2—1n3)
(Remarquer que f~'(2 —In3) =2+ 1In3)

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT

0.5pt

0.5pt

0.75pt
0.5pt

0.5pt

0.25pt
0.75pt

0.5pt

Ipt
0.5pt

0.75pt

0.5pt
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Exercice @

BAC 2020 ®

Offre D’excellence 0715656983

I - Soit g la fonction numérique définie sur ]0, 400 [ par :

1
glx)=e"" 4+ - -2
x

Monter que g’(z) < 0, pour tout x €] 0, +oo| 0.5pt
Déduire le tableau de signe de g(x) sur 'intervalle ]0, +oo[; ( remarquer que g(1) = 0) 0.5pt
IT - On considére f la fonction numérique définie sur |0, oo [ par :
flx)=(1—x)e'®—2>+52—3—2Inx
et (C) sa courbe représentative dans orthonormé (O, ,7) ( unité : 2 cm )
Montrer que lirr%) f(x) = +oo puis interpréter le résultat géométriquement 0.5pt
z—
2 Mont li S 0.5pt
.e ontrer que HNm f(x) ) D
. f(=) - ) ) Y
@ Montrer que lim ——= = —oo puis interpréter le résultat géométriquement 0.75pt
x—+oco ¢
e Montrer que pour tout x de ]0, +oo [, /() = (x — 2)g(=x) Ipt
@ Montrer que la fonction f est décroissante sur |0, 1] et sur [2, +o00[ et croissante sur [1, 2] 0.75pt
e Dresser le tableau de variations de la fonction f sur |0, +ool[, (on admet f(2) ~ 1,25 ) 0.25pt
Sachant que f(3) ~ 0,5 et f(4) ~ —1,9 montrer que 'équation f(x) = 0 admet une solution unique dans
lintervalle 3, 4[. 0.25pt
Construire (C) dans le repere (O, 1,7) Ipt
III - On pose h(x) = f(x) — x pour tout x de l'intervalle [1, 2]
6 A partir du tableau de variations de la fonction h ci-contre montrer que f(x) < @« pour tout x de
Iintervalle [1, 2] 0.5pt
@ 1 2
0
h@|
h(2)
@ Montrer que 1 est I'unique solution de 1’équation f(x) = x sur 'intervalle [1, 2] 0.25pt
Soit (u,) la suite numérique définie par :
ug = 2 et Up+1 = f (uy) pour tout n de N
e Montrer par récurrence que 1 < u,, < 2 pour tout n de N 0.75pt
@ Montrer que la suite (u,,) est décroissante. 0.5pt
e En déduire que la suite (uy) est convergente et calculer lim wu, 0.75pt

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT
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Offre D’excellence 0715656983

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT

Exercice @

Soit la fonction f définie sur [0, +oo] par :
f(0)=0et f(x) =2xlnx —2xsiz >0

et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0, 7,7) ( unité : lem )

BAC 2021 @

Montrer que f est continue a droite au point 0. 0.5pt
P Calcul li 0.5pt
.e alculer lim f(x) D
o f@) S .
@ Calculer lim “——= puis interpréter géométriquement le résultat 0.5pt
x—+oco
N 1 C.) R I )
e Calculer lim et interpréter géométriquement le résultat 0.75pt
z—0t T
@ Calculer f’(zx) pour tout x de ]0, +oo[ 0.5pt
G Dresser le tableau de variations de la fonction f sur [0, +oo] 0.5pt
e Résoudre dans l'intervalle | 0, 400 [ les équations f(xz) = 0 et f(x) = « 0.5pt
@ Construire la courbe (C) dans le repere (O, 1,) (on prend ez ~ 4.5 ) Ipt
e En utilisant une intégration par parties, montrer que
e 1 + 62
/ zlnzdx =
1 4
0.5pt
e
@ En déduire : / f(z)dz 0.5pt
1
e Déterminer le minimum de f sur ]0, 400 0.25pt
En déduire que pour tout « de |0, +o00]
rz—1
Inz >
T
0.5pt
Soit g la restriction de la fonction f a Pintervalle [1, +o00o]
e Montrer que la fonction g admet une fonction réciproque g —* définie sur un intervalle J qu’on déterminera.
0.5pt
@ Construire dans le méme repére (O, 7, 5) la courbe représentative de la fonction g—1 0.75pt
B on considére la fonction h définie sur R par
h(z) = x® + 3z;2 <0
h(z) =2zlnz — 2z;2 > 0
e Etudier la continuité de h au point 0 0.5pt
@ Etudier la dérivabilité de la fonction h a gauche au point 0 puis interpréter géométriquement le résultat. 0.5pt
a La fonction h est-elle dérivable au point 0 7 justifier. 0.25pt
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MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT

PROF: MoussA0oUl CHAFIK

Exercice @ BAC 2021

®

Soit f la fonction numérique définie sur R par :

f(x) =2 —xe *!
et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, ,7) (unité : 1 cm )

Calculer lim f(x) et interpréter le résultat géométriquement.
x—+oo

e Calculer 11111 f(x)
1@ _

@ Montrer que lim = —oo et interpréter le résultat géométriquement.

z—>—0c0
e Montrer que pour tout « de R :
f(x) = (x = 1)e™=H
Q Dresser le tableau de variations de la fonction f
e Calculer f”(x) pour tout = de R
@ Montrer que la courbe (C') admet un point d’inflexion d’abscisse 2
Construire la courbe (C) dans le repére (O, 1, ) (on prend : £(2) = 1,25 )

n Déterminer la valeur minimale de la fonction f et en déduire que pour tout = de R
e:l:—l 2 T

2
e En utilisant une intégration par parties, calculer : / xze Tdx
0
@ En déduire que

2
/ f(x)dr =4 — e+ 3e !
0

H Soit g la restriction de f a l'intervalle | — oo, 1]

e Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle J a déterminer.

@ Construire la courbe représentative de g~* dans le méme repére (O, 4, 5)

e A partir de la courbe représentative de g~ 1,

-1
déterminer lim (g_(a:))

x— oo T

0.5pt

0.5pt

0.75pt

0.75pt

0.5pt
0.5pt
0.5pt

Ipt

0.5pt

0.5pt

0.5pt

0.5pt

0.75pt

0.25pt
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Exercice @ BAC 2022 @

On considére la fonction numérique f définie sur R par flx) == (e% — 1)2

Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O3, ;) (unité :lcm)

™
a0
=)
O
10
O
10
—~
S
0 ] ]
g Calculer mgr-ir-loo f(x) et mgriaoo f(x) 0.5pt
2 . f@) I .
< Calculer lim et interpréter géométriquement le résultat 0.5pt
O z—+oco ¢
5 3 Montrer que la droite (A) d’équation y = x est asymptote & la courbe (C') au voisinage de —oo 0.5pt
o 7 g
90 @ Etudier le signe de (f(x) — x) pour tout = de R et en déduire la position relative de la courbe (C) et la
&E' droite (A) 0.75pt
© e Montrer que f'(z) = (e — 1)2 + ze? (e2 — 1) pour tout = de R. 0.5pt
@ Vérifier que « (e% — 1) > 0 pour tout « de R puis en déduire le signe de la fonction dérivée f’ sur R 0.5pt
e Dresser le tableau des variations de la fonction f sur R 0.25pt
1 @x ™
e Montrer que f”(x) = Eef g(x);oug(x) = (2 + 4)ez — x — 4 pour tout  de R 0.5pt
Q A partir de la courbe ci-dessous de la fonction g, déterminer le signe de g(z) sur R (Remarque : g(a) = 0
) 0.5pt
G Etudier la concavité de la courbe (C) et déterminer les abscisses des deux points d’inflexions. 0.5pt

n Construire la courbe (C) dans le repere (051, J)

(On prend : In(4) ~ 1,4, ~ —4,5 et f(a) ~ —3,5) Ipt
Yy
4 Pl
3 all
2 4
(Cy)
1 4
—5 4 -3 -2 -1 1z
2l
e Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque £~ définie sur R 0.5pt
@ Calculer (f_l)/ (In4) 0.25pt
H Soit (un) la suite numérique définie par ug = 1 et up+1 = f (uy,) pour tout n de N
e Montrer par récurrence que 0 < u,, < In4 pour tout n de N 0.5pt
@ Montrer que la suite (u,,) est décroissante. 0.5pt
e En déduire que la suite (u,,) est convergente. 0.25pt
@ Calculer la limite de la suite (uy,). 0.5pt

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT
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Exercice @ BAC 2022 ®

Soit f la fonction numérique définie sur [0, 400 | par :

f(x) = z*(Inz — 1)%2 >0
f(0)=0

et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (Oj;,7) (unité : 1 cm )

Calculer lir_ir_l f () puis déterminer la branche infinie de (C') au voisinage de +o00
T—r—+00

e Montrer que f est continue a droite en 0

Offre D’excellence 0715656983

@ Etudier la dérivabilité de f a droite en O puis interpréter le résultat géométriquement
e Montrer que f’(z) = 223(Inz — 1)(2Inx — 1) pour tout = de Pintervalle |0, +o0 |
@ Dresser le tableau de variations de f

e Sachant que f”(x) = 22%(6 Inx — 5) In = pour tout = de I'intervalle |0, 400 [, étudier le signe de f”/(x)
sur | 0, 400

@ Déduire que la courbe (C') admet deux points d’inflexion dont on déterminera les abscisses
e Construire la courbe (C') dans le repére (O, 7, ;) (on prend : v/e = 1,6 et €2 =7, 2)
@ En utilisant la courbe (C), déterminer le nombre de solutions de 'équation z*(Inx — 1) = —1

n On consideére la fonction g définie sur R par g(x) = f(|x|)

e Montrer que la fonction g est paire
Q Construire (Cy) la courbe représentative de g dans le méme repeére (O, )
e 6 — 65
e On pose I = / 3:4(lna: — 1)dz, en utilisant une intégration par parties, montrer que I = o
1
Q On considére la fonction h définie sur I'intervalle ]0, +oo [par h(z) = °(Inz — 1)2.
Vérifier que h/(z) = 5f(x) + 2z*(Inx — 1)
€ 1 2
e Déduire que / fl@ede=———=-1I
1 5 b
@ Calculer Taire du domaine délimite par la courbe (C') et I’axe des abscisses et les droites d’équations = 1

etx=e

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT
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0,75pt

0,5pt

0,5pt
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Equation différentielle du premier ordre

Equation Solution
Yy =ay y(x) = ke ; Ek€ER
y =ay+b y(x) = ke — — kEER
y =ay et y(zo)=yo y(x) = yoe @)

Offre D’excellence 0715656983

L’équation différentielle y”’ + ay’ + by = 0

0

| Equation caractéristique : 2 +ar +b =10 |

U

|On le Calcule A = a2 — 4b|

A<O

A>0

L’équation caractéristique admet 2 so-
lutions complexes conjuguées

M =p+igetro =p—1iq

L’équation caractéristique admet
une seule solution rg

L’équation caractéristique admet
deux solutions réelles r; et ro

La solution générale est

y(z) = (0 cos(qz) + B sin(qz))er®
Avec (a3 B) € R?

La solution générale est
y(x) = (azx + B)e™”

Avec (a;B) € R?

La solution générale est
y(xz) = ae™® 4+ Be"?”

Avec (a;B) € R?

La solution générale est

fSoit I'équation différentielle y” + w?y = 0 ou w est un nombre réel (w # 0)

y(x) = acos(wz) + Bsin(wzx) Avec (a3 B) € R2.

MATHEMATIQUES - 2Bac PC-SVT
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Exercice @ BAC 2006 @

Résoudre I’équation différentielle : y” — 6y’ + 9y = 0. 0,75pt

On considére I'équation différentielle suivante : (E) : y” — 6y’ + 9y = 2€3%.

e Montrer que la fonction u définie sur R par : u(x) = 22e3® est une solution particuliére de 1’équation
(E). 0,75pt
@ Donner la solution générale de 'équation (E). 0,5pt

Exercice @ BAC 2006 ® ‘

On considére I'équation différentielle suivante : (E) : vy’ — 2y’ +y = o — 1.

Résoudre I’équation différentielle : y” — 2y’ +y = 0. 0.75pt

Offre D’excellence 0715656983

e Trouver une solution particuliére de 1’équation (E) de la forme :

Yo : T — ax + b.

0.25pt
Q Donner la solution générale de 1'équation (E). 0.25pt
G Déterminer la solution h de I'équation (E) qui vérifie : h(0) = 0 et h'(0) = 1. 0.5pt

=
>
o
(@)
Ay
@)
<
an|
(&}
|
9p)
a
5
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B
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CALCUL INTEGRAL
Intégrale d’une fonction continue sur un intervalle : N\}

g Soient, f une fonction continue sur [a, b] et F' une primitive de f sur [a, b] L’intégrale de a a b de f est
le nombre réel :

b
/ F(z)dz = [F(x)]2 = F(b) — F(a)

Propriétés

W Linéarité : - - _
/b f(z)de = —/a f(z)da /a F(z)dz =0
/ 1) + o(e)]d = / " f(e)do + / "g@)| dz | (ke ®) / "kt (@)de = k / * @)de

Offre D’excellence 0715656983

% Relation de chasles :

veelnt] s [ ” f(a)dz = / " f(w)de + / ’ f@)da

W Intégrale et ordre :

b b
e Si:Vx € [a,b] f(x) <g(x) Alors : / f(x)dx < / g(z)dx

b
e Si:Vx € [a,b] f(x)>0 Alors : / f(x)de >0

g{ Valeur moyenne :
Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a,b] La valeur moyenne de la fonction f sur [a,b] est le

nombre réel :
1 b
—/ f(x)dx
b—a J,

Intégration par parties :

Soient f et g deux fonctions dérivables sur [a,b] telle que : f et g’ sont continues sur [a,b] On a :

[ 1@ x g@dz = [f(@) x 9@)ls ~ [ 1f(@) x ¢'@) da

L’Aire d’une partie du plan :

Soit un plan muni d’un repére orthonormé (0,1, 7)
P'unité de aire : u.A est 'aire du rectangle limité par le point O
et les vecteurs ¢ et j :

Tu.A = [|l2] x [|7]]

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT
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L’Aire d’une partie du plan :

droites d’équation ©* = a et * = b est :

)
00
S
o
0
=)
0
=
>~
=)
©
3)
=]
)
=
)
3]
»
o
A
2
&=
o

e Soit f une fonction continue sur [a, b]. 'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (Cf), 'axe des 2
abscisses et les deux droites d’équations * = a et * = b est :

(/:lf(w)ldw> ‘u-A

e Soient f et g deux fonctions dérivables sur [a, b]. l'aire de la partie du plan délimitée par C'f et Cg et les

(/ |f($)—g($)|dw>-u-A

Cas particuliers : 4-‘

Figure illustrative

L’aire du domaine hachuré sur la figure

7y
ﬁ
0 < b

e f est positive sur [a; b]

b
< f(a:)d:c) u. A

A

A
a b

0
Cy

e f est négative sur [a; b]

b
( —f(cc)dm) A

A

e f est positive sur [a; c]

e f est négative sur [c; b]

(/:f(w)da:-l—/cb—f(a:)da:> cu-A

A
Cg
3 Cy

0 a b ¢

e (Cy) est au dessus de (Cy) sur [a; b]

e

( [ o@ - f(sc))dw> A

: : Gy
0 a c

»
»

=

o (Cy) est au dessus de (Cy) sur[a; c]
e (Cy) est au dessous de (Cy) sur [c; b]

</c(f(w)—g(w))dw+/ (g(x) —f(a:))da:) cu- A

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT
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Calcul de volumes

Le volume du solide de révolution engendré par la rotation de la courbe (C¥)
sur [a; b], un tour complet autour de ’axe des abscisses est : 4

v

(=}

V = [Lbﬂ(f(m))2d$‘| u.v

w.v : unité de volume

)
00
S
o
0
=)
0
=
>~
=)
©
3)
=]
)
=
)
3]
»
o
A
2
&
o

L

500 R

2
En utilisant une intégration par parties, calculer 'intégrale : I = / In(x)dx. Ipt
1
In4
Calculer 'intégrale : J = / xve®dx (on pourra poser t = Ve ). Ipt
0

Exercice BAC 2003 ‘ j ’

e
1
Calculer l'intégrale : I = / —|In(x)|dx. Ipt
1z

!

e Déterminer les deux réels a et b pour que : —— = a + pour tout réel ¢ différent de —1. 0.5pt

1+1¢ 1+¢

@ Calculer l'intégrale : dx (on pourra poser t = /2 + x ). 0.5pt

v 1
J = _
[2 1+vV2+4<x

e ©

. . . . S 2e® +1
En utilisant une intégration par parties, montrer que : z° Inxdxr = — 9 Ipt
1
Mont / ) Y& T t 1) 1.5pt
ontrer que : ———— = — (on pourra poser : t = vx — 1 ). .
q Ty 6 p p 4

Exercice @ BAC 2005 ‘ : ’

En utilisant une intégration par parties, montrer que : 1pt

™

/0 cos(x) - In(1 + cos(x))dx = oh 1.

(on rappelle que : sin®(z) = 1 — cos?(x) )

Exercice @ BAC 2009 @

MATHEMATIQUES - 2BAc PC-SVT

—1 T -1
On pose : I = / dret J = / In(2z + 6)dz.
—_2 X + 3 —2
e Vérifier que : i 1-— 3 our tout réel x différent de —3 0,25pt
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@ Montrer que : I =1 — 31n 2. 0,75pt

En utilisant une intégration par parties, montrer que : J = —1I. Ipt

Exercice @ BAC 2009 ® ‘

Offre D’excellence 0715656983

Déterminer les fonctions primitives de la fonction @ +— 2z (z® — 1)2009 sur R et vérifier que :  Ipt
Vel 1
/ 2z (m2 — 1)2009 de = ——.
; 2010
2
En utilisant une intégration par parties, montrer que : / 2z + 1) In(zx 4+ 1)de =6In3 — 2. Ipt
0

pem ©

On considére la fonction numérique g définie sur ]0, +o0o[ par g(z) = 2v/z —2 —Inzx

VE -1

e Montrer que pour tout « de ]0, +oo[, g’(x) = ——. 0.5pt
T
@ Montrer que g est croissante sur [1, 4oo[ 0.5pt
G en déduire que pour tout = de [1,+o00o[, 0 < Inz < 24/ (remarquer que 2/ — 2 < 24/z ) 0.5pt
(nz)®* _ 8 o (ma)®
Montrer que pour tout x de [1, 4+o00[, 0 < < ——.. et en déduire lim Ipt
x? T z—+oo 2
. 4 o
e Montrer que la fonction G : © — x <—1 + g\/_ —In :1:) est une primitive de g sur |0, +o00] 0.75pt
4
@ Calculer l'intégrale / g(x)dx 0.75pt
1
e @
On consideére la fonction numérique v définie sur R par : u(x) = e® —2x + 2 — 3e™ "
e* —1)° +2
e Montrer que pour tout « de R, v’ (z) = % 0.5pt
@ poser le tableau de variation de la fonction w (sans calcul de limite) ; 0.25pt
G En déduire le signe de la fonction u sur R (remarquer que u(0) = 0 ) 0.5pt
Soit la fonction v définie sur R par v(x) = €** — 2xe® + 2e* — 3
e Veérifier que pour tout  de R, v(x) = e®u(x) 0.5pt
=
> @ En déduire le signe de la fonction v sur R 0.5pt
N
i 1
8 e Montrer que la fonction W définie par W (x) = Eezw + (4 — 2x)e” — 3z est une primitive de la fonction
O v sur R 0.5pt
< 2
% @ Calculer l'intégrale / v(x)dz 0.5pt
0
1
0 9 - .
£al e Montrer que 5 est le minimum absolu de la fonction W sur R. 0.75pt
—
)
E.
ot
=
‘% Exercice @ BAC 2007 @
E.
=N B veis i 14— tout @ de R — {—1} 0,5pt
érifier que : =x— our tout  de R — {—1}. }
= q T+ 1 7+ 1 p 4
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2 2
Montrer que : / dxr = In 3. Ipt
0o X
2 3
En utilisant une intégration par parties, montrer que : / zln(z 4+ 1)dz = 5 In 3. Ipt
0

Exercice @ BAC 2018 @

Offre D’excellence 0715656983

e Montrer que la fonction H : ¢ — xe” est une primitive de la fonction h :  — (x + 1)e® sur R. 0.5pt
1
@ En déduire que / (x +1)e®dx = e. 0.5pt
0
1
A l’aide d’une intégration par parties calculer / (m2 + 2x — 1) e®dx. 1pt
0

e ©

On consideére la fonction h définie sur R par h(xz) = (x 4+ 1)e”

0
Vérifier que & — xe® est une primitive de la fonction h sur R; puis calculer I = / h(x)dz 0.75pt
-1

0
A Taide d’une intégration par parties calculer J = / (z + 1)%e®dz 0.75pt
=
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MATHEMATIQUES - 2BAc PC-SVT
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Définition d’une suiteJ

3 On appelle suite numeérique, toute fonction de N vers R.

Notations et vocabulaire

Si E désigne I’ensemble de définition d’une suite numérique u, on a les notations suivantes.

— Notation fonctionnelle — Notation indicielle
u:E—R (un)neE
n — u(n). ou, plus simplement, (u,) .

u(n) ou u, est appelé terme d’indice n ou terme général; le ni®M¢ terme est appelé terme de rang n.

——— | La suite arithmétique la suite géométrique

une suite arithmétique une suite géométrique
Définition (Vn = np) t Upgp1 = up + 7 (Vn > no) : upt+1 = qug,
Terme général (Vn > ng) : up = up + (n — p)r (Vn > ng) : up =up X q"° P

La somme de
consécutifs

Sp=up+....

+ un

_ 1 1— n—p+1
termes | S, = <%> (up +uyn) | Sn= <1q—> X ups (@ # 1)
—q

Trois termes

consécutifs a et b et ¢

a+c=2b ac = b?

f’ On dit qu’une suite (uy,)
g On dit qu’une suite ()

fg On dit qu’une suite (uy,)

La suite majorée, minorée et bornée

AN, est majorée s'il existe un réel M tel que (Vn > ng) : uy, < M.

. . , .
Py est minorée §’il existe un réel m tel que (Vn > ng) : u, > m.

n>ne €5t bornée s'il existe un réel positif C tel que (Vn > no) : |un| < C. (e

la suite est majorée et minorée a la fois )

& Toute suite positive est minorée par 0. &Toute suite négative est majorée par 0.

La monotonie d’une suite

ﬁ On dit qu’une suite est monotone s’elle est croissante ou décroissante.

W’ (un)
7
ﬁ (un)
gf (un)
W (un)

n>ng

n>ngo

n>ng

n>ngo

n>ng

est croissante < (Vn 2> ng) t Upt+1 = up < (YN = ng) t Upy1 — U, = 0.

est strictement croissante < (Vn > no) : Upt1 > Uy (Vn = ng) : Unt1 — Un > 0.
est décroissante < (Vn > np) : Upt1 < Up, < (YN = ng) : Upy1 — Up < 0.

est strictement décroissante < (Vn = ng) : nt1 < Up & (YR = ng) : Upt1 — U, < 0.

est constante < (Vn > ng) : Upt1 = Up.

& Une suite croissante est minorée par son premier terme.(ie. (Vn = ng) : Up = Ung)

& Une suite décroissante est majorée par son premier terme.(ie. (Vn > ng) : tpn < Un,)
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La limite d’une suite

5 On dit qu’une suite ()

Iim wu, =1
n—-+4oco m

n>ng

f! On dit qu’une suite (u,) est divergente s’elle n’est pas convergente.

n>ngo

W La limite d’une suite numérique,lorsqu’elle existe est unique.

i 0
W Soit r € Q*, on a : lim n" = too STT>
n—+oo 0 sir <0

est convergente s’elle admet une limite finie I qd n — 400 et on écrit

)
00
S
o
0
S
0
™
-
=)
©
3)
=]
)
=
)
3]
»
3
A
2
&=
o

Critéres de convergence

Toute suite croissante et majorée est convergente.

Toute suite décroissante et minorée est convergente.
(

(Vn = ng) ¢ |up — 1| < v,
= (un)

o DD

est convergente et lim wu,, =1

n2no n—+oo
lim v, =0
\ n—+oo

(vn}no):wngungvn

)

' . = (Un)p>n, €St convergente et nli)r_‘r_loo Up =1
lim v, = lim w, =1
n—-+oco n—-+4oco

(Vn =2 ng) : up < vy

o

= lim wu, = —occ et (u,)

est divergente
n—-+4oo

n>ng

lim v, = —c©
\ n—+4oo

(Vn>n0)=wn < Ugp

oy

= lim wu, = 400 et (uy)

est divergente
n—-+4oco

n>ng

lim w, = +oc0
n—+oo

Suites de type f (un) = v,

lim wu, =1
n—-+4oo m

(Un)psn, €St convergente = (vn) est convergente et nli)f_}_loo vn = f(1)

f est continue en [

Suites de type f (un) = Un+1

f est continue sur un intervale fermé I

f(a)ycr

Uy, €T = [ est une solution de 'équation f(x) = x sur I
(Un)y>n, €st convergente

lim wu, =1
\ n—4oco "

MATHEMATIQUES - 2BAc PC-SVT

PROF: MoussAouUl CHAFIK YOUTUBE : ETUDES FACILE




Exercice @ BAC 2010 @

3u, —1
On consideére la suite numérique (u,) définie par : Up = 2 et Upy1 = 2n— pour tout n de N.
Un
Montrer par récurrence que u, — 1 > 0 pour tout n de N. 0.75pt
Up — 1
On consideére la suite numérique (v,) définie par : UV, = 2”—1 pour tout n de N.
Uy —

1 1 /1\"
e Montrer que (vy,) est une suite géométrique de raison 5 et en déduire que v,, = 4 <§> pour tout n de  1Ipt
N.

v, — 1
@ Montrer que u,, = "—1 et en déduire que lim wu, =1. 0.75pt

2'vn — n——+oo

Offre D’excellence 0715656983

e Calculer liI—IFl wy, sachant que (wy) est la suite numérique définie par : w, = In (u,) pour tout n deN.
n——+oo

0.5pt
mem @
s . - U 3un
On consideére la suite numérique (u,) définie par : up =1et upy1 = F pour tout n deN
Un
Montrer que u,, > 0 pour tout n de N. 0.5pt
1
Montrer que %y, 41 < ;'u,n pour tout n de N. 0.75pt
Montrer que la suite (u,) est décroissante et qu’elle est convergente. 0.5pt
1 n
e Montrer par récurrence que U, < (;) pour tout nn de N*. 0.75pt
@ Déterminer la limite de la suite (uy,). 0.5pt
mEm ©
On consideére la suite numérique (u,) définie par :
1et tn tout n de N
up=1letu = ——— pour tout n de N.
0 n+1 5+ Su, p
Montrer par récurrence que u,, > 0 pour tout n de N. 0,5pt
1
On pose : v,, = — + 2 pour tout n de N .
Unp
e Montrer que (v,,) est une suite géométrique de raison 5 puis exprimer v,, en fonction de n. 1,5pt
1
@ Montrer que u,, = ————— pour tout n de N puis calculer la limite de la suite (uy). Ipt
— 3 X 57 —2
-
R
O
A Exercice @ BAC 2011 ®
O
Eé On considére la suite numérique (u,) définie par :
&\
' 1et Iy tout n de N
uo=1letu = ——— pour tout n de N.
% 0 n+1 1+ 15u, 1%
o .
— 1 Up — 3
S| 1 Vérifier que u ——=_—"_3 pour tout n de N. 0,5pt
= .e q n+41 3 150, + 1 p 14
E 1
2| 2
o @ Montrer par récurrence que u, > G pour tout n de N. 0,5pt
E.
<
=
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On consideére la suite numérique (v, ) définie par : 1,5pt

1
v, =1 — —— pour tout n de N.
Un

Montrer que (v,,) est une suite géométrique de raison G puis exprimer v,, en fonction de n

Offre D’excellence 0715656983

1
Montrer que u,, = ———— 1= pour tout n de N et en déduire lim wu,,. 1pt
3-2(3) e
Exercice @ BAC 2012 @
_ , _ . 10 12
On consideére la suite numérique (u,) définie par : ug = 11 et Up41 = ﬁun + 74 pour tout n de N.
. 10
Vérifier que : up41 — 12 = Bl (tyn, — 12) pour tout n de N . 0.25pt
e Montrer par récurrence que u,, < 12 pour tout n de N. 0.5pt
@ Montrer que la suite (u,,) est croissante. 0.5pt
e En déduire que la suite (u,,) est convergente. 0.25pt

Soit (vy,) la suite numeérique telle que : v, = u, — 12 pour tout n de N.

10
e En utilisant la question 1. montrer que (v,,) est une suite géométrique de raison 5 puis exprimer v,, en
fonction de n. 0.75pt
10\" o .
@ Montrer que u, = 12 — el pour tout n de N et calculer la limite de la suite (uy,). 0.75pt

o ® |

On considére la suite numérique (u,) définie par :

u, + 3
up = 3 et up41 = —— pour tout n deN N,
3un, +
Montrer par récurrence que t,, > 1 pour tout n de N. 0.5pt
Uy — 1
On pose : v, = pour tout n de N.
Up + 1
2
e Vérifier que 1 — v,, = T pour tout n de N et en déduire que 1 — v,, > 0 pour tout n de N. 0.5pt
Un
1+ v,
@ Montrer queu u,, = pour tout n de N. 0.5pt
1—v,
. : 1 . .
e Montrer que (vy,) est une suite géométrique de raison 7 et exprimer v,, en fonction de n. Ipt
@ Montrer que lim v, = 0 et en déduire la limite de la suite (uy). 0.5pt
n—+oo

Exercice @ BAC 2013 @

Soit (Un),cy la suite numérique définie par :

MATHEMATIQUES - 2BAc PC-SVT

25
41 = 0 et Upy1 = — pour tout n de N*.
10 — u,
. 5(5 — uyp) .
Vérifier que 5 — w41 = ——————— pour tout n de N* et montrer par récurrence que 5 — u,, > 0 pour
54+ (56— up)
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tout n de N*, Ipt

On considére la suite numérique (v ),,cy- définie par :

)
00
=
o
0
=)
0
=
>~
=)
©
3]
=]
)
=
)
3]
»
o
Q
2
&=
o

v, = ——— pour tout n de N*.
5— u,
10 — u, . .
e Montrer que vn41 = Bom. pour tout n de N* et vérifier que 0,75pt
Up+41 — Uy, = 1 pour tout n de N*.
@ Montrer que : v, = m pour tout n de N* et en déduire que Ipt
5 *
U, = 5 — — pour tout n de N*.
n
G Déterminer lim wu,,. 0,25pt

n—+oo

On consideére la suite numérique (u,) définie par :

4
up =2 et Up41 = gun -+ = pour tout n de N.

1
Vérifier que : up41 — 1 = 3 (#n, — 1) pour tout n de N. 0,5pt
e Montrer par récurrence que u,, > 1 pour tout n de N. 0,5pt
@ Montrer que la suite (u,) est décroissante. 0,5pt
e En déduire que la suite (u,,) est convergente. 0,25pt

Soit (vy,) la suite numeérique telle que : vy, = uy,-1pour tout n de N.

e Montrer que (v,,) est une suite géométrique de raison 5 et exprimer v,, en fonction de n. 0,5pt
1 "
@ En déduire que u,, = (E) + 1 pour tout n de N puis calculer la limite de la suite (uy,). 0,75pt

mEm ©

On considére la suite numérique (w,) définie par :
1
ug = 13 et up41 = Eun + 7 pour tout n de N.

Montrer par récurrence que u,, < 14 pour tout n de N. 0.75pt

Soit (vy,) la suite numeérique telle que : v, = 14 — u,, pour tout n de N.

e Montrer que (v,,) est une suite géométrique de raison 5 et exprimer v, en fonction de n. 1pt

1 n
@ En déduire que u,, = 14 — <5> pour tout n deN puis calculer la limite de la suite (uy,). 0.75pt
G Déterminer la plus petite valeur de ’entier naturel n pour laquelle u,, > 13, 99. 0.5pt

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT
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Exercice @

BAC 2014

®

Offre D’excellence 0715656983

raison 1.

u; =5et Upp1 =

e Montrer que vp41 =

5u, — 4
14+ uy,

VUp =

On considére la suite numérique (un),,c - définie par :

Montrer par récurrence que u, > 2 pour tout n de N*.

On considére la suite numérique (vy,),,c - définie par :

pour tout n de N*.

pour tout n de N*.

Up —

1+ u,

0.75pt

pour tout n de N et montrer que la suite (”n)neN* est arithmétique de

D =

3
Exprimer v,, en fonction de n et en déduire que : u,, = 2 + — pour tout n de N*.
n

e Déterminer

Exercice @

lim wu,.
n—-+oco

On considére la fonction numérique f de la variable réelle x telle que :

f(z) =

1
z(l—Inz)

On considére la suite numérique (wy,) définie par : ug = 2 et up41 = f (u,) pour tout n de N.

Montrer par récurrence que 1 < u,, < a pour tout n de N.

Montrer que la suite (u,,) est décroissante

En déduire que la suite (uy,) est convergente et déterminer sa limite.

Ipt
0.75pt

0.5pt

o)

0,5pt
0,5pt
0,75pt

Exercice @

On consideére la suite numérique (u,) définie par :

2
ug =4 et Upy1 = gun + 3 pour tout n de N.

BAC 2015 < : ’

Montrer par récurrence que u,, < 5 pour tout n de N. 0,5pt
3

Vérifier que : Up41 — Uy, = g (5 — uy,) pour tout n de N et en déduire que la suite (u,) est croissante. 0,75pt
En déduire que la suite (u,) est convergente. 0,25pt
Soit (vy,) la suite numeérique telle que v, = 5 — u,, pour tout n de N.

e Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison E et exprimer v,, en fonction de n. 0,75pt

2 n
@ En déduire que w,, = 5 — < E) pour tout n de N puis calculer la limite de la suite (uy,). 0,75pt

Exercice @

MATHEMATIQUES - 2BAc PC-SVT
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On consideére la suite numérique (u,,) définie par :

ug =2 et Upq1 =

3+ ug,

5— u,

pour tout n deN.

BAC 2016
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e
0
=2}
3
) Bl vess . g A(un—3) e T ot ) 3
o érifier que : Up41 — 3 = m pour tout n de N puis montrer par récurrence que u,, < 3 pour
n
3 tout m de N. 0.75pt
g . . 2.0 A o Up — 1
5 Soit (vy,) la suite numérique définie par : v,, = o pour tout n de N.
= n
g NP 1 L 1\"
V] e Montrer que (vy,) est une suite géométrique de raison 5 et en déduire que v,, = 5 pour tout n de
Q
) N. 0.75pt
] 1+ 3v, . . o
&E @ Montrer que u,, = T pour tout n de N puis exprimer u,, en fonction de n. 0.5pt
Un
@
e Déterminer la limite de la suite (uy). 0.5pt

o MO

On considére la suite numérique (u,) définie par :

15
Ug=2ct u = —u,, + — pour tout n de N.
0 n+1 T 16 p
e Montrer par récurrence que u,, > 1 pour tout n de N. 0.5pt
15
@ Vérifier que : Upy1 — Uy, = T (un — 1) pour tout n de N puis montrer que la suite (u,,) est décrois-
sante. 0.5pt
° En déduire que la suite (u,,) est convergente. 0.25pt

Soit (v_)la suite numeérique telle que v, = uy, — 1 pour tout n de N.

e Montrer que (v,,) est une suite géométrique de raison e et exprimer v,, en fonction de n. 1pt

1 n
@ Montrer que u,, = 1 + (E) pour tout n de N puis déterminer la limite de la suite (wy,). 0.75pt

e ©

On considére la fonction numérique f définie sur U'intervalle ]0, +oo[ par :
2
flx)=z+ (1 — —) Inz.
x

On consideére la suite numérique (u,) définie par : ug = V3 et Unt1 = f (un) pour tout entier naturel n.

Montrer par récurrence que : 1 < u,, < 2 pour tout entier naturel n. 0,5pt
Montrer que la suite (u,) est décroissante 0,5pt
En déduire que la suite (uy,) est convergente et déterminer sa limite. 0,75pt

Exercice @ BAC 2017 ®

1
On consideére la suite numérique (u,) définie par : ug = 17 et Up4+1 = Zun + 12 pour tout entier naturel n.

e Montrer par récurrence que : 4, > 16 pour tout entier naturel n. 0,5pt

Q Montrer que la suite (u,) est décroissante et en déduire qu’elle est convergente. 0,5pt

Soit (vy,) la suite numeérique tel que : v,, = u, — 16 pour tout entier naturel n.

MATHEMATIQUES - 2BAc PC-SVT

e Montrer que (vy,) est une suite géométrique. 0,5pt
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Exercice @

Soit f la fonction numérique définie sur R par : f(x) = (mz — :c) e * 4+ x.
1

Offre D’excellence 0715656983

Montrer que 0 < u,, < 1 pour tout n de N.
Montrer que la suite (u,,) est décroissante.

En déduire que (uy) est convergente et déterminer sa limite.

Exercice @

On considére la fonction numérique f définie sur Uintervalle ]0; +o0o[ par :

w

1 n
@ En déduire que w,, = 16 + <4_1> pour tout entier naturel n puis déterminer la limite de la suite (uy,). 0,5pt

a Déterminer la plus petite valeur de ’entier naturel n pour laquelle u,, < 16,001. 0,5pt

BAC 2018 @

Soit( (uy) la suite numérique définie par : ug = 5 et up4+1 = f (up) pour tout n de N.

0.75pt
0.5pt
0.75pt

BAC 2018 ®

(Chn)

1\—2‘\3_2:_ 0.25pt

y
() 1 n 1 n Inz)?
r)=x— -+ —— — .
2 2x2 T
On considére la fonction numérique h définie sur ]0; +oo] par :
h(z) = f(z) — =
Vérifier que h(1) = 0. 0
Dans la figure ci-contre, (Cp) est la représentation graphique de la -1

fonction h.

-1
Y=

Déterminer le signe de h(x) sur chacun des intervalles ]0; 1] et [1; +o0o[ puis en déduire que : f(x) < @ pour tout

x de l'intervalle [1; +oo].

0.75pt

On consideére la suite numérique (u,) définie par :  wug = e et up+1 = f (uy) pour tout n de N.

Montrer par récurrence que 1 < u,, < e pour tout n de N.
Montrer que la suite (u,) est décroissante.

En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

Exercice @

Soit f la fonction numérique définie sur ]0; +oo[ par :
1 1 )
fx)=x+ - —Ilnx+ —(Inx)=.
2 2
Soit (uy) la suite numérique définie par : ug = 1 et Up+1 = f (uy) pour tout n de N.

e Montrer par récurrence que 1 < u,, < e pour tout n de N.

@ Montrer que la suite (u,) est croissante.

e En déduire que la suite (u,,) est convergente .
Calculer la limite de la suite (uy,).

MATHEMATIQUES - 2BAc PC-SVT

PROF: MoussAoUl CHAFIK

0.75pt
0.75pt

0.75pt

BAC 2019 @

0,5pt
0,5pt
0,5pt

0,75pt
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Exercice @ BAC 2019 ®

x—2\2

ea:—4

Soit f la fonction numérique définie sur R* par : f(z) =2+ 8
Soit (uy) la suite numérique définie par : ug = 3 et Up+1 = f (uy) pour tout n de N.
Montrer par récurrence que 2 < u,, < 4 pour tout n de N. 0,5pt
Déterminer la monotonie de la suite (uy,) et en déduire qu’elle est convergente. 0,5pt

Calculer la limite de la suite (ug,). 0,75pt

Offre D’excellence 0715656983

Exercice @ BAC 2020 @
. : . . 3 2un
Soit (u) la suite numérique définie par : ug = — et Upy1 = —— pour tout n de N
2 2u, +
Calculer uq 0.25pt
Montrer par récurrence que pour tout n de N, u,, > 0 0.5pt
2
e Montrer que pour tout 7 de N, 0 < up41 < gun
. ) 3 /2\"
puis en déduire que pour tout n de N, 0 < u,, < 2 \A Ipt
@ Calculer lim u,, 0.5pt
4u
On considére la suite numérique (v,,) définie par v,, = —— ™  pour tout n de N.
2u, + 3
2
e Montrer que (v,,) est une suite géométrique de raison = 0.75pt
@ Déterminer v,, en fonction de n et en déduire u,, en fonction de n pour tout n de N. Ipt
mEm ©
° o 2.0 a 5 3un —8
Soit (uy,) la suite numérique définie par : ug = 1 et up41 = =B pour tout n de N
Uy —
Montrer que pour tout n de N, u,, < 2 0.5pt
Uy — 3
On pose pour tout n de N, v,, = ———
Uy — 2
e Montrer que (vy,) est une suite arithmétique de raison 2 0.5pt
@ Ecrire v,, en fonction de n et en déduire u,, en fonction de n pour tout n de N. 0.75pt
e Calculer la limite de la suite (uy) 0.25pt
H
= !
N Exercice @ BAC 2021
%_.) . . " g 1 Up,
> Soit (uy,) la suite numérique définie par : ug = 5 et Up41 = = pour tout n de IIN
— 2u
o EY calcul '
1 0.25pt
~ alculer uy ) 14
Eé Montrer par récurrence que pour tout n de N, 0 < u,, < 5 0.5pt
= u 1
<3 e Montrer que pour tout n de N, ntl < - 0.5pt
- Un 2
<
S @ En déduire la monotonie de la suite (uy,) 0.5pt
\g 1 n+1
E e Montrer que pour tout n de N, 0 < u,, < (—) ; puis calculer la limite de la suite (uy,) 0.75pt
= 2 ,
@ On pose v, = In (3 — 2u,,) pour tout n de N, calculer lim v,, 0.5pt
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e
Q0
=2}
O
0
= ) 1 1
— e Vérifier que pour tout n de N, —1=3(—-1 0.5pt
b~ Un+1 Un
e}
) @ En déduire u,, en fonction de n pour tout n de N 0.5pt
5]
=
()
=
3
™ Exercice @ BAC 2021 ®
Q
) . . e o 1 1+ up
Soit (uy) la suite numérique définie par : ug = = et up41 = ——— pour tout n de N
= 3 —un
HO: Montrer que pour tout n de N,0 < u,, < 1 0.5pt
2
Up — 1
e Montrer que pour tout n de N up41 — up = u 0.5pt
3 —u,
@ Montrer que la suite (u,,) est convergente. 0.5pt
1
On pose v, = — pour tout n de N
1—u,
e Montrer que (v,,) est une suite arithmétique et déterminer sa raison et son premier terme. 0.75pt
. . . A n+1
@ Déterminer v,, en fonction de n et en déduire que u,, = ?, pour tout n de N 0.75pt
n
a Calculer la limite de la suite (uy,) 0.5pt
. 1011
A partir de quelle valeur de n, a-t-on u,, > ? 0.5pt
1012
e ©
et ) @x 2
On considére la fonction numérique f définie sur R par flx) == (e§ — 1)
Soit (uy) la suite numérique définie par ug = 1 et Up+1 = f (uy) pour tout n de N
Montrer par récurrence que 0 < u,, < In4 pour tout n de N 0.5pt
Montrer que la suite (u,) est décroissante. 0.5pt
En déduire que la suite (u,) est convergente. 0.25pt
Calculer la limite de la suite (uy,). 0.5pt
e ©
Ug = 2
> Soit (uy) la suite numérique définie par : V2 2 V3
S Upt1 = ?un + T; pour tout n de N
[p]
Ql) e Montrer que pour tout n de Ny u,, > 1 0,5pt
= V2 -2 . .
Sﬁ) @ Montrer que pour tout n de N, ©p41 — U, = T (un, — 1) et déduire que la suite ( u,) est
% décroissante et convergente 0,75pt
U'J On pose pour tout n de N, v, = uy — 1
% e Montrer que (v,,) est une suite géométrique et déterminer sa raison et son premier terme. 0,5pt
c
2 @ Ecrire u,, en fonction de n puis déduire la limite de la suite (y,). 0,5pt
\E e Calculer la somme S = ug + w1 + ug + ... + uz021 0,25pt
z
<
=
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NOMBRES COMPLEXES

Nombre complexe 7

L’ensemble des nombres complexes est : C = {z = a + ib/(a;b) € R? et i* = —1}
Soit le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (0, e_f, e_%)
f! La forme algébrique du nombre complexe z est : a + 2b.
fg La partie réelle du nombre complexe z est : Re(z) = a.
g La partie imaginaire du nombre complexe z est : Im(z) = b.

Le nombre complexe z est imaginaire pur si Re(z) = 0.

Offre D’excellence 0715656983

Egalité de deux nombres complexes : z = 2z’ <> Re(z) = Re (2’) et Im(z) = Im (2/)
Le conjugué du nombre complexe z est : 2 = a — ib
fg Le module du nombre complexe z est : |z] = v/zz = Va2 + b2
L’image du nombre complexe z = a + &b est le point M (a, b), noté M (z)
L’affixe du point M (a, b) est le nombre complexe z = a + @b, noté zps

L’affixe du vecteur #(a, b) est le nombre complexe z = a + &b, noté zz

3 L’affixe du vecteur A_B) est le nombre complexe Zgp = 2B — 24

3 L’argument du nombre complexe non nul z est une mesure 8 de I'angle orienté <e_1), Olﬁ)) noté arg z

M (z)
arg z = 0[27]
R I z.
cos 0 = o(2) et sinf = m(z) =2 % o
|2| |2| . -

ol e

fg La forme trigonométrique du nombre complexe non nul z est :
z=r(cosf + isinf) = [r, 0]

avec 1 = |z| etargz = 0[2x] [r, 0] est une écriture réduite du nombre complexe r(cos € + i sin )

O avecr = |z| etargz = 0[27]

|

La forme exponentielle du nombre complexe non nul z est : z = re®

Somme | z+4 2/ =z + 2’

Propriétés :

Conjugué Module Argument
= Opposé —z=-Z | — 2] = || arg(—z) = (7 + arg z)[27]
7
A Conjugué zZ==z |z| = || arg(z) = — arg z[27]
A _ _
&) Produit | z X 2/ = 2 X 2’ | |2 X 2/| = |2| X |/| | arg (22’) = (arg z + arg 2’) [27]
<
M —
i Puissance zn = ()" 2™ = |z|" arg (z") = narg z[27]
o’ 1 1 1] 1 1
£l Inverse === == = arg | — | = — arg z[2m7]
=) & & z |z] z
=4 z z z |z z
> Quotient — == —|=— arg ( — | = (argz — arg 2’) [27]
$ z/ zl z/ |z/| zl
=
)
2
=
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Propriétés :
Forme trigonométrique Forme exponentielle
Opposé —[r,0] = [r, 7™+ 6] —re'® = rei(™t0)
Conjugué [r, 0] = [r,—0] ret? = re=%
Produit | [r,0] x [/,0'] = [rr';0 + 0] | (re®)" = r"ei™?
) 1 1,0
Puissance [r, 0]" = [r™;n6] 5 =€ "
re* T
1 1 " g ,
Inverse = [—; —0} et® = pp'ei(0+9")
[r36] L7’
;0 r re*® 70 £ /
Quotient [ 6] = [—;0 — 9'} — = L ei(6-9)
[T’; 01] r! T/eze r!
Propriétés : T
e z+ zZ=2Re(z) e z—z=2Im(z)
o 2z = [Re(2)]? + [Im(2)]? e |2|=0&2=0
e VkeZ [r,0+ 2krw] = [r,0] e zestréel oz =2
o zestréel & argz=knw/k€Z ® =z est imaginaire pur <& zZ = —z
iy
® z est imaginaire pur < arg z = B + kn/k €Z

Formule de Moivre

(cos @ + isin 8)™ = cos(nB) + isin(nh)

cos 0 = % (ew + e_w)

Formule d’Euler :

0 —iB)

sin0:—.(e —e
21

Equations du second degré a coefficients réels :

L’équation : A = b? — 4dac Ensemble de solution :
zeC —-b—VvVA —b+ VA
A>0 S = { 5 g ;_
az’?+bz+c=0 a a
—b
2a
—b— i/ — —b+iv—A
A<o g { 7 : +1 }
2a 2a

Nombres Complexes et géométrie :

Notion complexe :

Notion géométrique :

AB = |zp — z4| AM =r ( M appartient au cercle de centre A et de rayon r )
|z — za| = |z — zB| AM = BM ( M appartient a la médiatrice de [AB] )

zr = FATEB ;— B I milieu de [AB]

ZCc — %A

— €R A,B et C trois points alignés

ZB — ZA
<A§; Ai?‘) = arg <M> [27] mesure de P’angle (AE; Aili)

ZB — ZA

PRrROF: M0OUSSAOUI CHAFIK

YOUTUBE : ETUDES FACILE




Nature d’un triangle :

= || :l:E ABC est un triangle rectangle en A

= [1;6] ABC est un triangle isocéle en A

= |1;£— ABC est un triangle isocéle et rectangle en A

zZc — 2 T
€T A {1; :I:gw ABC est un triangle équilatéral

Ecritures complexes des transformations du plan

e
Q0
(=2}
O
| on)
O
0
=
o~
e}
[}
g =
o ZC — ZA ™
=
[}
o
»
'\G.)
A
2
=
@)

Transformations : Ecriture complexe :

Translation de vecteur @ 2 =z24 zz

Homothétie de centre Q(w) et de rapport k | 2/ —w = k(z — w)

Rotation de centre Q(w) et d’angle 0 2 —w=¢e%2z—-w)

Meéthodes

Soit le plan complexe muni d'un repére orthonormé direct (o, €1, e_%)
Soit M’ (2”) I'image d’un point M (z) par une transformation F

Z=az +b avec (a;b) € C? (a # 0)

Fest une translation
eSia=1 Nature du transformation F

—

de vecteur @ d’affixe z—U=0>

Fest une homothétie de rapport a

et de centre

a € R*\{1} Nature du transformation F' b

1—a

d’affixe w =

(w vérifie la relation : w = aw + b)

eSia#1
Fest une rotation
a € C\{1}
d’angle : 8 = arg a[27]
avecla| = 1 Nature du transformation F b
et de centre 2 d’affixe w = .

(w vérifie la relation : w = aw + b)

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT
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Exercice @ BAC 2010 @
Ip

Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes C I’équation : 22 — 6z 4+ 10 = 0. t

On considére, dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé direct (O, €7, €2), les points A, B et
C d’affixes respectives :a =3 — i, b =3 +i,c =7 — 31.
Soit z l'affixe d’un point M du plan et 2’ I’affixe du point M’ image de M par la rotation R de centre A et

Offre D’excellence 0715656983

d’angle z.
2
e Montrer que : 2’ = iz + 2 — 41. 0.5pt
@ Vérifier que I’affixe du point C” image du point C par la rotation R est ¢/ = 5 + 3i. 0.25pt
¢d—b 1
e Montrer que : 5 = 57, puis en déduire que le triangle BCC” est rectangle en B et que BC = 2BC’.
c p—

1.25pt

Résoudre dans Iensemble des nombres complexes C, Péquation : 2% — 8v3z + 64 = 0. Ipt

On considére, dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, @, ¥), les points A, B et C d’affixes
respectives : a = 8i,b = 4V3 — 4i et ¢ = 2(4V3 + 43).
Soit z I'affixe d’un point M du plan et 2’ I’affixe du point M’ image de M par la rotation R de centre O et

Lanel 4T
angle —.
& 3
1 V3
e Montrer que : 2’ = [ —= —i— | z 0.5pt
2 2
@ Vérifier que le point B est 'image du point A par la rotation R. 0.25pt
a—b 1 . N . .
e Montrer que : = — 4 ¢—— puis écrire le nombre sous forme trigonométrique. 0.75pt
c—b 2 2 c—b
@ En déduire que le triangle ABC' est équilatéral. 0.5pt
e ©
Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes C I’équation : 1pt
2?2 — 182 + 82 = 0.
On counsideére, dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, i, ¥), les points A, B et C
d’affixes respectives :
a=94+tb=9—1etc=11—1.
c—b
E e Montrer que 5 = —1 puis en déduire que le triangle ABC est rectangle isocéle en B. Ipt
a pa—
N
d @ Donner une forme trigonométrique du nombre complexe 4(1 — 7). 0,5pt
A e Montrer que : (¢ — a)(c — b) = 4(1 — i)puis en déduire que : AC x BC = 4v/2. 1Ipt
O
Eé @ Soit z I'affixe d’un point M du plan et 2’l’ affixe du point M’ image de M par la rotation R de centre
(N 3
\ B et d’angle =
Eé Montrer que : z’ = —iz 4 10 4+ 8i puis vérifier que 1'affixe du point C’ image du point C' par la rotation
§> R est 9 — 3i. 1,5pt
E.
S
=
2|
=
<
=
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PROF: MoussAoUl CHAFIK

Exercice @ BAC 2011 ®

Résoudre dans ’ensemble des nombres complexes C, 1’équation :
2?2 — 6z +18 = 0.
On considére, dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, 4, %), les deux points A et B d’affixes
respectives : @ = 3 4+ 32 et b = 3 — 31.

e Ecrire sous forme trigonométrique chacun des deux nombres complexes a et b.

@ Montrer que b’ 'affixe du point B’ image du point B par la translation de vecteur O_A) est 6 .
b—?b
a—b

@ Déduire de ce qui précéde que le quadrilatére O AB’ B est un carré.

= 4 puis en déduire que le triangle AB’B est rectangle isocéle en B’.

e Montrer que :

e ©

Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes C, 'équation : 22 — 12z + 61 = 0.

On considére, dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, e_l), 6_2)), les points A, B et C d’affixes
respectives a, b et ¢ tel que :
a=6—-—5,b=4—21etc=2+41.

Calculer

—c
et en déduire que les points A, B et C sont alignés.
—c
On considére la translation T' de vecteur @ tel que l'affixe de & est 1 + 51. Vérifier que l'affixe du point D
image du point C' par la translation T est d = 3 + 62.

3w
Montrer que : b—< = —1+4 2 et que B est un argument du nombre complexe —1 + %.

@0 600

En déduire une mesure de 'angle orienté (C@, @)

On considére, dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, @, ¥), les points A, B et C' d’affixes respectives :
a=2—1,b=6—Ti,c = 8+ 3i.

e Montrer que : z_ C = z.

—a

@ En déduire que le triangle ABC est isocéle et rectangle en A.
Soit z laffixe d’un point M du plan et z ’ affixe du point M ’ image de M par la rotation R de centre 2
milieu du segment [BC| et d’angle —g.
e Vérifier que l'affixe du point Q est w = 7 — 21.
@ Montrer que : 2’ = —iz + 9 + 5.
e Montrer que le point C' est I'image du point A par la rotation R.

Exercice @ BAC 2013 @

On consideére, dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, i, ¥), les points A, B et C d’affixes respectives
a, b et c tel que :
a=T+2i,b =4+ 8t et c= —2+ 51.

c
e Veérifier que : (1 + ¢)(—3 + 64) = —9 + 34 et montrer que : 5 =1+43i.

@ En déduire que : AC = AB+/2 et donner une mesure de 'angle orienté (E , R)
Soit R la rotation de centre B et d’angle g

Ipt

0,5pt

0,75pt
Ipt

0,75pt

0.75pt

0.5pt

0.5pt
0.75pt

0.5pt

0.75pt

0.75pt

0.5pt

0.75pt
0.25pt

0,75pt

Ipt
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e Montrer que laffixe du point D image du point A par la rotation R est : d = 10 + 114.

@ Calculer

et en déduire que les points B, C et D sont alignés.

Exercice @ BAC 2013 ®

Résoudre dans ’ensemble des nombres complexes C, 1’équation :

2_82+25=0.

Offre D’excellence 0715656983

On considére, dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, @, %), les points A, B et C d’affixes
respectives a, b et ¢ tels que :

a=4+4+3t,b=4—3tetc=10+ 32

et la translation T' de vecteur BE?’
e Montrer que 'affixe du point D image du point A par la translation T est d = 10 + 91.

b—a 1
@ Vérifier que 7 == (14+%) puis écrire le nombre complexe — = (14%) sous une forme trigonométrique.
—a

% ? 5
e Montrer que : (AD, AB) = %[2#]

mEm ©

Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes C, Péquation : z% — 2vV242=0
V2 V6.
=+ .
2 2
T
e Montrer que le module de u est v/2 et que arg u = 5[271'].

On considére le nombre complexe : u =

@ En utilisant la forme trigonométrique du nombre u, montrer que u® est un nombre réel.

On considére, dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O e1, 62) les deux points A et B d’affixes
respectives a et b tel que : @ = 4 — 4v/37 et b = 8. Soit z laffixe d’un point M du plan et 2’ Daffixe du

T

point M’ image de M par la rotation R de centre O et d’angle o

e Exprimer 2z’ en fonction de z.

@ Vérifier que B est I'image de A par la rotation R et en déduire que le triangle O AB est équilatéral.

Exercice @ BAC 2014 ®

Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes C, 'équation : 22 — 4z + 5 = 0.

On considére, dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O ei, 62) les points A, B,C, D et Q
d’affixes respectives :
a=2+1t,b=2—t,c=1,d=—tetw=1.

a— w

e Montrer que : b

@ En déduire que le triangle Q AB est rectangle et isocéle en €.

= 3.

Soit z I’affixe d’'un point M du plan et z’ I'affixe du point M’ image de M par la rotation R de centre €2 et
T
d’angle —.
& 2
e Montrer que : 2’ =iz + 1 — 3.
@ Veérifier que : R(A) = C et R(D) = B

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT

0,75pt

0,5pt

0, 75pt

0,75pt

Ipt

0,5pt

0.75pt

0.5pt

0.75pt

0.5pt

0.5pt

0.75pt

0.25pt

0.5pt

0.5pt

0.5pt
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Exercice @

Offre D’excellence 0715656983

G Montrer que les points A, B, C et D appartiennent au méme cercle dont on déterminera le centre. 0.5pt

BAC 2015 @

Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes C 1’équation : 0,75pt
22 + 10z + 26 = 0.
On considére, dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé direct (O, e_1>, e_2>), les points A, B, C
et Q d’affixes respectives a, b, ¢ et w tels que :
a=—-2+4+2,b=-5+1i,c=—-5—1etw=—3.
b—w .
e Montrer que : =1. 0,5pt
a—w
@ En déduire la nature du triangle QAB. 0,5pt
Soit le point D image du point C par la translation T' de vecteur @ d’affixe 6 + 44
e Montrer que 'affixe d du point D est 1 + 31. 0,5pt
b—d
@ Montrer que : p = 2 et en déduire que le point A est le milieu du segment [BD] 0,75pt
e Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes C I’équation : 22 —82+432=0. 0,75pt

@ On considére le nombre complexe a tel que : a = 4 + 41.

Ecrire le nombre complexe a sous sa forme trigonométrique puis en déduire que a'? est un nombre réel

négatif.

0,75pt

On considére, dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé direct (O, @, ¥), les points A, B et C

d’affixes respectives a, b et c tels que :

a=44+41,b=2+4+3tetc =3+ 41

Soit z I'affixe d’un point M du plan et 2’ I’affixe du point M’ image de M par la rotation R de centre C et

Pl
angle —.
< 2
e Montrer que : 2’ = iz + 7 + 1.

@ Vérifier que d l'affixe du point D image du point A par la rotation R est 3 +

51.

0,5pt

0,5pt

e Montrer que I’ensemble des points Md’ affixe z tel que : |2 — 3 — 5¢| = |z — 4 — 44| est la droite (BC) 0,5pt

Exercice @

Résoudre dans ’ensemble des nombres complexes C 1’équation :

22 — 4z +29 = 0.

On consideére, dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O,
B d’affixes respectives w, aetb tels que :

e Soit u le nombre complexe tel que : u = b — w.

s
Vérifier que v = 3 + 3% puis montre que argu = Z[27r]

MATHEMATIQUES - 2BAc PC-SVT

@ Déterminer un argument du nombre complexe u.

(@ désigne le conjugué du nombre complexe u)

PROF: MoussAoUl CHAFIK

BAC 2016 @

0.75pt
e_l), e_g), les points €2, A et
0.75pt
0.25pt
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e Vérifier que a — w = @ puis en déduire que :

b—w

QA:QBetarg<
a—w

T
> = [27]. 0.75pt

T
@ On consideére la rotation R de centre 2 et d’angle =

Déterminer 'image du point A par la rotation R. 0.5pt

Exercice @ BAC 2016 ‘ : ’

Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes C I’équation : 22 —8z+4+41=0. 0.75pt

Offre D’excellence 0715656983

On considére, dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O, i, ¥), les points A, B,C et
d’affixes respectives a, b, ¢ et w tels que :

a=4+5t,b=34+4t,c =6+ Tiet w=4+4 Ti.

c—b
e Calculer b et en déduire que les points A, B et Csont alignés. 0.75pt
a —

@ Soit z ’affixe d’un point M du plan et 2’ I'affixe du point M’ image de M par la rotation R de centre

Q et d’angle —g.

Montrer que : 2/ = —iz — 3 + 114. 0.75pt
e Déterminer I'image du point C' par la rotation R

a— w

puis donner une forme trigonométrique du nombre . 0.75pt
c—w
mem ©
On considére les nombres complexes a et b tels que :
a=+vV3+ietb=+v3—-1+ (vV3+1)i.
e Vérifier que b = (1 + i)a. 0,25pt
5T
@ En déduire que |b] = 24/2 et que arg b = E[27\']. 0,5pt
57 V6 —+2
e Déduire de ce qui précéde que cos = = — 0,5pt
Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (O, 0, ¥). On considére les points A et B
d’affixes respectives a et b et le point C d’affixe ¢ telle que : ¢ = —1 + iV/3.
. . . — ™
@ Vérifier que ¢ = ia et en déduire que OA = OC et que (OA, O?) = —[27]. 0,75pt
H 2
> . 5 . . TG
N e Montrer que le point B est I'image du point A par la translation de vecteur OC. 0,5pt
(@)
A, @ En déduire que le quadrilatére OABC' est un carré. 0,5pt
O
<
an}
&\
| Exercice @ BAC 2017 ‘ : ’
n
£ .
5 Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes C 1’équation : 224424+48=0 0,75pt
c
= On considére, dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, @, U), les points A, B et C
é d’affixes respectives a, b et c tel que : @ = —2 + 24,b = 4 — 41 et ¢ = 4 + 8i.
‘E_i e Soit 2z l'affixe d’un point M du plan et z ’ 'affixe du point M’ image de M par la rotation R de centre
™
5'): A et d’angle —5 Montrer que : 2’ = —iz — 4. 0,5pt
=

@ Vérifier que le point B est I'image du point C par la rotation R et en déduire la nature du triangle ABC'.
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0,75pt
Soit w ’affixe du point € milieu du segment [BC.
e Montrer que |¢ — w| = 6. 0,5pt

Montrer que I’ensemble des points M d’affixe z tel que : |z — w| = 6 est le cercle circonscrit au triangle  0,5pt
ABC.

Exercice @ BAC 2018 @

Résoudre dans Iensemble C des nombres complexes I’équation : 222 + 2z + 5 = 0. 0.75pt

Offre D’excellence 0715656983

Dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé direct (Oj; 3 T), on considére la rotation R de centre

2
O et d’angle =

1 V3,

e Ecrire sous forme trigonométrique le nombre complexe d = - + Tz. 0.25pt

1 3
@ On considére le point A d’affixe @ = ~5 + Ez et le point B image du point A par la rotation R.
Soit b l'affixe du point B.
Montrer que b =d - a. 0.5pt
Soit t la translation de vecteur O_A> et C I'image de B par la translation t et ¢ I'affixe de C.

. . 1 V3,
e Vérifier que ¢ = b + a et en déduire que ¢ = a 5+?z .

(on pourra utiliser la question 2.b)) 0.75pt
c

@ Déterminer arg <—> puis en déduire que le triangle O AC' est équilatéral. 0.75pt
a

—

Résoudre dans I’ensemble C des nombres complexes I’équation :

22 —2v2z+4=0.

0.75pt
Dans le plan complexe rapporte a un repére orthonormé direct (Ojw;T), on considére le point A d’affixe
T
a = V'2(1 — i) et la rotation R de centre O et d’angle 2
e Ecrire sous forme trigonométrique le nombre complexe a. 0.25pt

@ Vérifier que 'affixe du point B image du point A par la rotation R est :

b=2 Ll  Si il 0.5pt
= cos 12 -+ 2sin 12 . .5p

e On considére le point C' d’affixe ¢ = 1 + 1.
Montrer que b? — ¢? = 2v/3. 0.5pt

@ Soit t la translation de vecteur O? et D I'image de B par la translation ¢.
Montrer que OD = |b + ¢|.

G En déduire que OD x BC = 2+/3. 0.5pt

Exercice @ BAC 2019 @

Résoudre dans Iensemble C des nombres complexes Iéquation : 22 — 2z + 4 = 0. 0,75pt

MATHEMATIQUES - 2BAc PC-SVT

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O;4;¥), on considére les points A, B, Cet
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D d’affixes respectives :

a=1—iV3,b=2+2i,c=vV3+ietd=—2+ 2V3i.

o
0
=
o
0
=)
0
™
-
=)
©
3)
=]
)
=
)
3]
»
9
A
2
&=
o

e Vérifier que : @ — d = —v/3(c — d). 0,5pt
-7
@ En déduire que les points A, C et D sont alignés. rotation R de centre O et d’angle = 0,25pt
On considére z I'affixe d'un point M et 2’ I'affixe de M’ image de M par la rotation R de centre O et d’angle
-7
—. 0,5pt
3 P
P ’ 1
Vérifier que : 2" = Eaz
Soient H I'image du point B par la rotation R, h son affixe et P le point d’affixe p tel que p = a — c.
e Vérifier que : h = ip. 0,5pt
@ Montrer que le triangle OH P est rectangle et isocéle en O. 0,5pt
e Résoudre dans I’ensemble C des nombres complexes I’équation : 0,75pt
22 —-3z+3=0.
3. . . :
@ On pose : a = 5 aF 71; écrire a sous forme trigonométrique. 0,5pt
8 3 2 . - 2 _ .
On considére le nombre complexe b = ?(1 + 1) ; vérifier que : b° = 1. 0,5pt
T L. T A
On pose : h = cos E + 7 sin E ; montrer que : h* + 1 = a. 0,5pt
Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (Oj;; ¥), on considére le point B d’affixe b
™
et R la rotation de centre O et d’angle 5
e Soit ¢ l'affixe du point C image du point B par la rotation R. 0,5pt
Montrer que : ¢ = b.
@ En déduire la nature du triangle OBC'. 0,25pt
mewn ©
Dans l’ensemble C des nombres complexes, on considére Péquation : (E) : 22 — 2(vV/2 + vV6)z + 16 =0
; e Veérifier que le discriminant de Péquation (E) est A = —4(vV6 — v/2)2 0.5pt
n2 @ En déduire les solutions de 1’équation (E). Ipt
O
A, Soient les nombres complexes a = (\/E + \/5) + z(\/_ — \/5), b=1+ivV3etc=vV2+iv2
2 e Vérifier que bé = a, puis en déduire que ac = 4b 0.75pt
M )
N @ Ecrire les nombres complexes b et ¢ sous forme trigonométrique. 0.5pt
|
n iy ™
= En déduire que a = 4 | cos — + ¢ sin — 0.5pt
2 ] g ( 27" 12) b
= Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, i, ¥), on considére les points B, C et D
é d’affixes respectives b, ¢ et d telle que d = a*. Soit 2z I’affixe d’un point M du plan et z’ I'affixe de M’ image
A} 7r
% de M par la rotation R de centre O et d’angle G
E.
= O vai -1 0.5pt
érifier que 2’ = —az )
= q 1 P
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@ Déterminer I'image du point C' par la rotation R 0.25pt
G Déterminer la nature du triangle OBC. 0.25pt

@ Montrer que a* = 128b et en déduire que les points O, B et D sont alignés 0.75pt

Exercice @ BAC 2020 ‘ : ’

Résoudre dans I’ensemble C des nombres complexes Péquation : 22 — v2z +1 =0 0.75pt

2 2
Onposea:%_+£i

e Ecrire a sous forme trigonométrique et en déduire que a

Offre D’excellence 0715656983

2020 o5t un nombre réel 0.75pt

T ™
@ Soit le nombre complexe b = cos 5 + ¢sin 3 Prouver que b? = a 0.5pt

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, @, ¥), on considére les points A, B et C
™
d’affixes respectives a, b et c tel que ¢ = 1. La rotation R de centre O et d’angle B transforme le point M

d’affixe z au point M’ d’affixe 2’.

e Vérifier que 2’ = bz 0.25pt

@ Déterminer 'image de C' par la rotation R et montrer que A est 'image de B par R. 0.5pt
e Montrer que |@ — b| = |b — ¢| et en déduire la nature du triangle ABC 0.75pt

@ Déterminer une mesure de I'angle (ﬁ, B?) 0.5pt
Soit T la translation de vecteur @ et D l'image de A par T

e Vérifier que 'affixe de D est b +1 0.25pt

2

@ Montrer que = b+ b et en déduire que les points O, B et D sont alignés 0.75pt

Exercice BAC 2021 @

Résoudre dans I’ensemble C des nombres complexes , les équations : z2 — V3z+1=0 0.75pt
Soient les nombres complexes a = e%r et b= ; —+ z?
e Ecrire a sous forme algébrique. 0.25pt
Q Vérifier que ab = v/3 0.5pt

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, @, T), on considére les points A, B et
C d’affixes respectives a, b et a.

E Montrer que le point B est I'image du point A par une homothétie h de centre O dont on déterminera le
@p) rapport. 0.5pt

1
%j Soient z ’affixe d’un point M du plan et 2’ 'affixe du point M’ image de M par la rotation R de centre A

T

O et d’angle —

< 2
% e Ecrire z’ en fonction de z et a. 0.5pt

|

2 G Soit d l'affixe du point D image de C par la rotation R, montrer que d = a + 1 0.25pt
8, e Soit I le point d’affixe le nombre 1 ; montrer que ADIQO est un losange. 0.5pt
2 VvV3-1

% e Vérifier que d — b = T(l — 1) ; en déduire un argument du nombre d — b 0.75pt
; @ Ecrire le nombre 1 — b sous forme trigonométrique. 0.5pt
— —_—
= e Déduire une mesure de P’angle (B7 : BB) 0.5pt
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Exercice @ BAC 2021 ‘ : ’

Résoudre dans I’ensemble C des nombres complexes 1’équation : 22 — 6z + 13 = 0 0.75pt

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, @, ¥), on considére les points A, B et C
d’affixes respectives a, b et c telles que : a =3 + 236 =3 — 2t et c = —1 — 21

B c—b
e Ecrire b sous forme trigonométrique. 0.5pt
a —_—
@ En déduire la nature du triangle ABC 0.5pt

i
Soit R la rotation de centre B et d’angle —. Soit M un point du plan d’affixe z et le point M’ d’affixe 2’
I'image de M par R, et soit D le point d’affixe d = —3 — 42

Offre D’excellence 0715656983

e Ecrire 2z’ en fonction de z 0.5pt

@ Vérifier que C est 'image de A par R 0.25pt
e Montrer que les points A, C' et D sont alignés. 0.5pt

@ Déterminer le rapport de 'homothétie h de centre C' et qui transforme A en D 0.5pt

G Déterminer 'affixe m du point E pour que le quadrilatére BC' D E soit un parallélogramme 0.5pt
e Montrer que — "~ est un nombre réel. 0.5pt

m —
Q En déduire que le quadrilatére ABED est un trapéze isocéle. 0.5pt

mm ©

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O, @, ¥), on considére le point A d’affixe a = —1 — iV'3,
le point B d’affixe b = —1 + iV/3 et la translation ¢ de vecteur O

Prouver que 'affixe du point D image du point B par la translation ¢ est d = —2 0.5pt

2m
On considére la rotation R de centre D et d’angle <?> .

Montrer que l'affixe du point C' image du point B par la rotation R est ¢ = —4 0.5pt
o b—c . "
e Ecrire le nombre sous forme trigonométrique 0.5pt
a—c
o b—c\?> c¢—d
@ En déduire que = 0.5pt
a—c b—d

n Soient (T) le cercle de centre D et de rayon 2, (I) le cercle de centre O et de rayon 4 et M un point d’affixe
z appartenant aux deux cercles (T') et (T)

e Vérifier que |z + 2| = 2 0.25pt
@ Prouver que z + Z = —8  (remarquer que |z| =4 ) 0.5pt
G En déduire que les cercles (T') et (I'’) se coupent en un point unique qu’on déterminera 0.25pt

Exercice @ BAC 2022 ®

Dans le plan complexe rapporté a in repére orthonormé direct (O; i, f), on considére les points A, B et C d’affixes
respectives Z4 =1+ 51, Zp =1 —5ict Zc =5 — 3¢

Déterminer le nombre complexe Zp affixe du point D milieu du segment [AC] 0,25pt

(o -

1
Soit h homothétie de centre A et de rapport P Déterminer le nombre complexe Zg affixe du point E 'image  0,5pt
de B par h

iy
On consideére la rotation R de centre C' et d’angle (T)’ déterminer I'image de B par R 0,5pt

-~ ]

Soit F' le point d’affixe Zp = —1 4+ ¢
ZD = ZA ZF - ZE

e Vérifier que X = —1. 0,25pt
Zr —Za Zp—Zg
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@ En déduire que ((ﬁ, E) + (ﬁ, E7) = m[2m]

VA
e Déterminer la forme trigonométrique du nombre F—ZF et déduire la nature du triangle AEF
A — 4F

@ Déduire que les points A, D, E et F appartiennent & un cercle dont on déterminera un diamétre.

0,5pt
0,5pt

0,5pt
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MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT

GEOMETRIE DANS L’ESPACE

L’espace est rapporté a un repére orthonormé direct (O, i, ;, IZ)

Expressions Analytiques :

Soient #@(a, b, c) et T (a’,b’, ) deux vecteurs
Produit scalaire : @ - ¥ = aa’ + bb’ + ¢’

W Norme : ||@]| = va? + b2 + c?

ﬁ Produit vectoriel : 4 A ¥ = i — 7+ k

Aire d’un triangle :

1
L’aire d’un triangle ABC est : 5”@ A ﬁ”

Distances :

e La distance entre deux points A et B est : AB = \/(a:B — :cA)2 + (yp — yA)2 + (25 — zA)2
e La distance du point M au plan (P) d’équation ax + by + ¢z +d = 0 est :

laxar 4+ bynr + czar + d|
NS ]

|AM A @

Il

d(M; (P)) =

e La distance du point M a la droite A(A, @) est : d(M, (A)) =

r Equation cartésienne

W Equation cartésienne d’un plan :
7(a, b, c) est un vecteur normal au plan (P) < (P):ax +by+cz+d =0
Si AB A ﬁ # 6) alors les points A, B et C ne sont pas alignés

Dans ce cas : AB A AC ést un vecteur normal au plan (ABC) et I'équation cartésienne du plan (ABC')
peut étre déterminé a ’'aide de I’équivalence suivante :

M € (ABC) & AM - (ABAAC) = 0

W Equation cartésienne d’une sphére : :
L’équation cartésienne d’une sphére de centre £2(a, b, ¢) et de rayon R est :

(x—a)>+ (y —b)*+ (2 — ¢)* = R?
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Ensemble des points M de ’espace vérifiant : qu . qu =0

L’ensemble des points de I’espace vérifiant : AM) . BM> = 0 est la spheére de W '
diameétre [AB]

— Intersection d’une sphére et d’un plan :

Soit S(£2, R) une sphére et & un plan de l'espace & . On désigne par d la distance du point € au plan & et H
le projeté orthogonal de 2 sur &2. On a les propriétés suivantes :

Sid> Ralors ZNS = @. On dit que le plan & est a 'extérieur de la sphére S
W Sid= Ralors NS = {H}. On dit que P est tangent a la sphére & au point H.

W Sid < Ralors N8 = % ou € est le cercle de centre H et de rayon 7 = y/ R2 — d?. On dit que le
plan & coupe la sphére S selon le cercle € (H ;v R2 — d2).

@ H P H - |

L’intersection d’une sphére et une droite

Soient (2) une droite de 'espace et S(€2, R) une sphére de centre Q et de rayon R, H le projeté orthogonal du
point € sur la droite (2).Notons d = QH :

Sid> Ralors 2N S = @. On dit que la droite Z est a I'extérieur de la sphére S.
W Sid = Ralors 2N S = {H}. On dit que Z est tangente a la sphére S au point H.

W Sid < Ralors 2N S = {A; B}. On dit que 2 est perce la sphére S aux points A et B.

SECH

H

le plan tangent a une sphére en un point :

Soit & une sphére de centre €2 et soit A € S.

Il existe un seul plan & tangent a la sphére S en A ; il est défini par : M € & & qu . E = 0. Une équation
cartésienne du plan & est donnée par :

M(z3y;2) € P < (xa — za) (r —xa) + (Yo — Ya) (Y —ya) + (20 —2z4) (2 — 24) =0

1
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Exercice @ BAC 2010 @

On considére, dans I’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, ?, ;, E), les points A(-1,0,3), B(3,0,0)
et C(7,1,—3) et la sphére (S) d’équation :

m2+y2+z2—6:c—2y—15:0.

Montrer que E A ﬁ = 37 + 4k et en déduire que 3x + 4z — 9 = 0 est une équation cartésienne du plan

(ABC). Ipt
Mountrer que le centre de la sphére (S) est le point £2(3,1,0) et son rayon est 5. 0.5pt
Soit (A) la droite passant par le point Q et perpendiculaire au plan (ABC).

x=3+ 3t
e Démontrer que § ¢ =1 (t € R) est une représentation paramétrique de la droite la droite (A).
z =4t
0.5pt
@ Démontrer que la droite (A) coupe la sphére (S) aux deux points E(6,1,4), et F (0,1, —4). Ipt

On considére, dans ’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, i E), les points A(0, —2,0), B(1,1, —4)
et C(0,1, —4) et la sphére (S) d’équation :

22+ y?+22—2x -4y —62—11=0.

Montrer que le centre de la sphére (S) est le point (1,2, 3) et son rayon est 5 . 0.5pt
e Montrer que E A R = 45"—|— 3k et en déduire que 4y + 3z + 8 = 0 est une équation cartésienne du
plan (ABC). Ipt
@ Calculer d(Q2, (ABC)) puis en déduire que le plan (ABC)) est tangent a la spheére (S). 0.5pt

Soit (A) la droite passant par le point Q et perpendiculaire au plan (ABC).

r=1
e Démontrer que { 4y = 2 4 4¢ droite (A).R) est une représentation paramétrique de la droite (A). 0.5pt
z =3+ 3t
@ Démontrer que le triplet de coordonnées de H point d’intersection de la droite (A) et le plan (ABC) est
(1,-2,0). 0.25pt
o Vérifier que H est le point de contact du plan (ABC') et la spheére (S). 0.25pt

Exercice @ BAC 2012 @

On considére, dans I’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, i ;, E), les points A(1,1,—1), B(0,1, —2)
et C(3,2,1) et la sphére (S) d’équation :

a:2+y2—|—z2—2:1:—2z—1=0.

Montrer que le centre de la sphére (S) est le point €(1,0,1) et son rayon est v/3. 0.5pt
e Montrer que E A ﬁ = i — k et vérifier que * — z — 2 = 0 est une équation cartésienne du plan
(ABC). 0.75pt
@ Vérifier que d(Q2, (ABC)) = /2 puis en déduire que le plan (ABC) coupe la sphére (S) suivant un
cercle (T') de rayon 1. Ipt
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Soit (A) la droite passant par le point € et perpendiculaire au plan (ABC).

=1+t
e Démontrer que ¢ 4y =0 (t € R) est une représentation paramétrique de la droite (A).
z=1-—-1

@ Démontrer que le triplet de coordonnées de H point d’intersection de la droite (A) et le plan (ABC') est
(2,0,0).

e En déduire le centre du cercle (T).

On considére, dans I'espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, 7, j, E), les points A(—3,0,0), B(0,0, —3)
et C(0,2, —2) et la sphére (S) de centre £2(1,1,1) et de rayon 3.

e Montrer que zﬁ A E = 67 — 33 + 6k puis en déduire que 2& — y + 2z + 6 = 0 est une équation
cartésienne du plan (ABC).

G Calculer d(2, (ABC)) puis en déduire que le plan (ABC') est tangent a la sphére (.S).
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Soit (D) la droite passant par le point € et perpendiculaire au plan (ABC).

r=1+4 2t
e Démontrer que { ¢y =1 —¢ droite (D)R) est une représentation paramétrique de la droite (D).
z=1+4 2t

@ Démontrer que le triplet de coordonnées de H point de contact du plan (ABC) et la sphére (S) est
(—1,2, —1).

e ©

On considére, dans I’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, A E), les points A(—1,1,0), B(1,0,1)
et (1,1, —1) et la sphére (S) de centre Q et de rayon 3.

e Montrer que Oj A O? = {—i— _; — k et veérifier que x 4+ y — z = 0 est une équation cartésienne du plan
(OAB).

@ Veérifier que d(€2, (OAB)) = /3 puis montrer que le plan (OAB) coupe la sphére (S) suivant un cercle
(T) de rayon V6.

Soit (A) la droite passant par le point € et perpendiculaire au plan (OAB).
=1+t
e Démontrer que ¢ 4 =1 +¢ (t € R) est une représentation paramétrique de la droite (A).
z=-1—1

@ Déterminer le triplet de coordonnées du centre du cercle (T').

On considére, dans ’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, A E), les points A(0,0,1), B(1,1,1) et
C(2,1,2) et la sphere (S) de centre (1, —1,0) et de rayon v/3.

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT

Exercice @ BAC 2013 ‘ : ’

0.25pt

0.25pt
0.25pt

1.25pt

0.75pt

0.5pt

0.5pt

Ipt

Ipt

0,5pt

0,5pt
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Montrer que 2 + y? + 22 — 2 4+ 2y — 1 = 0 est une équation cartésienne de la sphére et vérifier que le

point A appartient a la sphére (S). 0,75pt
e Montrer que E A ﬁ =7— 5 — k et en déduire que x — y — z + 1 = 0 est une équation cartésienne

du plan (ABC). 0,75pt

@ Calculer d(€2, (ABC)) puis en déduire que le plan (ABC) est tangent a la sphére (S) en A. 0,75pt

Soit (A) la droite passant par le point € et perpendiculaire au plan (ABC).
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=1+t

e Démontrer que § 3 = —1 — ¢(¢ € R) est une représentation paramétrique de la ~ droite (A). 0,25pt
z = —t

G En déduire les coordonnées des deux points d’intersection de la droite (A) et la sphére (S). 0,5pt

Em

On considére, dans I’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, iy E),les points A(0,3,1), B(—1,3,0) et
C(0,5,0) et la sphére (S) d’équation :

a32+y2+z2—4a:—520.

e Montrer que E A E =2 — j — 2k et en déduire que les points A, B et C ne sont pas alignés. 0.75pt
@ Montrer que 2¢ — y — 2z 4+ 5 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC') et le sphére (S). 0.5pt
e Montrer que le centre de la sphére (S) est le point £2(2,0,0) et son rayon est 3. 0.5pt
@ Montrer que le plan (ABC') est tangent a la sphére (S). 0.75pt
G Déterminer le triplet de coordonnées de H point de contact du plan (ABC) et la sphére (S). 0.5pt

On considére, dans ’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, ;, f, E), le point A(0,0,1); le plan (P)
d’équation 2 + y — 2z — 7 = 0 et la sphére (S) de centre (0, 3, —2) et de rayon 3 .

xr =2t
e Montrer que { 4 = ¢ (t € R) est une représentation paramétrique de la droite (A) passant par
z=1-—-2t
le point A et perpendiculaire au plan (P). 0.75pt
@ Veérifier que H (2,1, —1) est le point d’intersection du plan (P) et la droite (A). 0.5pt
e Montrer que (ﬁ AU = 3('7—|— 2j+ 2E) ot @ = 2i + ; — 2k. 0.75pt
Montrer que la distance du point € a la droite (A) est égale a 3. 0.5pt

En déduire que la droite (A) est tangente a la sphére (S) et vérifier que H est le point de contact de la
droite (A) et la spheére (S). 0.75pt

Exercice @ BAC 2015 @

On consideére, dans l’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, i,J, k), le plan (P) d’équation

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT

r+y+z+4=0
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et la sphere (S) de centre Q(1, —1, —1) et de rayon v/3.
e Calculer la distance d(£2, (P)) et en déduire que le plan (P) est tangent & la sphére (S). 0,75pt
e Veérifier que le point H (0, —2, —2) est le point de contact du plan (P) et la sphére (S). 0,5pt
On considére les deux points A(2,1,1) et B(1,0,1).

a Veérifier que 071 A Og =i— 5 — k et en déduire que x — y — z = 0 est une équation cartésienne du
plan (OAB). 0,75pt
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(OAB). 0,5pt

Déterminer les coordonnées de chacun des deux points d’intersection de la droite (A) et la spheére (S). 0,5pt

@ Déterminer une représentation paramétrique de la droite (A) passant par €2 et orthogonale au plan

BAC 2015 ®

On considére, dans l’espace rapporté a un repére orthonormeé direct (O, {, _7, E), le plan (P) d’équation 2z—z—2 =0
et la sphére (S) d’équation :

101

:1:2+y2+z2+2w—2z—7=0.

Montrer que le centre de la sphére (S) est le point Q2(—1,0,1) et son rayon est 3. Ipt

e Calculer la distance du point €2 au plan (P). 0,5pt
@ En déduire que le plan (P) coupe la sphére (S) suivant un cercle (T'). 0,5pt

Montrer que le rayon du cercle (I') est 2 et déterminer les coordonnées du point H centre du cercle (T'). Ipt

®

On considére, dans ’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, Ty s E), les points A(2,1,3), B(3,1,1) et
C(2,2,1) et la sphére (S) d’équation :

w2+y2+z2—2cc+2y—34=0.

e Montrer que E AN ﬁ = 2Z+ 2;+ k. 0.5pt
@ En déduire que 2 + 2y + z — 9 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC). 0.5pt
e Montrer que le centre de la sphére (S) est le point £2(1, —1,0) et son rayon est 6. 0.5pt

@ Montrer que d(€2, (ABC)) = 3 et en déduire que le plan (ABC') coupe la sphére (S) suivant un cercle
(). 0.5pt

éterminer une représentation paramétrique de la droite assant par le poin et orthogonale au
3 Détermi présentation p étrique de la droite (A) p t par le point €2 et orthogonal
plan (ABC). 0.5pt

Montrer que le centre du cercle (I') est le point B. 0.5pt

Exercice BAC 2016 ®

On considére, dans ’espace rapporte a un repére orthonormé direct (O,;, 3, E) les deux points A(1,3,4) at
B(0,1,2)

e Montrer que (ﬁ A O? =27 — 2;+ k. 0.5pt

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT

@ Montrer que 2 + 2y + z = 0 est une équation cartésienne du plan (O AB). 0.5pt
Soit (.S) la sphére d’équation 22+ y’+22—6x+6y—62+2=0.
Montrer que le centre de la sphére (S) est le point (3, —3, 3) et son rayon est 5. 0.5pt
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e Montrer que le plan (OAB) est tangent a la sphére (S).
@ Déterminer les coordonnées de H point de contact du plan (OAB) et la spheére (S).

Exercice BAC 2017 @

Dans l’espace rapporté 4 un repére orthonormé direct (O; ;; _7; E), on considére le plan (P) passant par le point
A(0,1,1) et dont @(1,0,—1) est un vecteur normal et la sphére (S) de centre le point (0,1, —1) et de rayon

Offre D’excellence 0715656983

2.
e Montrer que £ — z + 1 = 0 est une équation cartésienne du plan (P).
@ Montrer que le plan (P) est tangent a la spheére (S) et vérifier que B(—1,1,0) est le point de contact.

e Déterminer une représentation paramétrique de la droite (A) passant par le point A et orthogonale au
plan (P).

@ Montrer que la droite (A) est tangente & la sphére (S) au point C(1,1,0).
Montrer que O? A O? = 2k et en déduire l'aire du triangle OCB.

105 BAC 2017 ®

L’espace est muni d’un repére orthonormé direct (O, s E) On consideére la sphére (S) d’équation :
x? +y? + 22 —2x — 2y — 22 — 1 = 0 et le plan (P) d’équation : y — z = 0.

e Montrer que le centre de la sphére (S) est le point £(1,1,1) et son rayon est 2.
@ Calculer d(€2, (P)) et en déduire que le plan (P) coupe la sphére (S) suivant un cercle (C).
° Déterminer le centre et le rayon du cercle (C).
Soit (A) la droite passant par le point A(1, —2, 2) et orthogonale au plan (P).
e Montrer que @(0,1, —1) est un vecteur directeur de la droite (A).
Q Montrer que ||(ﬁ A @|| = v2||i]| et en déduire que la droite (A) coupe la sphére (S) en deux points.

° Déterminer les coordonnées de chacun des deux points de contact de la droite (A) et la spheére (S)

e ©

Dans [l'espace rapporté a un repére orthonormé direct (O;g; ;; E), on considére les points
A(0; —2; —2), B(1; —2; —4) et C(—3;—1;2).

Montrer que AB A R = 2Z+ 2;4— k et en déduire que 2x 4+ 2y + z + 6 = 0 est une équation cartésienne
du plan (ABC).

On considére la sphére (S) dont une équation est :
:c2+y2+z2—2:1:—2z—23:0.
Veérifier que la sphére (S) a pour centre £2(1;0;1) et pour rayon R = 5.

x=1+4 2t
e Vérifier que § ¢ = 2¢ ; (t € R) est une représentation paramétrique de la droite (A) passant par
z=1+41

le point € et orthogonale au plan (ABC).
@ Déterminer les coordonnées de H point d’intersection de la droite (A) et du plan (ABC).
Veérifier que d(9; (ABC)) = 3, puis montrer que le plan (ABC') coupe la sphére (.S)

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT
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e
a0
=2}
O
0
O
ﬁ selon un cercle de rayon 4, dont on déterminera le centre. 0.75pt
D~
e}
]
g _
< Exercice BAC 2018 ®
1)
§ Dans l’espace rapporté a un repére orthonormé direct (Oj1; 75 k), on considére la sphere (S) de centre €2(2;1;2) et
é‘) de rayon égale a 3 et le plan (P) passant par le point A(—1;0;3) et @ (4;0; —3) est un vecteur normal & (P).
o Montrer que 2 + y? + 22 — 4x — 2y — 4z = 0 est une équation cartésienne de la sphére (S). 0.5pt
-
HO: Vérifier que 4¢ — 3z + 13 = 0 est une équation cartésienne du plan (P). 0.5pt
x =24 4t
3 Vérifier que = t € R) est une représentation paramétrique de la droite (A) passant par
y=1
z=2-—-3t
Q et orthonormé a (P). 0.5pt
@ Déterminer les coordonnées de H point d’intersection de la droite (A) et du plan (P). 0.5pt
e Calculer d(92; (P)). 0.25pt
@ Montrer que le plan (P) est tangent a la sphére (S) en un point que 'on déterminera. 0.75pt
e ©
Dans I’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O i f; E), on considére les points A(1; —1; —1), B(0; —2;1)
et C(1;—2;0).
e Montrer que E A R = ;+ ;+ k. 0,75pt
@ En déduire que  + y + z + 1 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC) 0,5pt
Soit (S) la sphére d’équation : 2 + y® 4+ 2% — 42 + 2y — 22 + 1 = 0. Montrer que le centre de la sphére
(S) est 2(2; —1;1) et que son rayon est R = V5 0,75pt
e Calculer d(2; (ABC)) la distance du point Q au plan (ABC). 0,5pt
@ En déduire que le plan (ABC) coupe la sphére (S) selon un cercle (T'). 0,5pt
(la détermination du centre et du rayon de (I') n’est pas demandée)
Exercice BAC 2019 ®
; Dans l’espace rapporté a un repére orthonormé direct (Oj ;Z‘; ‘7; E), on considére les points A(1;2;2), B(3; —1;6) et
N C(1;1;3).
%_‘) e Vérifier que E A ﬁ =i— 2; — 2k. 0,75pt
2 @ En déduire que  — 2y — 2z + 7 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC') 0,5pt
M
N Soient les points E(5;1;4) et F(—1;1;12) et (S) 'ensemble des points M vérifiant : ME - MF = o.
U'J Montrer que (S) est la sphére de centre £2(2;1;8) et de rayon R = 5. 0,75pt
€3
8) e Calculer d(2; (ABC)) distance du point Q au plan (ABC). 0,5pt
5 @ En déduire que le plan (ABC) coupe la sphére (S) selon un cercle (I') de rayon r = 4. 0,5pt
E
2|
=
&
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Exercice @ BAC 2022 @

Dans ’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O; i, f, E), on considére les points A(0,1,1), B(1,2,0) et
C(—1,1,2)

e Montrer que E A ﬁ = ;-l- k
@ En déduire que  + z — 1 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC)

Soit (S) la sphére de centre £2(1,1,2) et de rayon R = v/2
Déterminer une équation de la spheére (S)

Montrer que le plan (ABC) est tangent a la sphére (S) au point A

On counsideére la droite (A) passant par le point C' et perpendiculaire au plan (ABC')

Offre D’excellence 0715656983

e Déterminer une représentation paramétrique de la droite (A)

@ Montrer que la droite (A) est tangente a la sphére (S) en un point D dont on déterminera les coordonnées

e Calculer le produit scalaire AC - (7 + k), puis en déduire la distance d(A, (A))

111 BAC 2022 ®

Dans l'espace rapporté a un repére orthonormé direct (O,;, ;, E), on considére les deux points A(1,—1,1) et
B(5,1,—3). Soit (S) la sphére de centre £2(3,0, —1) et de rayon R = 3, et (A) la droite passant par le point A
et de vecteur directeur o (2, —2,1).

e Calculer la distance (2A4)
@ Montrer que les droites (A) et (2A) sont perpendiculaires.
e Déduire la position relative de la droite (A) et la sphére (S)

Soit le point Mg, (2a — 3,3 —2a,a —1) ot a € R, montrer que Ajga = (a— 2)i et déduire que M, € (A)
pour tout @ € R
e Vérifier que 2@ — 2y + z — 9a + 13 = 0 est une équation du plan (P,) passant par M, et perpendiculaire
a la droite (A)
@ Montrer que d (2, (P,)) = |3a — 6|

Déterminer les deux valeurs de a pour lesquelles le plan (P,) est tangent a la sphére (S).

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT
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DENOMBREMENT ET PROBABILITES

"‘ Dénombrement :

-

%ﬂ Cardinal d’un ensemble :

Soit FE un ensemble fini Le cardinal de E est le nombre d’éléments de E, on le note Card FE

W Soit A et B deux parties d’un ensemble fini
|Card(AU B) = Card A + Card B — Card(A N B)|

<>

%ﬁ Principe fondamental du dénombrement :

Offre D’excellence 0715656983

Soit une expérience peut étre réalisée en p choix (p € N*)
Si le premier choix peut étre réalisé en ny fagons différentes
et le second choix peut étre réalisé en ng facons différentes

et le p-éme choix peut étre réalisé en n, fagons différentes
alors le nombre fagons différentes de réaliser cette expérience est le produit :
np XNz XNng X... X7y
!
% Les nombres : n!, AP et C?
neEN nl=nxmh-1)xnMN—-2)x...x2x1 ol=1
n! n!
AP — - CP = —
" (n—p)! " pl(n—p)!
-1 —
Cr +Cr=Ch CL=0"
— 0 _ -1 _ 1 _
cCr=1 C,=1 Cr"=n C,=n
e
% Types de tirages : On tire p objets parmi n objets
Type de tirage : Nombre de tirages possible est : L’ordre :
simultané CPr (p<n) n’a pas d’importance
Successif avec remise nP est important
Successif sans remise AP (p<mn) est important

<>

%ﬁ Le nombre de possibilités d’arrangement de n éléments. Si on a n éléments dont :

n4 élément de type A
no élément de type B
ng élément de type C
n!

Alors le nombre de possibilités d’arrangement de ces n éléments est : ———
TL1!TL2!TL3!

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT
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>
%@ Probabilités d’un ensemble fini :

la note p(A)

- —

Probabilités

i
% Propriétés : Soit 2 'univers associé & une expérience aléatoire

Probabilités :

L’événement :

A

p<pA)<1

)
0
S
)
0
=)
0
™
>~
=)
©
3)
=
)
=
)
3]
»
o
A
=
&=
o

A

p(A) =1 - p(A)

AUB

p(AU B) =p(A) +p(B) —p(AN B)

Si (Aet B sont incompatibles) Alors

p(AU B) = p(A) + p(B)

% S’il y a équiprobabilité alors pour tout événement A de €2, on a :

nombre des cas favorables

nombre des cas possibles

-

La probabilité d'un événement A est la somme des probabilités des événements élémentaire qui le composent, on

Loi d’une variable de probabilité aléatoire :

les étapes suivantes :

On calcule pour chaque valeur x; sa probabilité p; = p (X = x;) avec ¢ € {1;2;...;n}

On détermine X (2) = {x1; x2;x3;...; Xy, } Uensemble des valeurs prises par X

On résume la loi de probabilité de la variable X par le tableau suivant :

Tq

L1 | L2 | T3 | * " Tn

p(X=x;) | p1 | P2 | P3| " | Pn

—

Soit © l'univers associé a une expérience aléatoire Pour définir la loi de probabilité de la variable X sur €2 on suit

h Probabilité conditionnelle :

B sachant que A est réalisé est le nombre :

pa(B) =p(B/A) =

Soit A et B deux événements liés 4 une méme expérience aléatoire tel que : p(A) # 0 La probabilité de I’événement

p(AN B)
p(A)

|
—

A et B sont indépendants < p(A N B) = p(A) X p(B)

Evénements indépendants :
Soit A et B deux événements liés & une méme expérience aléatoire

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT
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L’espérance, la variance et I’écart-type d’une variable aléatoire :

Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est définie par le tableau suivant :

Ly

L1

T2

T3

Ln

p(X =) | p1

P2

P3

Pn

L’espérance mathématique de la variable X

E(X)=21 Xp1+ X2 Xp2a+T3XPp3s+...+ Ty X Ppn

La variance de la variable X

V(X) = E(X?) - [B(X)]*

L’écart-type de la variable X

o(X) = VV(X)

|

-

Epreuve répétée :

Soit p la probabilité d’un événement A, lors d’une expérience aléatoire

Si on répéte n fois ’épreuve dans des conditions identiques alors la probabilité de réalisation de A exactement k

fois durant les n épreuves est :

CE@*A—p)"* (k<n)

=
-
R
O
[l
O
=
M
&\
1
n
=
—
o
=
@
T
=<
=

Loi binomiale :

|

Soit p la probabilité d’un événement A, lors d’une expérience aléatoire on répéte n fois ’épreuve dans des conditions
identiques si la variable aléatoire X, égale au nombre de réalisation de A durant les n épreuves alors la loi de

probabilité de la variable X est donnée par :

Vk € {0;1;2;...;n} p(X =k)=CFxpFx(1—-pm*

On dit que la variable X suit une loi binomiale de paramétres n et p et on a

E(X)=nXxp

et V(X) = np(1 —p)
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Exercice @ BAC 2010 @

Une urne contient cing boules blanches, trois boules rouges et deux boules noires (les boules sont indiscernables au
toucher).
On tire au hasard, simultanément, quatre boules de I'urne.

On considére les deux événements :

A :” tirer une seule boule rouge" et B : tirer une boule blanche au moins".
1 41
Montrer que p(A) = — et que p(B) = —.
2 42
Soit X la variable aléatoire qui & chaque tirage associe le nombre de boules rouges tirées.

a Vérifier que les valeurs prises par la variable aléatoire X sont :0,1, 2 et 3.

3 1
@ Montrer que p(X = 2) = i etp(X =0) = rt

G Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

Offre D’excellence 0715656983

mm ©

Une urne contient huit boules portant les nombres : 1,1,1,2,2,3.
(les boules sont indiscernables au toucher).
On tire au hasard, successivement et sans remise, deux boules de I'urne.

Soit A I’événement :" tirer deux boules portant le nombre 2 " et B I’événement :" tirer deux boules dont une

au moins porte le nombre 1".
Mont A4) 3 t (B) 13
ontrer que = — et que = —.
que p 28 que p 28
Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage associe le nombre de boules portant un nombre impair.

e Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire X.

15
@ Montrer que p(X = 1) = o

G Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

=X ) mEm ©

Une urne contient huit jetons indiscernables au toucher : un jeton portant le nombre 0, cinq jetons portant chacun
le nombre 1 et deux jetons portant chacun le nombre 2. On tire au hasard, simultanément, trois jetons de I'urne.

Soit A I’événement : "Les trois jetons tirés, portent des nombres différents deux & deux"

Montrer que p(A) = i
28
Soit B I’événement : "La somme des nombres portés par les trois jetons tirés est égale & 5"
Montrer que p(B) = i
56

Soit C I’événement : " La somme des nombres portés par les trois jetons tirés est égale a 4"

3
Montrer que p(C) = o

Exercice BAC 2012 ®

Une urne contient cing boules rouges, quatre boules blanches et trois boules vertes (les boules sont indiscernables au
toucher). On tire au hasard, simultanément, trois boules de 'urne.

1
Montrer que la probabilité de tirer trois boules rouges est ook

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT

Montrer que la probabilité de tirer trois boules de méme couleur est o
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37
Montrer que la probabilité de tirer une boule rouge au moins est Yo

Exercice @ BAC 2013 @

Une urne contient 10 boules indiscernables au toucher : cing boules rouges, trois boules vertes et deux boules blanches.
On tire au hasard, simultanément, quatre boules de I'urne.

Soient les deux événements suivants :
A " Tirer deux boules rouges et deux boules vertes
B : ” Aucune boule blanche parmi les quatre boules tirées "

n

Offre D’excellence 0715656983

Montrer que p(A) = - et que p(B) = 3

Soit X la variable aléatoire qui & chaque tirage associe le nombre de boules blanches tirées.

e Vérifier que les valeurs prises par la variable aléatoire X sont : 0,1 et 2.

8
@ Montrer que p(X = 1) = T puis déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

=X ) e ©

Un sac contient 9 jetons indiscernables au toucher : quatre jetons blancs, trois jetons noirs et deux jetons verts. On
tire au hasard, simultanément, trois jetons du sac.

Soient les deux événements suivants :
A " Tirer trois jetons de méme couleur "

B : "Tirer trois jetons de couleurs différentes deux a deux "

5 2
Montrer que p(A) = o1 et que p(B) = 7

Soit X la variable aléatoire qui & chaque tirage associe le nombre de jetons noirs tirés.

e Vérifier que les valeurs prises par la variable aléatoire X sont :0,1,2 et 3.

3 15
@ Montrer que p(X = 2) = i et p(X =1) = o

° Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

mem ©

Un sac contient neuf jetons indiscernables au toucher portants les nombres :

0,0,0,0,0,1,1,1,1

On tire au hasard, simultanément, deux jetons du sac. Soit A ’événement : "La somme des nombres portés

5
par les deux jetons tirés est égale a 1" Montrer que p(A) = o

On considére le jeu suivant : Said tire au hasard, simultanément, deux jetons du sac et il est considéré gagnant
s’il tire deux jetons portant chacun le nombre 1.

1
e Montrer que la probabilité pour que Said gagne est o

Q Said a joué le jeu précédent trois fois (Said remet a chaque fois les denx jetons tirés dans le sac). Quelle
est la probabilité pour que Said gagne exactement deux fois.

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT
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Exercice @l 19)

BAC 2014 ®

Pour déterminer les deux questions d’un examen oral dans un concours de recrutement, le candidat tire au hasard,
successivement et sans remise, deux cartes d’une urne contenant 10 cartes : huit cartes concernant les mathématiques
et deux cartes concernant la langue francaise

(on suppose que les cartes sont indiscernables au toucher).

On considére

I’événement A :" Tirer deux cartes concernant la langue francgaise "

et ’événement B :"Tirer deux cartes concernant deux matiéres différentes ".

1 16
Montrer que p(A) = i et que p(B) = =

Soit X la variable aléatoire qui & chaque tirage associe le nombre de cartes tirées concernant la langue frangaise.

Offre D’excellence 0715656983

e Vérifier que les valeurs prises par la variable aléatoire X sont : 0,1 et 2.

28
@ Montrer que p(X = 0) = e puis donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

mm) BAC 2015 SEGY)

Une urne contient huit boules : 3 boules rouges, 3 boules vertes et 2 boules blanches (les boules sont indiscernables
au toucher). On tire au hasard successivement et sans remise deux boules de 1'urne.

On considére I’événement A suivant :" tirer une boule blanche au moins". et I’événement B suivant :" tirer
deux boules de méme couleur".

13 1
Montrer que p(A) = 28 et p(B) = e

Soit X la variable aléatoire qui est égale au nombre de boules blanches tirées.
1
e Montrer que p(X = 2) = Sk

@ Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X et calculer 'espérance mathématique E(X).

=x-) ®

Une urne contient 5 jetons : deux jetons blancs, deux verts et un rouge (les jetons sont indiscernables au toucher).
On tire au hasard successivement et avec remise trois jetons de I'urne.

Soit I’événement A :"les trois jetons tirés sont de méme couleur ".

Mont (A) 17
ontrer que = —.
B 125
Soit X la variable aléatoire qui est égale au nombre de jeton (s) blanc (s) tirés.

Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

Exercice 122) BAC 2016 @

Une urne contient 10 boules : quatre boules rouges et six boules vertes. (les boules sont indiscernables au toucher).
On tire simultanément et au hasard deux boules de 'urne.

Soit I’événement A :" les deux boules tirées sont rouges".

2
Montrer que p(A) = —.
15
Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage de deux boules associe le nombre de boules rouges restantes

dans l'urne.

a Montrer que ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X est {2,3,4}.

8
@ Montrer que p(X = 3) = E puis déterminer la loi de probabilité de X.

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT
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BAC 2016 ®

Exercice 123)

Une wurne contient 10 boules portant les nombres
1,2,2,3,3,3,4,4,4,4 .

(les boules sont indiscernables au toucher).

On considére I’épreuve suivante : On tire au hasard successivement
et sans remise deux boules de 'urne.

fo

Soit ’événement A :" les deux boules tirées portent deux nombres pairs".

1
Montrer que p(A) = T

On répéte ’épreuve précédente trois fois en remettant a chaque fois les deux boules tirées dans I'urne.

Offre D’excellence 0715656983

Soit X la variable aléatoire qui est égale au nombre de fois ot ’événement A est réalisé.

Montrer que p(X = 1) = 5 puis déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

mem ©

Une urne contient huit boules indiscernables aut toucher portant
chacune un nombre comme indiqué sur la figure ci-contre.
On tire au hasard, simultanément, trois boules de 1'urne.

Soit A I'événement :
"Parmi les trois boules tirées, aucune ne porte le nombre 0"
et B 1 ’événement :

"Le produit des nombres portés par les trois boules tirées est égale a 8"

5 1

Montrer que p(A) = — et que p(B) = —.

14 7

Soit X la variable aléatoire qui & chaque tirage associe le produit des nombres portés par les trois boules
tirées.
3

e Montrer que p(X = 16) = = z; ola|8! 16
@ Le tableau ci-contre concerne la loi de probabilité de la p(X = x;) i
variable aléatoire X. ‘ 28

Recopier sur votre copie et compléter le tableau en justifiant chaque réponse.

=X ) meE ®

Une urne contient huit boules indiscernables au toucher : cingq
boules blanches, trois boules rouges et deux boules vertes (voir
figure ci-contre).

On tire au hasard, simultanément, quatre boules de 1'urne.

Soit A I’événement : "Parmi les quatre boules tirées, il y’a une seule boule verte seulement ".

et B I’événement : "Parmi les quatre boules tirées, il y’a exactement trois boules de méme couleur".
8 19
Montrer que p(A) = — et que p(B) = —.
e glal)) = o G Qe IUEN = e
Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage associe le nombre de boules vertes tirées.
2
e Montrer que p(X = 2) = —.
15
@ Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X et montrer que ’espérance mathématique est

égale a —.
5 5
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Exercice @

Offre D’excellence 0715656983

BAC 2018 @

Une urne contient 9 boules indiscernables au toucher : cinq boules rouges portant les nombres 1;51;2;2;2 et
quatre boules blanches portant les nombres 1;2; 2; 2.
On consideére 'expérience suivante : on tire au hasard et simultanément trois boules de 1'urne.
Soient les événements :
A :" les trois boules tirées sont de méme couleur
B : "les trois boules tirées portent le méme nombre "
C : 7 les trois boules tirées sont de méme couleur et portent le méme nombre

"

n

1 1 1
Montrer que p(A) = E,p(B) = Zet p(C) = — 1.5pt

42°

On répéte Iexpérience précédente trois fois avec remise dans 'urne des trois boules tirées aprés chaque tirage,
et on considére la variable aléatoire X qui est égale au nombre de fois de réalisation de I’événement A.

e Déterminer les paramétres de la variable aléatoire binomiale X. 0.5pt

25
@ Montrer que p(X = 1) = = et calculer p(X = 2). Ipt

Exercice @

BAC 2018 ®

Une urne contient 12 boules indiscernables an toucher : 3 boules rouges portant chacune le nombre 1, 3 boules rouges
portant chacune le nombre 2et6 boules vertes portant chacune le nombre 2 .
On tire au hasard et simultanément deux boules de I'urne, et on considére les événements suivants :

A :” les deux boules tirées portent le méme nombre

B :” les deux boules tirées sont de couleurs différentes "
C :” les deux boules tirées portent deux nombres dont la somme est égale a 3 "

13 6 .
Montrer que p(A) = = et p(B) = 17 Puie calculer p(C). 1.5pt
3
2 Montrer que p(AN B) = —. 0.5pt
2 [a] que p(A N B) = v
@ Les deux événements A et B sont-ils indépendants ? Justifier votre réponse. 0.5pt
Sachant que I’événement B est réalisé, calculer la probabilité de tirer deux boules portant le méme nombre. 0.5pt

Exercice @

pEm ©

Une urne contient dix boules : trois boules vertes, six boules rouges et une boule noire indiscernables au toucher. On
tire au hasard et simultanément trois boules de 'urne. On considére les événements suivants :
A : "Obtenir trois boules vertes."

B : "Obtenir trois boules de méme couleur.

n

C : "Obtenir au moins deux boules de méme couleur."

Montrer que p(A) =

Calculer p(C).

! t p(B) 7 2pt
G = —,
120 © P 40 b

Ipt

Exercice 129)

BAC 2019 ®

MATHEMATIQUES - 2BAac PC-SVT
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Une urne contient une boule rouge, deux boules blanches et trois boules noires indiscernables au toucher. On tire au
hasard successivement et avec remise trois boules de 'urne. Soient les événements suivants :

A : "les trois boules tirées sont de méme couleur."

B : "il n’y a aucune boule blanche parmi les boules tirées."

C : "il y a exactement deux boules blanches parmi les boules tirées."

1 8
Montrer que p(A) = o etp(B) = —. 2pt

Calculer p(C).

27
Ipt
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Exercice 130) BAC 2022 @

Une urne contient dix boules : trois boules blanches, trois boules vertes et quatre boules rouges indiscernables au
toucher. On tire au hasard simultanément trois boules de I'urne.

1
Montrer que p(A) = G ou A est ’événement " N’obtenir aucune boule rouge " 0.75pt
Calculer p(B) ou B est ’événement "Obtenir trois boules blanches ou trois boules vertes " 0.75pt
1
Montrer que p(C) = > ou C est ’événement "Obtenir exactement une boule rouge " 0.75pt

Calculer p(D) ou D est I’événement "Obtenir au moins deux boules rouges " 0.75pt

Offre D’excellence 0715656983

Exercice BAC 2022 ®

Une urne contient trois boules blanches, quatre boules rouges et cing boules vertes, indiscernables au toucher. On
tire au hasard et simultanément trois boules de I'urne.

On considére les événements suivants :

e A : "Obtenir exactement deux boules rouges "

e B : "Obtenir exactement une boule verte "

© Mont (A) 12 (B) 21 0,75pt
ontrer que = —ce = — ,
auep 55 P 44 P
@ Calculer p(A/B) : la probabilité de 'événement A sachant que 'événement B est réalisé. Les événements
A et B sont-ils indépendants ? 0,75pt
Soit la variable aléatoire X qui associe a chaque tirage le nombre de boules vertes tirées
e Déterminer la loi de probabilité de X Ipt
@ Calculer la probabilité d’obtenir au moins deux boules vertes. 0,5pt
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