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Chapitre 1 LES LIMITES

@ DEFINITIONS

(Ve > 0) (E|a>0),(\7’xeDf) (x—al<a = |f(x) -1l <¢) = chi_r)réf(x):lou li;nf:l
(V£>O)(E|a>0),(VxeDf) O<x—a<a=|fk)-Ill<e) & lim+f(x)=lou limf =1

(V£>O)(E|a>0),(VxeDf) (—ra<x—a<0=|f(x)-ll<e) & xliry_f(x)=lou l(L;r_nf=l

VA>0)Qa> 0),(VxeDf) (Jx—al<a = f(x)>A) = }l(i_r];f(x) = 400 ou li;nf = 400
(VA>0) @a>0),(VxeDy) 0<x—a<a = f(x)>4) < lim f(x)=+wou limf =+

(VA >0) (EIa>0),(Vx6Df) (—ra<x—a<0= f(x)>4) < lim f(x) =+ ou limf:+oo

(VA>0)3a>0), (VxeDf) (Jx—al<a = f(x) <—-A4) & limf(x) = —oou llmf = —o00

X—-a

(VA>O)(EIa>O),(VxeDf) O<x—a<a=f(x)<-4) & xlgc? f(x) = —oou llmf——oo
(VA>0)3a>0), (VxeDf) (—ra<x—a<0 = f(x) <-A) & xlirglff(x) = —00ou lémf = —o0
(Ve >0) (3B >0),(vxeDs) (x>B = |f(x) -1l <e¢) = xz_l;r+noof(x) =lou lmf =1
(Vve>0) (3B >0),(vxeDs) (x<-B = |f(x) -l <e) & [im fe)=lou limf =1
(VA>0) (3B >0),(VxeDs) (x>B = f(x) > A) o xliTm f(x) =+ ou limf = +eo
(VA>0) (3B >0),(VxeDr) (x < —B = f(x) > A)

= xllr_nm f(x) =+ ou llmf +o0
(VA>0)3B >0), (VxeDf) (x>B = f(x) <-A) S xl_l)‘rllm f(x) = —oou llmf = —o00
(VA>0)3B >0), (VxeDf) (x<-B = f(x) <-4) S xl_l)mm f(x) = —ou llmf = —o0

Proprieté : |+ Si f admet une limite , alors cette limite est unique.
e limf(x)=le lim(f(x)-D=0 ; limf(x)=lo lim(f(x)—-1)=0
x—a x—-a X—00 X—00

@ LIMITES USUELLES (neN*)

, : — , +o00 sin estpair
limx*=0 (neN* x = lim x™ = 4+ n _ i - )
lim ( ) )lcl_T)YOl x=0 e xl_l)r_noox —oo sinest impair
. , 1 . 1 . 1 . 1 .

-) =400 : )=—=00 | lim— =400 |lim—=0 )= )=

xlir(ﬁ (x) i ! xlirgl- (x) x—0 /|x| x—00 /|x| xl_l)z_réo (x") xl_l)T_Téo (x") 0

® LIMITE D’UNE FONCTION POLYNOME - LIMITE D’UNE FONCTION RATIONNELLE
Soit P et Q deux fonctions polynémes , ax™ et bx™ sont respectivement les termes du plus haut degré des P et Q.

lim P(x) = P(xg) lim P(x) = lim ax™ = o lim P(x) = lim ax™ = o
X=X X—+00 xX—+00 x——00 X —>—00
P(x) _P(x,) P(x) ax™ ; Si.n=m
,Si Q(x,) #0 - = 1i — )
el Q(x) Q(x,) @ agl—??o Q(x) ,f‘I?o bx™ 0 si n<m
© Ssi_n>m

@ OPERATIONS SUR LES LIMITES FINIES ET INFINIE D’UNE FONCTION
Soit f et g deux fonctions numériques et x,eR .

lim(f+g)=limf+limg | lim(fxg) =limf xlimg lim(kf) =klimf llm\/_ llm
X0 X0 X0 X0 X0 X0 X0 X0

lim X 1 lim lim f n
im-= =z im==-%_ j n = (i ' = |1
o W AT ()" = (tim ) | timiy1 = Jim |

> Remarque : ces opérations restent aussi valable quand x tend vers X & droite ou & gauche ou +00 ou —o0 .
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LES FORMES DETERMINEES :

La somme Le produit Le quotient L’inverse Le composé

1

0 + f=00 lLixly =1 : or =t oo = 40
a

(+0) + (+o0) =+ | (I # 0) xo0 = oo 0_1_=

(o0)" = +00

(~oo) = {

+o00,n pair
—oo ,mimpair

(—)+ (—0) =—00 00 X 00 = 00

LES FORMES INDETERMINEES :

(+00) + (=)

® LIMITES ET ORDRE

limg(x)=0 ,alors lim f(x) =1 Si

X—X,

Si

) { If(x) = 1] < g(x) {h(x) <f)=9®

li,ong — l?,,nh =1 »alors Jgir’)c})f(x) =1

X—X,

= f) <gx)
Si { lf"(:?q?x')ggloo ,alors limf = 400 Si { lim g(x) = — ,alors iirgf(x) =—

X—X,

Remarque : ces propriétés restent aussi valable quand x tend vers X & droite ou & gauche ou +00 ou —o0

® LIMITES DE FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

lim sin(x) = sin(a) lim ™™ — q
x-a x>0 X

2

lim cos(x) = cos(a) lim ™) _ 4 1-cos(ax) _ a?
x—-a

x—0 x

e Techniques et Astuces : e—
> _ : Pour lever cette indétermination, il suffit de factoriser f (x) et g(x) par (X — @)™ puis simplifier .

—> En utilisant les identités remarquables , division euclidienne , méthode de HORNER -

— si f ou g est une fonction irrationnelle alors on multiplie le numérateur et le dénominateur par son conjugué .

> _ . Pour lever cette indétermination, il suffit de factoriser f(x) et g(x) par Vx,x,x%, ..., x"

puis simplifier .

X, Si >0
—> En utilisant la technique suivante : \/A(x) = |[... | % ;Vx? = x| = {_x ill z <0

> _ : Pour lever cette indétermination, il suffitde factoriser f(x) et g(x) par le terme de plus

haut degré ou multiplier par I’expression conjuguée .

Pour lever une forme indéterminée, on utilise les théorémes d’encadrement ou faire un changement de variable

® On rappelle que pour tout xeIR : |sinx| <1; |cosx|<1 ; x—1<E(x)<x

® On ales formules suivantes :  sia € Z : limE(x) = E(a) sia€Z: ll'TnJ,r E(x)=a et imE(x)=a—-1
x-a x—a x->a
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Chapitre 2 LA CONTINUITE

OCONTINUITE D’UNE FONCTION EN UN POINT
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert centré en un point x,,.
On dit que la fonction f est continue au point x, si : Lim fx) = f(x,)

ou (Ve>0)3Fa>0); (VxeDf) O<x=x)l<a = |f(x)—fx,)]l <é¢)
—1.G . f est continue au point x,, signifie que la courbe (Cr) est continue au point M(xo,f(xo))
f est discontinue au point x, signifie que la courbe (C) est discontinue au point M(x,, f(x,))

Continuité a droite — Continuité a gauche
Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [x,,x, + [ ou reR}

On dit que f est continue a droiteen x, si: _lim, f(x) = f(x,)

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme |x, —r,x,] ou reR}

On dit que f est continue a gauche en x, si: _lim f(x) = f(x,)

— | Lafonction f est continue en x, < f est continue a droite et a gauche en x,

@PROLONGEMENT PAR CONTINUITE EN UN POINT
Soit f une fonction non définie en x, (xo ¢ Df)

On dit que f admet un prolongement par continuité au point x, si: %o & Dy et lim f(x) =1

—> la fonction g définie sur Dy U {x,} par : {g(x) =J ()

g(x,) = L est appelée le prolongement par continuité
o) =

de f au point x, ,et continue en x,.
®_CONTINUITE D’UNE FONCTION SUR UN INTERVALLE
Soit f une fonction définie sur un intervalle |
e f est continue sur un intervalle ouvert | si elle est continue en tout point de I .
e f est continue sur [a, b] si elle est continue sur ]a, b[ et continue a droite en a et continue a gauche en b.
e f est continue sur [a, b si elle est continue sur ]a, b[ et continue a droite en a .
e f est continue sur ]a, b] si elle est continue sur ]a, b[ et continue a gaucheen b .

Propriétés :. @ les fonction polyndmes et Les fonctions x — cosx et x +— sinx sont continues sur R.
@ Toute fonction rationnelle est continue sur tout un intervalle inclus dans son domaine de définition.

® Lafonction x +— tanx estcontinue sur R — {% + kn/kez}

O Lafonction x + +/x est continue sur R*.
@ La fonction x — E(x) est continue sur R — Z.

@ OPERATIONS SUR LES FONCTIONS CONTINUES

Soit f et g sont des fonctions continues sur un intervalle | et k un réel, alors :
* Les fonctions f+ g, kf ,f X g,|f|etf™ sontcontinues sur I’intervalle I.

. , . 1 . .
* Side plus g(x) # 0 pour tout reel x de 1, alors les fonctions 5 et 5 sont continues sur I’intervalle |
* Si f est positive et continue sur I, alors ,/f est continue sur I .

Continuité de la composée de deux fonctions

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et g une fonction définie sur un intervalle J tel que f(I) c J,
et soit x, un élément de I.

e Si f est continue en x, et g est continue en f(x,) ,alors la fonction gof est continue en x,, .
¢ Si f est continue sur I et g est continue sur J ,alors la fonction gof est continue sur [ .

*Si xlg;lo f(x) =1 et gestcontinue en I alors : xliT gof(x) =g
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®_IMAGE D’UN INTERVALLE PAR UNE FONCTION

» L’image d’un segment par une fonction f) Timage de I'intervalle I
. L’intervalle I - -
continue est un segment. f est strictement f est strictement
N , . . croissante sur I décroissante sur I
» L’image d’un intervalle par une fonction
continue est un intervalle. [a, b] [f (@), f ()] lf (). f ()]
> Si f est continue sur [a, b] alors : [a, b[ [f(a)' imf| ]lgr_nf.f(a)]
2 _ _
3(m, M)eR?), f([a,b]) = [m, M] la, b] ]l(lﬂlf'f(b) [f(b), l}]l‘f[
> festhornée: m < <M ] ]
d "= 1) Ja, bl Jtim £, tim £ Jtim £, tim £
b M = f(a) est le maximum de f sur [a, b] af -~ bt b
L m = f(B) est le minimum de £ sur [a,b] |  [a+oo |F (@), tim £ Jtim £, (@]
la, +oo] Jim £, tim £ Jum £, tim £
> Soit f une fonction continue et strictement S e
monotone sur un intervalle I, On a alors les ]=o,a] ]l_irong,f(a)_ [f(a)' l_iZ}f[
resultats dans le tableau ci-contre ]—co, af ]l_imf,lir_nf_ ]lir_nf,l_imf[
B | i ot

® THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES T.V.I
Théoreme=
Si f une fonction continue sur un intervalle [a, b] alors,

pour tout réel B compris entre f(a) et f(b) il existe au moins
un réel a appartenant a ’intervalle [a, b] tel que f(a) =B

o)\

En d’autres termes : I’équation f(x) = B admet au moins une solution .8/
dans [a, b] pour tout B compris entre f(a) et f(b). a

N

Y

D!\/b

L { f est continue sur [a, b]

B € f(la, b))

Corollaire :

= (@ac€ab]), B=f(a) Ra)

est continue sur [a, b } ) ) )
{ f [a, ] = L’équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans [a, b]

fla) xf(b) <0

— Side plus, la fonction f est strictement monotone, cette solution est unique.

{fest continuesur I et B € f(I) = @'aclab]), B=f(a)

f est strictement monotone sur I

Principe de la méthode de dichotomie
Soit f une fonction continue sur un segment [a, b] telle que 1I’équation f(x) = 0 admet une solution unique «

. . a+b
dans [a, b] .Pour déterminer un encadrement du nombre o, on calcule alors le centre — du segment [a, b]

puis son image f (asz) par f et on la compare a0 .

. a+b a+b
si f@xf(5=)<0 | foyxf(5=) <o
b— +b
Alors un encadrement de «a de longueur Ta a<a<’ > —<a <b

—Uipd (a8 Cylom '&\J.i“ 9 wall Wl o 125 Laged Oguie Oliosns
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FONCTION PARTIE ENTIERE

» DEFINITION : Soit x un nombre reel.
La partie entiere de x est le plus grand entier relatif n qui est inférieur ou égal a x .

Onlanote E(x) ou [x] , Ona: (VxeR)(dIneZ) , n<x <n-+1

» PROPRIETES - Soit x un nombre réel et n un entier relatif.

(Vxen,n+1[) , E(x)=n (VpelZ), E(p)=1p

(VxeR), E(x)) <x <E(x)+1

(VxeR) ,x—1< E(x) < x (VxeR)@re[0,1), x=E(x)+r

(VxeR)(VpeZ) , E(x+p) =E(x)+p (Vx,yeR) ,x<y = E(x) <E()

(Vx,yeR) , E(x) + E(y) < E(x+y) < Ex)+E(y)+1

» Lafonction x +— E(x) est continue sur R — Z et définie sur ’intervalle [k — 1;k + 1[ par:

{E(x)zk—l,xe[k—l;k[
E(x)=k , xe[k; k+1]

lim E(x) =+ Si k¢z,alors UmE(x)=E(k)
LmE@) =7 lim E(x) = k — 1

lim E(x) = — i x—k~
lim E(x) Si k € Z,alors lir]ﬁE(x) .
X =

» Lafonction x — E(x) est discontinueen x, = k telque k€ Z

»  Sa courbe représentative sous forme d’un histogramme.

.

E(x)=-2 :,xe[—2;
E(x)=-1

E(x)=0 ,

E(x)=1

E(x)=2

\

laill o cpplall pali  Lye il uge L8l
o—iall g gaall ol ey Jall 3 geia cugly (e
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Chapitre 3 FONCTIONS RECIPROQUES

DFonction réciproque d’une fonction continue et strictement monotone

Théoréeme de la fonction réciprogue

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I alors elle réalise

une bijection de I sur I’intervalle f( )

— On dit que la fonction f admet une fonction réciproque f~! définie sur f(I).
Propriétes :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I alors :

e La fonction réciproque £~ est continue sur f(I)
et 8 méme sens de variation que la fonction f.

e Les courbes représentatives de f et £~ dans un repére
orthonormé sont symetriques par rapport a la premiere
bissectrice ( c-a-d la droite d’équation y = x )

o (vxef(D),fof'(x)=x ; (vxeD),flof(x) =x
(vxef(D)(vye) ,y = f1(x) & f(y) =

Si Lacourbede fsurl Alors Lacourbede f~1sur f(I)
@ passe par le point A(a, b) @ Passe par le point A’(b, a)
@ admet une asymptote verticale d’équation x = a @ admet une asymptote horizontale d’équation y = a

® admet une asymptote horizontale d’équation y = a | @ admet une asymptote verticale d’équation x = a
b

@admet une asymptote oblique d’équation y = ax +b | @admet une asymptote oblique d’équation y = L
a a

® admet une tangente verticale au point A(a, b) ®admet une tangente horizontale au point A’(b, a)

® admet une tangente horizontale au point A(a, b) ®admet une tangente verticale au point A’(b, a)

® admet une tangente oblique au point A(a, b) de ® admet une tangente oblique au point A'(b, a) de
coefficient directeur m . coefficient directeur +

coupe la premiére bissectrice en un point H

m
coupe la premiére bissectrice en un point H

DERIVEE DE LA FONCTION RECIPROQUE
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I et ael .( f(a) =b)

» Si f estdérivableen a et f’(a) ;t 0 alors : La fonction réciproque f~! est dérivable en f(a).

1
EtOna: (b) =
na:  (fD ()= f() )

» Si f estdérivablesurletf’'(x) = 0 pourtoutx elalors: f~1 estdérivable sur f(I).
) 1 —
etOna : (Vxef(l)) FH'x) = I 1(x))

@ FONCTION RACINE n'®™® \/— R — R
Soit n un entier naturel non nul . x— Yx

Définition : La fonction x — x™ réalise une bijection de R* sur R*.Sa fonction réciproque est appelée
la fonction racine n“™¢ etonlanote V .Pourtout x e R*, Vx selit «racine ni®™¢ »dex .
Propriétés : Soient a,b eR* et n,meN*,Ona:

Vi=yex=y | (V&) =Va"=x | VaxVb=Vab = ¥axVa =""arm
Vx>ifye x>y ,$ "2 = 0) “|Va=""a n\l/\/z “Nam T ; (a # 0)

Vx<\fye x <y ’W:”*’"\/am
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Continuité et Dérivabilité de la fonctiony

> Lafonction V¥V : x = 3/x estcontinue sur R*.
» SI f est une fonction positive et continue sur un intervalle I , alors la fonction ’i/f est continue sur 1.

> Lafonction ¥ : x> %/x estdérivable sur R**etona: |(VxeR™), (Vx) =

1
nnx/ an—1

» Si f est strictement positive et dérivable sur I , alors la fonction "\/? est dérivable sur |.

Etona{(vxel), (,/f(x) f(x))

/ )

Puissance rationnelle d’un nombre strictement positif
Soit a un réel strictement positif et r un nombre rationnel. On pose r = s avec peZ et geN* .

Le nombre a” est appelé la puissance rationnelle de nombre a d’exposant r .
p
Onécrit: a’" = a¢ = a?
1 1 1
Remargue: Soit a un réel strictement positif et neN* —{1}.0Ona : YVa=a» (Va=az , Va=a3)

Solutions de ’équation x™ = a dansR.

Signe de a
Parité de n

n pair

n impair

Solutions de ’équation Y¥x = a dans R

Si a=0

Alors S=0 S ={a"}

A Rappeler bien que :
. Pour calculer f~'(x,) on pose f~1(x,) = a tel que ael, puis résoudre I'équation f(a) =

. Pour déterminer f'(x) on pose f~1(x) = y tel que yel, puis résoudre I'équation f(y) = x dans I
= Conjugué Factorisation
g AB =

e Va—b =L ;a5 = .
\/—+\/— / 3\/_+3§/_+3\/— Va3+%a2b+ Y ab? +4/b3
ca—_b="2 2_p2  ad-p> 4_p* o a"-b"
" a+b  a?+ab+b? a3+a2b+ab2+b3 7 arl4a"2b+-tab"24+bhn1
ea"—b"=(@a-b)(a'+a"?b+ -+ ab™ % +bp" 1) A(x)

"AK) = .| o

ea"-1= (a - D@ '+a"?+-+a+1)

ea®+b*=a"— (-b)"=(a+b)(@* ! —a*?b +--—ab™ %+ b* ) (n. Impair)

Sl
?AK‘.U\\.S.M.‘«“C&TQ»: -JS\%M‘—;UA\J"J&
D\SPY‘Q&—: Je
SO G pdt -
Al o -
A HSE 5 -
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(3) FONCTION ARC TANGENTE

Definition : La fonction tan: x — tan(x) est une bijection de ]—— —[ sur R.Sa fonction réciproque est

appelée fonction Arctangente et on lanote Arctan

X —

Propriétes :

Arctan : R — ]

TT
2 2

Arctan(x)

il

La fonction Arctan est continue et strictement croissante sur R.
(VxeR), — % < Arctan(x) < %
(VxeR") , 0 < Arctan(x) < %

>
>

X

(VxeR™) , — E < Arctan(x) <0

> (VxeR) (Vye] 7 ZD Arctan(x) =y & x = tan(y) Arctan

(Vxe —= —D Arctan(tan(x)) = x

( xeR) tan(Arctan(x)) = x
> (V(x,y)eR?) , Arctan(x) = Arctan(y) © x =y
Arctan(x) > Arctan(y) & x>y
Arctan(x) < Arctan(y) & x <y
» Lafonction Arctan est impaire :

(VxeR) : Arctan(—x) = —Arctan(x)
» La fonction Arctan est dérivable sur R ,etona:

(Arctan(x)) _ !

VxeR
(vxeR), 1+ x2

» Si u est une fonction dérivable sur |, alors la fonction x Arctan(u(x) ) est derlvable sur 1.

(u®x)'

Etona: )

(vxel), (Arctan(u(x))) =

» Tableau de quelque valeurs importantes :

X

Arctan(x)

Solutions des équations

tan(x) = a

& x = Arctan(a) | tan(x) = a & x = Arctan(a) + km; keZ

Arctan(x) = a © x = tan(a)

Limites usuelles

1
T 1+a?

Arctanx — Arctana Arctan(x)

X

T
lim Arctan(x) = — =
X—a x—0 X—=00 ( ) 2

/[
lim Arctan(x) = >

x>+

T

(VxeR/}),Arctan(x) + Arctan G) =3

Remarque :
Rappel :

et (VxeR)), Arctan(x)+Arctan(1) —

T

-1

tan(a + km) = tan(a) tan(a)

tan(2a) = . 2tan(a)

— tan?(a)

T
tan (—

2+a)=

2 oV e 5-35
tan(a)

tan(éz—-a

tana + tanb
1 — (tana)(tanb)

2tan (%)

1 — tan?

tan(a) = tan(a + b) =

1 — tan?

cos(a) =
1+ tan?

tana — tanb

)= 1 + (tana)(tanb)

tan(a —

N QN QN Q

1
1+ tan?(a)

cos?(a) =

tanza

.2
sin(a) = ———
&) 1 + tana

tana + tanb + tanc — (tana)(tanb)(tanc)

sin(a) = tan(a+b+c) =

1 — (tana)(tanb) — (tana)(tanc) — (tanb)(tanc)
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Chapitre 4 DERIVATION - ROLLE - T.A.F

ODERIVABILITE D’UNE FONCTION EN UN POINT
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert | et x, un élément de I .

On dit que f est dérivable en x, s’il existe un réel [ tel que : lim UG ICD) = |l

xox, X — X,

— Le nombre [ est appelé le nombre dérivé de la fonction f enx, . il estnoté f (x,)

Dérivabilité a droite — Dérivabilité a gauche
Soit f une fonction définie sur un intervalle du type ouvert [x,,x, +7[ (reR})

i ‘- o o x)—f(x
On dit que f est dérivable a droite de x, s’il existe un réel [ tel que : lim+M =
X—Xg X — X
— Le nombre [ est appelé le nombre dérivé de la fonction f a droite en x, . il est noté fd'(xo)

Soit f une fonction définie sur un intervalle du type ouvert ]x, —r,x,] (reR})

On dit que f est dérivable a gauche de x, s’il existe unréel [ tel que:  lim M =1

X>Xy " X — X,

— Le nombre [ est appelé le nombre dérivé de la fonction f a gauche en x, . il est noté fg'(xo)

La fonction f est dérivable en x, < f est dérivable a droite et a gauche en x,, ,avec fg'(xo) = £, (x,)

@INTERPRETATION GEOMETRIQUE DU NOMBRE DERIVE — LA TANGENTE A
LA COURBE D’UNE FONCTION
— Si la fonction f est dérivable en x, alors sa courbe représentative (Cf) admet une tangente (T) au
point A (x,, f(x,)) et dont le coefficient directeur est f (x,) .
L’équation de la tangente (T) au point A estdonnéepar: (T): y = f (x,)(x —x,) + f(x,)

—Sif'(x,) =0 alors latangente (T) est horizontale, c¢’est-a-dire, paralléle a 1’axe des abscisses.

- f0) = f(x0)
m )~ S Pe)

s li 4o alors la courbe (Cf) admet une tangente verticale au point A (x,, f(x,))
x=x, X — X, - ¢’est-a-dire, paralléle a I’axe des ordonnées.
Approximation affine d’une fonction dérivable
Soit f une fonction dérivable en un point x,
La fonction g :x+— f (x,)(x — x,) + f(x,) s’appelle ’approximation affine de f au voisinage de x, .
—> Onécrit alors: f(x) = f (x,)(x — x,) + f(x,) au voisinage de x,

® DERIVABILITE D’UNE FONCTION SUR UN INTERVALLE
Definition : Soit f une fonction définie sur un intervalle |
* Ondit que f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point x de 1.

* Onditque f estdérivable sur [a, b] si f est dérivable sur I’intervalle ouvert |a, b[ et f dérivable a
droite en a et a gaucheen b .

Propriéteés :

* Toute fonction rationnelle est dérivable sur son domaine de définition.
* Toute fonction polynéme est dérivable sur R

e Les fonctions x — cosx et x — sinx sont dérivables sur R. Dl u"! fg

ela 3

a ;s = Y
e La fonction x — tan(x) est dérivable sur R — {5 + kn/keZ} ol Camann uj,.
* La fonction x — Vx est dérivable sur R** gyl il Laga

e La fonction x — arctan(x) est dérivable sur R.

Prof.Meziane Lafjij ~ Tél: 0671674078 Page 10




@ OPERATIONS SUR LES FONCTIONS DERIVEES
Si f et g sont des fonctions dérivables sur un intervalle | .et k un réel alors on a:

» Lesfonctions f+ g ,kf , fx g et f™ sontdérivables sur I’intervalle | .

» Sideplus g(x) # 0 pour tout réel x de I, alors les fonctions 1 et £ sont dérivables sur I’intervalle |

» Si g est dérivable sur | et f est dérivable sur (1), alors fog est derlvable surletona: (fog) = g X f'og

» Si f est dérivable sur I et f(x) > 0 pour tout réel x de I, alors \/_ est dérivable sur l etona: ( \/_) ’1/%

> Si f est dérivable sur I, alors la fonction x +— Arctan(f(x)) est dérivable sur I etona:

(Arctan(f(x)) ) 1+j;f((xx)))2

® _APPLICATION DE LA DERIVATION :

LL.a monotonie d’une fonction Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert | et a un élément de I .
> f estconstante sur | & (Vxel), f (x) =0
» f estcroissante sur I < (Vxel) ,f'(x) >0
> f estdécroissante sur | & (vVxel) ,f (x) <0
Remargues :
o Si ' est positive sur I et ne s’y annule qu’en un nombre fini de points, alors f est strictement croissante sur | .
o Si f' est négative sur I et ne s’y annule qu’en un nombre fini de points, alors f est strictement décroissante sur | .

Les extremums d’une fonction dérivable

Si f’ s’annule et change de signe en a, alors f admet un extremum en a .
— f admet une valeur minimale sur | en a signifie que : (Vxel) , f(x) = f(a)
— f admet une valeur maximale sur | en a signifie que : (Vxel), f(x) < f(a)

® THEOREME DE ROLLE :

Théoréeme :
Si f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur]a, b,

telle que f(a) = f(b), Alors: (3cela,b[),f (c) =0

— Interprétation géométrique : ¢

le théoréme de Rolle fournit 'existence d'un point C(c; f(c)) appartenant de (Cy) tel
au point C est paralléle a I’axe des abscisse ou a la droite (AB)
@ THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS « T.A.F »:
Théoreme : fa)
Si f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur]a, b[ ,

Alors: (3cela,b]),f(b) — f(a) = (b — a)f (c)

— Interprétation géométrique : le théoréme des accroissements finis fournit
[’existence d’une tangente de (Cf) qui soit paralléle a la droite (AB)

INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS « |.A.F »:
Théoreme :

e Si f une fonction continue sur [a, b] , dérivable sur]a, b[ et (Vxela,b[), m < f (x) <M
Alors : mb—-—a) < f(b)—f(a) < M(b—a)
e Si f une fonction continue sur [a, b] , dérivable sur]a, b[ et (Vxela, b)), |f (x)| < k

Alors : |f(b) — f(a)| < k(b—a)
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TABLEAU DES DERIVEES USUELLES

f(x)

f

Domaine de dérivabilité

a

R

R

R

Vx

x
Vx

T{/}

n" xn—1

sin(x)

cos(x)

cos(x)

—sin(x)

tan(x)

1
cos?(x)

=1 + tan?(x)

Arctan(x)

1
1+x2

ku(x)

ku'(x)

ulx) + v(x)

u'(x) + v'(x)

D, ND,

u(x) X v(x)

u (%) X v(x) + u(x) x v (x)

D, ND,

IEs

v(x)

u' () xv(x)— u(x)xv, (%)

(v(x))?

D,nNnD, (v+0)

u(ax + b)

a.u (ax + b)

R

uov(x)

v (). u (v(x))

x €D, etv(x) €D,y

u™(x)

nu (x). u" 1(x)

Dy

Ju(x)

u (%)
2 /u(x)

Dy (u(x) > 0)

Su(x)

u'(x)
33/u?(x)

Dy (u(x) >0)

Yu(x)

u (x)
ny/u"1(x)

Dy (u(x) >0)

sin(u(x))

w’(x). cos(u(x))

ul

cos(u(x))

—u'(x).sin(u(x))

ul

tan(u(x))

u (x). (1 + tanz(u(x))) = u@

cos?(x)

D, et u(x) € Dy,

Arctan(u(x))

u (x)

1+ u?(x)

D,
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o - _— e e : L’équation de la
La limite Dérivabilité en a Interprétation géométrique : (C;) admet tangente
f est derivable en a et une tangente au point A (a ;f(a)) de ;
L , = a)x—a)+ f(a
f(a)=1L coefficient directeur f'(a) y = f(a) ) +f(@)
limf(x) —f(a) o | Fest derivable en a et une tangente horizontale au point y = f(a)
x-a X—a B f’(a) =0 A(a ’f(a))
ol nest pas devivable en une tangente verticale au point v —a
- a A(a ;f(a)) -
f est deérivable d droite |  yne demi- tangente d droite au point ,
L enaetfy(a)=1L A (a ;f(a)) de coefficient directeur fd’(a) y =fa(@(x-a)+fla)
. f est dérivable d droite | Une demi-tangente horizontale d droite _ f(a)
Fx) - f(a) enaetfy;(a=0 aupointA(a ;f(a)) Y=
lim—— 2"~ _
ot x—a f nest pas devivable d | une demi-tangente verticale d droite au
o droite en a point A (a i (a)) dirigée vers le haut
x=a
f West pas dérivable a | une demi-tangente verticale d droite au
- droite en a point A (a i f (a)) dirigée vers le bat
f est dérivable a une demi- tangente d gauche au po?nt o B
- gauche enaetf, (@=L | A (a ;f(a)) de coefficient divecteur f, (a) y=fg (@x—a)+fla)
f est derivable da Une demi-tangente horizontale d gauche
Fx) - f(a) v gauche ena et f, (a) =0 au point A (a ;f(a)) y=fla)
lim—— 1"~ _
o x—a f nest pas devivable d | une demi-tangente verticale d gauche au
e gauche en a point A (a ; f(a)) dirigée vers le bat
x=a
f nest pas dérivable a | une demi-tangente verticale d gauche au
- gauche en a point A (a if (a)) dirigée vers le haut
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Chapitre 5

DEFINITION

LES FONCTIONS PRIMITIVES

Soit f et F deux fonctions définies sur un intervalle I de R .
On dit que la fonction F est une primitive de f sur | si: F est dérivable sur l et (Vxel),F'(x) = f(x)

F est dérivable sur | et (Vxel) ,F'(x) = f(x) <

F est une primitive de f sur |

PROPRIETES

1- Toute fonction continue sur un intervalle | admet une fonction primitive définie sur cet intervalle .

2- Si F est une primitive de f sur | alors les primitives de f sur | sont les fonctions: x = F(x) + ¢, (ceR)

3-Pour tout xpeR et ygeR , il existe une unique primitive F de f sur | vérifiant : F(xy) = y,

OPERATIONS SUR LES PRIMITIVES

- Si F et G sont respectivement des primitives des fonctions f et g sur un intervalle | alors :
e F + G estune fonction primitive de la fonction f + g.
* Pour tout keR, kF est une fonction primitive de la fonction kf.

-Si F et G sont des primitives de la fonction f sur un intervalle | alors :(3ceR), F(x) = G(x) + ¢

TABLEAU DES PRIMITIVES USUELLES

La fonction f

Les primitives de f

La fonction f

Les primitives de f

a

ax +c

u (%) +v (x)

ulx)+vx)+c

x™ (neQ” - {-1})

1
n+1

u (v(x) + u(x)v' (x)

u(x)v(x) +c

1
“+c
X

u ()v(x) —u(x)v (x)
(w(x))?

u(x)

v(x)

2/x +c

u'(x)(u(x))" (neQ” — {-1})

(u)"+!

+c
nt+1

Arctan(x) + ¢

u (x)

(u(x)?

sin(x)

—cos(x) + ¢

u (x)

Ju(x)

2\ /u(x) +c

cos(x)

sin(x) + ¢

u (x)
1+ u?(x)

Arctan(u(x)) +c¢

_r
cosZ(x)

=1 + tan?(x)

tan(x) + ¢

u (x)sin (u(x))

—cos(u(x)) + ¢

1

sin?(x)

=1 + cotan?(x)

cotan(x) + ¢

u (x) cos(u(x))

sin(u(x)) + ¢

sin(ax + b)

1
—= +b
. cos(ax )
+cC

u (x)(1 + tan*(u(x)) = u ()

cos?(u(x))

tan(u(x)) + ¢

cos(ax + b)

1
Esin(ax +b)+c

u (x)

u () + cotan® (u(0) = 50 s

cotan(u(x)) + ¢

1+ tan?(ax + b)

1
p tan(ax+ b) + ¢

w'(x).v'(u(x))

uov(x) + ¢

In|x| + ¢

u (x)

u(x)

Inju(x)| +c

e*+c

u (x)et®

e'™ + ¢

Lol 2,0 ¢ ddl) Sl v LA LI Jaslly 0l
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Chapitre 6 ETUDE DES FONCTIONS

(D CONCAVITE D’UNE COURBE — POINTS D’INFLEXION
Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I

> Si f" est négative sur I'intervalle I ((Vxel) (X)) < 0), alors la courbe (Cf)
admet une concavité dirigée vers les ordonnées négatives . m

—> (€y) est concave si elle est entiérement située au-dessous de chacune de ses tangentes.

> Si f est positive sur I’intervalle I((Vxe[) , f(x) < 0) , alors la courbe (Cf)

admet une concavité dirigée vers les ordonnées positives W

—> (Cr) est convexe si elle est entiérement située au-dessus de chacune de ses tangentes.

> Si f s’annule et change de signe en x, ,

alors le point I(x,; f(x,)) estun point d’inflexion de la courbe (Cf).
On appelle point d’inflexion de la courbe (Cf) , tout point ou elle change de concavité.

Cas particulier : ¢ Si f s’annule sans changer de signe en x,, ,
alors la courbe (Cy) admet un point d’inflexion d’abscisse x, : 1(x,; f (x,))

@ LES BRANCHES INFINIES ( voir le schéma Page.13 )

®_POSITION RELATIVE DE (A) PAR RAPPORT A (C;)
Soit (D) une droite d’équation y = ax + b
* Si (Vxel), f(x) — (ax + b) >0 ,alors (Cy) est au-dessus de la droite (D) .
* Si (vxel), f(x) — (ax + b) < 0, alors (Cy) estau-dessous de la droite (D).
* Si (3x,€l), f(x,) — (ax, + b) = 0, alors le point A(x,; f (x,)) est le point d’intersection de (Cf) et (D)

@ AXE DE SYMETRIE — CENTRE DE SYMETRIE

(vxeDy) , (2a —x)eDy
(vxeDy), f(2a—x) + f(x) = 2b

* Le point I(a, b) est un centre de symétrie de la courbe (C;) si: {

(vxeDy),(2a — x)eD;
(vxeDy),f(2a — x) = f(x)

* La droite d’équation x = a est un axe de symétrie de la courbe (C) si: {

Lo S s s V) s 1 e Y0l o bbbl e
o OU 5 530 g V) gty ploneily Jom o Joll 308 NS,
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Les Branches infinies

s Ol Gaje 833 lim f(x) =00

XX —-00

[hm f(Gx) _ 'P]

X—+00 x

[ lim f(x) :

et

Y\L.&:—&o

[ 4

{lim f(:):
2.5

X 00

a |[Jnfw

)a"

J

[hm f(x; ]

X-+00

{ lim () ~(ax+b) = o }

f )

fmf)-x - "J fnfi)-e -0

Jowogll (2

A 4
[(:} admet \

une asymptote
verticale

d'équation

\_*=2
)

/Gf adrneﬁ

une asymptote
oblique

d'équation

y = ax+b

v
r c - admet W\
une branche parabolique
de direction la droite
d'équation y = ax

au vmsmage

/

4

A 4
S c o admet
une branche parabolique
de direction I'axe
des ordonnés

. au vmsmage /

/ e F admet \
une branche parabolique
de direction I'axe
des abscisses

au voisinage
\__deco ~ /

4

\|/

au vomumge
deco  /

/-

\

o

_~
N

VO
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Chapitre 7

LES SUITES NUMERIQUES

ODEFINITION ET NOTATION

Deéfinition: Soit n, un entire naturel . Onpose: I = {neN / n > n,}
toute fonction numérique définie sur I est appelée suite numérique et notée (u,)ne; OU (Uy)p>n,
-I’image de n par une suite (u,, ), estappelée terme général de la suite (u,,) e -
elle est notée u, (selit: uindicen). u, est appelé le terme général de la suite (u,);
Deux facons de définir une suite :

» Suite explicite : Suite définie par la donnée explicite de leurs termes.
» Suite définie par récurrence : Suite définie par la donnée du premier terme (ou des premiers termes) et
une relation permettant de calculer chaque terme en fonction de précédent (ou des précedents )

Eqgalité de deux suites :

I=]} Uy, = Uy A4

(Up)ner = (vn)ne]

@ SUITES MAJOREES = SUITES MINOREES — SUITES BORNEES

(U )ner €St Une suite majorée par f3 s
(U, )ne; €St une suite minorée par o =
(U, )nes €St une suite bornée par aetf
(U )ner €St une suite bornée &

(vnel), u, < pB
(Vnel), u, = a
S (Vnel), a<u, <P
(3a > 0) (Vnel), |u,| < a

®SUITES PERIODIQUES.

la suite (u, ), €st périodique de période p

© (Vnel), Uyyp = Uy

@MONOTONIE D’'UNE SUITE

la suite (u, ), €st croissante
la suite (u,, ), €st décroissante
la suite (u,),; €st constante

o (Vnel), Uy = Uy

& (Vnel), Uy —u, =0
& (Vnel), upyq —u, <0

Si: u, > 0 alors
Un+1 > 1 & (u,)croissante

n
Unt1

<1 o (u,)décroissante
n

N.B -si (u,),>, estcroissante , alors (u,),>, est minorée par le premier terme u, (vn=p, u, >u,)
- Si (uy) >, est décroissante , alors (u,),>, est majorée par le premier terme u, (Vo= p, u, < uy,)

®SUITES ARITHMETIQUES — SUITES GEOMETRIQUES

(un)n>p est une Suite arithmetique de
raison r et de premier terme w,

(un)n>p est une Suite Géométrique
de raison q et de premier terme w,

Définition

(vn=p), Upp1 —Up =T (Yn=p), Up+1 = qUy
Terme général u, (Vvn=p), U, =u,+Mn—p)r Vn=p), Uy =,qrP
Somme de termes - n—p+1 L 1— gn-p
conseécutifs Sn = Z we =——— W + 1) Sn = Z We = =7
k=p k=p
a, betc trois _ 2 _
termes consécutifs 2b=a+tc b =a Xxc
Propriété
2Uy = Uppr + Uy urzz = Up41 X Up—1

Caractéristique

Cas particuliers

n n
1—q™t? nn+1
qu=1+q1+q2+---+q"=1+ Zk=1+2+3+---+n=¥
k=0 q k=1
n n
_ d— +d
na=a" Pl za=(n—P+1)a p+(p+r)+(p+2r)+---+d=<Tp—1><pT>
k=p k=p

Prof.Meziane Laffij
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®LIMITE D’UNE SUITE

Définitions (WVA>0)@peN) ,n=2p = u, >4 < lim u, = +toou lim(u,) = +x

n—+oo

(VA>0)@peN) n=2p = u, <-4 lim u, = —oou lim(u,) = —

n—-+oo

(Ve>0)@3peN) ,n=2p = |u,—Il|<e & lim u, =1lou lim(u,) =1

n-—-+oo

Limites des suites usuelles:

1 1 1
. - - R . - . — * - p — - —
nl—lZFnoo np - nl—lvToo n - nl—l>Too \/ﬁ =0 nl—lzl-noo\/_ to (peN ) nl—l>T00n +oo nl—lI{-noon +oo
Limite de la suite (n%),, Limite de la suite (a™),,
, . 0 ; -1<a<1
, to aeQ” . +o0 3 a>1
lim n® = lima" = 1 - =1
n—-+oo y n—-+oo H a=
0 ; aeQ pas de limite ; a < —1
@CONVERGENCE D’UNE SUITE
(u,)ner €St une suite convergente < (u,, ), €st croissante et majorée
& (U )ner €St décroissante et minorée
> Tout suite convergente est bornée. ( La réciproque est fausse )
®CRITERES DE CONVERGENCE D’UNE SUITE - LIMITES ET ORDRE
|un_llsvn . _ {unsvn . _
{lim(vn) —0 = lim(u,) =1 (3] lim(v,) = —oo = lim(u,) = —
w,<u, <v, ) B Up = Uy . _
(2] { lim(v,) = lim(w,) =1 = lim(u,) =1 (4 { lim(v,) = +o = lim(u,) = +o

@SUITES ADJACENTES

On dit que deux suites numeriques (u,,) et (v,) sont adjacentes si une est croissante ,

I’autre est décroissante et lim(u, —v,,) =0

¢ Si (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes , alors elles sont convergentes et ont la méme limited .
e Si (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes telles que (u,,) est croissante et (v,,) est décroissante,

Alors: (VneN), u, <u, <v, <v, ((un) est majorée par v, et (v,) estminorée par uo)
u, 2 Un

_'_'_'—'_'_'_'_'_'_'_""'_'_'-'-'-'_"'-'_'_'_'_'_'_'_'_
Uo Up U2 Vo V1 Vo

@®SUITES DE LA FORME u,; = f(u,) ET v, = f(u,)

« Si une suite (u,) est convergente vers Let f est une fonction continue en £ alors la suite (v,,)
définie par v, = f(u,) est convergente et sa limite est f ().

e Soit f une fonction continue sur un intervalle I telle que f(I) c I,
et (uy,)n3p UNe suite définie par u,e I et u,q = f(u,)

Si la suite (u,,) est convergente de limite [ et lel , alors [ est la solution de I’équation f(x) = x dans I .

e it 5 o) oley 3 Jbe it il 3 S e 3 Sl ol T AAB g
e ol i 3 a3 4 b ¢ ehle S} el s Ji iy o3pu ol U3 Ao
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Chapitre 8 FONCTIONS LOGARITHMES

® FONCTION LOGARITHME NEPERIENNE
1-1.Définition

La primitive de la fonction x — ~ sur R} et qui s’annule en 1 est appelée la fonction Logarithme

Népérienne, et on la note In .
> le domaine de définition est ]0; +oo[ et In(1) =0 et In(e)=1 (e=271)

> la fonction In est dérivable sur ]0; +oo[ et de plus (Vxe]0,+oo[ ), (Inx) = i >0

— la fonction In est strictement croissante sur R}
1-2.Propriétés : (va > 0)(Vb > 0)(VneQ*)

in(ab) = In(a) + In(b) | In($) = in(a) - In(v) | in ( %) - ( g) In ( %) = —In(a)

Ina™ = n In(a) In (1_[ xk) = z In(x,) ;(xpeRFet ke{1;2;...;n},neN")

k=1 k=1

(Vab > 0) , In(ab) = In|a| + In|b| (VxeRN)(Vne{2k/keN}) , In(x™) = nin|x|

In(a) >In(b) a>b |In(a) <In(b) & a<b In(a) =In(b) a=0>b

1-3. Solutions de I’équation In(x) = a dans R.

Soit xeRS , Ona: Inx)=a & x =e* ,alors S ={e%}

1-4. Les limites Usuelles et Fondamentales

lim In(x) = +o lim In(x) = — lim x™In(x) = 0_
x—+00 x—-0t x>0t

1 lim

In(x+1) o In(x) — In(a)
—=1 llmT =lIn (a

x—0 X x—a

Remarques :
) . . (Inx)"
Onpose: x =t" ,alors limx(Inx)"=limntint)" =0 et lim = lim n(— =
x—-0* x—-0* x>+ X x—+o t
1-5.Tableau de variations de lafonction In
» La fonction In est une bijection de I’intervalle R} vers R.

» L’équation In(x) = 1 admet une unique solution dans R} ,onlanote In(x) =1 x=e¢

La courbe de la fonction In

> Le signe de In(x) : X
In(x)

@ LA FONCTION x — In(u(x))
Domaine de définition: e Si f(x) = In(u(x)) , alors Dy = {xeR /u(x) > 0}
e Si f(x) = Inlu(x)|,alors Df = {xeR /u(x) # 0}
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Dérivée Logarithmique
> Siu une fonction dérivable et strictement positive sur I, alors la fonction x — In(u(x)) est dérivable

surl etona: (ln(u(x))), =

u x)

u(x)

> Si u une fonction dérivable et non nulle sur I, alors la fonction x +— In|u(x)| est dérivable sur |
: ye)
etona: (Injlu(x)|) = o

Limite de la fonction x — In(u(x))

e Si u(x) — 4o ,alors In(u(x)) - +
e Si u(x) >0, ,alors In(u(x))—> —o
e Si u(x)—>a etinestcontinueena ,alors In(u(x)) - lna

Q_FONCTION LOGARITHME DE BASE a

Soit a un réel strictement positif et différent de 1.
In(x)

e La fonction logarithme de base a est la fonction , notée par log,, , définie sur R} par: log,(x) = )

e Propriétés :(Vx > 0)(Vy > 0)(VreQ*)

log, (@) =1

log, (=0

log, (@)=r

log,(xy) =log,(x) + log,(y)

loga (1) = 10g. () ~ 10, (»)

log, () = ~togu ()

loga (xr) = rloga (x)

log,(x) =y © x =a”

log,(x) >y © x >a”

In(x)

e La fonction logarithme de base e est la fonction logarithme népérienne car : log, (x) = ) In(x)
e Pour tout xeR;" : (loga(x))l = Xli(a)
e Sia =10 alors La fonction logarithme de base 10 est appelée La fonction logarithme décimal,
onlanote Log etona: pourtout xeR}, Log(x) = lf?((lxo))
Log(10) =1 ; Log(1))=0 , Loglx) =y & x =10
@FONCTIONS PRIMITIVES
1d =1 ; R dx = 1l b ; R
0f;x—n|x|+c,(ce) .f D x—;nlax+ |+c ; (ceR)
LGP . (ceR
.f 2() x =Inlu(x)|+c ; (ceR)
! ...vaj\ &
—O\M\Jdm—Myﬂho‘%—w\w\—f&’&w&bﬁ‘o‘
!....@\J\ N ?\J\_, o | @JU\ Suid 7o ls P W (I R |
! ou)‘, &’g. Js J" 3"?) rJG O‘ ! ooo‘:)\:b\g)\ é“b
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Chapitre 9 FONCTIONS EXPONENTIELLES

O_FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE

1-1.Définition : la fonction In est une bijection de R vers R,

La fonction réciproque de la fonction In est appelée la fonction Exponentielle népérienne ou la

fonction Exponentielle de base e ,eton lanote exp . exp : R— R/
x — exp(x) =e*

o exp(l)=e; exp(0)=1

1-2.Propriétés : (VxeR)(VbeR)(VneQ*)

(Vxe R) , In(e*) =x (Vxe RY) ,en@ = x (Vxe ]R)(Vxe ]R),y = exp(x) © x = In(y)

ex
Xty = XV eXy = — = e™ = (e*)" ef¥>e’ o x>y
e

e*=e & x=y exp( nexp(xk) ; (xpeRet ke{l;2;...;n},neN")

Solutions de ’équation e* = a dansR.
e Si a<0,alors S=0
e si a>0, alors x = In(a)

1-3. Les limites Usuelles et Fondamentales

lim e* =+ lim e*=0

X——00

o e*—a .
lim =e
x—a X —Qa

Preuve : On pose : x = nt

o lim x"e* = tlim (nteH)" = tlim n"(te))" =0_

X——00

ex et et\" 1/et\" /1\" et
e lim (—) = lim =lim (— = lim —|— :<—) lim | —
x>+ \X"/  tote (M) o+ \ Nt t>+oom \ t n/ to+o \ t

1-4 Tableau de variations de la fonction exp
La fonction exp est dérivable sur R, et (Vxe R), (e*) = e*

e La fonction exp est une bijection de I’intervalle R vers ]R:r.
e Lesigne de exp(x) : (Vxe IR), exp(x) >0

T.V de exp : La courbe de la fonction exp

X
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@_LA FONCTION : x & exp(u(x))
» Domaine de définition
e Si f(x)= exp(u(x)) =™ | alors Df = D,
> Dérivée de la fonction : x +— exp(u(x))
Siu une fonction dérivable sur un intervalle | de R, alors la fonction x +— e*®) est dérivable sur |

etona: (e“)) =u (x)en™

> Limite de la fonction x — exp(u(x))
e Si u(x) » 40 alors  e*™® — 4o
e Si u(x) » —m alors e*® — 0
e Si u(x) » aet exp estcontinueena ,alors e*® —s @

®_FONCTION EXPONENTIELLE DE BASE a

Soit a un réel strictement positif et différent de 1.
> La fonction exponentielle de base a est la fonction réciproque de la fonction log,, on la note exp,, ,

définie sur R par : exp,(x) = a* = exin(@)

(vxeR): loga(a®) =x ; (vxeRl): a%9:® =x

> Proprietes :(VxeR)(VyeR) (VneQ*)

a
ay

X

a*ty = a*a¥ axy = (ax)y = g*Xxy

x =log.(y)

(ab)* = a*b* (_) =—

> La fonction exp, est dérivable sur R, eton a pour tout xeR :  (exp,(x)) = (a*) = In(a)a*

> Formes indéterminées : 1° oo? - 00

X

a* -1 an*
N.B: lim (u(x))v(x) = lime?®@@®) . [im ) = Ilna ; lim (1 + —) =e"
X—>eee X—>eee X xX—+o0 X

@FONCTIONS PRIMITIVES

1 '
.f X +b dy — aeax+b +c ; (celR) .f U (x)eu(x) dx = e*® +¢ ; (celR)

(@

el canis o)
1S e e dall o]

’4..4]1, . | . KU Py
@(‘*"%,&wrﬁ U“.)N-luayg Mt‘mt‘sj’-"

pIS
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Chapitre 10 CALCUL INTEGRAL

® INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN INTERVALLE
Définition :

Soit f une fonction continue sur un intervalle 1, et soit a et b deux éléments de I.et F une primitive de f.

Le nombre réel F(b) — F(a) estappelé I’intégrale de la fonction f de a et b ,et on le note f:f(x)dx

On écrit alors : fab f(x)dx = [F(x)]5 = F(b) — F(a) |(se lit intégrale de f(x)dx de a et b ou somme de f(x)dx de a et b

Remargue : La lettre x peut remplacée par une autre lettre, on dit que la variable x est muette

Ainsiona: [ f(x)dx = [ fwdu= [ fG)dy = [ fO)dt = -
Propriétés

o [1fdx=0 | e[’ f)dx=—["fG)dx |e ['kf()dx =k [’ f(x)dx pour tout keR
. f: fGodx = [ f(x)dx + be f(x)dx (Relation de Chasles)

. f:(a fx)+Bg(x))dx =a f: f(x)dx + f: g(x)dx (cest la formule de linéarité )

o Si f estimpaire, alors [* f(x)dx =0 | e Sifestpaire,alors [° f(x)dx =2 [} f(x)dx

e Si f est périodique de période T, alors f:+Tf(x)dx = fOTf(x)dx

@ TECHNIQUES DE CALCUL D’INTEGRALES

2-1. Utilisation des primitives ( En utilisant le tableau des primitives des fonctions usuelles et leurs propriétés)
2-2. Intégration par partie : Soient u et v deux fonctions dérivables sur [a, b]

Alors pour tout (a,b)el? ona: f:u(x).v' (x)dx = [u(x).v(x)]2 - f; u'(x). v(x)dx

2-3. Intégration par Changement de variable :
Soit f une fonction continue sur I et u une fonction dérivable sur I telle que : u' est continue surJet u(J) c I

alors pour tout (@, B)eJ? on a : ff fu@®)u (Hdt = fu((f))f(x)dx

u

u"l(a ’
> Si u une bijection de J vers | , alors pour tout (a, b)el> ona : ff f(x)dx = fu_l(;))f(u(t))u (t)dt

_ _ -1
( Enposant x =u(t) c-a-d dx = (t).dt et { x=a=t=u (a)

x=b=t=u'(b)
® INTEGRATION ET ORDRE
3-1.Positivité et croissante - Intégrale et Valeur absolue :
Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] (a < b)

e Si f est positive sur [a, b] , alors fab f(x)dx =0 | eSif estnégative sur [a, b], alors fab fx)dx <0

* Si f(x) = g(x) pour tout xe[a, b] , alors [ f(x)dx = [ g(x)dx o |1 Feax| < [ 1 (oldx

3-2.Valeur movenne d’'une fonction continue sur un segment :
Soit f une fonction continue sur I et soit (a, b)el? tel que a < b

> Si 3(m,M)eR? tels que pour tout [a,b] ,m < f(x) <M ,alors m(b—a) < fff(x)dx <M(b—-a)

» S’il existe un réel M tels que : pour tout xe[a, b] ; |[f(x)| < M , alors |fab f(x)dx| <M(—-a)
> Lenombreréel | u = b%f:f(x)dx est appelé la valeur moyenne de la fonction f sur [a, b] .

a

Prof.Meziane Lafjij  Tél: 0671674078

Page 23




| Si f est continue sur [a, b],alors (Saela,b]), f(a) = ﬁ :f(x)dx « Théoréme de la moyenne »

5 f(a) = ﬁfab f(x)dx < F(b) —F(a) = (b — a)F'(a) (le T.AF appliqué a la fonction F : x - [~ f(t)dt )
@EXPRESSION D’UNE PRIMITIVE A L’AIDE D’UNE INTEGRALE

Propriéete 1 : Soit f une fonction continue sur I et a un élémentde I .
La fonction ¢ définie sur |l par ¢(x) = f;f(t)dt est la fonction primitive de f sur I s’annulant en a.

— Lafonction ¢ est dérivable sur l etona: (Vxel), ((p(x))’ = f(x)

— Pour tout x,el ,ona:

i PO iy ([ e - [ rar) = i ([Crae) = o) = )

x-x, X — X, x-Xo X — X, X=X,

Propriété 2
Soit f une fonction continue sur J et u une fonction dérivable sur J telle que u(j) c I,

Alors pour tout ael ona: lafonction F: x - f;‘(")f(t)dt est dérivable sur |
Et de plus : (Vxel),F (x) = u’(x).f(u(x))

®APPLICATION DU CALCUL INTEGRAL : CALCUL DES AIRES ET DES VOLUMES
Soit f une fonction continue sur [a, b] et (Cf) sa courbe représentative dans un repere orthogonal.

» o L. aire A _du domaine délimité par (Cf) , I’axe des abscisses
et les droites d’équations x = a et x = b est donné par la formule :

A= [If@ldx.wA) (A=l jlem?)

> o L’aire A _du domaine délimité par les courbes (Cy) et (C, )
et les droites d’équations x = a et x = b est donné par la formule :

A= [ If(x) - g(x)|dx . (w.A)

> e Levolume V_du solide engendré par la rotation de la courbe Cr
autour de ’axe des abscisses un tour complet dans I’intervalle [a, b] est:

V=nf'(f))?de (V) - @v=iPm®)

> e Levolume V_du solide engendré par la rotation de la courbe Cr
autour de ’axe des ordonnées un tour complet dans ’intervalle [a, b] est:

V= th;((ab))(f_l(x))z dx . (u.V)

®ENCADREMENT D’UNE INTEGRALE PAR DEUX SUITES. METHODE DES RECTANGLES
Soit f une fonction continue sur [a, b] (a < b) . Pour tout N* , on pose :

n—1

b—a b—a b—an b—a
Ay =" Zf(a+k . ) et B, =— Zf(a+k — )

. . b
Alors les deux suites (A,) et (B,,) sont convergentes et admettent une limite commune est fa f(x)dx .

n—-+4oo

b
lim A, = liT B, =f f(x)dx
n—-+oo a
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Chapitre 11 EQUATIONS DIFFERENTIELLES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIERORDRE : y'=ay ety =ay+b

Soit a un réel non nul , L’équation y’' = ay ou I’inconnue est une fonction numérique y,
dérivable sur R ( ou sur un intervalle de R ) est appelée équation différentielle du premier ordre .

L’équation différentielle La solution générale
y'=g(x) y=G(x)+c ol ceR (G estune primitive de g )
y'=ay (a#0) y=ke®™ o0 keR
y'=ay+b (a#0) y=ke™ -2 ol keR
y'=ay+b (a+0) _ B\ aGe—x,) b
b 2 Y@ = (5 +5) et -5

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE :y +ay +by=0

» Soit a et b deux réels , L’équation y"' + ay’+ by = 0 ou I’inconnue est une fonction numérique y, deux
fois dérivable sur R ( ou sur un intervalle de R ) est appelée équation différentielle du second ordre .

» On considere I’équation différentielle : (E) y"+ ay'+ by =0
L’équation caractéristique de I’équation (E) est 72 + ar + b = 0, son discriminant est A= a? — 4b

Si Alors L’équation caractéristique admet La solution générale de (E)
A= 0 | une racine double r y = (ax + B)e™ ol (a;B)eR?
A > 0 | Deux racines réelles distinctes r; et r, y = ae™* + Be’?* ol (a;B)eR?

Deux racines complexes conjuguées r; et r,

A<0 n=p+iq et ,=p—iq ol (p;qeR?

y = (acos(qx) + ﬁsin(qx))epx ol (a; B)eR?

Equations particulieres

L’équation différentielle La solution générale
y'+w?y=0 y = acos(wx) + Bsin(wx) ol (a;B)eR?
y'—w?y =0 y = ae®* + fe™%* ol (a; B)eR?
(G)asalall, il AT :\_y.a 9

o oy 4 Calole b 3l . s 31 3 plole orlelfdl U 3 g contllais e gme s Jo !
i) b o oy ol 7o s 558 5 5,8 ol el T el .. diae L JSS e Colio G el S
i o Ldadl ST KT Clas iz L oSG SH e s e (g8 e s e st b ST,
Ay gl 488y jdo) e LWV BT Y 05 38 (e Aumo salll, pland Y S WL 185 )
o Sl s s oo e s 2K L By s g e Loy gy e iy S B

JY\ (1% 01 C..SJS\ ey %Lu“’" u“ f.ss
e ool pn ol 00000 L L Vel Jun cle
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Chapitre 12 NOMBRES COMPLEXES
ODEFINITIONS ET NOTATIONS

I existe un ensemble noté C contenant R ses éléments s’appelles des nombres complexes qui Vérifie :
e L’ensemble C contient un nombre non réel noté i et qui vérifie > = —1
e Tout nombre complexe z s’écrit et de fagon unique comme : z = a + ib ou a et b sont des réels .
L’écriture : a + ib s’appelle la forme algébricque du nombre complexe z
Le réel a s’appelle la partie réelle de z, notée Re(z) etonécrit Re(z) = a
Le réel b s’appelle la partie imaginaire de z, notée Im(z) etonécrit Im(z) = b
¢ On définit dans I’ensemble C deux opérations appelées la somme et la multiplication qui ont les mémes
propriétés que dans R .

Ona: |C ={a+ib/(a;b)eR?*et i’?=-1} | RcC |[RUIRcC | RniR={0}

L’ensemble iR est une partie de C , s’appelle I’ensemble des imaginaires purs ; iR = {ib / be]R}
Remarqgue : L’ensemble des nombres complexes n’est pas ordonné.

Eqgalité de deux nombres complexes

Re(z) =0

{Re(z) = Re(z)
Im(z) =0

Im(z) = Im(z)

Wz e, z=2 © z=0 & {

@ _LES OPERATIONS DANS C.
L’addition et la multiplication dans C.
Soient z =a + ib et z' = a’ + ib’ deux nombres complexes.
e z+zZ =(a+ a)+ (b + b)i
e z Xz = (a+ib) X (@ + ib")= aa’ + ab'i + iba’ + bb'i* = (aa' — bb") + (ab’' + ba')i

® LE CONJUGUE D’UN NOMBRE COMPLEXE.
» Le conjugué du nombre complexe z = a + ib est le nombre complexe noté z ,telque z = a — ib .
» Propriétés : (Reqgles de calculs)

- - _ — Z Z —
Z=2z z+z'=z2+ 7' zz'=22' (_)ZZ, z"=(2)" (neN)
z

!

Z

1

z+ 7 =2x = 2Re(z) z—z = 2iy = 2ilm(z) z.Z = x% + y? z=z7 @7=12

zER & Im(z2)=0 & z=12 ZEIR © Re(z)=0 & z=-Z

@ LE MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE.
Definition : Soit z = a + ib un nombre complexe. avec aeR et beR
Le nombre réel positif +/z.z s’appelle le module de z, noté |z| etona:| |z| =z.z = Va? + b?
Propriété :
z |z]

|zz'| = |z|. 12| 2 = 2 (meN)|z"| = |z|" | lzl =zl = |-zl = |-z| | |z+2z|<|z| +]z]

e Siz=a€R,alors|z| = |a 2] = 1 - 1
. z| = S z.zZ= S z=-—
e Siz=1ib €iR ,alors|z| = |ib| = |b]|

OL’INTERPPRETATION GEOMETRIQUE ET REPRESENTATION D’UN NOMBRE COMPLEXE
Affixe d’un point-Affixe d’un vecteur
Le plan () est muni du repére orthonormé (o, e7, e;) ,Soit z = a + ib un nombre complexe.
e Le point M de coordonnées (a, b) dans (o, e7, e;) est appelé I’image du complexe z et on écrit M (z).
e Le nombre complexe z est appelé I’affixe du point M, on le note Af f(M) ou zy
e Le vecteur u(a; b) s’appelle I’'image du nombre complexe z et on écrit 1 (z).
e Le complexe z s’appelle ’affixe du vecteur 1 (a; b), noté Aff (i) ou z;,onécrit Aff (i) =z; =a+ib
e Le plan () s’appelle un plan complexe
e L’axe (0,e;) s appelle I’axe des réels
e L’axe (0,e;) s’appelle I’axe des imaginaires
Pour tout M et M’ du Plan (P)ona: Aff (W) =Aff(M") — Aff(M)
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®_FORME TRIGONOMETRIQUE D’'UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

6-1.L’arqument d’un nombre complexe non nul.
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (o, e;, ;)
Définition : Soit z un nombre complexe non nul et M son image.
Toute mesure @ de I’angle orienté (ﬁx[’) s’appelle un argument de z,
Onlenote arg etonécrit arg(z) = a|2m| ou arg(z) =a+ 2k (ke Z)
Propriétes

(@,4B) = arg(zz—z,) [27] arg(zz) = arg(z) +arg(z ) [2n] | arg(z) = —arg(z)[2n]

(4B,CD) = arg (Z :Z) [27] arg (3) = arg(z) — arg(z)[2n] arg (%) = —arg(z) [2n]

arg(z") = narg(z)[2n]

(u V) = arg(zz) — argifzy) [2m] arg(—z) = arg(z) + n[2n]

ZzER* & Im(z)=0 & z=2Z & arglz)=kn(keZ) < arg(z)=0[n]

T T
ZEIR" © Re(2)=0 & z=-7 < arg(z):§+kn (keZ) e ar‘g(z)zf[n]

L’INTERPPRETATIONS GEOMETRIQUES
L’écriture complexe Interprétation géométrique

Le module |z, — zg] La distance AB
Aff(D) =z =24 ; & | est le milieu du segment [AB]
Aff(AB) = Aff(B) — Aff(A) = 75 — 75 L’Affixe du vecteur AB

arg(z, — zg) La mesure de I’angle orienté (e_l’, E)

p—

B—Z SN
arg ( A) La mesure de 1’angle orienté (AC, AB)

ZCTZA

I e R Les points A,B et C sont alignés

ZCTZA

LeR ou arg (z—ﬁ) = 0[n] Les vecteurs 1 et v sont colinéaires
v v

% eiR ou arg (2—7) > [nl Les vecteurs 7 et sont orthogonaux

DR ou arg (272) = 0[] (AB) / (DC)

Zc—Zp Zc—Zp

B2 iR ou arg (M) == [7T] (AB) L (DC)

Zc—Zp Zc—Zp
Zp—ZA Zc~Zp

X——=€eR etA,Bet(Cnon allgneS Les points A,B ,C et D sont cocycliques

Zc—Zpg Zp—Zp
(@) =2 = LRI G = bary {(4,0); (B,); (C.1)}

(E) ={Me(P)/ |lz—zp| =R} ’ensemble (E) est le cercle de centre A et de rayon R
(E) = {Me(P) / |z — 25| = |z — 2]} I’ensemble (E) est la médiatrice du segment [ AB]

_ _ _ I’ensemble (E) est la droite (D) passe par A et de
(E) = {Me(P) / arg(z —z,) = O[n]} coefficient directeur tan@ , excepté A
Zp+zc Zg+Zp

Zy —Zy = Zc —Zp OU ——=—"— ABCD est un parallélogramme

Zg — Zp = Z¢ — Zp €t arg(u) =2[n] ABCD est un rectangle

ZA

Zg —Zp = Zc — Zp €t |zg — zp| = |z¢ — zp] ABCD est un losange

Zp —Zp = Zc — Zp €t |zg — zp| = |zc — zp] et arg(g Z)_ [n] ABCD est un carré

|zg — zp| = |z¢ — z4| ABC est un triangle isocéle en A

arg (ﬂ) = g[n] ABC est un triangle rectangle en A

ZC—ZA

Z[a] et |zg —za| = |z¢ — zal ABC est un triangle rectangle isocele en A

ABC est un triangle équilatéral
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6-2. Forme trigonométrique d’un nhombre complexe non nul

Soit z=a + ib un nombre complexe non nul,onadonc |z| =r =+Va?+ b? et O = arg(z) [2n]
Tout nombre complexe non nul z a une écriture de la forme

z = |z|(cosO + isinB) = |[r;0]
Cette écriture s’appelle la forme trigonometrique du nombre complexe non nul
. Im(z) b a _ Re(z)
Avec sinf@= —— = - ; cosO=-=—=
|z| r r |z]
Remarque : argz = Arctan (S) [2r] (sia>0) ou argz=Arctan (b) + (2] (sia <0)
Propriétés (Regles de calculs)

!

z =7 & [rfl=[r,0] & r=retb =0 +2kn (keZ)
[T,Q] = [T', _0] Zn = [Tle]n = [Tnlne]

z 7 = [r0]x[r0] = [rr,0+ 6]
1 [ 1 T z [, 0]

a

9 = =[5.0-0]
r’ Z [r,e] W

@FORME EXPONENTIELLE D’'UN NOMBRE COMPLEXE

Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument 6 .

» Lécriture 7 €'Y s’appelle la Notation exponentielle oula Forme exponentielle du nombre z.

z=re"Y =

[r,0] =7 (cosO + isin@) et e =[1,8] =cosd + isind
» Formule de Moivre

(VBeR) (VneN), (cosb + isinf)™ = cos(nf) + isin(n8) ; [1,0]" =[1,n6]
» Formules d’Euler — Linéarisation

elf4 g0 .
—— ¢t sinf = -8

b e 4 e~ = 2cos(nx) et e™ —e ™ = 2isin(nx)

EQUATION DU SECOND DEGRE DANS C

Pour tout réel 6 :

el — =it
cosl =

8-1. Les racines carrées d’un nombre complexe u non nul.
Soit u un nombre complexe nonnultel que :u = a +ib = r e

> Les racines carrées de u sont les solutions dans C de I’équation z% = u
Onpose: z=x+iy=pe” telsque: x;y;a e R et peR™.

a+VaZ?+b2
x2 4+ y2 =+a? + b? 2
1°Méthode: 22 =u o (x + iy) =a+ibo{x2—y2=¢q

—a+VaZ+b?
2xy=b

) .
2°Méthode : z2 =u < (pe'®) =re? oz, =

i(3+kr) i2 i2
Vre'\Z7) ) ke{0,1} & z, = \re'? et z; = —/re'"z
8-2 Résolution de ’équation : az? + bz+ c=0 (a # 0)

A=0 =—

Z2a
A=a=(\/5)2 (a>0) 5. —b+d
A= —a = (iWa)’ '

2a
2
A=ai=(\/;(1+i)> 2
A=—ai=(\/§(1+i)>

A=a+if=x+iy)

=13 x2 _ yZ =a
2xy =
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® LES RACINES n®™ D’UN NOMBRE COMPLEXE a NON NUL( neN* —{1})
> Les racines n°™ de a sont les solutions dans C de I’équation z" =a. ( onpose a=re )

O0+2krx

Z), = W el n avec k e {0,1,2, ey (Tl - 1)}

Z"=a &

> Les racines n°™ de I’unité sont les solutions dans C de I’équation z" =1 .

2k

z, = e n avec ke {0,1,2,..,(n— 1)}

=1 o

> L’ensemble des racines n°™ de ’unité est noté U,, ,

2krm
etona: U, ={zeC/ z"" =1} = {elT / ke{0,1,2,...,n — 1}} et cardU, =n

Propriétés : @ pour tout ke{0,1,2,....,.n—1}: z, = 2z,

@ La somme de n racines n°™ de I’unité est nulle .
©Les racines n°™ de I’unité sont représentées dans le plan complexe par les sommets d’un polygone régulier a

n coté inscrit dans le cercle trigonométrique, et dont I'un des sommets est le point d’affixe 1.Ce polygone

est symétrique par rapport a I’axe des abscisses . OM, = |z,| = Vr

®_LES TRANSFORMATIONS USUELLES f:M(z) » M’(z")

La transformation f Expression vectorielle Ecriture complexe

ty : Translation de vecteur u(b) | MM' = u Z=z+Db

h(Q, k) : L’Homothétie de centre
Q(w) et de rapport k

oM’ =k OM Z—w=k (z—w)
{QMzQM'

(W, W) = a|2mn]

R(Q, k) : Rotation de centre O
et d’angle a

Z—w=e" (z—w)

D —

oM’ = —OM 7—w=— (z—w)

Sq -

Symeétrie centrale de
centre Q(w)

Etude de la transformation f qui transforme M(x) & en M'(z')tel que: z' = az + b

a¢ Ret|a]=1

a¢ Retlal #1

St

a=1

aeR" — {1}

L’homothétie de La composition de la

transformation

une translation de
vecteur u , tel que

Aff@ =b

Alors la

centre Q(w) et de
rapport k = a

La Rotation de centre
Q (w = L) et

1—-a

d’angle @ = arg(a)

Rotation R(Q, a) et I’homothétie
h(Q, k), telque:k =|a| ,

a =arg(a)et z; = 1%

1— e = —2isin (%) ei@ = 2 sin (g) ei(%[) 1+e'?=2cos (%) ei(%)

f est

b
aveC w = —
l1—a

— 2 i

, , o\ (248 , , .
el — e = 2isin (%) el( ) el 4+ e =2 cos (%) e’( )

i = e"(%)
)sn(55)
sinf = 2 sin (g) cos (g)

o MES Bgand Cidl by i ogand oWl LYo o LY Wgs 1l Al Caryy » : X Y
Page 29

0 _ ei(n+6)

_1=ein —e

)50

1+ cosf = 2 cos? (%)

cosa + cosf = 2 cos (

cosa —cosfp = —2 sin(

1 — cos6 = 2 sin? (%)
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Chapitre 13 ARITHMETIQUE DANS Z

®DIVISIBILITE DANS L’ENSEMBLE Z (/)
Soit a et b deux entiers relatifs. On dit que b divise a s’il existe keZ tel que a = kb etonécrit b/a

b/a < (3keZ),a = bk

—> On dit aussi que a est divisible par b ou que a est multiple de b ou encore que b est un diviseur de a.
Propriétés de la divisibilité : Soita,b ,cetd desélémentsde Z .

a/a ; a/—a ® b/a et b/c = b/axc et b/a+c
b/a et a/c = b/c = b/aa + Bc (a,pez?) | a/0; 1/a ; —1/a
b/a et a/b = |b|=a| | @?b/aet d/c =bXxd/axc
® (VkeZ), b/kb+a = b/a b/a & aeD,
b/a etceZ = b/ac Fo) (VneN*) . b"/a = b/a b/a < aebZ

b/a (TlE N) = bn/an 5 e bZ:{kb/kez}
b/a (neN*) = b/a" ® a/1 =a=10ua=-1

@ DIVISION EUCLIDIENNE DANS N et Z
» Soit a et b deux entiers naturels tel que : b # 0 .

(V(a,b)eN x N*)(3!(q,1)eN?) , a = bq +7 ; (0< r <b)

» Soit a et b deux entiers relatifstel que : b # 0 .
Il existe un unique couple (q;r)eZ X N telque:a =bq+1r et 0 <r < |b|
(V(a,b)eZ xZ) (3'(q,r)€eZxN), a = bq +1;(0< r < |b])

» Technique trés importante : Tout entier naturel n s’écrit sous la forme :n =bk +r et0<r<b -1
— Tout entier naturel n peut s’écrire sous la forme 2k ou 2k + 1 avec keN
— Tout entier naturel n peut s’écrire sous la forme 3k ou 3k + 1 ou 3k + 2 avec keN

®CONGRUENCE MODULO n_ (=)
Soit n un entier naturel non nul .
¢ On dit que deux entiers naturels a et b sont congrus modulo n si n divise a — b, c’est-a-dire s’il existe un

entier keZ telquea =b +nk.Onécrit: a=b[n| |a=b[n|l<=n/a-b < (JkelZ), a—b =nk

Propriétés de la relation « Congruence modulo » : Soita, b , c et d des éléments de Z
O (VaeZ) : a=a[n] (=) Réflexive 6 {a = b[n] {a +c=b+d[n]
® a=b[n] © b=aln] (=) symétrique c =d[n] aXc=bxd[n]
e {a ﬁb[n]
b =c[n] ka = kb[n] c =d[n]
a = kb[n
O a = b[n] etkeZ :{a+k = b + k[n] @ a=b[n] etpeN = a? = bP[n]

= a=c[n] (=) transitive (6) {a =bin] _, aa + Bc = ab + Bd[n]

NB : n=0[n] ; (VpeN*),aEb[n] = pa = pb|[n]

@L’ENSEMBLE DES CLASSES D’EQUIVALANCE Z/nZ (neN*)
Soit n un entier naturel non nul

- L’ensemble des entiers relatifs qui ont le méme reste r *’ensemble des classes d’équivalence : 7 /nZ.
de,la d}VISIOﬂ euclidienne par n est zﬁ)pele I.a classe Z/nZ = {6 1:2:..:n= 1}
d’équivalence der etonlanote 7 ou 7. L
o T={xeZ/x=r[n]}={r+ kn /kel} PourtoutxetydeZ/nZona:
s xerox=r[nlex=r+kn; keZ X+ty=x+y ;
* ri=rn © r=71, x+0=x ;
o (VxeZ) (3'ref0,1,2,...,n —1}) : xer "+ "et" X "sont associatives et commutatives
e Z=0Uulu2U..un—-1 " x " est distributive par rapporta " + "
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®PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR- PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE
Soita,b ,c , d et m des éléments de Z*

Le PGCD de a et b est le plus grand des diviseurs | Le PPCIM de a et b est le plus petit des multiples
strictement positifs communs a a et b , noté a A b | strictement positifs communs aa et b, noté a v b ou
ou PGCD(a,b) oul(a,b). PPCM(a,b) ouM(a,b).
Propriétés: aAb=d = d/aet d/b Propriétés:avb =m = a/m et b/m
d/aet d/b=d/aAb ; a/b = aAb=]a| a/m et b/m = aVb/m
aAb=bAa=|a|A|b| a/b = aVvb=|b|
an(bAc)=(anb)Ac avVb=bVa=lalV]|bl
(ka) A (kb) = |k|(a A b) av(bvc)=(avb)Vvc
aANl=1:ara=aA0=]|a|; a* Aa=|a (k/a)V(kb) =|kl(avb);avl=a ;aVvb/ab
cla a b alNb c/a a b\ _ avb
{cjb = (;) A (g) =T {c/b =()v()= Tel
a"Ab" =(aAb)" a*vb*=(avb)"
(aAb)(anb) = |ab| d=aAb = 3(a,b)eZ?: a=da et b=db et a Ab =1
Soit a, beZ"* . aAb=1 <& a et b sont premiers entre eux
L’Algorithme d’Euclide: a=bqg+1r et 0<r <b
Soit a et b deux entiers naturels non nuls. b=nrngqg+nrn et d<nrn<n
Sia=bq+ret0<r<b,alors: [anb=bArr | n=nqtr et 0<r<n
Lorsque b ne divise pas a, le PGCD de a et b est égal au
dernier reste non nul obtenu grace a 1’algorithme d’Euclide. The2 =Th-1qn + 1 €1 0 <7 <7y
aANb=bAT{=T{ATy =" =T, 1ATy

®THEOREME DE BEZOUT - THEOREME DE GAUSS

> Théoreme Soit (a,b)e(Z*)? ,0On a ’'implication : d=arb = (A(wv)eZ?), d = au + bv

» Théoréme de Bézout | V(a, b)e(Z)? : anb =1 < (A(wv)eZ?), au+bv =1

> Théoréme de Gauss V(a,b,c)e(Z*)® , a/bcetanb =1 < ajc
Propriétés : ¥(a, b, c)e(Z")? et V(n,m)e(N*)?
a/c {a/\bfi < alAbc=1 aAb=1 & anb™" =1
b/c = ab/c L= o
aAb=1 {a = acin & b = c[n] aANb=1 a"Ab" =1
aAn=1
L’EQUATION DIOPHANTIENNE : ax + by =c¢
Solutions de I'équation: ax + by = 1 Solutions de I'équation: ax + by = ¢
anb=1 anb#1 aAb/c an b Xc

S={, +kbiy, —ka)/kez} | S=0 |S={(x,+2Z;y,-22) /kez} | s=4¢

aAb

Le couple (x,,y,) estune solution particuliere de I'équation ax + by = ¢

@LES NOMBRES PREMIERS - THEOREME DE FERMAT

> Soit p un entier relatif .On dit que p un nombre premiersi: |p| #1let D, ={-1;1; —p; p}
—> ( p estun nombre premier dans Z ) < card D, = 4
— Soit p un nombre premier, Si p # 2 ,alors (3keZ*) , p=2k+1

» L’ensemble des nombres premiers positifs est infini . seranoté [P ; P = {xeN et x premier}
— ('nestun nombre non premiertel quen >2) < ((@peP) ,p/n et p? <n)

— (nestun nombre premier ) < (N n'admet pas de diviseur premier dans [2;vn] NN )
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> Propriétés : Soitp et g deux nombres premiers;a,bet ¢ deZ ; neN* (X signifie ne divise pas)

p/ab =p/a ou p/b p/ab et pXa =p/a p/a® =p/a =pAra= |p|
{ ac = bc[p] = a = [p] pXa=phra=1 p/aia, ..a, = 3ie{1,2,..,n}:p /a;
P ne divise pas € Ipl #lpl=pAq=1|p/pipz ..Pn = Fie{1,2,..,n}:p=p;

» Théoréme de Fermat :

1- Si p est un nombre premier positif, alors (VaeZ) , a? =a|p|

2- Si p est un nombre premier positif, alors pourtoutaeZ : pra=1 = a’ '=1[p]

» Décomposition et Produit de Facteurs Premiers :
Tout entier relatif ndistinct de 1 et-1 peut s’écrire et de fagon unique sous forme :

k
n=gepi' Xpy? X .. Xpk= pr“' , tel que p; des nombres premiers et a;eN* (e =1 ou € = —1)
i=1

k
p' et b= npiﬂi
i=1 i=1
k

k
Alors: aAb = npiinf(ai,ﬁi) ot aVbh = ﬂpfup (aBo)
=1 i=1

—> Le nombre de diviseurs positifsdea : N=(1+a)(1+ay) X .. x(1+a,)
SYSTEMES DE NUMERATION

Théoreme Soit b un entier supérieur ou égal a 2 .
Tout entier naturel non nul n peut s’écrire de maniére unique sous la forme :

=

> Propriété : Si(a,b)e(N*)? telque a=

n=a,b"+a, b™ 1+ +a;b'+a,
ol ay,a,..a, sontdesentierstelsque:a,, #0 et 0 <a; <b—1 pourtout ie{0,1,2,...,m}

Onécrit ;| n= a,a,, 1 ... a;ag g, nlb
et on dit qu’on a représenté le nombre n dans le systeme [% s b
1

de numération de base b .

— Méthode de représentation d’un entier naturel non nul n
dans un systéme de numération de base b :
En utilisant la division euclidiennede npar b  IeE=————=T °°%, @ 4

> Critéres de divisibilité sur les nombres 2,3,4,5,9,11 et 25 dans le systéme décimal

Soit xeN* telque x = a,,a;,_1 .. .. A1y (1g) = A X 10" + @y q X 10" L+ + a; X 10 + a
7 o
x=0[2] oapar | x=0[3] o Z a; = 0[3] x = 0[9] & Z a; = 0[9]
i=0 i=0
x = 0[4] & araq ) = 0[4] x=0[5] © (aqp=00u ayp=05)

= 0[25] = alao(w) = 0[25] = alaoe{%,z ,%,ﬁ}

n

x=0[11] © ) (-Dia; =0[11] & (ap+ay+ -+ az,) = (a; + az + -+ azp41)[11]

i=0
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=0[11] & aia¢+aza; +asay+ -+ a,a,_1 =0[11]
7/x & 7/a,...a; —2a, 13/x < 13/, ...a; + 4a,
17/x © 17/ @, ...a; — 5a, 19/x © 19/ @, ...a; + 2«a,
23/x & 23/ @, ..o +7a, 29/x <& 29/ «, ...a; + 3a,
31/x < 31/@,..a; — 3@, 41/x & 41/ @, .a; —4a,

L’ENSEMBLE Z/pZ ( p estun nombre premier positif )

Soit p un nombre premier positif , Ona:
1- (v xe Z/pZ —{0}) (3 ye Z/pZ —{0}) , X xy
2- (V(x; 9)e(Z/pZ)?) , xxy=0=x=0o0u

<l
Il Il
ol M

théoreme de Wilson

Soit p un entier naturel , On a: ( pestpremier ) & (p—1)!=-1][p]

Le théoréeme chinois

X=a [n]
x = b [m]
® Si nAm /b — a,alors les solutions du systéeme est :

Solutions de systtme dans Z :  (S) {

S={x, +(nAm)k | kel} ol x, estune solution particuliére de systeme

@ Si nAmnedivisepas b—a ,alors: S=0

Théoréme chinois

e SinAm=1, alors les solutions de systtme (S) est :
S={ anb + Bam + nmk /keZ ; an+ pfm =1 ,(a;B)eZ?}

Infinité de nombres premiers

Théoreme d’Euclide : L’ensemble des nombres premiers est infini.

Le plus grand nombre premier actuellement connu est un nombre de Mersenne. Il a été découvert

en 2008, c’est 243112609 _ 4

ot
Lol sl

La mathématique est a reine des

sciences et arithmétique est la K 22 -
reine des mathématiques. el Nl e

Karl Trie(fn:cﬁ Gauss

LA -

Yot 86 - SN -

pleadl
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Chapitre 14 STRUCTURES ALGEBRIQUES

OLOI DE COMPOSITION INTERNE.
1-1.Définitions et notations : Soit E un ensemble non vide. f:EXE — E
« Une loi de composition interne sur E est une application f de E x E dans E . (x;3) »~ f(x;y)
—> I’élément f(x;y) dans E s’appelle la composée de x et y dans I’ordre par cette loi de composition interne f

etonlenote: x+y ou x Ly ou xTy ou xVy ... aulieude f(x;y)

* est une loi de composition interne dans E < (V(x,y)€E?) , x+y € E

5 On dit que I’ensemble E muni d’une loi de composition interne « * » et on le note (E ; *)

1-2. parties stables pour une Loi de composition interne — Loi Induite
Soit (E ; *) un ensemble muni d’une loi de composition interne et F une partie non vide de E.

e Onditque: F est stable par * si  V(x,y)eF? , x*yeF

— Si F une partie stable dans (E ; *) alors * est une loi de composition interne dans F et on I’appelle la loi
Induite par * sur F.

1-3. Propriétés des lois de composition interne
Soit (E ; *) un ensemble muni d’une loi de composition interne.
© Commutativité : Laloi * est commutative dans E < (V(a,b)eE?) , a*xb=bx*a

® Associativité :  Laloi * estassociativedans E < V(a,b,c)eE?, ax(bxc)=(a*xb)*c
Exemples : L’addition et la multiplication dans N, Z , Q , R et C sont commutatives et associatives .

©L’Elément neutre : (E ; *) admet un élément neutre si et seulement si : (JecE)(VxeE), xxe=e*xx = x
e On dit aussi que e est I’élément neutre pour la loi * dans E
¢ Si la loi *x admet un élément neutre dans E, celui-ci est unique .

© Symétrique d’un élément : Soit * une loi interne sur E possédant un élément neutre e.
e Soitx €EE: x admet un symétrique pour * & (3x'eE), x*x' =x'*x=¢e
e X est symétrisable pour * si et seulement si x admet un symétrique pour *.
¢ Si un élément aeE est symétrisable , alors le symétrique de a est unique.

OElément régulier (simplifiable) :

14 p . . e xXxa=y*xa=Xx=
Un élément a est régulier ou simplifiable dans E < (V(x,y)eE?) ’{a . x = Z vy o x= i

@MORPHISME OU HOMOMORPHISME.
Soient (E ,x) et (F; T") deux ensembles munis de lois de composition interne et ¢ une application de E dans F.

> On dit que ¢ est un morphisme de (E %) dans (F; T) lorsque : | (V(x,y)eE?): @(x=y) = @(x)To(y)
» Si ¢ est bijective on dit que ¢ est un isomorphisme

» SIE=F et *x=T, onparle d’endomorphisme.

» Si @ est un endomorphisme bijectif, on parle d’automorphisme.

» Propriétés : soit f un homomorphisme de (E ,x) dans (F; T) alors:
1) f(E) est une partie stable dans (F, T)

2) si * estcommutative dans (E ,*) , alors T est commutative dans (f(E),T)
3) si * estassociative dans (E ,*) , alors T est associative dans (f(E),T)

4) si * admet un élément neutre e dans (E ,) , alors f(e) est un élément neutre dans (f(E),T)

5) si * admet un élément neutre e dans (E ,x) , et si x admet un symétrique x’ dans (E ,*) , alors y = f(x)

admet un symétrique dans (f(E),T) c’est y' = f(x') c-a-d (f(x))’ = f(x")
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OGROUPE - SOUS-GROUPE .

3-1. Déefinition : Soit G un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne (notée *).

1) = estassociative,
(G, *) est un groupe si et seulement si < 2) * possede un élément neutre dans G
3) tout élément de G possede un symétrique pour * dans G.

— Si de plus, * est commutative, on dit que (G, ) est un groupe commutatif ou abelien.
Exemples : (Z; +),(Q; +) ,(R; +) ,(C; +), (Q*;x%), (R*;x), (C*;%x) , sont des groupes commutatifs

Propriétés des groupes : Soit (G, #) un groupe d’élément neutre e , Alors:
1) L’élément neutre dans G est unique . 2) Tout élément de G posséde un symétrique unique dans G.
3) Pour tout (x, y)eG?: (x*y) =y +x' (x'estle symétrique de x et y’ est le symétrique de y dans (G, *) )
4) Tout élément de G est régulier
5) pour tout (a,b)eG? , ’équation a * x = b admet une solution unique dans G quiest: x =a’+b

En d’autrestermes: a*x=b < x=a'*xb et xxa=b< x=bx*a’ (a’ estlesymétrique de a)

3-2.Sous-groupe_: Soit (G, *) un groupe et H une partie stable pour (G, *) .

» Hest un sous-groupe de (G, *) si et seulement si (H, *) est un groupe.

H
» | Hestunsous-groupe de (G, *) < {(V(JT}(/D)EHZ) xx yIE H ol y' est le symétrique de y dans (G, *)

3-3.Morphismes de Groupes : Soit f un morphisme du groupe (G ,*) dans un groupe (F; T)
» L’image du groupe (G ,*) par le morphisme f c’est le groupe (f(G),T)
» Si f est surjectif ou isomorphisme, alors f(G) = F. dans ce cas I’image du groupe (G ,*) est le groupe (F,T)
— Si f est un isomorphisme de (G ,x) dans (F; T) ,alors (G ,x) et (F; T) ont la méme structure.

@ANNEAU

4-1.Distributivité d’'une loi sur une autre
Definition : Soit E un ensemble non vide muni deux lois de composition interne «*» et « T » .

xT(y * z) = (xTy) * (xTz2)
(x *y)Tz = (xTz) * (yTz)

Remarqgue : Sion sait que T est commutative, une et une seule des deux égalités ci-dessus suffit.

La loi T estdistributive par rapportalaloi *dansE < (V(x,y,z)eE?) {

4-2.Structure d’Anneau
Definition : Soit A un ensemble non vide muni deux lois de composition interne « *» et « T ».

Onditque (A % T) est un anneau lorsque : i) (4 ,*) est un groupe commutatif
i) Laloi T est associative et distributive par rapport la loi *.

— Silaloi T est commutative , on dit que L’anneau (4 ,*, T) est commutatif.
—> Si de plus , T admet un élément neutre , on dit que L’anneau (4 ,*,T) est unitaire.
Notations
v'- On note en général la premiére loi + ( notation additive ) et la deuxiéme loi x ( notation multiplicative )
v-Onnote 0ou 04 I’élément neutre pour la loi + et on I’appelle le zéro de I’anneau A .
v-Onnote 1 ou 1, 1’élément neutre pour la loi x et on I’appelle I’élément unité de I’anneau A .

4-3.Les régles de Calcul dans un anneau
Soit (A, +,X) un anneau unitaire , on a les propriétés suivantes :
-Pourtout xeA: Oy Xx=xx%x0,=04 e 1Xx=xX13=x
-Pourtout (x;y)ed?: (—x)xy=xx(=y)=—(xXxy)

4-4. Diviseurs de zéro - Anneau integre
Soit (4, +,x) un anneau et ae A — {04}.

» | aestun diviseur de zéro dans I’Anneau A s’il existe be A — {04} telque:ax b =0,0ub xXa =0,

» Onditque (A,+,X) estunanneau integre s’il n’est pas réduit a zéro et n’admet aucun diviseur de zéro.

(A,+,x) est un Anneau intégre < ((V(a,b)eA?), axb =0, < a=040u b=0,)
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® CORPS
Definition @ Soit (K ; +; X) un Anneau .
Onditque (K ;+;X) est un Corps si et seulement si tout élément non nul de K admet un inverse pour x dans K.

1) (K ,+) estungroupe commutatif .
(K; +;x)estun Corps < 2) Laloi x est distributive par rapport a la loi + .
3) (K —{0x}; x) estun groupe.

— Silaloi x est commutative , on dit que Le corps (K ; +; x) est commutatif .

Propriétés : Soit (K ;+;%) un corps. On a les propriétés suivantes :
1) Tout élément a de K — {0} est régulier pour I’opération X
2) (K, +,x) est un anneau intégre : (V(x,y)eK?) xy =0y © x =0, ou y =0y
3) Pourtout ae K — {04} et K,ona:axx=b<x=a'Xbet xxa=bh © x=bxa!
4) Solutions de ’équation ax =b: Si a# 0y ,alors x =a ! xb

Sia=0get b#0g,alors S=0

Sia=0get b=0g,alors S=K
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LES MATRICES CARREES D’ORDRE n avec nef{2; 3}

1. LES MATRICES CARREES D'ORDRE 2
» Definition : Une matrice carrée d'ordre 2 a coefficients réels est un tableau de quatre nombres a,b,c et d,

On la note (Z 2)
> I'ensemble des matrices carrées d’'ordre 2, Onlenote: M,(R) = {(Z 2) /(a,b,c,d) € R4}

(Il n'y a pas de séparation verticale ou horizontale, contrairement aux tableaux)

La somme et la multiplication et I’égalité de deux matrices A et B dans M, (R) sont définies par:
a=a’'

o a ¢\ _(a b=b’
e 9= 9=l
,_qa ¢ a \_(a+d
°M+M_(b d)+(b' d’)_(b+b’
' a c a c aa'+cb’ ac' + cd
X = =
s MxM =(, ) X(b’ d’) (ba’ +db' bc' + dd’)
— La somme et le produit de deux matrices sont des lois de compositions internes dans M, (R) ,
On écrit : (M, (R); +) et (M, (R); X)

8 8) la matrice nulle est I’élément neutre dans (M, (R); + )

i+ a)

e Lamatrice: 0, = (

e Lamatrice: I, = ((1) (1)) la matrice unitaire est 1I’élément neutre dans (M, (R); X)

2. LES MATRICES CARREES D'ORDRE 3
» Définition : Une matrice carrée d'ordre 3 a coefficients réels est un tableau de 9 nombres .

a a a
b b b"|/(ab,ca, b, c,a'b"c)eR’

» I'ensemble des matrices carrées d’ordre3, On le note : M;(R) =

c ¢ "

La somme et la multiplication de deux matrices A et B dans M5(R) sont définies par:

a d x a d x at+a d+d x+x
eM+M =(b e y|+|b ¢ y]l=|b+b y+y
c f z ¢ f 7 c+c z+7

e+e
’ 1 f + f, ’ ’ ’ ’

a d x a d x aa +db +xc' ad +de +xf' ax +dy +xz
e MxM = (b e y) X (b' e y') = <ba' +eb +yc bd +ee +yf bx +ey +yz’>

c f z ¢ f 7 ca +fb +zc' cd +fe +zf cx +fy +z7
— La somme et le produit de deux matrices sont des lois de composition interne dans M;(R) ,

On écrit : (M3(R); +) et (M3(R); X)
00 0
e Lamatrice: 0, = (0 0 o> la matrice nulle est I’élément neutre dans (M5(R); + )
0 0 0
1 0 0

e Lamatrice: 5 = (0 1 0> la matrice unitaire est 1I’élément neutre dans (M5 (R); X)

0 0 1
Proprietes : Soient A, B et C trois éléments de M, (R) ou ne{2;3}

A+0=0+A4=4

A+B=A+B

A+(~A)=(-A)+A=0

AX0=0xA4A=0

A+(B+C)=@A+B)+C

AX(BXC)=(AXB)xC

AXI=IxA=A

- o L’addition dans M, (R) est commutative et associative .
 La multiplication dans M, (R) est associative

« Dans (M, (R); + ) tout matrice M = (Z 2) admet un symétrique c’est la matrice : —M = (—b

« Dans (M, (R); X) tout matrice M = (Z

_ 1 d
"= Ge (—b

d

c

d c
—c)z ad — bc ad — bc
a -b a
ad — bc

ad — bc

—a

—C
—d
) telle que detM = 0 admet un symétrique c’est la matrice :

)
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Groupes - Anneaux - Corps ( Usuelles )

Les ensembles

lois internes

La structure

Ensemble des entiers naturels

+ ;X

e

Ensemble des entiers relatifs

+

(Z; +) Groupe commutatif
(Z; +;x)Anneau commutatif, unitaire et intégre

Ensemble des nombres décimaux relatifs

(D; +) Groupe commutatif
(ID; +;x)Anneau commutatif, unitaire et intégre

Ensemble des nombres rationnels

(Q; +) et (Q*;%) Groupes commutatifs
(Q; +;%)Anneau commutatif, unitaire et intégre
(Q; +;x) Corps commutatif

Ensemble des nombres réels

(R; +) et (R*;x) Groupes commutatifs
(R; +;X)Anneau commutatif, unitaire et intégre
(R; +;%) Corps commutatif

Ensemble des nombres complexes

(C; +) et (C*; +) Groupes commutatifs
(C; +;x)Anneau commutatif, unitaire et intégre
(C; +;%) Corps commutatif

Ensemble des matrices carrées d’ordre n
ne{2; 3}

(M,,(R); +) Groupe commutatif
(M,,(R); +;X) Anneau unitaire.

Ensemble des classes modulo n

(Z/nZ ; +) Groupe commutatif.
(Z/nZ ; +;x) Anneau commutatif et unitaire.

Ensemble des classes modulo p
('p est un nombre premier )

(Z/pZ ; +) Groupe commutatif
(Z/pZ ; +;x) Corps commutatif.

Ensemble des polyndmes de degré inférieur
ouégalan

(R, [X]; +) Groupe commutatif
(R, [X]; ;%) Anneau commutatif et unitaire.

Ensemble des parties d’un ensemble A

(P(A);A) Groupe commutatif
(P(A) ;A;n ) Anneau commutatif et unitaire

Ensemble des translations

(T,; 0) Groupe commutatif.

Ensemble des homothéties de méme centre O

(Hy; 0) Groupe.

Ensemble des rotations de méme centre O

(R,; 0) Groupe commutatif.

Ensemble des transformations du plan

(T;0) Groupe

L’ensemble des vecteurs du plan  ne{2; 3}

(V,; +) et (V5; +) Groupes commutatifs.

‘<
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MORPHISME OU HOMOMORPHISME

Soient (E ,*) et (F; T) deux ensembles munis de lois de composition interne et f une
application de E dans F.

Il suffit de montrer que :

{'E Pour montrer que 1’application f est un morphisme de de (E ,*) dans (F; T)
(vV(x,y)€E?), f(x*y)=f()Tfy)

PROPRIETES :

f un morphisme de (E ,*) dans (F; T)

Si

Alors

* est commutative dans (E ,*)

T est commutative dans (f(E),T)

* est associative dans (E ,*)

T est associative dans (f(E),T)

* admet un élément neutre e, dans (E ,*)

f(e,) estun élément neutre dans (f(E),T)

dans (E ,x)

un élément x de E admet un symétrique x’

f(x) admet un,symétrique dans (f(E),T)
quiest (fF(x)) = f(x")

Si f est bijective de E dans F

1

f est un isomorphisme de (E ,*) dans (F;T)

* est commutative dans (E ,*)

0

T est commutative dans (F,T)

* est associative dans (E %)

T est associative dans (F,T)

* admet un élément neutre e, dans (E ,x)

f(e,) estun elément neutre dans (F,T)

Un élément x de E admet un symétrique x’

dans (E ,x)

f(x) admet un symétrique dans (F,T)
quiest (f(x)) =f(x")

f~1(er) estun élément neutre dans (E ,*)

(F,T)

Tadmet un élément neutre e, dans

f~'(y) admet un symétrique dans (E',T)
quiest (f7'M) =GN

IR RERR!

Un élément y de F admet un symétrique
y' dans (F,T)

Rappel: > f est bijective de EdansF < (Vye F)(3'xeE) , y = f(x)
> P’équation y = f(x) admet une solution unique x dans E

> festbijectivede EdansF <« f estsurjective et injective
> festsurjectivede EdansF < (VyeF)(3xeE) ,y=f(x) & f(E)=F
> festinjectivede Edans F & V(xq,x2)€E? , f(x1) = f(x3) = x1 = x5
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STRUCTURES ALGEBRIQUES : RESUME

* est une loi de composition interne dans E = (V(a,b)eE?) , a*b € E

S est une patrie stable de (E, *) = S+0, SCE et V(x,y)eS?, xxyeS

@ estun morphisme de (E ,x)dans (F, T) & (V(x,y)€E?), o(x*y) = o(x)Teo(y)

Laloi * est commutative dans E = (V(a,b)eE?) , a*b=bx*a

Laloi * estassociativedansE < V(a,b,c)eE3, a*(b*c) = (a*xb) *c

e est un élément neutre de (E ,*) = (VxeE) , x*xe = exx = x

Soit e est un élément neutre de (E ,*) :
un élément x admet un symétrique x’dans (E ,+) & x*x =x*x =e

X*xa=y*xa=>x=Yy

Un élément a est régulier ou simplifiable dans E < (V(x, y)€eE?) '{a sx=axysSx=y

xT(y * z) = (xTy) » (xTz)

La loi T est distributive par rapport a la loi * dans E & (V(x,y,2)eE?), { (x * )Tz = (xTZ) * (yT2)

SCHEMA DES STRUCTURES

(E,*,T )Corps commutatif

.

ALGEBRIQUES
OLa loi T est commutative £ \
©
B 7 A UV e, S S
(1% ) T TET
£ © Laloi * est associative dans E. qg". S
E @ (E,*)posséde un élément neutre e, ° <
8 < ©Tout élément de E posséde un 2 =
s symétrique dans E pour laloi * . [ = :_;
= - ] —
2 - c
(] > g
§ t*.l/ O La loi * est commutative dans E. = o
8 \ :.'. g
= < { © T est distributive par rapport * . g
* o
= 4 = -
@ Laloi T est associative dans E. ";: s
| | BEEa= N hdea Tt L J * =2
3 wl -
o — "
C) < @ T posséde un élément neutre e w
o R J
oy
% ®Otout élément autre que e, est P M o
\ = g inversible pour la loi T. /A @Zi@ﬁ@j /

(A ,%,T) est un Anneau intégre < ((V(a, b)eA?),aTh=0, < a=040u b = OA)

(H,x) estun sous-groupede (G,*x) < {

H+0 et HcCG
(V(x,y)eH?), x*y eH

ou y’ est le symétrique de y dans (G,*)

l."_il.n\.u_,cﬁ\s_,‘c.'i‘_,a.\!ﬁ c'_sa'a_)e\.‘ﬁ_,qéi;hﬂ_‘_}:\.}
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Chapitre 15 ESPACES VECTORIELS REELS

® ESPACE VECTORIEL REEL.
1-1.LOI DE COMPOSITION EXTERNE : Soit E un ensemble et K un corps
« Une loi de composition externe de K sur E est une application f de Kx E dansE .

f: KXE — E
(a;x) = f(a;x)

— DP’image de (a; x) par I’application f notée : @.x ou «x

Loi de composition externe sur E a coefficients dans R < (VxeE) (VaeR), a.y €E

1-2. STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL REEL
Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne et une loi de composition externe a coefficients réels.

( O (E; +) est un groupe commutatif
@(V(a, B)eR?) (VxeE), (a+f).x =a.x + B.x
(E ; +; o) est un espace vectoriel réel = 1 O(VaeR)(V(x,y)EE?), a.(x +y) =a.x + a.y

@(V(a, B)eR?) (VxeE), (af).x = a.(B.x)
®(VxeE), 1.x =x

Notations : tout élément de E sera noté généralement x
On utilise I’écriture ax au lieu de @. X ou XeE et aeR

L’élément neutre de (E; +) sera noté 0 .C’est le vecteur nul de I’espace vectoriel E .

Régles de calcul dans un espace vectoriel réel :

0% =0 a0=0 (-D% =% (—)i=a(-%) = —(a%) | aZ+) =ax+ay

a(X —y) = aX —ay (a— B)x = ax — Bx ax=0 © a=0oux=0

1-3. SOUS- ESPACE VECTORIEL REEL
Soit (E; +; ») est un espace vectoriel réel et F une partie de E .

OF =0

@FcCE

® (V(x,y)eF?) X +yeF
@ (V(a,x)ERXF) a.XxeF

(F; +; o) est un sous-espace vectoriel de E <

Propriété caracteristique

OF#0
@FCE
® (V(a, B)eR?) (V(x,y)eF?) a.Xx+B.yeF
@FAMILLES LIBRES OU GENERATRICES - BASES
2-1. COMBINAISONS LINEAIRES :
Soit neN* et X; , X, , ..., X, des vecteurs d’un espace vectoriel réel (E ,+,) et ay , a3, ..., a € R.

(F; +; ) est un sous-espace vectoriel de E <

e Tout vecteur de la forme Xy + Xy + o+ oy X, = Z a;X; s’appelle combinaison linéaire
i=1
des vecteurs ¥, , X5 , ..., X, ( ou combinaison linéaire de la famille (X; ,%;,...,%,))

— Lesreelsa; ,a,, ..., a, sont appelés les coefficients de la combinaison linéaire Z ;X
i=1
2-2. FAMILLES GENERATRICES — FAMILLES LIBRES — FAMILLES LIEES :
Soit E un espace vectoriel réel, neN* et B = (¥, , %, , ..., X, ) une famille de vecteurs de E.
> On dit que le vecteur X engendré par la famille B = (x; ,%,, ..., X,) s’il peut écrire comme combinaison
lineaire des vecteurs de cette famille . en d’autre termes : (3(a1, a3, ..., @,)eR™) , ¥ = X1 %,

n

> | La famille B est une famille GénératricedeE < (VXeE) 3(ay,ay, ..., a,)eR™) , X = Z a;X;
i=1
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n
»| Bestune famille Librede E & (V(ay,dz, .., @ )eRM), Y % =0 = ay=ay=-=a, =0
i=1

»| Bestune famille Licede E & (3(ay; ay; ...; a)eRY)/(aq; ay; ...; a,) # (0;0;...;0) et Z % =0
i=1

- B est une famille Liée de E , si elle n’est pas libre . ( on dit encore que les vecteurs sont linéairement dépendants )

PROPRIETES : Soit E un espace vectoriel réel

e Une famille (x") constituée d’un seul vecteur libre si , et seulement si , X~ # 0

e Les éléments d’une famille libre sont deux a deux distincts.

e Si une famille B = (¥, ,%,, ..., X,,) est libre, alors toute famille contenue dans B est aussi libre .

e Si une famille B = (¥, ,X,, ..., X,,) est liée, alors toute famille contenue dans B est aussi liée .

e B = (X;,%y,...,%,) est lie, si et seulement si, ’un des vecteurs de B est une combinaison linéaire
des n-1 autres.

2-3. BASE D'UN ESPACE VECTORIEL REEL — DIMENSION D’UN ESPACE VECTORIEL :

Soit E un espace vectoriel réel, neN* et B = (X, , %, , ..., X, ) une famille de vecteurs de E.

La famille B est une Base de E, si ¢’est une famille Libre et Génératrice de E

n
Lafamille Bestune Basede E &  (vyeE) (3l (ay,ay, ..., )eR") ,  y= Z oy X
i=1

— Les nombres «; ; ay; ...; «,, s’appellent les coordonnées (ou composantes) du vecteur y dans la base B,
eton écrit y(a;,a,,...,a,) ) ou tout simplement y (o, o, , ..., a,)
— Toutes les bases de E ont le méme cardinal, ce cardinal est appelé |a dimension de E et noté dimE (dimE = n)

PROPRIETES :
1- Soit E un espace vectoriel réel de dimension 2 et B = (7; j) une base de E.
Soit (u; #) une famille de vecteurs de E tels que Zi(a; b) et #(a’; b') dans labase B, Alors :
(u; v) est une base de E < (u; v) est Génératrice de E < (i, V) est libre dans E < det(d,v) # 0
2- Soit E un espace vectoriel réel de dimension 3 et B = (7; J; E) une base de E.
Soit B = (u; ¥; w) une famille de vecteurs de E tels que 7i(a; b;c) et #(a’; b';c’) danslabase B, Alors :
B’ est une base de E < B'est Génératrice de E & B'est libre dans E < det(u;v;w) # 0

GLES ESPACES VECTORIELS REELS LES PLUS IMPORTANTS

L’ensemble La loi externe La structure

R (VxeR)(VaeR), a.xeR (R;+; *) est un espace vectoriel réel

C (VzeC)(VaeR), a.zeC (C;+; 2 est un espace vectoriel réel

R? (V(a; b)eR? )(VaeR) , a-(a; b)eR? (R%; +; ») est un espace vectoriel réel
R3 (V(a; b; c)eR3 ) (VaeR), a-(a; b; c)eR3 (R3;+; 2) est un espace vectoriel réel

V, (V(u; ¥)eV, )(VaeR), a.(U; V)eV, D) est un espace vectoriel réel

V3 (V(u; 7; W)eV; ) (VaeR), ae(u; U; w)eVs YD) est un espace vectoriel réel
M, (R) (VMeM,(R) )(VaeR) , a.MeM, (R) (M,(R);+; .) estun espace vectoriel réel
M;(R) (VMeM;5(R) )(VaeR), a.MeM;(R) (M5(R);+; .)  estun espace vectoriel réel
F(I; R) (Vfe F(I; R) )(VaeR), a.fe F(I; R) (F(I; R);+; .) estunespace vectoriel réel
P, (R; R) (VPeP, )(VaeR), a.PeP, (P, (R;R) ; +; -) estun espace vectoriel réel

o) 8 039002 Elny Lol S g it o ol oS
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Chapitre 16

LES PROBABILITES

O VOCABULAIRE DES PROBABILITES

Langage ensembliste Langage probabiliste Notation
L’ensemble des résultats possibles Univers des possibilités Q= {wg; wy; ...; 0, }
Le nombre des éléments distincts de Q | Cardinal de Q CardQ =n
Un élément de 1’univers Eventualité w;

Une partie de I’univers Evénement AcQ
L’événement formé d’un seul élément | Evénement élémentaire A = {w;}
L’ensemble vide Evénement impossible )
L’ensemble Q Evénement certain Q
Complémentaire d’une partie A Evénement contraire de A A

A et B sont disjoints Les événements A et B sont compatibles ANnB=90

@ PROBABILITE D’UN EVENEMENT
DEFINITION : Soit Q un ensemble fini et non vide.
On appelle probabilité définie sur I’univers €, toute application P de P(Q2) dans I’intervalle [0; 1] telle que :
i) P(Q) =1 ii) Pour tous événements incompatibles AetB : P(AUB) = P(A) + P(B)
— Le couple (©; P) est appelé un espace probabilisé fini.
PROPRIETES : Soit A et B deux événements de Q .On a alors :
P(®) =1 P =1 0<PA)<1 P(A) = 1-P(4)
P(AuB)= P(A)+P(B)—P(ANB) AcB= P(A) <P(B)
s, ,alors P(wy) + P(wy) + 4+ Plw,) =1

P(AUB) < P(A) + P(B)
P(BnA)= P(B)—P(BNA)

Si O ={w;; wy; ...

3 _PROBABILITE UNIFORME

Soit (€; p) un espace probabilisé fini tel que : Q = {w; Wy; ...; W, }

On dit que Q est muni d’une probabilité uniforme p si et seulement si tous les événements élémentaires ont la
méme probabilité c-a-d p(w;) = p(w,) = -* = p(w, ), danscecas: o Vie{l;2;..;n} , plw;) = !

Card Q
(VAep(Q)) p(4) = =24

Card® ~ nombre de cas possibles

@ PROBABILITE CONDITIONNELLE
Soit p une probabilité définie sur un univers Q , et soient A et B deux événements tels que p(A) # 0.
La probabilité de B sachant que A est réalisé est appelée la probabilité conditionnelle notée p,(B) ou p(B/A)

nombre de cas favorables

et se lit probabilité de B sachant A. On écrit : pa(B) = %
Formules des probabilités composées : | p(A N B) = p(A) X p4(B) = p(B) X pg(4)
p(B)xpp(4)

Formule de Bayes: p,(B) =

p(B)xpp(A)+p(B)xpz(A)

Formules des probabilités totales
SiA;,A,,..., A, forment une partition de I’univers Q et si pour tout i comprisentre 1 etn, p(4;) # 0

p(B) = ) P(BNA) = ) P(4) X Py, (B)

alors pour tout événementBon a :

Pour tout événements AetBde Q,ona:| P(B)=P(BNA)+P(BNA)=P(A)xPy(B)+ P(A) x P;(B)
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® L'INDEPENDANCE

5-1. Indépendance des événements

On dit que deux événements A et B sont indépendants siona p(AnB) =p(A) X p(B)

5-2. Epreuves indépendantes-Répétition d’'une épreuve

Soit A un événement de probabilité p lors d’une éprouve aléatoire, et soit neN*. Lorsqu’on répéte cette
éprouve n fois de manieres identiques et indépendantes,

alors la probabilité que I’événement A soit réalisé k fois est :
® LES VARIABLES ALEATOIRES

6-1 .Définition Soit Q I'univers d’une expérience aléatoire .

Ckpk(1—p)"™* ot kef0;1;..;n}

» Une variable aléatoire définie sur Q est une application X définie sur Q a valeurs dans IR.

— L’ensemble des valeurs prises par X s’appelle le support de la variable aleatoire X , note X(€Q)
6.2. Loi de probabilité d’une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire et X (€2) son support .

» On appelle Loi de probabilité de X ’ensemble des couple (x;,p;) ouU x;eX(Q) et p, =p(X =x;)
et on définit ainsi une loi de probabilité que I’on consigne en général dans un tableau.

X X1 X Xn =
- pi=p1tpztotp, =1
p(X = x;) P1 P2 Pn =
n
> Espérance mathématiquede X : gy — z X;p; = X1Py + XyDy + -+ + XDy,
i=1

> Variance mathématiquede X : V(X) = E(X?) — (E(X))2 = z p; (x; — E(X))2 ouE(X?) = 2 pix?
=1 =1

> Ecart-type de X a(X) = JV(X)
@ LA LOI BINOMIALE
On considére une épreuve répété n fois dans des conditions identiques et indépendantes,

> la variable aléatoire qui est égale au nombre de fois la réalisation de L’événement A pour les n épreuves
s’appelle une loi binomiale de paramétre n_et p ou p = p(A), notée B(n,p).
» La probabilité d’obtenir k succes (0 < k < n) est donnée par la formule :

p(X =k) =Cf P*(1 —P)»*

ou ke{0;1;..;n}

> E(X) =np V(X)=np(1l-p) o(X) = {np(1—p)
FONCTION DE REPARTITION

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé fini (Q;p) .

» Lafonction Fy définie sur R par: Fy(x) = p(X < x) estappelée la fonction de répartition de X .
» Sa courbe représentative sous forme d’un histogramme
» Soit la Loi de probabilité de la variable aléatoire X définie par le tableau
Xi X1 x2

pPX =x) P1 P2
On a la fonction de répartition de X définie par :

oSi x <xq alors: Fy(x)=p(X <x)=p(@)=0

oSi x; <x<x, alors: Fxy(x) =pX =x1) =py

eSi x; <x<x3 alors: Fy(x) =pX =x1) +p(X = x3) =p,

Xn

Pn

a4 ) Y iy ph Y il
clalia duill 1,4 sl adny ¥

o Si x > x, alors:

Fx)=p@Q)=p+p,++p, =1
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SCHEMA DE DENOMBREMENT

types de tirage

Chois de p objets parmi n

Ll
c O liie SN Tirage
Successif
L'ordre est
pas important v important
A

l Principe général z N

de dénombrement sans remise avec remise
¥ v
C choix ’ N
= Chaque choix est une fChaque e
Arrangement Arrangement
sans répétition avec répétition

est une

Combinaison

¢ Soit une situation de
dénombrement nécessite p

h choix Cy, Gy, ..., Cy. / \ / \
Nombre de choix >Si le chois C; peut produire Nombre de choix | | Nombre de choix

. ny résultats possibles et le )
poss1ble est chois C, peut produire n, POSSlble est Possible est

résultats possibles ....et le
chois C,, peut produire n,, nl
résultats possibles AP = np

i ]
— Alors le nombre de choix pb):
possible est :

nlxnzx...xnn \ J \ /
—
-

m
A (X1 X555 X))

(kX,(D—k)Y) (an1;n2X2,...,ni)£i)

ny +n, + -+ n;=p choix

o1 _ p! — k= Pk (ny +np + -+ +ny)!
des positions [ U [ K (p—k) P 7 m!n,! ..ol

Rappelerbienque [ /) 1 oins k signifie que kou k+1ou ...oup. k < aumoinsk <p

Au plus k signifie que kou k-1ou..ou0. 0 < auplusk <k

Nombres Spéciaux: n!, AP , cP Formule du bindme

n
(a+b)" = Z Ckankpk
k=0

p n!

n T (ap) .
Triangle de Pascal
At=nl=nxn-1)x..x2x1

Cl=4l=n 01=11=1 [ P=c?_ 4P ]

ch=C," Cr=Ch=A)=1

p—1 P _ P P _ P p—1
Cn +Cn—Cn+1 = Cn—Cn_1+Cn_1
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>TABLEAU DES VALEURS REMARQUABLES

VA

21
3

3
x

V3
2

sinx

2
1

cosx 0

1
2

tanx

é‘ vl | Gl a

NP N N

3

> RELATIONS FONDAMENTALES

CALCUL TRIGONOMETRIQUE

(VxeR): —1<cos(x) <1 et —1<sin(x)<1 (VerR—{ngkn,keZ}) D tan(x) € R

1

2 20200 = -
cos*(x) +sin“(x) = 1 1ttan? (z)

cos?(x) =

tan? (x)

o2 —
sin”(x) 1+tan? (x)

sin x 1

tanx = =
cos x cotan (x)

cos(—x) = cos(x) cos(x + 2km) = cos(x)

cos(m — x) = — cos(x)

cos(m + x) = — cos(x)

sin(— x) = — sin(x) sin(x + 2km) = sin(x)

sin(r — x) = sin(x)

sin(mr + x) = — sin(x)

tan(—x) = —tan(x) tan(x + k) = tan(x)

tan(mr — x) = —tan(x)

tan(m + x) = tan(x)

cos (% - x) = sin(x) = —cos (”7 + x)

sin (”; — x) = cos(x) = sin (”; + x)

tan

E-n) == -5+

tan (x)

> FORMULES DE TRANSFORMATION DE

BASE

cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b)

cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b)

tan(a+ b) =

tan(a)+tan(b)
1- tan(a)tan(b)

sin(a + b) = sin(a)cos(b) + cos(a)sin(b)

sin(a — b) = sin(a)cos(b) — cos(a)sin(b)

tan(a—b) =

tan(a)—tan(b)
1+ tan(a)tan(b)

» Déductions

2 2

cos(2a) = cos“a — sin“a

= 2cos*(a) — 1

sin(2a) = 2sin(a)cos(a)

1 + cos(2a)
2

cos’a =

=1 - 2sin*(a)

tan(2a) = T

— tan?(a)

2tan(a)

1 — cos(2a)
2

sin‘a =

1=¢2

En posant : t = tan (f)
2 14¢2

cos(x) =

2t

sin(x) = "y

2t
1-t2

tan(x) =

> TRANSFORMATION DE SOMMES EN PRODUITS

cosa + cosb = 2cos (#) cos (%)

sina + sinb = 2sin (#) cos (

1 + cosa = 2cos? (%)

. (a+b . (a—b
cosa — cosb = —2sin T Sin T

. . . a—b
sina — sinb = 2sin (T)

1 — cosa = 2sin? (%)

RANSFORMATION DE PRODUITS EN SOMMES

cos(a)cos(b) = %(cos(a + b) + cos(a — b))

sin(a)cos(b) = %(sin(a + b) + sin(a — b))

sin(a)sin(b) = %(cos(a — b) — cos(a + b))

cos(a)sin(b) = %(sin(a + b) — sin(a — b))

>»TRANSFORMATION DE L’EXPRESSION acos(x) + bsin(x)

acos(x) + bsin(x) = VaZ + b? (L

b
NpLay cos(x) +

NpeEvi

sin(x))

acos(x) + bsin(x) = +/a? + b%cos(x — a)
i _ a b
tel que : cosa = — —

et sina =

acos(x) + bsin(x) =
tel que: sinf = —

va2+b?

va? + b2%sin(x + p)

)
et cosp = N

> EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

x=a+ 2km kel

COSX = cosa & |
x=—a+2kn’

sinx = sina &

x=a+ 2km

x=m—a+2kr’

keZ

tanx = tana & x = a + kmw , kel

Vs
cosx =0 (:)x=5+k7r

sinx=0 © x =kr ,keZ
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FORMULAIRE 2
> LES ENSEMBLES USUELLES: NcZcDcQcRcC

Ensemble des nombres Entiers Naturels

N ={012......}

Ensemble des nombres entiers relatifs

={.. ~-1,0,1,2,3, ..}

Ensemble des nombres Décimaux

{— / aeZ et neN}

Ensemble des nombres Rationnels

Q {B/anetbeZ*,a/\b=1}

Ensemble des nombres Réels

R : (les nombres rationnels et irrationnels )

Ensemble des nombres complexes

= {a+ib/(a;b)eR?; i?

= -1}

> PROPRIETES

Si Alors

n =2k , keN n est un nombre pair

n=2k+1 , keN n est un nombre impair

n = a? , aeN n estun carré parfait
a’?<n <(a+1)* , aeN n n’est pas un carré parfait

n = bq , Q€L b divise n ( b/n) ou nmultiple b

a=bg+r ,0<r<b b ne divise pas a
Ip| # 1etD, ={£1; +p} p est un nombre premier
aANb=1 a et b sont premiers entre eux

> LES IDENTITES REMARQUABLES

(a + b)? = a? + 2ab + b?
(a— b)?> = a* — 2ab + b?
(a+ b)® = a3 + 3a®b + 3ab? + b3
(a— b)3 = a3 —3a®b + 3ab? — b3

a’ — b* = (a—-b)(a+b)
a® — b3 = (a— b)(a? + ab + b?)
a® + b3 = (a + b)(a®? — ab + b?)

n
(a+b)" = z Ckankpk
=)

a®—b" = (a—Db) Z ank-1pk
k=0

n
(a—b)" = Z(—nkcgan—kbk
k=0

n—1

a+ b" = (a+b) Z(—l)kan_k_lbk (n Impair)

x%" + q x" +

Forme canonigue :

~(x

a

2

() cen (21 (3]

> INEGALITES REMARQUABLES

|X| - |)/| < |x + yl < |X| + |y| L’inégalité triangulaire |1_1:73| < ||1_Z|| ||7|| L’inégalité de Cauchy-Schwarz
x| <r & —-r<x<r & x€|[-rr]
x| >r © x<-rou x=>r & xe|-o;—r|U|[r;+o[

2 Z_y — /x2+y2 : | _“+b|< b-a
(V(x,y)eR%) , x < < Jxy < < =<y Vxela;b] , |x <

2 2
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> SIGNE ET FACTORISATION DU TRINOME : P(x) = ax? + bx+ ¢

Discriminant A= b%*-4ac (a # 0)

P A>0 A=0 A<O
S= {—b+\/Z ;—b—\/K}
Solutions de P(x)=0 L = @ S= {— 2%} S=0
xXq + x2=—a et x1><x2=a

Factorisation de P(x)

P(x) = (x — x1)(x — x3)

P(x) = a(x+%)2 ><

) X —00 X1 X +o0
Signe de P(x) Signe de @
P(X) Signe de @ 0 Signe de(—a) 0 Signe de @
> SIGNE DE BINOME ax+b (a#0)
X —o0 _b +o00
ax + b signe de (—a) 0 signe de a

> DOMAINE DE DEFINITION D’UNE FONCTION : Soient P et Q deux polynémes

f une fonction définie par : Domaine de définition de f :
f@) = P(x) D, =R
f(x) = cos(x); f(x) = sin(x) Dr =R
f(x) = tan(x) Df =R— {% + km / keZ}
f(x) = Arctan(x) Dy =R
f(x) = In(x) Dy = ]0; +oo]
f(x)=¢e* Df =R
& =20 Dy = (xeR/Q(x) % 0)
f(x) =P(x) Dy = {xeR/P(x) = 0}
f(x) = In(P(x)) Dy = {xeR/P(x) > 0}
P(x)
flx) = o) Dy = {xeR/Q(x) > 0}
flx) = Zix; Dy = {xeR/P(x) = 0 et Q(x) > 0}
P _ P
fx) = 0 Dy = {xeR/Q(x) >0etQ(x)# 0}
f(x);xel B
{ Fx) Df=(DnI) U{x,}
filx); xel .
LEor v D=0 D UD,N))

- ary (5 padl -Elan R ro .%.} \‘6 r\g‘ sl \f:l r.)T CJ“ .‘jf (’\fﬁ\
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> SOMMES - PRODUITS

n

Za=(n—p+1)a nmn+1) Zkzzn(n+1)6(2n+1)

le(n + 1)2 . 1-— qn—p+1
4 (k+1) Tnt1 1—¢q
n

2k +1) = (n+ 1)? aZxk
0

k=p

n

k=1x2x3X..xn=n!( nfactorielle)
k=1

n
kxkl=m+1D!—1 ZC,’:=C,?+C%+---+C£l=(1+1)"=2”

n

i
Zn:(xk +}’k)=ixk +i}’k zn:(ukﬂ_uk):unﬂ—up Hu::H:%
k=p k=p k=p = B .
(222 () ([T)~T T
k=1 k=1

k=1 k=1

p+d)

p+(p+r)+(p+2r)+---+d=(¥+1)( 5

_n(n+Dnn+1)  n*(n+1)>2

/S iy )
. aﬁ'f“'“ /

AT 0907 Yoo o,
sl |

‘-‘kﬂm,u_ L

""‘-H.
".'
ol Cya s Sl

"-‘-‘5;.-&,_..,3_,
C “f}ﬂ-‘-"’/—J
ol M) aB LN

Muh_ﬂ.:.ﬂ -
spkalatl &) 5 &:uli

Al
dis- ._,115--.

oasill 05 8 Sall & 5l L B3R Shaly e il Y
el sadll ae Saall 3L L Ga O plely dllae Saila
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LES AIRES - LES VOLUMES

La Forme Périmetre: P Aire ou Superficie: S
_hxb
T y, T2
riangle </ a\b P=a+b+c S=\1/p(p—a)(p—b)(p—6)
. ¢ S =5ABx AC sind
1 —_— — 1 —_— —_—
S=3 |det(AB,AC)| = > |AB A AC||
Rectangle
£ P=(L+1)x2 S=LxlI
1
Carré
c P=4xc S =c?
(<]
A L S=hxXxb
Paralld] A
= ANAB||
DT C
Losange Dxd
d P=4xa §="
b
Trapéze
a/ EN\c | P=B+a+b+c 5=—(B+§)Xh
B
Hexagone réguliére
R=a 3v3a?
Cercle
P = 2nR
Disque
’ P =2nR S = nR?
Domaine délimité par (Cy) _ o b
I’axe des abscisses et les droites ﬂ Sy = f fo)dx (pnA)
d’équations x =aetx =b > a
a b
Domaine délimité par les )
courbes (C¢) et (C,) etles /:\
droites d’équations x = a . A ; b
ot x b N 2 Si=| If) —gldx (un)
i I | a
a b
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S : Aire totale

S;. : Aire latérale

Sg : Aire de base

P : Périmétre de base

La Forme

Aire - Superficie :

S Volume : V

Parallélépipéde rectangle
a : Longueur

S =SL +ZSB
= 2(ab + ac + bc)

b : largeur
¢ : Hauteur B g S, =Py Xc V=SXh=aXbXc
_ S Sg=axbh
Cube i S =5, +25; = 6a2
a: Aréte [ . )
| d SL=4a V=S;xh=ad3
A R _ 2
- a SB =a
a
Tétraédre A
S = SL + SB
S, =PgXh 1
c LoOF V=38 xh

1 —_— —
SB = SBCD = E”BD /\BC”

Prisme droit

qa S = SL + ZSB
1
h S, =Pgxh V =Spx h=abh
"""""""""" SB = SBCD
Cylindre droit
S = SL + ZSB
Sy, = Pgp X h = 2nRh V=S;Xxh=m.R*h
SB = T[.RZ
CoOne droit
S, = mRm V=in.RLH
3
SB = T[RZ
Sphere /
— S = 41 R* V= fn R3
b, -;/ 3
Pyramide réquliere S=S5,+Ss
P -demi périmétre
p= lP a? 1
2" B S, =pm=p b2 —— V=—p.r.h
4 3
Sg = pr = 3ar
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Coin droit o
rectangulaire e §$=5+Sp

S, = VAR + b7 + R + (a — c)? V=%bh(2a+c)

SB=ab

S=SL+ZSB

(S

i=1

Ellipsoide

ls»u A5 ) s sl gy Sl oy Sl il g )
A eSS s 8
&_.‘.A-\H | Jgd Sy e
R plslall Jp2d 4 00
T S—— - Aouiall Joiad 4 10
! el_p‘\H C\)_L\ S5 o

-b—"mv’h‘“ el o S e
s O Pl o Oy JatN 4y
: eladl Ji
iy dalais oy oo PloM o e Jo ot S ) e Jal il
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SIGNES ET

SYMBOLES

Ensemble des nombres Entiers Naturels

Equivalenta ( Equivaut) ( si et
seulement si )

Ensemble des nombres entiers relatifs

Pour tout ( quel que soit)

Ensemble des nombres Décimaux

Il existe au moins

Ensemble des nombres Rationnels

Il existe un seul (unique)

Ensemble des nombres Réels

Valeur absolue

Ensemble des nombres complexes

déterminant

Ensemble vide

Delta , Discriminant

Appartient a

norme de U

N’appartient pas a

Vecteur AB

Inclus

Vecteur nul

n’est pas inclus

Segment AB

Intersection

Droite AB

Union

Distance AB

Le complémentaire de A dans E

Arc AB

Ensemble des parties de E

n factorielle

Egal

Intervalle a b fermé

Différent

Intervalle a b ouvert

Presque ( a peu pres égal)

Intervalle a b demi-ouvert a droite

congrue

Intervalle a b demi-ouvert a gauche

Plus grand que (strictement supérieur a)

Plus infini

Plus grand (supérieur) ou égal a

Moins infini

Plus petit que(strictement inférieur a)

(0,7,])

Repere de plan

Plus petit(inférieur) ou égal a

)

parenthese

Plus

[ 1.{ 3

Crochet , accolade

Moins

sina

Sinus de «

Multiplié par

cosa

Cosinus de a

Divisé par

tana

Tangente de a

Implique que

cotana

Cotangente de a

n
zxk:x1+x2+“'+xn
k=1

Somme des n éléments
X1;X2; o5 X

n

| |xk=x1><x2><...><xn

k=1

Produit des n éléments
X1;X2; o5 Xp
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LETTRES GRECQUES

Majuscule E

Minuscule €

Prononciation epsilon

Majuscule

Minuscule

Prononciation [ sigma

LOIS DE COMPOSITION

Symbole * T 1

Prononciation Etoile Antitruc

=)
\
A

l
/J B o=
Vi R,

-"‘ M:;’Whﬂﬁl 7710 ey
T 12560 o, (
‘I'HTJ‘-.-PWA,"'},g’_::‘_ '

el g eladl a3 L
T okl g addadll G 3 AN L
el Al 53N G 3 AN L
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