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Exercice 1.
Montrer la convergence et calculer la valeur des intégrales :
(s e _f+°° 1 . _f+°° tIn(t)
Il_fo t3e~tdt; I, = 1 —tmdt, I; =  @r1e
Allez a : Correction exercice 1
Exercice 2.
Les intégrales généralisées suivantes convergentes ou divergentes ?

+00 2 +oo
I =f In(t) dt; I, =f In(t) dt; 15 =f e dt; 1, =f e‘tzdt;ls =f
2 0 0

——dt
0 o (t*+ DVt
i oo 1 1 oo 1
Ig = f In(sin(t)) dt; I, = f (1 — cos (—)) dt;lg = f sin (—) dt,ly = f In (cos (—)) dt
0 2 t 0 t 2 t
Allez a : Correction exercice 2

+ oo + 00 t5

1

T

Exercice 3.
Etudier la convergence des intégrales :
I - j+°° dt L f+°° arctan(t) it
Y7), tn(e)2' 2 ), t2+2t+7
Allez a : Correction exercice 3

Exercice 4.
Etudier la convergence de I’intégrale
+oo tx + t2—x
= jo P
Selon les valeurs de x € R
Allez a : Correction exercice 4

Exercice 5.
Soient a et b deux parametres réels. Discuter selon leurs valeurs de la convergence de

]+Oo dt
2 te(n(®)?
On pourra :

a) Lorsque a # 1, utiliser les regles de Riemann.
A dt

b) Lorsque a = 1, calculer explicitement J, ()P

pour A réel destiné a tendre vers +oo.

Allez a : Correction exercice 5

Exercice 6.

1. Soit @ > 0. Montrer que I’intégrale | ;m S:EJE? dt converge.

© Ccos

- Oft) dt converge (intégrer par partie).

2
—® gt diverge (linéariser sin? (t))

En déduire que f1+

0 cos

2. Montrer que f1+

oo |sin(t)
t

Verifier que quand t — +oo

En déduire que f:

|dt diverge.

cos(t) B cos(t) N cos?(t)

vt vt t



e} 0 2
+0c0 cos(t) dt et f0+ (cos(t)_l_cost(t)

Mais que pourtant fl 7 7 )dt ne sont pas de méme nature.

Allez a : Correction exercice 6

Exercice 7.

1. Démontrer la convergence de I’intégrale fo InGe )d

2. Montrer que, pour tout x € ]0,1[, % <In(x) <x—1.

3. Pour X €]0,1[, démontrer I’égalité :
jX xdx ]XZ dx
In(x) o In(x)

221 dx et montrer que

4. En déduire un encadrement de fo o

-1
L TG dx =1n(2)

Allez a : Correction exercice 7

Exercice 8.
Soient f et g deux fonctions continues et strictement positives toutes deux définies sur un méme intervalle
[a, b[ (ou b peut-étre un réel ou désigner +oo), équivalentes au voisinages de b.

On sait bien sOr que les deux intégrales f:f(t)dt et f(f g (t)dt sont de méme nature.

Montrer que si ces intégrales convergent, alors f: f(t)dt et f: g(t)dt sont équivalentes lorsque x tend vers

b par valeurs strictement inférieures.
Allez a : Correction exercice 8

Exercice 9.
Soit/ = [ ln(t) _dt avec a > 0.
Pour tout € > 0 et pour tout X > 0 on definit: I, x = ng tlznf;)z

1. Montrer que I est une intégrale convergente.

2
2. A T’aide du changement de variable t = a; montrer que :

a2
21In(a) a 21n(a) a x In(t)
I x = — " arctan ()—() + . arctan (E) + fa_z tz-l-—azdt
&

3. En faisant tendre ¢ vers 0 et X vers +oo dans 1’équation ci-dessus et en déduire une relation vérifiée par
1, puis la valeur de I.
Allez a : Correction exercice 9

Corrections

Correction exercice 1.

[ ]
tllrllm t?2xt3et=0

D’aprés les régles de Riemann t*f(t) — 0 en 4+ avec a > 1 montre que I; converge.
On cherche une primitive de t — t3e~¢ de la forme

F(t) = (at® + bt?> + ct + d)e™*

F'(t) = (3at?+ 2bt +c)e t — (at3 + bt? + ct + d)e™t
=(—at?*+Ba-b)t>?+@b—c)t+c—d)e*
2



—a=1 a=-1
3a—b=0 b=-3
2b—c=0")c=-6
c—d=0 d=—-6

(—at3+ Ba—-Db)t>?+@b—c)t+c—d)et=tlet &

X
j t3etdt =[(—t3—3t2—6t—6)e t|¥ = (—X3—3X2—6X—6)e X+ 6 >5,,00 6
0

I,=6
Allez a : Exercice 1
e Lafonction est positive
1 1
VEZ+1 Tt

Il s’agit d’une fonction de Riemann intégrable « = 2 > 1
On fait le changement de variableu = t? + 1 © t = Vu dans l’intégrale

X
jl z:\/t2 +1 f t2Vt2 +1
On retrouve « presque » du = 2tdt au numérateur
t=1=2u=12+1=2 et t=X=>u=X%?+1

jX tdt 1}" 1 du
1 tWt2+1 2, (u—1DVu
On fait le changement de variable v = Vu © u = v?, du = 2vdv

u=2=v=+2 et u=X+1=2v=yX1+1

1fX2+1 du _1J”X2+1 2vdv _f“XZ“ dv
2),  @w-1DVvu 2Jp @-Dv Jz; vi-1
1 1
1 _ 1 __2 . "2
v2—1 @Ww-Dw+1) v-1 v+1
VXZ+1 X2+1 VXZ+1
d 1 T -1
f 217 =f ( - )dvz[lnlv—ll ln|v+1|]X+ [ln ]
vz v:i—1 vz v—1 v+1 + 1l 7
ﬁﬁ17—1‘1 vi—w
=In|-—————-1In
VXZ+1+1 V2 +1
1 1 1 1
X1+ -% 11
vxb+1—w 1 < X2 X) TR
n =In|——|->
L Y R 1+ +2
X2 7TX xXz2TX
2
2—1 +1 V2 -
—In Vﬁ ‘ h1<v_ ) In (v2-1) =2In(vV2-1)
V2 -1 V2+1)(vV2-1)

Donc I, = 2In(v2 — 1)
Allez a : Exercice 1
e Il yadeux probléemes, unen 0 et un autre en 4oo.

~ tin(t)

e
Donc la fonction a intégrer est prolongeable par continuité en 0, elle est intégrable
En I’infini

tIn(t) In(t)
2+ 12 3




2 ln(t) ln(t)_)0

3 t
D’apreés les régles de Riemann t*f(t) -, 0 avec a > 1, la fonction est intégrable. On pose
X
e X = tIn(t) it
3(6,X) = o (£2+1)2
Puis on fait une intégration par partie
X tin(t)
fe (t2+1)2 dt
1 1
W = (t2+1)2 u(t) = -3 %X &g
v(t) = In(t) v'(t) = %
X tin(t) 1 _Lx L
fe (tz_l_l)zd = [__ ( 2) fe t(t2+1) dt
X X X
tIn(t) [ 1 1
— ln(t)] + —f ——dt
c (t2+1)2 +1 e 2J. t(t?+1)
1 1 1 1% t
= —=X———In(X X ——— l (— — —) dt
"X xr gy r® F X gn(@ g L t 2+1
1 1 1 1 X
- _= - —=In(t?+1 ]
o X g 000 + 5 X n(E) + 5 [In(®) =5 In* + 1) E
1 1 1
=—= ><
—3 XZ n 1ln(X) + = ln(e)
1 1
+ E(m(X) — S + 1) ~ In(e) - —ln(62 + 1))
1 1 1 1 X 1
—3 XZ ln(X)+ ln(e)( 711 +2n\/X27_|_1 4n(e +1)
1 1 1
=-3 X2 n 1ln(X) ——ln(e) o —ln ——ln(e +1)
1+ XZ
Maintenant il n’y a plus de forme indéterminée compliquée, la limite est nulle
13 == 0
Remarque :
Il existe une bonne ruse pour cette intégrale sachant que I’intégrale converge on peut faire le
. 1 du
changement de variable t = —eou= dt =—0
t=0">u=+w
t=4co>=>u=0
1 1
T tIn(t) 0 —lIn (ﬂ) du t°1 —In(w) du
o | [ ()1t
o (@2+1) +°°(l+1) u o U(l+u u
uz U2
1 In(u *° uln(u
:_f 3 (22du=—f 2()2du=—13
o ut(d+u?) o W?+1)
T uE
Doncl; =0

Allez a : Exercice 1



Correction exercice 2.

e |l yaunprobléme en +oo, soit on sait qu’une primitive de In estt — tIn(t) — t et cette primitive tend

. . . . N . 1
vers 1’infini, soit on applique les régles de Riemann en +oo0 avec a = ;= 1

t% In(t) » +o
1, diverge.
Allez a : Exercice 2
e Il'yaunprobléme en 0, soit on sait qu’une primitive de In estt — tIn(t) — t et cette primitive tend
vers une limite finie 0 donc I’intégral converge, soit on applique les régles de Riemann en 0 avec

a=l<1
2

1
tzln(t) » 0
I, converge.
Allez a : Exercice 2

I3 converge.
Allez a : Exercice 2
e Probléme en 4+
t2e~t 5 0
D’apres les régles de Riemann x*f(x) — 0 avec a > 1 entraine que la fonction est intégrable en +oco
Allez a : Exercice 2
e |l yaunproblemeen0etunen+o

En +oo
t° 1
4 ~Vt=—
Il s'agit d’une fonction de Riemann avec a = —% < 1 donc I’intégrale I5 diverge (ce qui est évident, si

on essaye d’intégrer t — ~/t on voit clairement le probléme en +0). I, diverge.
Du coup il est inutile d’étudier I’intégrabilité en 0 mais cela ne posait pas de probleme
t5 t5

( + DVE NE

La fonction est prolongeable par continuité en 0.

Allez a : Exercice 2
e Il yadeux problémes unen 0 et unautreen
En O

In(sin(t)) = ln(t + o(t)) = ln(t + o(t)) = ln(t(l + 0(1)) = In(t) + ln(l + 0(1)) ~ In(t)
On applique les regles de Riemann en 0 avec a = % > 1

2
2

Z1n(t) > 0
L’intégrale converge en 0
Enm,onposeu =m —t — 0(c’est mieux que u =t — 1)
In(sin(t)) = In(sin(u — m)) = In(sin(u))
Comme précédemment 1’intégrale converge.
Finalement 1’intégrale I converge.
Allez a : Exercice 2



e Il yaunproblemeen +c

oG-t

11 s’agit d’une fonction de Riemann avec @ = 2 intégrable en 4o0. I, converge.
Allez a : Exercice 2

e |l yaun probleme en 0, mais attention on ne peut pas faire de développement limité de t — sm( ) car
la variable = - tend vers I'infini. On pose Ig (e) = f sin ( ) dt, puis on fait le changement de variable

u=—(:>t=—,dt=——2.t=6:>u=—ett=1:>u=1
t u u €

Ig(e) = J: sin (%) dt = j;% sin(u) (— i—?) =— ffsir;(zu) du

n(u)

% — +o0 il s’agit de voir si la fonction u —» —— est mtegrable en +oo

sm(u)

u? _u2

1n(u)

Il s’agit d’une fonction de Riemann avec @ = 2 > 1 intégrable en +oo donc la fonction u — est

absolument intégrable en 400 donc intégrable et I converge.
Allez a : Exercice 2

e Attention il y a deux problémes en2 — parce que cos <2> = CoS (g) = 0 et un autre en +oo

T

En—onposeu=t——=>t=u+—
A Vs Vi

1 ( (1)) 1 1 1 1 l T 1
n{cos|—))=In|{ cos =In|{ cos| =—— | | =In| cos| =
t 2 2(, .1 2142
u+n n(1+2u) S u

=In <cos <2 <1 — %u + o(u)>)> =In <cos (% — %Zu + o(u)>>
2 w2 2
=In (sin (Tu + 0(u)>> =1In (Tu + o(u)) =In (T) + ln(u + o(u)) ~ In(u)

1
uzln(u) » 0

Lorsque u tend vers 0, d’apreés les régles de Riemann si u®*f(u) — 0 avec a < 1 alors la fonction est
. s 1 - 2
intégrable en 0 donc ¢t = In (cos (?)) est intégrable en -

m<cos<%>>m(l<?1o<é>)%w@m—;

Il s’agit d’une fonction de Riemann intégrable en +oco aveca = 2 > 1
Allez a : Exercice 2

Correction exercice 3.
e |l yaun probleme en +c0. Malheureusement les régles de Riemann ne marchent, essayons quand méme
Convergence



1 t(Z—l
t® = -0
t(n(0)?  (n(0)?
Impose que @ < 1 mais pour utiliser la regle de Riemann concluant & la convergence en +oo il faut que
a soit strictement supérieur a 1
Divergence

1 ta—l
t* = -
t(n())?  (In(6))?
Impose que @ > 1 mais pour utiliser la regle de Riemann concluant a la divergence en +oo il faut que «
soit inférieur ou égal a 1.
Dans ce cas on fait autrement
X odt 11 1 1 1
W= [ e is] = et o
, t(n(t))? In(t)l, In(X) In(2) In(2)
Donc I; converge.
Allez a : Exercice 3

e t2+ 2t + 7 n’est jamais nul

+oo

T
arctan(t) 7 T
tZ2+2t+7| 2 2t2
11 s’agit d’une fonction de Riemann intégrable en +oo avec @ = 2. Donc I, converge.

Allez a ; Exercice 3

Correction exercice 4.
Il'y a deux probléme, un en 0 et un +oo
Eno, t3++/t ~+t
Six>2—xox=>1,alors t* + t27* ~ ¢27%
Donc
tX 4 t2x 20X 1

1:3-|'\/z \/E _tx_%

. . . . . 5
11 s’agit d’une fonction de Riemann convergente (en 0) si et seulement si x — g <lex<:

x=>1 et x< g Il y a convergence pour x € [12[
Six<2—x&x<1alorst¥ + t27% ~ t*¥
Donc
t*+ 27 t* 1
(VT VT ex
Il s’agit d’une fonction de Riemann convergente si et seulement si %— x<lex> —%

1 . 1
x<1 et x>—7 .IIyaconvergencesme]—z,l]

. . . . 15
Finalement il y a convergence en 0 si et seulement si x € ]— 5,5[

En 4o, t3 +t ~ t3
Six<2—xox<1,alorst* + ¢t27% ~ t27%
Donc
tX+ 27 7Y 1
t3 + ¢ T3 T pxHl
11 s’agit d’une fonction de Riemann convergente (en 4+) si et seulementsin+1>1n >0
x<1 et x>0.ilyaconvergence pour x € ]0,1].
Six>2—xox=>1,alorst* +t2™* ~ t*




Donc
t+ 2t 1
Teve E
11 s’agit d’une fonction de Riemann convergente (en +00) si et seulementsi3 —x > 1 e x < 2
x=>1 et x<2.llyaconvergencesix € [1,2]
Finalement il y a convergence en +oo si et seulement si x € ]0,2[

I; converge si et seulement si x € 10,2[ N ]—%g[ =10,2]

Allez a : Exercice 4

Correction exercice 5.

a)

b)

Sia > 1,onchoisita € ]1,a[
1 ta—a
a —_
H @y ~ @y °

Lorsque t — +oo
D’apres les régles de Riemann I’intégrale converge en +oo car a > 1
Sia < 1,onchoisita € ]a, 1]
1 ta—a
t* = +
en@?  @®)y

Lorsque t — +oo
D’apres les régles de Riemann I’intégrale diverge en +oo car a < 1
Sib=+1

—b+1
dt = f(ln(t))‘b X %dt = % +K

1

j t (In(6))?

Si-b+1>0eb<1
(In(®)™"*" > +oo
Lorsque t — +oo alors I’intégrale diverge
Si-b+1<0eb>1
(In(£))~*** >0

Lorsque t — +oo alors I’intégrale converge
Sib=1

dt
Jtln(t) = In(in(t)) + K » +o

Lorsque t — +oo alors I’intégrale diverge.

Allez a : Exercice 5

Correction exercice 6.

1.

Ora + 1 > 1, donc il s’agit d’une fonction de Riemann intégrable en +oo, donc t —

Il'y a un probleme en +oco
1

—'ta+1

sin(t)
ta+1

sin(t)
ta+1

est absolument

intégrable et donc intégrable.

+X sin(t)
J; ta+1 dt

’ 1 —a— -a
u(t)=ta+1=t “t u(t):t__a
v(t) = sin(t) v'(t) = cos(t)




X sin(t) = X X(t*
f1 a1 dt = [__asm(t)]l - fl (—a)cos(t) dt
Xsin(t) IR L sin(X) sin(1) 1 [*cos(t)
f e dt = __—asm(t)_1 +Ef1 t~%*cos(t) dt = — T + - +E_].1 —a
Soit encore
X o3 - X X . . X
sin(t) t* 1 B sin(X) sin(1) 1 (% cos(t)
f ot dt:_—_aSln(t)_1+Eflt *cos(t) dt = — X T g +Ef1 v
X cos(t) Xsin(t) sin(X)
jl r dt = f Tt dt + Yo sin(1)
Les termes de droites admettent une limite lorsque X — +oco donc f1+°° Cotsf) dt converge.
2.
cos?(t) 1+4cos(2t) 1  cos(2t)
t 2t 2t 2t
X cos(2t) 1 (** cos(u) 1 (** cos(w) 1 (*cos(u)
dt == du =— du + = u

En faisant le changement de variable u = 2t
.y — ~ . 2 -z
La premiére intégrale converge grace au 1. et la seconde est finie donc %(tt) est intégrable en +oo, et
2
comme % n’est pas intégrable en +oo (fonction de Riemann avec a = 1) par conséquent %@ n’est pas

intégrable en +oo (la somme d’une intégrale divergente et d’une intégrale convergente diverge).
Comme |cos(t)| < 1 ona cos?(t) < |cos(t)| et donc
cos?(t) - |cos(t)]

t t
La premiére fonction n’étant pas intégrable en +oo la seconde ne 1’ai pas n’ont plus. Autrement dit
+o0 |cos(t) .
/; T| dt diverge
cos(t) . cos?(t)
NG + cos(t)
=1+ -1
cos(t) VE
Vit
Donc
cos(t) cos(t) cos?(t)
Vit vt t
+00 cos(t) A
fl 7 dt converge grace au 1.
2
%ﬁt) + 250 ot 1a somme d’une fonction intégrable en +oo et d’une qui ne ’ai pas donc
400 (cos(t) , cos?(t) .
J; ( Tt ) dt diverge.
Remarque :

Le résultat qui veut que deux fonctions équivalentes en 4oo soit de méme nature nécessite que ces deux
fonctions soient de signes constants (positif dans la cours, mais pour négatif cela revient au méme) or
ces deux fonctions sont parfois positives et parfois négatives.

Allez a : Exercice 6

Correction exercice 7.
1. llyadeux probléemeenOeten1
EnO:
x—1
In(x)

-0




D’aprés les régles de Riemann en 0 si x*f (x) — 0 avec a < 0 alors la fonction est intégrable en 0.
Enl onposet=1—-—x—-0

x—1 —t —t 1

= = — - 1

In(x) In(1-t) —-t+o(t) 1+0(1)

La fonction est prolongeable par continuité en 1 par £(1) = 1 donc la fonction est intégrable.
2. ATl’aide de la formule de Taylor-Lagrange appliquée a la fonction f(x) = In(x) il existe c € ]x, 1] tel

que

fG)=fD)+&x-1f"()
In(x) =(x—-1) x%

x—1 x-—1

1 1
r<c<<lel<-<-x—-1>

Cc X C X
Car x — 1 < 0, on en déduit que

X
x—1>ln(x)>T

3. On fait le changement de variable t = x2, dt = 2xdx,x =0=>t=0etx =X = t = X?

Xxdx__1j“2 dt "1fX2 dt __fxzcﬂ __f”zdx
0 In(x) 2 0 In(t2) 2 0 2In(t) 0 In(t) o In(x)

Xy —1 X x X q X X 1 X
jo In(x) dx = _I;J In(x) dx = ,];, In(x) dx = ,](; In(x) dx — ,I;) In(x) dx = L In(x) dx
A partir de

x—1

<Iln(x)<x-1

Endivisantparx —1 <0
1 1 X

> >
x—1" In(x)” x-—1

X2y X 9 X 1
< <
L x—1dx_fX ln(x)dx_L x—ldx

fﬂ ~_d —fﬁx_1+1d —fﬁd-+fﬂ L gx—xroxem(E
Cx—10 7 Tx—1 T, T =T "X -1

=XX-1+In(X+1)

X2 1
f dx=In(X+1)

On en déduit que

X Xx—1
X@FinMX+DSL'EGYu=L1M@dxsm@+n

En faisant tendre X vers 1on trouve que

Ix -1
—[0 0o dx = In(2)

Allez a : Exercice 7

Correction exercice 8.
On pose

b b
F(x)=f f()dt et G(x)=f g(t)dt

X

10



D’aprés le théoréme des accroissements finis généralisés (pour deux fonctions), entre x et X > x, il
existe ¢ € |x, X[ tel que

(FG) - Jim F(X)) 6'(c) = (660 = Jim FOO)F'(cy)

Ona
F'ix)=—f(x) et G'(x)=-g)
Et
)}LIE—F(X) =0 et ;}LT—F(X)
Donc

F(x)g(cx) = G(X)f(Cx)
Comme f et g sont équivalentes au voisinage de b, il existe une fonction e tendant vers 0 lorsque
x — b~ tel que
% =1l+elx) e f(x) = g(x)(l + e(x))
Donc
F(x)g(cx) = G(x)g(cx)(]- + G(Cx))
g ne peut étre identiquement nulle lorsque 1’on s’approche de b~ sinon f et g ne peuvent pas étre
équivalente, bref on simplifie par g(c,)
F(x) = G(x)(l + e(cx))
Commec € |x,b~[
lim e(c,) =0
x—->b~
Ce qui montre que F ~ G
Allez a : Exercice 8

Remarque :
En 1988 c’est tombé a I’agrégation de mathématiques, il n’y en a pas un sur dix qui a su faire !

Correction exercice 9.
1. Eno, L2® _In®

t2+4+q2 ~ aZ
tz lr;(t) 0 et < 1, d’apres les régles de Riemann, 1’intégrale f (t) dt converge.
ln(t) fomna (t) _dt converge.
Ln(t) In(t)
En +oo. ~—=
t?+a? t?
3 co
tig - 0et 5 > 1, d’apres les régles de Riemann, I’intégrale f+ h;gdt converge.
ln(t) ln(t) d
Flnalementl converge.
a?
_ e ne _ (%)
2. dt= -2 dx et el T @,

x2
2 2
3. Sit=salorsxza?etsw:Xalorsx:a;

11



2

aYZln(a) —In(x)
_fz 2 2 dx
a a+x

&

£ 5+ £

a? 1 a’ a?
X In(t) x (7) a? X In(a?) —In(x) { a?
IS,X:f tz_f_azdt:j‘;z p X2 dxzﬁlz a2 T2 dx =
€ = 2 (F + 1) a?

a? a? a? a?
x 1 X In(x) 1 \1X X In(x)
= —21In(a) Ja_z mdx + fa_z mdx = —21In(a) [Earctan (E)]%Z fa_z mdx
& & &
aZ
In(a) a In(a) a x In(x)
= -2 m arctan (}) + 2 . arctan (E) + ja_z mdx
&
aZ
. a? . a? . ~ In(x) 0 In(kx)
4. Limg g+ — = +oetlimy,,—=0donclim .o+ [F——=dx = [  ——Zdx=-I

X—>+00 o
lim,_,,+ arctan (g) = get limy_, . arctan (%) = arctan(0) =0
En faisant tendre € vers 0 et X vers I’infini dans la relation ci-dessous on a :
! 2xIn(a)

a 2

D’ou
_ln(a)n
a2

Allez a : Exercice 9
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