Géométrie dans le plan +Fomesoutra.com
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Exercice 1.
Soit D la droite passant par le point A (3, —1) et de vecteur directeur i = (3, —4).
1. Déterminer la distance du point M, (1,1) a la droite D.
2. Déterminer le projeté orthogonal de M, sur D.

Allez a : Correction exercice 1 :

Exercice 2.
Soit D la droite du plan d’équation 2x — y = 3. Soit M, (—1, —1) un point du plan
1. Déterminer la distance du point M, a la droite D.
2. Déterminer le projeté orthogonal de M, sur D.

Allez a : Correction exercice 2 :

Exercice 3.
Soit (0,1,]) un repere du plan. Soit D la droite d’équation x + y = 1, soit A (a, b) un point, déterminer
I’image de A par la symétrie orthogonale par rapport & D, on notera s cette symétrie.

Allez a : Correction exercice 3 :

Exercice 4.
Soit D la droite du plan passant par le point M, (1, —1) et dirigée par le vecteur u = (2,3).
Déterminer le symétrique d’un point A (a, b) par rapport a la droite D.

Allez a : Correction exercice 4 :

Exercice 5.
Montrer que I’ensemble des z € C tels que soient alignés les points d’affixe z, iz et i est un cercle de centre

11
Q (5,5) dont on donnera le rayon.
Allez a : Correction exercice 5 :

Exercice 6.
1. Soitv € R?.
a. Montrer qu’il existe v+ € R? tel que pour tout w € R?, ’on ait :
det(v,w) =<vit,w >
(ol < vt,w > est le produit scalaire de v+ et w).
b. On suppose v non nul. Montrer que (v, v1) est une base orthogonale.
2. Soient A, B et C des points d’affixes respectives a, b et c.
a. Exprimer det(4B,AC) a I’aide de a, b et c.
b. A quelle condition sur a, b et c les points A, B et C sont-ils alignés ?
Allez a : Correction exercice 6 :

Exercice 7.
Soit A € R et A, B deux points du plan, déterminer 1’ensemble des points M tels que :
AM.BM = A
Selon les valeurs de A.
On pourra faire intervenir I le milieu de [A4, B].
Allez a : Correction exercice 7 :



Exercice 8.
Soit h une homothétie de rapport k et A’ une homothétie de rapport k' et de centres respectifs Q,
d’affixe w, et ', d’affixe w’.
1. Soit t une translation de vecteur 1. Montrer que les composés h o t et t o h sont des homothéties
de rapport k.
2. Sikk' # 1, montrer que h o h’ est une homothétie de rapport kk’ et que les centres de h, h' et
h o h' sont alignés.
3. Sikk’ =1, montrer que h o h' est une translation.
Allez a : Correction exercice 8 :

Exercice 9.
Soit z € C. Soient M, d’affixe z, N, d’affixe iz et P d’affixe 2i.
Montrer que si M, N et P sont alignés 1’ensemble des points d’affixe z sont sur un cercle de
centre Q d’affixe 1 + i, et dont on précisera le rayon.
Allez a : Correction exercice 9 :

Exercice 10.
On rappelle que
2im _
j=e3; j2=j etque j3=1
Soit r une transformation du plan qui a un point M associe le point M' d’affixe M' = r(M) d’affixe
z'=—j?z+1+j?
Soit s une transformation du plan qui a un point M d’affixe z associe le point M' = s(M) d’affixe
z'=—j?Z+1+j?
1. Montrer que r est une rotation du plan dont on donnera 1’affixe du centre () et I’angle de la
rotation.
2. Montrer que Q est un point fixe de s.
Montrer que s est une symétrie orthogonale. (on ne demande pas 1’axe de la symétrie).
4. Calculer I’affixe z'" du point M"" = r o s(M), ou M est un point d’affixe z. Que peut-on en
déduirederos ?
Allez & : Correction exercice 10 :

w

Exercice 11.

On note A le point d’affixe 4 + 2i et O le point d’affixe 0.

Calculer les affixes des points B tels que le triangle OAB soit équilatéral.
Allez a : Correction exercice 11 :

Exercice 12.
On rappelle I’identification canonique de R? et de C par I’application affixe et sa réciproque :
RZ > C C - R?
(,y) » x+iy et zZ e (Re(z),lm(z))

1. Rappeler I’effet sur C des transformations du plan suivantes :
a) Pour tout a € C, la translation du vecteur d’affixe a.
b) Pour tout (a, 1) € C X R, I’homothétie de rapport A et de centre d’affixe a.
c) Pour tout (a,8) € C X R, la rotation d’angle 6 et de centre d’affixe a.
d) Pour tout (a, ) € C x R, la symétrie par rapport a un axe formant un angle 6 avec I’axe réel
et passant par un point d’affixe a.
2. Montrer que la composée de deux symétries est une translation ou une rotation.



3. Montrer que la composee de deux rotations est une translation ou une rotation.
Allez & : Correction exercice 12 :

Corrections

Correction exercice 1 :
1. Soit M (x,y) un point de D, les vecteurs AM et 1 sont colinéaires
det(AM, ) =

y+1 4| —4(x—-3)-3(y+1) =0 —-4x—-3y+9=0
Donc la distance de M, a D est
_|-4x1-3x1+9] 2

JZ+ (2 5

2. On appelle H ce projeté orthogonal et ¥ = (4,3) un vecteur orthogonal a D
AMy.v=(1-3)x4+(1+1)x3=-2

Et
AM,.7 = (AH + HM,).¥ = AH.D + HM,. % = HMo. D (%)
Comme H M, et ¥ sont colinéaires, il existe 1 € R tel que :
HMy = A0 (xx)

Ce que I’on remplace dans (*)

-2
—2=vlIP e 1=52
I71° = 4 = —
On remplace cela dans (xx)

, 4 x (=2) 33
25 25

3 x (—2) 31
L=Yn =3 LT

Allez a : Exercice 1

Correction exercice 2 :
1. D apouréquation2x —y—3 =0
2x(D-(-1-3] 4
V22 + (-1)2 V5

2. Soient H ce point,A (1, —1) un point de D et i = (1,2) un vecteur directeur de D

-7 -1 1
{AH//u {det(AHu)—O { yr1 2 @{Z(x—l)—(y+1)=0
MyH L u MyH.u =0 x+Dx1+@+1)x2=0 x+1+2y+2=0

o { 2x—y =3
x+2y=-3
2 =1 _
i S ]=5%0
Il s’agit d’un systéme de Cramer donc
( 3 —1|
|, _1=3 21_3
{ 5 5
22
-1 =31_77
V=""3 5

Donc H (z g)



Allez a : Exercice 2

Correction exercice 3 :
Soient A" = s(A) de coordonnées (a’,b"), I le milieu de [4,A’], B (1,0) un pointde D et = (—1,1)

un vecteur directeur de D. Les vecteurs BI et 7 sont colinéaires et les vecteurs AA’ et 1 sont
orthogonaux. On a

Soient A’ = s(A) de coordonnées (a’, b"), I le milieu de [A4,A'], B (1,0) un pointde D et i = (—1,1)
un vecteur directeur de D. Les vecteurs BI et 7 sont colinéaires et les vecteurs AA’ et 1 sont
orthogonaux. On a

( a+a 1 1
| - - I !
= o\ 2 _ a+a b+b
{det(Bl,u)_0@4 bry =0 ol —1+——=0
Adu=0 | 2 —a'+a+b'—b=0

\(@' —a) x (=1) + (' =b) x1 = 0
L1{a’+b’=2—a—b
Lyl—a"+b"'=—-a+b
L; — L, donne 2a’ =2 — 2b,soita’ =1 —betL; + L, donne 2b' = 2 — 2a,soith’ =1 —a.
Allez a : Exercice 3

Correction exercice 4 :
Soit H (a’, b") le projeté orthogonal de A sur D.
2(a’—a)+3('=b)=0

AH L1 AH.i =0 2a’ +3b" = 2a + 3b
- — e ' — = , ,
{MOH//a’ {det(MOH//u)zO Z'+1 §=0 e b o
2 3|_
|3 _2|_ 13
Donc il s’agit d’un systéeme de Cramer
|2a+3b 3 |2 2a+3b|
, 15 _9|l _4a+6b+15 o3 5 | _ 6a+9b—10
B —13 B 13 B —13 B 13
Soit A’ (a”,b"") le symétrique de A.
OA’ = OH + HA” = OH + AH
Donc
a2 g ket ODFIS  —Sa+12b+12
a =a a a==~14aa a= 13 a= 13
b b ah e p0e 9 =10 | 12a+5b—20
B B B 13 B 13

Allez a : Exercice 4

Correction exercice 5 :
Premiére méthode
Soit M le point d’affixe z, N le point d’affixe iz et A le point d’affixe i, ces trois points sont alignés si et

seulement si det(m, m) = 0, ou, ce qui est équivalent a ce que

Im((z—i)(iz—i))zO(:) Z—D(z-D€ER® @+D)iz=1) = (z—i)(=iZ+1) =0

sSilzI?-iz—z+1=-i|z?+iz—-Z+ 1 2iz|?-iz—z—-iz+Z=0
1—i 1+
S2izP+(1-Dz-(1+i)z=0s |z|* + T Z— T z=0
, —l—i_ 1 , l+i_ 1-i
S |z + zZ— z=06& |z|* = zZ+ z

2 2 2 2



2 1+ i) 1+ 1-i 1-i  1+i_ (Q+d0-9)
|, _ —(,_ = _ — 12 — _ =
lom] _|Z (Z 2 )(Z 2 ) 2l = 4
_1+i_+1—i 1—-1i 1+i_+(1+i)(1—i)_1+1_1
ST T ATt 4 ~Ta
Donc I’ensemble des solutions est le cercle centre () (1, l) de rayon =
2’2 V2

Deuxiéme methode
Soit M le point d’affixe z, N le point d’affixe iz et A le point d’affixe i, ces trois points sont alignés si et

seulement si AM et AN sont colinéaires, ce qui équivaut a ce qu’il existe 1 € R tel que

o . . . . i(1-2)
AM=MN&ez—i=Miz-i)oz—-ilz=i—-il& z= =)
., 14+ |i=2) 14 [2i0=-D-1+)A—1)
[ = |z~ = =3 5 = .
2 1— A 2 2(1 — i)
1 20— D) - —=-2Ai+i+ 1) 1 —1-2+i(2—-21+1-1)
) 1—2i ) 1-2Ai
112400 -] 1A =2+ A +D?2 VI 22+ B+ 1+ 21+ 22
2 1— 2 2 V1+2A2 2 V1+ A2

V2422 2N1T+ 21
C2VIFE 2VIHAE V2

Et I’ensemble des points est le cercle de centre () (%, %) et de rayon \/%

Allez a : Exercice 5

Correction exercice 6 :
1. Onposew = (x,y) et v = (a, B) on cherche v+ = (a, b) tel que
a.
a X
det(v,w) =<vi,w>o |,3 y| =ax+byeay—pfx=ax+by o
=(@a+pB)x+b—-a)y=0
Pour que cette égalité soit vraie pour tout w = (x, y), on doit poser

vt = (=B a)
b. <wv,vt>=a(—p) + pa = 0, ces deux vecteur sont orthogonaux, ils ne sont pas
proportionnels par conséquent ils forment une base orthogonale du plan.

a.
det(4B,AC) = Im ((b —a)(c— a)) = Im(bc — ba —ac + |a|?) = Im(bc — ba — ac)
b. Les points A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et BC sont colinéaires,

autrement dit si le déterminant de ces vecteurs est nul, la condition nécessaire et
suffisante recherchée est

Im(Ec—Ba—Ec) =0 bc—ba—dc € R bc—ba—dc=bt—ba—ac
© bc — bt + ba — ba + ac — ac = 0 & 2ilm(bc) + 2ilm(ba) + 2ilm(ac)
=0 Im(Ec) + Im(ba) + Im(ac) =0
Allez a : Exercice 6

Correction exercice 7 :
AM.BM = A & (4l + 14). (Bl + TM) = A & A1.BI + 41.TM + IM. BI + TM.T0 = A
Comme I est le milieu de [4, B], Al = —BI



—_— —_— sy s — —s 2 —s 2 —s 2 — 2
AM.BM = 2 & —BI.BI — BI.IM + IM.BI + || IM|| =12 & —|[BI|| + ||[IM|| =2 & ||IM]||
= 2+ |Bil

Si 2> —|[Bi||” alors 'ensemble des solutions est le cercle de centre I et de rayon //1 +||Bi|’

— 2
Si A= —||BI||" alors I’ensemble des solutions est le point I.

—n2
Sil< —||BI || alors ’ensemble des solutions est I’ensemble vide.
Allez a : Exercice 7

Correction exercice 8 :
1. Si t est la translation de vecteur 4 et soit a I’affixe du vecteur 1. Soit M un point d’affixe z,
M' = t(M) le point d’affixe z' et M = h o t(M) le point d’affixe z"’, donc il existe k € R\ {1}
eth e Ctelsquez” =kz' +b
Ona
M =t(M) 7 =z4a zZ'=z+a zZ'=z+a
{h o t(M) = h(t(M) T {z“ =kz' +b {z” =k(z+a)+b {z" =kz+ka+b
On en déduit que h o t est une homothétie de rapport k.
Question non demandée : quel est son centre ?
Pour cela on cherche son point fixe Q; d’affixe w,
ka+b
1—-k
Si de plus on exprimer ’affixe de ce centre en fonction de I’affixe de () le centre de h d’affixe

w,=kw,+ka+boS w(1—-k)=ka+boS w, =

w. Le centre de h est le point fixe de h d’affixe w = ﬁ (voir cours ou refaire cette petite

démonstration) donc b = w(1 — k), ce que I’on remplace dans
_ka+b_ka+w(1—k)_ N ka
PTETTR T 1-k YT 1ok

Si t est la translation de vecteur 4 et soit a I’affixe du vecteur 1. Soit M un point d’affixe z,
M' = h(M) le point d’affixe z’ et M"" = t o h(M) le point d’affixe z"’, donc il existe k €
R\ {1}etbe Ctelsquez =kz+b
M’ = h(M) z' =kz+b z' =kz+b

{t o h(M) = t(h(M)) < {z” =z'4+a < {Z" =kz+b+a
On en déduit que t o h est une homothétie de rapport k.
Question non demandée : quel est son centre ?
Pour cela on cherche le point fixe Q, d’affixe w,
a+b
1-k
Si de plus on exprimer 1’affixe de ce centre en fonction de I’affixe de Q le centre de h d’affixe

(,l)zzsz‘l'a‘l'b(:wz:

w. Le centre de h est le point fixe de h d’affixe w = ﬁ (voir cours ou refaire cette petite
démonstration) donc b = w(1 — k), ce que 1’on remplace dans

a+b a+w(l—-k) a
= = =w+

1-k 1-k 1-k

w>

Allez a : Exercice 8
2. Soit M un point d’affixe z, M = h'(M) le point d’affixe z’' et M"" = h o h' (M) le point d’affixe

z".

Il existe k, k' € Ravec kk' # 1 eth,b’ € C tels que
{Z’ =k'z+b'
z'=kz'+b



Doncz" = k(k'z+b)+b' =kk'z+ kb + b’
Ce qui montre que h o h’ est une homothétie de rapport kk' car kk'" # 1.
Le centre de h a pour affixe w et celui de h’ a pour affixe w' tels que
bl
W= b=01-k")o'
_1 b ‘:’{b' =((1 —k))w

Y T1 ok

On en déduit que
z"=kk'z+kb+b' =kk'z+k(1-ko'+ (1 -k)w

Le centre de h o h' est le point fixe Q" d’affixe w"’
W = kKo + k(1 — K)o’ + (1 — K)o o o = LK@+ (- e

1—kk’
N B k(1—-kNo'+(1—-kw B k(1-kNo'+(1—-—k)w—-—10-kk"w
- 1— kk' @= 1— kk'
B k(1-kNow' —kw + kk'w B ko'(1—-k") —kw( —k")
B 1—kk' B 1—kk’'
k(1—-k")
=T @)
.. . p- —_— k(l—k’)—)
Ce qui signifie que les vecteurs Q" = WQQ’

Donc les trois centres sont alignés.
Allez a : Exercice 8
3. Soit M un point d’affixe z, M’ = h'(M) le point d’affixe z' et M"" = h o h'(M) le point d’affixe
z". Il existe k, k' € Ravec kk' + 1eth, b’ € C tels que
{z’ =k'z+b'
z""=kz'+b
Doncz”" =k(k'z+b)+b' =kk'z+kb+b'=z+kb+Db'
Ce qui montre que h o h' est une translation de vecteur % d’affixe kb + b’
On peut, si on veut exprimer 1’affixe de ce vecteur en fonction de w et de w' les affixes des
centres des deux homothéties. On a
w = b’
T 11—k b=01-k)o'
_1 b @{b' =((1 —k))a)
Y T1 ok
On en déduit que
z'"=kk'z+kb+b ' =z+k-1Dow'"+ (A1 -Kw=z+1—-k)(w-—w")
Allez a : Exercice 8

Correction exercice 9 :
M, N et P sont alignés si et seulement si PM = APN ce qui équivaut a

z—2i=,1(iz—2i)<:>z—z',1z=2i—2i)1<:>z=2i11__i1
, 1- O RiA=D - @ =D +i)
lz—(1+10)| = 211—1’1_(1-“) = T
20— D) —-A+i—ir+ 1) —-A+AD+i(2-21+21-1)
:‘ 1—iA |:‘ — i ‘
—A+D+i(1=-D] JA+D2+(1-1)2
) 1- i |: it

CVIH22+ 2 4+1-22+ 22 V2 +222
V1+22 V1+22




Les points M sont sur le cercle de centre Q d’affixe 1 + i et de rayon V2.
Allez a : Exercice 9

Correction exercice 10 :
. 4 7im in . T C e P
1. —j2=eMes =e3 =e3 doncr est une rotation d’angle 3 Son point fixe vérifie r(Q) = Q
donc w = —j2%w + 1 + j2, ce qui entraine que :
1+ 52

=1
142

w =

2. L’affixe de s(Q) est
—jEx1+14+j2=—j2+1+j2=1
Ce qui montre que
s() =0

Autrement dit Q est un point fixe de s.

3. L’affixe de I’image par s d’un point M est de la forme az + b, de plus

a5+b=—j2(Tj2)+1+j2=—j2(1+j)+1+j2=—j2—j3+1+j2=0

Donc s est une symétrie orthogonale.

4. Soit M' = s(M) d’affixe z’ = —j?Z+ 1+ j2. Soit M" = r(M') = r o s(M) d’affixe z"’ =
—j%z'+1+j2% ona
7' =—j?7' + 1+ 2= —j2(—j%Z+1+j) +1+j2=jZ2—j2 - j*+1+j2=jz+1—
C’est de la forme az + b, il reste & vérifier que ab + b = 0 pour montrer qu’il s’agit d’une
symétrie orthogonale.

ab+b=j1—j)+1—j=j1-j)+1-j=j—j3+1—-j=0
r o s est une symétrie orthogonale.
Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11 :

A(4,2)

0(0,0) C(4,0)

D’apres le dessin il y a deux solutions

Premiere méthode (Mauvaise)

On appelle I le point d’affixe 2 + i, ¢’est le milieu de [0, A]

Les solutions sont sur la perpendiculaire a (0A), un point M (x, y) de cette droite vérifie
IMOA=0e (x—-2)Xx4+(y—-1Dx2=04x+2y—10=0=2x+y—5=0

Pour que le triangle 0AB soit équilatéral, on doit rajouter la condition ||0B|| = ||04|| = ||4B||

|04]| = V42 + 22 =20 = 2v/5



10B|| = Vx2 + y

Si ces deux distances sont égales la troisiéme ||AB|| sera égale au deux premigres.

Donc

x?+y? =20
Il s’agit donc de trouver les points B vérifiant :

2x+y—5=0

{ x2+y2 =20
D’apres la premiere équation, y = —2x + 5, ce que I’on remplace dans la seconde.
x>+ (—2x+5)?2 =20 x?>+4x*>—-20x+25=205x>-20x+5=0 x?> —4x +1

=0
Les racines de cette équation sont
x1=ﬂ=2+\/§ et x2=2—\/§

On en déduit les ordonnées des points B solutions
y1=-2(2+V3)+5=1-2V3 et y,=-2(2-V3)+5=1+2V3
Donc les deux solutions sont
By (2++3,1-2V3) et B, (2—+3,1+2vV3)
Deuxieme solution (La bonne)
Soit 6 = (04,08) = + %+ 2kn, k€
Par conséquent I’affixe z de B Vérifie
z=e"%4+20)
Autrement dit OB = Ry(04), ol Ry est la rotation de centre O et d’angle 6.
Si 0 =3+ 2km, k € Zalors

1 V3
z=<§+i§>(4+2i)=2+i+2i\/§—\/§=2—\/§+i(1+2\/§)
Sif =~ +2kn, ke€Zalors
1 3 . . .
z=|5-io (4+2)=2+i-2iV3+V3=2+V3+i(1-2V3)

Donc les deux solutions sont
By (2++3,1-2V3) et B, (2—+3,1+2vV3)

Allez a : Exercice 11

Correction exercice 12 :
1.
a) Soit M’ (x',y") I'image de M (x, y) par t3 la translation de vecteur u dont les coordonnés
sont (aq,a,) avec a = a, + ia,.
Ona:
W:ﬁﬁ{x:—x=a1 @{x:=x+a1
y—y=a, W'=y+a
Ce qui montre qu’a un point M d’affixe z la translation de vecteur # = (a4, a,) on associe le
point M’ d’affixe z + a.
Allez a : Exercice 12
b) Soit M' (x',y") I’image de M (x, y) par ’homothétie de centre Q (a,, a,) (avec a = a; +
ia,) et de rapport A, ona:
x'—a; =Ax—a,) {x’ =a; +A(x —a,y) {x’ =a;(1—-1) + Ax

QM’=/1§A7<:){ ) ) )
y' ' —a, = Ay —ay) y'=a, + A(y — ay) y' =a,(1-21)+ Ay



Ce qui montre qu’a un point d’affixe M d’affixe z I’homothétie de centre Q (a4, a,) (avec
a = a, + ia,) et de rapport A on associe le point M’ d’affixe 1z + (1 — 1)a.
Allez a : Exercice 12
c) Soit M’ (x',y") I'image de M (x, y) par la rotation de centre Q le point d’affixe a = a; +
ia,, donc ’angle entre les vecteurs QM et QM est 6.
OM = (x —ay,y — ay) et QM =(x'—a,y —ay)
Au vecteur QM on associe le complexe z — a (avec z = x + iy) et au vecteur QM on
associe le vecteur z' — a (avec z’ = x’ + iy’). L’angle entre QM et QM’ est 6 donc
z' —a=e%(z-a)
Autrement dit ’image de M (x, y) par la rotation de centre Q le point d’affixe a est le
point M" d’affixe
z'=a+e%(z—a)

Au vecteur QM on associe le complexe z — a (avec z = x + iy) et au vecteur QM on

associe le vecteur z' — a (avec z' = x’ + iy’). L’angle entre QM et QM est 6 donc
z' —a=e%z-a)

Autrement dit ’image de M (x, y) par la rotation de centre Q le point d’affixe a est le

point M" d’affixe

z'=a+e%(z—a)

Allez a : Exercice 12
d)

Un vecteur directeur de la droite passant par A faisant un angle 6 avec 1’axe des abscisses
est u(6) = (cos(8),sin(6)) et donc d’affixe cos(8) + i sin(6) = e’®.

Le point I, milieu de [M, M'] a pour affixe %Z’ A est le point d’affixe a.

M’ est le symétrique de M par la symétrie par rapport a la droite passant par A faisant un
angle 6 avec I’axe des abscisses si et seulement si MM’ est orthogonal a u—(e_j et si I4 est
colinéaire 2 u(6), autrement dit si et seulement si MM’.TA = 0 et si det ( 14, u—(e_i) =0

Nous allons utiliser les complexes, rappelons que si ¢ a pour affixe a et ¥ a pour affixe b
alors :
Re(ab) =u.v et Im(ab) = det(u,v)



-, — r_ 0\ — _— . .
MM .u(0) =0 Re((z z)el)_o (z' —z)e® € iR
——— s VTN S VAN
det([A,u(@)):O 1m<<a—z+z)e“’>=0 (a—z-l_z)ei"E]R{

2 2

(7 —E)ew =—(z'— z)eﬁ
z+2z'\ . z+z"\ .
(a_ 2 )ew:(a_ 2 )ele

{ (z' —Z)e? = —(z' — z)e™ %
Sy, Iy .
(Za -z - Z’)ele =QRa—z—-2z")e
@Ll{ (?—E_)eZi(g:—z’+z
L\(2a-z-72)e?® =2a 2z~ 7
Le but est de trouver z' en fonction du reste, il suffit de calculer L, + L,
(2a — 2z)e?? = 2a — 27’

=4

Ce qui donne
z ' =a—(a—2z)e%?
Si M’ est le symetrique de M, d’affixe z, par la symétrie par rapport a la droite passant
par A faisant un angle 6 avec I’axe des abscisses, alors M’ est le point d’affixe
z'=a—(a—2z)e%?
Allez a : Exercice 12
2. Si onappelle s: C — C ’application qui a z, I’affixe d’un point M, associe z' = s(z), d’affixe M’ le
symétrique de M par la symétrie par rapport a la droite passant par A, d’affixe a et faisant un angle 6
avec I’axe des abscisses, on a
z' =5(2) =a— (a—2)e??
Si on appelle s": C - C I’application qui a z', Iaffixe d’un point M’, associe z" = s(z), d’affixe
M'" le symétrique de M’ par la symétrie par rapport a la droite passant par A’, d’affixe a’ et faisant
un angle 8 avec 1’axe des abscisses, on a
s'(z)=d - (a - ?)ezw’
L’image d’un point M par composee de la symétrie par rapport a la droite passant par A, d’affixe a,
et faisant un angle 6 par rapport a I’axe des abscisses et la symétrie par rapport a la droite passant
par A', d’affixe a’, et faisant un angle 8’ avec 1’axe des abscisses est le point M"', d’affixe z"' qui
vérifie
z'=5"0s(z)=s'"(z)=a —(a - ?)ezw’ =a — (? —a—(a- E)ezw) 20’
=a' —(a —a+ (a—z)e 2028 = ¢’ — (o’ — @)e?® — (a — z)e2i(6'-9)
Sif'=0[n] &6 =0+ km k € Z (ce qui est équivalent a dire que 2(8' — 8) = 2km, k € Z) alors
z'=a —(a-a)e*® —(a—2)=z+a —a—(a' —a)e?”
Ce qui montre que s’ o s(z) est I’affixe d’un point M"’ tel que
MM" =1
a' —a— (a’ —a)e?? étant I’affixe du vecteur .
Sifg+0'[n]| = 0—0"+kmk€Z,alors
2" =a —(a/ —7)e?® + (z —a)e?(0'-0) = ¢/ — (a’ —7)e??' — qe2i(?'-6) 4 z¢2i(6"-6)
Pour pouvoir affirmer qu’il s’agit de 1’affixe d’un point M"" qui soit I’image d’un point M par une
rotation de centre b et d’angle a , il faut montrer que
z"=b+ (z—Db)e* = b(l — ei“) + ze'l®

2i0

Il suffit de poser



{b(l —el®) = q' — (a’ —@)e?? — ge2i?'-0)
la — ,2i(6'-6)
{b(l _ ezi(e’—e)) =a — (? _ a)ezie’ — gqe2i(6'-9)
=
el — 2i(6'-6)
, a — (? _ a)ezie’ — ge?i(6'-6)
= 1 — e2i(6'-0)
a=2(0"-0)+2kn, k€L
Cela montre que, dans ce cas, la composée de deux symétries est bien une rotation.
Certes I’expression de b, I’affixe du centre, est assez obscure mais nous allons voir que ce point est
bien celui que vous avez vu au lycée.
Pour introduire un peu de symétrie dans I’expression de b, on va multiplier le numérateur et le
dénominateur par e?
ezze(af _ (g _ a)ezie’ _ aezt(a’—e)) a'e?i — (? _ a)em’(aw’) — qelif’

e2i9(1 — e2i(6'-6)) - e2i0 _ p2i6’

e

b=

Remarque : (non demandée par 1’énoncé)
Déterminons le point d’intersection des droites Dy, droite passant par le point A, d’affixe a et faisant
en angle 6 avec 1’axe des abscisse et la droite Dy (droite passant par le point A’, d’affixe a’) et
faisant en angle 8’ avec 1’axe des abscisse. Soit B € Dg N Dy
BEDgNDy & 3I1ER IV ER,
{E=ﬂ@®{b—azlei? , @{b=a+lei? ,
A'B=2u@) Wb-—a =2e' b=a +2e®
N { b =a+ Aet® »
a+1e¥ =a + e
Le but est de trouver A (ou A') afin de trouver B. Seulement voila, il n’y a qu’une équation et deux
inconnue (a + 1e%® = a’ + A'e'®’). Mais il s’agit d’une inconnue complexe, cette équation est en
fait deux équations 1’équation de 1’égalité des parties réelles et 1’égalité des parties imaginaires. Il y
a un moyen de trouver A (ou A") avec une petite astuce, considérons le conjugué de cette équation

a+ei® =a + e o a+le® =a + Ve cardet A sont réels. Par conséquent A et A’
veérifient
{ a+ e =a + et o { Aelf — )eld' =g —q
a+le @ =a +1e® Qe _ye ¥ =g -7
Appliquons le bon vieux théoréme de Cramer (a condition que cela marche)
o0 —eld’ | — _pi(6-6") 4 o-i(6-0") = _(ei(e—e’) _ e—i(@—@’)) = —2i(sin(6 — 6")) # 0

Car6 —0'#kn, ke
On peut y aller avec le théoreme de Cramer (qui marche méme avec des complexes)

e—i@ e—i@'

( a—a —ei
) s _e—i9’| —e " (@' —a) + e (a’ —a)

el _pio' | —ol(0-6") 1 g-i6-6")
e—i0  _p-if

=
| —el? g —q

o — | (T — el 1 (g — q)e-if

o a| _ (' —@)e'? + (a' — a)e
o0 it —oi(0-6") 4 g-i(6-0)

\ e—i0  _ it

Par conséquent
L’affixe de B est



b=a+ e (g’ —a) ¥ ei.el (E — 6) el?
_el(9—9’) + e—L(H—G’)
a(—ei(6-6") 4 o=i(6-6") 4 (—e‘ie’ (@ —a)+e® (a - E)) el?
—ei(6-0") 4 o-i(6-6")
—aei(0-0") 4 ge-i(6-6") _ ,i(6'-6) (@' —a) + ei(6+6") (g _ 6)
—ei(6-0") 4 o—i(6-6")
ael(0-0") _ 40i(6'-0) _ 470i(6'-0) 4 40i(6'-6) _ 70i(6-6") 4 gpi(6-6)
—ei(0-0") 4 o—i(6-6")
ael(0-0") _ 410i(8'-60) _ qrpi(6-6") 4 gpi(6-6")
—ei(0-0") 4 o—i(6-6")
ael(0-0") _ 470i(6'-6) _q7pi(6-6") 4 gei(6-6")  ,i(6+6')

= . . X —
_91(9—9’) + e—l(9—6’) el(9+6’)
n! —— — : ! . : S — . ! n!
—qe?’ 4+ (a, _ a)621(9+9 )+ a'e?® el — (a, _ a)621(9+9 ) — qe?if
- —e2i0 4 p2i6’ - e2i0 _ p2i60’

C’est justement le centre de la rotation.
Allez a : Exercice 12
3. Onavu que I’image de M d’affixe z par la rotation r de centre Q le point d’affixe a et d’angle 6 est
le point M’ d’affixe z' = a + e'%(z — a)
Donc I’image de M', d’affixe z' par la rotation r’ de centre Q' le point d’affixe a’ et d’angle 6 est le
point M" d’affixe z”’ = a’ + €'® (2’ — a')
Donc I’image d’un point M, d’affixe z par r’ o r est le point M"' d’affixe
' =d +e?(z—a)=a+e? (a+e®(z—a)—a)=a +(a—a)e? + el(6+0") (7 — q)
Sif+6'=0][2r] alors
z'=a+(a— a’)eia’ +z—a=z+(a— a’)(eig’ - 1)
Etalors 7 o r la translation de vecteur 7 d’affixe (a — a')(e®® — 1)
Sif+6'+0][2r] alors
2" =ad + (a—a)e? +e0+9)(z—q) = a' + (a —a')ed’ — qei(0+9) 4 7¢i(6+6")
Pour pouvoir affirmer qu’il s’agit de 1’affixe d’un point M"" qui soit I’image d’un point M par une
rotation de centre b et d’angle «, il faut montrer que
Z"=b+ (z—b)e' = b(1 — %) + zel®
Il suffit de poser
{b(l —el®) = a' + (a—a')e?® — ael®+9)
la — ,i(6+6")
o {b(l - e‘(9+9')) =a + (a—a)ei? — qeil6+9")
la — pi(6+6")

e

e
a + (a—a)e — aei(6+6')
b= 1 — oi6+6")
a=0+60"+2kn,k€EZ

Cela montre que, dans ce cas, la composée de deux rotations est bien une rotation d’angle 6 + 6'.
Question non demandée : ou est le centre ?
Certes, il s’agit du point B d’affixe b, mais encore.
Transformons un peu b




Allez a:

a + (a—a)e® —ael®+9) o' 4 (a—a')el? — qeil6+o")

b 1 — ei(6+6" T 6+6 6+6' 6+6'
L -1l l
e 2 (e 2 —e' 2 >
_o+e’ -0’ 0+0'
ae"" 2 +(a—ad)e 2 —ae 2
- _.6+0’ 0+6’
e’z —e 2
Ainsi, I’expression
Donc
_o+0’ -6’ 0+6’
b ae" 2 +(a—da)e 2z —ae 2
—a= ~ 0407 0+0 —a
ez —e2
_o+0’ 0-6’ 0-¢’ 0+6’ _o+0’ 0+6’
ae" 2 +ae” 2 —de 2 —ae 2 —ale 2 —e 2
- —0+0’  0+0'
e "2 —e 2
-0’ iB-TH’ o+6’ 0+6’ -6’ 0+6'
ae 2z —a'® —ae 2 +ae 2 (a—ad)e 2 —(a—a')e 2
- _.0+6’ 0+6’ - _.0+6' 6+6’
e 2 —e 2 e’ 2 —e" 2
0-0' 0+6'
(a—ad)le" 2z —e"2 I
nis € 2 —-ez2
= = —_ 2
08 640 (@ —aYe?—5% 0467
e 2 —e 2 e "2 —e2
6’ 6’
—2isin| = sin|—+-
= (a— a’)eig 2 = eig(a —a') _\2)
. . (0480 . (6+6'
—2isin 5 sin 5

N N sin
Ce qui montre gue les droites vecteurs QB et 'Q font un angle 8 car (

o'
:)

sin<6+0’)
2

De méme (ou presque) en changeant les roles de a et a’ ainsi que ceux de 6 et 6'.

o)
b—a = eLT(a’ - a)w
sin( ) )

. (0
—_ _ ! sin|\ -
Ce qui montre que les droites vecteurs Q’B et QQ' font un angle 2 car i

Cela permet de placer le point.
Exercice 12

9+0’)

sin
(%

€ R*.

€ R*.





