Fonctions élémentaires Pascal Lainé

Fonctions élémentaires s Fomesoutra.con

o STValrea .

Docs a portée de main
Exercice 1.
Déterminer les limites de x™ lorsque n — +oo selon les valeurs de x.
Aller a : Correction exercice 1

Exercice 2.
Déterminer les limites de (In(x))™, avec n € N, lorsque n — +oo
Aller a : Correction exercice 2

Exercice 3.
Résoudre
xY =y*
Lorsque x et y sont des entiers strictement positifs.
Aller a : Correction exercice 3

Exercice 4.

Déterminer la limite quand x tend vers 0% (avec x # 0) de :
1
e x2

x3
(On pourra utiliser une variable auxiliaire bien choisie tendant vers +oo).
Aller a : Correction exercice 4

Exercice 5.
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x + %) e’
1. Déterminer les limites de f a l'infini.
2. Etudier les variations de f.

3. Tracer la courbe représentative de f.
Aller a : Correction exercice 5

Exercice 6.
Soit f la fonction définie sur R par
fx)=RQ2x—1e*1+4
1. Etudier les variation de f sur R.
2. Calculer les limites de f en t-oo.
3. Tracer sommairement le graphe de f.
Aller a : Correction exercice 6

Exercice 7.

Soit f la fonction définie sur R par :
1
flx) = {xe_x_2 si x#0
0 si X =
1. Montrer que f est continue et dérivable sur R.
2. Calculer f'(x) et en déduire les variations de f.
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3. Calculer les limites de f en too. Puis les limites en +oo de f(x) — x, en déduire que le graphe de f
admet une asymptote en +oo.
4. Tracer sommairement le graphe de f.
Aller a : Correction exercice 7

Exercice 8.
Soit f la fonction definie sur R par

f(x) =In (x +/x% + 1)
1. Vérifier que f est bien définie sur R.

2. Calculer f'(x). On exprimera f'(x) sous la forme (u(x))a ou u est un polynéme et a un réel.
3. Calculer les limites de f en +oo et en —co.
Aller a : Correction exercice 8

Exercice 9.
Soit f la fonction definie sur R par

f(x)=1In (x —\x? - 1)
1. Déterminer I’ensemble sur lequel f est définie et continue.
Calculer f'(x). On exprimera f'(x) sous la forme ﬁ(u(x))a ou u est un polynéme et a et g sont des
réels.

3. Calculer la limite de f en +oo.
Aller a : Correction exercice 9

Exercice 10.
Soita € R, a > 1. Résoudre
In(ch(x)) = a
Allez a : Correction exercice 10

Exercice 11.
Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = 2 sin(x) + sin(2x).
Déterminer I'ensemble de définition de f, sa période et sa parité. En déduire un ensemble d'étude.
Calculer la dérivée de f et déterminer son signe.
Dresser le tableau de variation.
4. Tracer la courbe représentative de f.
Aller a : Correction exercice 11

LN e

Exercice 12.
Soit f la fonction definie sur I = R par :

1
f(x) = sin?(x) + 5 cos(x)
1. Etudier la parité de f et sa périodicité, en déduire un intervalle d’étude.
2. Etudier les variations de f sur [0, ].
3. Dresser le tableau de variation de f et tracer le graphe de f.
Allez a : Correction exercice 12
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Exercice 13.
Soit f la fonction definie sur R par

flx) = %cos(Bx) - Zcos(Zx)

1. Déterminer la période de f, sa parité et en déduire un intervalle d’étude 1.
2. Exprimer sin(3x) et sin(2x) en fonction de cos(x) et sin(x).
3. Etudier les variation de f sur 1.

On admettra qu’il existe un unique x, € E,%”] tel que cos(xy) = —%tel que cos(x) = —i six €[0,x,] et

cos(x) < —isi X € [xq, 7].
Si on connait les fonctions trigonométriques réciproques donner un nom a x,. (Hors programme)
4. Calculer £(0), f(xo) et f(m) sous forme rationnelle.
5. Dresser le tableau de variation. Tracer sommairement le graphe de f sur trois périodes.
Aller a : Correction exercice 13

Exercice 14.
Soit f: [—m, ] —» R définie par f(x) = 4x — 5sin(x)
1. Etudier les variations de f sur [0, 7].
2. Montrer que f' dans I’intervalle [0, ] s’annule pour une valeur comprise entre % et g.

3. Dresser le tableau de variation de f sur [0, 7].
4. Tracer la courbe sur ’intervalle [—, 7].
Aller a : Correction exercice 14

Exercice 15.
On rappelle que th: R — ]—1,1[ est une bijection.
Déterminer g sa bijection réciproque.

Allez a : Correction exercice 15

Exercice 16.
Calculer les limites suivantes :
lim e*(ch3(x) — sh3(x)

X—+00
lim (x —In(ch(x)))
X—>+00
Aller a : Correction exercice 16

Exercice 17.

Calculer
n

A(x) =14 ch(x) + ch(2x) + -+ + ch(nx) = z ch(kx)
k=0
Aller a : Correction exercice 17

Exercice 18.
Résoudre dans R
3ch(x) —sh(x)—3=0
Aller a : Correction exercice 18
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Exercice 19.
1. Calculer

ch (% 1n(3)) et sh (% ln(3)>

2. Alaide de la formule ch(a + b) = ch(a) ch(b) + sh(a) sh(b)
Déterminer les solutions de I’équation :

2 ch(x) + sh(x) = V3 ch(5x)
Aller a : Correction exercice 19

Exercice 20.
1. Montrer que
T

3
0 <arccos () <3
< arccos 2 <4

2. Résoudre

3
arccos(x) = 2 arccos (Z)

Allez a : Correction exercice 20

Exercice 21.
1. Montrer que pourtoutt € R
1 — tan?(t)
2t) = —————
cos(2t) 1 + tan?(t)

2. Montrer que

arccos o) = arctan 3
Allez a : Correction exercice 21

Exercice 22.
Soit f la fonction définie par
f(x) =x*
1. Sur quel ensemble cette fonction est-elle définie et continue ?
2. Montrer que f est prolongeable par continuité sur [0, +oo.
3. Calculer la dérivée de f partout ou cela ne pose pas de probléme. Sur quel ensemble f est-elle
dérivable, que peut-on en déduire sur le graphe de f en 0 ?
4. Etudier les variations de f sur ]0, +oo[. Puis calculer la limite de f en +oo.
5. Tracer sommairement le graphe de f. (On tracera clairement les tangente(s) et demi-tangente(s)
remarquable, ainsi que les asymptotes si nécessaire).
Allez a : Correction exercice 22

Exercice 23.
Soit f la fonction définie par :
8 ch(x)
FO) = gt
1. Déterminer I’ensemble de définition de f.
2. Calculer les limites de f au bord de I’ensemble de définition.

3. Etudier les variations de f.
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4. Dresser le tableau de variation de f.
5. Tracer le graphe de f.
Aller a : Correction exercice 23

Exercice 24.
Soit f la fonction d’une variable réelle définie par :
3+ 4sh(u)
fw) = )

1. Préciser son domaine de définition.

2. Préciser ses limites quand u tend vers +oo et —co,

3. Etudier les variations de f. On veillera a fournir une expression trés simple de la valeur u, pour laquelle
f'(uy) = 0 (I’expression attendue n’utilise pas de fonctions hyperboliques réciproque (Hors
programme)).

4. Tracer le graphe de f.

Aller & : Correction exercice 24

Exercice 25.
Soit f la fonction définie par :
ch(x) +sh(x)+1
ch(x) —1

fx) =

Déterminer I’ensemble de définition de f.
Calculer les limites de f au bord de 1’ensemble de définition.
Etudier les variations de f.
Dresser le tableau de variation de f.
5. Tracer le graphe de f.
Aller & : Correction exercice 25

Hwbdhpe

Exercice 26. (Hors programme)
Soit f la fonction numérique définie par :

h 2x

£ = areth (5=)
1. Préciser I’ensemble de définition de f puis I’ensemble des points ou elle est dérivable.
2. Aux points ou f est dérivable, calculer f'(x).
3. Dresser le tableau de variation de f. Tracer le graphe de f.

Aller & : Correction exercice 26

Exercice 27.
Soit 6 € [m, 2m],
1. Montrerque0<2mr—6<m
2. Calculer arccos(cos(0))
Allez a : Correction exercice 27

Exercice 28.

. . . . . . 1—cos(x)
Soient les fonctions f: x — arcsin(sin(x)) et g: x — arctan < 1+Cos(x)>

1. Simplifier les expressions de f(x) et g(x).
2. Construire les graphes de f et g.
Aller & : Correction exercice 28
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Exercice 29.

Soit f la fonction définie par
X

VI—2
1. Sur quel ensemble cette fonction est-elle définie et continue ? (Soyez précis sur les justifications).
2. Calculer la dérivée de f partout ou cela ne pose pas de probléme, sur quel ensemble est-elle dérivable ?
3. Déterminer le signe de f sur son ensemble de définition.

Allez a : Correction exercice 29

f(x) = arcsin(x) —

Exercice 30.

1—x?
f(x) = arccos <1 m x2>

1. Montrer que f est définie et continue sur R.
2. Calculer la dérivée de f en tout point ou cela ne pose pas de probleme. Sur quel ensemble f est-elle
dérivable ?
3. Calculer les limites de f en —oo et en +co.
4. Dresser le tableau de variation et dresser sommairement le graphe de f.
5. Donner une expression plus simple de f pour x < 0, puis pour x > 0.
Aller a : Correction exercice 30

Exercice 31.
Soit f la fonction définie par :

f(x) = arcsin (\/ 1- xz)

1. Sur quel ensemble cette fonction est-elle définie et continue ?
2. Calculer la dérivée f'(x) pour tous les réels pour lesquels cela ne posent pas de probleme.
3. Calculer les limites de f'(x) en —1%, 17, ainsi qu’en 0~ et 0T, Préciser la nature des demi-tangentes en
ces points.
4. Déterminer les variations de f.
5. Tracer le graphe de f.
Allez a : Correction exercice 31

Exercice 32.
Soit f la fonction definie par :
f(x) = arccos(1 — 2x?)
Déterminer ’ensemble de définition et préciser I’ensemble ou f est continue.
Calculer la dérivée de f et préciser ’ensemble ou f est dérivable.
Dresser le tableau de variation de f et tracer son graphe.
4. Sur chaque ensemble ou f est dérivable, donner une expression plus simple de f.
Aller & : Correction exercice 32

LN e

Exercice 33.
Soit f la fonction définie par f(x) = arcsin(1 — 2x%)
Montrer que f est dérivable sur ] — 1,1]

Aller a : Correction exercice 33
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Exercice 34. (Hors programme)
1. Montrer qu’il existe un polyndme P du quatriéme degré tel que pour tout réel x :

16x° + 24x* +9x2 + 1= (x> + 1)P(x)
et expliciter ce polyndme.
2. Soit f la fonction numérique définie par :
f(x) = argsh(3x + 4x3)
a) Préciser I’ensemble de définition de f, puis I’ensemble des points ou elle est dérivable.
b) Aux points ou f est dérivable, calculer f'(x). En déduire une expression plus simple de f(x).
Aller a : Correction exercice 34

Exercice 35.
Montrer que pour tout x € R, arcsin(th(x)) = arctan(sh(x))
On pourra poser
f(x) = arcsin(th(x)) — arctan(sh(x))
Aller a : Correction exercice 35

Exercice 36.

1. Ecrire sous la forme % avec € Z ,n € N, |m| et n premiers entre eux, arccos(cos(a)),

L 5
arcsin(sin(a)) et arctan(tan(a)) dans les cas : a = %n, a= %n eta = %T[

2. Calculer
76
arccos (COS (? TL'))

Aller a : Correction exercice 36

Exercice 37.
Résoudre les équations suivantes :

1. arctan(2x) + arctan(x) = % .

2. arcsin(2x) — arcsin(v3x) = arcsin(x)
Aller & : Correction exercice 37

Exercice 38.

Résoudre dans R I'équation :

VA
arctan(x) + arctan(v3x) = '

Aller a : Correction exercice 38

Exercice 39.
[
arctan(2x) = i arctan(x)

1. Montrer que s’il y a des solutions alors elles sont positives.

2. Résoudre cette équation.
On rappelle que
tan(a) — tan(b)
1 + tan(a) tan(b)

tan(a — b) =

Aller a : Correction exercice 39
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Exercice 40. (Hors programme)
Donner une expression plus simple de :

f(x) = argch /HcTh(x)

g(x) = argsh (Zx\/ 1+ xz)
h(x) = argth (=5
SRR V2

Aller a : Correction exercice 40

Exercice 41.
Soit f la fonction définie pour tout x € R par :

f(x) = 2arctan (\/ 14 x? — x) + arctan(x)
1. Calculer £(0).
2. Pour tout x réel, calculer la valeur f'(x) de la dérivée de f au point x.
3. Quedirede f.
Aller & : Correction exercice 41

Exercice 42.
Calculer

eos (55)
arccos | cos 15

(On explicitera avec soin le raisonnement qui a conduit a la réponse donnée).
Aller a : Correction exercice 42

Exercice 43.
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = arctan(sh(x))
Calculer f'(x), on simplifiera cette dérivée au maximum.
Aller a : Correction exercice 43

Exercice 44.
Soit f la fonction definie par :

f(x) = arcsin (chix))

Et g la fonction définie par

g(x) = arctan(e*)
Déterminer sur quel ensemble f est définie et continue.
Calculer f'(x) et déterminer sur quel ensemble f est dérivable.
Calculer g’ (x)
4. Pour tout x > 0 trouver une relation entre f(x) et g(x).

Aller a : Correction exercice 44

L e

Exercice 45.
Le but de cet exercice est de montrer la formule de John MACHIN (1680-1751) :

3 = #arctan (g) - artan (755)
5 = 4arctan ¢ | — arctan { =
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tan(a)+tan(b)
1-tan(a)tan(b)

1. Onpose 8 = arctan (%) calculer tan(26), puis tan(46).

On rappelle que tan(a + b) =

2. Montrer que 0 < arctan (%) < %en déduire un encadrement de 4 arctan (%) — % .
3. En déduire la formule de MACHIN.

Aller a : Correction exercice 45

Exercice 46.
Soit f la fonction définie sur R par f(u) = 3 ch(u) — 4 et soit g la fonction définie par
g(u) = arcsin(3 ch(u) — 4)
1. Montrer que pour tout réel u :
u € [—In(3),In(3)] & f(uw) € [-1,1]
Déterminer I’ensemble de définition de g, et préciser I’ensemble des points ou g est continue.
3. En précisant son domaine de validité, montrer la formule :
3sh(u)

\/B(Ch(u) —1)(5 —3ch(w))
4. Déterminer les limites de cette expression aux bornes de son domaine de validité.
(Suggestion : pour ’un des calculs de cette question, on remarquera que sh?(u) = ch?(u) — 1.
5. Déterminer I’ensemble des points ou g est dérivable.
6. Dresser le tableau de variations de g puis tracer sommairement son graphe.

Aller a : Correction exercice 46

N

g'(w) =

Corrections

Correction exercice 1.
Six < —1alors x™ n’a pas de limite mais lim,,_,  ,,|x|™ = +0
Six = —1lalorsx™ = (—1)™ n’a pas de limite.
Silx| <1le -1<x<1lalorslim,, ox"=0
Six =1alorsx™ = 1donclim,_,,x" =
Si x > 1alorslim,_ o x™ = 400
Profitons de ce petit exercice pour rappeler les équivalences tres importantes suivantes :
—1<x<lelx<lext<leol—-x2>0
Aller a : Exercice 1

Correction exercice 2.

1
—1<1n(x)<1<:>e‘1<x<e(:>z<x<e
Donc
Evidemment x > 0.
Sio<x < ialors In(x) < —1 et (In(x))™ n’a pas de limite.

Si g <x<ealors—1<In(x) <1let(In(x))" -0

Six=-calorsIln(x) =1let(In(x))"=1-1
Six > ealorsIn(x) > 1 et (In(x))™ - +o
Aller a : Exercice 2
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Correction exercice 3.

1 1
xY = yx P eyln(X) — exln(y) P yln(x) = xln(y) I n(x) = n(y)

e f) =)

y
Sion pose f(t) = @
1
o) = Tt= In(t) x 1 _ 1—1In(t)
t2 t?

Les variations de cette fonction sont résumées dans le tableau ci-dessous

t 0 1 e 400

f'(®) + 0 -

t _ 1
f(®) o 07 ST~ 0

Six <1, il yaune unique solution (x, x).
Si1l<x <e,ilyadeux couples de solutions (x, x) et (x,y) avecy > e.
Si x = e, il y a une unique solution (e, e)
Six > e, il ya deux couples de solutions (x, x) et (x,y) avecy < e.
Maintenant cherchons les solutions dans (N*)? :
x = n = 1 donne la solution (1,1).
x =n =2 €]1,e[, on cherche I'unique y = m > e tel que 2™ = m? (s’il existe).
m = 3 ne marche pas, m = 4 est solution (c’est donc la seule).
Aller a : Exercice 3

Correction exercice 4.

On pose X = % six > 0% alors X » 4+
1

T xZ
€ = x3p~X?

3
X
Il s’agit d’une forme indéterminée puisque X3 tend vers I’infini et e ™ * tend vers 0.
La fonction exponentielle I’emporte sur les fonctions puissances (lors d’une forme indéterminée)

—X2=0

Aller a : Exercice 4

Correction exercice 5.
1. Six<O0onposex? =X e x =—VX,donc f(x) = (—\/Y-i-%)e‘XX_)—JrO;O
lim f(x) =0
Six > 0onpose x? =X & x =+X,donc f(x) = (\/Y+%)e‘xmo
Jim, () =0
Ceci dit dans ce cas les limites sont presque évidentes.
2. f'(x) =e™ + (x + %) (—2x)e™*" = (=2x2 —x + 1)e ™"
Le polyndme —2X%2 — X + 1 admet X; = —letX, = %comme racines donc
—2X2—X+1=—2X+ DX -2)
Donc f'(x) = =2(x + 1)(x — %)e"‘2
10
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On en déduit le tableau de variation de f

x —0 -1 % +o0
f'(x) - 0 + 0 -
Je) 0 \ / e_%
= \ 0
2e
— 1
3. 2—; ~ —0,2engrosete 4= 0,8 en gros.
y A
e /% 08 -
X
-3 -2 -1 ) 1 2 3
02 1 1/2e
-0,4 -

Aller a : Exercice 5

Correction exercice 6.
(- Cfr - . £ - - — 1
1. f est évidemment définie, continue et dérivable sur R. Comme e*™ 1 = e* x e71 = ;ex ona

1
fX)=QRx—1De*1+4= E(Zx —1De* + 4
flix) =21+ Q2x—1e* 1 =e*12+2x—1)=e*"12x + 1)
Comme e*~1 > 0, le signe de f'(x) est celui de 2x + 1
Six < — % alors f'(x) est négative et f est décroissante sur I’intervalle ]—00, — %[

Six>— % alors f'(x) est positive et f est croissante sur ’intervalle ]—%, +00[.

2. L’exponentielle I’emporte sur les fonction polyndmes donc
lim f(x) =4 et liIP f(x) =+
X—>—00 X—+00

~N
»J
»

fx)=QRx—1e* 1 +4

\

|

= N W
]

D

-3,5 -3 -2,5 -2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2

Aller a : Exercice 6

11
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Correction exercice 7.

1. Six # 0 f est la composée et le produit de fonction continue et dérivable, donc f est dérivable.
-1 _1
lim— = —-co=lime x> =0
x-0 X x—0
1
limxe x2 =0 = f(0)
x—0

f est continue en 0.

f@-fO _ 1
x—0 - €
f(x) = F(0)

m——=

li 0
x—0 x—0
f est dérivableen 0 et f'(0) = 0.
2. Pourtoutx + 0
La dérivée de —xl—z = —x"?est—(=2)x"3 = ;—3
1
_1 2 _1 %2
ff)=e @ +xx—e Z=—(x*+2)>0
X X

Comme f'(0) = 0, f est strictement croissante sur R.

3.
- _1
lim —=0=lime x*=1
x—-too X x—0
_1
lim xe x* = —oo0
X——00
_1
lim xe x* = 4o
X—+00
_L _1 1, ., |
— = - = 2_1)=— —-X° _ 1) = ——
f(x) —x=xe x* —x x(ex > X(e ) Y =0
1l s’agit du taux de variation de la fonction ¢: X — =% en 0, sa limite est ¢’ (0)
o'(X) = —2Xe X" = ¢'(0) =0
e~X" —1
Ap -0 =l g =¢' =0
La droite d’équation y = x est asymptote a la courbe en +oo.
4,
5
4 y=x
3 -
2 -
1 -
6 4 2 0 2 4 6
-2 A
-3
_1 4
= xe x?
y 5

12
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Aller a : Exercice 7

Correction exercice 8.
1.

Vx € R, —x < |x| = Vx € R, —x <VJx2>Vx €ER, —x <+x2+1

= Vx € R, O<x++x2+4+1
Ce qui montre que f est définie sur R. (et méme continue et dérivable sur R).

1
2. Ladérivéede g:x > x+Vx2+1=x+ (x? + 1)z est

"(x) 1+1(2+1)‘%><2 14+— Crlix
X) = — X X = =
I 2 Zr1l Vxrd
VT 1 +x
2 1
fro) == = (2 +1)72
x+Vx2+1 Vx2+1
C’est bien la forme que suggérait 1’énoncé.
3. Six > toalorsx +vVx2+1-> +ooetf(x) > +oo
+\/T (x+ Vx2+1)(x—\/x2+1) xz—(x2+1) -1
X X = = =
x— Va2t 1 x—ViZrl x-—viZtl
Six » —ocoalorsx —vVx? +1 - —oo etalors
-1
-0t
N |
Donc
£ = In (—=)
x) =In —00
x—VxZt1

Aller a : Exercice 8

Correction exercice 9.
1. Nécessairement x2 > 1, soit x < —1, soit x > 1, mais si x < —1 alors x — vVx2 — 1 < 0 donc f n’est
pas définie.
Six>1
x2—1<x?=2{Jx2—-1<|x|=x=>x—+x2—-1>0

f est définie et continue sur [1, +oo.
Remarque :
Un raisonnement qui ressemble plus ou moins a ¢a est faux

x—VJx2—1>0x>Jx2-1ox?>x?-1

Il a deux problémes majeurs, d’abord on oublie que x? — 1 doit étre positif et je rappelle que a = b = a? = b?
et que si I’on veut qu’il y ait équivalence il faut que a et b soit de méme signe. Dans notre exercice
x > Vx? — 1 est évidemment faux pour un x < 0.

1
2. Ladérivéede g:x > x —Vx2—1=x+ (x> —1) zest

1 1 x x2—1-x
'W)=1—--(*—-1)"2x2x=1— =
g 2 Vxz—1  Yx2-1
VxZ—1-x
V2 — -1 1
O = —(2-1)2

x—\/xz—l_\/xz—l

13
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C’est bien la forme que suggérait I’énoncé.

3. Six—> tooalorsvx? —1- 4o
Il s’agit d’une forme indéterminée

x_\/r=(x_\/xz—l)(x+*/x2—1)=x2—(x2—1)_ 1

x+Vx2 -1 x+\/x2—1_x+\/x2—1
Six » +oalors x + Vx2 — 1 - +oo etalors
1
S ——
x+Vx2—1

Donc

=i =)

Aller a : Exercice 9

Correction exercice 10.
eX+e™* 1
In(ch(x)) = a © ch(x) = e% & — = e o e¥ + prie 2e4

Onpose X = e*
1
In(ch(x)) = a(:)X+}=Zea=)X2+1 =2Xe* © X?>—-2eX+1=0
Le discriminant vaut
A=14e?*—4=4(**-1)>0
Les racines sont
2e% — 2Ve?a —1
X, = > =e?—4e22—-1 et X,=e%+4e?*-1
On notera que e?® > e2% — 1 et que donc e* > Ve22 — 1, ce qui montre que X; > 0, pour X, c’est évident.
Donc les solutions de In(ch(x)) = a sont :

x1=ln(ea—\/e2a—1) et x2=ln(ea+ eza—l)

Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11.
1. f est définie (continue et dérivable) sur R, 2m périodique et impaire (ce sont des évidences qu’il n’est
pas nécessaire de développer), on étudiera f sur I’intervalle [0, 7], par parité on connaitra les variation
de f sur [0,27], puis par périodicité sur R.

f'(x) = 2 cos(x) + 2 cos(2x) = 2(cos(x) +2 cos?(x) — 1) = 2(2 cos?(x) + cos(x) — 1)
Le polyndme 2X% + X — 1 admetX; = —letX, = %comme racine donc
2X% + X —1=2(X + 1)(X —7), on en déduit que f'(x) = 4(cos(x) + 1) (cos(x) — )
Dressons un tableau de signe :

X 0 g T
cos(x) +1 + + 0
cos(x) + % + 0 -

f'(x) + 0 - 0

14
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f est croissante sur [O, g] et décroissante sur En]
3. On en déduit le tableau de variation de f.

f (E) = 2sin (%) + sin <2n> £ £ ﬁ

3 3 2 2
X 0 g T
f'(x) + 0 - 0
76 o _f\
4°)
3V3 y 3
2 2
1
X
8 -6 4 w/3 2 8

Aller a : Exercice 11

Correction exercice 12.
1. f est paire et 27 périodique, on étudie f sur [0, ]
2. f'(x) =2cos(x)sin(x) — %sin(x) = 2sin(x) (cos(x) - i)
sin(x) =0
vx € [0, ], f'x) =0

NN

cos(x) =
Il'y a deux valeurs qui annulent sin(x) dans [0, ], ce sont 0 et 7.

Pour x € [0, 7] cos(x) = iéquivaut a x = arccos (— i)

X 0 arccos G) T
sin(x) 0 + + 0
cos(x) + i + 0 -
f'(x) 0 + - 0

0
f est croissante sur [0, arccos G)]

L 1
f est décroissante sur [arccos (Z) ,TT ]

Fo =3

1 1 1 1 1 1 1
f (arccos <_Z)) = sin? (arccos (Z)) + Ecos (arccos (Z)) = 1 — cos? (arccos (— Z)) + 5 X Z
1 +1_16—1+2_17
16 8 16 16
1
f(m) = —3

15
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x 0
f'(x) 0
f(x)

N | =

-15 -10 -5 0 5 10 15

Allez a : Exercice 12

Correction exercice 13.
1.

flx+2m) = %cos(3(x + 27r)) - %cos(Z(x + 27r)) = %cos(Bx + 6m) — %cos(Zx + 41)

1 3
— §COS(3x) — ZCOS(Zx) = f(x)

f est 2m périodique.

f(—x) = %cos(—Sx) — %cos(—Zx) = %cos(3x) — %cos(Zx) = f(x)

f est paire (et 27t périodique) donc on étudie f sur [0, 7].

cos(3x) + isin(3x) = e3%* = (ei’c)3 = (cos(x) + isin(x))3
= cos3(x) + 3i cos?(x) sin(x) — 3 cos(x) sin?(x) — i sin3(x)
= cos3(x) — 3 cos(x) sin?(x) + i(3 cos?(x) sin(x) — sin3(x))
Voir cours pour plus de détails. Puis on égalise les parties réelle et imaginaire
cos(3x) = cos3(x) — 3 cos(x) sin?(x)
{sin(3x) = 3 cos?(x) sin(x) — sin®(x)
sin(2x) = 2 sin(x) cos(x)
C’est une formule connue.

f'(x) = —sin(3x) + ;sin(Zx) = —(3 cos?(x) sin(x) — sin3(x)) + 3 sin(x) cos(x)

= sin(x) (=3 cos?(x) + sin?(x) + 3 cos(x))
= sin(x) (=3 cos?(x) + 1 — cos?(x) + 3 cos(x))
= sin(x) (—4 cos?(x) + 3 cos(x) + 1)
Soit P le polynéme P = —4X2 + 3X + 1, il admet 1 et —icomme racine. On déduit que

16
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P = —4(X - 1)(X+%)
Et que
—4cos?(x) + 3cos(x) + 1 = —4(cos(x) — 1) (cos(x) + %)
Et la dérivée vaut
/() = ~4sin() cos() ~ 1) (cosx) +5)

Faisons un tableau de signe pour trouver le signe de f'(x) selon les valeurs de x € [0, 7]

X 0 Xo T
sin(x) 0 n n 0
cos(x) —1 0 — _
cos(x) + i + 0 _
sin(x)(cos(x) — 1) (cos(x) + %) 0 - 0 + 0
fl(x) 0 + 0 _ 0

f est croissante sur [0, x,] et décroissante sur [x,, ]

En fait x, = arccos (— i) (Hors programme), ¢’est I’unique valeur de [0, 7r] dont le cosinus vaut — %.

4,
f(0) = 1cos(O) - §cos(O) = —15—2
1 3 1 3 13
fQr) = —COS(37T) ——cos(Zn) =-377° _E
f(x) =+ cos(3x) - §cos(Zx) == (cos3(x) — 3 cos(x) sin%(x)) — = (2 cos?(x) — 1)
= §(cos3(x) — 3 cos(x) (1 — cos?(x)) — Z(Z cos2(x) — 1)
4 3
= gcos3(x) — Ecosz(x) — cos(x) + 2
Sachant que cos(xo) = —;
4 3 3 4, 1\ 3, 1Y 1 3 1 3
Fo) = 5053 (xg) — 5 cos?(xp) — cos(xp) + 2 =5 (—3) —3(-7) +7+5= -5 -5 +1
—2-9+96 85
T 9% 9%
5.

X 0 Xo T
f'x) |0 + o - 0

f(x) / 85 \

96

5 13
-2 -1

17
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A
0,5 -
I T T T C T T #\
-8 -6 f -4 -2 % f Xo 4 E 6 8
N 15 -
_1 -
-1,5 -

Aller a : Exercice 13

Correction exercice 14.
1. f'(x) =4 — 5cos(x)

f'x) =0 x = arccos( ) car x € [0, 7], cos est une fonction décroissante donc

Six € [0, arccos (E)[ f'(x) < 0et f est décroissante.

Six € ]arccos G)n] f'(x) > 0 et f est croissante.

1 _4 _+3 .. , , . L
2. % <:< g, c’est trivial en élevant au carré. Comme arccos est une fonction décroissante :

(1)> (4>> \/§@n> (4>>7I
arccos \/7 arccos 5 arccos 2 4 arccos 5 6

4
x 0 arccos (—) T

') 0
f(x) 4m
\‘4 arccos -3 /

(accos (5)) = #arcco ) - sin (4))-4 (§)-5 1 (§) = sareeo(g) =3
f arccos 5 = 4 arccos 5 sSin | arccos 5 = 4 arccos 5 5 = 4 arccos 5

4. f estimpaire donc la courbe est symétrique par rapport a 1’origine.

15 ,
4

10
y = 4x — 5 sin(x)

5 4
arccos (g)
>

= >
4 -3 - -1 ) 1 2 3 4
-5
-10
—41
-15

Aller a : Exercice 14

18
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Correction exercice 15.
ex _ e—x
sh(x) —5 — e*—e™ -1 X?-1

=th(x) ©y=——C= = = = =
y (.X') y Ch(.X') eX +e X eX + e—x er +1 XZ +1
2

En posant X = e*
2

y:th(x)@y:X2+1‘:’}’(X2+1)=X2—1(:>yX2+y=X2—1<:>yX2—X2:_1_y

1+y 1+y 1+y
e X (y-1)=->1 eXl=-——=—— e =X= |—o
-D=-0+y) =1 1=y°° 1=y 7
_ 1+y - _11 <1+y)
=1n l—y x—2n 1_y
g:1—1,1[ - R est définie par
()_11 <1+x>
g =51 %

Allez a : Exercice 15

Correction exercice 16.

3

e *(ch(x) — sh*(x)) = ™™ ((e +ze) - (ex _ze_xf)

e—x
= ?(e” +3e* +3e7* + e — (e3% — 3e* + 3¢ — e73%))
-x

— ; X -3X) — 1 —4x
= + 2 = +
(66 e ) e

S w

Donc
3
lim e *(ch3(x)) —sh3(x)) = -
x—+00 4
eX+e* 1+ e %¥ 1+e%¥
x —In(ch(x)) =x—1In (T) =x—In <ex—> =x —In(e*) —In (—)

2 2
L 1+e%%
= n >

" 1+e™ 1
ot 22
Donc

xl_i)rpq)(x —1In(ch(x))) = —In (%) =In(2)

Aller a : Exercice 16

Correction exercice 17.
Pourx 0o e*+1oe %1

19
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1
A) =145 (" +e™ +e™ +e ™™ ot e™ +eT™)

1
= E((l te¥+eX X+ te™)+(1+e ™ +e 2¥ 44 e ™))
1 (1 _ e(n+1)x 1— e—(n+1)x>

2 1—e* + 1—e*

1 (1 _ e(n+1)x)(1 _ e—x) _ (1 _ e—(n+1)x)(1 _ ex)
==X
2 (1-e¥)(1—-e™™)
1 1—e % — e(n+1)x + e — (1 —eX — _e—(n+1)x + e—nx)
==X
2 l1—e™*—e*+1
1 eX—eX— (e(n+1)x _ e—(n+1)x) 4 ehX _ p—nX
==X
2 2—(e*+eX)
1 sh(x) — sh((n + Dx) + sh(nx)
==X
2 1 — ch(x)
Six=0,A0)=n+1
Aller a : Exercice 17
Correction exercice 18.
On pose X = e*
Xtz X—%
3ch(x) —sh(x)—-3=0<3 R -3=0o3X*+1)-X*-1)-6X=0

©2X?2-6X+4=02X*-3X+2=0©X=1ou X=2<x=0 ou x=1In(2)
Aller a : Exercice 18

Correction exercice 19.

1.
2 2 2 2 24/3 3 3
1 2In@3) _ ,—3In(3 V3 _ ,—v3 V3-— L 3-1 1 3
sh(—ln(3)>=e ¢ =¢ ¢ - 3 _ = =2
2 2 ? 2 23 V3 3
2.

2 ch(x) + sh(x) = V3ch(5x) & ?ch(x) + ?sh(x) = ? x V3 ch(5x)

< ch <%1n(3)) ch(x) + sh <%1n(3)) sh(x) = ch(5x) © ch (% In(3) + x) = ch(5x)
lln(3) + x = 5x 4x = 1ln(?;)
o2 & 2

1 1
Eln(B) +x = —5x 6x = —Eln(S)

S = {% In(3),— % ln(S)}

Aller a : Exercice 19
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Correction exercice 20.

3 2 . .
1. 1> 1 > \/2——, comme arccos est décroissante,

3 V2
arccos(1) < arccos (Z) < arccos >

ce qui équivaut a
0< (3> <=
arccos | 2
2. D’aprées la premiére question
0 < 2arccos(3) <
arccos | >
Donc
3
2 arccos (Z) € [0, ]

Et bien sdr

arccos(x) € [0, ]
On en déduit que

3 3 3 3\?
arccos(x) = 2 arccos (Z) & X = cos (2 arccos (Z)) = 2 cos? <arccos (Z)) -1=2 (Z) -1

9 1= 1
8 8
Allez a : Exercice 20
Correction exercice 21.
1.
, 1 sin?(t) , ,
1 — tan?(t) " cos2(t) cos*(t) —sin*(t) 5 5
= - = = t) —si t) = 2t
1 + tan?(t) 1 sin?(t)  cos2(t) + sin?(t) cos™(t) = sin”(t) = cos(2t)
T 0s2(0)
cos2(t)
2.
1 1\2
1 1 — tan? (arctan (§)) 1- (§) 9-1 8 4
cos(Zarctan(§>>= T = 12:9+1:1_O:§
2 z
1+ tan (arctan (3)) 1+ (§)
Comme
0< !
3

Et comme arctan est croissante

1 T 1 T 1
arctan(0) < arctan <§> < 0 = 0 < arctan <§> < 5 = 0 < 2arctan (5) <m
On en déduit alors que

(parctan((5)) = = 2arctan 3) = arcos 3
Cos arctan 3 —5 arctan 3 = arccos 5

Allez a : Exercice 21

Correction exercice 22.
1.
f(x) = xX = exln(x)
Donc f est définie et continue sur 10, +oo[
21
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2. Ona
xli_)r(r)1+xln(x) =0
Donc
: — 5,0 _
lim, f(x) =e =1

Autrement dit f est prolongeable par continuité en 0, par f(0) = 1.

1
f'(x) = (ln(x) + x X ;) eXn®) = (In(x) + 1)e*n®
f est dérivable sur ]0, +oo.
g 00 = e
Donc f n’est pas dérivable en 0 et le graphe admet une demi-tangente verticale en 0.
4. Le signe de la dérivee est le méme que celui de In(x) + 1.

ln(x)+1=0<:)ln(x)=—1(:)x=e—1=z

1 1
0<x<z<:)ln(x)<ln(g)=—1(:>1n(x)+1<0
De méme
1
x>z(:)ln(x)+1>0

En résumé f est décroissante sur ]03 [ et croissante sur E +oo[.
Clairement
lim f(x) = 4w

X—+00

5. f()=fle)=e" =eretf(0) =1

14
1,2
1
0,8 |
0,6 \L
04 -

0,2 -

0 T T =\

0 0,5 1 1,5

Allez a : Exercice 22

Correction exercice 23.
1. f est définie, continue et dérivable si et seulement si 4e* —3 # 0 © e* # % & x #In G)

b =m\ ()

lim (4e* —3) =-3
X——00

En —oo,

22



Les racines sont

Fonctions élémentaires

Pascal Lainé
lim ch(x) = +o0
X——00
Donc
i 8 ch(x) B
oo de* — 3
En 4+
Onpose X = e*
X+l
o) = 8ch(x) 8= 8(X*+1) 8X*>+8
) = s 3T I =3 " 2X(4X =3)  8XZ—6X
lim X =+
X—>+00
Donc
I _ i 8X2+8_ ) 8X2_1
dm O = im T —ex T AT Ex
lim X =+
X—+00
3\~ 3
Enln (Z) , ch (ln (Z)) >1>0
lim _(4e*—-3)=0"
xﬁln(%)
I ch(x)
im _ =—
xaln(%) 4e* —3
Nt 3
Enln (Z) , ch (ln (Z)) >1>0
lim (4e*—-3) =07
3 +
x—>ln(z)
ch(x
lim 2 x( )3=+00
xeln(%) er -
‘() = 8 sh(x) (4e* —3) —4ch(x) e* 8 4e*(sh(x) — ch(x)) — 3 sh(x)
[ = (4e* — 3)2 - (4e* — 3)2
Onpose X = e*
X - % X+ % X - %
f'(x) = 0 © 4e*(sh(x) — ch(x)) —3sh(x) =0 & 4X I —3T=0

S 4X((X2-1)-(X?+1)-3X*-1)=0<8X(-2)—3X>+3=0
& —3X2-8X+3=0

Le discriminant de cette équation est :

A=(-8)?+4x%x3x3=64+36=100

8-10 1

[uiy
Il
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OrX =e* > 0donc f'(x) = 0 n’a qu’une solution e* = g o x=In G) = —1In(3)

Il reste a déterminer le signe de 4e*(sh(x) — ch(x)) — 3 sh(x), cette fonction est continue et ne
s’annule qu’en - In(3), on prends une valeur simple 0, 4e°(sh(0) — ch(0)) —3sh(0) = -4 <0
Donc pour tout x < —In(3) 4e*(sh(x) — ch(x)) — 3 sh(x) < 0 et pour tout x > —In(3),

4e*(sh(x) — ch(x)) — 3sh(x) > 0, il faut quand méme faire attention au fait que f n’est pas définie

3
enln (Z)
Comme = < 5 alors In (3) <In (E) on déduit de tout cela que :
3 3 4
Pour tout x €] — oo, G) [, f est décroissante.
Pour tout x €] ln( ) In G) [, f est croissante.

Pour tout x €] ln( ),+oo[ f est croissante.

.
e n@) nl)
f'(x) + 0 - -
f(x) T 8Ny +m\1
Car
Csah(3) ) iemB) 343 40
f(‘“())‘4eln(§)_3‘4 i, T3S 8
5.

I 1 } In(3/4) |1 1 1 1
—In(3)

2N

Aller a : Exercice 23

Correction exercice 24.
1. u — 3+ 4sh(u) est définie sur R. ch(u) # 0 pour tout u € R et ch est définie sur R donc f est
definie sur R.
2.
Premiére méthode
3+ 4 sh(u) 3
faw) = ch(w)  ch)
limy,_, +00 ch(w) = 400 donc limu_)+oochi(u) = 0 et limy_,,e th(w) = 1 donc lim,,_, o, f(u) = 4
24

+ 4 th(u)
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lim,_,_ ch(u) = +o0 donc limuﬁ_mﬁ(u) = 0 etlim,__, th(u) = —1donc lim,_,,, f(u) = —4

Deuxieme méthode
-Uu

e —e
f(u)_3+4sh(u)_3+4T_6+4(e”—e‘”)_6e“+4(ezu—1)
~ ch(w) = e*te™  euqeu B eu 4+ 1

2

En multipliant le numérateur et le dénominateur par 2, puis par e*.

On pose X = e%,
6X +4(X?—-1) _4X2+6X—4

== = xz+1

Siu - +oalors X —» +oo

_  4X24+6X—4  4x?
A T I T
Siu > —ocoalors X - 0
, . 4X?P+6X—4
Am f) = lm ==
3.
Premiere méthode
.« 4ch()ch(u) — (3 +4sh(w))sh(u) 4ch*(u) —3sh(u) — 4sh*(u)
fr) = ch2(u) B ch?(u)

_ 4(ch?*(u) —sh?(w)) —3sh(w) 4 —3sh(w)
h ch?(u)  ch?2(w)

4 4 4 4
f’(uo)=0(:)4—35h(u0)=O(:>sh(uo):§<:>u0=argsh(§)=1n -+ (—) +1

=1 4+ 16+1 =1 4+ 25 =1 (4+5)—1(3)
3T | 3T 9 )T 3Ty T

elo — e~

Deuxiéme méthode
4 4
h = — = —
S (uo) 3 3

2
On pose X, = e%o

vy 1
4 07X, 4 1
sh(u0)=§<:> > 0 B@XO—X—O—§®X§ 1=-X, o X2—-=X,—1=0
Le discriminant vaut
A_64+4_100_(10>2
9 9 \3
8_10
373
Xy = =—=—<0
01 2 3
8 10
X, =§+?=3
0,2 2

Donc
e =3 o uy =1In(3)
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u
f'(w) + 0 -

fw » /' 5 \4

eln(3) + e~ 1n(3) B 3 +%

5
ch(In(3)) = 5 =—"=3
3+4x%
fn(3) =——=—2=5
3
4.
Graphe de v = f(u)
62
3
2 4
4+ In(3) u
-8 0 2 4 6 8

hhs N s o
1

Aller a : Exercice 24

Correction exercice 25.
1. f est définie, continue et dérivable si et seulement si ch(x) — 1 # 0, autrement dit si et seulement si

x # 0.
Df =R+
2. Onpose X =e”*
x+} x-3
()_ch(x)+sh(x)+1_ 7ot o+l Xx2414x2-142X  2X242X  2X(X + 1)
fo) = ch(x) — 1 B v+l B X24+1-2X CX2-2X+1  (X-1)2
X _
5 1
lim X=0
X—>—00
Donc
. 0 2X2 42X
dm ) = i v 1
lim X = +o0
X—+00
Donc
. _ 2X2 +2X . 2)(2_2
x—1>r-|poof(x) _X—l>r-|r-looX2—2X+1_X—l>Too X2
lin(l)(ch(x) +sh(x)+1)=2
xX—
lim (ch(x) — 1) = 0%
Jlim (ch(x) — 1)
Donc
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lim £(x) = +oo

3.
') = (sh(x) + ch(x))(ch(x) — 1) — (ch(x) + sh(x) + 1) sh(x)
o= (ch(r) — 172
_sh(x) ch(x) —sh(x) + ch?(x) — ch(x) — ch(x) sh(x) — sh?(x) — sh(x)
B (ch(x) —1)2
_ 1 —ch(x) —2sh(x)
- (ch(x) — 1)2
1
vrn 1—ch(x) —2sh(x) =0 _X+X_( _l)_
f(x)_O@{ h()-1=0 )Tz \FTx)=0
x+0
_ 2 _ 2 _ — _ _ 1
@{zx X2 +1) —2(X 1)_0®{ 3X24+2X+1=0 ,_ _1
X#1 X#1 3
Or X = e* > 0 donc il n’y a pas de solution a f'(x) = 0.
1 —ch(x) — 2 sh(x) ale mémesigneque —3X?+2X+1=-3(X—-1) (X + %) = —-3(e* —
1
1) (ex + 5)
Six<0,e¥—1<0donc1—ch(x)—2sh(x)>0,Six>0,e¥—1>0donc1-—ch(x)—
2sh(x) <0,
Sur ] — oo, 0], f est croissante, sur ]0, +oo[, f est décroissante.
4,
X —00 0 +oo
'@ ' -
fx) |0 _—" 4 +o0 ~—~—, 2
5.
254y
2 -
1 -
> 7 x
-4 -2 0 2 4 6
Aller a : Exercice 25
Correction exercice 26. (Hors programme)
1. Onpose X = ==
) P x2+1 5
| x2 =1 ( 2x )2_(x2+1)2—4x2_x4+2x2+1—4x2_x4—2x2+1_ x?—1
B x2+1) (x?2+1)2 (x2 + 1)2 T (xk2+1)2 0 \x2+41

argth(X) est définie pour

x2 —1\°
—1<X<1<:>X2<1<:>1—X2>0<:><2—> >0
x4+ 1
Ce qui est toujours le cas sauf pour x> = 1 © x = +1
Df = R\ {-1,1}
Comme argth est continue et dérivable sur son ensemble de définition, f est continue et dérivable sur
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R\ {-1,1}
. _ reay w0
2. Sif(x)= argth(u(x)) alors f'(x) = —1_(u(x))2
. 2 ' _2(x?+1)-2xx2x ) 1-x? 2 (x?-1 2 . .
Ici u(x) = i donc w'(x) = =5 =25 et 1 - (u(x))” = (x2+1) , voir calcul ci-
dessus.
Donc pour tout x € R\ {—1,1}
, 1= x? )
() = (x2+1)2_2 1— x? 9 x*+1\" 2(1-x*) 2
fx = x2—1\> “(x2+1)27\x2-1)  (1—-x2)2 1-—x2
(xz + 1)
3. Pourtoutx # +1, -1 < ——< 1
x“+1
donc
lim —= 1* = i th( 2 )
= — = —00
o1 x2 + 1 B e P
2x 1 = i th( 2x )
= — = —00
B e R W
y 2x 1- I h 2x ) _
lim g =1 = Jimargth () = oo
lim —— = 1- = i th( ox )—
xl)r{l*' x2+1 = xg{l*' arg x2+1) +oo
. . . 2x
xl_l)Il”looxz 1= 0= xl_l)r_noo f(x) = xl_l)rpw argth (m) = argth(0) =0
. x - .
xl—l>Toox2 1= 0= xl_l)rpoof(x) = xl_l)rpoo argth (xz n 1) = argth(0) =0
£(x) =1_2x2<03ix<—1ousix> 1etf’(x)=1_2xZ >0si—-1<x<1.
On en déduit le tableau de variation
X —00 -1 1 +o0
f'(x) - + -
f(x) 0\—00 —oo/' +o00 +oo\0
y ¥
T X
-4 2 1 0 1 2 3 4

Aller a : Exercice 26

Correction exercice 27.
1.
T<0<2ne -2n<-0<-nmne0<2n—-0<n
2. D’apres 1.
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arccos(cos(2mr —0)) =2m — 6
Car 2m — 6 € [0, ]. D’autre part
cos(2m — 0) = cos(—0) = cos(0)
Par conséquent
arccos(cos(8)) =2 — 6
Allez a : Exercice 27

Correction exercice 28.
1. Si —% <x< galors arcsin(sin(x)) = x,

Doncsi -~ +2kn S x <~ +2km &-- <x—2kn <~ k €L
Alors sin(x) = sin(x — 2km) donc arcsin(sin(x)) = arcsin(sin(x — 2km)) = x — 2kn
SiESxS%{@—%ﬂS —x < —gﬁ—gﬁn—xsg,commesin(x) = sin(m — x)
Alors arcsin(sin(x)) = arcsin(sin(r — x)) =7 — x
Si%+2kn£x£%+2kn@§$x—2knSZ—”anrs
sin(x) = sin(x — 2kmwr) donc  arcsin(sin(x)) = arcsin(sin(x — 2km)) = 7w — (x — 2km) = —x +
Rk + 1m
Remarque (inutile), pour tout x € R, il existe k € Z tel que x € [—§+ 2kn,§+ 2km] ou x € [§+
2km, 2% + 2k]

g est 2m périodique et paire, on étudie g sur [0, rr].
g est définie, continue si et seulement si 1 + cos(x) # 0, ¢’est-a-dire si et seulement si x # m,
glx) = arctan(u(x))

Avec u(x) _ 1—cos(x) _ /v(x)' avec v(x) _ 1—cos(x)

1+cos(x) 1+cos(x)
s sin(x) (1 + cos(x)) — (1 — cos(x))(—sin(x)) 2 sin(x)
v = (1 4+ cos(x))? ~ (14 cos(x))?

s v'(x) 2 sin(x) 1 1 + cos(x) B sin(x) 1 + cos(x)
W) = 2./v(x) " (1 + cos(x))? % 2 % 1—cos(x) (14 cos(x))? X 1 — cos(x)
2

2 1—cos(x) 1+cos(x)+1—cos(x)
1+ (u(x)) =1+ 1+ cos(x) 1 + cos(x) " 14 cos(x)

e W) B sin(x) 1+ cos(x) 14 cos(x)
9'(x) = 14 (u(x))z (1 4 cos(x))? X 1= cos(x) % 2
1 sin(x) 1+cos(x) 1 sin(x)
==X X ==X
2 1+ cos(x) 1—cos(x) 2 \/1 + cos(x) x \/1 — cos(x)
1
~2

sin(x) 1 sin(x) 1 sin(x)
—_ = X—— ==X —

J1=cos2(x) 2 .fsin2(x) 2 Isin(x)|
En 0 g n’est pas dérivable.

Sur ]0, [, sin(x) > 0 et donc |sin(x)| = sin(x) entraine que g'(x) = %

X

Sur 10,7, g(x) = g + K, comme g est continue en 0 :

0) = 1 l (x+1<)—0+1( 1
9(0) =l 9@ Jip (5 +K) =z +K D)

La formule est donc vraie en 0 donc sur [0, rt[.
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1—cos(0)
1+cos(0)

On reprends (1) pour trouver K. g(0) = arctan< > = arctan(0) = 0 donc K = 0.

X
gx) = P
g est paire, donc pour x €] — m, 0], g(x) = g(—x) = %x car-x € [0, m|.
Pour arranger les choses
X
Vx €] —m, x|, glx) = |E|

Ensuite on remarque que g est 2w périodique donc (x) = g(x — 2kn) k € Z.
Six €] —m + 2kn,m + 2kn[, x — 2kn €] — m, m|[,

X — 2k71'|

900 = glx - 2km) = [F=

2. Graphede f
/2

Graphe de g, c’est le méme a la différence prés que sur 1’axe des abscisses on divise par deux le « x ».
Aller a : Exercice 28

Correction exercice 29.

X

1. arcsin est définie et continue sur [—1,1], x — — est definie et continue sur ]—1,1[ donc f est
définie et continue sur |—1,1].

2.
f(x) = arcsin(x) — x(1 — xz)—%
vx € |-1,1],
1 1 1 P
f (x) :m_(l—xz) 2 —x<_§>(_2x)(1_x2) =
1 1 5 3
i ) (1 -x)Tz= M1 -2

V1—2x2 1-—x2
f est dérivable sur |—-1,1].

3. Vxe]-1,1], f'(x) <0, donc f est décroissante sur |—1,1[. Comme f(0) = arcsin(0) — % =0

Six <O0alors f(x) > f(0) =0etsix > 0alors f(x) < f(0) = 0.
Allez a : Exercice 29

Correction exercice 30.
1.

>0

1 +x2)? B (1 +x2)? T A+x02 T

. <1—x2>2_(1+x2)2—(1—x2)2_1+2x2+x4—(1—2x2+x4)_ 42
S \1+x2) T

Donc

1
Vx eR,—-1<
1+
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f est définie et continue sur R.
1-x2
2. Onpose u(x) = o
(—2x)(1 +x?) — (1 —x?)(2x) 4x
u'(x) = = _
(1+x2)2 (1 + x2)?
2 4x? 2|x|
1 — = =
-ty - [ -
. —u'(x) 4x 1+ x? 2x
> (1+4+x?) 2|x| [x|(1 + x2)
1-(u®)
f est dérivable pour tout x # 0.
En0~.x < 0donc |x| = —x et
, -2
Fr =1
lim f'(x) = -2
x—0~
En 0%, x > 0donc |x| = x et
2
1) = 1+ x2
Jim, £ =2
f n’est pas dérivable en 0.
3.
lim u(x) =—-1= lim f(x) =arccos(—1) =m
X——00 X——00
lim u(x) =—-1= lim f(x) =arccos(—1) =7
xX—+00 X—+00
4,
X —o0 0 +o00
-15 15
5. Six<0
') L=0) £ = ~2arctanCo) + K
= — = = —_ —
f'(x 1T 52 = arceos |7 flx arctan(x 1

Onprend x = -1
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s s
arccos(0) = —2arctan(—1) + K; = > + 2 X (— Z) =K, =>K, =0

Et
f(x) = —2arctan(x)
Six>0
1—x?
f'x) = T2 = arccos (1 n x2> = f(x) = 2arctan(x) + K,

Onprendsx =1
T T
arccos(0) = 2arctan(1) + K; = 5 2 X i K,=>K,=0

Et
f(x) = 2arctan(x)
Aller a : Exercice 30

Correction exercice 31.
1. f est définie et continue si et seulement

{\/1—x2€[—1,1]@ 1_(V1_x2)220@{1_(1_x2)20©{ x*20 e x e [-1,1]

1—x2>0 X2 <1 x € [—-1,1] x € [—1,1]
2.
_ 2x
f,() 2V1—x2 ve x 1 ve
X) = = — = ——
J1—(01-x2) V1i—x2 x2 [x|V1 — x2
3.

Iy a deux demi-tangentes verticales

Pourx <0, |x| = —x et
1

o) =—

ALWEOREE

Il 'y a une demi-tangente verticale
lim f'(x) =1
x—0~
Il 'y a une demi-tangente oblique
Pour x > 0, |x| = x et
-1
(x) =
Fo=r=
lim f'(x) = -1
x—07%

Il 'y a une demi-tangente oblique
lim f'(x) = —
x-1"
Il'y a une demi-tangente verticale
4. Six € [0,1] la fonction est croissante, si x € [0,1] la fonction est décroissante.
5.
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X
f(x) |+0  + 1]|-1 - —oo]]

f(x) 0 /E\O

-1,5 0,5 1 1,5

Allez a : Exercice 31

Correction exercice 32.
1. Onpose X =1 — 2x2
1-X?2=1—-(1-2x?)?2=1-(1—4x? + 4x*) = 4x? — 4x* = 4x*(1 — x?)
f est définie et continue si et seulement si
—-1<1-2x?<1e(1-2x*)?*<1o1-X’2024x*(1-x*)>201-x%2>0
Bref f est définie et continue sur Dy = [—1,1]

2. Sif(x)= arccos(u(x)) alors f'(x) = M@
J1- (@)’
u'(x) = —4xetl— (u(x))2 =1-X?=4x?(1—-x?)donc
, _ —4x _ 4x _ 2x
f ) = G 2w Wi
Si |x|V1 — x2 # 0, c’est-a-dire si x €] — 1,0[U]0,1][, f est dérivable.

lim f'(x) = lim _ = —0o0

x—->—=1+ x—->-=1 1/1 — xz o

: ) : 2
Am f10) = lim === e
f n’est pas dérivable en +1.
Jm fi) = lim, === 2
: , : 2
Jim, f1) = lim, Zm=—== =2
f n’est pas dérivable en 0.
3. Six €] —1,0[alors |x] = —x donc f'(x) = \/;__sz <0
Si x €]0,1[ alors |x| = x donc f'(x) = \/% >0
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f(—=1) = arccos(1 — 2(—1)?) = arccos(—1) =7
f(@1) = arccos(1 — 2 x 1%2) = arccos(—1) ==
£(0) = arccos(1 — 2 x 02) = arccos(1) = 0

S 1) = lim ==

Il'y a donc une demi-tangente verticale en —1.

2
. Lron 1 _
Jm 10 = ;}L‘?lm =t
Il'y a donc une demi-tangente verticale en 1.

Jm fi) = lim ===

Il'y a donc une demi-tangente oblique en 0~.

o . 2
Jm f1) = lim Ze=—=—= =2

Il'y a donc une demi-tangente oblique en 0*.

X -1 0 1
fle) | |[-o —2||2 too ||
fo e~ T
0
352
3| m
2,5 -
5 -
1,5 -
1 -
0,5 -
-1‘,5 1 -0L5 ) 0 0,‘5 1 IS
4. Sur]—1,0[, f'(x) = —\/57 donc f(x) = 2 arccos(x) + K;

A priori on ne peut pas prendre la valeur —1, ni la valeur 0 car cette relation n’est valable que sur
] —1,0].
On peut prendre la valeur x = — % On peut faire autrement, comme f est continue en 0 (ou en —1), on
écrit :
f(=1) = lim, f(x)
x—-—1
Or pour x > —1 f(x) = 2arccos(x) + K; donc
arccos(1—2x 1?) = lirri+(2 arccos(x) + K;) © arccos(—1) = 2arccos(—1) + K;
x——

& K, = —arccos(—1) = —m
La continuité en 0 permet de conclure que :
vx € [-1,0], f(x) = 2arccos(x) — 1
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Remarque : on aurait pu utiliser que [ —\/%dx = —2arcsin(x) + K et on trouve alors K = 0.
' _ 2 _ .
Sur]0,1[, f'(x) = — donc f(x) = 2 arcsin(x) + K,

Pour changer de méthode, je prends x = % € [01]. f G) = 2 arcsin G) + K,, donc

. — ) 2><(1)2 , _(1)_ (1) o BT T
, = arccos > arcsin ) = arccos (5 c=2-3=

La continuité de f en 0 et 1 permet d’affirmer que :
vx € [0,1], f(x) = 2arcsin(x)
Aller a : Exercice 32

Correction exercice 33.

f est définie et continue si et seulement si

-1<1-2x*<1e1-1-2x?2021-(1-4x*+4x®) >0 4x*(1 —x*) > 0 & x*
<le-1<x<1
8x3 8x3 8x3 4x
o0 = - = - = - =-
J1—(1—2x%)? Jax (1 — x%) 2x2V1 — x4 V1 — x4

f' est définie sur ] — 1,1[ et f est continue sur cette intervalle donc f est dérivable sur ] — 1,1]
Remarque :
J’ai mis cet exercice parce que 1’on pourrait croire que f est dérivable si et seulementsi -1 <1-2x*<1 &
1-(1-2x)?>01-(1—-4x*+4x8) >0 4x*(1 — x*) > 0 © x €] — 1,0[U]0,1[, mais c’est faux,
f est bien dérivable en 0. Ce qui est vrai c’est :
Si —1 < 1—2x* < 1alors f est dérivable, la réciproque peut-étre fausse.
Je rappelle qu’une fonction est dérivable en x, Si et seulement si la limite du taux de variation existe, dans tous
les exercices avec les fonctions réciproques qui ne sont pas dérivables en une valeur ou elles sont définies, on
utilise le théoréme suivant :
Si f est continue en x, et si f'(x) admet une limite en x, alors f est dérivable en x, et f'(x,) est la limite de
f'(x) en x,.
Aller a : Exercice 33

Correction exercice 34.
1. P(x)=(x?+1)(16x*+8x%+1) = (x? + 1)(4x? + 1)? en faisant une division euclidienne par
exemple.

a) argsh est définie, continue et dérivable sur R donc f est définie, continue et dérivable sur R.

b) Sif(x)= argsh(u(x)) alors f'(x) = % sur I’intervalle R.
1+(u(x)
Ici u(x) = 3x + 4x3 donc u'(x) = 3 + 12x2 = 3(1 + 4x?)
14+ u) =1+ Gx +4x3)? = 1+ 9x2 + 24x* + 16x5 = P(x)
Lo 3(1+4d) 301+ 4d) 3
F) = JEZ+ D@2+ 12 (4x2+1)J02+1) JGZ+1D)
f(x) = 3argsh(x) + K
f(0) = argsh(3 X 0 + 4 x 03) = argsh(0) = 0

Donc
f(x) = 3argsh(x)
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Aller a ; Exercice 34

Correction exercice 35.
—1 < th(x) < 1 donc f esr définie, continue et dérivable sur R

1 1
') = ch?(x)  ch(x) _ ch?(x) ch(x) _|ch(¥)| 1
f1e0 = JI—th2(x) 1+sh?(x) B 1 ch?2(x) ch2(x) ch(x)
ch?(x)

Car ch(x) > 0 entraine |ch(x)| = ch(x).
Une fonction dont la dérivée est nulle sur un intervalle est constante.
Et £(0) = arcsin(th(0)) — arctan(sh(0)) = arcsin(0) — arctan(0) =0—-0=10
Donc arcsin(th(x)) — arctan(sh(x) = 0 & arcsin(th(x)) = arctan(sh(x)
Aller a : Exercice 35

Correction exercice 36.
1.

_u8 59 _60-1_ _ .
a—loﬂ—sﬂ.’— 5 T = T 5

arccos (COS <11108 )) = arccos (COS (— g)) = arccos (COS (g)) = %

Car cos est paire et < € [0, ]

arcsin (sin (% n)) = arcsin (sin (— %)) = — %

arctan (tan (% n)) = arctan (tan (— g)) = —%

Donc

Car——e [—— —]

Car-—¢€ ]—E,E[
5 2°2

Donc

(cos () = areos eos () = 5
arccos | cos 15 = arccos | cos 5 = 5

in(sin(357)) = arcsinsin () = arosin sin (5)) =
arcsin | sin 15 = darcsin | sin 5 = arcsin |\ sin 5 = 5

T T

Car sin (45) = sm( ) et— [_E'E]

antn (35-7)) = arctan tan (7)) = arctan (sn (- )) = -5
arctan | tan 15 = arctan | tan 5 = arctan (| tan 5 = 5

Cartan(4—n) =tan(4—n—7r) —tan(—z) et-—€] —=,%[
5 5 5 5 22

76 _80-4 ' 4n
5T 5 T

(cos (o)) = arecs cos (- 5)) = aecos (s (5)) =
arccos | cos 5 T = arccos 5 = arccos| cos 5 = 5

Car cos est paire et 4?” € [0, ]
insin (5 = arsinsin (~ ) = arsin(sin (~)) =
arcsin | sin 5 T = arcsin | sin 5 = arcsin|{ sin 5 = 5

36
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Car sin (— 4?”) = sin (— %) et% € [_E E]

2’2

76 At s T
arctan (tan (? n)) = arctan (tan (— ?)) = arctan (tan (g)) =%
Cartan (~4) = an (-2 4.) = an (£) e |11
2.

76mr 80w —4m 41
= =1l6m — —

5 5 5

(cos () = arecos cos (-5)) = arceos (s (5)) =
arccos | cos 5 T = arccos | cos 5 = arccos | cos 5 = 5

Aller a : Exercice 36

Correction exercice 37.
1.

/s i
arctan(2x) + arctan(x) = 1 = tan(arctan(2x) + arctan(x)) = tan (Z)
Il n’y a pas équivalence car tan(A4) = tan(B) n’entraine pas que A = B sauf si on peut montrer a

I’avance que A et B sont tous les deux dans un intervalle du type ]— % + kn,% + kn[ avec k € Z.

Or
tan(a) + tan(b) T
1 — tan(a) tan(b) et tan (Z) =1

tan(a + b) =

Donc

m  tan(arctan(2x) + tan(arctan(x
arctan(2x) + arctan(x) = — = ( (2x) ( (x))

4 1 —tan(arctan(2x)) tan(arctan(x)) -
Pour tout x € R, tan(arctan(x)) = x et donc tan(arctan(2x)) = 2x.

tan(2x) + arctan(x) =~ > —o X _ g —1>3x=1-2x2=2x?+3x—1
arctan(2x) +arctan(x) = 4 > ———= T x = x x x
=0
Le discriminant est A = 9 + 8 = 17, et les racines sont x;, = 317 o Xy = —342/1_7
-3—/17

Il est clair que arctan(2x,) + arctan(x;) < 0 car x; = < 0, donc x; n’est pas solution.

Par contre pour x,, je ne vois pas bien comment vérifier si arctan(2x,) + arctan(x,) = %

Deuxieme méthode :
On remarque que x > 0 sinon arctan(2x) + arctan(x) < 0, d’ou arctan(x) > 0

/s /i1
arctan(2x) + arctan(x) = 7 & arctan(2x) = e arctan(x)

arctan(2x) € ]— %, %[

T s T T T
0 < arctan(x) < 5 S -3 < —arctan(x) < 0 2 < i arctan(x) < 7

Donc

/s w1

[ t E —-—=,=

2~ arc an(x) ] 27
Par conséquent :

T /s
arctan(2x) = i arctan(x) © tan(2x) = tan (Z — arctan(x))

tan (%) — tan(arctan(x)) 1—x
& arctan(2x) = — x=——oo2x(1+x)=1-x©2x>+3x—-1
1 + tan (Z) tan(arctan(x)) I+x
=0
On retombe sur les mémes solutions, on ne garde que la solution positive :
-3+ V17
X=———
4
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2. arcsin(2x) — arcsin(v/3x) = arcsin(x)
Si x est solution alors - x est aussi solution car arcsin est impaire. On peut se contenter de rechercher

les solutions positives ou nulle. (D’ailleurs x = 0 est évidemment solution).
Par conséquent :

i)
0 < arcsin(2x) < >

s T
0 < arcsin(v3x) < 293 < —arcsin(v3x) < 0
Donc
T is
—3 < arcsin(2x) — arcsin(v3x) < >
Et bien sur
I arcsin(x) < i
2 -2
D’ou I’on tire I’équivalence :
arcsin(2x) — arcsin(\/§x) = arcsin(x) © sin(arcsin(Zx) — arcsin(\/gx)) = sin(arcsin(x))
Comme sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)
arcsin(2x) — arcsin(\/§x) = arcsin(x)
< sin(arcsin(2x)) cos(arcsin(\/gx) — cos(arcsin(2x)) sin(arcsin(\/gx)) =x

© 2x /1—(\/§x)2—\/1—(2x)2\/§x=x<=2x\/1—3x2—\/1—4x2\/§x=x

On simplifie par x et on n’oubliera pas la solution x = 0.
arcsin(2x) — arcsin(\/gx) = arcsin(x) © 2\/1 —3x2 — \/1 —4x2\/3 =1

©2y1-3x2—-1=+1-4x2V3
La, je vais élever au carré, mais il faudra faire une réciproque parce que A = B = A2 = B% la
réciproque est fausse a moins de vérifier que les deux expressions sont de mémes signes.

2¢1—3x2—1=+1—-4x2V3 = 4(1 —3x?) —4J1—-3x2+1=3(1 — 4x?) = 2 = 4/1 — 3x2
1

>1=2 1—3x2:>1=4(1—3x2):>12x2=3:>x2:Z:>x=—

2
Puisque j’ai pris x > 0 au début.
Reéciproque :
) 1 ) 1 ] (V3 T m T /1
arcsin (2 X E) — arcsin (\/§ X E) = arcsin(1) — arcsin <7> =53 =g =aresin (E)

J’aurais pu faire la réciproque dans I’expression : 2V1 — 3x2 — V1 — 4x2y/3 = 1.
L’ensemble des solutions est :
so(-1o}
L2772

Aller a : Exercice 37

Correction exercice 38.
La premiére idée est de prendre la tangente de ces deux expressions, mais on va avoir un probléme de

7T

réciproque et puis on ne connait pas tan (E) Alors on tente autre chose

T m
arctan(x) + arctan(v3x) = 2° arctan(v3x) = 12 arctan(x)

Et on tente de prendre la tangente de ces deux expressions, 1a I’ennui c’est que I’on ne connait toujours

7T
pas tan (E)

A . , . 3 3 -
On peut étre malin et s’apercevoir que Z—Z = W;;” = i—;r + £ = g + %, puis utiliser la formule tan(a +
b), mais bon, il faut étre malin.

38



Fonctions élémentaires Pascal Lainé

sn(®) _ 2

Pour résoudre cet exercice il est indispensable d’avoir déja remarqué que tan (g) = m =+= V3 et
3 2

que donc arctan(v3) = % (dans le méme genre ? = arctan (g))
T 7T

On voit alors que arctan(1) + arctan(\/§) = % +t3=5
On étudie alors la fonction :
f(x) = arctan(x) + arctan(x/gx)

Cette fonction est définie, continue et dérivable sur R et

1 . A3
@ =1re 132 >0
lim f(x)=-m
X——00
Et
lim f(x)—ﬂ
X—+00

.. . 7 - 1z
f est donc une bijection de R sur | — m, [, comme E € |—m, |, £ admet un unique antécédent or

x = 1 est solution, c¢’est donc le seul.
Aller a : Exercice 38

Correction exercice 39.
1. Six <0,arctan(2x) <0 et% — arctan(x) > % donc il n’y a pas de solution négative.

2.
/i
0 < arctan(x) < 5 =3 -3 < —arctan(x) < 0 & _Z < Z_ arctan(x) < Z
Donc
T T
e arctan(x) € ]_E 5
Par conséquent :

T T
arctan(2x) = i arctan(x) © tan(2x) = tan (Z — arctan(x))

tan (%) — tan(arctan(x)) 1—
& arctan(2x) = <:>2x=—<:>2x(1+x)—1—x<:>2x +3x—1
1+ tan ( 4) tan(arctan(x)) I+x
=0
_—34V17
=Ty
Commex >0
-3 ++17
Y=g
Aller a : Exercice 39
Correction exercice 40. (Hors programme)
1+ch(x) 1+1
—) =, = =1, f est définie et continue sur R.
, u'(x)
f(x) = argch(u(x)) = f'(x) = T
/(u(x)) -1
Avec
1+ ch(x) v'(x)
ulx) = |[———==Jv(wv) > u'(x) =
2 24/ v(x)
Avec
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: sh(x) 1 V2 sh(x)
u'(x) = X -
2 le +ch(x) 41+ ch(x)
2
(u(x))z—l =1-I-cTh(x)_1 =ch(xZ$
Donc
V2 sh(x)

£ = 41+ch(x) 1 sh(x) 1 sh(x) 1 sh(x) 1 sh(x)
o S 2 /ch2(x) -1 2,[sh2(x) 2Ish(®)|

/ch(x) -1 B E\/l + ch(x) % \/ch(x) -1
2

Six = 0 f n’est pas dérivable.
Si x > 0 alors sh(x) > 0 et donc |sh(x)| = sh(x) d’ou

, 1
f'(x) = 2
Ce qui entraine que f(x) = %x + K sur I’intervalle ]0, +oo].
f est continue en 0 donc
: (1
f(0) = xll,%l+f(x) = xll)lgl+ (Ex + K) =K

Or f(0) = argch< IHCTh(x)> =argch(1) =0dou K =0et f(x) = %x

Si x < 0 alors sh(x) < 0 etdonc |sh(x)| = —sh(x) d’ou

FG =

Ce qui entraine que f(x) = —%x + K' sur I’intervalle | — o0, 0[
f est continue en 0 donc

= li = lj ! =K'
f(0) = lim f(x) = Im(-ox+K)=K

Or f(0) = argch< /1+ch1(9¢)> =argch(l) =0douK'=0etf'(x) = —%x

Pour faire plus joli
X
Vx ER, f(x)= |§|
g(x) = argsh (Zx\/ 1+ xz) = argsh(u(x))

g est définie, continue et dérivable sur R car 2xv1 + x? est définie, continue et dérivable sur R ainsi
que argsh .

u'(x)

1+(u(x))2
1+ x? + x? 3 14 2x2

2x
=2 =2
2V1 + x? V1 + x? V1 + x?
/1 + ) =J1+4x2(d+x2) =Jax* +4x? +1=J(2x2 + 1)2 = [2x% + 1| = 222 + 1

g'(x) =

u'(x) =241+ x% +2x X
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1+2x2>< 12
Vi+aZ 2x24+1 1442

g'x)=2
R est un intervalle donc
g(x) = 2argsh(x) + K

g(0) = argsh (2 X0Xx+1+ 02) = argsh(0) =0
Donc K = 0.
Vx €R, g(x) = 2argsh(x)

h(x) = argth (1 — xz) = argth(u(x))

1+x
1—(u(x))2 _ 1_(1—x2>2 _ (14 x2)2— (1 —x?)? _ 14202 +x* — (1= 2x2 + %)
14 x? (1 + x2)2 1+ 222
4x?
BCEEDE
Donc h est définie et continue sur R* car 1 — (u(x))z S0 (u(x))z <1
oy = E2OA+ %) - (4 -2 (20) 4x
u'(x) = (1 + x2)2 == 1+ x2)2
W (x) = u'(x) _ 4x o (1 + x2)2 _ _l
1- (@)’ @+x)?7 4x? x

Sur I’intervalle ]0, +oo[, h(x) = —In(x) + K
h(1) = argth(0) =0
Et
h(1)==-In(1)+ K=K
donc K = 0eth(x) = —In(x)
Sur I’intervalle | — oo, 0[, h(x) = —In(—x) + K’
h(1) = argth(0) =0
Et
h(1) = —In(1) + K’ =K'
donc K' =0 et h(x) = —In(—x)
Soit encore
Vx € R, h(x) = —In|x|
Aller a : Exercice 40

Correction exercice 41.
1. f(0)=2 arctan(\/l + 02 — 0) + arctan(0) = 2 arctan(1) = 2 X % =
2.

T
2
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| x—V1+x?
f'x)=2x 2V1 +x2 + ! =2 X Vi+x? + !
1+(WVIFaZ—x) 1% T+ (1 +x2—2xVT+xZ+x2) 1+x°
_ox x —V1+ x? N 1
VI+x2(2+2x2—2xV1+x2) 1+x?
B x—V1+x2 N 1 x—V1+x2 N 1
VI+x2(1+x2—xvV14+2x2) 1+x% V1+x2V1+x2(V1+x2—-x) 1+x2
1 1
= + =0

T 1+x2 0 14 x2
3. Sur l’intervalle R :
fl) =K
Or f(0) = %donc flx) = g

Aller a : Exercice 41

Correction exercice 42.

90=6x15-1 doncsf—: = 61 —%alors cos (819—:) = cos (67‘[ —%) = CoS (—%) = cos (%)
A

Or 125 € [0, ] donc arccos (cos (115)) =

Par suite

arccos [COS (819—;)] = arccos [COS (17T_5)] - %

Aller a : Exercice 42

Correction exercice 43.
ch(x)  ch(x) 1

f'x) = 1+ sh?(x) B ch?(x) B ch(x)

Aller a : Exercice 43

Correction exercice 44.
1. Pourtoutx € R, ch(x) = 1donc0 < —— <1, par consequent f est définie et continue sur R.

ch(x) —
2. Sif(x)= arcsin(u(x)) alors f'(x) = @) = avec ulx) = prvan
1-(u(x))
.~ sh(x)
W) = - ch?(x)
1 1 \? _|eh2(x) =1 [sh*(x) [sh(x)| [sh(x)]
B <ch(x)) | ch2(x)  Jch?(x) |ch(x)]  ch(x)
Car ch(x) > 0.
sh(x) ch(x) B sh(x) -1

! —
"0 = =526 X Tsh@)] ~ Isheol * ehw)
f n’est pas dérivable en 0. f est dérivable sur R*.
C’est une maniére rapide de dire que pour que f soit dérivable en un point, il faut et il suffit que f soit
continue en ce point et que f' existe, ici, pour que f soit dérivable, il faut et il suffit que f' existe (car f est
définie sur R) et que manifestement la limite a gauche et a droite de 0 n’est pas la méme.
Donc le raisonnement suivant :
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f est dérivable si et seulement si —1 < T) <1 & x # 0 n’est pas correct.
3. g (X) - 1+e2x
4. Six > 0alorssh(x) > 0etdonc
. 1 2 2e* .
f(_x):— = — — = — :—Zg(x)

ch(x) eX +e* e2* +1
Sur I’intervalle 0, +oo],
flx)=-2g(x) +K

s
lim f(x) = arcsin(0) =0 et lim g(x) = 11m arctan(X) = >

x—+00 x—>+00

Donc

Et

vx > 0, arcsin( ) = —2arctan(e®) + 7

1
ch(x)

Aller a : Exercice 44

Correction exercice 45.

1.
2
2tan(60) 5 10 5
tan(26) 1 — tan2(0) 12 24 12
1-(3)
5
2tan(26) 217 120 120
4 = = = =
tan(46) = Tz 20 52 144—25 119
1-(3)

2. 0 < < F’ c’est trivial en élevant au carré.

arctan est une fonction croissante donc :

arctan(0) < arctan( ) < arctan ( \/5) S 0< arctan( ) <=

En multipliant cette inégalité par 4 et en enlevant = 4 on trouve :

T 1 T 4T mw 5Sm W
——<4arctan(§)——<———=—<—

4 4 6 4 12 2
3.
T 120
(4 (1 T tan(40) — tan (Z) 119 -1 1 1
tan(4arctan(=)——) = _
5) 4) 3 120 1194+ 120 239
1+ tan(46) tan (4) 1+ 179
4arctan (%) — % est dans I’intervalle ]— gg[
D’ou
4t<1)n—t(>n—4t<1) t(l)
arctan | ¢ | == arctan { o 4 = 4arctan | | —arctan | o

Aller a : Exercice 45
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Correction exercice 46.
1.

W[ =

eln(3) +e_1n(3) _ 3 +
2 2
5
:§®3S3ch(u)s5(:)—1S3ch(u)—4£1(:)—1Sf(u)£1

u € [—1In(3),In(3)] © In (%) <u<In(3) &1 < ch(u) <ch(In(3)) =

2. g est définie et continue si et seulement si —1 < 3 ch(u) — 4 < 1, donc g est définie et continue si
et seulement si u € [-1n(3),In(3)].

3. Si g(u) = arcsin(f(u)) alors g'(u) = &, f'(u) = 3sh(u) et
( ) 1/1—(f(u))2
1—(fw)* =1—- 3ch(u) —4)? =1 — (9ch?(w) — 24 ch(w) + 16)
= —9ch?(u) + 24 ch(u) — 15 = 3(—3 ch?(u) + 8ch(u) — 5)
—3X? +8X — 5 = 0 apour discriminant A = 64 — 4 x (—3) X (—5) = 4
Ses racines sont :

_-8-2 5
L= T3
Et
_—8+2
2 = _6 -

Donc —3X2 +8X —5 = -3 (X —5) (x - 1)

Par conséquent —3 ch?(w) + 8 ch(w) — 5 = —3(ch(w) — 1) (ch(u) - g) = (ch(w) — 1)(5 —

3 ch(u))
On en déduit que :
3sh(u)
\/3(ch(u) —1)(5 —3ch(u))
4. D’aprés la premiére question ch(3) = g donc ch(u) = g admet deux solutions u = In(3) etu =
—1n(3)
et ch(u) = 1 a une unique solution u = 0.
(ch(w) —1)(5—-3ch(u)) >0 1< ch(u) <In(3) © u €] —1In(3),0[U]0,In(3)[
On doit donc calculer les limites de g'(u) en -1n(3), 0 et In(3).
En-1n(3)*.
sh(—1n(3)) < 0 et 3(ch(u) — 1)(5 — 3 ch(u)) — 0" (sinon cela veut dire que ’on s’est trompé et
que le terme sous la racine carrée est négatif).
lim g'(u) =—

g'(w) =

u-—1n3)*
Il y a donc une tangente verticale en x = —In(3).
EnO~.
sh(u) = —/ch?(u) — 1= —\/ch(u) —-1x \/ch(u) +1
Donc

—3/ch(w) —1x/ch@) +1  —3y/ch(w) +1
J3(h@) — DG —3chw)) /305 — 3ch(w))
o, =3Jch(@+1 32
W90 = J3G=3ch(0) 35-3) v
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En0*.
sh(u) = +\/ch2(u) —-1= \/Ch(u) —-1x \/ch(u) +1
De méme
lim g'(u) = 3ych(Q+1 _ 3v2
u=0" J3(5-3ch(0)) +/3(5-3)
EnIn(3)".

Comme en —In(3)* ou presque.

lim g'(u) = 400
u-—1In(3)~
En fait la fonction est paire et la dérivée est impaire.
5. g est continue sur [—1In(3),In(3)] et g’ est définie sur ] — In(3), 0[U]0,In(3)[ donc g est

dérivable sur ] — In(3),0[u]0, In(3)[.

u —In(3) 0 In(3)
g | [[-oo —3[lv3 +oo|

9w 2 \ / 2

2
Car g(0) = arcsin(3 ch(0) — 4) = arcsin(3 — 4) = arcsin(—1) = —%et g(n(3)) =

arcsin(1) = g

Et g’ (u) est du signe de sh(u) lorsqu’elle est dérivable.
22

In(3)

-1,5 -1 0,5 1 1,5

Aller a : Exercice 46
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