Entiers naturels s Fomesoutra.com

ca SPalroa .

Docs a portée de main
Exercice 1 :

Calculer
n

2 () = (0) - (D) + () -+ 07 ()
On pourra utiliser la formule’:jzuobinéme.

Allez a : Correction exercice 1 :

Exercice 2 :
Démontrer que pour toutn,p,k E N,y n=>p >k

DEZH-06)
> (0

Calculer

k=0
Allez a : Correction exercice 2 :
Exercice 3 :
Démontrer par récurrence les assertions suivantes :
1.
- (n+ 10 +2)
n n
vn € N, Z(k +1) = 3
k=0
2.
n
nn+1)2n+1
vn € N, Z k? = ( X )
6
k=0
3.
vn € N, 3 divise n® — n
Allez a : Correction exercice 3 :
Exercice 4 :
On pose
n
Smy=) kK¥=13+23+--+n?
k=0
Montrer par récurrence que pour toutn > 1
n’(n 4+ 1)%?
s = D2

Allez a : Correction exercice 4 :

Exercice 5 :
1. Montrer par récurrence que, pour toutn > 1,



OnposeraS(n) =X} k=14+24+-+n
2. En déduire la valeur de

T(n) = 2 k=n+1D)+n+2)+--+2n—-1)+2n

k=n+1
Allez a : Correction exercice 5 :

Exercice 6 :
Soit pour tout entier naturel n > 1, on pose

n
= ) k2t
k=1

T,=1+(n—1)2"

Montrer que pour toutn > 1
Allez a : Correction exercice 6 :

Exercice 7 :
On pose pour toutn € N, n > 2.
Sp=1%x24+2%x3+-+(n—-1)xn
Montrer que pour toutn > 2 ona:
1
Sy = §n(n - Dn+1)

Allez a : Correction exercice 7 :

Exercice 8 :
Montrer que pour toutn € N
2n
z k==-nn+1)
k=n

Allez a : Correction exercice 8 :

Exercice 9 :
Montrer que pour tout entiern > 1

2n
1 1
Z _k = n—1 22n

Allez a ; Correction exercice 9 :

Exercice 10 :
Soient m,n € N, m < n. Montrer sans calculs que

Gu) = (" )+ ()

+ I

(=04 (7Y

Allez a : Correction exercice 10 :

Exercice 11 :
Montrer que le produit de 4 entiers consécutifs augmenté de 1 est le carré d’un entier.
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On pourra calculer n(n + 3) et (n + 1) (n + 2).
Allez a : Correction exercice 11 :

Exercice 12 :
Montrer que pour tout n € N* \ {1}, n? divise (n + 1)™ — 1. On pourra utiliser la formule du bindme.
Allez a : Correction exercice 12 :

Exercice 13 :
Calculer

n
Z kCk
k=1
Allez a : Correction exercice 13 :
Exercice 14 :

Montrer que pour toutn € N*, 1(11) + 2(2) + -~ +n(n) =(m+ 1! -1
Allez a : Correction exercice 14 :

Exercice 15 :
On considere la fonction f (fonction d’Ackermann) de deux variables m et n dans N définie par :
f(On)=n+1 (1)
f(m,0) = f(m—1,1) pourm =1 (2)

fm,n) =f(m—-1,f(mn—-1)) pourm=1letn=>1 (3)
Montrer que :
1. VkeN, f(L,k)=k+2
2. VkeN, f(2,k)=2k+3
3. VkeN, f(3,k)=2k3-3
Allez a : Correction exercice 15 :

Exercice 16 :
On considere I’application de N x N dans N définie pour tout (n, m) de N x N par :
n+mn+m+1)
gn,m) = >
1. Montrer que si deux couples (n,, m;) et (n,,m,) de N x N vérifiant n; + m; < n, + m,, alorson a

g((nlr ml)) < 9((712: mZ))

2. Montrer que g est injective.

3. Montrer que g est surjective.

4. En déduire que N x N est dénombrable.
Allez & : Correction exercice 16 :

CORRECTIONS
Correction exercice 1 :

n n

Z(—nk (7) = Z(—1)k1"—’< (})=C1+Dm=0
Allez a : Exercice 1 : - =



Correction exercice 2 :

1.
(n)<n—k>_ n! o (n—k)! _n_!>< 1
KA\p=k) kin=k)!" -k!((n-k)—@-k) k'~ @-k!H-p)
Et
n p! n! 1 n!
(i)(p) TRk pl=p) K=k (n=p)
Ce qui montre que pour toutn,p,k € N,n > p > k.
BG-0=00)
2.

SO =S OO =030 =X O x = (s =2 ()

Correction exercice 3 :
1. Pourn =0,

0
0+1)(0+2 n+1)(n+2
Yen=1-0DOD_ (40042
2 2
k=0
L’égalité est vérifié pour n = 0.
Montrons que 1’égalité au rang n entraine celle au rang n + 1

n+1 n
DU+ =Y U+ D+ ((+1D)+1) =("+1)2("+2)+(n+2) _ ((n+1)+22)(n+2)
k=0 k=0

_ (n+1D+1D)((n+1)+2)

2
C’est bien le cas donc pour tout n € N.

Z(k+1) _ n+1(n+2)
k=0

2
2. Pourn =0,

Zkz=02=0=0><(0+1)6(2><0+1)=n(n+1)6(2n+1)

L’égalité est vérifié pour n = 0.

Montrons que 1’égalité au rang n entraine celle au rangn + 1
n+1

Z K2 = nn+1)2n+1)
B 6

n+1)
6

+(n+1)?2=mC2n+1)+6mn+1))

k=0
(n+1)

=(2n%?+7n+6)

Premiére méthode le polyndme du second degré 2X2 + 7X + 6 a pour discriminant
A=72—-4x2%x6=49—-48=1

Et pour racines

-7+1 3

=2 le 2 et x,=
1T %2 T & TN T3




Donc
3
2X2+7X+6=2(X+2)(X+§> =X+2)(2X+3)
Ce qui entraine que 2n2 + 7n + 6 = (n + 2)(2n + 3), par conséquent

n+1
n+1 n+1)((n+1)+1)2n+1)+1
Z"Z‘@”)(Z +3)( ) _(+D((+D) - )@+ 1) +1)
Ce qui montre 1 egahte aurang n + 1, on a donc pour toutn € N
n
Z 1 = nn+1)2n+1)
6
k=0
Deuxiéme méthode
On veut montrer que
’ilkz @D+ D+ DR+ D+ (t+ D+ 2)2n+3)
= - _ -
k=0

Eton a
n+1

Zkz—(Zn +7n+6)( +1) (n+1)(2n% + 7n + 6)

6

On développe (n + 2)(2n +3)
n+2)2n+3)=2n*+3n+4n+6=2n>+7n+6
Ce qui montre 1’¢galité au rang n + 1, on a donc pour toutn € N

i 2 _nnt D+ D
6
3. Pourn =0, 3 divise 0 car il existe k = 0 € N tel que 0 = 3 x 0 donc 3 divise 0 =03 -0
Montrons que 3 divise n3 — n (c’est-a-dire qu’il existe k € N tel que 3k = n® — n) entraine que 3
divise(n+1)3—-(n+1)
m+1)3-m+1)=n*+3n2+3n+1-n—-1=n3+3n%+2n
Or3k =n3—n o n3 =3k +n, donc
m+1)°3-(m+1)=3k+n+3n2+2n=3n*+n+k)
Ce qui montre que 3 divise (n +1)3 —(n+1),0na:
Pour tout n € N, 3 divise n3 — n.

Allez a : Exercice 3 :

Correction exercice 4 :

S =13=1

Et
12(1 + 1)?
— =

L’égalité est vraie au rang 1.

Sm+1)=134+224+4+n3+n+1)3=5Sm)+ (n+1)3
En utilisant 1’égalité au rang n



n?(n+ 1)?
4
_(n+1)%(n+2)?

4
L’¢galité au rang n entraine celle au rang n + 1 donc pour toutn > 1 ona

n?(n + 1)2
4

Sn+1) = n’ l= (n+12n? + 4n + 4)

+(n+1)3=(n+1)zlz+n+1 2

P+285++n*=

Allez a : Exercice 4 :

Correction exercice 5 :
1. On appelle (H,,) I’égalité

n
Zk=1+2+---+n
k=1

1x(1+1)

Sin=1,%;,k=1 et——= 1 sont égaux donc (H;) est vraie.
n+1

nn+1
Zk=1+2+---+n+(n+1)=[1+2+-~+n]+(n+1)=¥+n+1

2
k=1

:(n+1)[g+1]=(n+1)2(n+2)

Donc (H,,) entraine (H,,,). L’égalité est vraie pour tout n > 1.

2. Onremarqueque S2n) =1+2+-+n+n+1)+--+2n= @= n(2n+1)

T(n) = S@m) - Sy = n@n + 1) = "D [ 4 g 2L _ERED

Autre correction
2n

T(n) = Z k=(n+1D)+Mn+2)+--+0@2n—-1)+2n
k=n+1
=[n+n+---n+n]+[1+2+---+(n—1)+n]=n2+@
_2n+n(n+1) n@Cn+n+1) nBn+1)

2 2 2

Allez a : Exercice 5:

Correction exercice 6 :
1
T1=Zk2k—1=1><21—1 =1=1+(1-1)21
k=1

L’¢égalité est vraie pour n = 1.

Montrons que 1’égalité au rang n entraine celle au rang n + 1.
n+1 n

Thi1 =Zk2’<-1=2k2"‘1+(n+1)2”= 1+(n—1D2"+(n+1D)2"=1+Mm—-14+n+1)2"
k=1 k=1
=14+2n2"=1+n+1-1)2"?
Donc pour toutn > 1

n
Z k2Kt =14 (n—1)2n
k=1
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Allez a : Exercice 6 :
Correction exercice 7 :
Pourn=2,5,=1x2=2et
1 1
§n(n—1)(n+1) =§><2(2—1)(2+1) =2

L’égalité est vrai pour n = 2.
Montrons que 1’égalité au rang n entraine celle au rang n + 1.

1
Sn+1=1><2+2><3+-~-+(n—1)><n+n><(n+1)=§n(n—1)(n+1)+n(n+1)

=%n(n+1)(n—1+3) =%(n+1)((n+1)—1)((n+1)+1)

Donc pour toutn > 2 on a

1
S, = §n(n —1Dn+1)
Allez a : Exercice 7 :
Correction exercice 8 :
Pourn=0
2%X0
Z k=0
k=0
Et

3 3
ETL(TL+1)=§XOX(0+1)=O

Donc 1’égalité est vérifiée pour n = 0.
Montrons que 1’égalité au rang n entraine celle au rang n + 1.

2(n+1) 2n+2
k = Z k=n+1D+M+2)+--+2n+Cn+ 1)+ (2n+2)
k=n+1 k=n+1
2n 3 3
= k—n+(2n+1)+(2n+2)=§n(n+1)+3n+3=En(n+1)+3(n+1)
k=n
3 2 3
=E(n+1)<n+§x3>=E(n+1)(n+2)

L’¢égalité au rang n entraine celle au rang n + 1 donc

2n 3
VnEN,zkz En(n+1)
k=n

Autre methode :
On peut utiliser I’identité

1
D k=50 +D

k=1
2 2n -1
1 1 1
;k = kZlk _k=nk =S@En+ D =50 -Dn=3n(2@n+ 1) = (- 1)

1 1 3
=§n(4n+2—n+1)=§n(3n+3)=§n(n+1)



Allez a : Exercice 8 :

Correction exercice 9 :
Premiére méthode

2n

1 1 1 on+l 1 1 1
Ez_k:z_z_k__n 1 zn-1<1_2n+1>:2n-1_
k=n k=0 b)

Deuxieme méthode : par récurrence
Pourn=1

3
Li-ired

1

N 4

2n—1 22n 20 22
Montrons que cette égalité au rang n entraine celle au rang n + 1.
2(n+1) 2n+2

AW

2
1 1 1 1 1 1 11 1
Z ok = Z 2—k=—2—n+zz—k+22n+1+22n+z=—2—n+2n_1—27+
k=n

k=n+1 k=n+1
—-14+2 —4+2+1_1 -1 _ 1 1
on + 22n+2 - z_n + 22n+2 - 2(n+1)-1 - 22(n+1)

Ce qui est bien I’égalité au rang n + 1.
Allez a : Exercice 9 :

Correction exercice 10 :

("1 )=+ G5 @
Pourk =0
i) =G+ (s @
Pourk =1
(s =G+ (" D+ (i)
Pourk =2

i) =G+ (DG

Montrons par récurrence que pour [ € {0, ...,n —m — 1} que :

iD=+ D+ (" )+ (n ) ®

22n

1

1

22n+1

+

22n+2

Pour I = 0 ¢’est 1’égalité (2), (pour visualiser les choses on a écrit les formules pour [ = 1 et = 2).

Utilisons 1’égalité (1) avec k =1 + 1
n—0l\y_m-1-1 n—1-1
(m+1)_( m )+( m+1 )
Ce que I’on remplace dans le dernier terme de (3)

() =G+ )4+ () + (7 D+ (s

Cela acheve larécurrence puisonprendl=n—-m—-1en—-Il=m+1

7 o

(s D)= G+ () e+ (M )+ iD= G+ () e+ (M

)+ ()



car (1 1) =1= ()

Allez a : Exercice 10 ;

Correction exercice 11 :
nn+3)=n’+3netn+1)n+2)=n?>+3n+2
4 entiers consécutifs s’écrivent n(n + 1)(n + 2)(n + 3)
Donc
nMn+1DMm+2)n+3)+1=[n(n+3)][(n+1)(n+2)]+1=[n*>+3n][n?+3n+2]+1
=[n?*+3n+1)—-1][n*+3n+1)+1]+1=m*+3n+1)2—-1+1
= n?+3n+1)?
n? 4+ 3n + 1 est un entier donc n(n + 1)(n + 2)(n + 3) + 1 est le carré d’un entier.
Allez a : Exercice 11 :

Correction exercice 12 :
n

n n n
(4 DM = ) cknkank =) chnk = G2+ Y Gt =1+ ) Chnk
k=0 k=1 k=1

k=0
Donc (n + 1)* — 1 = Y}, Ckn¥ pourn > 2:
n

z Cknk = Cln+ Cn? + -+ CIn"™ = n? + n?(CE + -+ Cn"32)

Donc n? divise (n + 1)" —
Allez a : Exercice 12 :

Correction exercice 13 :
Premiére méthode :

I T T (-1
;)kC"_kZlk!(n—k)!_;(k—l)!(n—k)!_n;(k—l)!(("_l)_(k_l))!

Onposek’—k—l sik=1alorsk' =0etsik =nalorsk’' =n—
n—1

z kCk = Z P ((Eln__ll))'_ k' )l Z k! ((Eln__ll))'_ k)l z Crieg = nz Cx_y 1kqnk

—n(1+1)" 1= pan-1
Autre correction sans utiliser les sommes.




n
kCk=1xCl+2xC2+3%xC3+ -+ (n—1)CF 1 +nCP
k=1

Tl! n! n! n'
1Xm+zx(n_z)!z!+3X(n_3)!3!+"‘+(‘l’l—1)+n

(n—1)! (n—1)! (n—1)!
-0 (D - (n-D-2)2
(n—1)! (n—1)!
(n—1)— (n—2))!(n—2)! +n((n— 1)—(n— 1))!(n— 1)!
(n—1)! (n—1)! (n—1)!
B I R E I CED ED
N (n—1)! N (n—1)! l
((n -1 -(n- 2))! (n—2)! ((n —1)-(n- 1))! (n—1)!
=n[Cl_ +C . +C2 + -+ CFE+ ]
— n[Cﬁ_llol(”_l)‘O + C%_llll(n_l)_l + Cﬁ_llzl(n_l)_z 4ot Cr?:lzln—zl(n—l)—(n—z)
+ Cpz 111 (D= = (1 4 1)t = p2n?
Deuxiéme méthode :

(n—r.L)!n!

+n(

f)=+1)"= Z (Z) xkn—k = Z (Z) xk
=0 =0

On dérive ces deux expressions de f
n

n
n(x + 1)1 = Z (Z) kx¥ 1o nx+ 1D = Z CKlex k1
k=0 k=0
Onprend alors x = 1

n n
n(l+ D" 1= z C,’fkl"‘1 o n2t 1l = z C,’fk
k=0 k=0

Allez a : Exercice 13 :

Correction exercice 14 :
On appelle (H,) Pégalité 1(11) +2(21) + - +n(n!) =+ 1! -1
Sin=1onal1(1!)=1+1)!—1=2!-1=1,égalité est vérifice.
1(1D+22N+4+nrD+m+DMn+D!'=[1AD+22N)++nrD]+ M+ DN+ 1)!
=[n+D!'-1]l+n+Dn+D'!'=n+D!'A1+n+1)—-1=m+2)!-1
Donc (H,,) entraine (H,,,), donc (H,,) est vraie pour tout n > 0.
Allez a : Exercice 14 :

Correction exercice 15 :
1. Onappelle (Hy) I’égalité f(1,k) =k + 2
L) =f01D)=1+1=2=0+2
La premiére égalité vient de (2) et la seconde vient de (1)
On suppose que I’on a (Hy,)
fLk+1)=fO0k+2)=k+2+1=k+3=(k+ 1)+ 2donc (Hy) entraine (Hy,1)
Donc (Hy,) est vraie pour tout k.
2. On appelle (Hy) I’égalité f(2,k) = 2k + 3.
f20=f11)=14+2=3=2x1+1
10



La premiére égalité vient de (2), la seconde du 1)
Donc (H;) est vraie.
fk+1)=f(1,f2k)=f(12k+3)=2k+3+2=2(k+1)+3
La premicre égalité vient de (3), la seconde de I’hypothése de récurrence et la troisiéme du 1).
Donc (Hy) entraine (Hy,,), I’égalité est vraie pour tout k > 0.
3. Onappelle (H})) I’égalité f(3,k) = 2k+3 — 3
fB0)=f21)=2%x2+1=5=8-3=23-3
La premiére égalité vient de (2), la seconde vient du 2).
Donc (H;') est vraie.
fGBk+1)=F(23k)=Ff(22k3-3)=2023-3)+3=2k*—6+3 =203 _3
La premiére égalité vient de (3), la seconde de 1’hypothése de récurrence et la troisieme du 2).
Donc (H}) entraine (Hy, ), I’égalité est vraie pour tout k > 0.
Allez a : Exercice 15 :

Correction exercice 16 :
n+m

(n+m)(n+m+1)=1+2+_“+(n+m):Zk
=1

2

1. Pour faire une démonstration propre il faut faire deux cas
n+m+1<n,+m,
g((nz,mz)) — g((nl,ml)) =14+2+-+ Ny, +my,)+m, — (1 +24+--+(n, + ml)) -my

k=1 k=1

g((nz;mz)) - g((n1;m1))
=142+t +m)+-+ma+m)—(1+2+ -+ 1 +my)) +my, —my
n2+m2

= Z k + mz - m1

k=n1+m1+1
g((nz.mz)) - g((nl,ml)) =(m+m+D+-+Mmy+my)+my—my
n2+m2
= z k + mZ - ml
k=n1+m1+1

9(("2'7”2)) - g((nl,ml)) =+ 1D+ + My +my) +my

1’l2+m2
= Z k+n,+m+1+my,—my
k=n1+m1+2
n2+m2
g((nz,mz))—g((nl,ml)) =+ +-+n,+my) +m, = Z k+n,+1+m, >0

k=n,+mq+2
Donc g((nz,mz)) > g((ny, my))
Deuxiéme cas
n+m+1=n,+m,
g((nymy)) —g((nym)) =142+ -+ Mmy+m)+my—(1+2+ -+, +my)) —my

npy+ms, ni{+my
= Z k + my — Z k —mq
k=1 k=1



9((“2:"12)) —g((nl,ml)) =(m+m+D+my—-m=n+1+my;>0

Donc g((n,,m;)) > g((ny, my))
La contraposée de

g((nz.mz)) = g((nl,ml)) = (ngy, my) = (ng, my)
Est

(nZ'mZ) * (nl; ml) = g((nZJ mZ)) * g((nl' ml))
Premier cas
Sin, + my; <n, +m, alors g((nz,mz)) > g((nl,ml)) et donc g((nz,mz)) * g((nl, ml))
Sin, + my; < n, +m, alors g((nz,mz)) < g((nl,ml)) et donc g((nz,mz)) #* g((nl, ml))
Sl n1 +m1 = nz +m2 aVGCnl * nz etm1 * m2 (en effet nl * nz (=4 m1 * mz Carnl +m1 = le +
my)
Alors

g((”zymz)) - g((nl,ml)) =m;—my #0
Donc g est injective.
Le probleme est le suivant, pour tout p € N existe-t-il un couple (n,m) € N x N tel que
p=g((nm))

Remarque préliminaire :
Pour tout p € N il existe un unique N € N tel que

N(N+1 N+1)(N+2
1+2+---+N=%§p<1+2+---+N+(N+1)=( )2( )
Car la suite (N(N“)) est une suite strictement croissante.
NEeN

Onposem =p — @ etn=N — (p - w) (Ne me demander pas pourquoi, c’est parce que cela

marche, j’espére que vous verrez pourquoi par la suite).
n et m ont été choisi de faconacequen+m =N

N(N +1) N(N+1) N(N +1) N(N+1)
g((n,m)) =g<<N—<p— > >,p— > )) =—— tp-———=p
Et voila le travail !
g est surjective.
g est une bijection de N x N sur N donc N X N est dénombrable. On rappelle qu’un ensemble est
dénombrable s’il existe une bijection entre lui-méme et N.
Remarque : Sur une figure cette fonction g est ¢lémentaire alors que lorsqu’on regarde sa « téte » elle
n’est pas trés sympathique.

m
g9(03)=9
9(0,2) =5 g9(1,2) =8
g(0,1) =2 g, =4 g(21) =7
n
9(0,0)=0 g0 =1 g(2,0) =3 gB30 =6 .
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La valeur de g(n,m) se situe en bas a droite des rectangles, on met 0 en (0,0), on revient sur les
abscisses en (1,0) on compte en diagonale vers en haut a droite 1,2, on revient sur les abscisses et on
compte 3,4,5...Ainsi on voit que 1’on peut « compter » tous les éléments de N x N un par un sans en

oublier.

Allez a : Exercice 16 ;
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