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Exo7

Espaces vectoriels

Fiche amendée par David Chataur et Arnaud Bodin.

1 Définition, sous-espaces

Exercice 1
Montrer que les ensembles ci-dessous sont des espaces vectoriels (sur R) :
— E;={f:[0,1] = R} : I'ensemble des fonctions a valeurs réelles définies sur I'intervalle [0, 1], muni
de I’addition f + g des fonctions et de la multiplication par un nombre réel A - f.
— B, = {(un) :N— R} : ’ensemble des suites réelles muni de 1’addition des suites définie par (u,) +
(vn) = (un +vy) et de la multiplication par un nombre réel A - (u,) = (A X uy,).
— E3= {P € R[x] | degP < n} : ’ensemble des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal
a n muni de I’addition P 4 Q des polyndmes et de la multiplication par un nombre réel A - P.
Indication V Correction ¥ Vidéo B [006868]

Exercice 2

Déterminer lesquels des ensembles Ej, E», E3 et E4 sont des sous-espaces vectoriels de R3.
Ei={(x,y,z) €R? | 3x—Ty=17}

EZI{(xayaZ)€R3 | xz—zzz()}

E3:{()C,y,z)€R3 ’ X+y—z:x+y+ZZ0}

Ey={(x,y,2) €R? | z(x*+)*) =0}

Indication V Correction V¥ Vidéo M 0008561
Exercice 3

1. Décrire les sous-espaces vectoriels de R ; puis de R? et R3.

2. Dans R? donner un exemple de deux sous-espaces dont I’union n’est pas un sous-espace vectoriel.

Indication V¥ Correction V¥ Vidéo N [006869]

Exercice 4

Parmi les ensembles suivants reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces vectoriels.

Ey={(x,52) ER}|x+y+a=0etx+3az=0}

Ex={fe ZRR)|f(1)=0}

Ey={fe ZRR)| f(0)=1}

Ey={(x,y) eR*|x+ay+1>0}

Indication V¥ Correction V Vidéo B [000888]

Exercice 5
Soit E un espace vectoriel.

1. Soient F' et G deux sous-espaces de E. Montrer que
F UG est un sous-espace vectorielde E < F CGouGCF.
2. Soit H un troisieme sous-espace vectoriel de E. Prouver que

GCF=FnN(G+H)=G+(FNH).


http://exo7.emath.fr
http://www.youtube.com/watch?v=QSafAt0zfGk
http://www.youtube.com/watch?v=1rxZQKF8yc0
http://www.youtube.com/watch?v=grzoTdCre2E
http://www.youtube.com/watch?v=-rEusJplGVE
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Indication V¥ Correction V¥ Vidéo N [000893]

2 Systemes de vecteurs

Exercice 6

1. Soient v; = (2,1,4), v, = (1,—1,2) et v3 = (3,3,6) des vecteurs de R, trouver trois réels non tous nuls
o, B,y tels que avy + Bvy + yv3 = 0.

2. On considere deux plans vectoriels
P ={(x,y2) €R*|x—y+2=0}

P2 = {(x,y,Z) € R3 |X—y = 0}
trouver un vecteur directeur de la droite D = P; N P, ainsi qu’une équation paramétrée.

Indication V Correction V¥ Vidéo M [006870]

Exercice 7

Soient dans R* les vecteurs v = (1,2,3,4) etv, = (1,—2,3, —4). Peut-on déterminer x et y pour que (x,1,y,1) €
Vect{vi,v2} ? Et pour que (x,1,1,y) € Vect{vi,v2}?
Indication V Correction V Vidéo W [000900]

Exercice 8

Soit E le sous-espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs vi = (2,3,—1) et v, = (1,—1,-2) et F celui
engendré par w; = (3,7,0) et wy = (5,0,—7). Montrer que E et F sont égaux.
Indication V Correction ¥ Vidéo M [000908]

Exercice 9
Soit @ € Ret fo : R — R, x — . Montrer que la famille (fy)qecr est libre.
Indication V¥ Correction V¥ Vidéo W [000917]

3 Somme directe

Exercice 10
Par des considérations géométriques répondez aux questions suivantes :

1. Deux droites vectorielles de R? sont-elles supplémentaires ?
2. Deux plans vectoriels de R? sont-ils supplémentaires ?
3. A quelle condition un plan vectoriel et une droite vectorielle de R* sont-ils supplémentaires ?

Indication V¥ Correction V Vidéo W [006871]

Exercice 11
On considere les vecteurs v; = (1,0,0,1), v, = (0,0, 1,0), v = (0,1,0,0), v4 = (0,0,0,1), vs = (0,1,0, 1) dans
R*.

1. Vect{vi, v} et Vect{v3} sont-ils supplémentaires dans R*?

2. Vect{vi,v,} et Vect{vy,vs} sont-ils supplémentaires dans R*?
3. Vect{vi,v3,v4} et Vect{v,,vs5} sont-ils supplémentaires dans R*?

4. Vect{v,v4} et Vect{vs,vs} sont-ils supplémentaires dans R*?


http://www.youtube.com/watch?v=GNQ77W5XwGs
http://www.youtube.com/watch?v=5yA5SIqdVAQ
http://www.youtube.com/watch?v=aMookydUKT4
http://www.youtube.com/watch?v=SmI00EAW31k
http://www.youtube.com/watch?v=x8fXA1UP7LU
http://www.youtube.com/watch?v=u7JkO7A-9ZA
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Indication V¥ Correction V¥ Vidéo N [000920]

Exercice 12
Soient vi = (0,1,-2,1),v, = (1,0,2,—1),v3 = (3,2,2,—1),v4 = (0,0, 1,0) et vs = (0,0,0, 1) des vecteurs de
R*. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier votre réponse.

1. Vect{vi,v2,v3} = Vect{(1,1,0,0),(—1,1,—4,2)}.

2. (1,1,0,0) € Vect{vy,v2} N Vect{vy,v3,v4}.

3. dim(Vect{vi,v2} N'Vect{va,v3,va}) = 1 (c’est-a-dire c’est une droite vectorielle).
4. Vect{vy, v} + Vect{vy,v3,v4} = R*.

5. Vect{v4,vs} est un sous-espace vectoriel supplémentaire de Vect{v;,v,,v3} dans R*.

Indication V¥ Correction V¥ Vidéo M [000919]

Exercice 13

Soit E = A!(R,R) I’espace des fonctions dérivables et F = {f € E | f(0) = f'(0) = 0}. Montrer que F est un
sous-espace vectoriel de E et déterminer un supplémentaire de F dans E.
Indication V¥ Correction V Vidéo B [000923]

Exercice 14
Soit

E = {(tp)nen € RN | (u,), converge }.

Montrer que 1’ensemble des suites constantes et I’ensemble des suites convergeant vers 0 sont des sous-espaces
supplémentaires dans E.
Indication V Correction ¥ Vidéo W [000926]



http://www.youtube.com/watch?v=ByyFihncOvA
http://www.youtube.com/watch?v=lE3VGElRQrs
http://www.youtube.com/watch?v=40VUaSvJ4DY
http://www.youtube.com/watch?v=uLIAnT8Tc2w
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Indication pour ’exercice 1 A

On vérifiera sur ces exemples la définition donnée en cours.

Indication pour I’exercice 2 A

1. Ej est un sous-espace vectoriel.
2. E, n’est pas un sous-espace vectoriel.
3. Ej3 est un sous-espace vectoriel.

4. E4 n’est pas un sous-espace vectoriel.

Indication pour I’exercice 3 A

1. Discuter suivant la dimension des sous-espaces.

2. Penser aux droites vectorielles.

Indication pour ’exercice 4 A

1. E est un sous-espace vectoriel de R? si et seulement si a = 0.
2. E; est un sous-espace vectoriel.
3. E3 n’est pas un espace vectoriel.

4. E4n’est pas un espace vectoriel.

Indication pour I’exercice 5 A

1. Pour le sens = : raisonner par 1’absurde et prendre un vecteur de F \ G et un de G\ F. Regarder la
somme de ces deux vecteurs.

2. Raisonner par double inclusion, revenir aux vecteurs.

Indication pour I’exercice 6 A

1. On pensera a poser un systéme.

2. Trouver un vecteur non-nul commun aux deux plans.

Indication pour I’exercice 7 A

On ne peut pas pour le premier, mais on peut pour le second.

Indication pour I’exercice 8 A

Montrer la double inclusion. Utiliser le fait que de maniére générale pour E = Vect(vy,...,v,) alors :

ECF < Vi=1,....n v;eF.

Indication pour I’exercice 9 A

Supposer qu’il existe des réels A1,. .., A, et des indices a; > @ > --- > o, (tout cela en nombre fini!) tels que

Alfocl +""|‘lnfoc,, =0.

Ici le O est la fonction constante égale a 0. Regarder quel terme est dominant et factoriser.

Indication pour I’exercice 10 A
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1. Jamais.
2. Jamais.

3. Considérer un vecteur directeur de la droite.

Indication pour I’exercice 11 A

1. Non.
2. Oui.
3. Non.
4. Non.

Indication pour ’exercice 12 A

Vrai.
Vrai.
Faux.

Faux.

Vrai.

AN e

Indication pour ’exercice 13 A

Soit
G={x—ax+b|(a,b) e R*}.

Montrer que G est un supplémentaire de F dans E.

Indication pour ’exercice 14 A

Pour une suite (u,) qui converge vers ¢ regarder la suite (u, — ¢).
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Correction de ’exercice 1 A

Pour qu’un ensemble E, muni d’une addition x+y € E (pour tout x,y € E) et d’'une multiplication par un
scalaire A -x € E (pour tout A € K, x € E), soit un K-espace vectoriel il faut qu’il vérifie les huit points suivants.

p—

8.

. x+(y+z) = (x+y)+z (pour tout x,y,z € E)

il existe un vecteur nul O € E tel que x+ 0 = x (pour tout x € E)
il existe un opposé —x tel que x + (—x) = 0 (pour tout x € E)

x+y=y-+x (pour tout x,y € E)
Ces quatre premieres propriétés font de (E,+) un groupe abélien.

1-x=ux (pourtoutx € E)

A-(x+y)=A-x+A-y(pourtout A € K =, pour tout x,y € E)
(A+u)-x=A-x+pu-x (pour tout A, € K, pour tout x € E)
(Axu)-x=A-(u-x) (pour tout A, € K, pour tout x € E)

Il faut donc vérifier ces huit points pour chacun des ensembles (ici K = R).
Commencons par Ej.

1.

f+(g+h)=(f+g)+h;eneffet on bien pour tout 7 € [0,1] : £(r)+ (g(t) +h(r)) = (f(t)+5(t)) +h(r)
d’ou I’égalité des fonctions f + (g+h) et (f + g) + h. Ceci est vrai pour tout f,g,h € E|.

le vecteur nul est ici la fonction constante égale a 0, que 1’on note encore 0, on a bien f+0 = f (c’est-
a-dire pour tout x € [0,1], (f+0)(r) = f(¢), ceci pour toute fonction f).

il existe un opposé — f définie par —f(r) = —(f()) tel que f+ (—f) =0
fHg=g+f (car f(tr)+g(t) = g(t)+ f(¢) pour tout € [0, 1]).

5. 1-f= f;eneffet pour toutr € [0,1], (1 f)(¢) =1 x f(¢) = f(¢). Et une fois que I’on compris que A - f
)1

vérifie par définition (A - f)(z) = A x f(¢) les autres points se vérifient sans peine.
A-(f+g)=A-f+A-g

7 A+p) f=A-ftu-f
8. (Axu)-f=2A-(u-f);eneffet pour toutt € [0,1], (A x u)f(t) =A(uf(r))

Voici les huit points a vérifier pour E; en notant u la suite (uy),en

Lout+(v+w)=(u+v)+w

2. le vecteur nul est la suite dont tous les termes sont nuls.
3. La suite —u est définie par (—uy)nen

4.
5
6

ut+v=v+u

.lru=u

. A-(u+v)=A-u+A-v:montrons celui-ci en détails par définition u + v est la suite (u, + v, )sen et par

définition de la multiplication par un scalaire A - (u+v) est la suite (A X (1, +v4)), _ qui est bien la
suite (Au, +Avy)),  qui est exactement la suite A -1+ A -v.

7. A+p) u=A-ut+u-v
8. Axu) u=A-(u-u)

Voici ce qu’il faut vérifier pour E3, apres avoir remarqué que la somme de deux polyndmes de degré < n est
encore un polyndme de degré < n (méme chose pour A - P), on vérifie :

. P+(Q+R)=(P+Q)+R

il existe un vecteur nul 0 € E3 : c’est le polyndme nul
il existe un opposé —P tel que P+ (—P) =0
P+Q=0+P

1-P=P



6.
7.
8.
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A-(P+Q)=A-P+A-Q
(A+u)-P=A-P+u-P
(Axp)-P=A-(u-P)

Correction de I’exercice 2 A

1.

@) (0,0,0) € E;.

(b) Soient (x,y,z) et (x',y,7') deux éléments de E;. On a donc 3x — 7y = z et 3x' — 7y’ = 7. Donc
3x+x) =7 +Y) = (z+7),dou (x+x',y+y,z+7) appartient a E;.

(c) Soit A € Ret (x,y,z) € E;. Alors la relation 3x — 7y = z implique que 3(Ax) —7(Ay) = Az donc que
A(x,y,z) = (Ax,Ay,Az) appartient & E.

. Ey = {(x,y,2) € R? | x> — 22 = 0} c’est-a-dire E» = {(x,y,z) € R?® | x =z oux = —z}. Donc (1,0,—1)

et (1,0,1) appartiennent a E, mais (1,0,—1)+ (1,0,1) = (2,0,0) n’appartient pas a E; qui n’est en
conséquence pas un sous-espace vectoriel de R.

. E;3 est un sous-espace vectoriel de R3. En effet :

@ (0,0,0) € Es.

(b) Soient (x,y,z) et (x',y’,7) deux éléments de E5. Onadonc x+y—z=x+y+z=0etx' +y —7 =
¥ +y +7Z =0 Donc (x+x)+(y+y)—(z+7)=x+x)+(+))+(z+Z)=0et (x,y,2) +
(x,y,7) = (x+x,y+y,z+7) appartient a E3.

(c) Soit A € Ret (x,y,z) € E3. Alors larelation x+y—z =x+y+z =0 implique que Ax+ Ay — Az =
Ax+Ay+Az=0donc que A(x,y,z) = (Ax,Ay, Az) appartient a E3.

. Les vecteurs (1,0,0) et (0,0, 1) appartiennent a E4 mais leur somme (1,0,0)+ (0,0,1) = (1,0,1) ne lui

appartient pas donc E4 n’est pas un sous-espace vectoriel de R.

Correction de ’exercice 3 A

1.

L’espace vectoriel R a deux sous-espaces : celui formé du vecteur nul {0} et R lui-méme.

L’espace vectoriel R? a trois types de sous-espaces : {0}, une infinité de sous-espaces de dimension 1
(ce sont les droites vectorielles) et R? lui-méme.

Enfin, I’espace R? a quatre types de sous-espaces : le vecteur nul, les droites vectorielles, les plans
vectoriels et lui-méme.

. On considére deux droites vectorielles de R dont des vecteurs directeurs u et v ne sont pas colinéaires

alors le vecteur u + v n’appartient a aucune de ces deux droites, I’union de celles-ci n’est pas un espace
vectoriel.

Correction de I’exercice 4 A

1.

E) :nonsia # 0 caralors 0 ¢ E; ; oui, si a = 0 car alors E est I'intersection des sous-espaces vectoriels
{(y2) eR? [x+y=0}et {(x,5,2) € R’ [x=0}.

E; est un sous-espace vectoriel de .7 (R, R).

E5 : non, car la fonction nulle n’appartient pas a E3.

E,4 : non, en fait E4 n’est méme pas un sous-groupe de (R?,+) car (2,0) € E4 mais —(2,0) = (—2,0) ¢
Ey4.

Correction de ’exercice 5 A

1.

Sens <. Si F C G alors F UG = G donc F UG est un sous-espace vectoriel. De méme si G C F.

Sens =-. On suppose que F UG est un sous-espace vectoriel. Par 1’absurde supposons que F n’est pas
inclus dans G et que G n’est pas inclus dans F. Alors il existe x € F\ G et y € G\ F. Mais alors
x€FUG,ye FUGdoncx+y € FUG (car F UG est un sous-espace vectoriel). Comme x+y € FUG
alorsx+ye€ Foux+yeG.
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— Six+y € F alors, comme x € F, (x+y)+ (—x) € F donc y € F, ce qui est absurde.
— Six+y € Galors, comme y € G, (x+y)+ (—y) € G donc x € G, ce qui est absurde.
Dans les deux cas nous obtenons une contradiction. Donc F est inclus dans G ou G est inclus dans F'.

2. Supposons G C F.

— Inclusion D. Soitx € G+ (FNH). Alors il existe a € G, b € FNH tels que x=a+b. Comme G C F
alorsae F,deplusbe Fdoncx=a+be F.Dautrepartac G,b € H,doncx=a+b € G+ H.
Doncx € FN(G+H).

— Inclusion C. Soitx € FN(G+H).x € G+H alorsil existe a € G, b € H tel que x = a-+b. Maintenant
b=x—aavecxc Fetac GCF,doncbe F,doncbec FNH.Doncx=a+bec G+ (FNH).

Correction de I’exercice 6 A

1.

oavi+Bva+yvs=0

— (2a+ﬁ+3y,a—ﬁ+3y,4a+2ﬁ +6y) — (0,0,0)

20+B+3y =0

= qa—pB+3y =0
4o +2B+6y =0
= .- (on résout le systeme)

—a=-2t,p=t,y=t teR

Si’on prend 7 = 1 par exemple alors @ = —2, B = 1, y = 1 donne bien —2v; + v, +v3 = 0.
Cette solution n’est pas unique, les autres coefficients qui conviennent sont les (¢ = =21, =1,y =t1)
pour toutz € R.

2. 1l s’agit donc de trouver un vecteur v = (x,y,z) dans Pj et P, et donc qui doit vérifier x —y+z =0 et
x—y=0:

VZ(x,y,z)EPlﬂPz
< x—y+z=0etx—y=0
x—y—z=0
y—=z
x—y=0
= .- (on résout le systeme)

— (x=t,y=t,z=0) teR

Donc, si I’on fixe par exemple r = 1, alors v = (1,1,0) est un vecteur directeur de la droite vectorielle
D, une équation paramétrique étant D = {(#,7,0) |t € R}.

Correction de ’exercice 7 A
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(x,1,y,1) € Vect{vy,v}
=TI ueR  (oly1)=A(1,2,3,4)+u(l,-2,3,—4)
<~ 3JdA,ueR (x,1,y,1) = (A,24,34,4A) + (u, —2u,3u, —4u)
= pER (01 1) = (A+ 0,24 — 20,34 + 31,44 — 4p)
— JA,ueR 1=2A—p)etl =4(A—pu)
1

1
= JA,ueR l—uzietl—uzz

Ce qui est impossible (quelque soient x,y). Donc on ne peut pas trouver de tels x, y.

2. On fait le méme raisonnement :

(x,1,1,y) € Vect{vi, v }
iFfAIALER  (x,1,1,y) = (A + 1,24 — 20,34 + 3,44 — 4p)

,

x =A+u
1 =2A-2
<~ JA,ueR A—2u
1 =31+3u
y =4A—4pu
A =3
po=—f
<~ JA,uelkR L2
r =3
y =2

Donc le seul vecteur (x, 1,1,y) qui convienne est ( %, 1,1,2).

Correction de I’exercice 8 A

Montrons d’abord que £ C F. On va d’abord montrer que v; € F etvy € F.

Tout d’abord v; € F <= v; € Vect{w|,wr} <= JA, 0 vi =Aw; + Uuws.

Il s’agit donc de trouver ces A, 1. Cela se fait en résolvant un systéme (ici on peut méme le faire de téte) on
trouve la relation 7(2,3, —1) = 3(3,7,0) — (5,0,—7) ce qui donne la relation v; = 3w; — 2w, et donc v; € F.
De méme 7v, = —w; + 2w, donc v, € F.

Maintenant vy et v, sont dans 1’espace vectoriel F, donc toute combinaison linéaire de v, et v, aussi, c’est-a-
dire : pour tout A, i, on a Avy + vy € F. Ce qui implique E C F.

Il reste a montrer F C E. Il s’agit donc d’écrire w; (puis wy) en fonction de v et vo. On trouve wy = 2v; — v, et
wy = vi + 3v;. Encore une fois cela entraine w; € E et w, € E donc Vect{w;,w,} CE d’ou F C E.
Par double inclusion on a montré £ = F.

Correction de ’exercice 9 A

A partir de la famille (fo) aer nous considérons une combinaison linéaire (qui ne correspond qu’a un nombre
fini de termes).

Soient a; > o > ... > a, des réels distincts que nous avons ordonnés, considérons la famille (finie) : ( fy, )i=1
Supposons qu’il existe des réels A, ..., A, tels que Y7, A;fo, = 0. Cela signifie que, quelque soit x € R, alors
Y Aife;(x) = 0, autrement dit pour tout x € R :

Ae¥F 4+ Are® 4o 4 L% = 0.
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Le terme qui domine est e®* (car a; > 0 > ---). Factorisons par e** :
Pt (ll + 126(%70“ )x 4ot l,,e(o‘"*“‘ )x) —0.
Mais e®* =£ 0 donc :
Al + Aze(az—al)x 4t Ane(an—al)x =0.
Lorsque x — oo alors (%~ @)X — 0 (pour tout i > 2, car o; — oy < 0). Donc pour i > 2, A;e{%~ @)X _ ) eten
passant a la limite dans I’égalité ci-dessus on trouve :

A =0.

Le premier coefficients est donc nul. On repart de la combinaison linéaire qui est maintenant A, f> + -+ A, f, =
0 et en appliquant le raisonnement ci-dessus on prouve par récurrence A} = A, = --- = 4, = 0. Donc la famille
(fa)aer est une famille libre.

Correction de I’exercice 10 A

1. Si les deux droites vectorielles sont distinctes alors elles engendrent un plan vectoriel et donc pas R
tout entier. Si elles sont confondues c’est pire : elles n’engendrent qu’une droite. Dans tout les cas elles
n’engendrent pas R? et ne sont donc pas supplémentaires.

2. Si P et P’ sont deux plans vectoriels alors PN P est une droite vectorielle si P # P’ ou le plan P tout
entier si P = P’. Attention, tous les plans vectoriels ont une équation du type ax+ by + cz = 0 et doivent
passer par 1’origine, il n’existe donc pas deux plans paralleles par exemple. Donc I’intersection PN P’
n’est jamais réduite au vecteur nul. Ainsi P et P’ ne sont pas supplémentaires.

3. Soit D une droite et P un plan, # un vecteur directeur de D. Si le vecteur u appartient au plan P alors
D C P et les espaces ne sont pas supplémentaires (ils n’engendrent pas tout R*). Si u ¢ P alors d’une
part DN P est juste le vecteur nul d’autre part D et P engendrent tout R3; D et P sont supplémentaires.
Détaillons un exemple : si P est le plan d’équation z = 0 alors il est engendré par les deux vecteurs
v=(1,0,0) et w=(0,1,0). Soit D une droite de vecteur directeur u = (a,b,c).

Alors u ¢ P <= u ¢ Vect{v,w} <= ¢ # 0. Dans ce cas on bien que d’une part que D = Vect{u}
intersecté avec P est réduit au vecteur nul. Ainsi DNP = {(0,0,0) }. Et d’autre part tout vecteur (x,y,z) €
R? appartient 8 D+ P = Vect{u,v,w}. Il suffit de remarquer que (x,y,z) — £(a,b,c) = (x— £,y — % ,0)=
(x—%)(1,0,0) + (y — £)(0,1,0). Et ainsi (x,y,z) = 2u+ (x— %)v+ (y — 2)w. Donc D+ P = R>.
Bilan on a bien D@ P = R3 : D et P sont en somme directe.

Correction de ’exercice 11 A

1. Non. Tout d’abord par définition Vect{vi,v2} + Vect{vs} = Vect{vi,v2,v3}, Nous allons trouver un
vecteur de R* qui n’est pas dans Vect{vi,v,} + Vect{v3}. Il faut tatonner un peu pour le choix, par
exemple faisons le calcul avec u = (0,0,0,1).

u € Vect{v,v2,v3} si et seulement si il existe des réels a, 3,7 tels que u = av; + Bva + yv3. Si I'on
écrit les vecteurs verticalement, on cherche donc «, 3,y tels que :

0 1 0 0
0 . 0 +B 0 +y 1
0 0 1 0
1 1 0 0

Ce qui est équivalent a trouver «, 3, v vérifiant le systéme linéaire :

O=o-1+B-0+7-0
0=a-0+B-0+7-1
O=a-0+B-1+7-0
l=o-1+B-0+7-0

qui équivaut a

— o o o
([
R ™R R

10



s Fomesoutra.com

CR SOPUTlr<R .

Docs a portée de main

Il n’y a clairement aucune solution a ce systeéme (les trois premieres lignes impliquent ¢ = B =y =0
et cela rentre alors en contradiction avec la quatrieéme).

Un autre type de raisonnement, beaucoup plus rapide, est de dire que ces deux espaces ne peuvent
engendrés tout R* car il n’y pas assez de vecteurs en effet 3 vecteurs ne peuvent engendrer ’espace R*
de dimension 4.

. Oui. Notons F = Vect{v, v} et G = Vect{v4,vs}. Pour montrer F & G = R* il faut montrer F NG =
{(0,0,0,0)} et F +G = R*,

(a) Montrons FNG = {(0,0,0,0}. Soitu € FNG, d’une part u € F = Vect{v;, v} donc il existe a, f} €
R tels que u = vy + Bv,. D autre part u € G = Vect{v4,vs} donc il existe 7,0 € R tels que u =
Yv4 + 8vs. On a écrit u de deux fagons donc on a 1’égalité avy + v, = yv4 + 6vs. En écrivant les
vecteurs comme des vecteurs colonnes cela donne

1 0 0 0
0 0 0 1
al, +B 1 1=710 +6 0
1 0 1 1

Donc (a, 3,7, 9) est solution du systéme linéaire suivant :

Il
(IS I )

o
0
B
o

Y+0o

Cela implique o« = B = y= 8 = 0 et donc u = (0,0,0,0). Ainsi le seul vecteur de F NG est le
vecteur nul.

(b) Montrons F + G =R*. F +G = Vect{v|,v2} + Vect{vs,vs} = Vect{vy, 2,4, vs }. Il faut donc mon-
trer que n’importe quel vecteur u = (xo,y0,20,%) de R* s’écrit comme une combinaison linéaire de
v1,v2,va,vs. Fixons u et cherchons «, f3,7,6 € R tels que avy + Bvy + yva + Ovs = u. Apres avoir
considéré les vecteurs comme des vecteurs colonnes cela revient a résoudre le systeme linéaire :

o =X
8 =0
B=xz
a+y+d=t

Nous étant donné un vecteur u = (xg, Yo, 20,%) on a calculé qu’en choisissant & = xo, B = z0, ¥ =
to — X0 — Yo, 0 = yo on obtient bien av; + Bvs + yv4 + Ovs = u. Ainsi tout vecteur est engendré par
F+G.

Ainsi FNG = {(0,0,0,0)} et F + G=R* donc F ® G = R*.
. Non. Ces deux espaces ne sont pas supplémentaires car il y a trop de vecteurs ! Il engendrent tout, mais

I’intersection n’est pas triviale. En effet on remarque assez vite que vs = v3 4 v4 est dans I’intersection.
On peut aussi obtenir ce résultat en résolvant un systeme.

. Non. Il y a bien quatre vecteurs mais il existe des relations entre eux.

On peut montrer Vect{v|,v4} et Vect{vs,vs} ne sont pas supplémentaires de deux fagons. Premiere
méthode : leur intersection est non nulle, par exemple v4 = vs — v3 est dans I’intersection. Deuxieme mé-
thode : les deux espaces n’engendrent pas tout, en effet il est facile de voir que (0,0, 1,0) ¢ Vect{vy,va} +
Vect{vs,vs} = Vect{vi,va,v3,vs}.

11
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Correction de ’exercice 12 A
Faisons d’abord une remarque qui va simplifier les calculs :

vz = 2v; + 3vp.

Donc en fait nous avons Vect{vy,vz,v3} = Vect{v;,v2} et c’est un espace de dimension 2, ¢’est-a-dire un plan
vectoriel. Par la méme relation on trouve que Vect{v,v,v3} = Vect{vp,v3}.

1. Vrai. Vect{(1,1,0,0),(—1,1,—4,2)} estinclus dans Vect{vy,v,,v3},car (1,1,0,0) =v;+vyet(—1,1,—4,2) =

vi — vp. Comme ils sont de méme dimension ils sont égaux (autrement dit : comme un plan est inclus
dans un autre alors ils sont égaux).

2. Vrai.Ona (1,1,0,0) =v;+v, donc (1,1,0,0) € Vect{vy,v2 }, or Vect{vy,v2} = Vect{va,v3} C Vect{va,v3,v4}.

Donc (1,1,0,0) € Vect{vy,v2} N Vect{va,v3,v4}.

3. Faux. Toujours la méme relation nous donne que Vect{vy,v,} N Vect{vy,v3,v4} = Vect{v;,v,} donc est
de dimension 2. C’est donc un plan vectoriel et pas une droite.

4. Faux. Encore une fois la relation donne que Vect{vy,v,} + Vect{va,v3,v4} = Vect{vy,v2,v4}, or 3 vec-
teurs ne peuvent engendrer R* qui est de dimension 4.

5. Vrai. Faire le calcul : Iintersection est {0} et la somme est R*.

Correction de I’exercice 13 A

Analysons d’abord les fonctions de E qui ne sont pas dans F : ce sont les fonctions A qui vérifient i(0) # 0
ou //(0) # 0. Par exemple les fonctions constantes x — b, (b € R*) ou les homothéties x — ax, (a € R*)
n’appartiennent pas a F.

Cela nous donne I’'idée de poser

G={x—ax+b|(a,b) e R*}.

Montrons que G est un supplémentaire de F dans E.

Soit f € FNG, alors f(x) =ax+Db (car f € G) et f(0) =bet f/(0) =a; mais f € F donc f(0) =0donch=0
et f/(0) = 0 donc a = 0. Maintenant f est la fonction nulle : F NG = {0}.

Soit i € E, alors remarquons que pour f(x) = h(x) — h(0) — i’ (0)x la fonction f vérifie £(0) =0et f/(0) =0
donc f € F. Si nous écrivons 1’égalité différemment nous obtenons

h(x) = f(x)+h(0)+ ' (0)x.
Posons g(x) = h(0) + /' (0)x, alors la fonction g € G et
h=f+s,

ce qui prouve que toute fonction de E s’écrit comme somme d’une fonction de F' et d’une fonction de G :
E=F+G.
En conclusion nous avons montré que E = F & G.

Correction de ’exercice 14 A
On note F' ’espace vectoriel des suites constantes et G I’espace vectoriel des suites convergeant vers 0.

1. FNG = {0}. En effet une suite constante qui converge vers 0 est la suite nulle.

2. F+G =E. Soit (u,) un élément de E. Notons ¢ la limite de (u,). Soit (v,) la suite définie par v, =
u, — ¢, alors (v,) converge vers 0. Donc (v,) € G. Notons (w,) la suite constante égale a £. Alors nous
avons u, = ¢+ u, — £, ou encore u, = w, + v, ceci pour tout n € N. En terme de suite cela donne
(ttn) = (Wn) + (vy). Ce qui donne la décomposition cherchée.

Bilan : F et G sont en somme directe dans E : E = F ®G.
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