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Applications linéaires, matrices, déterminants

Exercice 1.
Soit u: R3 - R? définie pour tout x = (x4, x5, x3) € R3 par
u(x) = (g + x3 + x3,2x1 + x5 — X3)
1. Montrer que u est linéaire.
2. Déterminer ker(u).
Allez a : Correction exercice 1

Exercice 2.
Soit f: R3 —» R? définie par
fe,v,z2)=(x+y+2z,—x+2y+22)
On appelle B = (ey, e,, e5) la base canonique de R3 et B’ = (f4, f») la base canonique de R2.
1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Donner une base et la dimension de ker(f) et une base et la dimension de Im(f).
Allez a : Correction exercice 2

Exercice 3.
Soit f: R3 — R2 définie pour tout vecteur u = (x,y,z) € R3 par :
fw =(2x+y+zx—-2y+2)
1. Montrer que f est une application lineaire.
2. Donner une base de ker(f), en déduire dim(Im(f)).
3. Donner une base de Im(f).
Allez a : Correction exercice 3

Exercice 4.
On considere I’application h: R? - R? définie par :
h(x,y) = (x —y,—3x + 3y)
1. Montrer que h est une application linéaire.
2. Montrer que h est ni injective ni surjective.
3. Donner une base de son noyau et une base de son image.
Allez a : Correction exercice 4

Exercice 5.
Soit f I’application linéaire f: R3 —» R3 définie par :
fQx1, 20, x3) = (31 — X3, 221 + x5 — 3x3, =X + 2x3)
Et soit (eq, e, e3) la base canonique de R3.
1. Calculer f(eq), f(ey) et f(e3).
2. Déterminer les coordonnées de f(e,), f(e,) et f(e3) dans la base canonique.
3. Calculer une base de ker(f) et une base de Im(f).
Allez a : Correction exercice 5

Exercice 6.
Soit f: R3 — R3 définie pour tout vecteur u = (x,y,z) € R3 par :
fw)=(2x+y+zx—-2y+z,x+y—22)
1. Montrer que f est une application linéaire.
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Donner une base de Im(f).

Allez a : Correction exercice 6

Exercice 7.

1.

2.

Soit B = (eq, €5, €3)
Soit f: R3 - R3 ’application linéaire définie pour tout u = (x,y,z) € R3 par :
f(u) = (6x —4y —4z,5x —3y —4z,x — y)
Montrer qu’il existe un vecteur a € R3, non nul, tel que ker(f) = Vect(a), déterminer un vecteur qui
convient.
Soith =e; +e,etc=e, — e
a. Calculer f(b) et f(c)
b. En déduire que {b, c} est une base de Im(f).

On pourra utiliser une autre méthode.

3.
4.

Déterminer une ou plusieurs équations caractérisant Im(f).
A-t-on ker(f) @Im(f) = R3?

Allez a : Correction exercice 7

Exercice 8.
Soit B = (e, e, €3, e4) la base canonique de R* et B’ = (f4, f>, f3) la base canonique de R3.
Soit u: R* - R3 une application linéaire définie par

1.
2.
3.

u(e)) = f1 — fo + 2f3; uley) = 2f; + f, = 3fz;ules) =3f1 — f3 et uley) = —f1 — 2f, +5f3
Déterminer 1’image par u dans vecteurs x = (xq, X5, X3, X4)
Déterminer une base de ker(u) et sa dimension de ker(u).
Déterminer une base de Im(u) et sa dimension.

Allez a : Correction exercice 8

Exercice 9.
Soit u: R* - R* I’application définie pour tout x = (x4, X5, x3,%,) € R* par :

u(x) = (x; —x3 + x3,0,x1 + x5 — X3 + x4, x4)

Soit E = {(xq, x5, x3,%x,) € R*, x; + x, — x3 + x, = 0}

Hwbdhpe

5.

Donner une base de ker(u) et sa dimension.

Donner une base (La plus simple possible) de Im(u) et sa dimension.

A-t-on ker(u) ®Im(u) = R* ?

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R*, en donner une base et sa dimension.
A-t-on ker(u) @E = R* ?

Allez a : Correction exercice 9

Exercice 10.
On appelle B = (ey, e,, 3, e4) la base canonique de R*.
Soit u: R* - R* qui, a un vecteur x = (x4, x,, x3,x,) € R* associe le vecteur u(x) € R* définit par :

u(x) = (X7 — x5 + 2x3 + 2x4, %1 + 2x5 — X3 + 2X4, —X1 + Xy — 2X3 — 2X4, —X1 + Xp — X3 — X4)

On admettra que u est une application linéaire.

1.
2.
3.

Déterminer une base du noyau de u.
Déterminer une base de I’image de u.
Déterminer une ou plusieurs équations caractérisant Im(u).

Allez a : Correction exercice 10
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Soit f un endomorphisme de R3 dont I'image de la base canonique f = (e, e, e3) est :

f(e1) = —7e, — 6e,
f(ez) = 8ey + 7e,
f(e3) = 6e, + 6e; — e3
1. Pour tout vecteur x = x;e; + x,e, + x3e; déterminer f o f(x).
2. En déduire que f est inversible (c'est-a-dire bijective) et déterminer f~1.
Allez a : Correction exercice 11

Exercice 12.
Soit f: R* — R* définie pour tout (x,y, z,t) € R* par
fl,y,z,t) =(x—2y,x—2y,0,x—y—z—1t)
1. Montrer que f est une application lineaire.
2. Déterminer le noyau et I’image de f.
3. A-t-onker(f) @ Im(f) =R*?
Allez a : Correction exercice 12

Exercice 13.
Soit ’application f: R* — R3 définie pour tout u = (x,y,z,t) € R* par :
f,y,z,t) =(x+y,z+t,x+y+z+1t)
1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Déterminer une base de ker(f).
3. Déterminer une base de Im(f).
Allez a : Correction exercice 13

Exercice 14.
Soit u: R® - R3 ’application définie par :
u(xq, x5, x3) = (—2x1 + 4xy + 4x3, —x1 + x5, —2x1 + 4%, + 4x3)
1. Montrer que u est lineaire.
2. Déterminer une base de ker(u) et une base de Im(u).
3. A-t-onker(u) @ Im(u) = R3?
Allez a : Correction exercice 14

Exercice 15.
Soit B = (ey, e, e3) la base canonique de R3
Soit u un endomorphisme de R3 défini par :
u(e;) = 2e; + e, +3e3; uley) =e, —3es; ule;) = —2e, + 2e;
1. Soit x = (xq,x,, x3) € R3 un vecteur.
Déterminer ’image par u du vecteur x. (Calculer u(x)).
2. SoientE = {x € R3,u(x) = 2x} et F = {x € R3, u(x) = —x}
Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels de R3.
3. Déterminer une base de E et une base de F.
4, Yat-il EGF =R3?
Allez a : Correction exercice 15

Exercice 16.
Soit (e, e, e3) la base canonique de R3
Soit f: R® - R3 ’application linéaire telle que :

Pascal Lainé
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f(e1) = —éel + gez + 263 ( e1 DOQ%’?-P@P%‘? dﬁ@%‘)‘ §62 + 263 = é(Zel —e, + 2e3) et

2 2 1
f(e3) = 61 tse—ce3 = 5(291 + 2e; — e3)

Soient E_; = {u € R®| f(u) = —u} et E; = (u € R®| f(w) = u}
Montrer que E_; et E; sont des sous-espaces vectoriels de R3.
Montrer que e; — e, et e; — e3 appartiennent a E_; et que e; + e, + e appartienta E;.
Que peut-on en déduire sur les dimensions de E_; et de E; ?
Déterminer E_; N E;.
At-onE_; DE, =R3?
6. Calculer f2 = f o f et en déduire que f est bijective et déterminer f~1.
Allez a : Correction exercice 16

a s~ wbheE

Exercice 17.
Soit B = (e, e,, e3) la base canonique de R3
Soient

1 1 1
a= 5(2, —-2,1);b = 3 (21,-2);¢c = 3 (1,2,2)

Soit B’ = (a, b, c)
Soit u I’endomorphisme de R3 définie par :

u(e;) =3e; +e, —e;
u(ey) = e+ 7e,
u(es) = —e; — e3

1. Montrer que B’ est une base de R3.
2. Soit x = (x4, x5, x3) € R3, calculer u(x).
3. Montrer que :
u(a) = 3a — 3¢
u(b) = 3b + 3c
u(c) = —-3a+3b+ 3c
Allez a : Correction exercice 17

Exercice 18.
Soit p ’application de R? dans R qui a tout vecteur u = (x, y, z) associe le vecteur
p(u)=Rx+y+2zy,—x—y—2z)
Soit (ey, e,, e3) la base canonique de R3. On note p? = p o p.
1. Montrer que p est une application linéaire.
2. Calculer p(e;), p(e,) et p(es), puis p%(ey), p?(e,) et p?(e3), que peut-on en déduire sur p2(w) pour
tout u € R3?
3. Donner une base de Im(p) et une base de ker(p — Id), montrer que ces deux espaces vectoriels sont
égaux.
4. Montrer que ker(p) @ Im(p) = R3
Allez a : Correction exercice 18

Exercice 19.
Soit E un espace vectoriel. Soit £ un endomorphisme de E tel que f2 = f o f = Id.
On pose E; = ker(f — Idg) et E, = ker(f + Idg)
1. Soitx, € E; et x, € E,. Calculer f(x;) et f(xy).
FOO+x  fO)-x
2 2
3. On suppose que E est de dimension finie et que f # +1dg. Soit (v4, vy, ..., v,) Une base de E telle que :
E, =Vect(vy,...,v) et E, = Vect(Vy4q, ..., Uy Calculer f(v;) dans la base (vq, vy, ..., vy).
4

2. Pourtout x € E écrire x = etmontrerque E; @ E, =E
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Exercice 20.
Soit B = (ey, e,) la base canonique de R?. Soit u un endomorphisme de R? tel que u(e;) = e; + e, et tel
que dim(ker(u)) =1
1. Déterminer u(e,) en fonction d’un paramétre a € R.
2. Déterminer I’image d’un vecteur x = (x4, x,) € R en fonction de a.
3. Déterminer une base du noyau de ker(u).
Allez a : Correction exercice 20

Exercice 21.
Soit f: R* - R I’application définie pour tout x = (x4, x5, X3, x4) € R* par
fx) =x1+x +x3+ x4
On appelle B = (ey, e,, 3, e4) la base canonique de R*.
1. Calculer les images des vecteurs de la base canonique par f. En déduire la dimension de im(f).
2. Déterminer la dimension de ker(f) et en donner une base.
Allez a : Correction exercice 21

Exercice 22.
Soit u I’application de R™ dans R définie pour tout x = (x4, x5, ..., x,,) par:
ulx) =x1+x, + -+ x,
1. Montrer que u est une application linéaire.
2. Déterminer les dimensions de 7m(u) et de ker(uw).
Allez a : Correction exercice 22

Exercice 23.
Soit u une application linéaire de E dans E, E étant un espace vectoriel de dimension n avec n pair.
Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes
(a) u? = Oy (00 O est I’application linéaire nulle) et n = 2 dim(]m(u))
(b) Im(u) = ker(u)
Allez a : Correction exercice 23

Exercice 24.
Question de cours

Soit u une application linéaire de E vers E.

Montrer que : u est injective si et seulement si ker(u) = {0z}
Allez a : Correction exercice 24

Exercice 25.
Soit u: E — E une application linéaire et A un réel.
1. Soit E; = ker(u — Aidg). Calculer u(x) pour x € Ej
Montrer que est un sous-espace vectoriel de E.
2. Soit F c E un sous-espace vectoriel de E, montrer que u(F) est un sous-espace vectoriel de E.
3. Si A # 0, montrer que u(E;) = E;
Allez a : Correction exercice 25

Exercice 26.
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension respectives n et p
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1. Montrer que si n < p alors u n’est pas surjective.
2. Montrer que si n > p alors u n’est pas injective.

Allez a : Correction exercice 26

Exercice 27.
Soit f: E = F une application linéaire
Montrer que :

ker(f) nim(f) = f(ker(f?))

Allez a : Correction exercice 27

Exercice 28.
Soient f et g deux endomorphisme de R™. Montrer que

f(ker(g ° f)) = ker(g) n Im(f)

Allez a : Correction exercice 28

Exercice 29.
Soit u un endomorphisme de E un espace vectoriel.
1. Montrer que ker(u) < ker(u?).
2. Montrer que Im(u?) c Im(uw).

Allez a : Correction exercice 29

Exercice 30.
Soit u un endomorphisme de E, un espace vectoriel.
Montrer que les assertions suivantes sont equivalentes
(i) ker(u) N im(u) = {0g}
(i)  ker(u) = ker(uou)
Allez a : Correction exercice 30

Exercice 31.

Pascal Lainé

Soit u: R? — R4, une application linéaire, e = (ey, ..., €,) la base canonique de R? et f = (fy, ..., f;) la

base canonique de R4,

1. p=3,q=2
u(ey) = fi+2fzulez) =2f; — fretules) =—fi+ 12
a) Déterminer I’image d’un vecteur x = (x4, x5, X3) par u.
b) Déterminer la matrice de u de la base e dans la base f.

c) Déterminer le noyau et I’image de u.
2. p =3etq = 3, dans cette questione = f

u(e;) = 3e; + 2e, + 2e3, u(e,) = 2e4 + 3e, + 2e3 etu(es) = 2e; + 2e, + 3e;

a) Déterminer I’image d’un vecteur x = (x4, x5, X3) par u.
b) Déterminer la matrice de u de la base e dans la base e.
c) Déterminer le noyau et I’image de u.

Allez a : Correction exercice 31

Exercice 32.

Soit u: R? — R4, une application linéaire, e = (ey, ..., €,) la base canonique de R? et f = (fy, ..., f3) la

base canonique de R9.
1. p=2,q=3
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A= Matep(u) =|(—-1 2
- 1 1
a) Déterminer I’image d’un vecteur x = (xq, x,) par u.
b) Déterminer I’image de la base e (c’est-a-dire u(e;) et u(ey)).
c) Déterminer le noyau et I’image de u.
2. p =4, q =4, dans cette questione = f

1 0o 2 -1
-1 2 0 -1
A= Matg[(u) =l { 211 o
2 3 7 =5

a) Déterminer I’image d’un vecteur x = (xq, x5, X3, X,) par u.
b) Déterminer I’image de la base e (c’est-a-dire u(e;), u(e,), u(es) etu(ey) ).
c) Déterminer le noyau et I’image de u.

Allez a : Correction exercice 32

Exercice 33.
Soit u: RP — RY, une application linéaire, e = (e, ..., e,) la base canonique de R? et f = (f3, ..., fy) la
base canonique de RY.
1. p = 3etq = 3 dans cette question e = f. Soit x = (x;, x5, x3) € R3
u(x) = (x1 + x4,2%1 — x3,3%1 + x5 — Xx3)
(On admet que u est une application linéaire).
a) Déterminer I’image de la base e (c’est-a-dire u(e;), u(e,), et u(es) ).
b) Déterminer la matrice de u de la base e dans la base e.
c) Déterminer le noyau et I’image de u.
2. p = 3etq = 3 dans cette question e = f. Soit x = (xq, x5, x3) € R3
u(x) = (x1 + x5, %1 + x2, %1 + x3)
(On admet que u est une application linéaire).
a) Déterminer I’image de la base e (c’est-a-dire u(ey), u(ey), et u(esz) ).
b) Déterminer la matrice de u de la base e dans la base e.
c) Déterminer le noyau et I’image de u.
Allez a : Correction exercice 33

Exercice 34.
Soit f: R* - R3 I’application linéaire dont la matrice dans les base canonique de R* et R® est
1 2 1 3
A= (1 1 2 1 )
1 -2 5 -11
1. Déterminer une base du noyau de f.

2. Déterminer une base de I’image de f. Quel est le rang de A ?
Allez a : Correction exercice 34

Exercice 35.
Déterminer le rang de la matrice

NN
[ Y
SN = N
(SR NS R EE QY
[ S

Allez a : Correction exercice 35
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Exercice 36.

13 -8 -—-12
Soit la matrice A de définie par: A = (12 -7 —12)
6 -4 -5
1. Montrer que A est inversible et calculer son inverse A~
2. En déduire A™, pour tout n entier.
Allez a : Correction exercice 36

Exercice 37.

0 1 1
Soit A la matrice de définie par : A = (1 0 1)

1 1 0
Calculer A2,

Trouver un polynéme P de degré 2 tel que P(4) = 0.
En déduire A7,

4. Retrouver A~1 par une autre méthode.
Allez a : Correction exercice 37

w N e

Exercice 38.

1 0 O
SoitA = (0 0 1)
0 -1 0
1. Calculer A% et A3. Calculer A3 — A%+ A— 1.
2. Exprimer A~ en fonction de A2, A et .
3. Exprimer A* en fonction de A%, A et I.

Allez a : Correction exercice 38

Exercice 39.
Soit A la matrice

3 0 1
A=[-1 3 =2
-1 1 0

Calculer (A — 2I)3, puis en déduire que A est inversible et déterminer A~ en fonction de I, A et de A2.
Allez a : Correction exercice 39

Exercice 40.
ch(t) sh(t)
sh(t) ch(t))
1. Calculer le produit des matrices M (t;) et (t,), ou t, et t, sont deux réels quelconques.
2. Montrer que M (t) est inversible, et déterminer M~1(¢).
Allez a : Correction exercice 40

A tout nombre réel t on associe la matrice : M(t) = (

Exercice 41.
Soit B = (ey, ey, e3) la base canonique de R3
Soit u: R® - R3 I’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est

1 2 -2
A=(2 1 =2
2 2 -3

1. Montrer que E; = {x € R3,u(x) = x} est un sous-espace vectoriel de R3 dont on donnera une base a.
2. Soient b = (0,1,1) et ¢ = (1,1,2) deux vecteurs de R3. Calculer u(b) et u(c).

8
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Montrer que 8’ = (a, b, ¢) est une basepdedi& portée do main
Déterminer la matrice de passage P de g a 5'.
Calculer P71,
Déterminer la matrice D de u dans la base S'.

Donner la relation entre 4, P et D.

Allez a : Correction exercice 41

Exercice 42.

Soit f une application de R? dans R? définie par : f(xq,x3) = (x; — X2, %, + x,) €t B = (eg,e;) la
base canonique de R2.

Montrer que f est un endomorphisme de R?.

Déterminer la matrice A de f dans la base 3.

a) Déterminer le noyau et I'image de f.

b) En déduire que f est inversible.

c) Déterminer f~1 dans la base 3, en déduire A~

Montrer que A = RH.

Ou H est la matrice d'une homothétie dont on donnera le rapport et R est la matrice d'une rotation dont
on donnera l'angle.

Soient a = e; + e, et b = e; — e, deux vecteurs de R?. On pose B’ = (a, b).

S.
6.
7.

Montrer que B’ = (a, b) est une base de R2.
Calculer f(a) et f(b).
Déterminer la matrice de f dans la base S’

Allez a : Correction exercice 42

Exercice 43.

M wbhe

Soit B = (ey, e,, e3) la base canonique de R3.
Soit u I’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est :

1 4 4
A=|-1 -3 -3
0 2 3

Soienta = e; — e, + e3, b = 2e; — e, + e; et c = 2e; — 2e, + e5 trois vecteurs de R3
Montrer que 8’ = (a, b, ¢) est une base de R3.

Déterminer la matrice de passage P de g a 8’. Calculer P71,

Déterminer la matrice R de u dans la base S'.

a) Calculer P~1AP en fonction de R
b) Calculer R*
c) Endéduire les valeurs de A*™.

Allez a : Correction exercice 43

Exercice 44.

1.

Soit B = (ey, 5, e3) la base canonique de R3.

Soit u une application linéaire de R3 dans R3 définie par :
u(e;) = —3eq + 2e, — 4es

u(e,) = e, —e, + 2e5

u(es) = 4e; — 2e, + 5e;

Déterminer la matrice de u dans la base canonique.
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2. Montrer que E = {x € R3,u(x) = x} eskin ﬁé@%paa&mctonel de R3. Montrer que la dimension de
E est 1 et donner un vecteur non nul a de E.

3. Montrer que F = {(xq,%5,x3) € R3, —2x; + 2x, + 3x3 = 0} est un sous-espace vectoriel de R3.
Donner une base (b,c) de F.

4. Montrer que B’ = (a, b,u(b)) est une base de R®.

5. Montrerque E @ F = R3.

6. Déterminer la matrice R de u dans la base g".

Allez a : Correction exercice 44

Exercice 45.
Soit B = (ey, e,, e3) la base canonique de R3.
Soit u I’application linéaire qui a un vecteur x = (x;, X5, x3) € R3 associe le vecteur
u(x) = (xy — 2x3, 2% — x5 + 4x3, %1 — X5 + 3x3)
Déterminer la matrice A de u dans la base canonique.
Déterminer une base (a, b) de ker(u — Id).
Donner un vecteur c tel que ker(u) = vect(c).
Montrer que B’ = (a, b, ¢) est une base de R3.
Déterminer la matrice D de u dans la base ’.
Montrer que Im(u) = ker(u — Id)
7. Montrer que ker(u) @ Im(u) = R3.
Allez a : Correction exercice 45

ok wbhE

Exercice 46.
Soit u I’endomorphisme de R3 défini pour tout x = (x4, x5, x3) par
u(x) = (—10x; + 3x, + 15x35, —2x; + 3x3, —6x1 + 2x5 + 9x3)

Déterminer la matrice A de u dans la base canonique de R3.
Déterminer la dimension du noyau et de 1’image de u. On donnera un vecteur directeur a de ker(u).
A-t-on ker(w) @ Im(u) = R3?
Déterminer un vecteur b tel que a = u(b).
Montrer que E_; = {x € R3,u(x) = —x} est un sous-espace vectoriel de R3, déterminer un vecteur
directeur de E_; que I’on notera c.

6. Montrer que 8’ = (a, b, ¢) est une base de R3,

7. Déterminer la matrice A’ de u dans la base B’ et donner la relation reliant A et A’.
Allez a : Correction exercice 46

o~ wbheE

Exercice 47.
Soit B = (ey, ey, e3, e4) la base canonique de R*.

Soit f I'endomorphisme de R* dont la matrice par rapport a la base 5 est : A = 8 (3) _03 _36
0 0 0 0

Soit B’ = (a, b, c, d) une famille de R* définie par :
a=e —e;,b=e —ey,—e3,c=2e —2e, +e3+e,etd =—e; + 2e,
1. Montrer que B’ = (a, b, ¢, d) est une base de R*.
2. Calculer f(a), f(b), f(c) et f(d) et les exprimer dans la base 8’ = (a, b, ¢, d).
3. Déterminer la matrice de f dans la base g’
Allez a : Correction exercice 47

Exercice 48.

10



Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

s Fomesoutra com
Soit B = (ey, e, €3, €,) la base canoniope8e Brtee de main
Soit u un endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est
-3 -2 3 0
3 1 -3 -1
1 0 -1 -1
-1 -1 2 -1

A=

On pose :
a=(-110,-1),b=(1,-2,-1,1),c = (-23,1,—1) etd = (2,—-1,0,1)
Montrer que B’ = (a, b, c, d) est une base de R*.
Donner la matrice de passage P de 8 a g’. Calculer P71,
Calculer u(a), u(b), u(c) et u(d) dans la base g'.
Déterminer la matrice T de u dans la base S’
5. Calculer N =T + I, puis N* et en déduire (4 + I)*.
Allez a : Correction exercice 48

e

Exercice 49.
Soit u un endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique, 8 = (e, e, €3, €4), est
-7 6 6 6
[ 0 2 0 0
4=13 3 2 3
-6 3 6 5

Soient a, b, c et d quatre vecteurs
a=-—2e,—e;,—e3—ey b=e,—e, c=2e +e3+e,d=3e; +e3+2e,

Montrer que B’ = (a, b, c, d) est une base de R*.
Calculer u(a), u(b),u(c) et u(d) dans la base B’ = (a, b, c, d)
En déduire la matrice D de u dans la base g'.
Déterminer la matrice P de passage de 8 a .
Calculer P71,

6. Calculer P71AP.
Allez a : Correction exercice 49

o~ wnh e

Exercice 50.
Soit B = (eq, e,, €3, e4) la base canonique de R*.
Soit u un endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est :

1 0 -1 1
1 0 -1 1
A_01—11
01 -1 0

Onposea =e; +e, +es3, b =eq,c=ulb)etd =u?(b).
Montrer que B’ = (a, b, ¢, d) est une base de R*.
Donner la matrice de passage P de 8 a 8’ . Calculer P71,
Calculer u(a), u(b), u(c) et u(d) dans la base g'.
Déterminer la matrice N de u dans la base '
Calculer N* et en déduire A*.
Donner une base de ker(u)

7. Donner une base de Im(u).
Allez a : Correction exercice 50

ook wbhk

Exercice 51.
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Soit B = (ey, e,, €3, €4) la base canonique ded&% portee de main
Soit u I’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est :

-1 -1 0 0
o o o0 o
A=1_2 o -1 1
-1 0 0 0

Déterminer un vecteur a non nul tel que ker(u) = vect(a)
Déterminer un vecteur b tel que a = u(b)
Déterminer un vecteur c tel que u(c) = —c
Soit d = (0,—1,0,1), montrer que B’ = (a, b, c, d) est une base de R*
Calculer u(d) dans la base g’.
Déterminer la matrice T de u dans g'.
Quel est le rang de A.
Soitf =2e;—e;—es+e,=(2,—1,—-1,1)
Calculer u(f), u(f), u3(f) et on admettra que 8" = (f,u(f), u?(f),u3(f)) est une base de R*
9. Calculer u*(f) et montrer que u*(f) = —2u3(f) — u?(f)
En déduire la matrice C de u dans la base g"'.
10. Montrer que C et T sont deux matrices semblables (c’est-a-dire qu’il existe une matrice R, inversible,
telleque T = R™1CR
Allez a : Correction exercice 51

O N g~ wDdPE

Exercice 52.
Soit B = (eq, ey, e3, e4) la base canonique de R*
Soit u I’application linéaire dont la matrice dans la base canonique est :
3 -1 1 -3

11 -1 -1
A= 0 1 -1 0
1 0 0 -1

1. Donner une base (a, b) de ker(u).
2. Donner un vecteur ¢ qui engendre E; = {x € R* u(x) = x}
3. Déterminer un vecteur d € ker((u — id)?) et d & ker(u — id), on pourra calculer (4 — I)?, en déduire
que d veérifie u(d) = Ac + d, ou A est un réel qui dépendra du vecteur d que vous avez choisit.
4. Montrer que B’ = (a, b, c,d) est une base de R*.
5. Déterminer la matrice T de u dans la base '. (en fonction de A)
Allez a : Correction exercice 52

Exercice 53.
Soit B = (ey, e,, 3, e4) la base canonique de R*
Soit u un endomorphisme de R* dont la matrice dans la base 3 est :

2 -1 0 1
1 0 o0 1
A_o 0 1 0

-3 1 0 =2

Déterminer un vecteur a qui engendre le noyau de wu.
Soit 1 € R. Montrer que E; = {x € R*, u(x) = Ax} est un sous-espace vectoriel de R*.
Trouver un vecteur directeur b de E_;. Déterminer une base (c,d) de E;.
Montrer que B’ = (a, b, ¢, d) est une base de R*.
5. Déterminer la matrice de u dans la base £'.
Allez a : Correction exercice 53

Hwnh e
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Exercice 54. Docs a portée de main

Soit B = (ey, ey, €3, €4) la base canonique de R*.
Soit u un endomorphisme de R* dont la matrices dans la base canonique est :

-1 2 -2 =2
_ =2 3 —2 -2
A = Matg(u) = 2 92 1 _o
0 0 O 1
OnpOSGa1 =el+262+393_234,a2 =ez+e3,a3 =el+362+5€3_3e4etc=_e1_62_e3

On pose F = Vect(ay, a,, az).

Montrer que B’ = (a4, a,, as, ¢) est une base de R* et donner la matrice P de passage de 8 a B’
Déterminer la matrice D de u dans la base '

Montrer que pour tout x € F, u(x) € F en déduire que v: F — F définie par v(x) = u(x) est un
endomorphisme de F, déterminer la matrice de v dans la base 8, = (a4, a,, as).

Montrer que R* = F @ Vect(c).

Montrer que pour tout x € R* il existe un unique couple de vecteurs (f, g) € F X Vect(c) tels que :
x = f + g, calculer u(x).

Allez a : Correction exercice 54

Exercice 55.

o s wNE

7.

Soit B = (ey, e,, e3) la base canonique de R3.
Soit u un endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est :

-10 -3 -12
A= 5 0 7 >
6 2 7

Déterminer A € R tel que A — Al ne soit pas inversible. Déterminer alors ker(4 — AI).
Soit a = (—3,1,2), calculer u(a).

Déterminer b € R3 tel que u(b) = a — b, puis ¢ € R3 tel que u(c) = b —c.

Montrer que B’ = (a, b, ) est une base de R3.

Déterminer T = matg (w).

Montrer que (T + I)3 = 0 (la matrice nulle). En déduire (4 + I)3.

Déterminer A~1 en fonction de 42, A et 1.

Allez a : Correction exercice 55

Exercice 56.

4.
S.
6.

Soit B = (eq, e,, e3) la base canonique de R3. On considére I’application linéaire f définie par
f(ey) = 2e, + 3es; f(e;) = 2e; — 5e, — 8eg; f(e3) = —eq + 4e, + 663
Onnote f2=fof.
Déterminer la matrice de f dans £.
Montrer que E; = ker(f — idgs) et que N_; = ker(f? + idgs) sont des sous-espaces vectoriels de R3.
Déterminer a, b deux vecteurs tels que E; = Vect(a) et N_y = Vect(b, f(b)). At-on E; ® N_; =
R3 ?
Montrer que 8’ = (a, b, f(b)) est une base de R3.
On appelle 8" = (a, b, (b)), quelle est la matrice de f dans 5.
Quelle est la matrice de £2 dans g’

Allez a : Correction exercice 56

Exercice 57.
Soit u I’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est

13
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6k s poriéo do matn2
0 1 0 0
-3 0 -2 2
1 -1 1 -1
Soit B = (ey, e,, €3, e4) la base canonique de R*.
Partie |
Soit e, = (0,1,0,0) € R*
1. Calculer u(e,), u?(e;) et u®(e,) et montrer que B’ = (e,, u(e,), u?(e;), u(e,)) est une base de R*.
2. Calculer u*(e,) dans la base en fonction de u?(e,) et e,. Déterminer la matrice C de u dans la base
Partie 11
3. Déterminer un vecteur a € R* tel que u(a) = a dont la premiére composante est 1.
4. Soitbh = (1,-1,0,1) etc = e; — e3 + e,, montrer que u(b) = a + b et que u(c) = —c.
5. Déterminer un vecteur d € R* tel que u(d) = ¢ — d.
6. Montrer que 8" = (a, b, c,d) est une base de R*.
7. Déterminer la matrice T de u dans la base B".
Partie Ill
8. Montrer que les matrices T et C sont semblables.
Allez a : Correction exercice 57

A=

!

Exercice 58.
Soit R,[X] = {ay + a;X + a,X?,a; € R} I’espace des polyndmes réels de degré au plus 2 et soit
B = (1,X,X?) la base canonique de R,[X] ? On considére ’application
[ R,[X] - R, [X]
P— X+ 1P

=

Montrer que f est linéaire.
2. Montrer que la matrice A de f par rapport aux bases B et B est :

0 1 0
(0 1 2)

0 0 2
Montrer que B’ = (1, X + 1, (X + 1)?) est une base de R,[X].
Trouver la matrice B de f par rapport aux bases B’ et B'.
Calculer A2, A3 et B pour tout k € N.
Déterminer le rang de f.
Trouver une base de 1’image de f.
8. Trouver une base de noyau de f.

Allez a : Correction exercice 58

No ok ow

Exercice 59.
Soitu : R,[X] » R[X] défini paru(P) =P + (1 — X)P’
Soit B = (1, X, X?) la base canonique de R, [X]
1. Montrer que u est un endomorphisme de R, [X].
2. Déterminer la matrice de u dans 8.
3. Déterminer le noyau et I’image de u.
Allez a : Correction exercice 59

Exercice 60.
Soit u: R,[X] —» R[X], ’application définie pour tout polyndme de R, [X] par :
u(P) =2P - (X —-1)P’
Soit 8 = (1,X,X?) la base canonique de R,[X].
1. Montrer que u est un endomorphisme de R, [X].

14
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Déterminer la matrice A de u dans 8. Docs a portée de main
Déterminer le noyau de u. On notera P, un vecteur directeur du noyau.
Donner une base de I’image de u.

Déterminer un polynéme P; tel que u(P;) = P,

Montrer que B’ = (1, P, P,) est une base de R,[X].

Déterminer la matrice D de u dans la base ’.

Allez a : Correction exercice 60

Exercice 61.

ook wdhE

7.

Soit f: R,[X] - R[X] définie par f(P) =P — (X — 2)P’
Montrer que f est une application linéaire

Montrer que f est un endomorphisme de R, [X].

Déterminer le noyau et I’image de f.

Déterminer la matrice de f dans la base (1, X, X2).

Montrer que 8’ = (1, X — 2, (X — 2)?) est une base de R,[X].
Déterminer la matrice de passage P de g a 8’. Calculer P71,
Quelle est la matrice de f dans la base S’.

Allez a : Correction exercice 61

Exercice 62.
Soit # = (1, X, X?) la base canonique de R, [X]

Soit u I’application qui a un polynéme de R,[X] associe le polynéme de R[X] définie par :
1
2.
3

4.

u(P) = 2XP — X?P’
Montrer que u est un endomorphisme de R, [X].
Déterminer la matrice A de u dans la base canonique.
Déterminer la dimension de ker(u).
Déterminer une base et la dimension de Im(u)

Allez a : Correction exercice 62

Exercice 63.

Hwbh e

5.

Soit u: R,[X] — R[X] une application définie pour tout P € R,[X] par
u(P) =P+ (1 —-X)P' +2P"

Onappelle P, =1—X,P, =1etP; =1+ 2X — X?

On appelle g = (1, X, X?) la base canonique de R,[X] et B’ = (Py, P,, P3)

Montrer que u est une application linéaire.

Montrer que u est un endomorphisme de R, [X].

Déterminer la matrice A de u dans la base canonique.

Montrer que B’ est une base de R, [X].

Déterminer la matrice D de u dans la base S'.

Allez a : Correction exercice 63

Exercice 64.
Soit u: R,[X] = R[X] définie par

HwbdhRE

1
u(P) =-(1- X2)P" + XP' — P

Montrer que u est un endomorphisme de R, [X]
Déterminer une base (P,, P,) de ker(u).
Déterminer P; tel que Im(u) = Vect(P;).
Montrer que (P;, P,, P3) est une base de R,[X].
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5. Déterminer la matrice de u dans la baseéds 2Ppe de main
Allez a : Correction exercice 64

Exercice 65.
Soit R,[X] = {ay + a; X + a,X?,a; € R} I’espace des polyndmes réels de degré au plus 2 et soit
B = (1,X, X?) la base canonique de R,[X] ? On considére I’application
fiR,[X] = R,[X]
P — f(P)

OUf(P)X)=PX+1D)—-PX)=ag+a;(X+1)+a,(X +1)?—(ap + a; X + a,X?)

1. Montrer que f est linéaire.

2. Montrer que la matrice A de f par rapport aux bases B et B est :

01 1
A=({0 0 2
0 0 O

3. Montrer que B’ = (1,X — 1, (X — 1)(X — 2)) est une base de R,[X].
4. Trouver la matrice B de f par rapport aux bases B’ et B'.
Allez & : Correction exercice 65

Exercice 66.
Partie |
Soit g une application de R3[X] dans R? définie par :
g(P) = (P(-1),P(D))
1. Montrer que g est une application linéaire.
2. Déterminer une base du noyau et déterminer I’image de g.
Partie 11
Soit h une application linéaire de R,[X] dans R? définie par :
h(P) = (P(-1),P(D))
3. Montrer que h est bijective.
Allez a : Correction exercice 66

Exercice 67.
Soit C(R) I’espace vectoriel des fonctions continues de R vers R.

Soient a et b les fonctions définies par :
e*+e™* e¥ —e™*
T et b(x) = T
Onpose H = Vect(a,b) et F = {f € H, f(In(2)) = 0}
1. Déterminer la dimension de H
2. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de H.
3. Quelle est la dimension de F ?
4. Soit @: H > R? définie pour f € H par
o(f) = (f(=In(2), f(In(2))
a) Montrer que ¢ est une application linéaire
b) Montrer que ¢ est un isomorphisme.

Allez a : Correction exercice 67

a(x) =

Exercice 68.
Soit M, (R) I’espace vectoriel des matrices a coefficient dans R a n lignes et n colonnes.
Soit A, (R) I’ensemble des matrices antisymétriques de M, (R). C’est-a-dire les matrices qui vérifient
‘A =-A
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Soit §,,(R) I’ensemble des matrices sytnééﬁquh&ﬂ(éem @R C’est-a-dire les matrices qui vérifient
tA = A.
Montrer que A, (R) et S, (R) sont des sous-espaces vectoriels de M, (R).

t _t

Pour toutes matrices A € M, (R), montrer que AJ;—A € S, (R) et que AZ—A € A, (R).
En déduire que A,(R) + S, (R) = M,,(R).
A-t-on A, (R) @ S, (R) = M, (R) ?

Soit 4 = G i

antisymétrique.
Allez a : Correction exercice 68

o o N

), décomposer A en une somme d’une matrice symétrique et d’une matrice

Exercice 609.
Soit M, (R) I’espace vectoriel des matrices a deux lignes et deux colonnes.
Soit ¢ I’endomorphisme de M, (IR) définie pour toute matrice A de M, (R) par
Pp(A)=A—1tA
1. Rappeler la dimension de M, (R).
2. Déterminer le noyau de ¢, quel est sa dimension ?
3. Déterminer I’image de ¢. En déduire que pour toute matrice A € M, (R) il existe A € R et une matrice
J, a déterminer tel que ¢p(A) = AJ.
Allez a : Correction exercice 69

Exercice 70.
1 1 1
1. Calculer| a b c
b+c a+c a+b
2.
1 1 1
a) Calculer|b ¢ d
b? c¢? d?
1 1 1 1 1 1 1
b) Montrer que ;2 bbz CCZ ;2 =b-a)c—a)d—-a)|b ¢ d],puiscalculer
a> b® 3 d3 b* c* d?
1 1 1 1
a b ¢ d
a’? b? c?* d?
a® b3 3 dd

Allez a : Correction exercice 70

Exercice 71.

Q Q Q
a o Q

Soit4 =

SE oSS Q

a
b
c
a c d
1. Calculer A = det(A4)

2. Déterminer les valeurs de a, b, c et d qui annule A.

Allez a : Correction exercice 71
Exercice 72.
1 -1 -2
A=|-1 1 2
1 0 -1
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Premiére partie Docs a portée de main
Soit u: R® —» R3 une application linéaire.
S = (e, e, e3) la base canonique de R3
La matrice de u dans la canonique de R3 est A.
1. Montrer qu’il existe a € R3, un vecteur non nul, tel que ker(u) = Vect(a).
2. Déterminer un vecteur b € R3 tel que a = u(b).
3. Montrer que E; = {x € R3,u(x) = x} est un sous-espace vectoriel de R3, donner un vecteur non nul
cEE.
4. Montrer que B’ = (a, b, ¢) est une base de R3.
5. Déterminer la matrice T de u dans la base S’
6. Donner la relation entre A, T et la matrice de passage, notée Q,de g a g'.
Deuxiéme partie
Soit B = (1, X, X?) la base canonique de R,[X].
Soit f: R,[X] - R[X] I’application linéaire définie par :

1
P)=Q+X+XHP—(1+2X+X>+ X3P +=(—1+ X+ X2+ X3 + XY)P"
2

1. Calculer (1), f(X) et f(X?) eten déduire que f est un endomorphisme de R,[X].
2. Donner la matrice B de f dans la base canonique de R, [X].
3. Onpose Py =1+X+X%,P,=1+XetP,=2+X+ X?
Montrer que B’ = (P,, P, P,) est une base de R,[X].
4. Déterminer la matrice T’ de f dans la base B'.
5. Donner la relation entre B, T’ et la matrice, notée Q’, de passage de B a B'.
Troisiéme partie
Montrer que A et B sont deux matrices semblables.
Allez a : Correction exercice 72

Exercice 73.
-1 1 0 1
-1 -1 1 3
0 1 -1 -1
0o 0 o0 1
Soit B = (ey, ey, e3, e4) la base canonique de R*.
Soit u: R* - R* un endomorphisme dont la matrice dans la base canonique est A.
1. Montrer que si v est un endomorphisme de E, un espace vectoriel de dimension n alors
ker(v) c ker(v?) c -+ c ker(v™)
2. Déterminer une base de ker(u + idgs), de ker((u + idgs)?), de ker((u + idg+)?) et de ker((u +
idge)h).
Donner Dentier p tel que ker((u + idgs)P) = ker((u + idgs)P+1)

Soit4 =

a) Donner un vecteur non nul a qui engendre ker(u + idgs).
b) Donner un vecteur b vérifiant a = (u + idgs)(b).
Puis montrer que (a, b) est une base de ker((u + idg+)?)
c) Donner un vecteur c vérifiant b = (u + idgs)(c).
Puis montrer que (a, b, c) est une base de ker((u + idgs)3)
d) exprimer u(b) et u(c) en fonctionde a, b et c.
4. soitd = (1,1,0,1), calculer u(d).
Montrer que B’ = (a, b, ¢, d) est une base de R*.
6. Donner la matrice, T, de u dans la base B’ et donner la relation entre A, T et la matrice de passage P de

Bap’

o
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7. Calculer (T 4+ 3(T — I) et en déduirercdstalyfibe—db)main
Allez a : Correction exercice 73

Exercice 74.
Premiere partie :
Soit g un endomorphisme de R3
1. Montrer que ker(g) c ker(g?) c ker(g3)
2. On suppose que g3 = O (r?) et que {Ogs} & ker(g) & ker(g?) < ker(g?)
a) Déterminer dim(ker(g)) et dim(ker(g?))
b) Montrer que Im(g) c ker(g?), puis que Im(g) = ker(g?).
Deuxiéme partie :
Soit g un endomorphisme de R® tel que g° = O s) et que {Ogs} & ker(g) & ker(g?) & ker(g*)

3. Soit a € ker(g), un vecteur non nul, montrer qu’il existe b € R3 tel que g(b) = a. Montrer que b €
ker(g?) et en déduire que (a, b) est une famille libre.
4. Montrer qu’il existe ¢ € R3 tel que g(c) = b, montrer que alors (a, b, ¢) est une base de R3.
5. Déterminer la matrice de g dans la base (a, b, ¢).
Troisieme partie :
Soit B = (ey, e,, e3) la base canonique de R3.
Soit f I’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est :

—-10 -3 -—12
A=| 5 0 7
6 2 7

6. Montrer que f + Id Vérifie les hypotheses de la seconde partie.
7. Déterminera, b etctelsque: a € ker(f +Id), (f + Id)(b) =aet(f +1d)(c)=bh.
8. Déterminer la matrice de f dans la base (a, b, c).

Allez a : Correction exercice 74

CORRECTIONS

Correction exercice 1.
1. Soientx = (xq1,x,,x3) € R3 ety = (y;,¥,,y3) € R3, et soient 4 et u deux réels.
Ax + uy = (Axy + pyq, Axy + pyo, Axz + puys) = (X1, X2, X3)
Donc
u(Ax +uy) = (X, + X, + X3, 2X, + X, — X3)
= ((flx1 + uy1) + (Ax; + py,) + (Axg + pys), 2(Ax; + py) + (Ax, + pys)
— (Ax3 + pys))
= (/1(951 +x +x3) + u(y1 + y2 +¥3), A2x1 + x3 — x3) + uQy; +y, — }’3))
= A(xy + x5 + x3, 221 + X3 — x3) + u(y1 + ¥z +¥3,2y1 + y2 — y3) = Aulx) + uu(y)
Ce qui montre que u est linéaire.

x1+x2+x3=0 {xl+x2+X3=O
2x1+x2—x3=0<:>L2_2L1 _x2_3x3=0
<:>{X1+x2+X3=0<:{xl_2.X3=0@{X1=ZX3
Xy = _3X3 Xy = _3X3 Xy = _3X3
Donc x = (2x3, —3x3,x3) = x3(2,—3,1), sion pose a = (2,-3,1)
ker(u) = Vect(a)

x = (xq1,%,,%x3) € ker(u) & {

Allez a : Exercice 1
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Correction exercice 2. Docs 2 portée de main
1. Soientu = (x,y,z) etu’ = (x',y’, z") deux vecteurs de R3 et soient A et A’ deux réels
Au+2u =(Ax+ Ax" Ay + Ay, 2z+ 1'z2")
fAu+2uw)=Ax+ 2% + Ay + Ay +Az+ V2, —(Ax + Vx") + 2y + V'y") + 2(Az + 1'2))
= (A(x +y+z2)+ A +y +2),A(—x+2y+22) + AV (—x"+2y" + 22’))
=Ax+y+z,—x+2y+22)+ A" +y' +2',—x"+2y" +22") = Af (W) + V' f(u")
Donc f est linéaire.

u=(yz) €keru) @ (x+y+2z,—x+2y+2z)=(00) & i
- Ly {x+y+z=0 {x=0
Ly+L;(3y+3z=0 y=-—z
u=(0,—-z2) =2z(0,-11)
On pose a = (0,—1,1), a est une base de ker(f).
Im(u) = vect(f(el),f(ez),f(e3))
fler) =1, -1 =fi—fa flex) = (1,2) = f1 + 2f; et f(e3) = (1,2) = f1 + 2f
Im(u) = vect(fy — fo, f1 + 22, f1 + 2f2) = vect(fy — fo, f1 + 2f2)
fi — fz et fi + 2f, ne sont pas proportionnels ils forment donc une famille libre de Im(f), comme c’est
une famille génératrice de Im(f), c’est une base de Im(f)et donc dim(Im(f) = 2. Remarque Im(f) =
R?.
Allez a : Exercice 2

1{ x+y+z=0

2(—x+2y+2z=0

Correction exercice 3.

1.
Au+Au =Ax+Ax" Ay + Ay, 1z + Az")
fAu+2u) = (—2Qx + Ax) + Qy + Ay + Az + A2"), Ax + A'x") — 2y + 'y")
+Az+22"),Ax+ Ax )+ Ay + A'y") -2z + /12’))
= (/1(—2x +y+z2)+A(2x"+y' +2),Ax—-2y+2)+ AV (x' -2y + z’))
=A2x+y+zx—-2y+2)+AV(—2x"+y' + 72, x' =2y'+2") = 2f (W) + V' f(w)
Donc f est linéaire.
2.
u€eker(f) © f(w) =0ge @ (—2x+y+zx—-2y+z)=(00) il {—fo -zl-yy++ZZ:=00

o Ly {—2x+y+z=0 {—2x+22=0@{x=2
2L, + L =3y +3z=0 y=1z y=z
u=I(z7z2z2) =2z(111)
Donc ker(f) = Vect(a) avec a = (1,1,1).
D’apres le théoréme du rang
dim(ker(f) + dim(Im(f) = dim(R3) © 1 + dim(Im(f) = 3 © dim(Im(f) = 2
3. Donc Im(f) = R2. Une base est ((1,0), (0,1))

Allez a : Exercice 3

Correction exercice 4.
1. Soitu=(x,y)etu' =", y),Au+Au =Ux+Ax", Ay + 'y")
hQu+Au) = (Ax+ 2% — Ay +2y"), —3(Ax + Vx") + 3(ly + 'y"))
= (/1(x —y)+ A —y'),A(-3x+3y) + 1 (—3x" + 3y’))
=AMx—y,-3x+3y)+ AV (x' —y',-3x" +3y') = Ah'u) + Y'h(W)
Donc h est linéaire.
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2. h(1,1) = (0,0) = h(0,0) et pourtant (bdek % 4050960 &1’ est pas injective.
On va montrer que (1,0) n’a pas d’antécédent. Supposons qu’il existe u = (x, y) tel que (1,0) =
l=x-y @{1=x—y@{1=0

h(u)@(1,0)=(x—y,—3x+3y)(:>{0=_3x+3y x=y x=y

, ¢’est impossible

donc h n’est pas surjective.
h est un endomorphisme donc h est injectif si et seulement si h est surjectif. Ici, h n’est pas injectif donc
h n’est pas surjectif.
3. u=(x,y)€ker(h) & (x—y,-3x+3y) =(0,0) {—I;Cx +y3; 2 0
Donc u = (x,x) = x(1,1), (1,1) est u vecteur non nul qui engendre ker(h), ¢’est une base de ker(h)
h(e;) =(1—-0,-3x1+3x0)=(1,-3) =e, —3e, et
h(ey)) =((0—1,-3x0+4+3x1)=(-13) = —e; + 3e,
Im(h) = Vect(h(el), h(ez)) = Vect(e; — 3e,, —e; + 3e,) = Vect(e; — 3e,)
e; — 3e, est un vecteur non nul qui engendre Im(h), c’est une base de Im(h).
Allez a : Exercice 4

Sx=y

Correction exercice 5.
1. f(e1)=(1,20)=1x%xe; +2e,+0Xesg
fle) =(0,1,-1)=0%Xe; +1Xe, —1Xes
et f(es) =(—1,—-3,2) = —1 X e; — 3e, + 2e3

1
2. Les coordonnées de f(e;) dans la base (e, e,, e3) sont 2)
0

0
Les coordonnées de f(e,) dans la base (e, e, e3) sont | 1 )

-1
Les coordonnées de f (e3) dans la base (eq, e,, e3) sont —3)

2
3.
X —x3=0 X1 —x3=0 x1=0
u=(x1,x2,x3)eker(f)<:>{2x1+x2—3x3 =0<:>L2—2L1{ X, —x3 =0 @{xz =0
—X, +2x3 =0 —X, +2x3 =0 x3=0

Donc ker(f) = {Ogs}
Premiere méthode :
Im(f) = Vect(f (e1), f(e2), f (e3))
Puis on regarde si la famille (f(e,), f (ez), f (e3)) est libre.

1 0 -1 0
aif(e)) + azf(ey) + azf(ez) = O0ps © (2) + a, ( 1 ) + a3 <_3> — <0>
0 1 2 0

a;—az =0
o 2a;+a, —3a3 =0

—a, +2a;=0
Il s’agit du méme systéme que ci-dessus donc a; = a, = a3 = 0. Cette famille est libre et elle engendre
Im(f) c’est une base de Im(f), on en conclut que dim(Im(f)) = 3 et que Im(f) = R®.

Deuxieme méthode (plus compliquée) :
Im(f) = Vect(f(ey), f(ey), f(e3)) = Vect(e, + 2e,,e, — e3,—e; — 3e, + 2e3)
= Vect(e; + 2e,,e, — e3,—e; — 3e, + 2e3 + e; + 2e,)
= Vect(e, + 2e,,e, — e3,—e, + 2e3)
= Vect(e; + 2e5,e, —e3 — e, + 2e3,—e, + 2e3)
= Vect(e; + 2e,,e3,—e, + 2e3)
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= Vectkes & é@r&aﬂé&giﬁ 2e5 — 2e3)
= Vect(e, + 2e,,e5,—e,)
= Vect(e; + 2e,,e3,e,) = Vect(ey, e3,e;) = Vect(eq, e,,€3)

Donc une base de Im(f) est (ey, e, e3) et bien sur Im(f) = R3.
Troisieme méthode :

Avec le théoréme du rang, dim(ker(f)) + dim(Im(f) = dim(R3) = 3, comme dim(ker(f)) = 0,

dim(Im(f)) = 3 donc Im(f) = R? et une base de Im(f) est (ey, e,, €3).

Allez a : Exercice 5

Correction exercice 6.

1.
Mu+Au =Ax+Ax, ly+ 1y, 1z+ 1z)
fOu+ ) = (=2(0x + Ax) + Ay + 2y + (Az + 12), (Ax + %) = 20y +1y)
+Az+22),Ax+Ax)+ Ay +1y) —2(Az + /’IZ'))
=A(=2x+y+2)+A1(=2x" +y +2),A(x — 2y + z)
+A(x' =2y +2),Ax+y—22) + A (x' +y —22)
=AM-2x+y+z,x—-2y+z,x+y—22)
+A(—2x"+y +z,x' =2y +z,x +y —2z)=Af(w) + 1'f(n)
Donc f est linéaire.
2.
u€cker(f) e f(u) =0gs @ (—2x+y+zx—-2y+z,x+y—2z)=(0,0,0)
Li(—2x+y+z=0 Lq —2x+y+z=0 _ _ _
oL, x—2y+z=0 :)2L2+L1{ 3y +32=0 :»{ 2x+_22_0=>{;:§
Llx+y—2z2=0 2L;+L;\ 3y—3z=0 Y=
u=I(z2z22) =2z(111)
Donc ker(f) = Vect(a) avec a = (1,1,1).
D’apres le théoreme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R®) & 1 + dim(Im(f) = 3 & dim(Im(f)) = 2
3.

Premiére méthode
fler) =(=2,11) et f(e) =(1,-21)
Sont deux vecteurs de 1’image de f, ils ne sont pas proportionnels ils forment donc une famille libre de
vecteurs dans un espace de dimension 2, c’est une base.
Deuxiéme méthode
fle) = (=2,1,1); f(ep) = (1,-2,1) et f(e3) = (1,1,-2)
Im(f) = Vect(f(el),f(ez),f(eg))
(f(el),f(ez),f(e3)) est une famille génératrice de Im(f), le probleme est de savoir si cette famille est
libre.
Soit on fait « comme d’habitude », ¢’est-a-dire que 1’on écrit qu’une combinaison linéaire de ces trois
vecteurs est nulle
Mf(e)) + A, f(ez) + A3f(e3) = Ogs © 4,(—2,1,1) + 1,(1,—-2,1) + 23(1,1,-2) = (0,0,0)
Li (=22 + A, + A3 =0 L, 24+, +43=0 1 =2
Lyl A =20, +23=0 2L, + L] —34, 435 =0 ‘:’{,11 —
L;\ A, +2,—-243=0  2L3+L;\ 31,—-313=0 27
Donc pour tout A; € R
A3f(e1) + A3f(e;) + A3f (e3) = Ogs
SionprendA; =1
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f ek s Bléveh oo e = Oga
VeCt(f(el),f(ez),f(e3)) = Vect(f(e1), f(ez), —f(e1) — f(ez)) = VeCt(f(ﬁ),f(ez))
f(e1) et f(e,) ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre, comme cette famille est une
famille génératrice de Im(f), ¢’est une base de Im(f).
Allez a : Exercice 6

Correction exercice 7.
1.

7z =

y

u=(xy,z) Eker(f) ©4{5x -3y —-4z=0{5x—-3x—-4z=0&

6x —4y—4z=0 6x —4x—4z=0 {
x—y=0 xX=y

RN R

Doncu = (x, X, JZ—C) = §(2,2,1)

On pose alors a = (2,2,1) et ker(f) = Vect(a)
2.
a. b=(1,1,0)donc
f(D)=(6x1-4x1-4x05x1-3x1-4x0,1—1)=(22,0) =2(1,1,0) =2b
c=1(0,1,-1) = e, — e; donc
fe)=(6XxXx0—-4%x1-4x%x(-1),5x0-3x1-4x%x(-1),0-1)=(0,1,-1) =c¢
b.
Premiére méthode

b=2f®) = f(2) € m(p) et c = F(o) € Im()
Comme b et ¢ ne sont pas proportionnels ils forment une famille libre de Im(f).
D’autre part, d’apreés le théoréme du rang

dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R?)
Donc dim(Im(f)) = 2, une famille libre & deux éléments dans un espace vectoriel de dimension 2 est une
base.
Deuxiéme methode
Im(f) = Vea(f(ﬁ)'f(ez),f(%))
D’apres le théoréeme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R®)
Donc dim(Im(f)) = 2 par conséquent les trois vecteurs f(e,), f (e;) et f(es) sont liés
f(e;) =(6,51) =6e; +5e,+e3 et f(ey) =(—4,-3,—1) = —4e; —3e, —e3
Ne sont pas proportionnels donc ils forment une famille libre de Im(f), qui est de dimension 2, il s’agit
d’une base de Im(f).
Il reste & montrer que b € Vect(f(ey), f(ez)) et que c € Vect(f(ey), f(ez))
On cherche « et S tels que
b = af(e;) + pf(ez)
Cette égalité équivaut a
6a—4f=1 (68—48=1 1
a(6,51) + B(—4,-3,-1) = (1,1,0) {Sa —3=1e {55 -3=leoa=p= >
a—F=0 a=p
On cherche « et g tels que
c = af(ey) + Bf(ez)

Cette egalité équivaut a
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Docs yGartedflemdin (6(f — 1) — 48 =0 28 =6
a(6,5,1) + B(—4,-3,—-1) = (0,1, 1) (:)e{Sa -38=1e{5(-1)-38=1<] 28=6
a—p=-1 a=p-1 a=p-1
_ 1
“=3
-2
F=3
Comme b et ¢ ne sont pas proportionnels ils forment une famille libre de Im(f), donc une base puisque la
dimension de dim(Im(f)) = 2
Troisieme méthode (variante de la deuxieme méthode)
D’aprés le théoréme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R®)
Donc dim(Im(f)) = 2, par conséquent les trois vecteurs f(e;), f(e;) et f(es) sont liés
f(e;) =(6,51) =6e; +5e,+e3 et f(ey) =(—4,—-3,—1) = —4e; —3e, —e3
Ne sont pas proportionnels donc ils forment une famille libre de Im(f), qui est de dimension 2, il s’agit
d’une base de Im(f).
On va chercher une ou plusieurs équations caractérisant Im(f)

u=(xy,z) € Vect(f(el),f(ez)) o da, B ERu=af(e;) + Bf(e;) © T, B

Ly (6a—4p =x
€ R a(6,51) + B(—4,—-3,—-1) = (x,y,z) © Ja,f €E R, L{5a -3 =y & Ta,pB
Lill a—-pB =2z
Ly 6a —4p = x Ly 6a —4p =x
ER,6L2—5L1{23=6y—5x(:)Ela,ﬁE]R, L, { 2 =6y — 5x
6Ly — Ly \-28 =6z—x L3+ L,\0 =—-6x+ 6y + 62

Donc une équation caractérisant Im(f) estx —y —z =0
Alors évidemment b € Im(f) et c € Im(f) car leurs composantes Vérifient cette équation et on finit
comme dans la seconde méthode.

3. u=(x,y,2) € Vect(f(el),f(ez)) & 3Ja, B € Ru=af(e;) + pBf(e;) © Ja,B € R,a(6,51) +

Ly (6a—4p =x
B(—4,-3,-1) = (x,y,z2) @ 3Ja,B ER,L,{5a -3 =y & 3Ja,B €
L;\ a—pB =z
Ly 6a—4f =x Ly 6a —4f =x
R,6L, —5L1{2f =6y —5x @ 3Ja,BER, L, { 2f = 6y — 5x Donc une équation
6L; — L, \=-23 =6z—x L3+ L,\0 =—6x+ 6y + 62

caractérisant Im(f) estx —y—z =10
4. 2—2—1=—-1donca & Im(f) = Vect(b,c), {b,c} est libre donc {a, b, c} est libre et a 3 vecteurs par
conséquent c¢’est une base de R3 donc ker(f) ®@Im(f) = R3.
Allez a : Exercice 7

Correction exercice 8.

1.
u(x) = ulxse; + x5 + x3e3 + x5e,) = xu(ey) + xu(ey) + x3ules) + xque,)
=x1(fi — f2+2f3) + x22f1 + f2 — 3f3) + x33f1 — f3) + x4(—f1 — 2f> + 5f3)
= (X1 +2x;, +3x3 —x4)f1 + (—x1 + x2 — 2x4)fo + (2xy — 3x3 — x5+ 5x4)f3
2.

24



Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé
s Fomesoutra con
Docd s (patde 2homdid Xz — X4 = 0
x = (xq,X,%3,%4) € Ker(u) © Ly {—x1 + X3 —2x,=0
L3\2x; —3x, —x3+5x, =0

Ll x1+2x2+SX3_x4,:0 _ _
<:>L2+L1{ 3x2+3x3—3x4=0@{xﬁzxxz:ijxxjgo
Ly — 2L\ —7x, —7x3+7x, =0 N e
X1+2(_X3+X4)+3X3_X4=0 X1 = —X3 — X4
Q{ xZZ_X3+X4 Q{ X2=—x3+x4

Donc
X = (—X3 — X4, —X3 + X4,%3,%4) = x3(—1,-1,1,0) + x,(—1,1,0,1)
Sionpose a = (—1,—1,1,0) et b = (—1,1,0,1), ces deux vecteurs n’étant pas colinéaires, et comme il
engendre ker(u) ils forment une base de ker(u), et dim(ker(u)) = 2
3. D’apres le théoréme du rang
dim(ker(u)) + dim(Im(w)) = dim(R*)
Donc dim(Im(u)) = 2, u(e;) et u(e,) ne sont pas colinéaires, ils forment donc une libre libre a deux
vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 2, ¢’est une base.
Allez a : Exercice 8

Correction exercice 9.

1.
xl—JE)zj-(a)@:O X1 =Xy +x3=0 x1 =0
x = (xq,Xx5,%3,%4) € Ker(u) © Xy + Xy — X3+ %5 = 0 =3 {xl +x,—x3=0& {xz = X3
X, = 0 x4 = O X4 == O
Y =
Donc x = (0, x5, x3,0) = x5(0,1,1,0), si on pose a = e, + e5 alors ker(u) = vect(a) et donc la
dimension de ker(u) est 1.
2.

u(e;) = (1,0,1,0) = e; + e5; uley) = (—1,0,1,0) = —e; + e3;
u(e;) = (1,0,—1,0) = e; — e3; ule,) = (0,0,0,1,1) = e3 + e,
Im(u) = Vect(e, +e3,—e; + e3,e, —e3,e3+e,) =Vect(e, +e3,e; —ez,e3+e,)
Car u(ey) = —u(esz)
Im(u) = Vect(e, + e3,e; —es +e; +es,e5 +e,) =Vect(e; + e3,2e1,e5 + e,)
= Vect(es, e1,e3 +e,) = Vect(es, e, e4)
Cette famille est une sous-famille d’une famille libre, elle est libre (et génératrice) donc c’est une base
de Im(u)
Autre méthode, d’apres le théoréme de rang
dim(ker(u) + dim(Im(u)) = dim(R*) = dim(Im(w)) = 3
Par conséquent (e; + es, e; — ez, e5 + e,) est une famille génératrice a trois vecteurs dans un espace de
dimension trois, ¢’est une base et donc dim(l m(u)) = 3.
3. Comme dim(ker(u) + dim([m(u)) = dim(R*)
Le tout est de savoir si a = e, + e5 appartient a Im(u), si c’est le cas ker(u) < Im(u) etil n’y a pas de
somme directe et sinon ker(u) N Im(w) = {Og+} et il y a somme directe.
Soit on montre que (e, + es, e; + e3,e; — ez, e3 + e,) est libre et donc une base de R* puisqu’il s’agit
d’une famille libre a 4 vecteurs dans un espace de dimension 4 et on a
ker(u) ®Im(u) = R*
Soit
ker(u) + Im(u) = vect(ey, e3, €4, €, + €3) = Vect(ey, ey, e3,e4) = R*
Ce qui montre que ker(u) ®Im(u) = R*.
4. 0+0—-0+0=0doncORs EE.
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Soient x = (x1, X, X3, %4) € E ety = @oesys, diprthe)de daifN a
X1 +xy—x3+x4,=0 et Vi+Yy,—y3+y, =0

Pour tout et u réels
Ax + uy = (Axy + py1, Ax; + py,, Axz + pys, Axg + py,)
(Ax1 + py1) + (Axy + py,) — (Axs + uys) + (Axy + pys)
=0 +x —x3+x) +u(y1+y, —y3+y) =0
Ce qui montre que Ax + uy € E donc E est un sous-espace vectoriel de R*.
X = (x1,X2,%3,%4) EE,ONaX; + X, — X3+ x4, =0dONCx; = —x; + X3 — X4
X = (x5 + X3 — X4, X5, X3,%X4) = x,(—1,1,0,0) + x5(1,0,1,0) + x,(—10,0,1)
On pose b = (—1,1,0,0), c = (1,0,1,0) et d = (—10,0,1), la famille (a, b, ¢) engendre E

—a+f—-y=0
@b+ fe +yd = Ogs & a(=1,10,0) + BLO,LO) +7(-1001) = 0ge &4 ¢~
y=20
a=0
<=0
y=0

Ce que signifie que (b, ¢, d) est une famille libre. Par conséquent (b, ¢, d) est une base de E.
5. ker(u) =Vect(a) aveca =e, +e; = (0,1,1,0) donc0+ 1 — 1+ 0 = 0 ce qui montre que a € E,
autrement dit ker(u) € E, onn’a pas : ker(u) ®Im(u) = R*
Allez a : Exercice 9

Correction exercice 10.

1.
Ly ( X1 — X, +2x3+2x, =0
x = (x1,%5,%x3,%,) € ker(u) © Z _x;1++2322_ ; ;3+_2;;4_:00
Lo\ —x1+x3—x3—x,=0
L X1 — Xy +2x3+2x4, =0
oL —1L1 3x, — 3x3 = 0 o 1= x; —:2? 2%
Ly+ 1L, 0=0 x:: _;3
Ly + Ly X3+x,=0
X1 = X3 — 2x3 + 2x3 X1 = X3
S Xy = X3 S { X2 = X3
X4 = —X3 X4 = —X3
x = (x3,%3,x3,—X3) = x3(1,1,1, —1)
ker(u) est la droite engendrée par e; + e, + e3 — ey
2.

Im(u) = Vect(u(el),u(ez),u(e3),u(e4))
u(e;) =(1,1,-1,-1)
u(ey) = (-1,2,1,1)
u(e;) =(2,-1,-2,-1)
u(ey) = (2,2,-2,-1)
D’apres le théoréeme du rang
dim(ker(u)) + dim(Im(w)) = dim(R*)
Ce qui entraine que
dim(Im(u)) = 3
Premiére méthode
On regarde si la famille (u(e,), u(e,), u(es), ule,)) est libre
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Docs a portée de daif ® — B +2y +26 =0
L) a+28—y+25§=0
Ly)—a+p—-2y—26=0
Ly\ —a+B—-y—-6=0
Ly a—F+2y+26=0
L,— Ly 36—3y=0
Lyt L, 0=0
Ly+ Ly y+6=0
La famille n’est pas libre, pour y = 1, cela donne la relation
u(e;) + uley) +ules) —uley) = Ope

au(e;) + Bule,) + yul(es) + du(ey) = Ogs &

a—L+2y+25=0 a=y
o L=y e{B=y
§=-y

Soit
u(ey) +uley) +ulez) = uley)
Alors
Im(u) = vect(u(el),u(ez),u(eg),u(e4)) = Vect(u(el),u(ez),u(e3),u(el) + u(ey) + u(e3))
= Vect(u(el),u(ez),u(e3))

Comme (u(el), u(e,), u(e3)) est une famille génératrice a trois vecteurs dans un espace de dimension
3, c’est une base.
Deuxiéme méthode

e; +e, +e; —e, € ker(u)
Par conséquent

u(e; +e; +e3—ey) = 0pe
Ce qui entraine que

u(e;) +uley) + ules) —uley) = O

Et on conclut de la méme fagon.

x = (xq1,%,%3,%4) € Im(u) = Vect(u(el),u(ez),u(e3))  3A(a,B,y) € R3,x

= au(ey) + pule;) +yules) © 3I(a,B,v) € R?, (xy, x2, X3, X4)
=a(1,1,-1,-1) +B(-1,2,1,1) +y(2,-1,-2,-1) © 3(a, ,7)
Li(a—p+2y=x Ly a—[F+2y+256 =x;
L) a+28—y=x, 30—3y=—x1+x;

L, —L
3 32 =1y
E]R’L3 —a+,8—2y=x3(:)H(Q”B’V)ERL3+L1 0=1x1+x3
Ly\—a+B—y=x4 Ly+ 1Ly y+d=x1+x,

Ly a—[F+2y+26 =x;
Ly—Ly) 38—=3y=—x;+x,
L3+ L y+8 =x1+x,
Ly+ Ly 0=2x1+x3

< 3A(a,B,y) ER3

Ce qui montre que Im(u) = {(xy, x5, x3,%4) € R*, x; + x3 = 0}
Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11.
1. Lamatrice de f o f dans la base § est Matg (f) X Matz(f)
-7 8 6 -7 8 6\/-7 8 6 1 0 O
Or Matg(f) = (—6 7 6 )donc Matg(f?) = (—6 7 6 )(—6 7 6 ) = <0 1 0) =1
0 0 -1 0 0 -1/\0 0 -1 0 0 1
2. llexiste g telle que g o f = Id donc f est bijective et f~1 = f.
Allez a : Exercice 11

Correction exercice 12.
1. Soitu=(x,y,zt),u = (x',y',z',t") deux vecteurs et 1 et A’ deux réels.

27



Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

s Fomesoutra com
FOu+ Aw) = FQx + Vx', Ay + Vi d bodiah A€ daiit’)
=(Ax+Ax" =2y + Ay, Ax + A'x" —2(Ay + 1'y"),0,Ax + Vx" — (Ay + X'y")
—(Az+ Xz — (At +A't"))
=(Mx—Zw+%KM—2M)Mx—2w+%KM—ZVLQMx—y—z—O
+ A —y' -2z — t’))
=Ax—-2y,x—2y,0,x—y—z—-t)+ A (x' -2y, x' = 2y",0,x' —y' —2z' —t')
= Af(w) + Af (W)
f est bien linéaire.
2. Soitu = (x,vy,2zt) € ker(u)
x—2y=0
x—2y=0 x—2y=0 x=2 x=2
O:yO Q{x—y—zy—t=0®{y—z—ty=Oﬁ{tzy—yz
x—y—z—t=0
Donc
u=Qyyzy-z) =1vy(2101)+2(0,0,1,—-1)
a = (2,1,0,1) et b = (0,0,1, —1) sont deux vecteurs non colinéaires (qui forment donc une famille libre)
qui engendre ker(f) ils forment une base de ker(f).
D’apres le théoreme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R*) & dim(Im(f)) = 2
Si on appelle (e, e, e3, e,) la base canonique de R*, f(e;) = (1,1,0,1) et f(e3) = (0,0,0, —1) sont
deux vecteurs non proportionnels de Im(f), ils forment donc une famille libre a deux éléments dans un
espace de dimension 2, c’est une base de Im(f).

3. Onaker(f) ® Im(f) = R* si et seulement si (a, b, f (e), f(e3)) est une base de R*,

2 0 1 0

1 0 1 0 201 2 1
det(a,b,f(el),f(ea)): 0 1 0 0 =—-11 0 1 :+1X|1 1 =1

1 -1 1 -1 010

(a,b, f(ey), f(e3)) est une base de R* donc ker(f) @ Im(f) = R*.
Allez a : Exercice 12

Correction exercice 13.
1. Soientu = (x,y,zt)etu’ = (x',y',z',t") deux vecteurs de R*. Soient A et A’ deux réels.
Au+Au =Axy,z,t) + A (X, y 2 t") = Ax + AV'x" Ay + Ay, Az+ V2", At + A't")
fAu+Au) = fAx + A'x" Ay + Ay, 2z + 1z, At + A't")

=((x+2x)+ Ay +4y), Az+12) + (At + 1't), Ax + V%) + Ay + 'y")
+ Az +2z2)+ (At + 2't))
=(Ax+ )+ V& +y)Az+ ) + A (@ +t) A x+y+z+1)
X +y +272 +t))
=Ax+yz+t,x+y+z+t)+ A +y, 2 +t,x' +y +z' +t)
=Af (W) + Af (W)

f est linéaire.

x+y=0
ueker(f) e f(w) =0 x+yz+t,x+y+z+t)=(0000) z+t=0
x+y+z+t=0

= {3; : :;C su=(x—-x2-2z)=x(1,-1,0,0) + z(0,0,1,—1)
On pose a = (1,—1,0,0) et b = (0,0,1, —1), a et b engendrent ker(f), d’autre part ces vecteurs ne sont
pas proportionnels, ils forment donc une famille libre, finalement (a, b) est une base de ker(f).
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3. Docs a portée de main

Premiére méthode
Im(f) = VeCt(f(%),f(ez),f(93),f(e4))
f(e1) = (1,0,1); f(ez) = (1,0,1); f(e3) = (0,1,1); f(es) = (0,1,1)
Comme f(e;) = f(ey) et f(e3) = f(es)
Im(f) = Vect(f(el),f(e3))
f(e1) et f(e3) ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre, comme cette famille est
génératrice de Im(f), c’est une base de Im(f).
Deuxieme méthode
D’apres le théoréme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R*) & 2 + dim(Im(f)) = 4 & dim(Im(f)) = 2
Ensuite on cherche deux vecteurs non proportionnels de Im(f), par exemple f(e;) et f(e3), ils forment
une famille libre dans un espace de dimension 2, ¢’est une base.
Allez a : Exercice 13

Correction exercice 14.
1. Soient x = (x4, x5, x3) €ty = (y1,¥2, y3) deux vecteurs de R3. Soient A et u deux réels.
Ax + py = (Axy + pys, Axz + pyo, Axz + pys)
uAx + py) = (=2(Ax; + pyy) + 4%, + yz) + 4(xs + pys), —(Axg + py,) + Ax;

+ pys, —2(Ax; + pyy) + 4(Ax; + py,) + 4(Axs + py3))

= (A[—=2x; + 4x; + 4x3] + p[-2y; + 4y, + y3], A[—x1 + x5]

+ ul=y1 + y3] Al=2x1 + 42, + 4x3] + p[—2y, + 4y, + ¥3])

= A(—2xq + 4x, + 4x3, —x1 + X3, —2Xx1 + 4x, + 4x3)

+ u(=2y, + 4y, + 4y, —y1 + ¥3, —2y1 + 4y, + 4y3) = Au(x) + uu(y)

Donc u est linéaire.
X1
2. Soit x = (x1,%2,x3) € ker(u) et X = (xz) ses coordonnées dans la base canonique.
X3
—2x, +4x, +4x3 =0
xeker(u)@{ —X1+x3=0 (:){
—2x, +4x, +4x3 =0
1 X3
x = <x3, —Ex3, x3) = ?(2, -1,2)
a=(2,—-1,2) = 2e; — e, + 2e5 est un vecteur non nul qui engendre ker(u), ¢’est une base de ker(u).

Im(u) = Vect(u(el),u(ez),u(e3))

1
—X1 + ZXZ + ZX3 = 0 {sz + x3 = 0 xz = _—x3
X1 = X3 It X1 = X3 It 2

D’apres le théoreme du rang,
dim(ker(u)) + dim(Im(w)) = dim(R%) & 1 + dim(Imw)) = 3 & dim(Im(u)) = 2
u(e;) = —2e; — e, — 2e3 = (—2,—1,-2) et u(e,) = 4e; + 4e; = (4,0,4), ces deux vecteurs ne sont
pas proportionnels, ils forment une famille libre de Im(w) qui est de dimension 2, (u(e,), u(e;)) est
une base de Im(u).
3. ker(u) @ Im(w) = R® & (a,u(e,),u(e,)) est une base de R®.
Il est presque évident que
u(ey) +ules) =a
Sinon on calcule aa + fu(e;) + yu(e;) = Ogs et on s’apercoit que « =1, f = —1 ety = —1 est une
solution non nulle.
(a, u(ey), u(ez)) n’est pas une base, donc on n’a pas ker(u) @ Im(u) = R3
Allez a : Exercice 14
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Correction exercice 15. Docs a portée de main
1.

u(x) = ulxye; + x5 + x3e3) = xquley) + xyu(ey) + x3ules)
=x,(2e; + e, + 3e3) + x,(e; — 3e3) + x3(—2e, + 2e3)
= 2x161 + (g + x5 — 2x3)e, + (3x; — 3x, + 2x3)e;
= (2x1,%1 + x, — 2x3,3%, — 3%, + 2x3)

2. f(Ogs) =0gs =2XO0ps = 0gs EE
Soient x et y deux vecteurs de E, alors u(x) = 2x et u(y) = 2y
Soient A et u deux réels
u(Ax + py) = Aulx) + pu(y) = 12x) + u(2y) = 2(Ax + py)
Donc Ax + uy € E et E est un sous-espace-vectoriel de R3
f(0R3) =0ps = —O0pz >0z EF
Soient x et y deux vecteurs de F, alors u(x) = —x et u(y) = —y
Soient A et u deux réels
u(Ax + py) = Au(x) + pu(y) = A(=x) + u(=y) = —(Ax + uy)
Donc Ax + uy € F et F est un sous-espace-vectoriel de R3.

3.
x€E o ulx) =2x & (2xq,x1 + x5 — 2x3,3%1 — 3%, + 2x3) = 2(xq, x5, X3)
2x1 = 2x4 —
& { X; 4+ X, — 2x3 = 2X, © {x13‘; xi;;xi; 0 {);1 ;962
3x; — 3x, + 2x3 = 2x3 1 2 3
Donc x = (x4, x1,x3) = x1(1,1,0) = x,(e; + €3)
e1 + e, # Ogs, il s’agit d’une base de E.
x€EF o ulx) =—x e (2x,3x; — x3,3%x; — 3%, + 2x3) = —(x1, x5, X3)
2x1 = —Xx1 3x; =0 . =0
(:){ X1+ X, — 2x3 = —X; @{x1+2x2—2x3:0 ﬁ{xlzx
3x1 — 3x3 + 2x3 = —x3 3x;1 —3x; +3x3=0 z 3
Donc x = (0,x3,x3) = x3(0,1,1) = x3(e, + e3)
e, + ez # Ogs, il s’agit d’une base de F.
4,

dim(E) + dim(F) =14+1=2
Donc il n’y a pas somme directe.
Allez a : Exercice 15

Correction exercice 16.
1. Soientu, u’ deux vecteurs de E_q, alors f(u) = —u et f(u") = —u'. Soient A, A’ deux réels.
fAQu+2Au) =Af (W) + A f@') = A(—u) + A(—u") = —(Au + A'u’)
La premiere égalité car f est linéaire, la seconde car u et u’ sont dans E_;,
La troisieme montre que Au + A'u’ € E_;
f(Ogs) = Ogs = —Ops
La premiere égalité car I’image du vecteur nul par une application lin€aire est toujours le vecteur nul, la
seconde egalité montre que Ogs € E_;.
E_, est un sous-espace vectoriel de R3.
Soient u, u' deux vecteurs de E;, alors f(u) = uet f(u") = u'. Soient A, A" deux réels.
fAu+2Au") =Af (W) + A f(u') = Au+ A
La premiere égalité car f est linéaire, la seconde car u et u’ sont dans Ej,
La seconde montre que Au + A'u’ € E;

f(Ogs) = Ogs
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La premiére égalité car ’image du vectowssnalpatameaaapplication linéaire est toujours le vecteur nul,
cela montre aussi que Ogs € E;.
E; est un sous-espace vectoriel de R3.

1 2 2 2 1 2
fles —ey) =f(e)) — fley) = _e1+392+3e3 (39 392"‘333) —e;+e; = —(e; —e;)

Donce; —e, EE_4

1 2 2 2 2 1
f(es —e3) = f(e)) — f(e3) = e1+392+3e3 (391"‘392 3 )=_e1+e3=_(31_e3)

Donce; —e3; €EE_;
fles +ey+e3)=f(e) + fex) + f(e3)
1 2 2 2 1 2 2 2 1

=—ze toe,tsestse—se,tse3tse t-e;—-e3=e te,te
361736 T3 T30~ 36 T3 T36 736~ 363 =6T6TE63

Donce; + e, +e; € E;
3. Lesvecteurs e; — e, et e; — e3 ne sont pas proportionnels, ils forment une famille de E_;, donc la
dimension de E; est supérieur ou égal a 2.
E; a un vecteur non nul, donc sa dimension est supérieur ou égal a 1.
4. Soitu€ E_{NE;, f(u) = —uetf(u) =udonc —u = u, ce qui signifie que le seul vecteur de E_; N
E; est le vecteur nul.
E_yNE; ={0gs}

5.
dim(E_; + E;) = dim(E_,) + dim(E;) — dim(E_; N E;) = dim(E_;) + dim(E;) =22+ 1=3
Comme
E_,+E cR3
Ona
dim(E_; + E;) <3
Finalement

dim(E_; + E;) =3
Remarque : cela entraine que dim(E_;) = 2 etdim(E;) =1
L’intersection de ces sous-espaces vectoriels étant réduit au vecteur nul on a
E,®E =R3
6. On peut calculer f2(e;), f2(e,) et f2(e3) pour s’apercevoir que ces vecteurs valent respectivement e,
e, et e3. Mais c’est long.
Autre méthode

D’aprés la question précédente (e; — e,,e; — e3,e1 + e, + e3) est une base de R3.
(Une base de E_; collée a une base de E; donne une base de R3 si et seulement si E_; @ E; = R3).
Tous les vecteurs de R3 s’écrive de maniére unique comme une combinaison linéaire de ces trois
vecteurs, il suffit de montrer que f2(e; —e,) = e; — ey, f2(e; —e3) = e; —ezetque f2(e; + e, +
e3) =e, +e,+e;
La, j’ai fait long, en fait il suffit de montrer les égalités ci-dessous

f?le1—e)) = f(f(e1 - ez)) = f(—(e1 - ez)) =—f(e;—ey) = —(—(91 - 32)) =e— 6
Care; —e, €EE_4

f?(e; —e3) = f(f(e1 - 33)) = f(_(e1 - 93)) =—f(e;—e3) = —(—(91 - 33)) =e; —é€3
Care; —e; €EE_4

flleat+e;+e)=f(fles+e+e))=fles+e,+es)=e +e,+e;

Care; +e,+e; €EE;
Par conséquent 2 = idps
Cela montre que f~1 = f et que f est bijective.
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Remarque : Docs a portée de main
Avec les matrices on retrouve ce résultat plus facilement.

Allez a : Exercice 16

Correction exercice 17.

1.
(2 2 1
sat-f+5y=0
3 3 3 20 —2B+y =0
2 1 2
aa + fb = yc = Ops =><—§a+§,8+§y=0=> —2a+p+2y=0
1 5 5 a—2+2y=0
397 3F*3r=0
Ly 2a—=2+y =0 a=0
2L3 — Ly y=20 y =20
(a, b, ¢) est une famille libre a trois vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 3, ¢’est une base de
R3.
2.

u(x) = u(xseq + xze; + x3e3) = x1u(ey) + xule;) + x3ule;)
= x1(3e; + e, —e3) + x(e1 + 7€) + x3(—e; —e3)
= [3x; + x3 — x3]e; + [x1 + 7xz]e; + [—x; — x3]es
= (3x; +x; — x5, %1 + 7%y, —X; — X3)
3. a= §(2, —2,1) donc

1 1
u(a) = 5(3 X2—-2-12+4+7%x(-2),-2-1) = 5(3,—12, -3)=(1,-4,-1)
1 1
3a—3c=3X 5(2, —-2,1) —3x 3 (1,22)=(2,-21)-(1,22)=(1,-4,-1)

On abienu(a) = 3a — 3¢
b= §(2,1, —2) donc

u(b) = %(3 X2+1—(-2)2+7-2-(-2)) = %(9,9,0) = (3,3,0)

3b+3c=3x %(2,1, —-2)+3x% %(1,2,2) =(2,1,-2)+(1,2,2) = (3,3,0)
Onabienu(b) = 3b + 3¢
c= %(1,2,2) donc
u(c) = %(3 +2-21+4+7%x2-1-2)= %(3,15, —3) = (1,5,-1)

1 1 1
—3a+3b+3c=-3X 5(2, -2,1) +3x 3 (21,-2)+3x 5(1,2,2)

= _(2; _2'1) + (2I1l _2) + (1I2P2) = (1I5P _1)
Onabienu(c) = —3a+ 3b + 3¢
Allez a : Exercice 17

Correction exercice 18.

1. Soientu = (x,y,z) etu’ = (x',y’,z") deux vecteurs de R3 et deux réels A et A’
Au+Au =Ax+Ax Ay+ Xy, az+1z2") = X,Y,Z2)
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pQu + Au') = X +Y + 2Z,Y, —X ok = doftée de main
=2Ax+2x)+ Ay +Xy)+2(Az+22),y + Ay, —(Ax + V%) — (ly + 'y")
—(Az+ A’Z’))
=(AQ2x+y+22) + 1 Q2x" +y +22),y + 'y, A(—x —y — 7)
+ A (—x" —y' —2")
=A2x+y+2z,y,—x—-y—2)+A2x"+y ' +2z,y,—x'—y' = 2")
=Ap(w) + A'pw)
Donc p est linéaire.

2.
p(e;) = (2,0,—1) = 2e; —e3;p(ex) = (1,1,—1) = e; + e, —e5 et p(ez) = (2,0,—1) = 2¢; —
e; = p(ey)
p?(e;) = p(2e; — e3) = 2p(e;) — pes) = 2e; — e3 = p(ey)
p*(e;) = p(es + e, —e3) = p(ey) + pley) — ples) = pley)
p*(es) = p(2e; — e3) = 2p(ey) — p(es) = p(es)
Donc pour tout u € R3, p?(u) = p(u) et alors p? = p.
3.

im(p) = Vect(p(e1), p(ez), p(es)) = Vect(p(ey), plez))
(p(ey), p(ez)) est une famille de deux vecteurs non colinéaires, elle est libre, de plus elle engendre
im(p), c’est une base de im(p)
2x+y+2z=x x+y+2z=0
ueker(p—ld)(:)(p—ld)(u)=ORs(:)p(u)=u(=>{ y=1y :){ y=y
—-X—y—z=12 —-x—y—2z=0
ox+y+2z=0x=-y—2z
u=(xy,z) eker(p —Id) &3y, ze Ru=(—y—2z7y,z) =y(—1,1,0) + z(—-2,0,1)
= y(—e; +e;) +z(—2e; + e3)
(—e; + e, —2e; + e3) est une famille de deux vecteurs non proportionnels, ¢’est une famille libre qui
engendre ker(p — Id) c’est une base de ker(p — Id)
Les composantes de p(e;) = (2,0, —1) et de p(e,) = (1,1, —1) Vérifient I’équation 2x + y + z = 0 qui
caractérise Im(p) donc ker(p — Id) < Im(p) et comme ces deux espaces vectoriels sont de méme
dimension, ils sont égaux.
4. D’apres le théoréme du rang
dim(ker(p)) + dim(Im(p)) = dim(R®) = 3
Siu € ker(p) nim(p) = ker(p) N ker(p — Id) alors p(u) = Ogs et p(u) = u donc u = Ogs, ce qui
montre que ker(p) N im(p) = {Ogs}, finalement on a
ker(p) @ Im(p) = R3
Allez a : Exercice 18

Correction exercice 19.
l. SOlt x1 € Ell (f - ld)(xl) = OE (=4 f(xl) —x1 = OE (=4 f(xl) = x1
SOlt X2 (S Ez, (f + ld)(xz) = OE [—4 f(xZ) + Xy = OE [—4 f(xZ) = —Xy

F(x)+x flx)—x
2 2

o = (F5) =3 (P 4 1) =3 x4+ 760) =

Donc, d’apres la premicre question, x; € E;.
De méme

2. Onpose x; = etx, = —

fla) =1 (‘%) = 2 (P20~ f@) = —5 (x— f()) =,

Donc, d’aprés la premicre question, x, € E5.
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Comme x = x; +x,,0na E; + E;, = Bocs a portée de main
Il reste a montrer que E; N E, = {0z}
Six € E; NE,alors f(x) = x et f(x) = —x donc x = —x ce qui montre que x est le vecteur nul.
OnakE, @QE, =E.
3. fw)=v;pourl<i<retf(vy))=-v;pourr+1<i<n
Remarque :
La matrice de f dans cette base est :

Allez a : Exercice 19

Correction exercice 20.
1. D’apres le théoréme du rang

dim(ker(w)) + dim(Im(w)) = dim(R?) & dim(Im(u)) =2-1=1
Par conséquent u(e;) et u(e,) sont proportionnels et alors
u(ey) = au(ey) = ae; + ae,

u(x) = u(xie; + x2e;) = xjuley) + xuley) = x1(e; + e3) + alxie; + x3e;)
= (x; + axy)e; + (x, + axy)e, = (xq + ax,, x5, + ax,)

u(e,) = au(e;) © u(ey) — auley) = Ogz © u(e, —ae;) = Ope
e, — ae; est un vecteur non nul de ker(u) et ker(u) est une droite, donc il s’agit d’une base de ker(u).

Allez a : Exercice 20

Correction exercice 21.

1.
fler) =1
flex) =1
flez) =1
fley) =1

Donc
Im(f) ={1} et dim(im(f)) =1
2. D’apres le théoréeme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R*) < dim(ker(f)) = 3
x = (X1, %5, %3,%4) Eker(f) © x = (—x; — x5 — X4, X3, X3, X4)
=x,(—1,1,0,0) + x3(—1,0,1,0) + x,(—1,0,0,1)
On pose a = (—1,1,0,0),b = (—1,0,1,0) et c = (—1,0,0,1)
(a, b, c) est une famille génératrice de ker(f) avec trois vecteurs et dim(ker(f)) = 3 donc (a, b, ¢) est
une base de ker(f).
Allez a : Exercice 21

Correction exercice 22.
1. Soitx,x" € R", x = (x4, X5, ..., xp) €t x" = (x1, %5, .., xn) et L, A" ER
uAx +A'x") = Ay + Vxp) + (Axy + A'x3) + -+ (Ax, + A'xpy
= A +xp + o xy) F A (g + x5 + o+ xp) = Au(x) + Au(x’)
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Donc u est linéaire Docs a portée de main
2. u(e;) =ule;) =+ =ule,) =1donc dim(?m(u)) =1
D’apres le théoréme du rang
dim(ker(u)) + dim(?m(u)) = dim(R") © dim(ker(u)) =n—1
Allez a : Exercice 22

Correction exercice 23.
Supposons (a)
Siy € Im(u) alors il existe x € E y = u(x) alors u(y) = u?(x) = 0y alors y € Ker(u)
Donc Im(u) c ker(u)

D’apres le théoréme du rang

dim(ker(u)) + dim(lm(u)) = dim(F)  dim(ker(u)) +% =n < dim(ker(u)) = g

Im(u) c ker(u) et ces deux espaces ont la méme dimension, donc ils sont égaux.
Supposons (b)
D’apres le théoréeme du rang
dim(ker(u)) + dim(]m(u)) =dimE © 2 dim(Im(u)) =n& 2rg(u) =n
Pour tout x € E, u(x) € Im(u) donc u(x) € ker(u) donc u(u(x)) = 0g donc u? = 0.
Allez a : Exercice 23

Correction exercice 24.
Si u est injective alors si x € ker(u) © u(x) = 0 © u(x) = u(05) = x = 05 car u est injective, ce
qui montre que ker(u) = {0z}.
Si ker(u) = {0z} alorsu(x) =u(y) @ ulx) —u@y) =0 culx—y)=0=>x—y =0
car ker(u) = {0z}, et donc x = y ce qui montre que u est injective.
Allez a : Exercice 24

Correction exercice 25.
1. (u—2Aidg)(x) =0 @ ulx) —Ax =0 © ulx) = Ax
u(0g) =0, =A% 0; = 0; €E,
Soient x; et x, deux vecteurs de E;, on a u(x;) = Ax, et u(x,) = Ax,
Soient a4 et a, deux réels.
u(agxy + azxy) = agu(xg) + aulxy) = adxg + azAx, = Aaxq + azxy)
Donc a x; + a,x, € E;
E; est un sous-espace vectoriel de E.
2. F est un sous-espace vectoriel de E donc 0 € F par conséquent u(0g) = 0 € u(F)
Pour tout x; et x, dans F. Pour tout a, et a, réels. Ona a;x; + a,x, € F
Soient y; et y, dans u(F), il existe x; et x, dans F tels que y; = u(x;) ety, = u(x,)
Alors
a1y; + azy; = ayulxg) + apulx;) = ulax; + azx;)
Car u est linéaire, donc
a1y1 + azy; = u(ayxy + azx;) € u(F)
Car aixq + azx, € F.
Par conséquent u(F) est un sous-espace vectoriel de E.
3. Six€Ej;alorsx = %u(x) =u Gx) € u(E;) donc E; c u(Ey)
Siy € u(E,) il existe x € E, tel que y = u(x) donc y = Ax € E;, ce qui montre que u(E;) c E;
Finalement
u(Ey) = E
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Allez a : Exercice 25 Docs a portée de main

Correction exercice 26.
1. Supposons que u soit surjective, alors Im(u) = F par conséquent dim(Im(u)) = p et d’aprés le

théoréme du rang
dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(E) © dim(ker(u)) + p = n & dim(ker(u)) =n—p <0
Ce qui n’est pas possible, donc u n’est pas surjective.
2. Supposons que u soit injective, alors ker(u) = {0z} par conséquent dim(ker(u)) = 0 et d’apreés le
théoréme du rang, comme Im(u) c F entraine que dim(lm(u)) <p
dim(ker(u)) + dim(lm(u)) =dim(E) & dim(]m(u)) =né&n= dim(lm(u)) <p
Ce qui n’est pas possible, donc u n’est pas injective.
Allez a : Exercice 26

Correction exercice 27.
Soit y € ker(f) nim(f), il existe x € E tel que y = f(x), et f(y) = Og

Donc f2(x) = f(f(x)) = f(y) = 0 donc x € ker(f?), comme y = f(x), y € f(ker(f2))

On a montré que

ker(f) nim(f) c f(ker(f?))
Soit y € f(ker(f?)), il existe x € ker(f?) tel que y = f(x), ce qui montre que y € Im(f) et comme

f) = f(f(0) = f2(x) = 0z onay € ker(f)
On a montré que

f(ker(f?)) c ker(f) nim(f)
Et donc

ker(f) nim(f) = f(ker(f2))

Allez a : Exercice 27

Correction exercice 28.
Soity € f(ker(g o f)), il existe x € ker(g o f) tel que y = f(x)
Donc y € Im(g),
D’autre part x € ker(g o f) donc (g o f)(x) = g(f(x)) = Ogn, par conséquent g(y) = g(f(x)) = Ogn,
ce qui montre que y € ker(g).
Onadonc y € ker(g) N Im(f), on a montré que
f(ker(g ° f)) < ker(g) N Im(f)
Soit y € ker(g) N Im(f)
y € Im(f) donc il existe x € R™ tel que y = f(x)
y € ker(g) donc g(y) = Oy~
On en déduit que Ogn = g(y) = g(f(x)), ce qui montre que x € ker(g o f) et comme y = f(x) cela

montre que y € f(ker(g o f)).
Allez a : Exercice 28

Correction exercice 29.
1. Soit x € ker(u), u(x) = 0g, donc u?(x) = u(u(x)) = u(0g) = 05 donc x € ker(u?), ce qui montre
que
ker(u) < ker(u?)
2. Soity € im(u?), il existe x € E tel que y = u?(x) = u(u(x)), autrement dit il existe x’ = u(x) tel que
y = u(x"), ce qui montre que y € im(u).
Allez a : Exercice 29

Correction exercice 30.
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Supposons que ker(u) N im(u) = {05 p&tsmopsrass qelenkir(u) = ker(u o u)

Si x € ker(u) alors u(x) = 0g alors u(u(x)) = u(0g) = 0g alors x € ker(u o u)

Cela montre que ker(u) < ker(u o u)

Si x € ker(u o u) alors u(u(x)) = 0g, on pose y = u(x) € Im(u) et comme u(y) = 0g, y € ker(u) N

im(u), d’aprés (i) y = 0y et donc u(x) = 0 ce qui signifie que x € ker(u)

Cela montre que ker(u o u) < ker(u) et finalement ker(u) = ker(u o u)

Supposons que ker(u) = ker(u o u) et montrons que ker(u) N Im(u) = {0z}

Soit y € ker(u) N Im(w), il existe x € E tel que y = u(x) etu(y) = 0, cela entraine que u(u(x)) =

0g, autrement dit x € ker(u o u), d’apres (ii) x € ker(u) donc y = u(x) = 0g, cela montre bien que
ker(u) Nnim(u) = {0z}

Allez a : Exercice 30

Correction exercice 31.

1.

a)
u(x) = u(xe; + xze; + x3e3) = x1u(ey) + xule;) + x3ule;)
=x1(f1 +2f2) + x,2f1 — f2) + x3(—=f1 + f2)
= (%1 + 2x; —x3)f1 + 2xy — x5 + x3)f2 = (X1 + 2x5 — x3, 2% — X5 + X3)
b)
u(ey) u(ey) wu(es)
A = Mat,(u) = (1 2 _1> fi
2 -1 1) f2
c)

x = (xq,%,,%3) € Ker(u) © u(x) = Opz
R
X1
_ (0 1 2 -1 _ (0 x1+2x2—x3>_ 0
ca=Q)=( 4 I(2)-0=(2er-0)
3
Ll{x1+2x2_X3:OC> L1 {x1+2x2_X3=0
L2 le_xz +X3:O L2_2L1 _5x2+3.X'3:0

3 1
X1+2X§x3_X3=0 X1=_§x3
x2=_x3 x2=_x3

5 5
Donc x = (—§x3,§x3,x3) = %(—1,3,5), on en déduit que ker(u) = Vect(a) avec a =
(-13,5).
On en déduit que dim(ker(u)) = 1 et d’apreés le théoréme du rang :
dim(ker(w)) + dim(Im(w)) = dim(R?) & dim(Im(u)) = 2
Or Im(u) est un sous-espace vectoriel de R? donc Im(u) = R?.

Une autre méthode est d’écrire que :

Im(u) = Vect(u(el),u(ez), u(eg))
Puis, avec le théoreme du rang, de dire que la dimension de cet espace est 2, il suffit donc de
trouver deux vecteurs non colinéaires dans Im(w), soit par exemple (u(e;), u(e,)) ou
(u(ey), u(es)) ou encore (u(e,), u(es)), pour trouver une base (libre plus le bon nombre de
vecteurs égal base). Mais je pense que si on ne remarque pas que Im(u) = R? on a raté quelque
chose parce que cela signifie que u est surjective.

a) Soitx = xje; + xye; + x363 = (X1, X3, X3)
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u(x) = u(xe; + xze; + x3e3))°_e§‘gl;€é‘é:idéfzﬂd(ﬂz) + xzu(es)
= x,(3e; + 2e, + 2e3) + x,(2e; + 3e, + 2e3) + x3(2e; + 2e, + 3e3)
= (3x;y + 2x5 + 2x3)e; + (2x; + 3x, + 2x3)e; + (2x; + 2x, + 3x3)e;
= (3xq + 2x5 + 2x3,2x1 + 3%, + 2x3,2x1 + 2%, + 3x3)
b) Histoire de changer de méthode je ne vais pas faire comme dans le 1.
Les coordonnées de u(x) dans la base e sont

3xq1 + 2x5 + 2x3 3 2 2\ /%
<2x1 + 3x2 + 2x3> = (2 3 2) <x2> == AX
2xq + 2x5 + 3x3 2 2 3/ \X3

3 2 2
A= Mat,(u)=|2 3 2
2 2 3

Ou

0 3x1 + 2x5 + 2x5 0
x = (x1,%5,%x3) € ker(u) © u(x) = Ops © AX = (0) = <2x1 + 3x, + 2x3) = (0)

0 2x1 + 2x, + 3x3 0

Li(3x1 +2x, +2x3 =0 Ly 3x1 +2x, +2x3=0
@L2{2x1+3x2+2x3=0=)3L2—2Lli S5x, +2x3 =0
L3\2x1 +2x, +3x3 =0 Ly—1L, —X; +x3=0
Ly 3%y +2x, +2x3 =0 x, =0
s L { 5x, + 2x3 =0 @{x2=0
5L; + L, 7x3 =0 x3=0

Donc ker(u) = {Ogz}
On peut utiliser le theoreme du rang, mais je vais faire plus théorique (pour rire), u est un
endomorphisme dont le noyau est réduit au vecteur nul est une injection, c’est donc une bijection,
donc u est surjective et Im(u) = R3.

Allez a : Exercice 31

Correction exercice 32.

1.
a) Les coordonnées du vecteur u(x) dans la base f sont :
1 0 X X1
AX = <—1 2) (xz) = (—x1 + zxz)
1 1 X1+ X

Donc u(x) = (x1, —x1 + 2x3,x1 + x3)
b) ule)) =fi—fo+ faetule) =2f,+f5
c)

0 X1 0 x;1 =0
x € ker(u) © u(x) = 0gs © AX = (0) =3 <—X1 + 2X2> = (0) =3 {—xl +2x, =0
0 X1+ X 0 x;+x, =0
o {xl =0
x, =0
Donc ker(u) = {Ogz}
Im(u) = Vect(u(el),u(ez))
u(e,) et u(e,) sont deux vecteurs non proportionnels donc il forme une famille libre de Im(u), cette
famille étant génératrice, c’est une base de Im(u).
Remarque :
Ici le théoreme du rang ne sert pas a grand-chose.
Dans ce cas Im(u) est un plan de R3.
2.
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a) Les coordonnées du vecteur u(x) dagssia Rase @ S@hain

1 0 2 -1\ /%1 X1+ 2x3 — Xy
Ax=|-1 2 0 -1)[*|_ X1+ 2% — X4
1 -1 1 0 ||=xs X1 — Xy + X3
2 3 7 =5/ \X 2x1 + 3x, + 7x3 — 5x,4
u(x) = (6 + 2x3 — x4, —x1 + 2Xx5 — X4, %1 — Xp + X3,2%1 + 3%x5 + 7x5 — 5x4)
b)
u(e,) = e, —e;, +e3+ 2e4,ule;) = 2e, —e3 + 3e,,ule;) = 2e; + e3 + 7e,etu(ey) = —ey — e, — Sey.
c)
0 X1+ 2X3 — Xy 0
x € ker(u) ©® u(x) =0 © AX = 8 S ;Clli'izxi x;@t _ 8
0 2x1 + 3x, + 7x3 — 5x4 0
Ly (%1 +2x3—x4=0 Ly X1 +2x3 —x4 =0
@Lz —x1 + 2x, —x,=0 L,+ L, 2%y +2x3 —2x4 =0
Lz ) x1 — x5 + x3 =0 Ly + L, X, +x3 —x,=0
Ly \2x1 +3x, +7x3 —5x, =0 Ly — 2L, 3x, +3x3 —3x, =0
X +2x3—x,=0 X = —2x3+Xx
(:){ ' x2+x33 —xi = 0(:){x12 = —x33+x44
Un vecteur de ker(u) s’écrit x = (—2x3 + x4, —X3 + X4, X3,%4) = x3(—2,—-1,1,0) +
x,(1,1,0,1) sion pose a = (—2,—1,1,0) et b = (1,1,0,1) alors
ker(u) = Vect(a,b)
a et b ne sont pas propotionnels, ils forment une famille libre de ker(u), ¢’est une famille
génératrice de ker(u)et donc une base de ker(u)
D’apres le théoréeme du rang
dim(ker(u)) + dim(lm(u)) =dim(R*) © 2 + dim(lm(u)) =4 & dim(Im(u) =2
D’autre part :
u(e;) = ey — ey, + e5 + 2e4, u(e,) = 2e, — e3 + 3e, sont deux vecteurs non proportionnels de
Im(u), (u(el), u(ez)) est une famille libre a deux vecteurs dans un espace vectoriel de
dimension 2, c¢’est une base de Im(u).
Remarque :

Im(u) = Vect(u(ey), uley), u(es), u(es)) ne sert a rien dans cette question.
Allez a : Exercice 32

Correction exercice 33.

1.
a)
e; = (1,0,0) = u(e;) = (1,2,3) = e; + 2e, + 3e;
e, = (0,1,0) > u(ey) = (1,0,1) = e; + e
€3 = (010'1) = u(e3) = (0' _1;_1) = —€; — €3
b)
u(e) u(ey) u(es)
_ _ /1 1 0\ €
A = Mat,(u) = (2 0 _1> e,
3 1 —1/ €3
c)

x € ker(u) © u(x) = Ogs © (x1 + x,2x; — x3,3%1 + X, — x3) = (0,0,0)

L1 x1+x2=0 L1 x1+x2=0 X, = —x
(:)Lz{ 2x1 —x3=0 @LZ—ZLl{—ZxZ—JQ=O(:){x1=_zxz
L3 3x1+x2 — X3 = 0 L3 _3L1 —sz—x3 =0 3 2
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a=(-1,1,-2), ker(u) = Vect(a).
D’aprés le théoreme du rang
dim(ker(w)) + dim(Im(u)) = dim(R%) & dim(Im(u)) =3 -1 =2
Il suffit de trouver deux vecteurs non colinéaires (qui forment donc une famille libre) dans
Im(u), par exemple : u(e,) et u(e,) (on aurait pu prendre u(e;) et u(es) ou u(e,) et u(es)).
Im(u) = Vect(u(el),u(ez))
I est totalement inutile de chercher une relation entre u(e;), u(e,) et u(e;) car le théoreme du
rang donne la dimension de I’image de u.

2.
a)
e; = (1,0,0) > u(e;) =(1,1,1) = e; + e, + e
e, =(0,1,0) > ule;) =(1,1,1) =e; + e, + e5
es = (0,0,1) = u(ez) = (0,0,0) = Ops
b)

u(e;) u(ey) u(es)el
Mat,(u) = (1 1 8) e,
1 1 o/ ¢
C) x = (xq1,x3,x3) Eker(u) © u(x) =0gs & (3 +x3,%; + x5, %1 + x,) = (0,00) © x; +x, =0
Un vecteur de ker(u) est de la forme x = (x;, —x1,x3) = x,(1,—1,0) + (0,0,1)x5
Sionpose a = (1,—1,0) et b = (0,0,1), Ker(u) = Vect(a, b)
a et b sont deux vecteurs non proportionnels de Ker(u) ker(u), cette famille engendre ker(uw) il
s’agit donc d’une base de ker(u). Pour I’image, pas besoin du théoréme du rang, on pose ¢ =
(1,1,1)
Im(u) = Vect(c,c,0gs) = Vect(c)
Im(u) est la droite engendrée par c.
Allez a : Exercice 33

Correction exercice 34.

. 2 ) -
1. soitx € R*etX = ses coordonnées dans la base canonique.
3

X4

1 2 1 3 % 0 X1+ 2x, +x3+3x, =0
xEker(f)@AX=0R4(:><1 1 2 1) X3 =<O><:){ X1 +x, +2x3+x,=0
1 -2 5 -11 X, 0 Xy — 2%y +5x3 —11x, =0
Ly (x1+2x, +x3+3x,=0 X1+ 2x; +x3+3x4, =0
@Lz—Ll{ —X; +x3—2x4, =0 @{ —Xy +x3—2x4,=0
Ly —Li\—4x, +4x3; —14x, =0 —2Xx, +2x3—7x4 =0
X1+ 2x, +x3+3x, =0 X, = —3x3
— —2x4 = Xy =X
x = (—3x3,x3,%3,0) = x3(—3,1,1,0)
On pose = (—3,1,1,0) ker(f) = Vect(a), c’est une base de ker(f).
2. D’apres le théoréeme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R*)
Donc

dim(Im(f)) =3
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Comme Docs a portée de main

Im(f) c R3
Ona

Im(f) = R®
Et

rg(A) =3

Allez a : Exercice 34

Correction exercice 35.

A est la matrice d’une application linéaire de R® dans R*.
X1 X1

/xz\ 1 2 1 1 /xz\ X1+ x,+2x3+x,+x5=0

1 1 1 1 |x | 2x1+x2+x3+x4+x5=0

1 x1+x2+X3+ZX4+xS:0

21+ %X, +x3+x4+x5=0

X=|x|[eker(d) &

3| =
. 12 1|
o 2 11 1 1)\,

_ N e
cocoo

Ly(xq1+x; +2x3+x4+x5=0 Ly X1+ Xy +2x3+ x4 +x5=0
@L2{2x1+x2+x3+x4+x5=O<:»L2—2L1{ —Xy; —3X3— X4 — x5 =0
Ly\xq +x; +x3+2x4 +x5=0 Ly — L4 —x3+x,=0

X1+ Xy +2x3+ x4 +x5=0 X1 = —Xy — 2X3 — X4 — X5
S =X —3x3— x4 —x5=0 (:){ X, = —3X3 — X4 — X5
X3 = Xy X3 = Xy
Xy = —Xy — 2X4 — X4 — X5 X = —(—4x4 — X5) — 2X4 — X4 — X5
S X3 =—3X4 — X4 — X5 (:){ Xy = —4xy — X5
X3 = X4 X3 = X4
X1 = Xy
Xy = —4x, — X5
X3 = Xg

Donc
(X1, X9, X3, X4, X5) = (x4, —4Xy — X5, X4, X4, X5) = x,(1,—4,1,1,0) + x5(0,—1,0,0,1)
Les vecteurs (1,—4,1,1,0) et (0, —1,0,0,1) ne sont pas proportionnels et ils engendrent le noyau, donc
ker(A) est de dimension 2.
D’aprés le théoreme du rang
dim(ker(4)) + dim([m(A)) =5
Ce qui montre que rang (4) = dim(Im(4)) = 3.
Allez a : Exercice 35

Correction exercice 36.
1.
13x; —8x, — 12x3 = y4 13x; —8x, —12x3 =y,
Y=AX S AX=Y & {12x1 —Tx, — 12%3 = y, & 3Lz — 1214 {sz — 12x5 = 13y, — 12y,
6x1 — 4%, — 5x3 = y3 2Ls — Ly —Xy + 2X3 = 2y3 — Y,
13x1 — 8x, — 12x3 =y, 13x; = y1 +8x, + 12x3
5x, —12x3 = 13y, — 12y, =3 {sz = 13y, — 12y; + 12x3
—2x3 = 10y3 — 5y, + 13y, — 12y, X3 = 6y; —4y; — 5y3
13x, = y; + 8x, + 12(6y; — 4y, — 5y3)
& {5x, =13y, — 12y, + 12(6y, — 4y, — 5y3) = 60y, — 35y, — 60y;
X3 = 6y; —4y; — 5y3
13x; = 73y, — 48y, — 60y; + 8(12y; — 7y, — 12y3) {13x1 = 169y, — 104y, — 156y,
=

(=
5L3+L2{

< X, = 12y; =7y, — 12y3 X =12y, =7y, —12y3
x3 = 6y — 4y, — 5y3 X3 = 6y, — 4y, — 5Y3
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x1 = 13y; — 8ypost Bl3irtee gdmyin /13 —8 —12\ /1
S {xz =12y, =7y, — 12y; & CX:j = (12 -7 —12) (yz>
X3 = 6y, — 4y, — 5y, X3 6 —4 -=5/\)3
13 -8 -—-12
Donc A™1 = (12 -7 —12) =A
6 —4 -5
Le mieux aurait été de changer les rbles de x, et x5 dans le premier systéme.
2. A> =1donc A?" = (A2)" =" = et A*™1 = 424 = A.
Allez a : Exercice 36

Correction exercice 37.
1. et 2.

0 1 1\/0 1 1 2 1 1
A2=(1 0 1|{1 o 1|=(1 2 1])=A4+2IdoncP(X)=X2—-X—-2

1 1 0/\1 1 0 1 1 2

-1 1 1
3. AZ—A=ZI@A(A—I)=21@Ax%=1doncA‘1=ﬂ=%<1 -1 1)
1 1 -1

0 1 1\ /%1 V1 Xy + X3 =Y
AX =Yoo |1 0 1|[x2]|=(Y2]=3x1+x3=),
1 1 0/ \X3 Y3 X1 +X=Y;3

Ici il y a un probléme pour appliquer le pivot de Gauss parce qu’il n’y a pas de termes en x; dans la
premicre ligne, il y a deux fagons d’arranger ce probléme, soit on intervertit x; et x, Soit on intervertit la
ligne 1 avec une ligne ou il y a un x4, c’est ce que nous allons faire.

4.

Li(x+x3=y1 Ly(x T X3 =Y Ly X1 +X3 =Y,
Lyjxi +tx3 =y, L, X +x3=y1 & L, Xy + X3 =Y
L3 X1 +x; =y3 L3\x1 +x; =y3 L3—1L, X —X3 ==Y, tY3
X, =—x3+
Ly X1 tx3=Y; xl _ —x3 +§],2
s L, Xy + X3 =y, = 2 i 11
L;— L, —2x3==y1=Y2t¥3 X3 =5Y1+5Y2 =53
( 1 1 1 ( 1 1 1
x1:—(§h+§)’2—§3’3)+3’2 x1=—§y1+5y2+§y3 N
1 1 1 1 1 1 x1
S\ X2 —(E}’1+§3’2—EJ’3>+3’1=’< x2=EJ’1_§Yz+EY3 A x;
1 1 1 1 1 1
L X3 =oY1 ¥t 5Y2 =53 L X3 =5Y1Ft5Y2 =53
/1 1 1\
2 2 2
|1 1 1 |
|z "2 2 |\
1 1 1V
2 2 2
Donc
1 1 1
/2 2 2\
1 1 1
SR
2 2
\1 1 1/
2 2 2

Allez a : Exercice 37
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Correction exercice 38. Docs 2 portée de main

1 0 0\/1 0 0 1 0 0
1. A2=<0 0 1)(0 0 1>=<0 -1 0)
0 -1 0/\0 -1 0 0 0 -1
1 0 0\/1L 0 O 1 0 0
A3=A2A=(O -1 0)(0 0 1)=<0 0 —1)
0 0 —-1/\0 -1 0 01 0

1 0 O 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0
A3—A*+A-1=|0 0 -1]—-|0 -1 o0 |+|0 O 1]—-|0 1 0]=|0
01 0 0 0 -1 0 -1 0 0 0 1 0

0
2. B—A+A-1=02AA-A+D) =IdoncA' =A*-A+1
3. A*=A*—A+41doncA* =A(A* A+ D) =A - A2 +A=A*"-A+D-A*+A=1]

Allez a : Exercice 38
1 1
A-21=1|-1 -2
-1 -2

1 0 1 1 1 0 1 -1
A-2D?=|-1 1 =2||-1 -2]l=10 -1 1
-1 1 =2/ \-1 -2 0 -1 1

1 0 1 0 1 -1 0 0 O
(A=-2D3=([A-2DA-21)?= (—1 1 —2) (0 -1 1 ) = (O 0 O)
-1 1 -2/\0 -1 1 0 0 O

Correction exercice 39.

__ Ok ko

Ce qui entraine que
A3 —3x24%2+3x224-2%1=0
Car A et I commutent.
Ce qui équivaut a
A3 —6A4%2+124A-81=0

Soit encore

A® —6A% + 12A =8I
Puis en divisant par 8 et en mettant A en facteur

A(lA2 —§A +§I) =1
8 4 2
Ce qui montre que A est inversible et que
3 3

1
A= A2 A4 C]
8" T1773

Allez a : Exercice 39

Correction exercice 40.

1.
_ (ch(ty) sh(ty))\ (ch(tz) sh(ty)
MEM©) = (G5 i) (niey ehed)

_ (ch(tl)ch(tz) + sh(t;)sh(t;) ch(t;)sh(t,) + sh(tl)ch(tz))
sh(t,)ch(t,) + ch(t;)sh(t,) sh(t;)sh(t,) + ch(t;)ch(t,)
eli+e etz etz eli—eligls — o7tz
2 2 + 2 2

ch(t,)ch(t,) + sh(ty)sh(t,) =

0 0
0 0
0 0

t1—t;

4 4
2etitts 4 9o—(t1+t2)

= 4 = Ch(tl + tz)

43
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Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

s Fomesoutra con
dfdos € poiedd do Galn el + e tielz — et
Sh(tl)Ch(tz) + Ch(tl)Sh(tz) = 2 2 + 2 2

plitte 4 pti=ts _ pg=titty _ g=ti=ty  gti+ty _ gti—ty 4 g=t1+ty _ p—t1~t

= +
4 4

Retittz _ 9o—(t1ttz)

= = Sh(tl + tz)

4
Donc M(t,)M(t,) = M(t; + t,)

2. det(M(t)) = ch?(t) —sh?(t) = 1 # 0 donc la matrice est inversible.
Or M(OM(—t) = M(0) = I donc (M(£)) ™ = M(~t)
Allez a : Exercice 40

Correction exercice 41.
1.

Ei={xeR3ulx)=x}={x € R} ulx) —x =0z} = {x € R3, (u— Idgs)(x) = O3}
= ker(u — Idgs)
Donc E; est un sous-espace vectoriel de R3.

1 2 -2\ /%1 X1 X1+ 2%y — 2x3 = x3
xEE1<:>u(x)=x<:>AX=X<=><2 1 —2)<x2>=<x2>®{2x1+x2—2x3=x2

2 2 =3/ \X3 X3 2x1 + 2x, — 3x3 = X3
2x, —2x3 =0 X2 = X3 X =x
@{ 2x, —2x3=0 @{ X1 = X3 (:){xl:xg
2x1 +2x, —4x3 =0 2x3+2x3 —4x3 =0 2 ’

Par conséquent x = (x5, x3,x3) = x3(1,1,1), on pose a = (1,1,1) c’est une base de E;.
2. Les coordonnées de u(b) dans la base canonique sont

1 2 —=2\/0 0
A, =12 1 =2]|l1|=(-1]=-x,
2 2 -3/\1 ~1

Donc u(b) = —e; — e, = —b
Les coordonnées de u(c) dans la base canonique sont

1 2 -2\/1 -1
AX. =12 1 =2||l1|=|-1])=—-X
2 2 =3/ \2 -2

Donc u(b) = —e; — e, —2e3 = —

3.
1 0 1
det(a,b,)={1 1 1|=1x|7 J|-ox|l +1x|l =120
1 1 2 1 2 1 2 1 1
Ce qui montre que (a, b, ¢) est une base de R3.
4,

X1 X1
5. Onpose X = <x2> et X' =1 x;

X3 X3
1 0 1\ /x1 X1 L ( x1 + x5 =x; L, (x + x5 =x
PX'=Xo (1 1 1||lx|=[(*2|eLls xi+x,+x5=x, © L, — L3 x;=—x1+x,
1 1 2/ \x} X3 Lylxi+x5+2x5=x3 Lz—La{ xj=—x,+x3
X1 =—x3+ X =X + X — X3 X1 1 1 -1\/%1
& Xy = —X1 + Xy elx]|=l-1 1 0 ][x*x
X3 = —X; + X3 x5 0 -1 1/\x

44



Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

s Fomesoutra.con

CR SCUlr<R .

D’ou Docs a portée de main
1 1 -1
Pt = (—1 1 0 )
0o -1 1

u(a) u() ulc)

1 0 0\a
D=({0 -1 0 |b
0 0 -—-1/c

7. D=P714P
Allez a : Exercice 41

Correction exercice 42.
1. Soient x = (x4, x;) et x" = (x1, x3) deux vecteurs de R? et soient A et A’ deux réels.
fQx + Xx") = f(Axy + Vxy, Ay + A'xh) = (Axg + V) — (Axg + A'xh), Ay + V') + (Axy + V'x3))
= (A(xl — %) + A (x] —x3), A0y +x3) + A" (xg + xé))
= A0x1 — X3, %1 + x3) + (1 —x3, %1 +x3) = Af (x) + A f(x")
f est une application linéaire de R? dans R? donc f est un endomorphisme de R2.

2 4= (0 )

) xeker(p e (P2 T ge L " 20 e D,

Donc ker(f) = {Op2}

On en deduit que f est injective, comme de plus, f est un endomorphisme, f est surjective et donc
Im(f) = R2. (On aurait pu aussi invoquer le théoréme du rang)

b) Du a) on tire que f est bijective et donc inversible (cela signifie la méme chose).

c)

Yi=X;—X
y=f) e (1y2) =flx,x) © ,y2) = (xl—xz,x1+x2)<:>{y; =xi+x§

o 1 1
V1= X1 — Xy Y2 =X =0 x2:§Y1+§}’2—)’1
{3/+3/=296‘:’ac—l I 11
P ' 1T T X1 =35Y11t5Y2
2 2
_ 1.1
< X2 = 2}’1 23’2
1 1
X1=E}’1+EJ’2
Donc f~1(yy,y,) = (%y1 + %yz, —%)ﬁ + %yz), ou, en changeant les roles de x et de y :
o 1 1 1 1
fHxxp) = (§x1 +§x2,—§x1 +§x2)

EtA™ = %(—11 i)

4. La matrice d’une homothétie est de la forme H = (g 2
est de la forme R = (C(_)S(a) - Sln(a)>. Alors RH = h (C(.)s(a) - sm(a)) _
sin(a) cos(a) sin(e) cos(a)
(h cos(ad) —h sin(a))
hsin(a) hcos(a)
hcos(a) =1
Done {hsin(a) =1

) = hl et la matrice d’une rotation d’angle «

, donc (hcos(cr))2 + (hsin(a))2 =124+12oh?2=2oh=\20uh=—-/2
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1

cos(a) — _1 Docs a portée de main
Si h = —V/2 alors V2 donc a = 2= modulo 27.
sin(@) = ——= 4
V2
1
cos(a) = —=
Si h = V2 alors V2 donc a = Z modulo 2.
sin(@) = = 4
V2
5. det(a,b) = H _11| = 2 # 0 donc (a, b) est une base de R?.
6. 1 -1

Les coordonnées de f(a) dans la base (eq, e,) sont ( 1

1

Les coordonnées de f(b) dans la base (e;, e;) sont ( 1

(1 -1
7. Maty(N=(; )
Allez a : Exercice 42

Correction exercice 43.

)(

)(4) = (3). donc f(@) = 2e, =a—b

)= (9). donc f(@) = 2¢, = a-+ b

1/\1

-1
1

1.
1 2 2 1 2 2 1 7
det(a,b,c)=|-1 -1 —2|= -1 -1 —2|=-|], f|=-C1+2=-120
1 1 1l G=CGlg o -1
Donc (a, b, ¢) est une base de R3
2.
1 2 2
P = <—1 -1 —2)
1 1 1
1 2 2\/%1 Y1 Ly (%1 + 2%, + 2x3 =y
PX=Y & <—1 -1 —2) (xz) = (yZ) o L, {—x1 —X; —2X3 =Y
1 1 1/ \x3 Y3 L3\ x1 +x, +x3 = Y3
Ly (x1+2x,+2x3 =y, X1 = —2Xx, — 2x3+ Y4
@L2+L1{ X2 =y1t+ Y2 @{ X =Y1tY2
L3 + L, —X3 =Yzt Y3 X3=—Y2— Y3
X1 ==2y1 —2y; + 2y, +2y3 + 01 X1 =) +2y3
@{ X =y1t Y2 @{x2=y1+y2
X3 =—"Y2—Y3 X3 = —Y2—Y3
Donc
-1 0 2
pl= < 1 1 0 >
o -1 -1
3. Les coordonnées de u(a) dans la base 8 sont
1 4 4 1 1
E -0
0 2 3 1 1

Donc u(a) = a
Les coordonnées de u(b) dans la base 8 sont

1 4 4
-1 -3 -3
0 2 3

Donc u(b) = ¢
Les coordonnées de u(c) dans la base S sont

1 4 4
-1 -3 -3
0o 2 3
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Donc u(c) = —b Docs 2 portée de main

Par conséquent
1 0 O
R = (0 0 —1)
01 0

4.
a)
-1 0 2 1 4 4 1 2 2
P1AP = ( 1 1 0 )(—1 -3 —3) <—1 -1 —2)
0 -1 -1 0 2 3 1 1 1
-1 0 2 1 2 =2 1 0 O
=(1 1 0)(—1 -2 1)=<0 0 —1>=R
0o -1 -1 1 1 -1 01 0
b)

1 0 O 1 0 O 1 0 0
RZ=(0 0 -1]{0 0 -1]=(0 -1 o0
0 1 0 0 0 0 0 -1

1
1 0 O0\/1 0 0 1 0 0
R*=R?R?>=(0 -1 o |J[o -1 o |=(0 1 of|=1I
o 0 -1/\0 0 -1 0 0 1

) R=P AP @ A= PRP!
A* = PRP'PRP™'PRP™'PRP™! = PR*P-1 =PIP 1 =]
Donc
A4 = (A4)n =" =]
Allez a : Exercice 43

Correction exercice 44.

-3 1 4
1. A= Matg(u) = ( 2 -1 -2

-4 2 5
2. u(OR3) = O]R3 dOﬂC 0R3 € E

Soient x € E et y € E et A et u deux réels, u(Ax + uy) = Au(x) + pu(y) = Ax + py, donc Ax + uy €

E, E est un sous-espace vectoriel de R3.

-3 1 4\ /% X1 —3x1 +x +4x3 = x4
x = (X1,%2,%3) EE & ( 2 -1 —2) <x2> = <x2> = { 2X1 — Xy — 2X3 = Xy
-4 2 5/ \X3 X3 —4x1 + 2x, + 5x3 = X3
—4x; +x, +4x3 =0 Li(—4x1 +x; +4x3 =0
@{2x1—2x2—2x3=0 (:)LZ{ X1 —X;—x3=0

_4‘x1 + 2x2 + 4‘x3 s 0 L3 _le + xz + ZX3 = 0

L1 _4x1 + xz +4x3 s 0 X = x
@4’L2+L1{ —3x2=0 c}{; :03
2L3_L1 x2:0 2

Une base de E est le vecteur a = (1,0,1) et bien sur dim(E) = 1.
3. Il est clair que le vecteur nul est dans F.
Soient x € F ety € F et A et u deux réels

Ax + py = (Axq + uy1, Ax; + py,, Axs + pys),

—2(Axy + py1) + 2(Ax; + py,) + 3(Axs + py3) = A(=2x; + 2x, + 3x3) + p(=2y; + 2y, + 3y3)

=0
Donc Ax + uy € F. F est un sous-espace vectoriel de R3.

3 X3
x=(x1,%,%3) EF & x = (xz + §x3,x2,x3) = x,(1,1,0) + ?(3,0,2)

Onpose b = (1,1,0) et c = (3,0,2)

47



Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

s Fomesoutra con

s Lre

(b, c) est une famille génératrice de Pdiarméardesdeisayacteurs non proportionnels, cette famille est

donc libre.
-3 1 4 1 -2
-4 2 5 0 -2

Une base de F est (b, ¢).
4. u(b) a pour coordonnées :

11 -2
det(a, b, u(b)) = = L 2l=—243=120
et(a, b,u(b) (1) é _12 |0 _2|+|1 1| + *

Donc (a, b, u(b)) est une base de R3.
On aurait pu montrer que la famille est libre, et dire qu’une famille libre a 3 vecteurs dans un espace de
dimension 3 est une base.

5. dim(E) + dim(F) = 1 + 2 = 3 = dim(R3)
(101)¢Fcar—2x14+2%x0+3x1=1+0doncENF = {Ogs}

DoncE @ F = R3.
-3 1 4 -2 -1
-4 2 5 -2 0

6. u(u(b)) a pour coordonnées
u(a) u(b) u(u(b))

a

matg (u) = 1 0 0 b
0 0 -1

0 1 0/ ubd)

Donc u(u(b)) = —b

Allez a : Exercice 44

Correction exercice 45.
1. Les coordonnées de u(x) dans la base canonique sont

Xy — 2X3 0 1 -=-2\/*
2x; —xp+4x3 | =2 -1 4 X2
X1 — X2 + 3X3 1 -1 3 X3

Donc la matrice de u dans la base canonique est

0 1 -2
A=(2 -1 4
1 -1 3

X1
2. SoitX = <X2> les coordonnées d’un vecteur x = (x4, X, x3) dans la base canonique
X3
-1 1 =2\/*% 0
x=(x,%,x3) Eker(u—Id) e (A-DX=0s| 2 -2 4 ||x|=]0
1 -1 2 X3 0

2x; — 2%, +4x3 =0 x; —x, +2x3 = 0 © x; = X, — 2x5
X1 — X, +2x3=0

Donc x = (x, — 2x3, x5, x3) = x5(1,1,0) + x3(—2,0,1)
On pose a = (1,1,0) et b = (—2,0,1), (a, b) est une famille de deux vecteurs non proportionnels, donc
libre, qui engendrent ker(u — Id), ¢’est une base de ker(u — Id).

X1

3. SoitX = (x2> les coordonnées d’un vecteur x = (xq, x5, x3) dans la base canonique
X3

—x1+x2—2x3=0
Q{
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Q@ Salrq

Docs & pdrtéeide maid) /X1 0 Xy —2x3=0
x = (xq,%5,%3) Eker(u) @ AX =0 (2 -1 4 ><x2> = (0) = {2x1 — X, +4x3 =0
1 -1 3 X3 0 X1 —Xy+3x3=0
Xy = 2X3 Xy = 2X3 X, = —x3
@{2x1—2x3+4x3 =O<:>{2x1+2x3 =0<:>{x — oy
X1 —2x3+3x3 =0 X1 +x3=0 2 3
Donc x = (—x3,2x3,x3), sion pose ¢ = (—1,2,1) alors ker(u) = Vect(c)

4.
1 -2 -1
det(a,b,c) = 9 2|72 =224 =-120
etac(l)(l)i|11||11| + *

En développant par rapport a la premiére colonne, donc (a, b, ¢) est une base de R3.
5. u(a) —a = 0gs = u(a) = a, de méme u(b) = b et u(c) = Oxs donc

1 0 0
D=0 1 0
0 0 O

6. D’aprés la matrice de u dans la base B’, Im(u) = Vect(a, b) = ker(u — Id)
7. D’apres le théoréme du rang
dim(ker(u)) + dim(Im(w)) = dim(R?)
Il reste a montrer que ’intersection de ker(u) et de Im(u) est le vecteur nul.

x € ker(u) x € ker(u) u(x) = Ogs u(x) = Ops
x € ker(w) N Im(u) < {x € Im(u) < {x € ker(u — Id) < {u(x) —x = Ogs { u(x) = ;lj i
= Ope
On a donc ker(u) @ Im(u) = R3.
Allez a : Exercice 45
Correction exercice 46.
1.
—-10 3 15
A= ( -2 0 3 )
-6 2 9
2.
—10xy + 3x, + 15x3 =0
x = (xq,%3,%3) € ker(u) © u(x) = Oz & { —2x; +3x3=0
—6x1 +2x, +9x3 =0
o 51, — Ll{ 10x4 4'1:23;522 : 353@ 0 o {—10)(1 +15x3 =0 o 1= ;x3
Ly — 3L, 2%, = 0 X =0 %, =

3 X3
x = (§x3, 0, x3) = ?(3,0,2)

On pose a = (3,0,2) et alors ker(u) = Vect(a) et dim(ker(u)) =1
D’aprés le théoréme du rang, dim(ker(w)) + dim(lm(u)) = dim(R?) dim(lm(u)) =2

3. Le probléme est de savoir si ker(u) N im(u) = {Ogs} car dim(ker(u)) + dim(Im(w)) = dim(R?)

Premiere méthode :

On cherche une base de I'm(u) (ce qui revient a choisir deux des trois vecteurs parmi u(e; ), u(e,) et
u(es) car ces vecteurs sont deux a deux non proportionnels et que la dimension de 1’image de u est 2,
puis de montrer que ces trois vecteurs forment une base de R3, c’est long, on passe)
Deuxieme méthode
D’aprés la matrice, il est clair que a = u(e,), comme ker(u) = Vect(a) on a ker(u) c im(u) et donc
ker(u) N Im(u) # {Og3}, ce qui montre que I’on n’a pas ker(u) @ Im(u) = R3.
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Premiére méthode

Docs a portée de main
3 X1
On pose X, = (0) etX, = <x2> les coordonnées de a et de b dans la base canonique et on résout le
2 X3
systeme

—-10 3 15\ /% 3
u(b)=a(:>AXb=Xa=><—2 0 3)<x2>=<0>
-6 2 9/ \X3 2
C’est long

Deuxiéme méthode

On remarque que u(e,) = a donc un vecteur b qui vérifie u(b) = a est par exemple b = e,
Remarque :

Ce n’est pas le seul mais 1’énoncé demande « un vecteur b tel que u(b) = a »
5. u(OR3) == O]RS = _0R3 dOﬂC O]RS (S E—l

Soitx; € E_; etx, € E_;,onau(x;) = —x; etu(x,) = —x,, alors pour tout A,,4, € Rona

u(A1x1 + A2x2) = Aulxy) + uxy) = A1(—=x1) + A,(=x3) = —(A1x1 + 1,x5)
Donc

Axs +Ax, EE_4
Et E_, est un sous-espace vectoriel de R3
Autre méthode :

E_; = ker(u + id) donc E_; est un sous-espace vectoriel de R3.
X1

On pose X, = <x2> les coordonnées de ¢ dans la base canonique
X3

—10 3 15\ /%1 X1 —10x1 + 3x, + 15x3 = —x;
ulc)=—ceoAX, =X o ( -2 0 3 ><X2> = — <X2> =3 { —2x; + 3x3 = —Xx,

-6 2 9/ \X3 X3 —6x1 + 2x5 + 9x3 = —x3

—9x; +3x, +15x3 =0 —3x;+x,+5x3=0 —3x, +x, + 525 = 0

&1 2% +x,+3x3=0 & —2x1+x2+3x3=0(:>{_2x b 432 = 0

—6x; +2x, + 10x3 =0 —3x; +x,+5x3=0 LG 3

L1 —3x1 + x5 +5X3 =0 {—6X3+XZ +SX3 =0 Xy = X3
<:>L2—L1{ x1—2x3:O g x1:2x3 ¢>{

x = (2x3,x3,x3) = x3(2,1,1)
Onprendc = (2,1,1) etona E_; = Vect(c)

X, = 2Xx3

6.
3a+2y =0 a=0
aa+ Bb +yc = 0gs © «(3,0,2) + 3(0,1,0) + y(2,1,1) = (0,0,0) & { B+y=0 o {,8 =0
2a+y =0 y=20
(a, b, ¢) est une famille libre dans un espace vectoriel de dimension 3, c¢’est une base de R3.
7.
u(a) = Ogs,u(b) = a,u(c) = —c
Donc
0 1 O
A = <0 0 O )
0 0 -1
A = P71AP
Oou

3 0 2
P=10 1 1
2 01
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Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

s Fomesou

CR SCUlr<R .
Docs a portée de main

Correction exercice 47.
1 1 2 -1

-1 -1 -2 2 11 -1
1. det(a,b,c,d) = 0 -1 1 0 —|—-1 —1 2 | en développant par rapport a la derniére
0 0 1 0 0 -10
1

ligne. Puis det(e;, e5, e3,€4) = — | _1| = —1, de nouveau en développant par rapport a la derniére

ligne. Ce déterminant est non nul donc (e;, e, e3, e;) est une base de R*.

2.
-6 -3 0 6 1 -3
. 6 3 0 —-6|[-1)_[( 3
Les coordonnées de f(a) dans la base 8 sont : 0 0 -3 3 o 1=\ o
o 0 o0 O 0 0
f(a) = —3e; +3e, = —3(e; —ey) = —3a
-6 -3 0 -3
Les coordonnées de f(b) dans la base 8 sont : 8 8 _03 2
0 0
f(b) = —3e; +3e, + 3e3 = —3(61 - ez —e3) = —3b
-6 - 2 0
Les coordonnées de f(c) dans la base 5 sont : 8 3 8
0 0 0
-6 -3 0 6 -1 0
. |6 3 0 -6 2 1_1/0
Les coordonnées de f(d) dans la base 8 sont : 0 0 -3 3 o =10
o 0 o0 O 0 0
-3 0 0 O
(0 =3 0 0
3. Matg(f) = 0 0 0 0
0 0 0 O
Allez a : Exercice 47
Correction exercice 48.
-1 1 =2 2 -1 1 -1 2
{r -2 3 -1/_11 -2 1 -1 -
1. det(a,b,c,d) = 0o -1 1 ol=lo -1 o ol® additionnant , C; + C,
-1 1 -1 1 -1 1 0 1

Puis en développant par rapport a la troisieme ligne :
C, C Cs C, C, C3+C;

PP E T T N B I T 1) _
det(a, b,c,d) = —(—1) 1 1 1 { 1 0 1#0
-1 0 1 -1 0 0

Donc (a, b, ¢, d) est une base de R*.
-1 1 =2 2
1 -2 3 -1
0o -1 1 0
-1 1 -1 1

2. P=
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Applications linéaires, matrices, déterminants

s Fomesoutra.con

CR SCulre

Docs a erf:éFﬂx{mﬂ'ifié —2x3+ 2x4 = x;

X=PX'ePX =X

Lz{ X1 — 2x5 + 3x5 — x4 = Xy

Ls —X3 + X3 = X3
Ly \ —x] 4+ x) —xh + x5 = x4
L —x1 + x5 — 2x5 + 2x4 = X4
®L2+L1 —X3 + x5 + X4 = X1 + X3
L3 _xé‘l'xé =X3
Ly+ L, —xy + 2x4 =X, + X4
L —x1 + x5 — 2x35 + 2x5 = X4
- L, —x5 + x5+ X, =X + X
L3—L2 —X!l_ =—X1—x2+X3
Ly—L, X5 — Xy = —X1 + X4

L3 donne x:l, = x1 + xz - .X3
Lydonne x5 = —xq + x4 + X5 = X, — X3 + X4

Pascal Lainé

Lydonne x; = x5 + X4 — X1 — Xy =Xy — X3+ X4+ X1+ Xy — X3 — X1 — Xy =Xy — 2X3+ X4

L, donne

X1 =Xy —2Xx5 + 2%, — X1 = X5 —2X3 + x4 — 2(x3 — x5+ x4) + 2(x; + x5 — x3) — X3

=x1+xZ_2.X3_x4

11 -2 -1
s a1 s 1_(0 1 =2 1
D’ou I’on déduit que P™* = 0 1 -1 1
11 -1 0

-3
Les coordonnées de u(a) dans la base (e, e5, e3, e,) sont : < 3
Doncu(a) =e; —e, + e, =—(e; +e, —e,) = —a
Les coordonnées de u(b) dans la base (eq, e,, e3, e,) sont :

Donc u(b) = —2e; +3e, +e3—2e,=a—>b

Les coordonnées de u(c) dans la base (eq, e,, €3, e,) sont :
Donc u(c) = 3e; —5e, —2e5+2e,=b —c

-3
Les coordonnées de u(d) dans la base (e, e, 3, €4) sont : 3

Donc u(d) = —4e; +4e, +e3—2e,=c—d

-1 1 0 0
o -1 1 o0
r= o 0 -1 1

0 0 0 -1

Autre méthode
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Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

s Fomesoutra.con

CR SCUlr<R .

1 1 Docsyd porjge de main , 3 -1 1 =2 2
o in s 1 [01 =2 1 3 1 -3 -1 1 -2 3 -1
T=P7 AP =(PTA)P = 01 -1 1 1 0 -1 -1 0 -1 1 0
11 -1 0/\-1 -1 2 -1 1 1 -1 1
-1 0 0 2\ /-1 1 =2 2 -1 1 0 0
[0 o 1 o0 1 -2 3 -1|_[(0 -1 1 o0
1 0 0 —-1/lo =1 1 o0 0 0 -1 1
1 -1 1 0/\-1 1 -1 1 0o 0 0 -1
5.
01 0 0 010 0\/0 1 0 0 00 1 0
o 0 1 0 , (0o 0o 1 0\[foo0o 10} (0001
N=10 00 1/%CN =13 00 1/lo 0o 0o 1/7{0 0 0 o
00 0 0 000 0/\0 0 0 0 00 0 0
001 0\/0 0 1 0 00 0 0
eyt |0 0 0 1)f0o 00 1)_[0 0 0 0
000 0Jloo o0 o0 00 0 0
000 0/\0 0 0 0 00 0 0

Comme A = P TP,A+1=PTP Y+ PIP~1=P(T +)P~! = PNP!
Donc (A +1)* = PNP~'PNP 'PNP~'PNP~! = PN*P~1 = POP~1 = 0, la matrice nulle.
Allez a : Exercice 48

Correction exercice 49.

1.
aa+ﬂb+yc+6d—0R4<:>L3 — +y+6=0 ©2L3—L1 5=
a=0
y=20
“15=0
B=0

Il s’agit d’une famille libre a 4 vecteurs dans un espace de dimension 4, c’est une base de R*.
2. Les coordonnées de u(a) dans g sont

-7 6 6 6\ /=2 —4 -2
o 2 0 0}f-1 -2\ _,[-1)_
AXq = -3 3 2 3]J\-1 -2 =2 -1 = 2Xa
-6 3 6 5/ \—-1 -2 -1

Donc u(a) = 2a
Les coordonnées de u(b) dans S sont

-7 6 6 6 0 0 0
o 20 o\[1)_(2)_.[1)_
A =1_3 3 2 3/lo]T|0]72%|0]=2%
-6 3 6 5 1 2 1
Donc u(b) = 2b
Les coordonnées de u(c) dans B sont
-7 6 6 6 2 -2 2
o 2 0 olfo0 o)_ [o)__
AXe=\_3 3 2 3|1 BT il P R
-6 3 6 5 1 -1 1

Donc u(c) = —c



Applications linéaires, matrices, déterminants

Pascal Lainé

s Fomesoutra.con

CR SCUlr<R .

Les coordonnées de u(c) dans 8 sont Docs a portée de main

-7 6 6 6\ /3 -3 3
0 2 0 o0}fo 0 0
Aa=\_3 3 2 3|1 1= 71T A
-6 3 6 5 2 -2 2
Donc u(d) = —d
3.
ula) u) ulc) ul(d)
2 0 0 0\ ¢
D=Matyw= [0 2 0  0]|P
0 0 -1 0)¢
o o o -1/4d
4,
2 0 2 3
-1 1 0 O
P=1_1 0 1 1
-1 1 1 2
5.
Ly (—2x; +2x3+3x, =y,
Ly )—x1+x; =Y
YzPX@®L3 —X1 + X3+ X4 =7Y3
Ly \—x1 =Xy +x3+2x4 =7y,
Ly —2x1 + 2x3 +3x4 =y
o 2L, — L, 2Xy — 2X3 — 3x4 = —y1 + 2y,
2L3 — Ly —X4 = —y1+2Y3
2L, — L, —2X, + x4 ==y + 2y,
D’apres Lj
X4 =Y1— 23
Ce que I’on remplace dans L,
—2X% Y1 —2y3= Y1+ 2V, © —2x = 2V F 2y3+ 2y, S X = Y1 — Y3~ Ya
On remplace ces deux résultats dans L.,
2(y1 —¥3 —Ya) — 2x3 —3(y1 — 2y3) = —y1 + 2y, © —2x3 = 2y, — 4y; + 2y,
Sx3==Y,+2y3 =
Et enfin on remet le tout dans L,
—2x1 +2(=y; + 2y3 —y4) +3(y1 — 2y3) = y1 © —2x1 = =2y, + 2y, + 2y3 + 2y,
SX1=Y17 V2= Y3~ Va
Donc
X1=YV1—=Y2=Y3— Vs X1 1 -1 -1 -1 V1
X2 =Y17YV3 " a X2\_(1 0 -1 =1}z
X3 ==Y, +2Y3 = Y4 x3) {0 -1 2 —-1]/\¥»
X4 =Y1— 23 X4 1 0 -2 0/ \
Donc
1 -1 -1 -1
4_|1 0 -1 -1
P=lo0 -1 2 =1
1 0 -2 0
6.
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Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

s Fomesoutra con
QR SRUTr<Q .
-7 6 6 6 _ZDocﬁapjrtég emaxi]- -1 -1 -1 —4 0 -2 -3
“ian_ 1]l 0O 2 0O0}[-1 1 00O0} (1 0 -1 -1}[-2 2 0 o0
P—AP=Pp -3 32 3J){-1 0 11/ |0 -1 2 -1J\-2 0 -1 -1
-6 3 6 5/ \-1 -1 1 2 1 0 -2 0/ \-2 -2 -1 =2
2 0 0 0
o 2 o0 0
10 0 -1 0
0 0 0 -1

Allez a : Exercice 49

Correction exercice 50.

1.

¢ = u(b) = u(e,) = e; + e,, voir la matrice.

1 0 -1 1 1 1
; _ 1 0 -1 1)f1)_|[1
Les coordonnées de d = u(c) dans la base 8 sont : 0 1 -1 1 ol=11
01 -1 0 0 1
LY
det(a, b, c,d) = =(1 0 1
1 0 0 1 10 0
0 0 0 1
En développant par rapport a la quatrieme colonne.
1 1 1 1 1
det(a,b,c,d)=(1 0 1 =|O 1|=1;t0
1 0 0
En développant par rapport a la troisieme ligne.
Donc (a, b, ¢, d) est une base de R*.
1 1 1 1
(1 0 1 1
b= 1 0 0 1
0 0 0 1
(x{+x§+x§+xi=x1
X=PX’<:>PX’=X<:){ Xyt Xz Xy =0
X1+ X4 = X3
k X4 = X4
(xé=x1—x{—x§—xi=x1—(x3—x4)—(x2—x3)—x4 (x{=x3—x4
o X3:,x2_x1_IX4:x2_x3 o x?=x1—x2
X1 = X3 = X4 = X3 — Xy X3 = X3 — X3
Xy = X4 Xy = Xy
0 O 1 -1
4 [1 -1 0 o
Donc P™* = 0 1 -1 0
0 O 0 1
1 0 -1 1 1 0
, 1 0 -1 1 1)1 [0
Les coordonnées de u(a) dans la base 8 sont 0 1 -1 1 11510
0 1 -1 0/ \0 0

Donc u(a) = O
u(b) = c, on a aussi u(b) = e; + e, c’est donné par la deuxieme colonne de la matrice, on en aura
besoin plus tard.
u(c) = u(ub)) = u?(b) =d,

u(d) = u(uz(b)) = uz(u(b))) = u?(e; + e;) = u(ule,) + u(ez)) =u(e; +e, +es+e,)

=u(e;) + u(ey) +ule;) +ule,) = e, =a
Il suffit de faire la somme des quatre colonnes pour trouver les coordonnées de u(d) dans la base .
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CR SCUlr<R .

4, Docs a portée de main
0 0 0 1
0 0 0 O
N = 01 0 O
0 01 O
5.
0 0 0 1 0 0 0 1 0 010
N2 = 0 0 0O 0 00 0}_({0 0O OO
01 0 0 0 1 0 0 0 0 0 O
0 01 0 0 010 01 00
0 010 0 01 0 0 0 0 O
N4 = 0 0 0 O 0 00 0}_({0 0 OO
0 0 0O 0 0 0O 0 0 0O
01 0 0 0 1 0 0 0 0 0 O

Or A = PNP~! donc A* = (PNP~1)* = PNP-1PNP-1PNP-1PNP~1 = PN*P~1 = 0
6. Soit x € R*, il s’exprime sous la forme x = xja + x3b + xc + x,d dans la base g’ ?

0 0 0 1\ /% 0 X4 0

_ o 000 0offxx)|_|[0O 0} (o

x Eker(u) @ulx) =0pe ©NX' =0 & 010 0)lz|=\o = =0
00 1 0/ \x 0 x4 0

Donc x = xja, ker(u) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur a.
7. Im(u) = Vect(u(a),u(b),u(c),u(d)) = Vect(Ogs+,c,d,a) = Vect(a,c,d)
(a, c,d) est une famille (car (a, b, c, d) est libre) et génératrice de Im(u), ¢’est une base de Im(u).
Allez a : Exercice 50

Correction exercice 51.
1. Soitx = (x4, x5, x3,%,) € ker(u)

—xlo—:xzoz 0 X =0
u) =0m &) o0y fx =0 D)2 =0
—x, =0 X3 = Xa
x = (0,0,x4,x4) = x,(0,0,1,1)
On pose a = (0,0,1,1)
2. On cherche les vecteurs x = (x4, x5, x3,x,) tels que a = u(x)
-1 -1 0 0\ /% 0 —X; =% =0
0 0 0 0})[* 0 0=0
u=acaX=X=| 5 o 1 1flx]T| 1)) 2w - tx =1
-1 0 0 0/ \*X 1 —x1 =1
x; =-—1
S X =
X, =14+ x5
On prend un x5 quelconque, x; = 0 par exemple
Onpose b = (—1,1,0,1)
3. Premiere méthode
En regardant la matrice, il est clair que u(e;) = —e3, donc ¢ = e5 convient
Deuxiéme méthode
On cherche les vecteurs x = (xq, x5, x3, x4) tels que u(x) = —x
X1 T X2 = X
0=—x, % =0
ulx) =—x e o —xy A xy = —xy )T ©x;=%x,=x,=0
= —x, X4 = 2X1

x = (0,0,x3,0) = x3(0,0,1,0) = x3e;3
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Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

s Fomesoutra.con

CR SCUlr<R .

4, Docs a portée de main
8_118_01 00 -1 [0 0 -1
det(a,b,c,d) = =—(-1DJ1 1 o|=]1 1 0
Lo 10 1 0 1 1 0 1
1 1 0 1
En développant par rapport a la premiere ligne
0 -1 0 O
o1 0 -1 1 o1
det(a, b,c,d) = 1 0 1 ol= |1 0|—1;t0
1 1 0 1
En développant par rapport a la premiere ligne
Par conséquent 5’ est une base de R*.
5. Les coordonnées de u(d) dans la base 8 sont
-1 -1 0 O 1 -1 0 1
1 0 0 0 O 0 O Y_(O0) [0])_ _
Aa=\_5 o -1 1|0 -1/ |1 1= %~ Xa
-1 0 0 O 1 -1 0 1
Donc
u(d)=c—d
6. On en deduit que
0 1 0 0
(00 0 o0
=10 0 -1 1
0O 0 0 -1

7. Lerang de A est le méme que celui de T, la matrice T a trois colonnes libres, (les seconde, troisieme et
quatrieme) donc son rang est 3, donc le rang de A est 3.

8.
Les coordonnées de u(f) dans la base 8 sont
-1 -1 0 O 2 -1
o o o off-1)_[o0
Ar=\_2 o -1 1)|-1]7| =2
-1 0 0 O 1 -2
Donc u(f) = —e; — 2e5 — 2e,
Les coordonnées de u2(f) dans la base 8 sont
-1 -1 0 0 -1 1
v | O 0 0 O 0 0
AX=\_2 0o -1 1)\ =2 2
-1 0 0 O -2 1
Donc u?(f) = e; + 2e5 + e,
Les coordonnées de u3(f) dans la base 8 sont
-1 -1 0 O 1 -1
3 _ 2 _ 0 0 0 0 0 0
A3X; = A(A%X;) = 5 0 -1 112 = A(AX;) = 3
-1 0 0 O 1 -1
Donc u3(f) = —2e; — 4e; — 2e,
50 0 of [t
det(f,u(Nw*(NPA) =" _, , _5|=|-2 -2 -3
1 -2 1 -1 72 1 -1

En développant par rapport a la deuxieme ligne, puis en remplacant la deuxieme colonne par elle-méme
plus la premiéere colonne et la troisieme par elle-méme moinss la premiere colonne
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fl-'omesou m

ﬂ(x CreR

e d

—4 -1
det(f, ulP) () (D) = |2 _4 - —| =50
-2
Donc (f, u(f), u?(f), u(f)) est une base de R*
9.
Les coordonnées de u*(f) dans la base $ sont
-1 -1 0 O -1 1 -1 1
sy _ [0 0 0 o\fo)_[o)_ {0} [o
AX=1_2 o -1 1)l=3/7|4 2\ =3 2
-1 0 0 O -1 1 -1 1
Ce qui montre que u*(f) = —2u3(f) — u?(f)
u(f) wi() ud() u*(f)
0 0 0 O
ce [Tt o0 o) ulf)
01 0 —-1] u?()
0 0 1 =2/ 43(f)

10. Soit Q la matrice de passage de g a 8"
C=0"140 & A=0CQ!
D’autre part A = PTP™1
Donc
PTP™1 =QCQ?
Ce qui entraine que
T =P7QCQ™'P = (Q7'P)TIC(Q'P)
SoitR = QP
Allez a: Exercice 51

Correction exercice 52.
1. Soit x = (x4, x5, x3,x,) € ker(u)

3 —1 1 —3 xl O 3X1_XZ +X3 _3X4 = 0
1 1 -1 -1 X2 0 X1+ Xy —x3—x4=0
(=4 =
u(x) € ker(u) 0 1 -1 0 Xs 0 Xy — 2y = 0
1 0 0 -1 X4 0 X1 —x4 =0
3X1_XZ+X3_3.X4=0 _x2+x'3=0
o xl+x2_X3_x4=O PN xl_X4,=0 c}{xliX4
xZ = x3 xZ = x3 xz —x3
X1 = Xy X1 = Xy

Donc x = (x4, x3,x3,%,) = x5(0,1,1,0) + x,(1,0,0,1)
On pose a = (0,1,1,0) et b = (1,0,0,1), c’est deux vecteurs engendrent Ker(u) et ils ne sont
proportionnels, ils forment une famille libre et génératrice de ker(u), ¢’est une base.

2. Soitx = (xq,x5,%3,%4) € Ey

3 -1 1 =3\ /%1 X1 3x1 — Xy +x3 —3Xx4 = X4
1 1 -1 —-1}[2* X2 X1+ Xy — X3 — X4 = X5
ulx) €E & 0 1 -1 0 x3 | T x| € Xy — X3 = X3
1 0 0 -1/ \*xa X4 X1 = Xg = Xy
2x1 — %X, +x3—3x, =0 4xy — 2x3+x3 —3x4, =0 xX3—x4 =0
o X1 —X3—X4=0 o 2x4 —X3— x4 =0 o —X3—X4 =0
X, —2x3 =0 X, = 2X3 Xy, = 2X3
X1 —2x, =0 X1 = 2Xx4 X1 = 2X4
X1 = 2Xx4
S Xy = 2Xy
X3 = Xy
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Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

s Fomesoutra com
Donc x = (2x,, 2X4, X4, X4) = x4 = (2035, ) eat0nséauient si on pose ¢ = (2,2,1,1) ona E; =
vect(c)

La matrice de ker((u — id)?)dans la base 3 est (4 —I)?

2 -1 1 -=-3\/2 -1 1 -3 0 -1 1 1
2.1 0 -1 -1}f1 0o -1 -1}_[1 -2 3 -1
(4 I)_o 1 -2 0 o 1 -2 o) \1 -2 3 -1
1 0 0 -2/\1 0 0 =2 0 -1 1 1
Donc
0 -1 1 1 X1 0
— _ i 1)\2 1 -2 3 -1 X2 _ 0
x = (xq,X5,%3,%4) € RKer((u —id)*) & 1 -2 3 —1 =0
0 -1 1 1 X4 0

_XZ+X3 +x4=0
x1—2x2+3x3—x4=0 {x1—2x2+3x3—x4=0<:>{x1=2x2—3X3 +x4
x1—2x2+3x3—x4=0 _xZ+x3+X4=O x2:x3+X4
_XZ+X3 +x4=0
{Xl = ZX3 +2.X4 _?)X3 +X4_ = _X3 +3.X4,
(=
x2=x3 +x4

=4

Donc
x = (—x3 + 3x4, X3 + x4, %3, %) = x3(—1,1,1,0) + x,(3,1,0,1)
Le tout est de ne pas prendre x; = x, sinon on retombe un vecteur proportionnel a (2,2,1,1) on prend
n’importe que quoi d’autre par exemple x; = 1 etx, =0
Ensuite on regarde les coordonnées de d = (—1,1,1,0) dans la base canonique
soit AX,

3 -1 1 =3 -1 -3 2 -1
(1 1 -1 -1}[ 1 -1)_ |2 1|_
Aa=\o 1 -1 o0 1 0 1]t 1 |7 Xt
1 0 0 -1 0 -1 1 0
1 0 2 -1
o1 2 1
det(a, b, c,d) = 0 1 1 1
1 01 O
En soustrayant la quatriéme colonne avec la seconde
012 o|_ P17 o
det(a,b,c,d)=0 11 0 =—10 é 1=—|1 1 1#0
1 01 O
Donc (a, b, ¢, d) est une base de R*.
0 0 0 O
(0 0 0 o0
=10 01 -1
0 0 0 1

Allez a : Exercice 52

Correction exercice 53.

1.
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CR SCUlr<R .

Docs a portée de main 2 -1 0 1 X1 0
X
X = (x1,%5,%3,%4) Eker(u) @ u(x) =0gpe © AX =0 & é 8 (1) (1) Xz = 8
-3 1 0 -2 X4 0
( le—x2+x4:O le_xZ+x4:0 _2x4_x2+X4—0
X1 +x4:0 X1 = —Xg 1= —Xg
<) X3:O < X3=O <:>{ X3—0
\_3x1+x2_2x4:0 _3x1+xZ_2.X4=O BX4+x2_ZX4—0
X2 = =Xy
xl = _x4
< < x3 = O
\ X2 = —X4

x = (X1, X2, X3,%4) = (—X4,—%4,0,%4) = x4(—1,-1,0,1)
a = (—1,—1,0,1) engendre ker(u).
2. u(Ogs) = Ogs = A0R4, donc Ogs € E;
Soient x et y deux vecteurs de E;, onau(x) = Ax et f(y) =
Par conséquent
u(ax + By) = au(x) + pu(y) = atx + By = A(ax + By)
Ce qui montre que ax + By € E;
E; est un sous-espace vectoriel de R*.

3.
2 -1.0 1\ /% X
_ _ _ 1 0 0 1\|[x)|_ [x
x = (x1,%,%3,%) EE,0ux) =—x o AX=-X o o 0 1 o o |= .
-3 1 0 =2/ \x Xy
le_x2+x4=_x:|_ 3X1—X2+x4=0 3x1—x2+x4=0
X1+X4=_XZ x1+xZ+X4_=0
< — A eS{x+x,+x,=0
X3 = —X3 2x3 =0 e = 0
—3x1+x2—2x4=—x4 —3xl+x2_X4=O 37
3x;1 =%, +x,=0 3x; —x;+x,=0 Xy = X1
= Lz + L]_ 4X1 + ZX4 =0 & Xg4 = —2x1 = {x4 = —Zx1
X3=O _x3=0 x3=0

X = (xll xZ: x3lx4) = (xll xl: O) _le) = x1(1,1,0, _2)
b = (1,1,0,—2) engendre E_;.

2 —1.0 1\ /t X
X X
x=(x1,%,%3,%) EE;oux) =xoAX=X& (1) 8 (1) (1) Xz = x;
-3 1 0 -2 X4 Xa
2X1 — Xy + X4 = X4 X1 — Xy +x4 =0
x1+x4=x2 o xl_x2+x4:0 Ll{ xl_xZ+x4=0
X3 = X3 0=0 L2 _3x1+xZ_3.X4=0
_le+x2_ZX4:x4_ —3x1+x2—3x4=0
o L1 {xl—x2+x4=0 {xl =__x4
L2+3L2 _2x2=0 xZ—O

x = (xq,%5,%3,%4) = (—x4,0,%x3,x4) = x3(0,0,1,0) + x,(—1,0,0,1)
On pose ¢ = (0,0,1,0) etd = (—1,0,0,1), (¢, d) engendrent E;, de plus ils ne sont pas proportionnels,
donc ils forment une famille libre, ¢’est une base de Ej;.
4. Premiére méthode

-1 1 0 -1
d -1 1 0o o]_ -1
et(a,b,c,d) = 0 0o 1 ol -1 1 0
1 -2 0 1 1 =2 1

En développant par rapport a la troisieme colonne
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Li]-1 1 vowsi} pofasd et —1 O] o _,
det(a,b,c,d)=L;|-1 1 0|= L, T—1 1 o=|_1 1|:_1¢0
L3111 -2 1 L 1 -2 1
En développant par rapport a la troisiéme colonne
Donc (a, b, ¢, d) est une base de R*.
Deuxieme méthode
—-a+f—-6=0 —-a+f—-6=0 -6 = 6=0
_a+ﬁ=0 a:ﬁ =’B a=’3
aa + b+ yc+6d = O & y=0 o y=0 = y = = y =0
a—2+6=0 a—-28+6=0 —-B+45=0 =0

(a, b, c,d) est une famille libre a 4 vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 4, ¢’est une base.
D’apres les questions précédentes on a
u(a) = Ogs; u(b) = —b;u(c) =c etu(d) =d

Donc
u(a) u() u(c) uld)
0 0 0 0\a
Matg(w)=(0 -1 0 01b
0 0 1 0 ¢
0 0 0 1/d

Allez a : Exercice 53

Correction exercice 54.

1.

2.

Cl CZ C3 C4_ Cl CZ C3 - Cl C4_ + Cl

1 0 1 -1 1 0 0 0 Ly12 1 3
det(as,ay,a3,¢)=12 1 3 -=1|l=1|2 1 -1 1[=L|3 1 5
3 1 5 -1 3 1 -2 2 L;1-2 0 -3
-2 0 -3 0 -2 0 1 -2
Ly 2 1 3
Ly 1-2 0 -3
1 0 1 -1
2 1 3 -1
b= 3 1 5 -1
-2 0 -3 0
-1 2 -2 =2 1 1
, 2 3 =2 =2 2 | 2
Les coordonnées de u(a,) dans la base 8 sont 9 2 1 _o 3 |={ 3
0 0 O 1 -2 -2
Donc u(a,) = e; + 2e, + 3e; — 2e, = a4
-1 2 -2 =2 0 0
, -2 3 -2 =2 1)1 _ (1
Les coordonnées de u(a,) dans la base 8 sont 9 2 _1 —2 11711
O 0 O 1 0 0
DOﬂC u(az) = 82 + 63 = az
-1 2 -2 =2 1 1
, -2 3 -2 =2 3 1_1[ 3
Les coordonnées de u(as) dans la base 8 sont 9 2 _1 —2 = =\ s
O 0 O 1 -3 -3

Donc u(a;) = e; + 3e, + 5e; — 3e, = as
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Docs a { 61(' ﬁaZe naid  —2 -1

-2 3 -2 -2 -1

-2 2 -1 =2 -1

0O 0 O 1 0

Les coordonnées de u(c) dans la base g sont

O R R R

Doncu(c) =e; +e, +e3=—c

0
0
0

S O O
[ el )
SR OO

-1

3. u(a;) =a; € F,u(ay) =a, € Fetu(az) = a3 €F, (ay,a,, az) est une base de F donc pour tout x €
F,u(x) €F.
Pour tout x € F, v(x) = u(x) € F, et v est linéaire donc v est un endomorphisme de F.
u(ay) ulaz) wulas)

Mat(al,az,a3)(v) = <(1) 2 8) a;
0 0 1/ %
4. (aq,ay,a3) estune base de F, (c) est une base de Vect(c), et (ay, a, as, ¢) est une base de R*, donc
R* = F @ Vect(c)
5. Par définition de la somme directe, pour tout x € R* il existe un unique f € F et un unique g €
Vect(c)telquex = f + g.
ux) =u(f+g)=u(f)+ul@=7,-g

Allez a : Exercice 54

Correction exercice 55.
1.

-10—-414 -3 -—-12
_ =(=10-21) —-A 7 _5—3 —12 6—3 —-12
A IR R s e iy

= (=10 = D)[-A(7 = 2) — 14] = 5[-3(7 — 1) + 24] + 6(—21 — 121)
=(-10-21)A*—-71—-14) —=5(3+31) — 126 — 722
= —10A% + 704 + 140 — 23 + 742 + 141 — 15 — 151 — 126 — 721
=-AB-312-31-1=-1+1)3

Sid=—1alorsA— Al = A+ I n’est pas inversible.

X1
Soit x = (x1,x5,x3) et X = (xz> ses coordonnées dans la base canonique.
X3
-9 =3 =12\ /%1 0
x€Ekerlut+id) X ekerA+) e A+DX=0<| 5 1 7 X2 1=10
6 2 8 X3 0
—9x1—3x2—12x3=0 3x1+xZ+4‘X3=O Ll 3x1+x2+4x3=0
<] Sx+x+7x3=0 o©{x+x,+7x;=0c x4 e = 0
6x; +2x,+8x3=0 3x; +x, +4x3 =0 2T 2 3
9
- {3x1+x2+4x3:0 3x1+x2+§x3_0® _§x3+x2+4‘x3:0
LZ_Ll 2x1+3x3:0 X1 = ——X 3
1 3
2 X1 = _EX3
1
x2 =_X3
2
< 3
X1 = —35X3

Donc x = (—§x3,%x3, x3) = %(—3,1,2)
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] _ Docs a portée de main -3
Donc ker(4 + I) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur colonne | 1 |.
2
2. (u+ld)(a) =0 @ ula) +a =0 ©ula) =—-a

_3 x1
3. Sionpose X, = ( 1 ) et X, = <x2) ou X,, sont les coordonnées de b dans la base canonique alors

2 X3
-9 -3 —12\ /*1 -3
u(b)=a—b¢>AXb=Xa—Xb<=>(A+I)Xb:Xa<:> 5 1 7 x|l=( 1
6 2 8 X3 2
T TS - lin 23 Gatntan =l et A =1
(et 5x1+x2+7X3=1 <:>5x1+x2+7x3=1<:>L 5x +x +7x_1
6X1+2xZ+8X3=2 3x1+x2+4x3=1 2 1 2 3~
9
o {3x1+x2+4x3:1 3x1+x2+§x3—1@ —5 X3+ + 4 =1
LZ_Ll 2x1+3x3:0 x1=_—x3 3
2 x1=__X3
2
=-x;3+ 1
o X 2x;;,+
_ 3
X1 = ZX3

Si on prend x3 = 0 on a pour solution b = (0,1,0).

0 X1
Sionpose X, = (1) etX, = <x2> ou X, sont les coordonneées de ¢ dans la base canonique alors

0 X3
-9 -3 -—12\ /%1 0
u(c)=b—c<:>AXC=Xb—XC<:>(A+I)XC=Xb<:>(5 1 7 ><x2>=<1)
6 2 8 X3 0
—9x; —3x, —12x3 =0 31 +x, +4x3 =0 Ly (3%, + %, + 43 = 0
ey S tx+7x3=1 5x1+x2+7x3=1=)L {Sx b+ T = 1
6x; +2x, +8x3=0 3x; +x, +4x3 =0 2T A2 3
9 3
o {3x1+x2+4x3=0 {3x1+x2;4x3:10® Tty A =0
ba=lil 2x, 4323 =1 X =—=X3+= 3 1
2 2 X3 =—=Xx3+=
2 2
o=t 3
2727 2
< 3 1
X1 —§x3+§
Sion prend x5 = 1 on a pour solution ¢ = (—1,-1,1).
-3 0 -1 3 _1
4. det(a,b,c)=|1 1 -1 =|_2 _1|=—1;tOdonc(a,b,c)estunebasedeR3.
2 0 1
-1 1 0
5.T=<0 -1 1)
0 0 -1
0 1 0
6. (T+I)=(0 0 1),pardesimplecalculsontrouveque (T+1)3=0.
0 0 O

A+D3=PTP1+PIPY)=P(T+DPV)3=P(T+13P =0
7. A+ A3 +34%2+34A+1=0 A(-342-34-3D) =1
Donc A= = —342—-34-3I
Allez a : Exercice 55

Correction exercice 56.
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1. Docs a portée de main

fler) f(er) f(e3)
4= (0 2 —1) 21
2 -5 4| "2
3 -8 6/ ©3
2. Soientx € Ey, (f —idg3)(x) =0z © f(x) —x =0z & f(x) =x
f(ORs) = Ogs = Ogs € E;
Soient x, x" deux vecteurs de E; donc f(x) = x et f(x") = x', soient A, A" deux réels
fAx+2x") =Af (x) + A f(x') = Ax + A'x’
Cela entraine que Ax + A'x’ € E;, par conséquent E; est un sous-espace vectoriel de R3.
Soient x € N_y, (f? + idg3)(x) = Opz © f2(x) + x = Oz © f%(x) = —x
f(ORs) =Ogs = fz(ORs) = f(ORs) =0ps = —0gs > Ogs € N_4
Soient x, x’ deux vecteurs de N_; donc f2(x) = —x et f2(x’) = —x’, soient A, 1’ deux réels
fPAx+ X)) = Af2(x) + A f2(x") = A(=x) + ' (—x") = —(Ax + 2'x")
Cela entraine que Ax + A'x’ € N_,, par conséquentN_, est un sous-espace vectoriel de R3.
Remarque :
On peut aller plus vite en remarquant que f + idgs est une application linéaire et en invoquant le fait
que le noyau d’une application linéaire un sous-espace vectoriel de R3. Et puis pareil pour f2 + idgs.

0 2 -1\/*% X1 2x; — X3 = X4
erl(:)f(x)=x=>AX=X=)<2 -5 4 >(x2)= <xz)=}{2x1—5x2+4x3 =X,
3 -8 6 X3 X3 3x1 — 8x, + 6x3 = x3
—x1+2x, —x3=0
S {le —6x, +4x3 =0
3x; —8x, +5x3 =0
Maintenant on peut appliquer la méthode du pivot de Gauss (a 1’étape d’avant ce n’était pas possible).
Li(—x1+2x, —x3=0 Li(—x1+2x,—x3=0 Ly —X1+2x, —x3=0
er1@L2{2x1—6x2+4x3 =0@L2{x1—3x2+2x3 =0 o L,+1L; { —X, +x3=0
L3\3x; —8x, +5x3=0 L3\3x; —8x, +5x3=0 L3 +3L;\ —2x,+2x3=0
—x1+2x, —x3=0 X1 = X3
{ —X, +x3=0 ﬁ{x2:x3
x = (x3,x3,%3) = x3(1,1,1)
E; est la droite vectoriel engendrée par le vecteur a = (1,1,1), E; = Vect(a).
xEE © f2(x)=—xo A?’X=-X

0 2 -1\,0 2 -1 1 -2 2
A2=<2 -5 4)(2 -5 4>=<2 -3 2)
3 -8 6 3 -8 6 2 =2 1
1 -2 2\ /*% X1 X1 — 2Xp + 2x3 = —Xxq 2x1 —2x5, +2x3 =0
(2 -3 2)(362)=—<x2><={2x1—3x2+2x3=—x2<:>{2x1—2x2+2x3=0
2 =2 1/ \X3 X3 2x1 — 2x5 + X3 = —Xx3 2x1 — 2x5, +2x3 =0
S X=X +tx3 =0 x1 = x5 — X3

x = (x; — X3,%5,%3) = x,(1,1,0) + x3(—1,0,1)
On cherche un vecteur de N_;, prenons x, = letxs =0:b = (1,1,0) = e; + e,

f(b) =f(e; +ey) =f(ey) + f(ey) = 2e, + 3e3 + 2e; — 5e, — 8e; = 2e; — 3e, — Seg
Il faut vérifier que ce vecteur est bien dans N_;, x; — x, + x3 = 2—3 + (—=5) = 0, c’est bon, f(b) €
N_, ensuite il faut montrer que (b, £(b)) est une base de N_,. dim(N_,) < 3 or (b, f(b)) est une
famille libre (car b et f(b) ne sont pas proportionnels) dans un espace de dimension inférieur ou égale a
2, cela entraine a la fois que dim(N_;) > 2, qu’alors dim(N_,) = 2 et que (b,f(b)) est une base de cet
espace.
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Il'y a plusieurs méthode possible, la plusob§§cw&es¢ de mantrer que (a, b, (b)) est une base de R3, on
passe, c’est trop facile. Deuxiéme méthode, soit x € E; N N_4,
XEELo f(x)=x= f(f(x)) =f(x) =xetx € N_; & f2(x) = —x, cela entraine que
—x = x & x = Ogs, autrement dit E; N N_; = {Ogs}
Comme dim(E;) + dim(N_;) = 1+ 2 = 3 = dim(R?), on en déduit que E; @ N_; = R3.
Remarque :
Sans rien faire de plus on peut en déduire que S’ est une base.
4. 1l faut d’abord calculer f(a), f(b) et f(f(b)) dans la base (a, b, f(b))
f(a) =acara € E;.
f(b) = f(b) ¢a c’estsir et f(f (D)) = f2(b) = —b
On en déduit la matrice de f dans la base (a, b, f(b))
f@ f() f2(b)

(1 0 0) z
0o 0 -1
0 1 o) f®)

5. 1l faut calculer £2(a), f2(b) et f2(f (b)) dans la base (a, b, f (b))
f2(@=f(f@)=f(a)=a
f2(b) =-b
F2(F®) = £2(b) = F(f2(B)) = f(=b) = —f(b)
Donc la matrice est

fA@ f2d) f3(b)

(1 0 0) Z
0 -1 0
0 0 _1) F®

Autre méthode la matrice de f2 est la matrice de f au carré

1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 -1]10 0 —-1]={0 -1 0

0 1 0 0 1 0 0O 0 -1
Correction exercice 57.

1. On appelle X,, les coordonnées de e, dans la base canonique
Les coordonnées de u(e,) dans la base canonique sont

Allez a : Exercice 56

2 =2 1 =2\ /0 -2

o 1 o0 o 1| [ 1
AXe, = -3 0 -2 2 o] |\ o
1 -1 1 =1/ \0 -1

Les coordonnées de u?(e,) dans la base canonique sont
2 =2 1 =2 -2
o 1 0 O 1
-3 0 -2 2 0 <
1 -1 1 -1 -1 -2
Les coordonnées de u3(e,) dans la base canonique sont
2 -2 1 =2 —4
0 1 0 0 1
-3 0 -2 2 4 (
1 -1 1 -1 -2
Montrons que (e,, u(e;), u?(e;), us(e;)) est libre
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Docs a portée & in -2 —4 -2 0
ae, + fuley) + yu?(e,) + du(ey) = Ops © (1) + B (1) +y i +6 (1) = 8
0 -1 -2 1 0
(—2B —4y —26 =0 —28—-26=0 ([ B+6= B+6=
Ny a+f+y+45=0 o a+ﬁ+5=0®<a+ﬁ+6= @{ a=
4y =0 y=20 y = y=20
\ —B—-2y+6=0 —-L+56=0 \ —f+6= —-L+5=0
(aa =0
p=0
=2 y =0
\§ =0
(ez, u(ey), u?(ey), u3(e2)) est une famille libre a 4 vecteurs dans un espace de dimension 4, ¢’est une
base.
2.
Les coordonnées de u*(e,) dans la base canonique sont
2 -2 1 =2 —2 —8 —4 0
0 1 0 o[ 1 )_[1)_,f1]_[1
-3 0 -2 2 0 8 4 0
1 -1 1 -1 1 —4 -2 0
Donc u*(e,) = —e, + 2u?(e,)
u(eyz) uz(ez) ug(ez) u4(ez)
0 0 0 -1 €2
c- [1 0 0 o) ue
o 1 0 2| ue)
0o 0 1 0 u3(ey)
3. On cherche les vecteurs x = (x4, x5, x3, x,) tels que u(x) = x
2 -2 1 =2 X1 X1 2X1 — 2X5 + X3 — 2X4 = X1
0 1 0 0 X3 X2 Xy = Xy
ux)=xeoAdX=Xe 3 0 -2 2 x3 | T\ x| € —3x; — 2x3 + 2X4 = X3
1 =1 1 =1/ \xa X4 X1 — Xy + X3 — X4 =Xy
Li(x1— 2% +x3—2x4=0 Ly X1 —2x, +x3—2x4 =0
@Lz{—3x1—3x3+2x4=0 < Ly, + 3L —6x, —4x, =0
Li\xi —x, +x3—2x4, =0 Ly—Lq x, =0
X1 +x3=0 X3 = —X1
(:){ X, =0 :){ x, =0
x, =0 x, =0
x = (x1,0,—x4,0) = x,(1,0,—1,0)
4. Les coordonnées de u(b) dans la base canonique sont
2 -2 1 =2 1 2 1 1
0 1 0 0 -1 -1 0 -1
A=l_3 o 2 2o |T\=1]T\ =1\ o |[TETX
1 -1 1 -1 1 1 0 1
Les coordonnées de u(c) dans la base canonique sont
2 -2 1 =2 1 —1 1
0 1 0 0 0 0 0
Ae=\_3 o0 —2 2|17\ 1|7\ =1)7 %
1 -1 1 -1 1 -1 1

Donc u(c) = —c
5. On cherche les vecteurs x = (x4, x5, x5, x,) telsque u(x) = c — x
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Docs § pdrtes—ds madn —2\ /%1 1 X
0 1 0 0 X2 0 X2
ux)=c—xoAX=X.-X& 23 0 -2 2 % | = 2117 | xs
1 -1 1 -1 X4 1 X4
(2X1 — 2Xy + X3 —2x4, =1 — x4 3x1 — 2%y +x3 —2x, =1
.y Xy = —X, o 2x, =0
—3x; —2x3+ 2x, = —1 — x5 —3x1 —x3 +2x, = —1
\ X1 —Xp+x3—x,=1—2x,4 X1 —Xy+x3=1
( 3x1+i3:%x4—1 %, = 0
, =
@<—3x1—x3+2x4: _1@{—3x1—x_3—1ka4 =-1
\ X +x3=1 =T
x, =0 x, =0 x, =0
S {-3(1—x3) —x3 +2x, = —1<:>{2X4 =2—2x3 (:){x4 =1—-x3
X1 =1—x3 x1=1—x3 X1 =1—x3

Prenons x; = 0 par exemple, alors d = (1,0,0,1)

6. On peut montrer que la famille " est libre et rappeler qu’elle a 4 vecteurs dans un espace de dimension
4 ou alors calculer le déterminant
1 1 0 -1
0O -1 0 0
det(a, b,c,d) = 1 0 -1 1
1 1 1 0
On développe par rapport a la seconde ligne
1 0 -1
det(a,b,c,d) =+(-1) -1 -1 1
1 1 0
Puis par rapport a la premiere ligne
-1 1 -1 -1
det(a,b,c,d)z—(|1 O|—|1 1|)=—(—1—0)=1;e0
Donc B est une base.
7.
u(a) u(b) u(c) u(d)
1 1 0 0\ a
T = 0 1 0 0 |b
0O 0 -1 1 Jc
0 0 0 -1/ d
8. On pose
0 -2 —4 =2
1 1 1 1
=10 o 4 o
0o -1 -2 1
La matrice de passage de fa’,on A = QCQ~?
Et
1 1 0 -1
0 -1 0 0
P=11 0 -1 1
1 1 1 0
La matrice de passage de f a 8", onaA = PTP~!
Donc

QCcQ~=prp1
Ce qui équivaut a

C=Q7'PTP7'Q = (PT'Q)7'T(PT'Q)

Ce qui montre que C et T sont semblables.
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Allez a : Exercice 57 Docs a portée de main

Correction exercice 58.
1. Si€Ry[X],d°(X +1)P' <1+ 2—1=2donc f est bien une application de R,[X] dans R,[X].

FP + ,Py) = (X + D) (A Py + 4,P,) = (X + D(AP; + A,P,) = 1,(X + DP + (X + 1P, =
Mf(Py) + A, (Py)

donc f est linéaire, ¢’est méme un endomorphisme de R,[X].

f=X+1)x0=0=0%x1+0xX+0xX?
fX=(X+1)Xx1=0=1X14+1XX+0xX?
fXH=X+1)x2X=0=0x1+2XX+2xXX?
f) f&X) f(XZ)1
_ /0 1 0
Donc A = X
0 1 2 .
0 o 2/ X
y=0 {a=0

3. a+,8(X+1)+y(X+1)2=O(:>yX2+(ﬁ+2y)X+a+ﬁ+y=0<:>{ B+2y=0 <=0
a+f+y=0 y=0

Donc B’ est une famille libre de trois vecteurs dans un espace de dimension 3 ( dim R,[X] = 3), ¢’est
une base de R, [X].

f=X+1)x0=0=0Xx1+0XX+0xX?
fX+1D)=X+1D)x1=0=0x1+1XX+1)+0x(X+1)?
fFX+DH=X+Dx2X+1D)=0=0x1+0xX+1D+2xX+1)?
Donc

F) FEAD FEEDD
P 0 0\
(0 1 o) +1

0 0 2

Sik>0

EtB? =1

La premiére colonne de la matrice A est nulle, donc le rang de A est inférieur ou égal a 2, les deux
suivantes ne sont pas proportionnelles, donc le rang de A est au moins 2.

rg(A) =rg(f) = 2

Im(f) estengendré par f(X) = 1+ X et f(X?) = 2X + 2X?, cette famille constitue une base de
Im(f).

D’aprés le théoréme du rang, la dimension du noyau de f est 1, car
dim(ker(f) + dim(Im(f) = dim R,[X] = 3
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Or f(1) = 0, donc le noyau de f est lasigite y%t%’fﬁﬂe:;engendrée par le « vecteur » 1. (C’est-a-dire le
polynéme constant égale a 1).
Allez a : Exercice 58

Correction exercice 59.

1.
u(aP+ Q) =aP+pQ+ (1 —-X)(aP + Q) =aP +Q + (1 —X)(aP' + Q")
=aP+ (1 -X)P)+pQ+ (1 -X)Q") = au(P) + pu(Q)
Donc u est une application linéaire
d°P<2=du(P)<?2
Elle va de R,[X] dans R, [X] il s’agit d’un endomorphisme de R, [X].
2.
u(l)=1+(1-X)x0=1
uX)=X+0-X)x1=1
u(X?) =X2+ (1 —X) x 2X = 2X — X2
(1 1 0 )
A=|0 0 2
0 0 -1
3. P eker(u)

u(P) =0 u(aX?+bX +c) =auX?>) +bu(X) +cu(l) =aX-X*)+b+c=0

<:>—aX2+2aX+b+c=0<:>{a:0
c=-b

P=bX—-b=b(X—-1)
Donc ker(u) est la droite vectorielle engendrée par le polynéme X — 1.
Imw) = Vect(u(1), u(X),u(X?)) = Vect(1,1,2X — X?) = Vect(1,2X — X?)
Ces deux polynémes ne sont pas proportionnels ils forment donc une famille libre (et génératrice) de

Im(u) donc une base de Im(u).
Allez a : Exercice 59

Correction exercice 60.
1. Sid°P <2alorsd°P’' <1letd°(X—1)P' <2doncd°u(P) <2
D’autre part
u(AP + pQ) = 2(AP + pQ) — (X — 1)(AP + pQ)" = 2(AP + pQ) — (X — D(AP" + Q")
=A2P — (X — DP) +p(2Q - (X — Q") = u(P) + pu(Q)
Cela montre que u est un endomorphisme de R,[X].
2.
u(1)=2x1-X-1)x0=2;
uX)=2X-X-1)x1=X+1;
u(X?) =2X%2 - (X —1) x 2X = 2X

2 1 0
A=10 1 2
0O 0 O
3. SoitP=aX*+bX+c

u(P) =au(X?) + bu(X) + cu(l) =2aX +b(1+X) +2c = 2a+b)X + b + 2¢

Par conséquent

Donc

2a+b =0

b

_ 2
”(P)‘O‘:’{bnc:o@ b
2
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b b b b
— __Y2 = —— (X2 _ - —— —1)2
P=—oX?+bX—o=--(*-2X+1)=-2(X-1)

Le noyau de u est la droite vectorielle engendrée par le polyndme P, = (X — 1)?

4. D’apres le théoréme du rang

dim(ker(u)) + dim([m(u)) = dim(R,[X])
Donc
dim(Im(u)) = dim(R,[X]) — dim(ker(u)) =3 -1 =2

u(1) = 2 etu(X) = 1 + X sont deux polynémes non proportionnels de I’image de u, ils forment donc une
famille libre dans un espace de dimension 2, (2,1 + X) est une base de Im(u).

5. SoitP =aX?+bX+c

0=a a=0
u(P)=P=)(2a+b)X+b+2c=aX2+bX+c=){2a+b=b<={2a=0
b+2c=c c=-b

P=bX-b=b(X—-1)
Pp=X-1
6.
a—pf+y=0 a=0
a+,3(X—1)+y(X—1)2=0@a—ﬁ+y+(ﬁ—2V)X+VX2=0<={ B—2y=0 @{ﬁ=0
y=20 y=0
B’ est un famille libre a trois vecteurs dans un espace de dimension 3, ¢’est une base de R, [X]
7. u(l) =2x1,u(P;) =P, etu(P,) =0, donc
u(1) u(Py) u(Pz)
2 0 0o\ 1
D= <0 1 0) Py
0 0 0/ P
Allez a : Exercice 60

Correction exercice 61.
1. Soient P;,P, € R,[X], soient 1,,4, € R
fAPy + A2P;) = (M Py + A,P;) — (X — 2)(A4Py + A,P,)" = APy + A,P, — (X — 2)(A1P; + A,P;)
=01 (P; — (X = 2)P]) + 2,(P, — (X = 2)P;) = 41 f(Py) + A,f (P,)
Donc f est linéaire.
2. f estun endomorphisme si I’image de R,[X] par f est R,[X], autrement dit il faut que I’image d’un

polynéme de degré inférieur ou égal a 2 soit un polynéme de degré inférieur ou égal a 2.

Premiere méthode
flaX? +bX +c)=aX?*+bX+c—(X—2)(2aX + b)
=aX?+bX +c— (2aX? + bX —4aX — 2b) = —aX?+4aX +c—2b

C’est bon, f est un endomorphisme de R,[X] (parce qu’il est clair que f est linéaire d’apres la premicre

question).
Deuxiéme méthode

d°P<2=4d°P' <1
Donc
d°X—2)P'<1+1=2
Par conséquent
d°f(P) <2

Troisiéme méthode

Comme f(aX? + bX + ¢) = af (X?) + bf (X) + cf (1), il suffit de vérifier que d°f(X?) < 2,

d°f(X) <2etqued°f(1) < 2, cequiest le cas car

f(X?H) =X%2—(X—2)x2X = —X%+4X;
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f oy Kortbd do dix 1 = 2;
F)=1-(X—2)x0=1

3.
—a=0 —0
Peker(f)e f(P)=0 —aX?+4aX+c—-2b=01 4a=0 @{a—
c—2p=0 T2

P=bX+2b=>b(X+2)
Les polyndmes de ker(f) sont proportionnels au polynémes X + 2, il s’agit d’une droite vectorielle
dont une base est le polynéme X + 2.
D’apres le théoréme du rang
dim(ker(f)) + dim(lm(f)) = dim(R,[X]) & 1+ dim(lm(f)) =3& dim([m(f)) =2
f(X?) = —X?+4X; f(X) =2
Ces deux polyndmes ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre de Im(f) qui est de
dimension 2, c’est une base de Im(f).
Remarque :
f(1) = 1 est proportionnel au vecteur (polynéme) f(X) = 2.

4.
fXH) =4X-X%5fX)=2;f(1) =1
Par conséquent
fA) fX) X3
A=Mat, (D= (1 2 O\ 4
(1.x,x2) 0 0 4 X
XZ
0 0 -1
5.
ax1+BX—-2)+yX -2 =0oa+pX—-20+yX?—4yX +4y =0
y=0 y=20
(:)yX2+(,6’—4y)X+a—2ﬁ+4y=0=>{ B—4y =0 :}{ﬁzo
a—20+4y =0 a=0
B' est une famille libre a trois vecteurs dans un espace de dimension 3, ¢’est une base.
6.
1 X-2 (X-2)2
po (1 -2 a1
= X
0 1 —4 | 2
0 0 1/X
1 -2 4 X1 V1 X1 — 2x; +4x3 =y X1 = 2x; —4x3 + Y1
PX=Y&e|0 1 —4l|lx]|=|)]|e Xy, —4x3 =y, = X, =4x3+ Y,
0 0 1 X3 Y3 X3 =Y3 X3 = Y3
x; =2y, +4y3) —4ys + 1 X1 =y1+ 2y, +4y; X1
At X2 = Y2 +4y3 At X2 =Y, t4y; ©|X2
X3 = Y3 X3 = Y3 X3
1 2 4\ /)N
=10 1 4|2
0 0 1/ \Y3
1 2 4
Pl=(0 1 4
0 0 1
Remarque :
On rappelle que P~ est la matrice de passage de B’ a B, cela signifie que
1=1
X=2x1+1x(X-2)
X?2=4x1+4x(X—-2)+1x (X —2)?
7.
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fX-2)=X-2-(X-2)x1=0
fAAX=-2))=X-2)-X-2)x2(X-2)=—-(X-2)*

Donc
f) fX-2) f((X-2)?) "
D=Matﬁ,(f): é 8 8 X =2
0 0 _1) &-2y

Deuxiéme méthode
On calcule

1 2 4\/1 2 O 1 -2 4 1 2 4\/1 0 -4
D=P"1AP=<O 1 4)(0 0 4)(0 1 —4>=<0 1 4)(0 0 4)
0 0 1/\0 0 —-1/\N0 O 1 0 0 1/7\0 0 -1
1 0 O
=(O 0 0)
0 0 -1

On trouve bien sdr le méme résultat (cela fait partie du cours).
Allez a : Exercice 61

Correction exercice 62.
1. Soient P; et P, deux polynémes de R,[X] et soient A, et A, deux réels.
UM Py + A,P) = 2X (A Py + A,P,) — X2(A, Py 4 A,P,) = 2X (A, Py + A,P,) — X2(A, P} + A,P3)
= 1, (2XP; — X?P)) + 2,(2XP, — X?P}) = L,u(Py) + A,u(P,)
Donc u est linéaire.
SoitP =aX?+bX+cE€RYX],P =2aX +b
u(P) = 2X(aX? + bX +¢c) — X?(2aX + b) = 2aX3 + 2bX? + 2cX — 2aX® — bX? = bX? + 2cX
€ R,[X]
Donc u est un endomorphisme de R, [X].
2. u(l) =2X,u(X) =2X%2 —X?=X%etu(X?) =2X3-2X3=0
Par conséquent
u() uX) u(x?)

0 0 O 1
A= <2 0 0) X
0 1 0/ X?
3. Soit P = aX? + bX + ¢ € ker(u),

u(P) =bX?+2cX=0b=c=0
Donc P = aX?, une base de ker(u) est X? et dim(ker(u)) = 1.

Im(u) = Vect(u(1), u(X),u(X?)) = Vect(2X,X%,0) = Vect(2X,X?) = Vect(X,X?)
(X, X?) est une sous-famille d’une famille libre, c’est une famille libre et génératrice de Im(u) c’est une
base de Im(u) et dim(lm(u)) =2
Allez a : Exercice 62

Correction exercice 63.
1.

u(AP; + A,P,) = 1P, + A,P, + (1 — X)(A4P; + A,P,) + 2(A4P; + A,P,)"
= MP;+ ,P, + (1 — X)(A,P] + 2,P)) + 2(A, P’ + A,P5)
=A(Py+ A =X)P{ +2P]") + A,(P, + (1 = X)P; + 2P)") = Ayu(P;) + A,u(P,)
u est une application linéaire.
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2. Il estclair que le degré de u(P) = P +ficksaXodereb & magst un polyndme de degré inférieur ou égal & 2
lorsque P est un polyndme de degré inférieur ou égal a 2. Par conséquent u est un endomorphisme de

R, [X].
3.
u(l)) =1
uX)=X+0-X)x1=1
UXD) =X2+(1—X)X2X +2X2 =4+ 2X — X2
1 1 4
A=<0 0 2)
0 0 -1
4,
a(1-X)+Bx1+y(1+2X—-X) =0 X’ +(—a+2p)X+a+B+y=0
-y =0 a=0
o{—a+2y=0 <4=0
{a+ﬁ+y=0 {y=0
Cette famille est libre, elle a trois vecteurs dans un espace de dimension 3, ¢’est une base de R, [X].
5.
u(l-X)=1-X+1-X)x(-1)=0
u(l) =1
u(l+2X—-X)=1+2X-X>’+(1-X)xQ2-2X)+2x(-2)=—-1—-2X + X?

=—(1+2X —X?)
Donc

Allez a : Exercice 63

Correction exercice 64.
1. Soit A et u deux réels et P et Q deux polyndmes

1
u(@P +pQ) = 5 (1 = XHAP + pQ)" + X(AP + 1Q)" — (AP + 1Q)
=2 (L= XOQP" +4Q") + X(AP' + Q") — (AP + )

~ 1 (% (1 - X*)P" + XP' — p) +u (% (1-X2)Q" + XQ' — Q) = Au(P) + 1u(Q)
Donc u est linéaire
Pour P € R,[X]
d°P" <0 = d°(1—X*)P" <2
d°P' <1=d°XP" <2
Donc
d°u(P) <2
Ce qui montre que P € R,[X] entraine que u(P) € R,[X]. Donc u est un endomorphisme de R, [X].
2. SoitP =aX?+bX+c

1
PEker(u)(:)u(P)=0@5(1—X2)2a+X(2aX+b)—(aXZ+bX+c)=0(:»a—c=O

DoncP =aX?+bX+a=a(X?+1)+bX
La famille (X2 + 1, X) est une famille de deux vecteurs non proportionnels, donc libre, qui engendre
ker(u) donc c’est une base de ker(u)
3. D’aprés le théoréme du rang
dim(ker(u)) + dim(lm(u)) = dim(R,[X])
Donc dim(lm(u)) =1
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Doc§ a ﬁb(ﬂ;ﬁe‘ﬁﬂiin
Donc I'm(u) est la droite engendrée par le polyndme constant P; = 1 (ou —1 c’est pareil)

a=0 a=0
a(X2+1)+ﬁX+y=0<:>aX2+ﬁX+a+y=0<:>{ =0 @{ﬁzo
a+y=0 y=0
Ce qui montre que (P, P,, P;) est une famille libre a trois vecteurs dans un espace vectoriel de
dimension 3, il s’agit donc d’une base de R, [X]
5. Onau(P;) =0,u(P,) =0etu(P;) =—1donc

0 0 O
D=0 0 O
0 0 -1
Correction exercice 65.

1. Soient P, et P, deux polynémes de R,[X] et 1, et A, deux réels.
fAPy + ,P)(X) = (4P + A,P)(X + 1) — (44P; + A,P,) (X)
=Py (X +1) + ,P,(X + 1) — (AP, (X + 1) + 1,P,(X + 1))
= L(PLX + 1) = PL(X) + 2, (P (X + 1) = P,(X)) = A1 f (P)(X) + Ao f (P)(X)
Ce qui entraine que :

Allez a : Exercice 64

f(A Py + A2P;) = A f (PD(X) + A,f (P)
2. f estlinéaire.
FOX =1-1=0
fOX) =X+ -X=1
fXH=X+1)>2-X?>=1+2X
Donc

f & f&x*

1

A= (0 1y o
o o 2| X

o o o X

3.
aX1+XX-1D+yxX-1DX-2)=0yX>+ B -3)X+(@—-B+2y)=0
y=0 y=0
s f-3y=0 <:>{,8=0
a — ﬁ + 2]/ =0 a=0
B' est une famille libre a trois vecteurs dans un espace de dimension 3 c’est une base de R, [X].
4.

FAOX) =0, fFX-DX) =X —1+1)— (X —1) =1et

FX-DX-2))XD=X-1+DX-2+D-X-DEX-2)=XX-1)-X-DX-2)
=X-DX-X-2)=2x-1)

Donc
f(D fX-1 f(X-DEX-2) .
B = (0 1 o> Y1
0 0 2

Allez a : Exercice 65
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1. Soient P;, P, € R5[X], 1,4, € R
g(A1Py + 1,P;) = ((/11P1 + 2,P,)(1), (A4, P; + A2132)(—1))
= (P (=1) + 2P, (=1), 2, P1 (1) + A, P, (1))
= /11(P1(_1)»P1(1)) + 1, (Pz(—l);Pz(l)) = 4 g(Py) + A,9(P;)
Donc h est linéaire.
2. Soit P € ker(g), (P(—1),P(1)) = (0,0) & {P P(( 1§)=_00
Un polynéme de degré inférieur ou égal a 3 qui s’annule en —1 et en 1 est de la forme
P=((@X+bh)X+1DX -1 =aXX?-1)+b(X?-1)
(X(X? —1),X? — 1) forme une famille libre (car les polyndmes ne sont pas proportionnels) qui
engendre ker(g), c¢’est une base de ker(g).
Une base R3 est (1, X, X?,X3)
g =(1,1);9X) = (-1,1); 9(X*) = (1,1); g(X*) = (-1,1)
L’image de g est engendré par (1,1) et (—1,1) (ces vecteurs ne sont pas proportionnels) ils forment
donc une famille libre, bref ¢’est une base de Im(g), comme IJm(g) < R? et qu’ils ont la méme
dimension, on en déduit que 7m(g) = R2.
3. Lalinéarité de h est évidente (voir 1°)).
Soit P = aX + b € R,[X] un vecteur de ker(h),
P(-1) =0 —a+b=0
{P(1)=o {atp—o
Le noyau de h est réduit au vecteur nul, de plus d’apres le théoréme du rang
dim(ker(h)) + dim(f]m(h)) = dim(R,[X]) dim(f]m(h)) =2
Donc Jm(h) = R,[X], autrement dit h est surjective, finalement h est bijective.
Allez a : Exercice 66

Sa=b=0

Correction exercice 67.

1. a et b ne sont pas proportionnelles donc (a, b) est libre, de plus (a, b) est une famille génératrice de H
donc c’est une base de H, d’ou dim(H) = 2.

2. Soit Oy I’application nulle, Ox(In(2)) = 0 donc O € F
Soient f; € F et f, € F, donc f;(In(2)) = 0 et £,(In(2)) = 0 et soient 1;, 1, deux réels

(A1 f1 + A212)(Un(2)) = 4, £/1(n(2)) + A, £,(In(2)) =2, X 0+ 1, X0 =0

Donc A4 f; + A,f; € F, F est un sous-espace-vectoriel de H.

3. Onrappelle que

1
In(2) -In(2) 243
e +e 5
ch(In(2)) = . =— 2 _ Z
1
In(2) _ ,-1n(2) 2—=
e e 3
sh(In(2)) = . =— 2 _ 2
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cFo { fEH - {Elxl,u € Roof Frhddo 18b gi.{fl/l,u ER Vx ER f(x)=Aa(x)+ ub(x)
/ Fn(@) =0 Fn(2) = 0 Fan(2) = 0

{EI/I,u ERVx€eER f(x)=2Aa(x)+ ub(x)
Aa(In(2)) + ub(In(2)) =0
JLueERVxeER f(x)=2a(x) + ub(x)
S 5 3

AZ'F,UZ =0
JLueRVxeR f(x)=2alx) + ub(x)
S 3
A= —gﬂ

3 3
SIJueRVxeER, f(x)= —g,ua(x) +ub(x) @ ueER,f :,u(—ga+b)

F est un espace de dimension 1 dont une base est —%a + b.

4.
a) Soient f; € H et f, € H et soient A4, A, deux réels.
oA f1 + 2212) = (A1 f1 + A212) (= 1n(2)), (A1 f1 + A212)(In(2))
= (A1f1(=In(2)) + 2, /2(=1In(2), A, f1 (= In(2)) + A, f>(—=1n(2))
=L (f1i(=In(2), f1(n(2)) + 2, (f2(—=In(2), f2(In(2)) = A, 0(f1) + 20(f2)
Donc ¢ est une application linéaire.
b) Soit f € ker(p), IL,u € R,Vx € R f(x) = Aa(x) + ub(x)

B _ B f(—In(2) =0
0() = (00) & (F(~In(@), FIn(@) = 00 = {/ o1 5 =
5 3
{Aa(— In(2) +ub(~n@) =0 _ J* 37 #3=0 {/1 =0
Aa(In(2)) + ub(In(2)) =0 5 3 u=2~0
/11 + ,uZ =0
Donc f = O, le noyau de ¢ est réduit au vecteur nul donc ¢ est injective, d’aprés le théoréeme du

rang
dim(ker(¢)) + dim(Im(¢) = dim(H) & dim(Im(p) = 2
Ce qui montre que ¢ est surjective, finalement ¢ est surjective donc bijective.
Allez a : Exercice 67

Correction exercice 68.
1. SoientA € A,(R) et B € A,(R) et soient A et u deux réels.

La matrice nulle O vérifie t0 = —0
Y(AA + uB) = A'A+ u'B = A(—A) + u(—B) = —(AA + uB)
Donc A, (R) est un sous-espace vectoriel de M, (R).
Soient 4 € §,,(R)et B € §,(R)et soient A et u deux réels.
La matrice nulle O vérifie t0 = 0
Y(AA+ uB) = A'A+ u'B = AA+ uB = AA + uB
Donc §,,(R) est un sous-espace vectoriel de M, (R).

t t
2. (Z5) =34+ 4(4) =5 (‘A + 4) donc

A+ta
2

€ 5p(R)

t(#) — %(tA — t(t4)) = %(tA —4) = —%(A —t4) donc A‘ZJ € A, (R)

3. Pour toute matrice 4 :
1 1
A= E(A + tA) +§(A - tA)
Donc A,(R) + §,(R) = M, (R).
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4. SoitA € A,(R) NS, (R), 'A = —A etdha hd@8s db Faind d’00 4 = 0.
A,(R) NS, (R) = {0} et A,(R) + S, (R) = M, (R) entraine que A,(R) P S, (R) = M, (R).

s=guro=3(G DG D)

S N U
~_ —

o N|luUul -

2

W
N—
I
/N
W =
N
N——
N———
I
(U
S N

_1 _1(n
Aa—E(A—tA)—2<(

A est lasomme de A € S, (R) etde 4, € A,(R).
Allez a : Exercice 68

Correction exercice 69.
1. dim(M,(R))=2%x2=4
2. SoitA= (Z 2) € ker(¢)
pM)=0o4-4=0s(} 2)—(‘; Z):(g 8)(:>b=c
4= J=alo 9+ 9)+e(g I
La famille de matrices

((é 8)(2 (1))(8 2)) engendre ker(¢) et

«(d 8@ DG D=0 D5 =0 Hea=p=r=0

Montre que cette famille est libre, elle forme donc une base de ker(¢) et dim(ker(¢)) = 3

3. SoitA=(Z C)
pw=( - D=0, h=e-oF

d
, ,: , . (0 -1
Par conséquent I’image de ¢ est la droite engendrée par la matrice /] = ( 1 0 )

Im(¢) étant une droite, toute matrice de cette image est proportionnelle a J.
Allez a : Exercice 69

Donc

Correction exercice 70.

1.
1 1 1 1 0 0 1 0 0
a b c |=| a b—a c—al=b—-a)(c—a)| a 1 11=0
b+c a+c a+b b+c a—b a-c b+c -1 -1
2.
a)
L11 le L13 lil Lzalq L36L1 1 0 0
= =(c—-b)(d-b)|b 1 1
b ¢ d b c¢c—b d—0>b 2
b2 2 a2l lp2 c2—p2 g2 _p? b* c+b d+b
=(c=b)(d—-b)(d—-c)
b)
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1 1 1 gofispdite dlpain O 0
a b ¢ d|_|a b-a c—a d—a
a? b? c¢? d?| |a® b*—a® c?—-a* d*-a?
a® b® ¢ d3 a® b3—a® c3-a® d®-ad
1 0 0 0
a b—a c—a d—a
= |a? (b-a)(b+a) (c—a)(c+a) (d—a)(d+ a)
a> (b—a)(b?+ba+a?) (c—a)(c?+ac+a?) (d—a)(d?+da+a?)
1 0 0 0
a 1 1 1
=0b-a)lc-ald-a a? b+a c+a d+a
a® b>+ba+a® c*+ac+a* d?+da+a?
1 1 1
=b-a)(c—a)(d—-a) b+a c+a d+a
b? +ba+a? c*+ac+a® d?*+da+a®
1 1 1
=b-a)c—a)d-a)| b c d |lz—ah
b2+ba c*+ac d?+dalls—a"Ly
1 1 1
=b—-a)(c—a)[d—a)|b ¢ d
b2 2 g2 Ly —al,

=b-a)(c—a)d—-a)(c—b)(d—-Db)(d—rc)
Allez a : Exercice 70

Correction exercice 71.

1.
i C C; € C G-0 (G-0CG -0
a a a a a 0 0 0 b—a b—a b—a
a b b bl=la b—a b-a b—a|l=alb—a c—a c—a
a b ¢ c a b—a c—a c—a b—a c—a d-a
a b ¢ d a b—a c—a d—a
C; C, Cs o C,—C, C3—10C;
1 1 1 1 0 0
= alb a)b—a c—a c—a = alb a)b—a c—b c—b
b—a c—a d-a b—a c—b d-»
c—b c—b 1 1
=a(b—a)|c_b d_b|=a(b—a)(c—b)|c_b i
=alb—a)(c—b)(d—-c)
ra=10
ou
a=>»>
2. A =01 ou
b=c
ou
\¢c=d

Allez a : Exercice 71

Correction exercice 72.
Premiére partie
1.

X1
Soitx = (xq,x,,x3) et X = <x2>
X3
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Q@ Soalr<a

Dbcs apbrtes 2y 0 X1 — Xy — 2x3 = 0

xEkerW)eAX=0e|-1 1 2 ||x|=|(0]e{—x+x+2x3=0

1 0 -1/\x3 0 X —x3=0
@{xl—x2—2x3=0©{xz—_x3

X1 = X3 X1 = X3

X = (X3, —X3,X3) = X3(1, _1'1)
On pose a = (1,—1,1) et alors ker(u) = Vect(a)

X1 1
2. On pose Xb = (x2>, Xa = (—1)
X3 1

1 -1 -2 X1 1 X1 — Xy — ZX3 =1
ub)=acAX, =X o|-1 1 2 |[xn]|=(-1]|e{-x+x+2x=-1
1 0 -1/ \X3 1 X1 —x3 =
— X, — = X, = —X
@{x1 X —2x3=1 { 2 3

X1:1+X3 x1:x3+1
On prend, par exemple x; = 0 alors b = (1,0,0)

3. Soientx € E;, x' € E; et 1 et 1’ deux réels

uAx + A'x") = Aulx) + Aulx’) = Ax + A'x’
Donc
Ax +A'x" € E;

u(ORB) = ORB = ORS € El
Donc E; est un sous-espace vectoriel de R3.

1 -1 =2\/*% X1 X1 — Xy — 2X3 = Xq —x, —2x3 =0
xEEl(:><—1 1 2)(xz>:<xz>@{—x1+x2+2x3=x2(:> —x1+2x3=0
1 0 -1 X3 X3 X1 — X3 = X3 X1 - ZX3 =0
{xz = —2x3
S

X1 = 2X3

x = (2x3, —2x3,x3) = x3(2,—2,1)
Sion pose ¢ = (2,—2,1) alors E; = Vect(c).

4,
1 1 2
det(a,b,c)=|-1 0 =2|=-— |_11 _12| =—1%#0
1 0 1
Donc (a, b, ¢) est une base de R3.
5.
u(a) = Ops
u(b) =a
u(c) =c
Donc
0 1 0
e (o 0 o>
0 0 1
6. T =0Q 1AQ
Deuxieme partie
1.

1
O =Q+X+X)XT-(1+2X+ X2+ X)X 0+ (-1+ X + X2 + X3 +X*) x 0
=2+X+X°

1
f(X)=(2+X+X2)X—(1+2X+X2+X3)><1+§(—1+X+X2+X3+X4)xo
=2X+ X +X3—-1-2X-X?-X3=-1
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FX?) = (2+X + X)X — (1 +2x $%2 15?’3*)6&‘?)(“‘9}’%(—1 +X+ X2+ X3+ XY x 2

=2X2 4+ X34 XY —2X —4X2 - 2X3 —2X* -1+ X+ X2+ X+ Xt =—-1-X —X?
fla+BX +yX?) = af (1) + Bf(X) +vf(X?) € Ry[X]
Car f(1) € Ry [X], f(X) € Ry[X] et f(X?) € Ry[X]

fA f&XO &
B = (2 -1 —1> ¥
1o 1)
1 0 -1
1
3. Lescoordonnées de P, = 1 + X + X2 dans la base B sont (1)
1

1
Les coordonnées de P; = 1 + X dans la base B sont <1>
0

2
Les coordonnées de P, = 2 + X + X2 dans la base B sont (1)

1
11 2

det(Po, PP =[1 1 1 :H i|+|i i:_lio
10 1

En développement par rapport a la troisieme ligne.
Donc (Py, Py, P,) est une base de R,[X].

4,
2 -1 -1\ /1 0
Les coordonnées de f(P,) dans la base B sont <1 0 —1) (1) = (O)
1 0 -1/ \1 0
Donc f(Py) =0
2 -1 -1\ /1 1
Les coordonnées de f(P;) dans la base B sont (1 0 —1) (1) = <1>
1 0 -1/ \0 1
Donc f(P,) =1+ X+ X% =P,
2 -1 -1\ /2 2
Les coordonnées de f(P,) dans la base B sont <1 0 —1) (1) = (1)
1 0 -1/ \1 1
Donc f(P,) =2+ X+X?>=P,
Donc
fPo) f(P) f(P2),
0 1 0 0
T' = p, =
(O 0 0) 1
o o 1/ P
5 T' = Qr—lBQl

Troisiéme partie

Q'BQ'=Q7'AQ © QQ'T'BQ'QT =4 (Q'QHBQQQH =4
Donc A et B sont semblables.
Allez a : Exercice 72

Correction exercice 73.
1. Six € ker(v) alors v(x) = 0g, alors v(v(x)) = v(0g) = 05 donc x € ker(v?),
cela montre que ker(v) c ker(v?), de méme si x € ker(v?) alors v2(x) = 0, alors v(v2(x)) =
v(0g) = 0 donc x € ker(v?), cela montre que ker(v?) c ker(v?3) et ainsi de suite.
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. X3 , .
2. Soitx = (x1,%p,x3,%,) €t X =| .~ |ses coordonnées dans la base canonique.
3

Xg
0 1 0 1 X1 0
) _ -1 0 1 3 X21_1[0
x € ker(u + ldR4) S A+DX=0s 0 1 0 -1 x3 ] \o
0O 0 0 2 Xy 0
X5 +X4=O x2—0 —
- +x3+3x,=0 —x;+x3=0 S
o X1 3 4 PN 1 3 ox, =
x4 =0
ZX4_=O 4_0
X = (xll O! X1, 0) = xl(l’o'l’o)
0 1 0 1 0 1 0 1 -1 0 1 5
2_(-1 01 3})|f-1 01 3)|_[0 00 4
Aa+n=\4 10—1 0 10—1_—1011
0 0 O 0 0 O 0O 0 0 4
—1 0 1 5\ /% 0
) 0 0 4\[x2)_|[O
x Eker((u+idgs))) @ (A+D*X =0 _1 o0 1 1/lxs] 1o
0 0 4/ \X4 0
—x1+x3+5x4—0
4x, =0 X3 =X
< _x1+X3+X4_=O®{x4—:0
4‘x4=0

x = (xq,x5,%1,0) = x,(1,0,1,0) + x,(0,1,0,0)
((1,0,1,0), (0,1,0,0)) est une famille de vecteurs non proportionnels (donc libre)
qui engendrent ker((u + idgs)?), il s’agit d’une base de ker((u + idgs)?).

0 1.0 1\/-1 0 1 5 00 0 0
101 310 00 4 00 0 0
A13= =
(A+1) 0o 10 -1Jl-1 0 1 1 000 0
0o 00 2/\o0 0 0 4 000 8
0 0 0 0\ /% 0
o o 000 0\[x) (o B
xeker((u+ld]R4))(:)(A+I)X—0<:>0000 x3_0<:>x4—0
00 0 8 \x 0

x = (x4, %4,%3,0) = x,(1,0,0,0) + x,(0,1,0,0) + x3(0,0,0,1) = x,€; + x,€, + x3€3
(e4, €5, e3) est une famille (évidement libre) qui engendre ker((u + idgs)?),
c’est une base de ker((u + idgs)3).

0 1.0 1\ /0 00 0

. [=1 01 31\[o {000 o0

@+D =1 o 1 o Z1)lo =lo 0 0 o
0o 00 2/\0 0 0

0
0
0
8
0
x €ker((u+idg)) & (A+D*X =0 & 8
0

0

0

0

0 16
0 X1 0
0 X2 0
-6
16/ \Xa 0

ker((u + idge)®) = ker((u + idgs)*)
p=3

SO O OCooco o
SO OO ocoo o

a) a=(1010)etX, =

O R O K
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b) Onpose b = (xq1,x3,x3,%,) €t et X, = ses coordonnées dans la base canonique

X3
Xg
0 1 0 1 X1 1
a=@+idg)®) s U+DX, =X, | 0T o 2= )
0 0 0 2 X4 0
X, +x4 =1 x, =1 _
X3 = X1
—x1+x3+3x4=0® —x1+x3=0® X, =1
X, — x4 =1 x, =1 X, =0
2x, =0 X, =0 *

On prend, par exemple x; = 0, b = (0,1,0,0).

(u + idge)?(b) = (u+ idgs) o (u + idgs)(b) = (u + idge)(a) = Ogs
Donc b € ker((u + idgs)?)
D’autre part, a et b ne sont pas proportionnels ils forment une famille libre d’un espace de
dimension 2, c’est une base de ker((u + idgs)?).

X1
C) Onpose c = (xq,x,,x3,%,) €t X, = x; | S€S coordonnées dans la base canonique
X4
0 1 0 1 X1 0
, -1 0 1 3 X2 1
b=@+idgs)c) e A+ DX, =X, & 0o 10 -1llxl=lo
0 0 0 2 Xy 0
xZ + X4_ = 0 XZ - O _
_x1+X3+3.X4_=1 _X1+X3=1 x3_x1+1
S S x, =0
xZ_X4=0 XZ=1 x_O
ZX4_ - 0 X4_ - O 4
On prend, par exemple x; = 0, ¢ = (0,0,1,0)
. X3 = X1
x € ker((u + idgs)?) © {x4 —0

X3 = X
Les composantes de ¢ ne vérifient pas {;’4 _ 01 donc ¢ & Ker((u + idgs)?), de plus (a, b) est une

famille libre de ker((u + idgs)?) par conséquent (a, b, ¢) est une famille libre, elle a trois vecteurs dans
un espace vectoriel de dimension trois, ¢’est une base de ker((u + idgs)?).
dya=w+idgs)(b) @a=ub)+beoulbb)=a->b
b=+idgs)(c)eb=ulc)+coulc)=b—-c
4. les coordonnées de d dans la base canonique sont

-1 1 0 1
-1 -1 1 3
0 1 -1 -1
0 0 0 1

_ O R =
_ O R =

Doncu(d) =d

5. x € ker((u +idgs)?®) © x, =0
Les composantes de d ne vérifient pas x, = 0 et (a, b, ¢) est une famille libre de ker((u + idgs)®) donc
(a, b, c,d) est une famille libre, elle a quatre vecteurs donc c¢’est une base de R*.

6.
u(a) u(b) u() u(d)
-1 1 0 0\ ¢
T=[o0 -1 1 o0)\Pb
0 0o -1 1]¢
0 o o 1/4d
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e TreR

ThossPa bdesdd mmi TP 1

7.
01 0 0 01 0 0N/0 1 0 O 0 01 0
[0 0 1 o0 , [0 0 1 0o}[f0 0 1 0} [0 0 0 O
T+1_0001:>(T+1)_00010001_0000
0 0 0 2 0 00 2/\0 0 0 2 0 0 0 4
01 0 0N/0 0 1 0 0 0 0 0
;_[0 0 1 0l(f0 0 0 O} _[0O O O O
T+D"=1g 5 0 1/lo 0o 0 o/={0 0 0 o
0 00 2/\0 0 0 4 0 0 0 8
-2 1 0 0
0 -2 1 0
r—=1I 0 0 -2 1
0 0 0 0

(T+D3(T-=0
A+1=PTP Y+ PIP'=P(T+DP = A+D3*=P(T+13pP?
Et
A—I1=P(T-1P?!
A+D3A-D=PT+DPP(T-DPL=P(T+D¥(T-DPt=POP1=0
Allez a : Exercice 73

Correction exercice 74.
1. Siu € ker(g) alors g(w) = Ogs alors g(g(u)) = g(0gs) = Ogs donc u € ker(g?), cela montre que
ker(g) c ker(g?)
Si u € ker(g?) alors g?(u) = Ogs alors g(g?(w)) = g(0gs) = Ogs donc u € ker(g3), cela montre
que
ker(g?) c ker(g?)

a) g° = Oy gs)donc pour toutu € R?, g*(u) = Ogs. Donc Ker(g*) = R® et donc dim(Ker(g®) = 3
{Og3} & ker(g) & ker(g?) & ker(g®)donc 0 < dim(ker(g)) < dim(ker(g?)) <
dim(ker(g3)) =3
Donc dim(ker(g)) = 1 et dim(ker(g?)) = 2
b) Siv € Im(g) alors il existe u € R3 tel que v = g(u) donc g?(v) = g3(u) = Ogs, donc Im(g) c
ker(g*)
D’aprés le théoréme du rang : dim(ker(g)) + dim(]m(g)) = 3 donc dim(Im(g)) = 2. Comme
dim(ker(g?)) = 2 aussi, on en déduit que Im(g) = ker(g?).
3. a € ker(g) c ker(g?) = Im(g) donc il existe b € R3 tel que a = g(b).
g2(b) = g(a) = Ogs donc b € Ker(g?).
Aa+ ub = 0gs = g(la+ pb) = Opz = Ag(a) + ug(b) =O0gs > pa =0z 2> u =0
On remplace dans Aa + pub = Ogs, d’ou I’on tire que A = 0. La famille (a, b) est libre.
4. b € ker(g?) = Im(g) donc il existe ¢ € R3 tel que b = g(c).
g?(c) = g(b) = a # Ogsz donc ¢ ¢ ker(g?) or (a, b) est une famille libre de ker(g?) donc (a, b, ¢) est
une famille libre a trois éléments dans R3, un espace de dimension 3, c¢’est une base.
gl@ gb) g()

5 0 1 o0\ ¢
o o 1) P
o o0 o ¢

-9 -3 -12
6. La matrice de f + Id dans la base canoniqueest: A+ 1 = ( 5 1 7 )
6 2 8
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La matrice de (f + Id)? dans la base canonique est :

-9 -3 -12\ /-9 -3 -12 -6 0 -9
(A+D?*=| 5 1 7 5 1 7 |1=12 0 3
6 2 8 6 2 8 4 0 6

La matrice de (f + Id)? dans la base canonique est :

-6 0 —-9\/-9 -3 -—-12 0 0 O
A+D*=(2 o0 3 5 1 7 |=10 0 O
4 0 6 6 2 8 0 0 O

Donc (f + 1d)® = O,(gs), par conséquent ker((f +1d)*) = R?
(A+D? # 0 donc (f + 1d)? # Ogs), il existe donc un vecteur x de R® tel que (f + 1d)*(x) # Os

Donc ker((f + Id)?) < ker .
Autre méthode :
on détermine une base de ker((f + Id)?)

-6 0 -9\ /%1 0
xEker((f+1d)2)<:>(A+I)2X=0<:>(2 0 3>(x2>=(0)

4 0 6 X3 0
_6x1_9x3:0 3
{2x1+3x3=0 (:)2x1+3x3=0=>x1=—§x3
4x1+6x3:0

3

3
x = (xq1,X,%x3) = (_EX3,.X2,X3> = Ex3(—1,0,2) + x,(0,1,0)

(—1,0,2) et (0,1,0) sont deux vecteurs non proportionnels, donc libre de ker((f + Id)?), d’autre part ils
engendrent ker((f + 1d)?), il s’agit d’une base de ker((f + Id)?), et dim(ker((f + Id)?)) = 2
Donc ker((f + Id)?) ¢ ker((f + 1d)?®) = R3

0 -6 0 —9\ /0 0 0 -9 -3 —12\ /0 -3
(A+I)2(1)=<2 0 3)(1)=<0>et(A+1)<1)=<5 1 7)(1)=<1)¢
0 4 0 6/\0 0 0 6 2 8/\0 2
0
8
0

Donc (0,1,0) € ker((f + Id)?) et (0,1,0) & ker(f + Id)
Donc ker(f + Id) & ker((f + 1d)?)
Autre méthode :
On calcule la dimension de ker(f + Id).
—3 —-12 0 —9x; —3x, —12x3 =0
x €ker(f +1d) & (A+I)X—0=>< )(x2> = (0)@{ 5x; +x, +7x3=0

X3 0 6x1 + 2x2 + 8x3 =0

S 5% + x5+ 7x3 =
3x1 + x5 +4x3 =

x1 = —3x
<:>{ 1 2
x3=2x2

Donc x = (x4, x5, x3) = (—3x3, x5, 2x,) = x,(—3,1,2), ker(f + Id) est la droite vectorielle engendrée
par le vecteur (—3,1,2). dim(ker(f + Id)) = 1, comme ker(f + Id) c ker((f + Id)?) et que
dim(ker(f + Id)) < dim Ker((f + Id)?), on aker(f + Id) & ker((f + Id)?)
I reste @ montrer que ker(f + Id) # {Ogs}, on vient de montrer que dim(ker(f + Id)) = 1, donc c’est
fini.

7. D’apres la question précédente a = (—3,1,2)
Soit b = (xq, x5, x3) tel que (f + Id)(b) = a

3x1 +x, +4x3 =
{ SX1+XZ+7X3_O 3L2_5L1{ _2x2+X3=0

8 {3x1 + Xy + 4‘x3 3x1 + Xo + 4‘X3 =0
=0
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-9 _3)00;:_%2;:4:%679. 3 _9x1 - 3X2 - 12X3 =-3
(A+I)Xb:Xa<:> 5 1 7 X2 | = 1 = 5x1+x2+7X3:1

6 2 8 X3 2 6x1 + 2x, +8x3 =2
@5x1+x2+7x3=1<:>5x txy 4+ Txs =1 32 =5l —2x, + x5 = -2
3x1+xZ+4’X3:1 1 2 37 2 3

31 + x5 +4(—2+2x,) =1 3x, =—9—9x x; =3—3x
‘:’{ ' x23 = —(2 +2x, Dole {x31= 2t2x, © {x31= 22421,
On peut prendre n’importe quelle valeur pour x,, en géneral on prend 0, mais ici, x, = 1 est plus
adapté.
b = (0,1,0) convient.
-9 -3 —12\ /% 0 —9x; —3x, —12x3, = 0
(f+Id)(c)=be (A+DX. =X, <:>< 5 1 7 )(xz>= (1)@{ 5x; +x, +7x3 =1

6 2 8 X3 0 6x1 + 2x2 + 8x3 =0

3x1+x2+4x3:0 3x1+x2+4X3=0 3x1+x2+4x3:0
S tnt7n=1e) Yo, +7x.=1"3La—=5L1 _2x 4+ x.=3
3x1+x2+4‘X3=0 1 2 3T ? ’

3x1 +x, +4(3+2x,) =0 3x; = —12 —9x X, =—4-—3x
‘:’{ ' x23=3(+2x22) ‘:’{ ;3=3+2x2 2‘:’Ug=3+2x22
Je prends, par exemple x, = —1, on trouve alors x; = —1etx; = 1doncc = (—1,-1,1)
8. On rappelle que, choisit ainsi, (a, b, c¢) est une base.
(f+1d)(a) =0gs © f(a) +a =0ps © f(a) = —a
Ff+Id)b)=as f(b)+b=a< f(b)=a—-»b
Ff+Id)(c)=bo f(c)+c=bo f(c)=b-c

-1 1 0
Mat(a’b'c) (U.) = 0 -1 1

0 0 -1

Donc

Allez a : Exercice 74
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