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Les Mathematiques, depuis toujours, sont des mysteres pour les éléves, tout simplement
parce qu’ils ignorent certains principes d’apprentissage :

1% étape : la connaissance

2éme

étape : la compréhension
3™ étape : I’application
4°™ étape : I’analyse

5éme

étape : la synthése

Ces cing différentes étapes sont primordiales pour assimiler les cours de mathématiques
afin de pouvoir aisément traiter des exercices ...

La connaissance

Cette étape passe par la mémorisation des définitions, des propriétés et des formules.
Chaque éleve doit étre capable de se souvenir simplement, de se rappeler des formules
qu’il a vu durant le cours ...

La compréhension

Elle vient apres la connaissance ; en effet peut-on comprendre ce qu’on ne connait pas ?
Comprendre les formules, c’est saisir leur signification afin de pouvoir les traduire, les
interpréter, les reformuler.

L’application
C’est utiliser ce qu’on a compris dans des situations nouvelles ; résoudre un exercice qui

fait simplement appel a votre mémoire et votre compréhension : passer du général au
concret

L’analyse

Cette étape consiste a décomposer les parties d’un exercice, identifier les formules a
utiliser : mettre en relation vos connaissances, votre compréhension et votre attitude a
appliquer les formules.

La synthese
C’est mettre en rapport des connaissances des différentes parties d’une legon ou de
plusieurs legons
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L’objectif premier de I’auteur est d’aider les éleves a s’approprier dans 1’ordre ces
cing etapes ; a cet effet les annales de la collection qu’il a mis a la disposition des
apprenants sont composées de trois (3) grandes parties :

- Les cours
- Des exercices corrigés ( corrections détaillées et commentées )
- Des exercices proposés ( non corrigés )

Afin de mettre a la disposition des éleves de Terminale D ,
des annales de mathématiques leur permettant d’optimiser leur résultat scolaire ,
I’auteur a scindé en trois (3) tomes les cours qui font la spécificité de la série D .

Tome 1

Quelques formules utiles pour la Terminale D - Limites et continuité -
Dérivée et primitives - Intégrales - Equations différentielles - Suites
numeériques - Dénombrements et probabilités

Tome 2

Fonction logarithme népérien - Fonction exponentielle népérienne,
Fonctions exponentielles , Fonctions puissances - Etude de fonctions
Nombres complexes - Similitudes - Statistiques

Tome 3
Etude de fonctions ( les Corrections sont détaillées et commentées )

« Sans la maitrise des formules , les Mathémaﬁques restent un mystere »
L’auteur
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L’objectif des annales de Mathématiques que vous tenez dans vos mains est de
permettre aux €léves des classes de Terminale D d’affronter aisément les études de
fonctions dans les problemes dans un devoir, un examen blanc ou 1I’examen du
Baccalauréat en fin d’année scolaire.

Un sujet de Mathématiques en Terminale D noté sur 20 , est généralement composé de
deux exercices et d’une étude de fonction communément appelée probléme ; la note du
probléme varie entre 09 et 12 .

Comprendre et maitriser une étude de fonction revient a maitriser :
- Le questionnement
- Les méthodes de résolution
- Larédaction

De plus chaque éléve doit savoir qu’une étude de fonctions a pour objectifs de faire
ressortir certains elements qui permettront de construire la courbe représentative de la
fonction dans un repere.

Voici la liste de quelques chapitres qui interviennent dans une étude de fonction

- Limites et continuité

- Dériveées et primitives

- Fonctions logarithme népérien

- Fonction exponentielle népérienne
- Calcul intégral

- Equations différentielles

Il existe au moins trois (3) types de problémes :

- une fonction donnée de maniére explicite suivie de questions
- un tableau de variation suivi de questions

- une courbe suivie de gquestions

L’un des objectifs de ces annales c’est exposer des problémes " de types BAC " afin
d’aider les éléves a mieux se préparer.
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0]

U Quelques propriétes a retenir

(1) Quelques éléments intervenant dans la construction
de la courbe représentative d’une fonction

(1) L’ensemble de définition
I1 donne sur I’axe (OI) des abscisses 1’intervalle sur lequel on doit tracer la courbe

(2) Les extremums relatifs et les limites aux bornes de I’ensemble de définition
Ils donnent I’axe (O]) des ordonnées I’intervalle sur lequel on doit tracer la courbe

(3) La continuité et/ou la dérivabilité en un point
Elles apportent une certaine précision de la construction de la courbe a 1I’approche
du point concerné

(4) Les asymptotes, les tangentes et les demi-tangentes
Elles guident la courbe

(5) Les positions relatives de la courbe par rapport a une tangente
Elles permettent de mieux disposer la courbe par rapport a une tangente
Attention : Une tangente a une courbe en un point d’abscisse x, peut couper la
courbe en un autre point

(6) Les branches paraboliques
Elles donnent I’allure de la courbe en —oo et/ou +oo

(7) Le tableau de variation
Il donne I’allure générale de la courbe

(8) Unites graphiques ( cas particulier du papier millimétré )
e Pour tracer les axes du repere, on tient compte de deux éléments :
1- L’ensemble de définition pour I’axe des abscisses
2- Les extremums ( maximums et minimums ) pour I’axe des ordonnés

e Pour graduer le repére, on tient compte des unités graphiques proposées par
I’exercice sans oublier que le papier millimétré est déja gradué en cm
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Unité graphique : 1 cm

Unité graphique : 2 cm
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Unité graphique : 4 cm

Unité graphique: Ol =2cm et OJ=1cm
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Unité graphique: Ol =3 cm et 0] =2cm

Quelques éléments a considérer avant la construction d’une courbe

Ensemble de définition

Extremums ( relatifs et/ou absolus)

Tangentes , asymptotes et branches paraboliques
Position relative de la courbe par rapport a une tangente
Continuité et dérivabilité en des points particuliers

gl B~ W N

Tableau de variation

’gim Terminale = BAC

Eleve — Travail
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(2) Limites et continuité

Détermination de I’ensemble de définition d’une fonction

Les fonctions données de maniere explicite se présentent généralement sous deux (2)
formes : avec ou sans raccordement

Proposition de méthode
(1) Toute expression qui est sous une racine carrée doit étre supérieure ou égale a 0

Si f(x) =/u(x) alors x € D < wu(x) =0 etconditions sur la fonction u
(2) Tout dénominateur d’un quotient doit étre différent de 0
ux
Si f(x) = % alors x € Dy < v(x)# 0 etconditions sur la fonction u

En particulier si la racine carrée est au dénominateur alors la condition change

. _u(x) . .
Si f(x) = N alors x € Dy & wv(x) > 0 etconditions sur la fonction u
ux
Si () = ——)

——=— alors xeéDf & v(x)=0 et Jv(x)+a+*0
Jr(x) +«a . .
et conditions sur la fonction u

Fonction avec raccordement

1% cas
Soit I unintervallede R telque a € I (il estaussi possiblequea &1 )
Vxel, f(x)=9g(x) ; six#a

fl@=b

sz{xel et xEDg} Uf{al

={InD,} u{a}

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
10

—~
—



Marathon de Buﬁer@ " Etude de Fonctions " Terminale 0

2™ cas
Soit I et J deux ensembles non vides de R

vxel, f(x)=gk)
vxe], f(x) =h)

Dy = {xel ethDg}U{xE] et x€ D, }
= {InD,}u{Jn Dy}

Dans un calcul de limites, lorsqu’on ne peut pas conclure, on dit qu’il y’a une forme
indéterminée. On releve quatre (4) types de formes indéterminees :

(1) 00— oo (2) 0x o 3 2 @ 2
0 00
Astuce
Les formes suivantes ne sont pas des formes indéterminées :
os) _ 0 _ Réel Réel
Réel ’ Réel ’ 0 ’ T

Pour ne pas les oublier on peut se servir de la phrase : « IRl de ORO est le ROI de RIO»
IRl : Infini sur Réel donne Infini
ORO: zéro sur Réel donne zéro
ROl : Réel sur zéro donne Infini

RIO : Réel sur Infini donne zéro
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e Propositions de méthodes pour les calculs de limites ;ir;n f(x)
—X0

En Terminale le calcul de limites se fait par étapes, en tenant compte des propriétés
particulieres comme :

(1) les limites de fonctions polynomes et de fonctions rationnelles a Uinfini

Limite a linfini d’une fonction polynome

La limite a I’'infini d’une fonction polyndme est égale a la limite a I’infini du mon6me
de plus haut degre de ce polyndme ( Attention au signe du coefficient )

Limite a Uinfini d’une fonction rationnelle

La limite a I’infini d’une fonction rationnelle est égale a la limite a I’infini du quotient
du mondme de plus haut degré du numérateur et du mondme de plus haut degré du
dénominateur ( Attention au signe des coefficients )

(2) les limites a gauche et a droite
Soit a un nombre réel.

1
Limite a gauche ( ou limite par valeurs inférieures ) : }m v—a_ 2
<
- - \ - - - /7 - - 1
Limite & droite (ou limite par valeurs supérieures ) :  lim r—a +00
>

Attention a lutilisation de ces formules
Pour certains éléves, limite a droite donne toujours +oo et limite a gauche donne —oo .
Ce n’est pas toujours vrai !!!

Sinon , le calcul d’une limite , de maniére générale se fait par étapes :

1% étape : la vérification (elle se fait rapidement au "' brouillon ')
Cette étape consiste a remplacer simplement le x de la fonction par x, , puis
verifier le résultat du calcul obtenu :
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lir%(2x2+5x—4)= 2xXx32+5x3—-4
X—

=2%X9 4+ 15 —4
= 18 + 15 —4
= 29 (réel)
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On peut obtenir comme résultat de cette verification : trois (3) types de résultats
- unréel ( nul ou nonnul )
- infini (—c0 ou 4o )
- une forme indéterminée

2éme

étape : utilisation du résultat de la vérification
* Si le résultat est un réel , on " peut " recopier la démarche sur la copie

1irr§(2x2+5x—4)= 2%x32+5%x3—-4
xX—
=2%X9 4+ 15 —4

= 18 + 15 —4
= 29

*  Sile résultat est infini, on peut utiliser les propriétés concernant les limites a
gauche et a droite pour déterminer le signe ( ¢’est-a-dire —oco ou +oo )
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y —5x+8_1_ g 1
lim ————=lim l(— x + )><x_2
> >
=}Cl_r>r% (=5x+8) x }Cl_rgx_z
> >
(lim (=5x+8)=-5x2 + 8=-2
>
or 1
lim = +o0
X2 x — 2
>
. —5x+8
lim ———= -2 X (4)
x-2 x—2
>
= —o00

*  Si le résultat est une forme indéterminée, on ne peut pas conclure , mais on peut
utiliser I’une méthodes ci-dessous pour lever 1’indétermination :
(1) Expression conjuguée
(2) Factorisation
(3) Expression conjuguée et factorisation
(4) Définition du nombre dérivé ( ou taux de variation )
(5) Changement de variable
(6) Théoreme des Gendarmes  ( Encadrement )
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Méthode de changement de variable affine
enposant X =ax+ b ou a et b sontdes réels

De maniére générale, lors du calcul d’une limite a I’aide de la méthode de changement
de variable , il y’a une transformation de la limite afin d’obtenir une limite de référence
ou une limite dont on connait déja le résultat :

1°"¢ étape : en tenant compte de la condition posée : X = ax + b
si xtendversA alors X tend vers aA+ b ( oncalcule)

2°™ étape : remplacer, si possible , tous les x de la fonction par X a ’aide de la
relation X =ax+ b

Exemple VrFi-1 1  Vx—2-1
Sachantque lim —— = — , calculer lim ————— enposant X =x —3
x—0 X 2 x-3 4x —12

Posons X =x—3

- quand x tendvers3 , X tendvers 3—3 =0
- Audénominateur 4x — 12 = 4(x — 3) devient 4X ,car x —3 =X

- Sous la racine carrée
X=x—-3 = x=X+3
= x—-2=X+3)-2
= x—2=X+1

WM Tax—12 AT ax
i L VX+1-1
¥ 27T X
1.1 Lo VXFT-1 1
~1772 C T x T2
1
8
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Lorsque x > A (x tends vers A par valeurs supérieures ou x tends vers A par la

droite )

e si aestpositif (a>0) alors x -a4+»b
>

e Si aestnégatif (a<0) alors x 5aqd4+b
<

Lorsque sz ( x tends vers A par valeurs inférieures ou x tends vers A par la

gauche)

e si aestpositif (a>0) alors X >ad+b
<

e Si aestnégatif (a<0) alors X > ad+b
>

Applications et exemples
Calculer les limites suivantes a I’aide du changement de variable proposé

o x+1
a) lim T enposant X = 2x — 4
>
4x + 7
b) lim a en posant X = —x — 3
X—>-3 —x —
<

Proposition de solution
On rappelle que d’autres méthodes de calculs peuvent €tre utilisées

a) Posons X =2x —4 ( X=ax+b avec a=2>0 )

Quand x -2 ; X-0
> >

X=2x—4 = 2x=X+4

1
— X=§X‘|‘2

1
= x+1=§X+2+1

1
— X+1:§X+3
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Marathon de Butterfly * Etude de Fonctions ”
1
. x+1 i >X +3
x> 2x —4 X0 X
> >

_y 1 /1
= Im % (5% +3)
>
= 400
(. 1
!J}L‘%}—W
>
car 1
Llim (—X + 3) =3
X-0\2
>

b) Posons X = —x —3

X—-0

Quandx<—>—3; 3

X=—x—-3 = —x=X+3

= x=—-X-3

= 4x =4(—-X —3)

= 4x =—4X — 12

= 4x+7=—-4X-12+7

= 4x+7=—-4X—-5
lim 4x-|_7=1imi_5
*om3—x—3 X200 X

<

1

<

= 400
i 1
1m — = —00
Car J*20X
lim(—4X — 5) = =5
X—-0

<

Email : oualefidele@gmail.com Cel: 58220709
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En classe de Terminale D , les éleves débuteront les études de fonctions avec :

des fonctions polynémes

des fonctions rationnelles

des fonctions avec des barres de valeurs absolues

des fonctions dont I’expression contient des racines carrees

Le constat est le méme chez les éléves :

une peur manifeste des fonctions avec des valeurs absolues ou avec des racines carrees ;

Proposition de methode
e Pour les fonctions avec valeurs absolues, apprendre a donner I’expression de la
fonction sans barres de valeurs absolues.

e Pour les fonctions avec des racines carréees, savoir que toute expression qui se
trouve sous une racine carrée doit étre supérieur ou égale a zéro ; penser aussi a
utiliser , pour les calculs de limite , I’expression conjuguée ou/et la factorisation

Continuité d’une fonction en un point a
Une fonction f d’ensemble de définition D est continue en un point a si:
a €Dy et limf(x)=f(@

Dans le cas ou ’ensemble de définition est de la forme Dy = |b;a[U[a;c| (a € Df)
pour étudier la continuité de la fonction f en , on procede comme suite :

f estcontinueena si: limf(x) =lim f(x) = f(a)

Xx—a
<

Prolongement par continuité
Une fonction f d’ensemble de définition D, admet un prolongement par continuité en a

si: ag Dy et limf(x)=+¢ (ou £ estunnombre réel)
xX—a

Lorsque c’est le cas , le prolongement par continuité de f en a qui est aussi une
fonction qu’on peut notée g , est définie par :

Vx€Dr ; glx) =f(x)

gla)=12¢

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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Asymptotes et branches paraboliques

Soit f une fonction de représentation graphique (C¢) dans un plan muni d’un repére
orthonormé (0, 1,])

1- Apr¢s avoir déterminé I’ensemble de définition Dy de la fonction f, le calcul des
limites aux bornes de Dy « peut » conduire aux résultats et interprétations
suivants :

lim f(x) =Infini = Asymptote verticale

x—Réel

lim = f(x) = Réel = Asymptote horizontale

x—Infini

2- Tableaux récapitulatifs

» Asymptotes

Notions Résultats des calculs Interprétations graphiques
Asymptote lim f(x) = +o0 (ou — o) La droite d’équation x = a
verticale x—a est une asymptote verticale a (Cy)
La droite d’équation y = b
est une asymptote horizontale
lim f(x) = b une ¢ pr 2
Asymptote o a (G) en —oo
horizontale La droite d’équation y = b
lim f(x)=1»>b est une asymptote horizontale
-+ 00
* a (Gf) en +oo
_ B La droite d’équation y = ax + b
im fC) = (ax + b)] = 0 est une asymptote oblique
Asymptote a (Gr) en —oo
oblique La droite d’équation y = ax + b
Jm [f(x) — (ax +b)] =0 est une asymptote oblique
a (Cf) en +oo
Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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» Branches paraboliques

Il existe deux types de branches paraboliques :
la branche parabolique de direction I’axe des abscisses et la branche parabolique de
direction ’axe des ordonnées

Par abus, lorsque le repere est (0, 1,]) alors I’axe des abscisses est la droite (OI) et I’axe
des ordonnées est la droite (0]) , par conséquent on parle de branche parabolique de
direction (OI) ou de direction (0))

La notion de branches paraboliques passe par la calcul de deux limites

- Sic’esten —oo,ondoitcalculer lim f(x) €t lim ()
X——00 X—-— X

- : . ()

- Sic’esten +oo,ondoitcalculer lim f(x) et lim —=
X—+0o0 x—-+o X

. . | x :
Si dans un probleme, on demande de calculer! lim —= (0u lim — > + alors

dans les questions précédentes lim f(x) :i ou lim f(x) ) a déja été calculee ; de
X—>—00

xX—+00

plus le résultat de @est obligatoirement —co ou +oo

De maniére simple le calcul de la limite de [ en —oo et en +oo fait allusion aux
branches paraboliques o
( Par contre le calcul de la limite de f) en 0 ,lorsque f(0) =0 , faitallusion a la
dérivabilité en 0 ) X
Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com ( N Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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Attention : Le calcul de lim j%x) ne suffit pas pour affirmer que la courbe (Cf)

X—00

admet une branche parabolique.
Il faut d’abord Vvérifier que : (1) ,}Lr?o f(x) =0
fx) - f(x)

ensuite  (2) lim—==0 ou lim —= =

X—00 X x>0 X

Exemple : f(x) =%

1

O x
xX—>+o X xX—>+0o X
. 1

=Jim =

On serait « tenter » d’affirmer que la courbe (Cf) admet une branche parabolique de
Direction I’axe des abscisses (OI) alors qu’en réalité :

la courbe (C;) admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en +oo

lim f(x) = lim l=O (0 # o)

X—+o00 X—>+0o X

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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Terminale 1)

Notions

Branches paraboliques de direction I’axe des abscisses (OI)

Résultats des
calculs

lim 2 _
m ——-
X—>—0 X

lim f(x) = et

X——00

0

lim 0

lim f(x) = et
X—+00 x—->+00 X

Interprétations

(C¢) admet une branche
parabolique de direction I’axe

(C¢) admet une branche
parabolique de direction I’axe

raphiques . .
Jrapnig des abscisses (OI) en —oo des abscisses (OI) en +oo
Alluredela | s
courbe - N
Notions Branches paraboliques de direction I’axe des ordonnées (0])

Résultats des
calculs

lim —=

lim f(x) = et
X——00 X—>—0 X

fe _

lim 2 _
1m o
X—=>+0 X

lim f(x) = et

X—+ 00

Interprétations

(C¢) admet une branche
parabolique de direction I’axe

(C¢) admet une branche
parabolique de direction I’axe

raphiques
Jrapnig des ordonnées (0J) en —o des ordonnées (0]) en +o
Allure de la \ /

courbe

)

Email : oualefidele@gmail.com
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(3) Deérivees et primitives

Tableaux récapitulatifs des dérivees

Soit k un nombre réel ,
u et v deux fonctions dérivables

" Ftude de Fonclions ”

Terminale 1)

Tableaux récapitulatifs des primitives

fonctions fonctions derivées fonctions Primitives
u+v u +v
u' xu® (n#-1) (—)u"+1+c
ku ku' ntl
u’ -1 N
’ / - Cc
uxv u' xXv+v Xu Iy (n#1) n—1) xu1
un nxu xu??! u
— 2Vu + ¢
u u' xXxv—v' xXu Vu
v v2 2
, u'vu §u\/ﬂ +c
u
Vu —
2\u 1
In|x| + ¢
1 u’ X
u e & Inju| + ¢
! —
i _nXu ”
un un+1
e* x
Uov u'(v) xv' F
1 ax+b < ax+b
In x = e (a € RY) —e +c
X
u, I u u
In(u) — ue e* +c
u
ex ex
eax+b a X eax+b
e u'e®
Email : Oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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¢ 1l faut savoir que les deux tableaux précédents ne contiennent pas toutes les
formules de derivées et de primitives mais plutot celles qui « interviennent
genéralement » dans une étude de fonctions

On dispose de trois (3) methodes pour déterminer les primitives d’une fonction continue
sur un intervalle :

- La méthode de changement de variable

- La méthode directe

- La methode des dérivées

Il est bien de maitriser ces méthodes mais la méthode directe facilite le calcul intégral
qui intervient dans les calculs d’aires dans les €tudes de fonctions

Ces méthodes sont exposées dans le Tome 1 des annales de mathématiques Marathon

de Buffer@ de la Terminale D

On rappelle que la détermination des primitives d’une fonction continue sur un intervalle
est liée au calcul d’aire ( intégrales ) dans les études de fonctions .

’gim Terminale = BAC

Eléve — Travail
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(4) Fonctions logarithme népérien

Dans une ¢tude de fonction contenant le logarithme népérien, 1’éléve doit étre capable

de:

Connaitre et savoir utiliser les propriétés algébriques
- Déterminer 1I’ensemble de définition d’une fonction

- Calculer des limites a I’aide des limites de référence de la fonction logarithme
népeérien en utilisant la méthode de changement de variable

- Dériver les fonctions

1- Propriétés algébriques
(1) Propriéte fondamentale
Soit a et b deux nombres réels strictement positifs (a >0 et b >0),o0na:
In(ab) =Ina+Inb (Logarithme d’un produit )

(2) Conséquences de la propriété fondamentale

* In ( 1 ) =—lna ( Logarithme de I’inverse )
a
a : , :
* In ( A ) =lna—-1Inb ( Logarithme d’un quotient )
* Ina"=nxlna @meQ) ( Logarithme d’une puissance )

En particulier , avec le logarithme d’une puissance , on déduit le logarithme d’une racine
carrée

1 1 _
Inva = In (ai) = Eln a (Logarithme d’une racine carrée )

2- Ensemble de définition de fonctions composées avec le logarithme népérien
(1) Ensemble de définition de la fonction x — Inx

L’ensemble de définition de la fonction x +— Inx est ] 0; +oo|

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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(2) Ensemble de définition des fonctions de types x — In(u(x))
Soit u une fonction d’ensemble de définition D,, ; si une fonction f est de la forme :

(*) f(x) =In(u(x)) alors x€D; & x€D, et u(x)>0

(*) f(x) =In|u(x)| alors x€D; < x€D, et u(x)*0

Remarque
= Silafonction f estde laforme f(x) = ln(u(x))2 alors on pose les méme
conditions que pour f(x) = In| u(x)| c’est-a-dire x € Dy < x € D,, et u(x) # 0

Attention
Pour déterminer I’ensemble de définition d’une fonction avec « In », il ne faut pas
transformer la fonction avant de poser la (les) condition(s) .

3- Limites de référence

(1) limlnx=-o (2) lim lnx =+ (3) limxlnx=0
x—0 x—+00 x—0
>
Inx In x In(1 + x)
4) lim —=0 i _ L AT
W & lm 7=t  © lp———=1

Croissance comparée

Inx
(7) limx"lnx =0 B8 lim——=0 (pourtoutn € Q )

x—-0 x—+00 XN

T T T T T T T T T T e e e
|
|

Remarque |
| Les calculs de limites avec la fonction Logarithme Népérien utilise " beaucoup " la I
| méthode de changement de variable afin de mettre en évidence les limites de référence |
| ci-dessus , par conséquent il est important de : i
1- Connaitre par cceur les limites de référence |
2- Maitriser la technique de changement de variable pour le calcul de limites i

—_—————- - e —— e ——

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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4- Derivée de fonctions composees avec le logarithme népérien
La dérivée de la fonction x — Inx est =
X
De maniére générale, lorsque la fonction est de la forme ln(u(x)) ,0u u(x) estune
u'(x)

u(x)

fonction dérivable telle que u(x) = 0 , alors sa dérivée est

Attention
N’oubliez pas que dans certains cas on peut utiliser les autres formules de dérivées vues
dans le chapitre « Dérivée et primitives »

5- Quelques eléments pouvant étre utiles

- Le nombre réel e
Le nombre réel e est comprisentre 2 et 3; deplus e=2,71828182846 ......
De pluslne =1

Pour tout nombre réel x ,ona: Ine* = x (égalité utile pour les équations et inéquations )

- Lesignede Inx sur lintervalle |0 ;+oo[
Généralement, certains éléves pensent que : pour tout x € ] 0;4+oo[ , Inx >0
Faux (erreur tres grave )

_ Vvxe |]0;1] ; Inx<0
En réalité
Vx€E |1;4+0[ ; Inx>0

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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(5) Fonction exponentielle népérienne

Dans une étude de fonction contenant une exponentielle népérienne, 1’éléve doit étre
capable de :

- Connaitre et savoir utiliser les propriétes algébriques
- Déterminer I’ensemble de définition d’une fonction

- Calculer des limites a 1’aide des limites de référence de la fonction
exponentielle népérienne en utilisant la méthode de changement de variable

- Dériver les fonctions

Définition
On appelle fonction exponentielle népérienne la bijection réciproque de la fonction
logarithme népérien (Inx ). On la note e*

Conséquences de la définition
a) Pourtout xeR, e*>0
b) e®=1
c) Pourtout x e R , Ine* =x
d) Pourtout x € ]0; +oo[ , elnx = x

e) Pourtoutx € R et pourtouty € ]0;4+o[; e*=yex=Iny

1- Propriétés algébriques
Pour tous nombresréels a et b,ona:

Q

1) ea+h = @ x b 3) e* b = e
eb
2 —-a 1 ayn nxa
) e = 9 (I =ea (neQ)
Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com ( N Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
28
\ )



Marathon de Buﬁer@ " Etude de Fonctions " Terminale 0

2- Ensemble de définition de fonctions composées avec une exponentielle
nepérienne

(1) Ensemble de définition de la fonction x +— e”*
L’ensemble de définition de la fonction x — e* est R

(2) Ensemble de définition des fonctions de types x +— e*™)

Soit u une fonction d’ensemble de définition D,, ; si une fonction f est de la forme :
f(x) =e*™ alors Df=D,

De manicre générale, on n’oubliera pas de tenir compte des cas de quotient, de racine
carrée, ...

3- Limites de référence

(1) lime*=0 (2) lim e* =+ (3) lim xe*=0
X—>—00 X—+00 X—>—00
im & ) limE—t_1
(4) xl—l>l-|poo; =t x>0 X
S
| Attention |
| |
X
, lim — =0 n’est pas une limite de référence |
I XxX—>+o0 e :
|
' dim = lim =0 car  lim &= limite de réfé ) |
| Jim = lim o = Jim — = +00 ( limite de référence (4)) i
| X |
“-_

Croissance comparée

6 lim & = +oo (7)  lim x"e* =0 ( pourtout n € Q )
x—+co xM X——00
Email : ouale ide[e@ ail.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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4- Derivée de fonctions composees avec le logarithme népérien

La dérivée de la fonction x — e* est e*
De maniére générale, lorsque la fonction est de la forme e*® | ol u(x) est une

fonction dérivable, alors sa dérivée est u'(x) x e*™

Attention
N’oubliez pas que dans certains cas on peut utiliser les autres formules de dérivées vues

dans le chapitre « Dérivée et primitives »

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72  05-65-91-86
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(6) Calcul intégral

Dans les etudes de fonctions, I’utilisation du calcul intégral se fait de deux maniéres :
- Calcul d’une intégrale a 1’aide des formules de primitives

- Calcul d’une intégrale a 1’aide d’une intégration par parties

L’un des objectifs de I'utilisation du calcul intégral est de calculer 1’aire d’une partie du
plan délimitée par deux courbes ( ou une courbe et une droite) et deux droites verticales.

1- Calcul intégral et formules de primitives

fonctions Primitives
u' xum n+-1 (—)u"+1+c
( ) n+1
u’ -1 N
- c
un (n#1) (n—1) xunr?
ul
— 2Vu+c¢
Vu
1
- In|x| + ¢
X
ul
— Inju| + ¢
u
e* e*+c
ax+b * 1 b
e (a € R) — e™tb 4 ¢
a
u' e e' +c
Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72  05-65-91-86
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2- Calcul intégral et intégration par parties

Terminale 1)

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [a; b] telles que u’ et v’ sont

continues sur [a; b] alors :

b b
j u' (%) X v(x)dx = [ u(x) x v(x)]z — J u(x) X v'(x)dx

7

Remarque

Ce qui doit étre retenu dans cette méthode, c’est de trouver une technique pour savoir la

fonction a deériver et la fonction dont on doit determiner une primitive.

Selon les notations ci-dessus :

- La fonction a primitiver sera noter u'(x)
- La fonction a dériver sera noter v(x)

u'(x) , on en détermine une primitive et on obtient u(x)
v(x) , on la dérive et on obtient v'(x)

u'(x) = ulx)

| _—

v(x) =

|

v'(x)

.

Astuce : Lors du calcul d’une intégrale a 1’aide d’une intégration par parties, on peut
s’aider du tableau ci-dessous

Soit P(x) un polynéme de degré inférieur ou égal a 1

05-65-91-86

Fonction dont on doit e
. : o Fonction a dériver
déterminer une primitive
u'(x) v(x)
P(x) X In(a(x)) P(x) In(a(x))
P(x) x e*™) e*™) P(x)
Email : oua[eﬁde[e@gmai[.com ( N Cel: 58220709 02-58-82-72
32
\ )



p
|

Marathon de Bm‘fer@

" Ftude de Fonclions ”

Terminale 1)

Exemples
Intégrales u'(x) v(X) Résultats
eZ
I = f In x dx 1 Inx e?
e
¢ 1
]:j (Bx—2)Inxdx 3x — 2 In x Z(3e2—5)
1
2 1
L= j (1 —4x)e?*dx e 1—4x —5(584 +3)
0
2
M=jxx/2x+1dx V2x+1 X 53£+1—15
0

3- Calcul intégral et calcul d’aires

Remarque

I ) . N\ r r N\ :
| Les calculs d’aires se font de maniére générale aprés la construction de la courbe ( ou des

courbes ) et cela permet a 1’¢léve de "visualiser " la partie du plan concernée par ce calcul

——— — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — —— — —— — — — — — — —— — — — — — —

De maniére genérale , la partie du plan dont on doit calculer I’aire , est délimitée par deux

courbes et deux droites verticales

(Cf)

T~

b
A(@):f | f(x) — g(x) | dx X ua

a

Email : oualefidele@gmail.com

Cel : 58220709
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Attention

Un tel calcul est facilité par 1’étude de la position relative des deux courbes.
Sipourtout x € [a;b], f(x) =g(x) alors |f(x)—gx)| = f(x) —g(x)
Sipourtout x € [a;b], f(x) <g(x) alors |f(x)—gx)| = glx)—f(x)
Par contre dans la pratique ( les études de fonctions ) , on peut rencontrer deux (2) cas

1% cas : L’aire de la partie du plan limitée par une courbe, une asymptote oblique et les
droites d’équations respectives x =a et x = b

L’équation de I’asymptote (D)
estdelaforme y=ax+b

b
A(D) = j (FGO) — y) dx x ua

0 ] a b avec ua = 0l X 0] cm?

2™ cas : L’aire de la partie du plan limitée par une courbe , I’axe des abscisses et les

droites d’équations respectives x = a et x = b

/‘/ : \\\\ (Cf)’,r””
// i Trm-—--TT b
//' A(D) =f f(x)dx x ua
)/ : A(D) : a
! avec ua = 0I X 0] cm?
0 ] a b

Quel que soit le cas de figure rencontrée , pour calculer I’intégrale obtenue on utilise
genéralement la méthode des intégrations par parties

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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(7) Equations différentielles

Ce chapitre regroupe plusieurs autres chapitres :

- Dérivée et primitives

- Fonction logarithme népérien

- Fonction exponentielle népérienne

- Calcul intégral
Il est donc judicieux de réviser ces chapitres afin de mieux aborder les équations
différentielles

1- Equationsdutype af' +bf =0 (a+#0)
Methode de résolution
- On determine 1I’équation caractéristique de 1’équation différentielle en remplagant :
ffparretf par 1 (ar+b=0)

- On résout I’équation caractéristique : ar +b = 0.

) b )
Soit r = —= la solution

b
- La solution de I’équation différentielle est de la forme : f(x) = ke"a™ avec k € R

2- Equationsdu type af”’ +bf'+cf=0 (a+0)
Méthode de résolution
La résolution de ce type d’équation se fait par étapes

1% étape : Détermination de 1’équation caractéristique de 1’équation différentielle
On remplace dans I’équation af” + bf'+cf =0
f" parr? , f parr et f par 1

L’équation caractéristique de 1’équation différentielle du second ordre
af”" +bf'+cf =0 estl’équation du second degré définie par: ar?>+br+c=0

2°™ étape : Calcul du discriminant de I’équation caractéristique A= b? — 4ac
3"™ étape : Détermination des solutions de 1’équation caractéristique

A> 0 = deux (2) solutions reelles distinctes

A =0 = une (1) solution réelle

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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A< 0 = deux (2) solutions complexes conjuguées

4*™ étape : Détermination des solutions de 1’équation différentielle

Schéma recapitulatif
(1) Détermination de 1’équation caractéristique : ar? + br +c¢ =0

(2) (3) (4)
Signe du Nombre de Solutions de
discriminant solutions de 1’équation
de I’équation I’équation différentielle
caractéristique caracteéristique

AS 0 Deux (2) solutions f(x) = Ae™* + Be"?*
T et L&)

A=0 Une (1) solution f(x) = (Ax + B)e"*
To

Deux (2) solutions

A < 0 — complexes conjuguées — f(x) = (A cos Bx + B sin Bx)e™*
a+if et a—if

Résolution d’une équation différentielle dans une étude de fonction

1- Montrer que la fonction f est une solution de 1’équation différentielle
(E) :ay” + by' + cy = 2xe”*

Proposition de solution

Il suffit de déterminer la dérivée f' et la dérivée seconde f'' de f, puis de
remplacer dans 1’équation différentielle (E) : y'" par f" ,y’ par f' et y par f
Ensuite , on effectue les calculs : le résultat obtenu doit étre égale a 2xe*

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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Exemple
On considere 1’équation différentielle (E) : y"' —y = 4xe*

Montrer que la fonction f définie sur R par f(x) = (x? — x)e* est une solution

de (E)

Proposition de solution
Calculons la dérivée ' de f
Pourtoutx e R , f'(x) =[(x%—x)e*]

= (x?—x) xe* + (¥) x (x* —x)
= 2x—1e* + e*x (x? —x)
=(2x—-1+4+x*—x)e*
= (x*+x—1)e*

Calculons la dérivée seconde " de f

Pourtoutx e R , f"(x)=[f"(x)]
=[(x?+x—1)e*]
=(x?+x—-1)xe* + (e¥)'x(x?+x—-1)
=x+1e* + e*x(x2+x—-1)
=2x+1+x*+x—1)e*
= (x2 + 3x)e*

Déterminons ’expression de f''(x) — f(x)
F700) - F(x) = (&% + 30)e” — (x? - x)e”
= [(x% + 3x) — (x* — x)]e*
= (x% + 3x —x% + x)e*

= 4xe”*

Comme f"(x)— f(x) = 4xe* alors f estune solution de (E)

’Eim Terminale = BAC

Eléve - Travail
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(8) Quelques questions dont les éleves doivent maitriser les
méthodes de révolution

Une étude de fonction passe nécessairement par la maitrise des méthodes de résolution
des questions ci-dessous :

Attention : cette liste ne contient pas toutes les questions, mais plutot des propositions

(1) Déterminer 1’ensemble de définition de la fonction
Voir les conditions sur :

- les fonctions quotients ( fonctions rationnelles )

- les fonctions racines carrees

- les fonctions comportant " In *

- les fonctions comportant " expo "

(2) Calculer les limites aux bornes de I’ensemble de définition et interprétation des
résultats ( les asymptotes )

(3) Etudier la continuité en un point

(4) Etudier le prolongement par continuité d’une fonction en un point

(5) Etudier la dérivabilité et interprétation du résultat
Pour la dérivabilité penser au calcul de la limite du taux de variation et non le
calcul de la fonction dérivée en un point
Pour les interprétations des résultats : tangente horizontale , tangente verticale ,
tangente oblique

(6) Calcul de la dérivée d’une fonction
Penser a mettre la fonction dérivée sous forme factorisée pour faciliter 1’étude de
son signe

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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(7) Etude du signe de la fonction dérivée
On peut utiliser un tableau de signe ; mais dans certains cas , en tenant compte de
I’intervalle d’étude ( ou des intervalles d’¢tude ) on détermine aisément le signe de
la fonction dérivée

(8) Sens de variation d’une fonction
I1 s’agit de dire sur quel(s) intervalle(s) la fonction est croissante ou décroissante ;
Le sens de variation d’une fonction dépend du signe de sa derivee
Attention : il ne s’agit pas du tableau de variation

(9) Tableau de variation d’une fonction

Pour le remplir on tient compte de : \
- L’ensemble de définition et des valeurs qui annulent la fonction dérivée ( 1°° partie)

- Le signe de la fonction dérivée ( 2°™ partie )
- Les variations de la fonction ( 3°™ partie )

X 1% partie
(%) 2°™ partie
f(x) 3*™ partie
Email : Oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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(10) Etude du signe d’une fonction
Le signe (= signifie que le nombre est negatif

Le signe @ signifie que le nombre est positif

On peut utiliser :

1% cas : Un extremum
plus précisément un minimum positif ou un maximum négatif

x ¢ b Dans le cas d’un minimum positif , on
f'(x) -0 + dira tout simplement que la fonction f
) ) admet un minimum positif sur

F(x) \ / I’intervalle [a;b] , donc
pourtout x € [a;b], f(x) >0
m
X a b Dans le cas d’un maximum négatif , on
(%) + 0 —~ dira tout simplement que la fonction f

admet un maximum négatif sur

M i
I’intervalle [a;b] , donc
f(x) pourtout x € [a;b], f(x) <O

2™ cas : fonction continue et strictement monotone avec fl@)=0

X a a b

, La fonction f est continue et strictement
f () + croissante sur [a;b] ,deplus a € [a;b]

@®| et fla)=0
/ .
f(x) 0 Donc pourtout x € [a;a [, f(x) <0
@/ pourtout x € Ja;b], f(x) >0
Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com ( N Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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Autre méthode

La fonction f est continue et strictement croissante sur [a;b] et f(a) =0

Vx€Ela;al , x<a = fx)<f(a)
= f(x) <0

Vx€la;b]l, x>a = fx)> f(a)
= f(x)>0

Donc pourtout x € [a;a[, f(x) <O
pourtout x e la;b], f(x)>0

Autre méthode

Terminale 1)

X o |a a b | Lafonction f est continue et strictement
£(x) — décroissante sur [a;b] ,deplus a € [a;b]
@ et f(a) =0
£ \0 Donc pourtout x € [a;a[, f(x) >0
\@ pourtout x € la;b], f(x) <0

La fonction f est continue et strictement décroissante sur [a;b] et f(a) =0

Vx€Ela;al , x<a = fx)>f(a)
= f(x)>0

Vx€e€la;b]l, x>a = f(x) < f(a)
= f(x) <0

Donc pourtout x € [a;a[, f(x) >0
pourtout x e la;b], f(x) <O

Email : oualefidele@gmail.com
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3°M cas : utilisation d’un extrémum et d’une fonction continue et strictement monotone

Remarque : L’intervalle [ a ; b ] est partagé en deux intervalles
- Sur ’un , on utilisera un extremum pour déterminer le signe de la fonction
- Sur ’autre , on utilisera la continuité et la monotonie stricte de la fonction et le

fait que f(a) =0

X a c a b
f'(x) + 0 - —
B~
f(x) / 0
m ©

% m est un nombre réel positif

Sur I’intervalle [ a ; ¢ ], la fonction f admet pour minimum relatif le nombre positif m ;
donc pourtoutx € [a;c], f(x) >0

Sur I’intervalle [ ¢ ; b] , la fonction f est continue et strictement décroissante ;
a€lc;b] telque f(a) =0
Vx€eElc;al , x<a = fx)>f(a)
= f(x)>0
Vx€e€la;b]l, x>a = fx) < f(a)
= f(x)<0

Donc pourtout x € [c;a [, f(x) >0
pourtout x e la;b], f(x) <O

Vx€ Ja;af,f(x) >0
On conclut donc que :

Vxe la;b[,f(x) <0
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X a c a b
f'(x) - 0 + +

M
v
f) \@/0

% M est un nombre réel négatif

®

Sur I’intervalle [ a ; ¢ |, la fonction f admet pour maximum relatif le nombre négatif M ;
doncpourtoutx € [a;c], f(x) <0

Sur I’intervalle [ ¢ ; b] , la fonction f est continue et strictement croissante ; « € [ ¢ ;b ]
tel que f(a) =0

Vxel[c;al , x<a = fx)<f(a)
= f(x)<0

Vx€ela;b]l, x>a = f(x)>f(a)
= f(x)>0

Donc pourtout x € [c;a [, f(x) <O
pourtout x e Ja;b], f(x)>0

Vx€ Ja;af,f(x) <0
On conclut donc que :

Vx€ la;b[,f(x)>0

Cette question, c'est-a-dire le signe de f(x), est souvent posée a la fin de la partie A du
probleme

De maniére genérale lorsque cette question est posee, c’est que la dérivée de la fonction
de la partie B est liée a la fonction de la partie A
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(11) Déterminer I’équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse a

M : y=f(akx-a)+f(a)

(12) Montrer qu'une fonction f réalise une bijection d’un intervalle [ a ; b | vers un
intervalle K a préciser
Il suffit de montrer que la fonction est continue et strictement monotone
De plus I’intervalle K a déterminer est I’image directe de [ a ;b ] par la
fonction f; c'est-a-dire K=f( [a;b])

(13) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique e sur un
intervalle donné

(14) Encadrement de a ( solution de I’équation f(x) = 0) par deux nombres
décimaux consécutifs
On peut utiliser :
- La methode de balayage
- La methode de dichotomie
- La méthode de dichotomie et de la méthode de balayage

- Une conséquence du théoréme des valeurs intermédiaires
Si une fonction f est continue et strictement monotone sur un intervalle
la;b]| telle que f(a) x f(b) <0 alors «a lasolution unique de
I’équation f(x) = 0 estcompriseentrea et b (a<a<b)

(15) Montrer qu’une fonction f admet une bijection réciproque f~1

(16) Montrer que la bijection réciproque f~1 est dérivable en un point

(17) Calculer la dérivée de la bijection réciproque f~1 en un point

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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(18) Donner les variations de la bijection réciproque f~1 de f

(19) Dresser le tableau de variation de la bijection réciproque f~! de f

(20) Construction de la courbe (Cy) de f, delacourbe (C;-1) de f~* etdes
Tangentes

Quelques éléments a considérer avant la
construction d’une courbe

Ensemble de définition

Extremums ( relatifs et/ou absolus)

Tangentes , asymptotes et branches
paraboliques

4 | Continuite et dérivabilité en des points
particuliers

5 | Tableau de variation

(21) Calculer I’aire A , en cm? |, de la partie du plan comprise entre la courbe (Cf)
, ’axe des abscisses et les droites d’€quations respectives x =a et x =b .

b
C,qzjf(x)dqua , ol ua = 0I X 0] cm?
a

Pour de plus amples explications suivies d’exemples
voir les annales de mathématiques Mamfﬁona@ﬂuﬁer@ de la Terminale D
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Quelques propositions de réponses aux questions
rencontrées dans les études de fonctions

Soit f une fonction d’ensemble de définition D et (Cr) sa courbe représentative dans un
repere orthonormé (0, 1,])

n° Questions Proposition de méthodes
Il suffit de vérifier que x, € Dy, puis calculer lim f(x)
X—X0
. S lim f(x) = f(x
1 Etudier la continuité de f e Si x-x f( ) f( 0) alors f est continue en Xo
en x,
o Si 31[1_)1}}) f(x) # f(x0) alors f n’est pas continue en x,
Il suffit de verifier que x, € Dy, puis calculer lim f(x)
X—X(
e Si lim f(x) = infini
X—Xq
alors f n’est pas prolongeable par continuité en x,
Montrer que e Si lim f(x) =¢ (réel)
2 | f admet un prolongement oo
par continuité en x, alors f est prolongeable par continuité en x,.
Dans ce cas le prolongement est une fonction g définie
vxeDr ; glx) = f(x)
par :
g(xo) = ¢
Montrer que la fonction :
ot e rqolon ement arf Il suffit de montrer que :
3 .p o J P - la fonction h admet un prolongement par continuité en x,
continuité en x, de la .
. - et que ce prolongement est la fonction f
fonction h
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4 Etudier

la dérivabilité de f en x,

—J (X
1 suffit de calculer lim 200~ (X0)

xX—Xg X —Xp

(taux de variation )

. J(x) = f(xo) .
1" cas: Si M= — — =¥ (reel)

alors f estdérivableen x, et f'(xo) =¥

Interprétation graphique
f'(x,) est le coefficient directeur de la tangente a la
courbe (Cf) au point d’abscisse x,

. X)— X
2°" cas : Si limf() /( 0)=
X—X0 X — xo

00 (ou — )

alors f n’est pas dérivable en x,

Interprétation graphigue
la courbe (C) admet une demi-tangente verticale au

point de coordonnées M ( fé?o))

4 \

. Cas particulier de la
- dérivabilité au point |

d’abscisse 0

Interpréter graphiquement le
résultat suivant

Attention : Verifier que f(0) =0
f(x) f(x) —£(0)

Par conséquent  lim — = lim po—
X
1 cas: lim Mz a (a€eR)
B x—0 X

La fonction f estdérivableen0 et f'(0) =a
De plus la tangente & la courbe (Cr) au point d’abscisse 0 a
pour coefficient directeur a

: x
x-0 X
La fonction f n’est pas dérivable en 0

De plus la courbe (C;) admet une demi-tangente verticale

=—00 (ou +x)

au point d’abscisse 0
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Inter|_ore_ter grgphlquement Asymptotes verticales , horizontales , obliques
les limites suivantes
I — Infini
(1) xl»r;rclo [ = Infin (1) La droite d’équation x = x, est une asymptote
verticale a la courbe (Cy)
2) lim f(x) = b (2) La droite d’équation y = b est une asymptote
x=eo horizontale a la courbe (C¢) en +oo0 (0ou —o)
( B _ | (3) Ladroite d’équation y = ax + b est une asymptote
Bxl)ll?o[f(x) (ax +b)] =0 oblique & la courbe (Cf) en 40 (ou —oo)
6
g Branches paraboliques
lim f(x) = o0
X—00
(4) { et (4) Lacourbe (Cr) admet une branche parabolique de
f(x) direction (OI)
lim——=20
\ x—oo X
(lim f(x) = o
X—>00
() ! et (5) Lacourbe (Cr) admet une branche parabolique de
F(x) direction (0J))
| im —— =0
X—00 x
Remarque : Préciser en +co ou en —co selon le cas
Montrer que la droite (D) | I suffit de montrer que : _lim (f(x) —y) =0
d’équation y = ax + b est ., :
. If I préciser ’ m li
7 une asymptote a la courbe (Il faut aussi préciser que c’est une asymptote oblique )
(Cr) en+oo Attention :
Si c’esten —oo , on montre que : lim (f(x) —y) =0
Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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Montrer que la droite
8 | d’équation x = a estune
asymptote a la courbe (Cy)

Il suffit de montrer que lim f(x) = +o ( ou — )
xXx—a

( 11 faut aussi préciser que c’est une asymptote verticale )
Attention

Dans certains cas , on doit calculer la limite a gauche et/ou
a droite de a

Montrer que la droite
9 | d’équation y = b estune
asymptote a la courbe (Cr)

Il suffit de montrer que lim f(x) = b
X—00

( 11 faut aussi préciser que c’est une asymptote
horizontale )

Attention

Selon la question , on peut calculer la limite en —oo ; en

+00 Ou en —oo et en +oo

Déterminer une équation de
la tangente a la courbe (Cy)

une équation de la tangente a la courbe (Cy) au point
d’abscisse x, est donnée par :

(T):y=f(a)(x—a)+f(a)

10 .
au point
d’abscisse a Remarque : n’oublier pas de calculer f'(a) et f(a),
puis les remplacer par leurs valeurs dans
I’équation ci-dessus
Etudier la position relative de la courbe (C¢) par rapport a
la droite (D) revient a déterminer quel est 1’élément qui est
au-dessus ou en dessous de I’autre ; pour le savoir, la
Etudier la position relative methode consiste a
1 de la courbe (Cr) par (1) déterminer le signe de [ f(x) — y]

rapport a la droite (D)
d’équationy = ax + b

(2) Interpréter le signe de [ f(x) — y]
e Si f(x)—y>0 alorslacourbe (Cy) estau dessus
de la droite (D)

e Si f(x) —y <0 alorslacourbe (Cs) esten
dessous de la droite (D)
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Etudier
12 les variations d’une
fonction f

Etudier les variations d’une fonction consiste & montrer que
cette fonction est croissante ou décroissante sur un
intervalle donné , et cela dépend du signe de la dérivée

(1) On calcule d’abord la dérivée f' de la fonction f
('si cela n’est pas déja fait )
(2) On étudie le signe de la dérivee f'(x) suivant les
valeurs de x
e Sif'(x) > 0alors f est strictement croissante

e Sif'(x) < 0alors f est strictement décroissante

Attention
On ne donne pas le sens de variation d’une fonction sur
une réunion d’intervalles mais plutot sur un intervalle.

Exemple : On ne dit pas

f est strictement croissante sur |—oo; 2[ U |4 ; 6]
mais on dit plutdt que f est strictement croissante sur
]—o0; 2[ et sur]4;6]
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Dresser
13 le tableau de variation
d’une fonction f

Le tableau de variation est composé de " trois (3) parties "

1% partie : y figure les nombres réels qui apparaissent dans
I’ensemble de définition de f (y compris —oo
et/ou 4oo ) et les nombres réels qui annulent
la fonction dérivée

2éme

partie : les signes de la fonction dérivée f’ suivant les
valeurs de x

3™ partie : les variations de la fonction f

X 1% partie
(%) 2°™ partie
f(x) 3*™ partie

Démontrer que
I’équation f(x) = 0 admet
une solution unique a dans

la; b

14

1% méthode
Pour répondre a cette question, on peut montrer que :
- f réalise une bijection de ]a; b[ sur f( ]a; b[ )

- puis Vérifierque 0 € f(]a; b[)
Par la suite comme 0 € f( ]a; b[) alors I’équation
f(x) = 0 admet une solution unique a dans ]a; b[

2°™ méthode ( théoréme des valeurs intermédiaires )

en d’autres termes il suffit de montrer que :

- f est continue et strictement monotone sur Ja; b[

- f(a) et f(b) sont de signes contraires
alors 1’équation f(x) = 0 admet un solution unique «
dans ]a; b[
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Démontrer que
f réalise une bijection de

Pour démontrer que f realise une bijection sur Ja; b[ ,
il suffit de montrer que f est continue et strictement

15 Ja; b[ surunintervalle K a monotone sur a;; bl .
préciser De plus I’intervalle K a préciser est I’image par f de
I’intervalle |a;b[ , c’est-a-dire K = f(]a; b[)
Montrer que Il suffit de monter que f reéalise une bijection sur [
16 la fonction f admet une | car toute fonction bijective admet une bijection réciproque.
bijection réciproque f~1
sur lintervalle I De plus ’ensemble de définition de f~1 est f(I)
Dire que g est la restriction de f sur I signifie que la
courbe (C,) de g correspond a la courbe (C¢) de f sur
17 la restriction d’une fonction | 1> tovatle 1
f surunintervalle I
En d’autres termes ;
pourtout x €I ; g(x) = f(x)
Déterminer ’expression explicite de f~1(x) revient a
_ résoudre I’équation f(x) = y ; en d’autres termes
18 Déterminer I’expression exprimer x en fonction de y
explicite de f~1(x)
Si f estdéfiniede I vers f(I) alors il faut vérifier
que x el et ye f(I)
f~1 est la bijection réciprogue de f ;
. Construire la courbe (Cf—l) est le symétrique de la courbe (Cr) par

la courbe (C;-1) de f~*

rapport a la premiere bissectrice.

( la premiére bissectrice est droite d’équation y = x )
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Montrer que
la bijection réciproque

La réponse a cette question se fait par étapes :
1% étape : déterminer ’antécédent de b par f
( c’est-a-dire le nombre réel a tel que f(a) =b )

2éme

étape : verifier que f soit dérivableen a et

20 f~1 de f est dérivable que f'(a) # 0
en b
Dans ces conditions f~1 soit dérivableen b etona:
1
(fH'(b) = == _
f/ (f—l(b)) f (a) , car f 1(b) =a
Montrer que _ i :
. Il suffit de montrer que la dérivée de la fonction f est
21 la fonction f est une
primitive de la fonction g | €gale a la fonction g :
sur I’intervalle [ a ; b ]
Vx€la;b], f(x)=9x)
Interpréter ) . ) A
: e I est égale a I’aire de la partie du plan délimitee par la
graphiquement I’intégrale . .
22 courbe (Cf) de f, ladroite (OI) (1’axe des abscisses ) et

I= fbf(x)dx

les droites d’équations respectives x =a et x = b

23

Calculer P’aire de la partie
du plan delimitée par la
courbe (Cr), I’axe des
abscisses et les droites
d’équations respectives
x=aetx=b (a<b)

b
Cela revient a calculer I’intégrale f f(x)dx X ua
a

oU ua est 'unité d’aire exprimée généralement en c¢m?.
ua = 0I X 0]
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24

Calculer P’aire du domaine
défini par ’ensemble des

) X
points M ( y ) du plan tels
que : a<x<b
0<y<f(x)
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[ Quelques exemples de problemes }

Probléme 01
Partie A

Soit la fonction g définie sur R par: g(x) = x3 + 2x — 2

1- Calculer les limites de g en —oo et en 400

2- a) Calculer la dérivée g’ de la fonction g ; en déduire que la fonction g est
strictement croissante sur R

b) Dresser le tableau de variation de g
3- a) Démontrer que I’équation : x € R, g(x) = 0 admet une solution unique «
b) Justifier que 0,7 < ¢ < 0,8

c¢) Donner un encadrement de a d’amplitude 0,01

Vx€ ]-oal; glx) <0
4- Démontrer que
Vx€ la;+oo[; g(x)>0

Partie B

. : e 2 1
Soit f la fonction définie sur ]—o0; 0 [U ] 0;+oo[ par: f(x)=x _E+F
On note (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0,1,]) .Unité
graphique : 2 cm

1- Calculer les limitesde f en —co , en 0 et en 4o

2- a) Démontrer que la droite (D) d’équation y = x est une asymptote a la
courbe (C;) en —oo et en +oo

b) Etudier les positions relatives de (D) par rapport a (Cf)

3- On admet que f est dérivable sur ]—o0; 0 [U ] 0 ; oo

a) Démontrer que pourtout x € |[—0;0[U ] 0;+oo[ , f'(x) = 9(’35)
X
Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com ( N Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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b) Etudier le signe de f'(x) suivant les valeurs de x ; puis en déduire les
variations de f

c) Dresser le tableau de variation de f
4- Deéterminer les coordonnées du point A ou la tangente a (Cf) est paralléle a (D)
5- Déterminer une équation de la tangente (T) a (C;) au point d’abscisse 1

6- Construire les droites (D) et (T) , puis la courbe (Cy)
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Probléme 02

On considere la fonction f: R - R

1- a)) Déterminer I’ensemble de définition Dy de f
( x?—2x-3

Vx € J-0;0[U]0;2] ; f(x) =
b ) Montrer que : i X2 __2);_3

Vx€ ]2;4[U]4;+oo] ; f(x) = o
¢ ) Calculer les limites de f aux bornes de D,

2- a ) Etudier la continuité de f en 2

b ) Montrer que f n’est pas dérivable en 2
Trouver éventuellement la tangente a gauche et la tangente a droite a la
représentation graphique Cr de f au point d’abscisse 2.

3- Calculer f'(x) pour x € ]—o0; 0[ U ]0;2] ; puis pour x € [2;4[ U ]4; +oo]
En déduire le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

4- a’) Montrer que la restriction h de f,a |5;+oo[, est une bijection de ]5; +oo[
vers un intervalle K a préciser.
b ) Calculer £(6) . Sans expliciter la réciproque h~1 de h, démontrer que h~?

est dérivable en 12_5 , puis calculer (h—l)f<175>

5- a) Montrer que les droites (D,):y = —x + 2 et (D,):y = x + 2 sont des
asymptotes obliques a C; en —oo et +oo
b ) Dans le plan muni d’un repére orthogonal (0, 1,]) . Unité graphique : 1 cm

Construire la courbe (Cf) , les asymptotes a C; et les tangentes au point
d’abscisse 2,
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Probleme 03
1
1- On considere la fonction numérique g définie sur R par : g(x) =

z(wczx—ﬂ‘l)

a ) Etudier les variations de g
b ) Calculer la limite de g en 4o
c)Endéduireque:vxeR; g(x) <0

2- On consideére la fonction numérique f définie sur R par :

1 1
f(x)=—§x+1+§ x2+1

On désigne par (C) la représentation graphique de f dans le plan muni d’un repére
orthonormé (0, 1,])

a ) Calculer les limites de f en —oo et en 4o

b ) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation

3- Montrer que les droites (D) : y =1 et(A):y = —x+ 1 sontdes asymptotes a
(C) respectivement en +oo et en —co

4- Construire les droites (D) , (A) et la courbe (C)
5- a) Démontrer que f réalise une bijection de R vers un intervalle K a préciser.

b ) Donner le sens de variation de la bijection réciproque £~ de f , puis dresser
son tableau de variation

¢ ) Calculer £(0) et démontrer que f~1 est dérivable en %
d) En déduire (F-1 (;)
6- a) Construire la courbe (C”) de f~1

b ) Donner une expression explicite de f~1
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Probléeme 04

Partie A
Vérifier que ’ensemble des solutions de ’inéquation x € R Vx2 +2x — 3 <x +1

est Sg = [1;+oo[

Partie B
Soitlafonction f: R—- R

x+— x —Vx2+2x — 3
On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé

(0,1,]) .Unité graphique : 1 cm

1- Donner I’ensemble de définition D de f et calculer les limites de f en +o et
en—oo

Interpréter graphiquement le résultat de la limite de f en +oo

2- Etudier la dérivabilité def en —3 et en 1 ; puis interpréter graphiquement chaque
résultat.

3- On admet que fest dérivable pour x < —3 et pour x > 1 .Etudier le sens de
variation de f a I’aide de la partie A ; puis dresser son tableau de variation.

4- Montrer que la droite (A) d’équation y = 2x + 1 est asymptote a (C) en —co .
5- Etudier la position de (A) par rapport a (C) sur |—oo; —3]

6- a ) Donner les coordonnees de Q point d’intersection de (C) avec 1’axe des
abscisses

b ) Donner une équation de la droite (T) tangente a (C) au point Q
7- Tracer (C) et (A)
8- Soit g la restriction de f a [1; +oo[

a ) Montrer que g réalise une bijection de [1; +oo[ vers un intervalle J a préciser.

b ) Soit g~ la bijection réciproque de g . Sans expliciter g1, dresser son tableau

de variation

c ) Déterminer g1
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Probléeme 05

Partie A

Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par g(x) =1+ x +1Inx
1- Calculer les limites de g en 0 et en 4+
2- Pour tout x € ]0; +oo[, calculer g'(x)
3- Etudier le sens de variation de g

4- Démontrer que 1’équation g(x) = 0 admet une solution unique « telle que
02<a<0,3
Vxe |0;a[, g(x)<O0
5- Démontrer que
Vx€ |la;+oo, glx) >0

Partie B
xInx
: : e f(x) = si x>0
Soit f la fonction définie par : 1+x
f(0)=0

et (Cr) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (0, 1, J).
Unité graphique : 2 cm
1- a) Démontrer que f est continue en 0

b ) Démontrer que (Cr) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 0

2- a) Calculer les limites de f(x) et f(*) quand x tend vers +oo
X

b ) Interpréter graphiguement ces résultats.

X
3- a) Démontrer que pour tout x >0 ; f'(x) = —(ng_ 1))2

b ) Déterminer une équation de la tangente (T) a (C¢) au point

4- a) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation

b ) Justifier que a + 1 = —Ina eten déduire que f(a) = —a

5- a ) Démontrer que la restriction h de f a I’intervalle [1; +oo[ admet une bijection

réciproque h~!
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b ) Démontrer que h~! est dérivable en 0 et calculer (h=1)'(0)

6- Tracer (T), (Cr) et (Cp-1)

Inx e
7- a) Montrer que pour tout x € [1;e] ; e_l_—lsf(x) < Elnx

b) En déduire , a I’aide d’une intégration par parties , un encadrement de 1’aire

en cm? de la partie du plan délimitée par I’axe (OI) , la courbe (Cy) et les

droites d’€quations respectives x =1 et x = e
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Probléme 06

Partie A

Soit la fonction g dérivable sur ]0; +oo[ et définie par: g(x) =1+ xInx
1- a) Justifier que pourtout x € 10; +oo[ ; g'(x) =1+ 1Inx

b ) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation
(On ne calculera pas les limites de g)

2- En déduire que pour tout x € ]0; +oo[ ;g(x) >0

Partie B
: _ . Vx € 10,400 ,f(x) =
Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par : 1+xInx

f(0)=0
On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé
(0,1,]) . Unité graphique : 4 cm
1- a) Justifier que I’ensemble de définition de f est [ 0 ; +oo[
b) Etudier la continuité de f en 0
c) Etudier la dérivabilité de f en 0

d) Démontrer qu'une équation de la tangente (T') a la courbe (C) au point O
est: y=x
e) Démontrer que :
- (C) est au-dessus de (T) sur ]0; 1]
- (C) est au-dessous de (T) sur ]1; +oo[
2- Démontrer que la droite (OI) est une asymptote a (C) en +oo
3- a) On suppose que f est dérivable sur ]0; +oof .

1—x
(1+ xInx)?

Démontrer que pour tout x € ]0;+oo[ , f'(x) =

b ) En déduire les variations de f et dresser son tableau de variation

4- Construire la droite (T) et la courbe (C) dans le plan muni du repére (0, 1,])

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
62

—~
—



Marathon de Bm‘fer@ " Etude de Fonctions " Terminale 0

Partie C
1- a) Justifier que pour tout x € ]0; +oo[ , f(x) <1

. 1
b ) Démontrer que pour tout x € [1;e] ,1— T+ < f(x)

2- Soit A I’aire en cm? de la partie du plan limitée par (C), (Ol) et les droites
d’équations x = 1let x =e

. 2
Demontrer que : 16(e — 1) + 161n (1 - e) <A<16(e—1)
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Probleme 07
Partie A
Soitg: R — R définie par x — 2xe* — 1
1- Déterminer I’ensemble de définition D, de g , puis calculer les limites de g en —co

et +oo
2- Démontrer que pour tout x € R, g'(x) = 2(x + 1)e*

3- Déterminer le sens de variation de g , puis dresser son tableau de variation
4- a') Démontrer que 1’équation g(x) = 0 admet une solution unique a dans R.
b) Veérifier que : 0,35 < a < 0,36

pour tout x € |—oo; [, g(x) <0
5- Justifier que :
pour tout x € |a; +o[, g(x) >0

Parie B

On considere la fonction numerique f définie comme suit: f:R—> R
x+— xe*(xe* —1)
(Cr) désignera la courbe représentative de f et le plan sera rapporté a un repere
orthonormé (0, 1, ]). Unité graphique : 6 cm
1- Justifier que la droite des abscisses est une asymptote a (Cr) en —co

2- Calculer la limite de f(x) et de F®) en +o0o . Donner une interprétation
graphique des résultats obtenus.
3- Démontrer que pour tout x € R, f'(x) = (x + 1)e*g(x)

4- a) Etudier le signe de f'(x) suivant les valeurs de x, puis donner les variations de
fsurR
b ) Justifier que f(a) = —%
5- Dresser le tableau de variation de f
6- a) Calculer f£(0)
b ) Démontrer que 1’équation f(x) = 0 admet une solution unique § € ]0; +oo[

c ) Vérifier que 0,56 < B < 0,57
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7- Deéterminer le signe de f(x) suivant les valeurs de x. Interpréter les résultats
obtenus.

8- Déterminer I’équation de la tangente (T) a (Cy) au point d’abscisse 0
9- Construire dans le repére (0, 1,]) la tangente (T) et la courbe (Cy)

Partie C
Soit A un nombre réel tel que A < —1etlafonctionh: R - R
X 1ez"(x2 —x+l>
2 2

1- Justifier que h est une primitive sur R de la fonction x +— x2e?*
-1
Calculer, a I’aide d’une intégration par partie, I’intégrale j xe*dx
A
2- a) Soit A(A) I’aire de la partie du plan limitée par (Cf), I’axe des abscisses, et les
droites d’équations x = —1 et x = A. Calculer A(4)

b) Calculer lim A1)
A—>—00

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
65

—~
—



Marathon de Buﬁer@ " Etude de Fonctions " Terminale 0

Probléme 08

Partie A
Soit la fonction ¢ définie sur R par ¢(x) =e*+x+1

1- Deéeterminer les limitesde ¢ en —oo et en +4oo

2- Etudier les variations de ¢

3- Dresser le tableau de variation de ¢

4- Montrer que 1’équation ¢@(x) = 0 admet une solution unique « telle que
-1,28< a < —1,27

pour tout x € |—oo; [ , @(x) <0
5- Montrer que :
pour tout x € ]Ja; +o[ , @(x) >0

Partie B
X
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = i et (C) sa courbe représentative
\ e*+1
dans un repere orthonormal (0,1,]) .
Unité graphique : 4 cm
o efp(x)
1- a) Montrer que pour tout x e R, f'(x) = (e"T)Z

b) En déduire la sens de variation de f
2- Montrer que f(a) =a+1

3- a) Soit (T) latangente a la courbe (C) au point d’abscisse 0. Donner
une équation de (T)

b) Etudier la position relative de (C) par rapport a (T)
4- Calculer les limitesde f en —oo et en +oo

5- a) Démontrer que la droite (D) d’équation y = x est une asymptote a la
courbe (C) en +oo

b) Etudier la position relative de (C) par rapport a (D)
6- Dresser le tableau de variation de f
7- Construire les droites (T) , (D) et la courbe (C)
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Probléme 09

Partie A
Soit f une fonction d’ensemble de définition D et (Cf) sa courbe représentative dans
un repere orthonormé (0, 1,]) . On considére ci-dessous son tableau de variation

X
—00 -4 -2 -1 0 1 3 5 + oo

flo| - - + + +3 2= ||+ 2+

£ \0\_1/0/ {2\00 v

1- Déterminer I’ensemble de définition Dy de f
2- a) Déterminer les limites suivantes :
Jm f@) 5 lim fG) o lmfG) ;0 lmf@ et limfGo)
< >
b) En déduire les asymptotes éventuelles a la courbe (Cf) de f
3- Déterminer les images des intervalles suivants : 1—4;—1[ ; [-2;-—1] et
]3; +oo[
4- a) Déterminer les solutions de I’équation (E) : x € Dr, f(x) =0
b) Déterminer les solutions des inéquations :
(I)): x€Ds, f(x) <O
(I): x€Df, f(x)>0
c) Deduire le signe de f sur Ds

5- Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe (Cf) au point d’abscisse 5

6- a) f est-elle dérivable en 1 ? Justifier votre réponse

b) Donner une interprétation géométrique de la dérivabilité en 1
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s . ) 1
7- On considére la droite (D) d’équation y = 5X telle que lim (f(x)—y) =0
X—+00

En déduire la nature de la droite (D) par rapport a la courbe (Cf)
8- Construire (D), (T), les asymptotes et la courbe (Cf) . On prendra un soin

particulier au point d’abscisse 1 .
Unité graphique : 1 cm

Partie B
Soit h larestriction de la fonction f aD’intervalle | 3; +oo[

1- Montrer que h réalise une bijection de I’intervalle ] 3; +oo[ vers un intervalle K a
préciser .
2- Soit h~1, la bijection réciproque de h

a) Déterminer le sens de variation de h™!
b) Dresser le tableau de variation de h™1

3- Construire la courbe (Cp-1) de k™ dans le méme repére que la courbe (C;) de f
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Probléeme 10

Partie A
Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1,]) . Unité graphique : 4 cm

On considére ci-dessous la courbe (€) d’une fonction f définie et dérivable sur R, son
asymptote (D) et sa tangente (T) au point d’abscisse 0 .
On sait que :

- Lepoint J(0;1) estle centre de symétrie de la courbe (C)

- L’asymptote (D) passe par les points K(—1;0) et J

- Latangente (T) a pour équation y=(1—-e)x+1

1) Déterminer une équation de la droite (D)

2) On suppose qu’il existe deux nombres réels a et B et une fonction g definie sur
R telleque: vxeR; f(x)=ax+p+g(x) avec lim g(x) =0
x—+00

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72  05-65-91-86
69

—~
—r




Marathon de Buﬁer@ " Etude de Fonctions " Terminale 0

a- Déterminer les réels a et B
b- Démontrer que, pour tout réel x ,ona: f(x)+ f(—x) =2

c- En déduire que la fonction g est impaire, puis que la dérivée f’ de la fonction
f est paire

3) On suppose maintenant que :
VxeER; g(x)=(ax+b)e™ oU a et b sontdesnombres réels.

a- En utilisant la relation g(—x) = —g(x) , déterminer le réel b

b- Justifier que g'(0) = —e et en déduire la valeur du réel a

Partie B
On considére la fonction f définie sur par f(x) =1+ x — xe > *+1
1) Calculer lim f(x) et lim f(x)
X—>—00 X—+ 00
2) a- Démontrer que pour tout réel x : f'(x) = 1+ (2x2 — 1)e~*"*1

b- Calculer f'(0) et en déduire 1’équation de la tangente (T) a la courbe (C) au
point d’abscisse 0

3) Le graphique de la courbe (C) suggére ’existence d’un minimum relatif de f sur
I’intervalle [ 0;1 ]

a- Calculer la dérivée f" de f' , étudier sonsignesur [0;1] etdresser le
tableau de variationde f"sur [0;1 ]

b- Démontrer que 1’équation f'(x) = 0 admet une solution unique a sur [0;1 ]
c- Justifier que 0,51 < a < 0,52

d- Dresser le tableau de variation de f sur R
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Probléme 11
Partie A
On considére 1’équation différentielle (E) : y"' —y = 4xe*

1- Determiner les réels a et b pour que la fonction g definie par :
g(x) = (ax? + bx)e* soit solution de (E)

2- Soitune f fonction numerique définie sur R.

Démontrer que f est solution de (E) si et seulement f — g est solution de
I’équation différentielle (E"):y" —y =0

3- Résoudre (E”) puis en deduire la solution générale de (E)
4- Déterminer la fonction f solution de (E) telleque: f(0) =1 et f'(0) =1

Partie B
Soit f la fonction numérique définie par f(x) = (x? —x + 1)e* et (C) sa courbe
représentative dans un repére orthonorme (0, 1,]) . Unité graphique : 2 cm

1- Déterminer la limite de f en —oo . Interpréter graphiquement le résultat

2- Calculer lim f(x) et lim G . Interpréter graphiquement les résultats.

x—>+00 x>t X
3- a) Calculer la fonction dérivée de f

b ) Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation
4- Déterminer une équation de la tangente (T') a (C) au point d’abscisse 1
5- Construire (T) et (C)

6- En utilisant deux intégrations par parties successives, déterminer 1’aire de la partie
A du plan délimitée par la courbe (C), I’axe des abscisses et les droites
d’équations x =0etx =1

Partie C
Soit g la restriction de f a I’intervalle [0; +oo[

1- Démontrer que g realise une bijection de [0; +oo[ sur un intervalle K a déterminer

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
71

—~
—




Marathon de Buﬁer@ " Etude de Fonctions " Terminale 0

2- On note g~ la bijection réciproque de g et (C’) sa courbe représentative dans le
méme repére orthonorme (0,1,])
Démontrer que g~ est derivable en e et calculer (g™1)'(e)

3- Déterminer une équation de la tangente (D) a (C”) au point d’abscisse e

4- Construire (D) et (C")

5- Soit B la partie du plan délimitée par 1’axe des abscisses, la courbe (C”) et la droite
d’équation x = e. Déterminer I’aire de B

(On pourra utiliser la symétrie par rapport a la premiere bissectrice et le résultat
de la question B-6)
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Probléeme 12

Partie A
Soit g la fonction définie et dérivable sur ] 0 ; +oo[ par g(x) =x+ (x —2)Inx

1- @) Deémontrer que pour tout x € ] 0;+oo[ , /() = ZE +Inx
X

b) Calculer g’ (1)

Vvxe |0;1[; g(x)>0
c) Démontrer que

Vx€ J1;400[; g'(x) <0

2- a) Etudier les variations de g puis dresser son tableau de variation ( on ne calculera
pas les limites aux bornes)

b) En déduire que pour tout x € ] 0;+oo[ , g(x) =1

Partie B
Soit f lafonction définie sur J0; 4o par f(x) =1+ xInx — (Inx)?.
On désigne par (C f) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repere orthonormé
(0,1,]) . Unité graphique 2 cm .
1- a) Calculer la limite de f(x) et de f) en +4oco, puis interpréter graphiqguement
les résultats *

b) Calculer lim f (x) . Interpréter graphiquement le résultat
>

2- On admet que f est dérivable sur] 0 ; +oof

. _ , 9(x)
a) Démontrer que pourtoutx € ] 0; 4+oo[ , f'(x) = —

b) Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation

3- Démontrer que f admet une bijection réciproque £~ définie sur un intervalle que
I’on précisera

4- a) Calculer f(1)
b) Démontrer que £~ est dérivable en 1 puis calculer (f~1)'(1)

5- Démontrer que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique a dans]0;1 [
6- Deéterminer un encadrement de a d’amplitude 0,1

7- Déterminer une équation de la tangente au point d’abscisse 1
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Partie C
Onpose p(x) =f(x) —x et u(x)=x—1—1Inx
1- a) Déterminer le tableau de variation de u sur ] 0;+oo[ . On ne calculera pas les
limites aux bornes
b) Justifier que pour tout x € ] 0; +oo[ , u(x) =0
2- a) Démontrer que pour tout x € 1 0; +oo[, @(x) = (Inx — Du(x)
b) Déduire le signe de ¢(x) suivant les valeurs de x

c) Déterminer la position de la courbe (Cf) par rapport a la tangente (T)

3- (C") estlacourbe représentative de f~1 . Tracer (T), (Cf) et la courbe (C")
dans le méme repere.
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Probléeme 13

Partie A X+
Soit g la fonction définie sur ]—oo;1[U] 1;4[ par g(x) = T—%" In|1 — x|
1- Calculer les limitesde g en —o et en +oo
2- a) Justifier clairement que : lim g(x) = +oo et lim g(x) = —co
< >
b) Interpréter graphiquement les résultats
4 —x

3- a) Démontrer que pour tout x € [—o0; 1 [U ] 1; 400 , g'(x) = aA=w?
— X

b) En deduire les variations de g
c) Dresser le tableau de variation de g

4- a) Démontrer que g s’annule sur |—oo; 1 [ pour une seule valeur « telle
que —1<a<o0

b) Donner un encadrement de a d’amplitude 0,1
- pour tout x € |—oo; a[ U ]1; 400 ; g(x) <O
5- Justifier que :
pourtout x € |a;1[; g(x) >0

Partie B
Soit f lafonction définie sur |—oo;1[U]1;4+o[ par f(x) = (x+2)In|1—x]|.

On note (C) la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (0,1,]) .
Unité graphique 1 cm .

1- Calculer les limites de f aux bornes de |—oo; 1[U ] 1; 4| et préciser I’asymptote
a la courbe (C)
2- Démontrer que pour tout x € ]—oo; 1 [U ] 1;+oo[, f'(x) = —g(x)

3- a) Etudier les variations de f

b) Dresser son tableau de variation
(a + 2)?
1 —
5- Déterminer les coordonnées des points d’intersection de (C) et de ’axe des
abscisses.

4- Démontrer que f(a) =
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6- Tracer la courbe (C) . Prendre a = —0,8
Partie C
Soit h larestrictionde fa [a;1]
1- Démontrer que h réalise une bijection de [ a; 1 [ vers un intervalle K a préciser.
2- Justifier que la bijection réciproque h~*de h n’est pas dérivable en h(a)
3- Déterminer le sens de variationde h~! et dresser son tableau de variation.

4- Construire la courbe (€1) de h~! dans le méme repere
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Probleme 14
Partie A
On considere la fonction g définie et dérivable sur R par: g(x) = (1 —x)el™ —1
1- a) Demontrer que la limite de g en +co estegalea —1
b ) Déterminer la limite de g en —co
2- a) Démontrer que pour tout x € R; g'(x) = (x — 2)el™
b ) Déduire le sens de variation de g
c ) Dresser le tableau de variation de g
3- a ) Démontrer que 1’équation g(x) = 0 admet une solution unique a dans R
b ) Justifier que 0,4 < a < 0,5
pour tout x € |—oo; [ ; g(x) >0

¢ ) Démontrer que :
pour tout x € |a; +o[ ; g(x) <0

Partie B
On considére la fonction f définie et dérivable sur R par : f(x) = xel™ —x + 2
On note (C) lareprésentation graphique de f dans le plan muni du repére orthonorme
(O, 1, J). Unité graphique : 2 cm
1- a) Démontrer que la limite de f en +oo est egale 8 —oo
b ) Déterminer la limite de f en —co
2- a) Démontrer que pour tout x € R; f'(x) = g(x)
b ) Déduire le sens de variation de f
c ) Dresser le tableau de variation de f
3- a ) Démontrer que la droite (D) d’équation y = —x + 2 est une asymptote
obliqgue a (C) en +oo
b ) Etudier la position de (C) par rapporta (D)

4- Démontrer que (C) admet une branche parabolique de direction (OJ) en —oo

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
77

—

—~



Marathon de Buﬁer@ " Etude de Fonctions " Terminale 0

5- Déterminer une €quation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 1

1
6- Démontrer que f(a)=1-—a+ —

7- On admet que I’équation : x € R, f(x) = 0 admet deux solutions. Soit 8 1’une
des solutions.
a ) Démontrer que f(—B +2) = eP~1f(B)

b ) En déduire I’autre solution de I’équation: x € R, f(x) =0

8- Construire (D), (T) et (C) dans le repére (O, I,J) .Onprendra a = 0,4 et
B =25

Partie C
Soit A un nombre réel strictement positif et A (1) ’aire en cm? de la partie du plan
délimitée par (C) , la droite (D) d’équation y = —x + 2 et les droites d’équations
respectivesx = 0 etx = 4

1- Calculer A(A) al’aide d’une intégration par parties

2- Déterminer la limite de A (A) lorsque A tend vers +oo
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Probleme 15
Partie A

On considére la fonction numérique g définie sur ]0; +oo[ par g(x) = Inx? + % —
1) Etudier les limites de g en O et en +oo
2) a- Calculer g'(x) pour tout x de ]0; +oo[
b- Etudier le sens de variation de g et dresser son tableau de variation
3) Démontrer que 1I’équation : x € ]0; +oo[ ,g(x) = 0 admet une solution unique a
et que 0,55 <a < 0,60 .
Donner une valeur approchée a 1072 prés par excés de a

4) Déduire des questions précédentes le signe de g(x) suivant les valeurs de x

Partie B
Soit la fonction numérique f définie sur ]0; +oo[ par f(x) = e* <1n x? + ;) et (C) sa
courbe représentative dans le plan muni d’un repere orthogonal (O, 1,]) avec
Ol = 4cm et 0] = 0,5cm
1) a- Calculer xEwa(x) et lim &) et en donner une interprétation graphique

xX—-+o0 X

b- Justifier que pour tout x € ]0; +oo[, f(x) = 2e* (x Inx + 1)

c- Calculer alors linéf(x) . Que peut-on en déduire ?
X—
2) a- Calculer f'(x) pour tout x € ]0; +oo[ et donner le sens de variation de f

20 — 2 o
a’ )e

b- A I’aide de la question A -3 démontrer que f(a) = — (
c- Dresser le tableau de variation de f
3) Donner une équation de la tangente (T) a ( C) au point d’abscisse 1

4) Tracer avec soin (T) et (C)

Partie C
Soit la fonction numerique h définie sur R\ {0} par h(x) = e* Inx?

1) a- Démontrer que h est une primitive sur ]0; +oo[ de f
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b- Déterminer la primitive de f sur ]0; +oo[ qui s’annule en 2

2) Déterminer les coordonnées des points d’intersection de la courbe représentative
de h avec celle de la fonction exponentielle népérienne .
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Probléeme 16

Partie A
La courbe (Cf) ci-dessous est la représentation graphique d’une fonction f définie et
dérivable sur R . La droite (T) est la tangente a (Cf) au point O origine du repere

18 s
" (¢r)

HH
N] W |- -
A

w

1- a) Donner les solutions de I’équation x e R, f(x) =0
b) Donner les valeurs numériques respectives de f(1); f (_%) ; f'(D)
c) Déterminer une équation de (T) . En déduire f'(0)

2- On suppose que f est la fonction dérivée d’une fonction F sur R
a) Donner le signe de f(x) suivant les valeurs de x
b) Donner le sens de variation de F

3- On précise que f(x) est de la forme f(x) = (ax? + bx)e* ou a et b sont
deux nombres réels.
a) Calculer f'(x) en fonctionde a et b

b) En déduire la valeur de b en utilisant les résultats de 1-c)
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¢) En utilisant les valeurs respectives de b et f'(1), calculer a et donner

I’expression de f (x)

Partie B
Soit g lafonction définie sur R par : g(x) = (2x2 — 7x + 7)e* .
1- a) Calculer la limite de g(x) en +oo
b) Vérifier que pour tout réel x = 0 , g(x) = x?e* (2 - ; + %)

En déduire la limite de g(x) en —oo puis donner une interprétation
géomeétrique du résultat.

2- Calculer g'(x) puis dresser le tableau de variation de g

3- Tracer (Cg) la courbe de g, dans le plan muni d’un repére orthonormé (0, 1, J)

Unité graphique: 1 cm

0 0

xe*dx puis J x%e* dx

4- a) A l’aide d’une intégration par parties calculer f
-5

-5
b) Soit (A) le domaine du plan compris entre (C,) , I’axe des abscisses et
les droites d’€quations respectives x = =5 et x =0 .

Hachurer ce domaine sur la figure et calculer son aire .
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Probleme 17

Ce probleme comporte 3 parties A , B et C liées

Partie A

Soit la fonction h définie sur R par, h(x) = | a A
x —

pourtout x€[0;1], h(x) <1
Démontrer que :

pourtout x € [1;2[U]2; +o[, h(x)=>1
Partie B
Soit g la fonction numérique definie par g(x) = xInx — (x — 2) In|x — 2|
1. a) Déterminer I’ensemble de définition de g

b) Démontrer que g admet un prolongement par continuité en 2 puis définir ce
prolongement

2. a) Pour tout x élément de D, , calculer g'(x) puis montrer que g'(x) = In(h(x))
b) Etudier le signe de g’ (x) suivant les valeurs de x
c) Donner les variations de g puis dresser son tableau de variation

3. Déterminer les signes de g(x) suivant les valeurs de x

Partie C
In|x — 2|

: e flx) = si x #1

Soit f la fonction définie sur R par : Inx
f)=-1
1. Déterminer I’ensemble de définition Dy de f
- In(2—-x) g )
2. a) Montrer que lqu—l = —1 eten déduire que f est continueen 1
x->1 X —

b) Montrer que f est dérivable en 1
3. a) Calculer les limites suivantes :  lim f(x) ; chilrzl f(x) et xligrrlw f(x)
>

b) En déduire les asymptotes éventuelles a (Cf) la courbe représentative de f
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4. a) Pour tout x élément de D, ; Calculer f(x) puis montrer que

s g(x)
[ = x(x — 2)(Inx)?

b) En utilisant la question B-3, montrer que le signe de f'(x) dépend de celui
de (x — 2)
c) Dresser le tableau de variation de f

5. a) Montrer que f réalise une bijection de | 0; 2 [ vers un intervalle K a préciser
b) La bijection réciproque £~ de f est —elle dérivable en —1 ?

6. Construire (Cf) ainsi que les éventuelles asymptotes dans un repére orthonormé
(0,1,]). Uniteé graphique : 2 cm
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Probléme 18
Partie A
. . .. x+1
Soit la fonction g de R vers R definie par g(x) = P In x

1- a )Déterminer I’ensemble de définition D, de g

b ) Calculer les limites de g en 0 et en +o0
2- a) Pourtoutx € D, , calculer g’(x)
b )Déterminer le signe de g’(x) suivant les valeurs de x
c ) Etudier les variations de g ; puis dresser son tableau de variation
3- a) Calculer g(1) et g(2) . Démontrer que 1’équation g(x) = 0 admet une solution
unique a dans [1; 2]
b) Déduire un encadrement de a par deux décimaux consécutifs d’ordre 2

o pour tout x € |0;a[ ; g(x) >0
c ) Justifier que :
pour tout x € ]a;+oo[ ; g(x) <0

Partie B
2lnx

x% 4+ x
repére orthogonal (O,1,J). (Unité graphique : Ol=2cm etOJ= 4 cm)

Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = et (Cr) sa courbe dans un
1- a) Calculer les limites de f en 0 et en +oo
b ) Interpréter graphiquement les résultats ci-dessus

2- a) Démontrer que pour tout x € ]0; +oo[ , f'(x) = %g(x)
X X

b ) Déduire les variations de f

c ) Démontrer que f(a) = 22at D

d ) Dresser le tableau de variation de f . On prendra a = 1,8

e ) Construire (Cr)
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Partie C
] Inx Inx
1- Démontrer que pourtout x > 1 ; =z <f(x)< ~

3

2lnx %lnx
2- On pose E1=j —dx et E2=f —-dx
1 X 1 X

a ) Calculer E; ; puis en utilisant une intégration par parties calculer E,
3
. 2
b ) Déduire un encadrement de K =f f(x)dx
1

3- Soit A I’aire en cm? de la partie du plan délimitée par (Cr) , la droite (OI) et les
droites d’équations respectives x =1 et x = ;
a ) Exprimer A en fonction de K

b ) En déduire un encadrement de A en cm?
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Probléeme 19
Partie A
Soit g la fonction définie sur R par g(x) = (ax + b)e™ +2 , ou a et b sontdes

nombres reels
Le tableau de variation de g se présente comme suit :

X —00 2 + oo
g'(x) t 0 -
e %+ 2
g(x) e \
—00 2

1- a) Calculer la dérivée g'(x) de la fonction g en fonction des réels a et b

b) En utilisant les données du tableau de variation de g, determiner les réels a
et b
2- Onadmet que g(x) = (x —1)e™ + 2

a) Démontrer que I’équation : x € R, g(x) = 0 admet une solution unique
noté «a

b) Verifier que —0,4 < a < —0,3

pour tout x € |—oo;af ; g(x) <0
c) Démontrer que
pour tout x € | a;+o[ ; g(x) >0

Partie B
On considére la fonction définie sur Rpar f(x) =2x —1—xe™*

On désigne par (C) sa représentation graphique dans le plan muni d’un repére
orthonormé (0, 1,]) . Unité graphique : 2 cm

1- Calculer les limitesde f en —oo et en +oo

2- On admet que f estderivable sur R
Montrer que pour tout x € R, f'(x) = g(x)
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3- Etudier les variations de f , puis dresser son tableau de variation

X .. , . p
4- Calculer lim % , puis interpréter graphiquement le résultat obtenu

X——00

5- a) Démontrer que la droite (D): y = 2x — 1 est une asymptote a la courbe (C)
en +oo

b) Etudier la position relative de la courbe (C) par rapporta (D)

6- Déterminer une équation de la tangente (T') a la courbe (C) au point d’abscisse 0
7- a) Démontrer que f(a) =2a+ 1+ 2
a —

b) En utilisant la question A-2-b , montrer que : —1,40 < f(a) < —1,02
8- Construire avec précision la courbe (C) et les droites (D) et (T) dans le repére
(0,L,]) .Onprendra f(a) = —1,2

Partie C
1- Montrer que la fonction H(x) = —(x + 1)e ™ est une primitive sur R de la

fonction h définie par h(x) =2x — 1 — f(x)
2- Soit A un nombre reel strictement positif

a) Calculer en fonction de 4, I’aire A(A) en c¢m? , de la partie du plan délimitée
par la courbe (C), ladroite (D) et les droites d’équations respectives x = 0
et x =A1.

b) Calculer zlim A1)

—>+00
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Probleme 20
On considére la fonction f définie sur I’intervalle [ 0 ; +oo[ par :

f(x)=xln<1+i) si x#0
X2
f(0)=0

(C) est la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0, 1,]) ; unité
graphique : 5 cm

Partie A 1 5
On considere la fonction g definiesur ]0;+oo[ par g(x) =In (1 + F) i
2(x2-1)
1- a) Montrer que pour tout x € ] 0; 4+, ¢'(x) = ————=
) que p ] L 900 = e
b) Etudier le signe de g'(x) sur]0;+oo|
c) Etudier le sens de variationde g sur]0;-+oo[
2- a) Calculer les limitesde g en 0 et en 400
b) Dresser la tableau de variation de g
3- Montrer qu’il existe un réel unique a > 0 tel que g(a) = 0 et que
05<a<06
pour tout x € 10;a ; g(x) >0
4- En déduire que
pour tout x € ]a;+oo[ ; g(x) <0
Partie B
1- a) Montrer que pour tout x >0, f'(x) = g(x)
b) En déduire le sens de variation de f sur]0;+oo[
. 1
2- a) Calculer la limite de f en +oo (on pourra poser X = ﬁ)
b) Interpréter graphiquement ce resultat
3- a) Montrer que pour x >0, f(x) =xIn(1 +x%) —2xInx
( On justifiera clairement cette nouvelle écriture de f(x) )
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b) En déduire que f est continue en 0
c) Etudier la dérivabilité de f en 0

d) En déduire que (C) admet une demi tangente au point d’abscisse 0 dont on
précisera une équation

2a
a?+1

4- a) Montrer que f(a) =
b) Donner un encadrement de f(a) a partir de I’encadrement de « en utilisant
la question A.3
5- Dresser le tableau de variation de f
6- On considére la fonction h définie sur ] a;2[ par h(x) = f(x)
a) Justifier que h réalise une bijection de ] «a;2[ versun intervalle K a préciser

b) Calculer h(1) et justifier que la bijection réciproque h~! de h est dérivable
en In2

c) Calculer (h™1)'(In2)

7- Construire la courbe (C) , ses asymptotes et ses tangentes éventuelles.
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Probléme 21

Partie A
ZeZ(X—l)

On considére la fonction f définie de R vers R par: f(x) = o2G-D — 1

On désigne par (C) sa représentation graphique dans le plan muni d’un repére
orthonormé (0, 1,])
1- a)) Déterminer I’ensemble de définition Dy de f

b ) Calculer les limites suivantes :
Jim £ m SO0 im Fx) et lim £(x)
Interpréter les résultats graphiauement Si po>ssible.
¢ ) On suppose que f est dérivable sur D, , calculer la fonction dérivée f”(x)
d ) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation
pour tout x € |—o0; 1] , f(x) <0

e ) En déduire que :
pour tout x € |1;4+0o[ , f(x) >0

2- a) Démontrer que le point Q (i) est un centre de symeétrie de (C)
b ) Préciser la tangente a (C) au point A de (C) d’ordonnée 4

3- a ) Démontrer que la restriction g de f a I’intervalle ]1; +oo[ est une bijection
de ]1; +oo[ vers un intervalle K que I’on précisera.

b ) Trouver une expression explicite de sa bijection réciproque g1

¢ ) On désigne par (C’) la représentation graphique de g~ dans le plan muni d’un
repére orthonormé (0, 1,]) . Calculer de deux manieres différentes (g=1)'(4)
On donnera une équation de la tangente a (C’) au point B d’abscisse 4

4- Construire (C) puis (C’) dans le repére

Partie B
On considere la fonction h définie de R vers R par : h(x) = In|e?*~D — 1|

On désigne par (I') la représentation graphique de h dans le plan muni d’un repére
orthonormé (0, 1,]).
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1- a) Justifier que I’ensemble de définition D, de hest: D, = R\{1}

b ) Calculer les limites de h aux bornes de D, et interpréter si possible les résultats
obtenus

¢ ) Montrer que pour tout x € D, , h'(x) = f(x)
En déduire le sens de variation de h et dresser son tableau de variation
2- a ) Démontrer que pour tout x € D, , h(x) = 2x — 2 + In|1 — e~2%+2|

b ) En déduire que la droite (D) d’équation y = 2x — 2 est une asymptote a (')
en +oo

c ) Etudier les positions relatives de (T') et (D)
3- a) Préciser le point d’intersection de (I') avec la droite (Ol)
b ) Construire (')
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Probléme 22
Le plan est muni d’un repére orthonormé (0,7,7) . Unité graphique : 5 cm

Partie A
On considére la fonction h définie sur ] 0; +oo[ par h(x) =1+ e* +Inx
1- Calculer les limites de h en 0 et en +oo
2- Démontrer que h est croissante sur ] 0 ; +oo[
3- Démontrer que 1I’équation h(x) = 0 admet une solution unique a sur ] 0 ; +oo[ et
que 0,11 <a<0,12
pourtout x€]0; a[, h(x) <O

4- En déduire que
pour tout x € |a;+oo[, h(x) >0

Partie B

On considére la fonction g définie sur ] 0; +oo[ par g(x) = xInx +e* —1
1- Calculer les limites de g en 0 et en +oo

2- a) Justifierque gla) =—-2-(1—-a)lna

b) Déterminer a 1’aide de la question A-3 un encadrement de g(a) d’amplitude

1071 puis en déduire que g(a) < 0

3- a) Démontrer que pourtout x € ]0;+o[ , g'(x) = h(x)

b) Dresser le tableau de variation de g
4- Démontrer que 1’équation g(x) = 0 admet sur ] « ; +oo[ une solution unique B

telque 0,3<pf <04

pourtout x€]0; B[, g(x) <O

5- En déduire que :
pour tout x € ]S ;+oo[, g(x) >0
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Partie C

f)=1—-eX)Inx , si x>0
On considére la fonction f définie par :

f(0)=0
et (C) sa courbe représentative

—-X

e
1- a) Justifier que pour tout x >0 , f(*) =————~xInx
b) En deduire que f est continue en 0

c) Etudier la dérivabilité de f en 0 puis interpréter graphiquement le résultat

2- a) Calculer la limite de f(x) et celle de Jx) en +oo
X

b) Interpréter graphiquement le résultat précédent
, e *
3- a) Démontrer que pourtout x € | 0;+oo[ , f(x) = Tg(x)

b) En deduire les variations de f

c) Dresser le tableau de variation de f
4- Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 1
5- Tracer (T) et construire (C) . On prendra f = 0,35
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Probléme 23

L’objectif de ce probléme est 1’étude compléte de la fonction numérique f definie pour

1
f(x)=x—x%In 1+;| si x#0

tout nombre réel x différentde —1 par:
f(0)=0

On notera (Cy) la représentation graphique de f dans le plan muni d’un repére

orthogonal (0,1,]J)avec Ol =1cm et O] =4cm

Partie A
2x+1

Soit g la fonction numérique définie par : g(x) = ———<—21In

1
1 —
x(x+1) +x|

1- Déterminer I’ensemble de définition D, de g et déterminer les limites de g en +oo

eten —oo
-1
2- a) Montrer que : V x € ]—oo; —1[U]=1;0[U]0; +oo[; 9'(0) = 7777

b ) Etudier les variation de g
(on ne demande pas de calculer les limitesde gen —1 eten 0)

1
VxE€E ]—OO;—l[U]—E;O[ ; g(x) <0

1
3- Calculer g (— 5) ; puis démontrer que : 1
Vxe ]_1;_E[U]O; +oo[ ; g(x) >0

Partie B
1- Déterminer I’ensemble de définition D, de f et déterminer la limite de f en —1
2- Etudier la continuité de f en 0
3- Démontrer que f est dérivable en 0 et que f'(0) =1

4- Calculer la dérivée de f et démontrer que f'(x) = x. g(x)

x—In(1+x 1 ..
( ) = calculer la limite de f en +o0

5- a) Sachant que chll’)r(l) =

On admettra que la limite de f en —oo est %

b ) Dresser le tableau de variation de f
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6- a) Déterminera les asymptotes & (Cy)

b ) Montrer que I’équation f(x) = 0 a pour solutions 0 et § avec
—0,8< B <—0,7

7- Déterminer une équation de la tangente (T) a (Cr) au point d’abscisse 0

Tracer (T), les asymptotes et la courbe (Cr)
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Probleme 24
Partie A

. . g - —2x+1
Soit g lafonction définie sur R par: g(x) = P 1

1- a) Calculer g(0)

b) Calculer les limites de g en —oo et en +4oo
2x — 3
ex
3- Etudier les variations de g puis dresser son tableau de variation

2- Montrer que pour tout nombre réel x ; g'(x) =

4- a) Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet sur une solution unique a dont on
précisera la valeur exacte
pour tout x €]—o0;0 [, gx) >0
b) Montrer que
pourtout x €]0;+m[, glx) <0

Partie B
. i er _ 2x +1
Soit f lafonction definie sur R par: f(x) =——>——x+2
1- a) Calculer la limite de f en +co
b) Calculer xlim f(x) et lim UC) , puis interpréter graphiquement les résultats
——® x——0© X

2- a) Montrer que la droite (A) d’équation y = —x + 2 est une asymptote oblique a
(Cf) en +o0
b) Etudier les positions relatives de (C;) et de (A)

3- Montrer que pour tout nombre réel x: f'(x) = g(x)

4- Déduire de la question A. 4-b) les variations de f puis dresser son tableau de
variation

5- a) Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet deux solutions S et A telles que § < A
b) Prouver que —2 < f < —1 et 2 < A< 3 , puis donner un encadrement

respectif de B et de 2 a 10~1 pres par deux nombres décimaux consécutifs
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6- Construire (Cf) ainsi que (A) dans un repére orthonormé direct (0,1, ]).

Unité graphique : 1 cm

Partie C
Soit A D’aire de la partie du plan délimitée par (Cf) , ladroite (A) et les droites

d’équations respectives x = 0 et x = 3

1- Représenter graphiquement A

. 32x+1
2- a) Justifier que A = J x dx | cm?
0

b) A I’aide d’une intégration par parties calculer A
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Probléeme 25
Partie A
On considére la fonction h définiesur ] 0;+oo[ par h(x) =x —3 +Inx

1- Etudier les variations de h

2- a) Montrer que I’équation h(x) = 0 posséde une unique solution @ dans
I’intervalle [ 2;3 ]

b) Montrer a I’aide de la méthode de dichotomie que 2,20 < a < 2,21

pourtout x€]0 ;a [, h(x) <O
3- Justifier que
pourtout x €| a;+o[, h(x) >0

Partie B

A : e 1
Soit f lafonction définiesur ] 0;+oo[ par f(x) = (1 — ;) (Inx — 2)
On désigne par (C) sa courbe représentative

1- a) Calculer}cig(l) f(x) puis interpréter graphiquement le resultat

” ica

b) Calculer lim f(x) et 11m — = puis interpréter graphiquement les résultats
X—+ 0o — 00

h(x)

2- Montrer que pour tout x € ] 0; 4+oo[ , f'(x) =

3- Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation

(@ —1)°
a

4- Montrer que f(a) = — et en déduire un encadrement de a d’amplitude
2.1072

5- Résoudre dans I’intervalle | 0 ; +oo[ I’équation f(x) = 0 puis en deduire le
signe de f(x)

6- Construire la courbe (C)

Partie C
Soit F la primitive de f sur ] 0;+oco[ quis’annule en 1.0On appelle (I') sa courbe
représentative dans le méme repere.
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1- a) Sans calculer F(x) , étudier les variations de F sur ] 0;+oo[
b) Préciser la nature des tangentes a (I') en ses points d’abscisses 1 et e?

2- a) Veérifier que la fonction x — xInx — x est une primitive sur ] 0; +oo[ de

la fonction x — Inx

Inx 2
b) Montrer que pour tout x € ] 0; +oo[ , f(x) =lnx—7+——2

x
¢) En déduire I’expression de F(x) en fonction de x
3- a) Calculer }cmé F(x)

Inx 2 3
b) Montrer que pour tout x € ] 0; +oo[ ,F(x) = x1HX<1 ‘E*;‘M) +3
En déduire la limite de F en +oo

4- Dresser le tableau de variation de F

5- Construire la courbe (I') dans le méme repere que (C)
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Probleme 26
Partie A

X

Soit g la fonctionde R vers R définiepar g(x) =1+ pr—

1- a) Déterminer I’ensemble de définition D, de g
b) Calculer les limites de g aux bornes de D,

2- Résoudre dans R I’équation: g(x) =0

3- Etablir le tableau de variation de g

4- En déduire le signe de g selon les valeurs du nombre réel x

Partie B
On considere la fonction f de R vers R définiepar: f(x) = x +In(4|1 — e*|)
On note (C f) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé
(0,1,]). Unité graphique : 3 cm
1- a) Déterminer I’ensemble de définition Dy de f
b) Déterminer les limites aux bornes de Dy

pourtout x € |—0;0 [, f(x) =x+1In4+In(1—¢€*)
2- a) Justifier que
pourtout x €]0;+o[, f(x)=2x+In4+In(l—e7%)

b) Justifier que les droites (D,) et (D,) d’équations respectives y = x + In4
et y = 2x +In4 sont des asymptotes obliques a (Cf) respectivement
en —oo et en +oo

¢) Calculer les coordonnées du point d’intersection A de (Cf) et (D)
d) Etudier la position de (C;) par rapporta (D,) sur ]0;+oo[
3- a) f etant dérivable sur Dy, vérifier que : pour tout x € Dr, f'(x) = g(x)

b) En déduire le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation
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4- Soit h larestrictionde f al’intervalle ] 0; +oo[
a) Justifier que I’équation h(x) = 0 admet dans ] 0 ; +oo[ une solution unique «
etque 0,18 < a < 0,19
b) Calculer les valeurs exactes de h(In2) et (h™1)’(In8) ou h~! est la bijection
réciproque de h
5- Prouver que la courbe (Cf) coupe ’axe (OI) en deux points P et Q dont on
donnera les coordonnées. On prendra xp < x,
6- Tracer avec soin dans le repére (0,1,])
a) La courbe (Cf) et toutes ses asymptotes. On marquera les points A, P et Q

b) Lacourbe (I') de h™! et ses asymptotes
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Probléme 27

i ion défini 2x — 1)e* —2x + 2
Soit f la fonction définie par f(x) = (2x —1)e X

e*—1
et (C) sa courbe représentative dans un plan muni d’un repére orthonormal (0, 1,]) .
Unité graphique : 2 cm

1- a) Déterminer I’ensemble de définition Dy de la fonction f

b) Pour tout € D, , trouver les trois réels a, b et ¢ tels que:

f(x)=ax+b+

e —1
2- Déterminer les limitesde f en —oco , en 0 et en +oo
3- a) Résoudre dans R 1’équation (E) : 2e?* —5e*+2 =10
b) Justifier que la dérivée de la fonction f estliée a I’équation (E)
c) En déduire le sens de variation de f et dresser le tableau de variation de f

4- a) Démontrer que les droites (D,) et (D,) d’équations respectives y = 2x — 1

et y = 2x — 2 sont des asymptotes de la courbe (C) respectivement en +co

eten —oo
b) La courbe (C) admet-elle une autre asymptote ? si oui ; préciser la .

5- Pour tout x € Dy , on considere les points M et M’ de (C) d’abscisses
respectives x et —x .

a) Déterminer les coordonnées du milieu A du segment [MM'] .
b) Que peut-on en déduire pour la courbe (C) ?
6- Construire la courbe (C) et ses différentes asymptotes

7- a) Déterminer les réels a et p tels que pour tout x € Dy, on ait :

X

f(x)=2x+a+

ex —1

b) Soit k un nombre réel supérieur ou égal a 2. Déterminer ’aire A (k) en cm?

de la partie du plan contenant les points dont les coordonnées (x; y) vérifiant :

In2<x<Ink et 2x—1<y < f(x)

c) Calculer la limite de A (k) lorsque k tend vers 4o
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Probleme 28
Partie A

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, 1,]) . Unité graphique : 1 cm
On désigne par (Cf) la courbe représentative de la fonction f définie sur ]—oo; 1 [ par :

f(x) =1xTx+ln(1 —x)

1- a) Calculer la limite de f a gaucheen 1

b) Interpréter graphiquement le résultat

2- Justifier la courbe (Cf) admet une branche parabolique dont on précisera la
direction

3- a) Calculer lim ]Lx)
x>0 X

b) Justifier que f est dérivable en 0
c) Interpréter graphiquement le résultat précédent

4- On admet que f est dérivable sur |—oo; 1 [

a) Démontrer que pour tout x € ]|—o0; 1 [ , f'(x) = 1= x)?
b) En déduire les variations de f et dresser son tableau de variation
5- Justifier que pour tout x € |—o0; 1 [, f(x) =0

6- Construire la courbe (C;) dans le repére (0,1,])

Partie B
Soit F la primitive sur ]—oo; 1 [ de la fonction f quis’annule en 0
1- Sans déterminer F(x)
a) Donner la valeur de F(0) etde F'(0)
b) Justifier que F est strictement croissante sur |—oo; 1 [
2- Démontrer que la fonction H : x - (x — 1) In(1 — x) — x est une primitive sur

]—o0;1[ de lafonction h: x - In(1 —x)
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X b

3- a) Déterminer les réels a et b tels que , pour tout x € [—o0; 1 [, n —a+ -
—X —X

X

b) En déduire une primitive sur ]—oo; 1 [ de la fonction k:x +— T

4- Déterminer I’expression de F(x)

Partie C
Soit g larestrictionde f al’intervalle [0;1 [

1- Démontrer que g admet une bijection réciproque g~! dont on précisera
I’ensemble de définition

2- Donner le sens de variation de g~! et dresser son tableau de variation
3- Construire la courbe (C~1) de g~ dans le méme repére (0,1,))

1
4- a) Demontrer que (¢g~)(1—-In2) =

b) Justifier que g1 est dérivableen (1 —1In2) etcalculer (g71)'(1 —1n2)

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86

( ]
| 105 |




Marathon de Buﬁer@ " Etude de Fonctions " Terminale 0

Probléme 29
Partie A
On considére la fonction g définie sur |—oco ;0] par: g(x) = %+ (x — 1)e*
1- a) Calculer la limite de g en —oo
b) Justifier que pour tout x € |]—o0; 0], g'(x) = xe*
c¢) Etudier le sens de variation de g puis dresser son tableau de variation
2- a) Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet une unique solution a dans |—oo ; 0]

pour tout x € |—o;a [, gx) >0
b) Justifier que
pourtout x €]l a;0], gx) <0
Partie B

le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0, I, ). Unité graphique : 2 cm

1
. . . fX)==x+2+(x—2)e* ; six<0
f est la fonction définie par : 2

f(x) =xlnx ; six>0
On note (C) sa courbe représentative.

1- a) Déterminer 1I’ensemble de définition de f .
b) Calculer les limitesde f en —oo et en +oo
c) Etudier la continuité de f en 0
d) Etudier la dérivabilité de f en 0. Donner une équation des demi-tangentes au
point d’abscisse 0

2- On suppose que f est dérivable sur ]—oo ; 0[ etsur ] 0;+oof

pour tout x € |—;0], f’(x) = g(x)
a) Montrer que : ,
pourtout x €]0;40o[, f(x)=1+Inx

b) Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation
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. : : 1
c) Justifier que la droite (A) d’équation y = Zx+ 2 est une asymptote a (C)
en —oo

d) Etudier la position relative de (C) par rapport a (A) sur ]—oo ;0]

e) Justifier que I’axe des ordonnées est une branche parabolique a la courbe (C)
en +oo

3- a) Justifier que f(a) = %(“ 3+ ﬁ)

b) Construire la courbe (C) et la droite (A) . On prendra a = —2

Partie C
On désigne par (D;) la partie du plan délimitée par la courbe (C) , la droite (A) et les
droites d’équations respectives x = A et x = —2
1- En utilisant une intégration par parties , justifier que 1’aire A, de (D,) est égale a :
(2072 + 4(1 — 3)e?) cm?

2- Calculer la limite de A, lorsque x tend vers —oo
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Probleme 1
Partie A
La fonction g est définie sur R
1- Calculons les limitesde g en —co et en +oo
Limitede g en —oo
xl_i)moog(x) = lim (x3+ 2x—2)

X——00

= lim x3

X——00

= —C0

donc lim g(x) = —oo

X——00
Limite de g en +oo
lim g(x) = lim (x3+ 2x —2)

xX—+00 X—+00

= lim x3
xX—+00

= 400

donc lim g(x) = +

xX—+00

2- a) Calculons la dérivee de g

Pourtout x e R; g'(x) = 3x% + 2
Orpourtout x e R, g'(x) >0 ; donc lafonction g est strictement croissante

sur R

b) Dressons le tableau de variation de g

X —00 + oo
g'(x) +
+oo
g(x) /

3- a) Démontrons que ’équation : x € R , g(x) = 0 admet une solution unique a
g esrt continue et strictement croissante sur R donc elle réalise une bijection de R

vers g(R) =R
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Comme 0 € R alors I’équation : x € R , g(x) = 0 admet une solution unique a
b) Justifions que 0,7 < ¢ < 0,8

g est continue et strictement croissante sur R en particulier sur ]0,7 ;0,8 |
De plus ¢g(0,7) = —0,257

g(0,8) = 0,112
Comme g¢(0,7) x g(0,8) <0 alors 0,7 < a < 0,8

c) Donnons un encadrement de a d’amplitude 0,01 par la méthode de balayage

X 0,70 | 0,71 | 0,72 | 0,73 | 0,74 | 0,75
Signede f(x) | - -

0,76 | 0,77 | 0,78 | 0,79 | 0,80

- =+ | + | +

On déduit du tableau ci-dessus que : 0,77 < a < 0,78

Vx€ |-o;al; gx) <0
4- Démontrons que

Vx€ Ja;+o[; g(x)>0

La fonction g est strictement croissante sur R et g(a) =0
Vx€E |-wo;a] , x<a = gk <g(a)

= gkx)<o0

Vx€E Ja;+oo] , x>a = gx)>g(a)

= gkx)>0

Vx€ |]-ooal; glx) <0
On déduit de ce qui précede que

VxE€ Ja;+oo[; glx) >0
Partie B
1- Calculons la limite de f en —oo

I _ i 2 1
x_l}r_noof(x)— im (x—;+p>

X——00

= —O00
( lim x = —o0
X——00
_ 2
lim —=0

S
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Calculons la limite de f a gauche de 0

1
. 1 3 _
}Cl_r)l’(l) flx) = ,lcli% 2 (x>—2x+1)

<

Calculons la limite de f a droite de 0

1
. 1 . 3
}Cl_r)ré flx) = }CIL% 2 (x> —2x+1)
> >
= 4o
1
(lim — = 400
{x—>0 x2
car >
k)lcigg (x3-2x+1)=1

>

Calculons la limitede f en +oo

car { lim

\Jm =0

2- a) Démontrons que la droite (D) d’équation y = x est une asymptote a la
courbe (C;) en —oo et en +oo

calculons  lim (f(x) —y)
X——00
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Jim (F@) =) = Jim [(x=2+) 4]

x x?2
2 1
= lim (——+—2>
X——00 X X
2
lim (— —) =0
X——00 X
car 1
lim — = 0
xX—>—00 X
calculons lirp (f(x)—vy)
X—+ 00
) _ 2 1
lim (FG) =) = Jim_ [(x==+—) 4]
2 1
= lim (__+_2>
x—+00 X X
=0
2
lim (~3)=0
xX—+00
car 1
lim 2 =0
xX—+00 X

b) Etudions les positions relatives de (D) par rapport a (Cf)

Etudions le signe de (f(x) —y) suivant les valeurs de x

f@-y=(r-2+=)-x

21
T x x2

1
=F(—2X+1)

Pourtout x € ]|—0;0[U] 0 ; +oof , l2> 0
X
Donc le signe de (f(x) — y) dépend du signede —2x + 1
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Tableau de signe de —2x + 1 suivant les valeurs de x

X 0 1 +
—00 - 0
2
—2x+1 + + 0 —
fx)—y + o0 -

On conclut donc que :
1
La courbe (Cy) estau-dessus de (D) sur ]—oo; 0 [ et sur ]0; E[

1
La courbe (Cy) est en-dessous de (D) sur ]E ;+0o [

3- On admet que f est dérivable sur ]—oo; 0 [ U] 0 ; 400
g(x)

a) Démontrer que pour tout x € |—00;0[U ] 0;4oo[ , f'(x) = 3
X

2 1y
pour tout x € ][—oo; 0 [U] 0; +oo[ f'(x)z(x_;+x_>

Terminale 1)

2 2
=lte e
x3 4+ 2x —2
N
_g(x)
==3
b) Etudions le signe de f'(x) suivant les valeurs de x ; puis en déduire les variations
de f
Le signe de f'(x) dépend simultanément des signes de g(x) etde x3
X —00 0 a + 00
x3 - 0 +
gx) — - 0
f'(x) + - 0
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" Ftude de Fonclions ”

On déduit du tableau ci-dessus que :
Pourtout x € |—oco;0[U]a; 4o, f'(x) >0
Pourtout x€]0; al[, f'(x) <0

Par conséquent :

f est strictement croissante sur |—oo ;0 [ et sur ] a; +oo[
f est strictement décroissantesur ] 0; « |

c) Dressons le tableau de variation de f

X —00 0 a + oo
() + B 0

f(x) +00 | 400 +00
— f(a)

Terminale 1)

4- Déterminons les coordonnées du point A4 ou la tangente a (Cf) est parallele a (D)
Si latangente (T) au point A est parallele a (D) alors les deux droites ont le méme
coefficient directeur ; or le coefficient directeur de (T) est f'(x,) etceluide (D) est 1
résolvons donc I’équation f'(x,4) =1

flxa) =1

=

=

=

94
)P

(x4)° +2x4 =2

(x4)3

(x4)® + 2x4 — 2 = (24)°

2x,—2 =0

xA:1

Ya=fx))=f(1)=0

les coordonnées du point A ou la tangente a (Cf) est parallele a (D) sont A(1;0)

5- Déterminons une équation de la tangente (T) a (Cy) au point d’abscisse 1

M :y=f(Dxx-=D+f(1)

or f'(1)=1 et f(1)=0

Email : oualefidele@gmail.com

(
{

114 |

Cel : 58220709

02-58-82-72

05-65-91-86

J



Marathon de Buﬁ‘e;ﬂ@ " Etude de Fonctions " Terminale 0

donc (T):y=x-1

6- Construisons les droites (D) et (T) , puis la courbe (Cy)

—
e

—
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Probleme 02
1- a ) Déterminons I’ensemble de définition D de f
XED & [x—2[-2%#0
S |x—2|#2
& x—2+2 et x—2+-2
= x+4 et x+0

On en déduitque Dy = R\ {0;4 }

(‘v’xe ]=o0;0[U]0;2] ; f(x) =

Terminale 1)

x> —-2x-3

x2—-2x-3

Vx€ ]2;4[U]4;+00] ; f(x) =

b ) Montrons que : i —X

x—4

Déterminons I’expression de f(x) sans les barres de valeur absolue

( ou Df=]—OO;O[U]O;4[U]4}+OO[ )

05-65-91-86

X —00 0 2 4 +
x—2 — - 0 + +
|x — 2| —x + 2 —xt+2 x—2 x—2
x?—2x—3 || x?—-2x—-3 | x*?—-2x—-3 || x?—-2x—-3
fx)
—X —X x—4 x—4
On deduit du tableau ci-dessus que :
x?—2x—3
Vx€ ]-o0;0[U]0;2] ; f(x) R —
x?—2x—3
Vx€ |2;4[U]4;+0] ; f(x) = ——
x—4
¢ ) Calculons les limites de f aux bornes de Dy
Calculons la limite de f en —oo
. _ x?—2x-3
Am f) = i =2
. x?2—-2x-3
= |lim ————
X—>—00 —X
x2
= lim —
X—>—0 —X
= lim (—x)
X—>—00
= 400
Email : oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72
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Calculons la limite de f a gauche de 0

lim FGe) = 1 x?—2x—-3
1mfx—1m x—2[—2
< <

o x?—-2x-3
= lim ———
x—-0 —X

>
<

1 2
li —[—(* —2x=3)]
<

1
= lim ?( x? + 2x + 3)

x—0
<
= —o00
1
lim — = —o0
x-0 x
car <
}Cl_r)r(l)( x2+2x+3)=3
<

Calculons la limite de f a droite de 0

x*—-2x-3

hmf(x) = lim

—>0 lx — 2| -2

o x?=2x-3
= lim ——

x—0 —X

>
— T 1 2 2 3
=li; —[-(2-2x-3)]
>

1

= lim —(—x?% + 2x + 3)
x>0 x

>
= 400

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72  05-65-91-86
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Calculons la limite de f a gauche de 4

. . x?—2x—3
xl—rylf(x)_xl—r}}} |x—2|—2
< <

. x?—2x—3
Y
<

T 2 _ 9y _
—}Cl_rgx_4x(x 2x — 3)
<
= —00
1
{lim = —00
car J*2*t x—4
: 2 _ 90 _2) —
}Cl_r)ri(x 2x —3) =5
<

Calculons la limite de f a droite de 4

. i x?—2x—3
xlﬂf(x)_xlfi x — 2] — 2

>
. x?—2x—3
_xl—r};}— x — 4
>
_ i 2 _ 9
—chlgr}Lx_L}x(x 2x — 3)
>
= 400

1
lim - T
car ) % X~
: 2 _ 90 2) —
k:lcl—r};ll (x*—2x—3)=5

>

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72  05-65-91-86
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Calculons la limite de f en 400

. o = 1 x?—2x—3
x—1>r-Poof X) = x—1>r-Poo |lx — 2| —2
. x?-2x-3
= lim ————
X—+00 —X
X2
= lim —
X—>+00 —X
= lim (—x)
X—+00
= —O00

2- a) Etudions la continuité de f en 2
3
2€D; et f(2)=E

Calculons;ci_r)r% f(x) et lim f(x)
< >

_ o x2-2x-3
}CILI% f(x) =lim ————

x—2 —X
< <
3
. . x?—2x—3
xl—rg f(x) N xl—r>r2l x—4

>

3
2

Comme lim f(x) = lim f(x) = f(2) alors f estcontinue en 2

xX—2
< >

b ) Montrons que f n’est pas dérivable en 2

f) -f(Q2) S~ f(2)

Calculons lim ————~= et i
xX—2 x—2 x—=2 x—2
< >

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72  05-65-91-86
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fo-f =33
X) — —— 3
lim ———= = lim X 2
x—2 x—2 x—2 x — 2
< <
2(x? —2x —3) — 3(—x)
— i —Xx X2
a }}IE x—2
<
0 2x% —4x — 6 + 3x
B xlg% —2x(x —2)
i 2x2—x—6
B xlg% —2x(x —2)
_y 2x+3)(x—2)
B xlig —2x(x — 2)
. 2x+3
= lim
x>z —2x
<
_ 7
4

. X 7
f estderivable a gaucheen 2 et f/(2) = —7

" Ftude de Fonclions ”

Terminale 1)

05-65-91-86

w-ro 33
lim g = lim x—4 2
x>2  x—2 X2 x—2
> >
2(x2 = 2x—3)—3(x — 4)
— lim (x—4) %2
x22 x—2
>
. 2x% —4x —6—3x + 12
T 22— D -2)
. 2x2—7x+6
T2 20— - 2)
o (2x—-3)(x—2)
= lim
x22 2(x —4)(x — 2)
I 2x —3
=lim ——
x22 2(x — 4)
_ 1
4
Email : oua[eﬁde[e@gmai[.com ( N Cel: 58220709 02-58-82-72
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. 1
f estdérivable adroiteen2 et fa(2)=—7

Comme lim fe) - @) + lim f) -2

alors f n’est pas dérivable en 2
X2 x—2 x22 x—2
< >

Déterminons la tangente a gauche a la représentation graphique Cr de f au point
d’abscisse 2.

(T,): y=fiDx-2)+f(Q2)

7 3
y=—7&=-2)+5

7
y=—Zx+5

Déterminons la tangente a droite a la représentation graphique Cr de f au point
d’abscisse 2.

(T,): y=f12D(x-2)+f(2)

B 1( 2)+3
Y=z 2

—oxt2
y ==X

3- Calculons f’(x) pour x € ]—oo; 0[ U ]0; 2] ; puis pour x € [2;4[ U |4; +oo]

En déduire le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

x2 —2x -3\
Pour tout x € |—o0; 0[ U ]0;2], f'(x) = (——x>
_(x*=2x=3)' X (=x) = (=x)' X (x* = 2x — 3)
B (—x)?
C(x=2)x(=x) = (=1) x (x* = 2x — 3)
2

—2x% 4+ 2x+x*>—-2x—-3

2
X
—x% -3

x2

x%+3
= — xz
Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72  05-65-91-86
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x? —2x—3>’

Pour tout x € [2;4[ U ]4; +0], f’(x)=< Y — 4

(x?—=2x—-3)x(x—4)—(x—4) x (x? —2x—3)

(x —4)?
C(x—=2)x(x—4) —1x (x*—-2x—3)
(x —4)?
_ 2x*—8x—2x+8—x+2x+3
(x —4)?
_x?—-8x+11
(x —4)2
(x—4)?-16+11
(x —4)2
_(x—4)?-5
(x —4)2
_(x—4-+5)(x—4++5)
(x —4)?

Remarque
4+V5~624 et 4—+5~176

Déterminons le sens de variation de f ,
x“+3
Pour tout x € ]—o0; 0[ U ]0; 2], f’(x)=—< > <0

xZ
Donc f est tristement décroissante sur |—oo; O[ et sur ]0; 2]

(x—4—\/§)(x—4+\/§)

Pour tout x € [2;4[ U |4; +o], f'(x) =

(x —4)2
_ = (4+v5)]lx - (4= V5)]
- (x —4)?
Pour tout x € [2;4[ U ]4;400] , X~ (4-+5) >
(x —4)?
Email : Oua[eﬁde[e@gmai[.com ( N Cel: 58220709 02-58-82-72  05-65-91-86
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Donc le signede f'(x) sur [2;4[ U ]4; +oo] dépend du signe de x — (4 + \/g)

Tableau de signe de f'(x) suivant les valeursde x sur [2;4[ U ]4; +oo]

x 2 4 4+V5 +o
x — (4 +5) - -0
f'(x) — — 0

On en déduit que
f eststrictement décroissante sur 12;4 [ et sur |4;4 + V5 |
et f eststrictement croissante sur | 4 + /5 ;+oo |

Dressons le tableau de variation de f

X —o 0 2 4 4+5 + o
f(x) — — — -0 +
+o0 +oo\ +0oo +
3
() \ N N\ /
—00 —00 10,47

4- a) Montrons que la restriction hde f,a [7; +oo[, est une bijection de [7; +oo]
vers un intervalle K a préciser.

f est continue et strictement croissante sur [7; +oo[ ; comme h est la restriction de f a
17; +oo[ alors h est continue et strictement croissante sur |7; +oo[ par conséquent h réalise
une bijectionde [7;+oo[ vers h([7;+oo[) = f([7; +o[)

32
Or f([7;+e0[) = | 55 +eo|
On conclut que h réalise une bijection de [7; +oo[ vers [? : +oo[

b ) Calculons f(7)

32
f(7) =—
3 . , - 32
Sans expliciter la réciproque h~1 de h, démontrons que h~test dérivable en e
32

puis calculons (h~1)’ <?)
4
f estdérivableen 7 et f'(7) =3

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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Or h estlarestrictionde f a [7;+o[ donc h estdérivableen 7 et

h'(7) = f'(7) = g + 0 donc hlest dérivable en %

Calculons  (p~1)’ (%)

(R (%) - h'27) - z

5- a) Montrons que la droite (D4) : y = —x + 2 est une asymptote oblique a Cyen —o

Calculons _lim (f(x) —y)

—X

2 _ —
lim (F() =) = lim, (M (x4 2))

o x2=2x-3-(—x)(—x+2)
= lim
X——00 —X
o x2=2x—-3—-x%+2x
= lim
X—>—00 —X
_ -3
= lim —
X—>—0 —X
_ 3
= lim -
X——0 X

=0

On en deéduit que la droite (D;) : y = —x + 2 est une asymptote oblique a Cr en —oo

Montrons que la droite (D,) : y = x + 2 est une asymptote oblique a Cren +o
Calculons “E{l (fx) —y)
X—>+00

lim (f(x)—y) = lim (M — (x+ 2))

X—+00 X—+00 x — 4

x2—=2x—-3—-(x—4)(x+2)

- x1—1>r-Poo x—4
o x?—=2x—-3—-x*+2x+8
= lim
x—+00 x—4
Email : Oua[eﬁde[e@gmai[.com ( N Cel: 58220709 02-58-82-72  05-65-91-86
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_ 5
= lim
x—+00 X — 4

5

= lim -
X—>—0 X

=0

On en deéduit que la droite (D,):y = x + 2 est une asymptote oblique a Cr en +oo

b ) Dans le plan muni d’un repére orthogonal (0, 1,]) . Unité graphique : 1 cm
Construire la courbe (Cf) , les asymptotes a C; et les tangentes au point
d’abscisse 2,

(D2)
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Probléme 03

1- a) Etudions les variations de g
La fonction g est définie sur R

!

1 X
Pourtout x e R ; g'(x) = [—( — 1)]
2\Vx2+1

- (=) - )

Terminale 1)

2

lx (x) XVx2+1 — (Vx2+1)’Xx

(Vx2 + 1)
2x
Vx2+1 — ————=Xx
_1 2Vx2 +1
2 x2+1
xZ
1 VxP+1 -
Y x*+1
2 x2+1
2
(Vx2+1) —x?
=1>< x2+1
2 x2+1
1 x4+ 1 —x?
= — X
2 (x2+1)Vx?2+1
_ 1
2(x2+ 1Dvx2 +1

Pourtoutx e R, g'(x) >0

Donc g est strictement croissante sur R

b ) Calculons la limite de g en +oo

_ _ 1 X
Jim g(0) = lim 5 (m - 1)

05-65-91-86

1 X
X—+00
2 el
X (1 +x2)
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_ 1
= lim =

[+
x—400 2 1
|X| 1+?

" Ftude de Fonclions ”

\

Comme x >0 , alors |x| = x

| 1
Jm gCo) = lim >

car { 1

c)Endéduireque:vVx€eR;

/ 1
X 1+F

X
-1

gx)<o0

g eststrictement croissante sur R et lim g(x) =0
on en déduit que g admet 0 pour maximum ; donc Vx € R; g(x) <0

2- a) Calculons la limite de f en —oo

X——00 2
= 4o
_ 1
lim (——x) = 400
car Jx~- N 2
lim =+/x2+4+ 1=+
X——00 2

Email : oualefidele@gmail.com

1 1
lim f(x) = lim (——x+1+—
X—>—00

2+ 1
2x+>

Cel : 58220709
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Calculons la limite de f en +oo

1 1
i = i —_— — 2
xl_l)r+noof(x) xl_l)I_Eloo( 2x+1+2 X +1>

(—%x+ 1+%\/x2 + 1) (—%x+ 1 _%sz + 1)
= lim
xore —%x+ 1 —%sz +1

(- +1)'- D)

x
= lim 1 1
TR —ox+1-5VxZ 41
1 2 1.2
(Zx —x+1)—<z(x +1)>
= lim
xotoo 1

1
—7X+1—7|X| 1+F

Pour x>0, [x] =x

%xz—x+1—%x2—%
lim f(x) = lim
X—+00 X—+00 1 1 1
—7X+1—7X 1+F
VR
XT3

Il
5.
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am =0

x>t00 X2
car . 1

xX—>+00 X

b ) Etudions le sens de variation de f
La fonction f est définie sur R

1 1
Pour tout x € R ; f’(x)=(——x+1+—\/x2+1)

!

2 2
_ 1+1>< 2x
22 2Vxz+1
_ 1 X
2 2Wx2 41
- 3(-1+ ==)
2 x2+1
=g(x)

Il en résulte que pourtoutx € R, f'(x) = g(x)

Orpourtout x eR, g(x) <0
Donc pourtout x € R, f'(x) < 0 ; par conséquent f est strictement décroissante

sur R

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com ( N Cel: 58220709 02-58-82-72  05-65-91-86
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Dressons le tableau de variation de f

X —00 + oo

£ -
@) \.

3- Montrons que la droite (D) : y = 1 est une asymptote a (C) en +oo
Calculons  lim (f(x) —y)

X—+00

Jim (FG) -y = Jim (FG) -1

= A e - im s or I fo =1
=1-1
=0

On en déduit que la droite (D) : y = 1 est une asymptote & (C) en +oo

Montrons que la droite (A) : y = —x + 1 est une asymptote a (C) en —oo
Calculons  lim (f(x) —y)
X——00

lim (f@ =y = dim [(~5x+ 14535 1) = (x+ 1)

2 2
1 1
= lim (—Ex+1+§\/x2 +1+x—1)
X——00

—_ 1 1 1 2 1
—x_1>r_nOo (Ex+§ X< + )

(2x+1\/r)( x—i x2+1)

= lim
X—>—00 x__\/T
2 2
(z7) —(%WH)
= lim 1
o 5X = —\/x2 +1
Email : ouale ide[e@ ail.com Cel: 58220709 02-58-82-72  05-65-91-86
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ixz—z(x +1)
= lim T
e x——\/x2+
_1
= lim 1 4
e x——\/x2+
=0

1 1
Car Jim <§x —=\x%+ 1) = —o0

X—>—00 2

On en déduit que la droite (A) : y = —x 4+ 1 est une asymptote a (C) en —oo

4- Construisons les droites (D) , (A) et la courbe (€) ( Voiralafin )

5- a) Démontrons que f realise une bijection de R vers un intervalle K a préciser.
f est continue et strictement décroissante sur R donc elle realise une bijection de R
vers f(R) =]0;+oo[
b ) Donnons le sens de variation de la bijection réciproque f~1de f
Toute fonction qui réalise une bijection sur un intervalle donné , a le méme sens de
variation que sa bijection réciproque

Par conséquent la bijection réciproque £~ de f est strictement décroissante
sur ] 0; +oof

Dressons le tableau de variation de la bijection réciproque f~1 de f

X 0 + oo
+00

F@) \
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¢ ) Calculons £(0)

3
fO) =5

démontrons que f~1 est dérivable en 3

2
f estdérivable sur R , en particulieren 0 et £'(0) = g(0) = _% +0

On en déduit que f~1 est dérivable en %

d ) Déduisons de ce qui précede (F1)’ (E)
2

G~ 7w

6- a) Construisons la courbe (€") de f~1 ( voiralafin)

b ) Donnons une expression explicite de f1

1 1
y=f(x) © y=—sx+1+zy/x2+1

2 2
1 1
s y—(—§x+1>=5\/x2+1

= =3 - G
& y? —2y(—%x+ 1) + (—1x+ 1)2 =l(x2 +1)

05-65-91-86

2 4
= y? -2 ( ! +1)+1 2 g1=lix2ql
A g F TET TN Ty
& y? 2<1+1) +1—1
y? =2y (-5 x+l=o
S yr4xy—2y—x+1=-
1
(:>xy—x=—y2+2y—1+z
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3
S xy-D=-y"+2y-7
_yZ + Zy — Z
S x =
y—1
. . —x* 4+ 2x — 3
Il en résulte qu’une expression explicite de f~! est: i) = 4
x—1

I

I

1

I

I

I

(©) |

|

I

1

|

]

|

|

1

\
\
\
Q)X
N
\
\
8
8
N
>
\\
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Probleme 5
Partie A
La fonction g est définie sur ]0; +oo[
1- Calculons les limitesde g en 0 et en +oo
Limitede g en 0
}cll% glx) = chl_r}(l) (1+x+1Inx)

> >
= —O0

}Ci_%(l +x)=1
car >
limlnx = —
x—0
>
Limite de g en +oo
lim g(x)= lim (1+x+Inx)
X—+00 X—+00

= 400

lim (1+x) =400

car {xX7t®

lim Inx = 4o
X—+00

2- Calculons la dérivée de la fonction g
pourtout x €] 0;40o[; g'(x) =1+ x+Inx)’

1
=1+4=
X

3- Etudions le sens de variation de g

Terminale 1)

( Le sens de variation d’une fonction dépend du signe de sa dérivée )

Pourtoutx € ] 0;4+oo[ , x>0 et x+1>0
Donc pourtout x € ] 0; +oo[, g'(x) >0

Par conséquent la fonction g est strictement croissante sur ] 0 ; +oo[

4- Démontrons que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique a dans ] 0 ; +oo

telleque 0,2 < ax<0,3
( On peut utiliser le théoreme des valeurs intermédiaires )
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La fonction g est continue et strictement croissante sur | 0 ; +oo[ donc elle réalise une
bijectionde ] 0; +oo[ vers g( ]0;400[) =]—00; 400 [

Remarque

g(10;+0o[) = [lim g(x) ; lim g(x)| =]-o0; +oo]

Comme 0 € |—o0; +oo [ alors I’équation g(x) = 0 admet une solution unique a dans
10;4o0of

g est continue et strictement croissante sur ] 0 ; +oo[ en particulier sur [0,2; 0,3 ]
De plus ¢(0,2) = —0,409
9(0,3) = 0,096

Comme g(0,2) x g(0,3) < 0 alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires
I’équation g(x) = 0 admet une solution unique a dans | 0 ; +oo] telle que
02<a<0,3

Vvxe |0;al, gx)<O0
5- Démontrons que
Vx€ Ja;+o[, gx) >0

- Lafonction g est strictement croissante sur 0; a|
donc pourtoutx € [0;a[ , x <a = gkx) < g(a)
= gx) <0

- Lafonction g est strictement croissante sur Ja; +oo|
donc pourtout x € Ja;+o[ , x> a = g(x) > g(a)
= gx) >0

Vxe |0;af, glx) <0
On conclut que
VxE€ Ja;+oo], g(x)>0
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Partie B
1- a) Démontrons que f est continueen 0
Onsaitque f(0) = 0; calculons }Ci_r)% f(x)

>
xIlnx

1+ x

yny £ (o) = Jing
>

= lim X xlnx

x-0 14+ x
>

=0

1
lim =1
x201 +x
Car { >
limxlnx =0
x—0

U

Terminale 1)

Comme chi_rg f(x) =0=f(0) alors lafonction f estcontinueenO

>

b) Démontrons que (C¢) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 0
( cela revient a montrer que la fonction f n’est pas dérivable en 0)

fx) = f(0)

Calculons lim
x—0 x—0

- fx) = f(0) f&)
me——2 S

li = lim —
x—0 x—0 x>0 x
> >
xInx
= lim 1+x
x—0 X
>
_ 1 xInx
B xlg(l) x(1+x)
Inx
= lim
x20 1+ x
>
= lim X Inx
x>0 1+ x
>
= —00
1
{ lim = vl
Car > x
}Ci_r}% Inx = —0
Email otalefidele@gmail.com Cel: 58220709
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Comme lim f—(x) A =
x;O x—0

" Ftude de Fonclions ”

Terminale 1)

—oo alors f n’est pas dérivable en 0

La courbe (Cr) admet une demi-tangente verticale d’¢quation x = 0 au point

d’abscisse 0

2- a) Calculons les limites de f(x) et @ quand x tend vers +oo

X
Limite de f(x) quand x tend vers +co

xIlnx

xl—lgloof(x) - x1—1>r-l¥100 1+x

X Inx

= lim
x>+ 1+ x

= 400

x
=1

lim
Car { *t=l+x

lim Inx = 4+

f(x)

Limite de 22=2 quand x tend vers 4+
X

0O xInx
X
lim —— = lim 1+x
X—+ 00 X X—+00 X

_ xInx
B x—l>r-|poo x(1+x)

_ X In x
= lim X —
x-+0 1+ x X

=0

X
lirp T+ % =1
X—+ 00
Car In x
lim — =20
X—>+o0 X

b) Interprétons graphiquement les résultats des calculs de limites de f(x) et @

quand x tend vers 4o

f(x)

comme lim f(x) =+4+c et lim —

xX—+ 00 x—>+00 X

branche parabolique de direction (OI) en +oo
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g(x)

3- a) Démontrons que pour tout x > 0 , f'(x) = (x+1)2

!

xInx
1+x>
_elnx)' x(1+x)-(1+x) XxInx
B 1+ x)?

[(x) XInx+ (Inx)' Xx] X (1+x)— xInx
(1+ x)?

pour tout x >0 , f’(x)=(

(lnx+%><x)x(1+x)—xlnx

(1+ x)?
_(lnx+1)><(1+x)—xlnx
(1+x)?
_Inx+xlnx+1+x—xlnx
_Inx+1+x (1+x)°
(1+x)?
1+x+1Inx
:W ; or gx)=14+x+Inx
__9™)
(1+ x)?

b) Déterminons une equation de la tangente (T) a la courbe (Cf) au point I d’abscisse
x;=1

(M :y=f(Dxx-1)+f(1)

Calculons f'(1) et f(1)

oy 9@ 2 1 1xIlnl 0
FO=G7pz=777 e fO= =

1+1 2
y=f"Dxx-1)+f(1)
1

y=3 (x—1)+0

_ 1 1

272
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" Ftude de Fonclions ”

Terminale 1)

une eéquation de la tangente (T) a la courbe (Cy) au point I est: (T): y = %x _%

4- a) Etudions les variations de f

Pour tout x > 0; (x + 1)% > 0 donc le signe de f'(x) dépend du signe de g(x)
Or d’apres la question A-5 ona:

Vxe |0;af, gix) <0

VxE€ Ja;+oo], g(x)>0

vxe |0;al, f'(x) <0

On en déduit que

Vx€ Ja;+oof, f'(x)>0

Par conséquent f est strictement décroissante sur ]0; a[ et strictement croissante

sur Ja;

+oo[

Tableau de variation de f

X 0 a + 0
f'() - 0 +
0 + o
| N\, S
f(a)
b) Justifionsquea +1 =—-Ilna
g@)=0 = 14+a+lhnha=0

= 14+a=-lna

Déduisons que f(a) = —a

alna

fla) =

1+a

)

or 1+a=—Ina = lna=-(1+a)

_a[-(1+a)]

1+a
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_—a(l+a)
T 14«

= —a

5- a) Démontrons que la restriction h de f a lintervalle [1; +oo[ admet une bijection
réciproque h~?!
( Pour montrer qu’une fonction admet une bijection réciproque il suffit de montrer que
cette fonction est bijective ; car toute fonction bijective admet une bijection réciproque )

f est continue et strictement croissant sur [1; +oco[ , comme h est la restriction de f a
I’intervalle [1; +oo[ alors h est aussi continue et strictement croissant sur [1; 4+oo[
Par conséquent h réalise une bijection de [1; +oo[ vers h([1;4oo[) = f([1;4oo[)
donc h admet une bijection réciproque h~!

b) Démontrons que h~1 est dérivable en 0 et calculer (h=1)'(0)
On a montre a la question B-3-b que f(1) =0 donc h(1) =0

Montrons que h~! est dérivable en 0

( Pour montrer que h~1 est dérivable en 0 il suffit de montrer que h est dérivable en 1
etque h'(1) #0) 1

f estdérivable sur ] 0; +oo[ donc f estdérivableen1 et f'(1) = 5

Or h est larestriction de f a I’intervalle [1; +oo[ donc h est dérivableen 1 et

1
RO =) =5

On conclut que h~1! est dérivable en 0

Calculons (h=1)'(0)

O = = (D) =1
h'(1) 1
2
= (h)'(0) =2
Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86

( ]
| 140 |



Marathon de Buﬁ‘er@ " Etude de Fonctions " Terminale 0

6- Tragons la tangente (T) et les courbes (Cy) et (Cp-1)

[HEY

!
AN
b}

Inx e
7- Montrons que . < < —
q VxE[l,e],e_l_l_f(x)_Zlnx
Pourtout xe[1;e] = 1<x<e
= 1+1<x+1<e+1

= 2<x+1<e+1

1 1 1
= < <=
e+l x+1 2
- lnx<lnx <lnx _ vxe[l:e], Inx>0
e+l x+1 2 - ArvrELLEl X
In x In x 1
= 1X < xX <eXzlnx ; car1<x<e
e+1 x+1 2
Emai[:oua[qﬁde[e@gmail.com f N Cel: 58220709 02-58-82-72  05-65-91-86
141

\ J




Marathon de Bm‘fer@ " Etude de Fonctions " Terminale 0

In x xInx e

= < < -1
e+1 ~x+1 -2
Inx < <e1

- _
er1 /(@ =3lnx

b) L’aire en cm? de la partie du plan délimitée par I’axe (OI) , la courbe (C ) etles droites
e

d’équations respectives x = 1 et x = e est definie par : f f(x)dx X ua
1

,oU0 ua = 0I X 0] cm?

In x
e+1

Vxe[l;e];

lnx< ()<el fe
— =
o1 /W =glnx )

e ee
dxsf f(x)dxsj —Inxdx
1 1 2

e

1 € € e
= e_l_—ljllnxdxsjlf(x)dxszfllnxdx

e
Calculons a l’aide d’une intégration par parties I’intégrale j Inx dx
Posons u'(x) =1 = ulx)=x 1
, 1
v(x)=lnx = v (x) ==
e e 1
j Inxdx =[xInx ] —j x X —dx
1

1 x

e
=(elne—1><ln1)—J dx
1

=e— [x]

=e—(e—1)
=e—e+1
=1

Onsaitque ua =01 x0J =2%x2=4cm? , ona:
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e

1 (¢ € e
—f Inx dx Xuan f(x)dquaS—j Inx dx X ua
+1 ), 1 2 ),

e
e
X1X4cm?< Xua <—=X1X4cm?
Py cm _flf(x)dx ua < - cm

e
cm? Sf f(x)dx X ua < 2e cm?
+1 1

e
= 1,0757 cm? < j f(x)dx X ua < 5,4365 cm?
1
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Probleme 6
Partie A
La fonction g est définiesur ] 0;+oo
1- a) Justifions que pour tout x € 10; +o[ ;g'(x) =1+ Inx

Pour tout x € ]0; +oo[ ; g'(x) = (1 4+ xInx)’
=(x)'Inx+ (Inx)" xx

=lnx+- Xx
X

=lnx+1
b) Etudions les variations de g

Etudions d’abord le signe de g'(x) suivant les valeurs de x

X 0 el + o0
1+ Inx - 0 +
g'(x) - 0 +

Pourtoutx € ] 0;e7 [, g'(x) <0
donc g est strictement décroissante sur ] 0; e[

Pourtoutx € Je 1 ;+o[, g'(x) >0
donc g est strictement croissante sur ] e~! ; +oo[

Dressons le tableau de variation de g

X 0 e~ 1 + o
g'(x) — 0 +
9() \ e
1—e1

2- Justifions que V x € ]0;+oo[ ; g(x) >0
Sur I’intervalle ]0; +oo[ , la fonction g admet pour minimum absolu 1 —e™! >0
Donc pour tout x € ]0; +oo[ ; g(x) >0
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Partie B
1- a) Etudions la continuité de f en 0
Onsaitque f(0) = 0; calculons }Ci_r)% f(x)
>

}ci—r»%f(x) - }ci;r}(l) 1+xlnx

=0

>

limxlnx =0
x—0
>
Car Jlimx =0
x—0
>

Comme chi_rg f(x) =0=f(0) alors lafonction f estcontinueenO

>
b) Etudions la dérivabilité de f en 0
x)—f(0
Calculons limM
x—0 x—0
f)—f0O)  f(x)
lim——— = lim ——
x—0 x—0 x>0 x
> >
X
— lim 1+ xlnx
x—0 X
>
B xl;% x(1+ xInx)
R 1+xInx
>
car limxlnx =0
x—0
>
x)—f(0
Comme Jlg_r)%% =1 alors f estdérivableen0 et f'(0) =1

C) Démontrons qu’une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au pointOest: y =x
( latangente a la courbe (C) au point O signifie tout simplement la tangente a la
courbe (C) au point O d’abscisse x, = 0)
Déterminons une équation de la tangente (T') a la courbe (C) au point O d’abscisse x, = 0
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(T):y =f'(0) x (x=0)+ f£(0)

or f'(0)=1 et f(0)=0
y =f"(0) X (x —0) + f(0)

" Ftude de Fonclions ”

y=1xx + 0

y=x

une équation de la tangente (T') a la courbe (C;) au point O est: (T): y =x

d) Démontrons que :
- (C) est au-dessus de (T) sur ]0; 1]
- (C) est au-dessous de (T) sur ]1; +oof

Terminale 1)

( Il s’agit de la position relative de la tangente (T) par rapport a la courbe (Cr) )

Etudions le signe de ( f(x) — y) suivant les valeurs de x

f)—y=

X

1+xmx_x

x—x(1+xlnx)
1+xlnx

x—x—x%Inx
1+xlnx

—x%Inx
g(x)

2

PO (—Inx)

Pourtout x €] 0;+o[ , x2>0 et g(x)>0

Donc le signe de (f(x) — y) dépend du signe de (—Inx)

Tableau de signe de ( f(x) —y) suivant les valeurs de x

X ‘0 1 + oo
—Inx + 0 —
fx)—y + 0 -
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Pourxe]0;1[, f(x)—y>0
donc (C) est au-dessus de (T) sur ]0; 1]

Pourx € ]1;4+0 [, f(x) —y <0
donc (C) est au-dessous de (T') sur ]1; +oo[

On conclut que :
- (C) est au-dessus de (T) sur ]0; 1]
- (C) est au-dessous de (T) sur ]1; +oo

2- Demontrons que la droite (OI) est une asymptote a (C) en +oo
( on demande de montrer que la droite (OI) est une asymptote horizontale a (C) en +oo ;

en d’autres termes il suffit de montrer que : lirjp f(x)=0)
X—>+00

Calculons lim f(x)

X—+ 00
1. ( )_ 1. x
x—l>I-Eloof X) = x—1>I-I¥1001+x11’1X
X
= Jim —F
X—>+00
x(§+1nx)
li -
= lim
Xt %+1nx
=0
1
lim — =0
X—>+0 X

Car
lim Inx = 4o

X—+00

3- a) Démontrons que :v x € 10; +oo[ , f’ 1-x
= . . (0] =
q X ’ A (1 + xInx)?
X !
vx€ 0+l , f10) = (1777 )
~(59)
g(x)
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)’ xglx) — g'(x) xx
B (9(0)°

_g(x) = (1+Inx) xx
B (9(0)°

_1+xlnx — (x+xInx)
B (1+ xInx)?2

B 1+xInx —x—xlnx
(1+ xInx)?

_ 1—x
~ (1+xInx)?

b) Déduisons les variations de f
Pourtoutx € ] 0;+oo[ ,(1 +xlnx)? >0
Donc le signe de f'(x) dépend dusignede 1 — x

Tableau de signe de 1 — x suivant les valeurs de x

X 0 1 + oo
1—x + )] —
f'(x) + 0 —

Pourxe]0;1[, f'(x)>0
Donc f est strictement croissante sur ] 0;1 [

Pourx € |1+ [, f'(x) <0
Donc f est strictement décroissante sur ]1; +oo [

Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72  05-65-91-86
[ 8 )




Marathon de Bm‘fer@

" Ftude de Fonclions ”

Terminale 1)

Dressons son tableau de variation de f

x 0 1 + o
f'(x) + ! -
1
o \
0 0

4- Construisons la droite (T) et la courbe (€) dans le plan muni du repeére (0, 1,])

(M:y=x

(€)
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Partie C

" Ftude de Fonclions ”

1- a) Justifionsque : Vx € ]0;4+oo[ ,f(x) <1

Sur I’intervalle ]0; +oo[ , la fonction f admet pour maximum 1
Donc pour tout x € ]0; +oo[ ; f(x) <1

1
b) Démontronsque Vx € [1;e] ,1 ——<
) que Vx € [Le] ,1-——<f(x)

Vxe€ [l;e], 1<x<e

L

l

Email : oualefidele@gmail.com

— In1<Inx <lIne
0<Inx<1
0<xXlnx<xx1 ; car x>0
0< xlnx <x

0< 14+xlnx<1+x

1 1
0< <
1+x  1+xlnx

1
< SXX——mmmm
+x 1+ xInx
X X
0< <
1+x  1+xlnx
X

OSme(x)

0<xX <x

x+1-1

1+x </

x+1 1<()
1+x 1+x_fx

1
1-m$f(?€)
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2
<A<16(e—-1
1+ e) (e )
On déduit des questions C-1-a et C-1-b que pourtoutx € [1;e] ,ona:

2- Démontrons que 16(e—1) + 16ln(

1
1-——< <1
Trx= =

’aire en cm? de la partie du plan limitée par (C), (O]) et les droites d’équations

e
x = 1let x = e estdéfini par : c,clzjf(x)dqua ,0u ua = 0I X 0] cm?
1

pour tout x € [1; e]

1 e 1 e e
- < < S < <
1 1+x_f(x)_1 =>J1(1 1+x>dxxua_J1f(x)dx><ua_f1dxxua

= [x—Inll+x[]§x16 < A < [x]¢ x16

= [e—In(1+e)—(1—-1n2)]x16 < A <(e—1)x16
= [e—In(1+e)—1+In2]x16 < A < 16(e—1)
= [

e—14+In2—-In(1+e)]x16 < A < 16(e—1)

U

2
[e—1+ln< )]X16S A <16(e—1)
1+e

= 16(e—1)+161n< )s A <16(e —1)

1+e
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Probleme 7
Partie A

1- Déterminons I’ensemble de définition D, de g
D, =R L’ensemble de

Calculons les limites de g en —oo et 400
Limitede gen —o

lim g(x) = lim (2xe* —1)
X——00 X——00
= —1
Car lim xe* =0

X—>—00

Limite de gen +oo

lim g(x) = lim (2xe* —1)

X—+00 X—+00
= +4oo
lim x = 4+
Car (*7*®
lim e* = 4+
x—+00

2- Démontrons que pour tout x € R, g'(x) =2(x+ 1)e*
pourtoutx e R, g'(x) = (2xe* — 1)’
= (2x)' xe*+ (e¥) x 2x
=2Xe*+ e*X2x
= 2e* + 2xe”
= (24 2x)e*
=2(1+x)e*

3- Déterminons le sens de variation de g
Pourtoutx e R, 2e* >0

donc le signe de g'(x) dépend du signe de (x + 1)
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Tableau de signe de g'(x) suivant les valeurs de x

X —o00 -1 + oo
x+1 — 0 +
g'(x) - 0 +

Pourtoutx € |[—o0; -1, g'(x) <0
Donc g est strictement décroissante sur |—oo; —1 [

Pourtoutx € |[-1;4o [, g'(x) >0
Donc g est strictement croissante sur ]—1; +oo |

0
Dressons le tableau de variation de g

X —00 -1 + o
g'(x) - P +
-1 + oo
g9(x) \ /
—2e1-1

4- a) Démontrons que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique a dans R .

- g est continue et strictement décroissante sur |—oo ; —1 [, donc elle réalise une
bijectionde ]—co; —1[ vers g(]—o;—-1[)=]-2¢e71—-1;-1]
Comme 0 ¢]—2e 1 —1;—1[ alors I’équation g(x) = 0 n’admet pas de
solution dans |—oo; —1 [

- g est continue et strictement croissante sur |—1 ; +oo[ , donc elle réalise une
bijection de |—1; +oo[ vers g(]-1;+o [) =]-2e71 =1 ;400 [
Comme 0 € |—2e 1 —1 ;+oo [ alors I’équation g(x) = 0 admet une solution
unique a dans ]—1; +oo |

On conclut que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique « dans R
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b) Vérifions que 0,35 < a < 0,36

g est continue et strictement croissante sur |—1 ; +oo[ , en particulier sur 10,35 ; 0,36 [
de plus ¢(0,35) = —0,0066 et g(0,36) ~ 0,0319

Comme g(0,35) x g(0,36) < 0 alors d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, on a :
0,35<a<0,36

Vx€ ]-oo;al,gx) <0
5- Justifions que

Vx€ |a;+o[,g(x) >0

- Sur ]—oo; —1[, g admet pour maximum —1 ; donc pour tout x € |—o0; —1[ , g(x) < —1
C'est-a-dire pourtout x € |—oo; —1[ , g(x) <0

- Lafonction g est strictement croissante sur |—1; a[
donc pour toutx € |-1;a[ , x <a = g(x) < g(a)
= gx) <0

- Lafonction g est strictement croissante sur |a; +oo[
donc pourtout x € Ja;+oo| , x> a = g(x) > g(a)
= gx)>0

Vx€ ]-oafl,g(x) <0
On en déduit que
VxE€ Ja;+o[,g(x) >0

Partie B

1- Justifions que la droite des abscisses est une asymptote a (Cy) en —o
( Il suffit de montrer que lim f(x) =0 )
X——00

Calculons xgmw f(x)
xl_i)r_noof(x) = xl_i)r_noo xe*(xe* — 1)
=0
Car xl—i>r-noo xe* =0

On en déduit que la droite d’équation y = 0 ( la droite des abscisses ) est une asymptote a
(Cf) en —oo
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2- Calculons la limite de f(x) et de @ en +oo

Limite de f(x) en +o

X

lim f(x) = lim xe*(xe* —1)

X—+00 X—+00

= 400

Car lim xe* = 4o
x—>+00

Limite de @ en +oo
X

f&x) . xeX(xe® —1)

lim —— = lim
X—+ 00 X X—+00

X

= lim e*(xe* —1)

X—+00

= 400

lim e* =+
Car (X7t
lim xe* = 4+
xX—+0oo

Donnons une interprétation graphique des résultats obtenus.

lim f(x) =4+oc0 et

xX—+00

li

x-+o0o X

)
m —— =

“+ oo

Terminale 1)

— Lacourbe admet une branche

parabolique de direction (0))

en +oo

3- Démontrons que pour toutx € R, f'(x) = (x + 1)e*g(x)
pourtoutx ER , f'(x) = (xex(xex — 1))’

= (xe*) x (xe* —-1)+ (xe*—1)" X xe*

=[(x)'e*+ (e*)'x] X (xe* —1)+ [(x)'e* + (e¥)'x] X xe*

=(e*+xe*) X (xe* = 1)+ (e* + xe*) x xe*

= (e* + xe*) X (xe* — 1+ xe”¥)

= (e* + xe*) X (2xe* — 1)

=e*(1+x)xgx)
=((x+1De*xgkx)
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4- a) Etudions le signe de f'(x) suivant les valeurs de x

Pourtoutx e R, e* >0
Donc le signe de f'(x) dépend du signe de (x + 1)g(x) ; or d’apreés la question A-5,

Vx€ ]-oaf,g(x) <0
ona.:
Vx€ Ja;+o[,g(x) >0

Tableau de signe de f'(x) suivant les valeurs de x

X —00 -1 a + o0
x+1 -0 + +
gx) — - 0 +
f'(x) + 0 — 0 +

Pourtoutx € |—co;—1[U]a; +oof, f'(x) >0
Pourtoutx € |-1; a[, f'(x) <0
Donnons les variations de f sur R

f est strictement croissante sur |—oo; —1 [ et sur | a; +oof
f est strictement décroissante sur |—1; a [

b) Justifions que f(a) = _%
Remarque

La resolution de ce type de question se fait en deux (2) étapes :
1% étape : On utilise dans la partie A, le fait que g(a) = 0
comme dans la partie B, la fonction f contient e* et que f(a) ne

contient pas e* alors on exprime e® en fonction de «
etape : on remplace dans f(a) , e* par son expression

2éme

De maniére particuliére dans ce probléme, on détermine I’expression ae® a partir de
g(a) =0
ga@)=0 = 2ae*—1=0

= 2ae% =1

- aeaz

N =
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1 1
f(a) = ae“(ae®*—-1) = f(a)——(——1> ; car ae® =—
2
1 1
= @ =3%(=3)
1
= f(a) = 2
5- Dressons le tableau de variation de f
X —00 -1 a + o
f(x) + 0 — +
e ?2+e! + oo
4

6- a) Calculons f(0)
f(0O)=0xe’(0xe’—1)=0

b) Démontrons que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique B € ]0; +oo]

Dressons le tableau de variation de f en faisant apparaitre le point d’abscisse 0

X —00 -1 0 a + oo
f'(x) + 0 — — 0 +
e r+et + o0
F) / T ye
0 ™~ L
4

f est continue et strictement décroissante sur ]0 ; a[ , donc elle réalise une

bijection de ]0 ; a[ vers £(]0;al )_]__ 0[

Comme 0 ¢ ]_Z ;0| alors 1’équation f(x) = 0 n’ admet pas de solution
dans ]0; af
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- f est continue et strictement croissante sur Ja ; +oo[ , donc elle réalise une
.. 1
bijection de Ja ; +oo[ vers f(]a;+oo[) = ]_Z 400 [
1 i .
Comme 0 € ]_Z s 400 [ alors 1’équation f(x) = 0 admet une solution unique

B dans Ja; +oof

On conclut que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique § € ]0; +oof

c) Vérifions que 0,56 < B < 0,57
f est continue et strictement croissante sur a ; +oo[ , en particulier sur 10,56 ; 0,57 [
de plus £(0,56) ~ —0,019 et f(0,57) = 0,0079

Comme £(0,56) x £(0,57) < 0 alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires ,
ona 0,56 <[ <057

7- Determinons le signe de f(x) suivant les valeurs de x.
Dressons le tableau de variation de f en faisant apparaitre 8

X —0o0 -1 0 a B +
£ (x) + 0 — — 0 + +
e > +et + o0
165 / T~ 0
) \ _l _—
4

8- Déterminons ’équation de la tangente (T) a (Cy) au point d’abscisse 0
(T):y=f"(0)xx—-0)+1(0)
or f'(0)=-1 et f(0)=0
y =f"(0) x (x —0) + f(0)

y=—1Xxx + 0
y=-x

une équation de la tangente (T') a la courbe (C¢) au point O est: (T): y = —x
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9- Construisons dans le repére (0, 1,]) la tangente (T) et la courbe (Cy)

Partie C
1- Justifions que h est une primitive sur R de la fonction x — x?e?*

( 1l suffit de montrer que la dérivée de h(x) est égale a x%2e?* )

1 "y
pour toutx € R; h'(x) = [Eezx (x2 —x+§)]

1 ' 1 1\ 1
— = p2x X 2 _ _) (2_ _)X_Zx
(28 ) (x x+2 + | x X+2 28

1 1 1
=—><22x><(2— —) 2x — 1) X —e?¥
5 % 2e X x+2 + (2x — 1) > e

1 1
=e?* x (xz —x+§) + [E(Zx—l)]ezx

1 1
=erX(x2_x+_)+(x__)er

2 2
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ex2><<x2—x+l+x—l)
2 2

e?¥ x x?

xZer

-1
Calculons , a l’aide d’une intégration par partie, l’intégrale J xe*dx
Posons u'(x) = e* = u(x) =e* g

vix)=x = v(x)=1
-1

-1
] xe*dx = [xe*];* —j e*dx
2 2

= (—e 1 —2e?) — [e*];!
=(—et—2et) - (et —e?)
=—e1—let—e1+e?

= —Aet + et —2e7?

2- a) L aire de la partie du plan limitée par (Cr), I’axe des abscisses, et les droites
—1

d’équations x = —1 et x = 4, notée A(A) , correspond a j F(x)dx X ua

ol ua = 0I X 0] cm? A

Calculons A(4)

AA) = L_lf(x)dx X ua
= f_l[xex(xex —1) ]dx X ua
2

= (x?%e?* — xe* )dx X ua

A
-1 -1
= (f x?e?*dx — j xexdx> Xua ; or h(x) estune primitive de x2e?*
A A
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-1

1
= <[h(x)];1 — f xexdx> Xua ; or J xe*dx = —le? + et —2e71
2 A

()~ D) - (et o2 — 2670 x

[ 5 1 1
= Ze‘z —Ee“ </12 -2 +§) — (et +e* - Ze‘l)] X ua

5 1 1
= Ze‘z —E(AZ —/1+§> e?t + (1 — 1)e’1+Ze‘1] X ua

_ 1 1 5
= —E(/lz _/H_E) et + (1 —1)et +2e7?! +Ze_2] X 36 cm?

b) Calculons Ali[n A()

1 1 5
Alir_n A) = Alir_n —§</12 -1+ E) e  + (A —1er +2e 1 + Ze‘z] X 36 cm?

1 1 1 5
= lim (——)Lzez"L +—Ne?t —Ze2d 4 et —et 4271 + —e‘z) X 36 cm?
A——00 2 2 4 4

1 1 1 5
= lim (—E(Ae’l)z + E)Le’1 X et — Zez’1 + et —et +2e 1 + Ze‘2> X 36 cm?

A—>—o00
5
= (Ze‘1 + Ze‘z) X 36 cm?

lim Aet =0

A—>—00

car lim et =0

A—>—00

k lim e?* =0

A—>—00
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Probleme 8

Partie A
La fonction ¢ est définie sur R

1- Déterminons les limitesde ¢ en —oo et en 4o
limitede ¢ en —
lim ¢(x) = lim (e*+x+1)
X—>—00 X——00

= —00

lim e* =0
Car (*7=<
lim (x+1) = -

X—>—00

limitede ¢ en +oo
lim ¢(x) = lim (e*+x+1)
xX—+0oo xX—+00
= 400
lim e* = 400
Car (*7+*
lim (x+1) =4

X—+00

2- Etudions les variations de ¢
Calculons d’abord la dérivée de ¢ sur R
pourtoutx E R, ¢'(x) = (e*+x+ 1)’
=e*+1
pourtoutx ER, e¥*+1>0 = pourtoutx€R, ¢'(x) >0
donc ¢ est strictement croissante sur R

3- Dressons le tableau de variation de ¢

X —00 + oo

@' (x) +
+o0

@(x)
—00
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4- Montrons que ’équation @(x) = 0 admet une solution unique a telle que :
-1,28< a < —1,27

@ est continue et strictement croissante sur R, donc elle réalise une bijection de R
vers o(R) =R .
Comme 0 € R alors I’équation ¢@(x) = 0 admet une solution unique « dans R

@ est continue et strictement croissante sur R en particulier sur |-1,28; —1,27 [
De plus ¢(—1,28) = —0,0019 et ¢(—1,27) ~ 0,0108

Comme ¢(—1,28) X ¢(—1,27) < 0 , d’aprés le théoréme des valeurs
intermédiairesona: —1,28 < a < —1,27

Vxe€ |- al, ¢x)<0
5- Montrons que
Vx€E |Ja;+o[, ox) >0

- Lafonction ¢ est strictement croissante sur |—oo; a|
donc pourtoutx € |—0;a| , x <a = @(x) < ¢(a)
= p(x) <0

- Lafonction ¢ est strictement croissante sur Ja; +oo[
donc pourtout x € Ja;+oo[ , x >a = @(x) > ¢(a)
= @px)>0

Vx€ ]-oal, o) <0
On conclut que
Vx€ Ja;+of, o(x)>0

Partie B
La fonction f définie sur R
X
1- a) Montrons que pour toutx € R, f'(x) = L(x)
(eX + 1)2

!

Pour tout x € R '()—(xex)
our tout x 'fx_ex+1

_(xe®) x(e*+1)—(e*+ 1) xxe”
B (eX +1)2
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[(x) e*+ (e¥)'x] X (e* + 1) —e* X xe*
(e* + 1)

(e +efx) x(e¥ +1) — xe*

B (e* + 1)

B e?* + e*X + xe?* + e¥x — xe?*
(eX +1)2

e?X +e*X 4 e¥x
(eX +1)2

_ef(e*+1+x)

@ 1 1) ;0 or p(x)=e*+x+1

_efp(x)
~ (e¥ + 1)2

b) Déterminons le sens de variation de f
X

e
Pourtoutx e R, —— >0
(e* + 1)2

Donc le signe de f'(x) dépend du signe de @(x) ; or d’aprés la question A-5 :
Vx€ |- af, o) <0

VxE€ Ja;+o[, o(x)>0
On en déduit que :

Vx € |- al, fl(x) <0
Vx€ Ja;+oof, fi(x)>0

Donc f est strictement décroissante sur |—oo; [ et strictement croissante sur Ja; +oo[
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2- Montronsque f(a) =a+ 1

Remarque
La résolution de ce type de question se fait en deux (2) étapes :

1% étape : On utilise dans la partie A, le fait que ¢ (a) = 0
comme dans la partie B , la fonction f contient e* et que f(a) ne
contient pas e* alors on exprime e* en fonction de «a

étape : on remplace dans f(a) , e* par son expression

2éme

pla) =0 = e“*+a+1=0

= e =—-a-1
_ae” _a(-a-1)
flo)=mg = f@ ==+
—a—1
:f(“)zafr a1+)1
=}f(a)zcr(—cr—l)

3- a) Donnons une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse 0
(T):y=f"(0) x(x—0)+f(0)
1
or f£(0) = > et f(0)=0

1

1

y=5x

S . : 1
une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point O est: (T): y = 7%
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b) Etudions la position relative de (C) par rapport a (T)
Etudions le signe de f(x) — y suivant les valeurs de x

xe* 1
— =X

[ =y= G173

e* 1
- (ex +1 E)
2e* —e* -1

2(e*+ 1)

e* —1
X2 + 1)
x(e*—1)
2(e*+1)

=X

Pourtoutx e R ,2(e*+1) >0
Donc le signe de f(x) —y dépend du signe de x(e* — 1)

Tableau de signe de x(e* — 1) suivant les valeurs de x

X —o00 0 + o0
X - )]
eX —1 o 0
f)—y + 0

On en déduit que pourtoutx e R , f(x) —y =0

Par conséquent la courbe (C) est au-dessus de la tangente (T) sur R

4- calculons les limitesde f en —oo et en +oo

limite de fen —oo
X

’ _ xe
x—1>r—noof(x) - x—1>r—noo eX + 1
=0
lim xe* =0
Car (*7—®
lim e* =0
X——00
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limite de fen +o
X

y () = i xe
x—1>r-Poof )= x—1>r-Poo e*+1
_ xe*
= lim — 1
e (14 5)
I ad
= lim ——
—+00 1
T (14 )
= 400
lim x =+
X—+00
Car 1
lim —=0
X—+ 00 ex

" Ftude de Fonclions ”

Terminale 1)

5- a) Démontrons que la droite (D) d’équation y = x est une asymptote a la

courbe (C) en +oo

xe*

Jim (f@-x)= lim_(

X

ex+1_x>

)

ex—ex—1>

e
|
x—lﬂloo * e*+1
Y it
x—>+00 e*+1
_ -1
= lim x(
x—>+00 e*+1
_ —X
= lim
x-+wo eX + 1
lim
- x—1>r-l¥loo ex + 1
X
lim
Txthe eF 1
X X
=0
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X

e
lim — = +o0
Car {*7t® X
_ 1
lim —=0
X—>+00 X

" Ftude de Fonclions ”

Terminale 1)

Comme lim ( f(x) —x) = 0 alors la droite (D) d’équation y = x est une asymptote
a lacourbe (C) en +oo

X—+ 00

b) Etudions la position relative de (C) par rapport a (D)

Etudions le signe de (f(x) — x) suivant les valeurs de x

—X
e*+1
Orpourtoutx eR ,e*+1>0

fo) —x =

Par conséquent le signe de f(x) — x dépend du signe de (—x)

Pourtoutx € |- ;0[ ,—x >0

Donc (C) est au dessus de la droite (D) sur]—oo;0 [

Pourtoutx € ] 0; 4o [ ,—x <0

Donc (C) est en dessous de la droite (D) sur]0;+oo [

6- Dressons le tableau de variation de f

Cel : 58220709
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X —00 a + oo
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7- Construisons les droites (T) , (D) et la courbe (C)

(©)
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Probléme 9
Partie A

1- Déterminons I’ensemble de définition Dy de f
Lorsqu’on donne le tableau de variation d’une fonction , pour déterminer son ensemble de
définition , on vérifie dans la partie de " f(x) " s’il y a des doubles barres .

Si c’est le cas alors I’ensemble de définition est I’intervalle de la partie de " x " privé des
nombres sous lesquels se trouvent les doubles barres

v

X —00 —4 -2 -1 0 1 3 5 + oo

i | - - + + +3 - ||+ 2+

—2
e \0\_1/0/ _{ }‘m 7

A A

L partiede " f(x)"
L partiede" x "
les doubles barres

On en deduitque D = R\ {0;3}

2- a) Determinons les limites suivantes

La détermination des limites en utilisant un tableau de variation se fait par " simple lecture ",
semblable a la détermination de 1’image d’un nombre

X —0 —4 -2 -1 0 1 3 5 + oo

| - - + + +3 |-2- + 2+

F@ | A N VRN 0 #

\ -1 II —00 — OO0 || —C0 ,I
. N all 4 ;
\ ] \ \ ! /
\ ! \ \ ! /
\ / \ [ /
/ \ [ 1
lim X lim f(x lim f(x i lim X
lim£(x) I UM/ limfe lim fG)
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lim f(x) = +oo

X—+ 00
lim £ (x) = +o0
<
lim f (x) = —o0
>
lim f(x) = —
x—-3
Remarque
Dans le tableau de variationde f ,ona: 1in% flx) = 111% f(x) = —o0
. X— X
raison pour laquelle  lim f(x) = —oo < >
x—3

b) Déduisons de la question précédente les asymptotes éventuelles a la courbe (Cf) de f

lim f(x)=1 = Lacourbe (Cf) admet une asymptote horizontale d’équation
X——00
y=1en-—-o

1irr(1) f(x) =+ = Lacourbe (Cf) admet une asymptote verticale d’équation x = 0
X—
<

chi_r)ré f(x) =—c = Lacourbe (Cf) admet une asymptote verticale d’équation x = 3

3- Déterminons les images des intervalles suivants : |—4;—1[ ; [-2;—1] et ] 3;+oo|

De maniere générale, pour déterminer 1’image d’un intervalle par une fonction continue,
on considere les ordonnées du point de plus grande ordonnée et du point de plus petite

ordonnée
X —00 — 4 -2 -1 0 1 3 5 + oo
feo| - = + + - [+ 2+

fo | N v /_2 \ 0
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e [’ordonnée du point de plus grande ordonnée est : 0
L’ordonnée du point de plus petite ordonnée est : —1
On en déduit que I’image par f de ’intervalle |—4 ; —1[ est ’intervalle [-1;0 [
(Iintervalle [—1;0 [ est fermé en —1 car le nombre (—2) qui a pour image —1 n’est
pas I’une des bornes de I’intervalle ouvert |—4;—1[ )
e L’image par f de I’intervalle [—2; —1] est I’intervalle [—1;0 ]

e L’image par f de l’intervalle | 3; +oo[ est ’intervalle | —oo0 ; +oo [ (aussi égalea R )

4- a) Déterminons les solutions de I’équation (E) : x € Dy, f(x) =0

X —00 —4 -2 -1 0 1 3 5 + oo

flo| - - + + +3 2= ||+ 2+

1 + o —2
f(x) \0\1/0/ _{ }LO 0/

Les solutions de I’équation (E) : x € Dg, f(x) =0 sont: —4 ; —1 et 5

b) Déterminons les solutions de I’inéquation (I) : x € D¢, f(x) <0
( Cela revient a déterminer les parties de Dy ou les ordonnées des points sont inférieures a 0)

X —00 -4 -2 -1 0 1 3 5 + oo

1

f'(x) — — + + T3 (2= [+ 2+

Fo | N 0\_1/0/ _{2 }‘OO .

Les solutions de I’inéquation (I;) : x € Dy, f(x) <0 sont les nombres de I’ensemble :
]-4; -1[u]0;3[U]3;5]
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Déterminons les solutions de 'inéquation (I;) : x € D¢, f(x) >0
( Cela revient a déterminer les parties de D, ou les ordonnées des points sont supérieures a 0 )

X | —% —4 -2 -1 0 1 3 5 + o

flo| - - + + +3 2= ||+ 2+

1 + oo —2
F(x) \0\_1/0/ _{ }‘m e

Les solutions de I’inéquation (I;) : x € D¢, f(x) > 0 sont les nombres de I’ensemble :
]|=o0; —4[U]-1;0[U]5;+0]

¢) Deduisons de ce qui précede le signe de f sur Dy

On rappelle que donner le signe d’une fonction sur son ensemble de définition revient donner
les parties de ’ensemble de définition ou la fonction est positive ou négative.
Or c¢’est a cette question que répond les solutions des inéquations ci-dessus .

pourtoutx € |—oo; —4[U]-1;0[U]5;4+0[; f(x)>0
pourtoutx € |-4; —1[U]0;3[U]3;5[; f(x) <O

5- Déterminons une équation de la tangente (T) a la courbe (Cf) au point d’abscisse 5
(TM):y=f'"(5)x(x—-5)+ f(5) ;or f'(5)=2 et f(5)=0
y=2X(x-5)+0
y=2x-—10
une équation de la tangente (T') a la courbe (C) au point d’abscisse 5 est: y = 2x — 10

6- a) Dérivabilitéde f en 1
f n’est pas dérivable en 1 car la dérivée a gauche en 1 ( ()= 1) est différente
L . g 3
de la dérivee adroiteen 1 (' (1) =-2)
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b) Donnons une interprétation géométrique de la dérivabilité en 1
La fonction f admet une dérivée a gauche en 1 et une dérivee a droiteen 1
mais les deux dérivées sont différentes (f’g(1) # f' (1) )

Graphiquement la courbe (Cf) admet un point anguleux au point d’abscisse 1

7- Déterminons la nature de la droite (D) par rapport a la courbe (Cf)
1

Comme lir+n (f(x) —y) =0 alors ladroite d’équation y = 5% est une asymptote
X—+00

oblique a la courbe (C;) en +oo

8- Construisons (D), (T) , les asymptotes et la courbe (Cf) :
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Partie B

1-

b)

3-

Montrons que h réalise une bijection de Uintervalle | 3;+oo[ vers un intervalle K a
préciser .

( Lorsqu’on parle de restriction h de la fonction fal’ intervalle] 3; +00[ , 1l faut
comprendre que c’est la méme fonction f seulement que son ensemble d’étude se réduit
a D’intervalle ]3;+00[ )

La fonction f est continue et strictement croissante sur | 3; +oo| donc h , la
restriction de la fonction f a I’intervalle | 3;+oo| , est continue et strictement
croissante sur | 3; +oo| ; par conséquent h réalise une bijection de | 3 ; +oo| vers
h(]3;+e] )

Or h(]3;+oo[ ):f(]3;+oo[ )=]R

On conclut que h réalise une bijection de I’intervalle ] 3; +oo[ vers R

a) Déterminons le sens de variation de h~1, la bijection réciproque de h

( Une fonction bijective f et sa bijection reciproque f~ ont le méme sens de variation )
Comme h est strictement croissante sur | 3 ;+oo[ alors h™t est strictement croissante
sur R

Dressons le tableau de variation de h~1

X —00 + o
(h™1)' (x) +
400
h=1(x) /
3

Construisons la courbe (€,-1) de h= dans le méme repére que la courbe (C;) de f
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Probléme 10
Partie A
1- Déterminons une équation de la droite (D)
La droite (D) passe par les points K(—1;0) et j(0;1)
Une équation de la droite (D) estde laforme y =ax + b ou a et b sont des nombres
réels a déterminer.
Ke(D) = ygx=axgx+b
= 0=ax(-1)+b»b
= 0=—-a+b 1)

JEMD) = y,=ax;+b
= 1=ax0+5b

= 1=05> (2)
et @ ={ 170
=320
={, 2/
={,21

une équation de la droite (D) est y=x+1

2- a) Déterminons les réels a et B
Sur la figure donnée, on constate que la droite (D) est une asymptote oblique a la
courbe (C) en +oo c'est-a-dire que lim (f(x) —y) =0
X—+ 00

xl_i}anoo(f(x)—y)=0 = lim[ax+B+g(x)—(x+1)]=0

xX—+00

= Ilim[ax+B+gx)—x—1]=0

xX—+00

= Ilim[ax—x+B—-1+gx)]=0

xX—+00

= lim[(a—Dx+p—-1+g9g(x)]=0

xX—+00
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Or lim g(x) = 0, par conséquent pour que 1ir+n [@—Dx+L-1+g9gx)]=0
X—>+00 X—=T00

Il faut que (a —1)x+ B —1=0 cClest-a-dire a—1=0 et B—-1=0
Onconclutdoncque a=1 , f=1e f(x)=x+1+g(x)

b) Démontrons que, pour tout réel x,ona: f(x)+ f(—x) =2

Le point J(0;1) estle centre de symétrie de la courbe (C)

flg+x)+f(g—x) _

2 Y
L [0
ORI

2
= f)+f(=x) =2

c) Déduisons de ce qui précede que la fonction g est impaire, puis que la dérivée f’ de
la fonction f est paire
fO+f(—x)=2 = x+1+g(x)+(—x+1+g(—x))=2
= x+14+gx)—x+14+g(—x)=2
= gx)+g(—x)+2=2
= g +g(=x)=0
= g(=x)=-g)

Donc la fonction g est impaire

Montrons que la dérivée f' de la fonction f est paire

Pour montrer que la dérivée f' de la fonction f est paire il suffit de vérifier que :
Pourtoutx e R , f'(—x) = f'(x)

Rappel : dérivée de la composée de deux fonctions u o v

(uev) =u'(v) x v
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Application
u=f et v=—x = u=f et vV=-1

wov) =u'W)xv' = (f(=x)) = f'(=x) x (—x)’
= (f(=x) = f'(=x) x (1)
= (f(=0) = —f'(-x)

Pourtoutx e R, fx)+f(-x)=2 = (f®) +(f(-x) =)
= O+ f(=x))=0
= ) —=f'(=x) =0
= (&) =f(=x

On en déduit que la dérivée f’ de la fonction f est paire

3- a) Déterminons le réel b en utilisant la relation g(—x) = —g(x)
VxeR; gx) = (ax+ b)e"‘2
g(=x) = —g(x) (a(=x) + b)e™" = —(ax + b)e™

(—ax + b)e"‘2 = —(ax + b)e"‘2

(—ax + b)e‘x2 + (ax + b)e"‘2 =

(—ax+b+ax+ b)e"‘2 =0

2be™" =0

b=0 ; car pour tout x € R 2e™" >0

A A

b) Justifions que g'(0) = —e
Dans I’équation de la tangente (T) aune courbe: y = f'(xy)(x — x¢) + f(xo) , apreés
I’avoir développé et réduit , cette équation est de la forme y = ax + b ou leréel a estégal
a f'(xo)
Une équation de la tangente (T) au point d’abscisse 0 est y = (1 —e)x + 1 , on en deduit
que f'(0)=1-e
or f'(x) = (x+14+g(x) =1+g'(x) = f'(0)=1+g'(0) ; avec f'(0)=1—ce
= 1+g'(0)=1—-¢
= g'(0)=1-e+1
= 9'(0) =—e
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Déduisons de ce qui précede la valeur du reel a
Vx€ER; g(x)=axe"“2 ;o car b=0

VxeR; g'(x) = (axe‘xz), = g =(ax) xe™ + (e_xz), X ax

= g'(x)=ae™* + (—2xe™*") x ax
=  g'(x) =ae* —2ax%e™™

= g'(x) = (a—2ax?)e™™

= g'(0) = (a—2ax02)e

= g'(0)=a ;ocar e ¥ =¢e0=1

Or g'(0) =—e donc a=—e

Partie B
La fonction f(x) =1+ x — xe **1 st définie sur R

1) Calculons xl_i)r_noo f(x)

lim f(x) = lim (1+x —xe *"+1)
X—>—00

X—>—00
1
= lim x(—+ 1- e‘x2+1>
X—>—00 x
= 4o

lim x = —

X——00

1
Car lim — =0

X—>—00 X

. A2
lim e+l = 400

X—— 00
Calculons lim f(x)
X—+00

lim f(x)= lim (14x— xe‘x2+1)

05-65-91-86

X—+00 X—+00
1 2
= lim x(—+ 1—e™* +1)
X—+0o X
= 400
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( lim x = +o0

xX—+0o0
1
car J lim — =0
Lx—>+00x

lim e~ *"*1 =0
X—+00

2) a) Démontrons que pour tout réel x : f'(x) = 1 + (2x% — 1)e™* +1

pour tout réel x : f(x) = (1 + x — xe **+1)
=1- ((x)’ x e X1 4 (e"‘z“)’ X x)
=1—(1xe™* + (—2xe™*"*1) x x)
=1— (e—x2+1 _ sze—x2+1)
=1-(1 - 2x2)e_x2+1
=14 (=1 +2x2)e "+
=14 (2x2 — 1)e~***1

b) Calculons f'(0)
pour tout réel x : f'(x) = 1 + (2x2 — 1)e~*"+1
donc f/(0) =1+ (2% 02— 1)e~0"+1
=1+ (—e) ;ocar e tl=el=p
=1-—e

Déduisons de I’égalité ci-dessus une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au
point d’abscisse 0

(M:y=f(0)xx-0+f0) ;o fO)=1-e et f(0)=1
y=(1-e)xx—-0)+1
y=0-e)x+1

une équation de la tangente (T") a la courbe (C) au point O est: (T):y=(1—-e)x+1

3- a) Calculons la dérivée f'" de f’
pour tout réel x 1 f''(x) = (f'(x))’
= (1+ (2x2 —1)e~*+1)
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= (2x2—1) xe** 4 (e7*"*1) x (262 —1)
=4x X e~ *1 4 (—2xe‘x2+1) x (2x2—-1)
= 4xe ™+ + [-2x(2x% — 1)e™*" 1]
= 4xe ¥t 4 (—4x3 4 2x)e X'+
= (4x — 4x3 + 2x )e *"+1
= (—4x3 + 6x )e~*"*1
= 2x(—2x2% 4+ 3)e*’*1
Etudions le signe de f''(x) sur [ 0;1 ] suivant les valeurs de x

Pourtout x € [0;1] ; 2xe™*"*1 >0
Donc le signe de f''(x) dépend du signe de (—2x% + 3)

x€[0;1] = 0 <x<1 .
02 < 42 < 12 en multipliant la double
— 0 <_x2 <_1 inégalité par un nombre
N - «— négatif , ordre de grandeur
= —2x1< —2xx% < -2X%0 & &
= —2<-2x2<0 change
= —-2+43 < -2x*+3<0+3
= 1 <-2x*4+3 <3
Ce qui signifie que pourtout x €[0;1] , —2x>+3>1
Donc pourtout x € [0;1] , —2x2+3>0
On conclut donc que pourtout x € [0;1] , f""(x) =0
Remarque
On pouvait aussi utiliser un tableau de signe
Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72  05-65-91-86

( ]
| 181 |



Marathon de Buﬁer@ " Etude de Fonctions " Terminale 0

Dressons le tableau de variation de f’

f'" estladérivée de f' donc le signe de f” donne le sens de variation de f*
Comme pourtoutx € [0;1] , f"'(x) =0 alors f' estcroissantesur[0;1 ]

X 0 1
f(x) +
2
fl(x) /
1—e

b) Démontrons que I’équation f'(x) = 0 admet une solution unique e sur [ 0;1 ]
f' est continue et strictement croissante sur [ 0;1] donc elle réalise une bijection
de[0;1] vers f'([0;1])=[1—e; 2].

Comme 0 €[1—e ; 2] alors I’équation f'(x) = 0 admet une solution unique a
sur[0;1]

c) justifionsque 0,51 < a < 0,52

f' est continue et strictement croissante sur [ 0;1] en particuliersur ] 0,51 ; 0,52
De plus f'(0,51) = —0,0055 et f'(0,52) = 0,0475

Comme f'(0,51) x f'(0,52) < 0 alors d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
ona: 051<a<0,52

d) Dressons le tableau de variation de f sur R

D’apreés la question A-2-c la fonction f’ est paire ; on en déduit le tableau de variation
de f" sur [-1;1]

X -1 —a 0 a 1
[ () — 0 +
’ ~— 7 ’
f'(0) 0, 0
1—e

Par conséquent : pourtout x € [-1;—a[U]a;1] ; f'(x)>0
pourtout x € |—a;a ; f'(x) <0
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Par prolongementsur R ,ona: pourtout x € |[—co;—a[U]a;+oo[ ; f'(x)>0
pourtout x € |—a;al ; f'(x) <0

ce qui implique que :
f est strictement croissante sur |—oo ; —a [ et sur] a;+oo [
f est strictement décroissante sur |—a ; a [

Tableau de variation de f sur R

X —o0 - 0 a + oo
f'(x) + 0 — 0 +
f(—a)

o SN
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Probleme 11

Partie A
On consideére I’équation différentielle (E) : y" —y = 4xe*

1- Déterminons les réels a et b pour que la fonction g definie par g(x) = (ax? + bx)e*
soit solution de (E)
Pour que la fonction g definie par g(x) = (ax? + bx)e* soit solution de (E) il faut
que: g"(x) — g(x) = 4xe*
Pourtout x € R, g'(x) = ((ax? + bx)ex)'
= (ax? + bx)' x e* + (e*)" x (ax?+ bx)
= (2ax + b)e* + e*(ax? + bx)
= (2ax + b + ax? + bx)e*
= [ax? + (2a + b)x + b]e*

Pourtout x e R, g"(x) = (g’(x))’

[ [ax? + (2a + b)x + ble* ]’

=[ax? + 2a+ b)x + b]' xe* + (e*) X [ax?® + (2a + b)x + b]
(2ax + 2a + b)e* + e*[ax? + (2a + b)x + b]

=[2ax +2a+ b + ax? + (2a + b)x + b]e*

= [ax? + (4a + b)x + 2a + 2b]e*

= [ax? + (4a + b)x + 2a + 2ble* — (ax? + bx)e* = 4xe*
= [ax?+ (4a + b)x + 2a + 2b — ax? — bx]e* = 4xe*
= [4ax + 2a + 2b]e* = 4xe*

9" (x) = g(x) = 4xe”

Par identification des termes de méme degré des polyndmes 4ax + 2a + 2b et 4x ona:

{3Z:§b=0 :{zczlazl—Za
=1,
ol P

On en déduit que g(x) = (ax? + bx)e* est solutionde (E) si a=1¢et b=-1
Donc g(x) = (x? — x)e”*
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2- Demontrons que f est solution de (E) si et seulement f — g est solution de I’équation
différentielle (E’):y" —y =0

f estsolutionde (E) < f"(x) — f(x) = 4xe* oor g (x) — g(x) = 4xe*
e ) - f) =g"(x) - gx)
S - f@x) —g"(®) +gx) =0
S ') -g" ) —fx)+gx)=0
e (') —-g"(®) - () —gx) =0
s F-9"0 - F-9@) =0

& f — g estsolution de I’équation différentielle
(E):y"—y=0

3- Résolvons I’équation différentielle (E’)
L’équation différentielle (E”) est de la forme ay"" + by'+¢c=0 avec a=1; b=0
et c=-1
Equation caractéristique de 1’équation différentielle : r2 —1 =0
r’—1=0 = -Dr+1)=0
= r—1=0 ou r+1=0
= r=1 ou r=-1

Une solution de 1’équation différentielle (E") est: f(x) = Ae* + Be™
avec AeR et BER

déduisons de ce qui précede la solution générale de (F)
D’apres la question 2 , on sait que :
f est solution de (E) si et seulement f — g est solution de 1’équation différentielle
(E):y"—y=0
Donc la solution générale de (E) est: (f — g)(x)
(f —g)(x) = Ae* + Be™ — (x? — x)e*
= Ae* + Be™* + (—x? + x)e*
=(—x?+x+A)e*+Be™ ; avec A€ER et BER

4- Déterminons la fonction f solution de (E) telleque: f(0) =1 et f'(0) =1
f(x) =Ae*+Be™ = f'(x) =(4e* + Be™)'
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=  f'(x)=A(*) +B(e™)
= f'(x) = Ae* + B(—e™)
= f'(x) = Ae* —Be™™*

f(0)=1 Ae® +Be %=1
{f’(O) -1 = {Aeo _Be® =

A+B=1 (1)
=’{A—B=1 2)
(D+(2) = 24=2
= Azé
= A=1
(1)-@2) = 2B=0
= B=

la fonction f solutionde (E) telleque: f(0) =1 et f'(0) =1 estdéfinie par:
fx) =e*

Partie B

1- Déterminons la limite de fen —oo.

lim f(x) = lim (x? —x+ 1)e*
X——00 X—>—00

= lim (x2e* —xe* + e¥)

X——00
=0

lim x%e* =0

X——00

Car lim xe* =0

X——00

lim e* =0

X—>—00

Interprétons graphiquement le résultat

lim f(x) =0 = Ladroite d’¢quation y = 0 est une asymptote horizontale
o ala courbe (C) en —
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2- Calculons lim f(x) et lim Lx)

X—+00 x—>+o0o X
Calculons lir+n f(x)
X—>+00
lim f(x) = lim (x?2 —x + 1)e*
X—+00 X—+00
= 400

lir+n (x?—x+1) =4
car Jx—+oo

lim e* = 4+

X—+00
X
Calculons lim M
X—+ 00 X
&) (P —x+1)e”
lim —— = lim
X—+ 00 X X—+00 X

x2—x+1
= lim ( )e"

X—+00 X

1
= lim (x—1+—>ex
X

x—>+00

= 400

lim x = 4+

X—+ 00
_ 1
car lim — =20
X—>+o0 X
lim e* = 4+
X—+o00

Interprétons graphiquement les résultats ci-dessus

Comme lim f(x) =+o et lim wz
X—+ x>+ X

+o0o alorslacourbe (C) admet une

branche parabolique de direction (0]) en +o
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3- a) Calculons la fonction dérivée de f

pour toutx € R, f'(x) =[(x*—x+ 1)e*]

Terminale 1)

=(x?—x+1)xe*+ () x(x?—-x+1)

=R2x—1e* + e*(x2—x+1)

=(2x—1+x%—-—x+1)e*
= (x? + x)e*

=x(x+1)e*

b ) Etudions le sens de variation de f

pourtoutx € R, f'(x) =x(x+ 1)e*
Or pourtoutx e R, e* >0
Donc le signe de f'(x) dépend du signe de x(x + 1)

Tableau de signe de f'(x) suivant les valeurs de x

X —00 -1 0 + o

X — - 0 +
x+1 - 0 + +
f(x) + 0 - 0 +

Pourtoutx € ]|—co; —1[U]0;40o[, f'(x)>0
Donc f est strictement croissante sur |—oo;

Pourtoutx € |-1;0[, f'(x) <0
Donc f est strictement décroissante sur ]—1;0 [

Dressons le tableau de variation de f

X —00 -1 0 + o
f'(x) + 0 - 0 +
3e7 1 + oo
f(x) / \ /
0 1

Email : oualefidele@gmail.com
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4- Déterminons une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 1
M:y=fOxEx-D+fA) ; or ff(1)=2e et f(1)=e
y=2eX(x—-1)+e
y=2ex—2e+te
y=2ex—e
une équation de la tangente (T) a la courbe (C) point d’abscisse 1 est: y = 2ex —e

5- Construisons (T) et (C)

e o~ =
===

——
~
o

e
—
-

———

6- L’aire de la partie A du plan délimitée par la courbe (C), 1’axe des abscisses et les

droites d’équations x = 0 et x = 1 est définie par :

1
jf(x)dqua ;. ou ua = 0I X 0] cm?
0

Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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Calculons A a ’aide de deux intégrations par parties successives
1
A =j f(x)dx X ua
0

1
= f (x? —x+1)e*dx X ua
0

Posons u,’'(x) = e* = ux)=e*

v =x*-x+1 = v/'(x)=2x-1

A = <[(x2 —x+1)e*]} — Jl(Zx —1)e* dx) X ua
0

((12 —14+1)e!—(02-0+1)e — J (2x — 1)e* dx) X ua
0

<e— 1 —fl(Zx— 1)e"dx> X ua
0

1
Calculons I’intégrale f (2x — 1)e* dx al’aide d’une intégration par parties
0

Posons u,'(x) = e* =  u,(x) =e*

v,(x)=2x—-1 = v,(x)=2

1 1
j (2x — De*dx = [(2x — De*]} — f 2e* dx
0 0

=2x1-1Del—(2x0-1)e?—[2e*]}
=e+1—(2e! —2e9%
=e+1—(2e—2)
=e+1—2e+2
=—e+3
Donc A=(e—1—-(—e+3))xua ; ua=2x2cm?=4cm?
=(e—1+e—3) X 4cm?
= (2e — 4) x 4 cm?
= (8e — 16) cm?
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Partie C
Soit g la restriction de f a I’intervalle [0; +oo[

1- Démontrons que g realise une bijection de [0; +oo[ sur un intervalle K a déterminer
( Lorsqu’on parle de restriction g de la fonction f a un intervalle [0; +oo] , il faut
comprendre que ¢’est la méme fonction f seulement que son ensemble d’étude se réduit
a l’intervalle [0; +oof )

La fonction f est continue et strictement croissante sur [0; +oo[ donc g , la restriction
de la fonction f al’intervalle [0; +o0o[ , est continue et strictement croissante sur

[0; +oo[; par conséquent g realise une bijection de[0; +oo[ vers g([0; +oof )

Or g([0;+oo[ ) = f([0;40[ ) =[1;+00[

On conclut que g réalise une bijection de I’intervalle [0; +oo[ vers [1;+oo

2- Démontrons que g1 est derivable en e
(Onsaitque g(1) = f(1) = e donc pour montrer que g~ est dérivable en e il suffit
de montrer que g estderivableen1 et g'(1) #0)

f est dérivable sur [0; +oo[ = g estdérivable sur [0; +oo]
Comme 1 € [0;+oo[ alors g estdérivableen 1
De plus , pour tout x € [0; +oo[, g'(x) = f'(x) = x(x + 1)e*
Donc g'(1) = 2e
On conclut que g est dérivableen 1 et g'(1) # 0 donc g~ est derivable en e
Calculons (g~1)'(e)
(g7 = —
e)=
g g'(1)
" 2e
3- Déterminons une équation de la tangente (D) a (C) au point d’abscisse e
1
D):y=(@ D (Exx—e)+ gt ; or(gh'(e) =5 ¢ g lte)=1
_ 1 X +1
y =5 (x —e)
—x— 41
Y= 2e* 72
_1 .1
Y =2e* T2
Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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: . : : 1 1
une équation de la tangente (D) a (C’) au point d’abscisse e est: y = 55X + >
e

4- Construisons (D) et (C)

Voir figure

5- L’aire de la partie B du plan délimitée par 1’axe des abscisses, la courbe (C”) et la droite

e

d’équation x = e est définie par j g (x)dx X ua
1

On considere ’aire de la partie F du plan délimitée par les points 0,1 , A(1;e) et

B(0;e)

Airede F = 1 X e cm? = e cm?

En considérant le symétrique par rapport a la premiere bissectrice de la partie F , on

remarque :

F=A+B = B=F—oA
= B=ecm?—(8e—16)cm?
= B = (16— 7e) cm?
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Probleme 12

Partie A x—1
1- a) Démontrons que pour tout x € ] 0; +o[ , g'(x) = ZT +Inx

g@X) =+ x—-2)Inx)’
=1+ (x—2)Inx + (Inx) (x —2)
=14+ 1XIlnx +%(x—2)

X — 2
=14+ Inx +

X

X—2

=1+ + Inx

X

X+x—2
=—+ Ilnx
X

_2x—2

+ Inx

_Z(x—l)
=——

+ Inx

x—1

=2 +lnx

b) Calculons g'(1)
1-1
g')= 2—1 +In1=0

Vvxe ]0;1[; g(x)>0
c) Démontrons que

Vxe J1;40[; g(x) <0

X 0 1 + oo
X + + | Attention
x—1 _ n : Pour obtenir g'(x) , on _falt une |
1 somme et non un produit ;
Inx — = e '

g'(x) - +
Email : Oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72  05-65-91-86
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Vvxe |0;1[; g (x)>0
On en déduit que
Vx€ J1;4o[; g'(x) <0

2- a) Etudions les variations de g
On déduit de la question précédente que :
g est strictement croissante sur ] 0; 1[ et strictement décroissante sur ]1 ; +oo |

Dressons son tableau de variation de g
X 0 1 + oo

g'(x) + -
1

w| N

b) Justifions que pour tout x € ] 0;+oo[ , g(x) =1

On déduit du tableau de variation de g que 1 estle maximum absolu de g sur

]0;+oo[; doncpourtout x € ]0;+oo , g(x) =1

Partie B
1- a) Calculons la limite de f(x) en +o0

lim f(x) = lim (1+xInx — (Inx)?)
X—>+00 X—>+00

1 In x
= lim xlnx( +1——>
X—+00 xIlnx X

= 4o

Calculons la limite de @ en +oo

x
o f( 14+ xInx—(nx)?
lim —— = lim
x—>+0 X xX—+00 X
Inx
— lm xlnx(xlnx +1 _T)
xX—+0oo X
Email:oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72  05-65-91-86
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Inx
= lim 1nx< +1——>
xX—+00 xInx X
= 4o
Interprétation graphique des résultats précédents
X
Comme lim f(x) =+oc0 et lim f&) = +o0  alors la courbe (C;) admet une
xX—+co x—+oo X

branche parabolique de direction (0])

b) Calculer &i_r)r(;f(x) :

>

. 1 . 2
ng&f(x) —}Cl_r)ré (1+xInx — (Inx)*)

> >
= —00

Interprétation graphique du résultat

La courbe (Cf) admet une asymptote verticale d’équation x = 0

g(x)

2- a) Démontrer que pour toutx € ] 0; +oo[ , f'(x) = —

pour tout x € ] 0; + oo ,

Email : oualefidele@gmail.com

f'(x)=(1+xIlnx — (Inx)?)’

=(1) +(xInx) —((Anx)?)’

=(x)Inx+(nx) Xx—2Inx X (Inx)’

1 1
=lnx+—-—Xx—2lnx X—
X X

In x
=lnx+1—-2—
X

_xhx+x—2mx

X
_x+xMx—2mx

X
_x+(x—2)Inx
B X

9w
_X
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b) Etudions le sens de variation de f
Pourtoutx € ] 0;4+oo[ , x >0
Donc le signe de f'(x) dépend du signe de g(x)
D’aprés la question A-2b) ona g(x) <1 pourtoutx € ]10; +oof
On en déduit que pour tout x € ] 0; 4+ ,f'(x) >0
Par conséquent f est strictement croissante sur ] 0 ; +oo[

Dressons le tableau de variation de f

X 0 + o
f1(x) +
+oo

3- Démontrons que f admet une bijection réciproque £~ définie sur un intervalle que
I’on précisera
f est continue et strictement croissante sur ] 0 ; +oo[ donc f réalise une bijection de
]0;4+oo[ vers(]0;4+[) =R.
Or toute fonction qui réalise une bijection admet une bijection réciproque , par
conséquent f admet une bijection réciproque f 1 définie sur R

4- a) Calculer f(1)
f)=1 ; carln1=0

b) Démontrons que f~1 est dérivable en 1
f est dérivable sur ] 0;+oo[ en particulieren1 et f'(1)=1 (f'(1)+0)
On en déduit que f~1 est dérivable en 1

Calculons (f~1)'(1)

FH'M =

1
f')

[N N

=1
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5- Démontrons que ’équation f(x) = 0 admet une solution unique adans]0;1 [

f est continue et strictement croissante sur | 0 ; +oo[ , en particulier sur]0;1 [

De plus }Cigr(l)f(x) =-—oo et f(1)=1

>

Comme }Ci_%f(x) X f(1) <0 ,ondéduit du théoreme des valeurs intermédiaires

>
que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique e dans]0;1 [

6- Déterminons un encadrement de «a d’amplitude 0,1 par la méthode de balayage

X 010203040506 |07|08|09]| 1

Signede f(x)| — | — | — | — | + | + | + | + | + | +

Onendéduitque: 0,4 < a < 0,5

7- Déterminons une équation de la tangente au point d’abscisse 1

(M :y=f -1+ f(1)
Or f'f(l)=1¢et f(1)=1
Donc une équation de la tangente au point d’abscisse 1 est: (T):y =x

Partie C
Onpose p(x) =f(x) —x et u(x) =x—1—-Inx

1- a) Déterminons le tableau de variation de u sur ] 0 ;+oo] .

Pourtoutx € ] 0;+0[ , ¢/(x) = (x —1—Inx)’

1
-1-=

X
_x—l
X

Orpourtoutx € ]0; 4+, x>0

donc le signe de u'(x) dépend dusignede x —1
par conséquent

pourtoutx € J0;1[ ,u’'(x) <0

pourtoutx € | 1;+oo[ , u'(x) >0
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On en déduit que u est strictement décroissante sur ] 0; 1 [ et strictement croissante
sur]1;+4oo|

Tableau de variation de u

X 10 + o0
u'(x) - 0 +
u(x) \ /

0

b) Justifions que pour toutx € ] 0; +oo[ , u(x) =0
On déduit du tableau de variation que 0 est le minimum de u sur ] 0 ; +oo[ ; donc pour
toutx € 0;4+oo[ , u(x) =0

2- a) Démontrons que pour toutx € | 0; +oo[,@(x) = (Inx — Du(x)
pour tout x € ] 0; +oo[ , (Inx — Du(x) =Inx X ulx) — u(x)

=InxX(x—1—-Inx)—(x—1—1nx)
=xlnx—Inx—(nx)2—x+1+Inx
=1+xlnx—(nx)?—x

- f0)—x

= ¢(x)
On en déduit que pour tout x € ] 0; +oo[ ,@(x) = (Inx — 1)u(x)

b) Déduisons de ce qui précéde le signe de ¢@(x) suivant les valeurs de x
pourtoutx € ] 0;+oo[ , u(x) =0
donc le signe de ¢(x) dépend du signe de (Inx — 1)
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Tableau de signe de ¢ (x)
X 0 e + o
Inx —1 -
¢ (x) -

On en déduit que :
pourtoutx € ]0;e[ ,o(x) <0
pourtoutx € Je;+oo[ ,p(x) <0

c) Déterminons la position de la courbe (Cf) par rapport a la tangente (T)
Etudions le signe de (f(x) — y) suivant les valeurs de x

fG)—y=f(x)—x
= @)
Il résulte de la question précédente que :
- la courbe (Cf) est en-dessous de la tangente (T) sur] 0;e]
- la courbe (Cf) est au-dessus de la tangente (T) sur | e ; +oo]

3- (C") est la courbe représentative de f~1 . Tracer (T), (Cf) et la courbe (C") dans
le méme repére.
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(©)
7
b
| -
.7 (€
7
7
i d
7
7
i 7
P
1__
I / ]I_
(T) T
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Probléeme 13
Partie A

" Ftude de Fonclions ”

Soit g la fonction définie sur |—oo; 1 [U ] 1 ; 400

Expression de g(x) sans valeur absolue

X —00 + oo
1—x + —
11— x| 1-x ~1+x
x+ 2 x+2
g(x) 1_x—ln(1—x) 1_x—1n(x—1)

1- Calculons les limites de g en —oo et en +oo

Limite de g en —oo

X+ 2
lim g(x) = lim <—— In(1—x) )
X—>—00 X—>—00 1 — X

Posons X =1 —x
Quand x —» —oo
X=1—x =

X o 4o
x=1—-X

= x+2=1-X+2

= x+2=-X+3

im0 = 1.

X>—00
= —0
lim —-X+3 _
car {X>te X
lim InX = 4+

X—>+00

Limite de g en +oo

xX—+0o0 xX—+00

Email : oualefidele@gmail.com

—X+3

—lnX>

lim g(x) = lim (%—ln(x—l))

Cel : 58220709

Terminale 1)

02-58-82-72

05-65-91-86

( ]
| 201 |



Marathon de Bm‘fer@ " Etude de Fonctions " Terminale 0

Posons X =x—1
Quandx » 4+ ; X - 4o
X=x—-1 = x=X+1

= x+2=X+1+2
= x+2=X+3

x=X+1

X=x-1 =

= —x=-X-1
-

=

1-x=1-X-1
1—-x=-X

_ _ X+3
lim g(x) = Xl_l)r+noo(—X—lnX)

x—+00 —
= —O0
I X+3 -1
car X—l>I-II-loo —X B
lim InX = 4o

X—>+o0

2- a) Justifions clairement que : linl1 g(x) =+ et g{irrln g(x) = —0
x— -
< >
( Voir la méthode de changement de variable affine en posant X =ax + b )

Montrons que gcirrln g(x) = 400
<
Posons X =1 —x

Lorsque x -1 , X—-0
< >

X=1—-x = x=1-—-X
= x+2=1—-X+2
= x+2=—-X+4+3
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I i X+ 2 |
xl_rgg(x) —xl_r)r%(m— n(l—x))

< <
i —-X+3 |
=im (=)
>

1
=)1(1_r>r(1) }(—X+3—X1nX)

>

= 4o

Donc }Ci_r)l} g(x) =+
<

Montrons que linl)g(x) = —o0
x>
Posons X =x—1

Lorsque x -1 , X0
> >

= x=X+1

= —x=-X-1

= —x+1=-X-1+1
= 1—-x=-X

X=x-1

X=x-1 = x=X+1
= x+2=X+1+2
= x+2=X+3

l —im (22 1
x1_r)r%g(x) —;_Ig(m— n(x — ))
> >

Y X+3 l
k(= —nx)

N
= |j ! ]
—XILI’(I)_—X(X+3+X nX)

>

_ 1
=)1(1_r)r(1) —)—((X+3+XlnX)]
>

= —00
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donc lim g(x) = —o
>

b) Interprétons graphiquement les resultats

}Cin} g(x) = 40 = ladroite d’équation x = 1 est une asymptote verticale a la
< courbe (C)

}Cin} g(x) = —0 = ladroite d’équation x = 1 est une asymptote verticale a la

> courbe (C)

4 —x
3-a) Démontrons que pour tout x € ]—o0; 1 [U]1;+oo[ , 9'(x) = a—xz
pour toutx € |—o0; 1 [ U] 1;+4oo[ ,:

!

g'(x) = (ﬂ —In|1 - x|>

1—x

x + 2\ ,
_Gx+2)A-0-0-0)'(x+2) (A-x)
B (1—x)?  1—x
IxA-x) - (Dx+2) -1
B (1—x)2 C1-—x

_1—x+x+2+ 1
(1 -x)? 1—x

__3 1
T (1-x)2 1-—x

B 3 1x(1-x)
T2 (d-0?
_ 3 1—x
-2 -2
4

“A=x2
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" Ftude de Fonclions ”

b) Déduisons de ce qui précéde les variations de g
pour tout x € |—oo; 1 [U]1;4o[ , (1—-%x)2>0
donc le signe de g'(x) depend du signe de 4 — x

tableau de signe de g'(x)

X

+ oo

4 —x

g' (%)

c) Dressons le tableau de variation de g

Pour toutx € 14 ;+o[, g'(x) <0
Donc g est strictement decroissante sur | 4 ; +oo[

Pourtoutx € |[—o0;1[U]1;4[, g'(x) >0
Donc g est strictement croissante sur |—oo; 1 [ et sur ] 1;4]

X —00 4 + oo
4 — x + ) _
g9' (@) + 9 -
+00 —2—1n3
—00 —00 — OO0

-1<a<0

Terminale 1)

4-3) Démontrons que g s’annule sur ]—o0; 1 [ pour une seule valeur «a telle que

( On demande de montrer que 1’équation g(x) = 0 admet une solution unique «a telle
que —1<a<0)
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g est continue et strictement croissante sur |—oo; 1 [ en particulier sur ]—1;0 [

Deplus g(—1)=—-0,193 et g(0) =2

Comme g(—1) x g(0) < 0 alors d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires , on a :
-1<a<0

b) Donnons un encadrement de a d’amplitude 0,1 par la méthode de balayage
( unencadrementde a d’amplitude 0,1 revient a encadrer a par deux nombres
décimaux consécutifs d’ordre 1)

Encadrement de a par deux nombres décimaux consécutifs d’ordre 1

X -1/-09|-08-0,7|-06|-05|-04|-03|-02|-0,1

Signede g(x) | — — + + + + + + + + +

On déduit du tableau ci-dessusque : —0,9 < a < —0,8

Vx€ |-oo; a[U]1;+o] ; g(x) <0
5- Justifions que

Vxe la;1[; g(x) <0

g est strictement croissante sur |—oo; 1[ et a € |—o0; 1]

Pourtout x € |—0; |, x<a = g(x) < g(a)
=g(x) <0

Pourtout x€la;1 [, x>a = gx) > g(a)
= g(x)>0

Pour tout x € ]1; +o[ , g admet pour maximum absolu —2 —1In3 <0
Donc pour tout x € ]1; +oo , g(x) <0

Vx€ |-, a[U]1;4+o[; glx) <0
On déduit de ce qui précede que :

Vx€ la;1[; glx)>0
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Partie B

" Ftude de Fonclions ”

1- Calculons les limites de f aux bornesde |—o0;1[ U] 1; 4o

Expression de f(x) sans valeur absolue

Terminale 1)

X —00 1 + oo
1—x + 0 _
|1 — x| 1—x 0 —1+x
f(x) (x+2)In(1—-x) (x+2)In(x—-1)
Limite de f en —oo
Posons X =1 —x
Quand x » —© ; X - 400
X=1-x = x=1-X
= x+2=1-X+2
= x+2=-X+3
lim f(x) = lim (x +2)In(1 —x)
X—>—00 X—>—00
= lim (=X +3)InX
X—-+00
= —00
lim (X +3) = —
Car (X7
lim InX = 4o
X—+00
Limite de f agaucheen 1
Posons X =1—x
Lorsque le : X;O
X=1-x = x=1-X
= x+2=1-X+2
= x+2=-X+3
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Jlci_rg f(x) = }Ciqrr{(x +2)In(1 —x)
< <
=lim(—X+3)InX
X-0
>
= —O00

lim(-X+3)=3
Car X20

>
limlnX = —o0
X-0
>
Limite de f adroiteen 1
Posons X =x—1

Lorsque , X—-0
que x> 1 =

X=x—-1 = x=X+1
= x+4+2=X+1+2
= x+2=X+3

}Ci_rg flx) = chiﬁrr%(x +2)In(x —1)
> >

=lim(X+3)InX
X-0
>
= —00

)1(i_r)r(1)(X+3) =3

Car >
limlnX = —o0
X-0

>

Limite de f en +oo
Posons X =x —1
Quand x » +© ; X - 400

X=x-1 = x=X+1
= x+2=X+1+2
= x+2=X+3
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lim f(x) = xl_i)r+noo(x +2)In(x —1)

xX—+0o0

= lim (X+3)InX

X—>+o0
= 4o

lim (X +3) =+
Car (X2t
lim InX = +o0

X—-+o0

2- Démontrons que pour tout x € ]—o0; 1 [U] 1;+0o[, f'(x) = —g(x)

pour toutx € |—co; 1 [U ] 1;40[, f'(x) =] (x+2)In|]1 —x|]

=(x+2)In|1l—-x|+n|1 —x]) X (x+2)

—1x1In|1 |+(1_x)’><(+2)
= n X - X
—(x+2
i s T
1—x
~ In|1 | X+ 2
- 1%
x+2
=—<—ln|1—x|+ )
1—x
_ x+2 In|1
B (1—x i xl)
=—-g(x)

3- a) Etudions les variations de f
pourtoutx € |—o0; 1 [U]1;+40o[, f'(x) =—g(x)
donc le signe de f'(x) dépend du signe de —g(x) ; or d’aprés la question A-5,0na:

Vx€ |-oo; a[U]1;4+oof ; g(x) <0

Vxe€ Ja;1[; gx) >0
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o Vx € |-oo; a[U]1;+oo[ ; f'(x) >0
on en deduit que

Vxe Ja;1[; fl(x) <0

par conséquent, f est strictement croissante sur |—oo; a[ et sur]1; +oo|

f eststrictement décroissante sur | a; 1 [

b) Dressons son tableau de variation

X —00 a 1 + oo
f'(x) + 0 — +
f(a) +00
f(x) / \ /
(a + 2)?

4- Démontrons que f(a) = 1
—a
Remarque

La resolution de ce type de question se fait en deux (2) étapes :

1% étape : On utilise dans la partie A, le fait que g(a) = 0
comme dans la partie B , la fonction f contient In|1 — x| et que f(a) ne
contient pas In|1 — «| alors on exprime In|1 — a| en fonction de «

2éme

étape : on remplace dans f(a) , In|1 — «| par son expression

a+ 2
ga)=0 = m—lnll—a|=0

a+2
= —In|l—al|=-
l1—«a
a+2
= In|l—a| =
l1—«a
a+2
fla)=(a+2)In|]1 —a| = f(a)=(a+2) X1
(a + 2)?
= fla) = qA—a
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5- Déterminons les coordonnées des points d’intersection de (C) et de ’axe des
abscisses.

( Cela revient a déterminer les points de la courbe (C) dont les abscisses sont les
solutions de 1I’équation f(x) =0 )
fx)=0 = (x+2)In|]1—x|=0

= x+2=0 ou In|l—x|=0

= x = -2 ou In|l1—x|=In1l

= x=-2 ou |[1—-x|]=1

= x = -2 ou 1—-x=1 ou 1—-x=-1
= x=-2 ou —x=1-1 ou —-x=-1-1
= x = -2 ou —x=0 ou —x=-2
= x =-2 ou x=0 ou x=2

les coordonnées des points d’intersection de (C) et de I’axe des abscisses sont :
A(=2;0) ; B(0;0) et E(2;0)
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6- Tracons la courbe (C) . Prendre ¢ = —0, 8

Partie C
( Lorsqu’on parle de restriction h de la fonction f aun intervalle [ a;1 [, il faut comprendre

que c’est la méme fonction f seulement que son ensemble d’étude se réduit a I’intervalle

[a;1])

1- Démontrons que h réalise une bijection de [ a; 1 [ vers un intervalle K a préciser.

La fonction f est continue et strictement décroissante sur [ a; 1 [ donc h , la restriction de la
fonction f al’intervalle [ ;1 [ , estcontinue et strictement décroissante sur [ a ;1 [; par
conséquent h réalise une bijectionde [a;1[vers h([a;1] )

Or h([a;1[) =f([a;1[)=]-o;f(a)]

On conclut que h réalise une bijection de I’intervalle [a ;1| vers |—oo; f(a)]
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2- Justifions que la bijection réciproque h™1 de h n’est pas dérivable en h(a)

2
(Onsaitque h(a) = f(a) = %

il suffit de montrer que h est dérivableena et h'(a) #0)

donc pour montrer que h~1 est dérivable en h(a)

f estdérivable sur[a;1[ = hestdérivable sur[a;1]|

Comme a € [a;1[ alors h estdérivable en a

Deplus, pourtoutx € [a;1[, h'(x) = f'(x) = —g(x)

Donc h'(a) = —g(a) =0

On conclut que h est dérivableen a et h'(a) = 0 donc h~! n’est dérivable pas en h(a)

3- Déterminons le sens de variation de h~1

( Une fonction bijective f et sa bijection reciproque f~! ont le méme sens de variation )

Comme h est strictement décroissante sur [ a; 1 [ alors h™1 est strictement décroissante sur

]=o0; f(a)]
dressons son tableau de variation.
X —00 f(a)
(A1) (%) -
1

R | T

4- Construisons la courbe (€~1) de h~1 dans le méme repére

a
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Probleme 14

Partie A
La fonction g définie et dérivable sur R par : g(x) = (1 —x)el™ -1

1- a) Démontrons que la limite de g en +oo est égalea —1

Posons X =1 —x
Lorsque x - 400 ; X — —o0

lim g(x) = lim (1 —x)el™ -1
X—+ 00 X—+00

= lim XeX -1

X—>—00
=-1

Car Jim XeX =0
b ) Déterminons la limite de g en —oo

Posons X =1—x
Lorsque x - —o0 ; X — 4+

lim g(x) = lim (1 —x)el™ -1
X——00 xX—+00

= lim XeX -1

X—-+o
= 400
lim X =+
Car Xoroo
lim eX = 4o
X—>+00

2- a) Démontronsque: Vx € R; g'(x) = (x —2)el™™
Ve R; g'(x) =((1—x)e'™ - 1)’
=1-x)xe™ + (e'™)' x(1—x)
=—1xel™ + (—e'™)x(1—x)
— _pl X _ pl-x 4 4pl-x

= —2el™* + xel™™
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=(-2+x)el™
= (x —2)el™

" Ftude de Fonclions ”

b ) Déduisons de ce qui précede le sens de variation de g

Pourtout x € R, el™ >0

Donc le signe de g'(x) dépend du signe de x — 2

Tableau de signe de g'(x)

X

—C0

+ oo

X — 2

g'(x)

Pourtoutx € |[—0;2[, g'(x) <0
Donc g est strictement décroissante sur |—oo ;2 |

Pourtoutx €] 2;4+00 [, g'(x) >0
Donc g est strictement croissante sur ] 2 ; +oo [

c ) Dressons le tableau de variation de g

X —00 + oo
9’ (x) = +
+o0 -1
g(x) N _
—e 1-1

Email : oualefidele@gmail.com
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3- a ) Démontrons que I’équation g(x) = 0 admet une solution unigue a dans R

g est continue et strictement décroissante sur |—oo ; 2 [ donc elle réalise une bijection de
|—o0;2[ vers g(]—o0;2[)=]-e™" =1 ; +oof

Comme 0 € ]—e 1 — 1 ; +oo[ alors I’équation g(x) = 0 admet une solution unique
a dans |—oo0 ;2 [

Sur]2;+40 [, g admet pour maximum absolu —1 < 0
Donc I’équation g(x) = 0 n’admet pas de solution dans | 2 ; +oo [

Autre méthode
g est continue et strictement croissante sur | 2 ; +oco [ donc elle réalise une bijection de

12;+00 [ vers g(]2;+0[)=]-e™" —1; —1]
Comme 0 ¢]—e 1 —1; —1[ alors ’équation g(x) = 0 n’admet pas de solution
dans]2;+o [

On déduit donc que 1I’équation g(x) = 0 admet une solution unique a dans R

b) Justifionsque 0,4 < a < 0,5
104;0,5[ c]-o0;2]
De plus g(0,4) = 0,093 et g(0,5) = —0,1756
Comme g(0,4) X g(0,5) < 0 d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires , on a :
04<a<05
Vx€]-oal; glx)>0

¢ ) Démontrons que :
Vx€la,+o[; glx) <0

g est strictement décroissante sur |- ;2 [ et @ € |—o0;2 [

Pour tout xE]—OO; a[ , x<a = gx)>g(a)
= g(x)>0

Pourtout x € |a;2[, x>a = gx) <g(a)
= g(x) <0

Pour tout x € 12 ;40| , g admet pour maximumabsolu —1 ; or —1 <0
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Donc pour tout x € 12; 4o , g(x) <0

Vx€J]-o;al; gx)>0
On déeduit de ce qui précede que :
VxE€la+oo[; gx) <0

Partie B

1- a) Démontrons que la limite de f en 4+oo est egale & —oo
lim f(x) = lim (xel™ —x + 2)
X—>+o00 X—>+ 00

= lim (xelxe™ —x +2)
P )

1
= lim (xex—x—x+2)

X—+00 e
_ X ) X 1
- (exEoxr2) o Aok
X
_ 1
= lim [eX——x+2
xX—+00 e_
X
= —o00
(lim (—x) = —o0
x—+00
ex
lim — =
Car < x—1>£-noo X e
li L _ 0
xoteo €X
\ x
b ) Déterminons la limite de f en —co
lim f(x) = lim (xel™ —x + 2)
X——00 X——00
= lim (x(e!™ —1) +2)
X——00
= —00
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[ 217 )



Marathon de Bm‘fer@ " Etude de Fonctions " Terminale 0

lim x = —
Car | *77™%
lim el™ = 4o
X——00

2- a) Démontronsque:Vx € R; f'(x) = g(x)

Vx€ R;f'(x)=(xel™ —x+2)
=(x)xel™+ (e'™)' xx —(x)
=1xel™+ (—el™)xx —1
— el—x _ xel—x -1
=(1-x)elt™* -1
=g()

b ) Déduisons de ce qui précede le sens de variation de f

Pourtout x € R; f'(x) = g(x)

Donc le signe de f'(x) dépend du signe de g(x) ; d’aprés la question A-3-C,ona:
Vx€]-oal; g(x)>0
Vx€la,+o[; glx) <0
On en déduit que :
Vx€]J]-o;al; f'(x)>0
Vx€lJa,+o[; fl(x)<0

Par conséquent f est strictement croissante sur |—oo; a[ et strictement décroissante sur

Ja; +oof
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¢ ) Dressons le tableau de variation de f

X —00 a + oo
f'(x) + 0 —
f(a)
f(x) / \

3- a ) Démontrons que la droite (D) d’équation y = —x + 2 est une asymptote oblique a
(C) en 400

lim (f(x)—y)= lim [(xel™ —x+2) — (—x+2) ]
xX—+0oo X—+0o0
= lim (xe!™ —x+2+x-2)
X—+00

= lim xel™
xX—+00

= lim xel xe™*

X—+0oo
_ 1
= lim xe X —
X—>+00 e*
_ X X
= lim e X — ;or — = —
X—>+00 ex ex e
X
= llm eX—x
xoten €
X
=0
. ex
Car lim — =4
X—>+o0 X

On en déduit que la droite (D) d’équation y = —x + 2 est une asymptote oblique a (C)
en +oo
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b ) Etudier la position de (C) par rapporta (D)

Etudions le signe de (f(x) — y) suivant les valeurs de x

fxX)—y =@xel™ —x+2)—(—x+2)

= xe!™ —x+2+x-2

= xel™

Pourtoutx e R ,el™ >0

Donc le signe de (f(x) —y) dépend du signe de x

Par conséquent :

Pour tout x € |—o0;0[ ,f(x) —y <0

Terminale 1)

Donc la courbe (C) esten dessous de la droite (D) sur ]—oo;0[

Pourtout x € ]0;4+c [ ,f(x)—y >0

Donc la courbe (C) est au-dessus de la droite (D) sur] 0;+oo [

4- Démontrer que (C) admet une branche parabolique de direction (OJ) en —o

( comme lim f(x) = —o , il suffitd montrer que
X—>—00

a +o )

f(x)

Calculons |jm ——<

X—>—00 X

f(x) xel™ —x +2

lim — = lim

x—>—-0 X X—>—00 X

Posons X =1—x
Lorsque x > —o0 ; X — 400

X=1-x = x=1-X

Email : oualefidele@gmail.com
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lim eX = 4o
X—-+00

Car 2

LT —x =0

Comme |im f(x)=-oc0 € lim @ — +oo alors la courbe (C) admet une

X——00 xX—»>—0 X

branche parabolique de direction (OJ) en —oo

5- Déterminons une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 1
M:y=fMxx-D+fA) ; or ff(1)=-1 et f(1)=2

y=—1x(x-1)+2
y=—-x+1+2
y=—-x+3

une équation de la tangente (T') a la courbe (C) point d’abscisse 1 est: y = —x + 3

1
6- Démontrons que f(a) =1—-a+ 1-a

Remarque
La resolution de ce type de question se fait en deux (2) etapes :

1% étape : On utilise dans la partie A, le fait que g(a) = 0
comme dans la partie B, la fonction f contient e!™* et que f(a) ne
contient pas e!~% alors on exprime e~ en fonction de «

2°™ tape : on remplace dans f(a) , el~* par son expression

gla)=0 = (1—-a)el™*—-1=0

= (1—a)el @ =
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fla)=ael™@ —a+2 = f(oc)=oc><1 —a+2

= f(a)z%—a+2

a
= f(oc)=2—a+m

a
= =1+1-
f(a) + a+1_a

= f(a)=1—a+1+L

l—«a
l—a+a
= f(a)=1—a+ﬁ
1
= f(a)=1—a+m

7- a) Démontrons que f(—B +2) = ef~1f(B)
f(=B+2) = (=B +2)e'"FD — (g +2) +2
=(—f+2)e'tf2+p-2+2

=(=B+2ef 7 +p

= ef1 [(—/3+2)+ B ]

eh-1
=efY(-B+2+pxe D)
=eP 1 (—p+2+ peF*1)
= ef~1(Be Pt — B +2)

= F ()

b ) En déduire ’autre solution de ’équation . x € R, f(x) =0
( s’il existe un nombre réel a tel que f(a) = 0 alors a est une solution de I’équation :

fx)=0)
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Onsaitque f(B) =0 = ef1f(B)=0

= f(-f+2)=0
= —f + 2 estaussi une solution de I’équation f(x) =0 )

8- Construire (D), (T) et (C) dans le repére (O, I,J) .Onprendra a =0,4 et g =2,5

.-E-h..ﬁ.
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Partie C

Soit A un nombre réel strictement positif et A4 (1) I’aire en cm? de la partie du plan délimitée
par (C) , la droite (D) d’équation y = —x + 2 et les droites d’équations respectives x = 0 et

x=A
1- Calculons A(A) a l’aide d’une intégration par parties

L’aire A(A) en cm? de la partie du plan délimitée par (C) , la droite (D) d’équation

y = —x + 2 et les droites d’équations respectives x = 0 et x = A est definie par :
2
f (f(x) —y)dx xua ; ol ua = 0I x 0] cm?
0

Or f(x)—y=xel™
Posons u'(x) =el™ = u(x)=—el™™
v(x) =x = vx)=1

A

A1) = j xel™ dx X ua
0

pl
= ([—xel‘x]é - j —el™x dx) X ua
0

= (—/1@1"1 —(—0xel™® + j

)
el™> dx) X ua
0
= (—2e™* + [—e'™*]} ) X ua
— (_/161—1 _ el—l _ (—61_0) ) X ud
=(—/1€1"1—el"1+e)><ua cor ua=2x2cm?=4cm?
A) = ((—/1 — el * +e ) 4 cm?
2- Déterminer la limite de A(A) lorsque A tend vers +oo
. o g 1\,1-4 2
Jim, AG) = Jim (2= Det™ +e )4m
Posons

X=1-21
Quand A » 400 ; X - —0
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X=1-1 = -1=X-1
= —A-1=X-1-1
= —A1-1=X-2

. _ . . X 2
Jim A = Xgrpm((X 2)eX +e)dcm
= Xlim (XeX — 2eX + e )4 cm?
= 4e cm?

~ 10,87 cm?
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Probleme 15
Partie A

La fonction numérique g définie sur ]0; oo
1) Etudions les limites de g en O et en +co
Limitede g en 0

li = lim ( In x2 r_ L
xl_r)rég(x)—xl_rg(l)(nx +;—?>
> >
= limi(lenx2+4x—2)
x—0 2
>

Posons X = x?
Quandx -0, X -0

X=x? = x=+X

. 1
}Cl%g(x) = }61_1)1(1) }(XlnX+4\/X— 2)
> >
= —00

(l' 1
A =t
>

car }CILI(I) XInX=0

-

>
lir%\/f=0

2
Limite de g en +o

4 2
lim g(x) = lim <1nx2+———)

X—+00 X—>+00 x x2

4 2
= lim (21nx+———)

X—+00 x x?

= 4o

( 1

lim — =0
X—>+0o0 X

_ 1

lim — = 0
xX—+o0 X

L lim Inx = 4+
X—+ 00

-

car
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2) a- Calculons g'(x) pour tout x de ]0; +oo[

4 2y
pour tout x € ]0; +oo[ , g'(x) = (lnxz +;_;>

oo (- (3)

ol

2x%2  4x 4
T X X3 a3
2x% —4x + 4

b- Etudions le sens de variation de g
Pour tout x € ]0; +oo[ , x3 >0
donc le signe de g’ (x) dépend du signe de 2x? — 4x + 4

Déterminons le signe du polyndéme 2x? — 4x + 4 suivant les valeurs de x

A=b*—4ac ; avec a=2 ,b=—4 et c=4
A= (—4)>—4x2x4
=16 — 32
=-16
Comme A< 0 alors le signe du polyndme 2x2 — 4x + 4 estceluide a = 2
donc pourtout x € ]0; +oo[ , 2x2—4x+4>0

Par conséquent pour tout x € ]0; +oo[ , g'(x) >0
On conclut alors que g est strictement croissante sur ]0; +oo[
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Dressons le tableau de variation de g

" Ftude de Fonclions ”

X 0 + o
9'(x) +
+oo

Terminale 1)

3) Démontrons que I’équation : x € ]0; +o[ , g(x) = 0 admet une solution unique a

g est continue et strictement croissante sur ]0; +oo[ donc elle réalise une bijection de
10; +oo[ vers g(]0; +oo[ ) = ]—00; +0o[
Comme 0 € |—oo; +oo[ alors I’équation g(x) = 0 admet une solution unique «
dans ]0; +oo[

Justifions que 0,55 < a < 0,60 .
g est continue et strictement croissante sur ]0; +oo[ , en particulier sur ] 0,55;0,56 [
De plus g(0,55) = et g(0,56) =
Comme g(0,55) x g(0,56) < 0 d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, on a :
0,55 <a <0,60

Donnons une valeur approchée a 10~2 prés par exces de a
Une valeur approchée a 1072 pres par exces de a est 0,60

4) Déduisons de ce qui précede le signe de g(x) suivant les valeurs de x
g eststrictement croissante sur | 0 ; oo |

Pourtouth]O;a[, x<a = gkx) <gla)
=g(x) <0

Pourtout x e Ja;+o [, x>a = gkx) > g(a)
=g(x)>0

On déduit de ce qui précede que :

Email : oualefidele@gmail.com
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Partie B
Soit la fonction f définie sur ]0; 4+oo
X
1) a- Calculer lil_:l f(x) et lir+n %) et en donner une interprétation graphique
x>+ 00 x>+ 00

Calculons lim f(x)
X—+o00

2
lim f(x) = lim e* <1n x? + —)
X—+ 00 X—+00 X

2
= lim e”* (21nx+—>
X—+00 X

= 400

( lim e* = 4o
xX—+00
car J Am Inx = +oo
1
L lim — =0

X—>+o00 X

Calculons 1lim @
xX—+o00 X

e (ln x? + %)

x>+ X X—+00 X

e* 2
lim — (ln x% + —)
X

x—>+o00 X

e* 2
= lim —(21nx+—)

xX—>+00 X X

= 400

( e*

lim — =+
X—>+o0 X
car lim Inx = 4o
X—>+00
1
lim — =0
\ x>+00 X
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Donnons une interprétation graphique des résultats ci-dessus

Comme lim f(x) = +o €t lim @= +o0o  alors la courbe (C) admet une

X—+00 X—>+o0 X

branche parabolique de direction (0))

b- Justifions que pour tout x € ]0; +oo[, f(x) = 2e* (xlnx + 1>

2
pour tout x € ]0; +o[ , f(x) =e* (lnxz + ;)
2
= e* (2 Inx + —)
X
1
= 2e” <1nx + —)
X

_5 x(xlnx+1)

c- Calculons lirr(}f(x)
xX—

xlnx+1)

: . X
chl_rgf(x) = chl—l;% 2e ( .

> >
1
=lim2e* X —(xInx + 1)
x—0 X
>

= 400

Interprétons graphiquement le résultat ci-dessus

}cii% f(x) = +o0 = Ladroite d’équation x = 0 est une asymptote verticale a la
> courbe (C)

2) a- Calculons f'(x) pour tout x € ]0; +oo[

2 !
pour tout x € ]0; +oo[ , f'(x) = [ex (lnxz _|_;>]

!

2 2
= (e¥)' x (lnx2 + —) + <1nx2 + —) x e*
X X
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=e
x x
2 2 2

= e* 1nx2+—+———2)
x x X

Donnons le sens de variation de f
pour tout x € ]10; +oo[ , f'(x) = g(x)
donc le signe de f'(x) dépend du signe de g(x) ; or d’aprés la question A-4 ,ona:

Vxe]0;al; glx) <0

Vx€la+o[; gx)>0

Vxe]0;al; ff(x)<O0
On en déduit que
Vx€la+o; f'(x)>0

Donc la fonction f est strictement décroissante sur] 0; a[ et strictement croissante sur
Jat; oo
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] 20— 2
b- Démontrer que f(a) = —( g )e“

Remarque
La résolution de ce type de question se fait en deux (2) étapes :

1% étape : On utilise dans la partie A , le fait que g(a) = 0
comme dans la partie B, la fonction f contient Inx? et que f(a) ne
contient pas In a? alors on exprime In a? en fonction de «

2°™ étape : on remplace dans f(a) , Ina? par son expression

4 2
gla)=0 = e“(lna2+———) =0

a «a?
=>1na2+%—%=0 ; e¥#0
4 2
= lna2=—5+?
=e{ortsd) = ormelo2)oE
= f(a)=e“(—g+%+§)
4 2 2
= f(a)=e“<—a+a +ﬁ)
2 2
= f(a)=e“(—a +ﬁ)
2a 2
= f(a)=e“<—? +?>
2a0 2
= 1@=e(-(E-2))
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c- Dressons le tableau de variation de f

X —00 a + oo
f'(x) - 0 +
+o0 T
N N /
f ()

Terminale 1)

3) Donnons une équation de la tangente (T) a ( C) au point d’abscisse 1
or f'(1) =2e et f(1)=2e

M :y=fOxx-D+f(1)

y=2ex(x—1)+2e
y = 2ex — 2e + 2e

y = 2ex

une équation de la tangente (T) a la courbe (C) point d’abscisse 1 est: y = 2ex

4) Tragons avec soin (T) et (C)

E.Z""

e

i
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Partie C

1) a- Démontrons que h est une primitive sur ]0; +oo[ de f

2)

(il suffit de montrer que la dérivéede h estégalea f: h'(x) = f(x) )

pour toutx € ]0; +oo[ , h'(x) = (e*Inx?)’

=(e*)' xInx?+ (Inx?)' x e*

x?)
=ex><lnx2+<( )>><ex

xz

X 2 2x X

=e*lnx +—Xe
X

X 2 2 X
=e*lnx“+—Xe
X

=e* (lnx2 +;)
= f(x)

On en déduit que h est une primitive de f sur ]0; +oo]

b- Déterminons la primitive de f sur ]0; +oo[ qui s’annule en 2
Sachant que la fonction h est une primitive de la fonction f sur ]0; +oo[ , on en
déduit que les primitives de f sur ]0; +oo[ sont de la forme h(x) +c, avec c € R
Soit F la primitive de f sur ]0; +oo[ qui s’annule en 2 alors F(2) =0
F2)=0 = e?In22+c=0

= e?ln4d+c=0

= +c = —e?In4
Donc F(x) = e*Inx? —e?In4
Déterminons les coordonnées des points d’intersection de la courbe représentative de
h avec celle de la fonction exponentielle népérienne
(11 suffit de résoudre 1’équation h(x) = e* ; les solutions de cette équation sont les

abscisses des points d’intersection de la courbe représentative de h avec celle de la
fonction exponentielle népérienne )
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h(x) =e* = e*lnx? =e*
e¥XInx?—e*=0

e*(lnx?—-1)=0

U

Inx?—1=0 i car e* # 0
Inx?=1

Inx? =lne

L A

x’=e

x=—/e ou x=+e

Pour x=—Ve , y= e~Ve pour calculer y on peut prendre y = h(x) ou
y=e”

U

Pour x=+ve , y=e'®

On en déduit que les coordonnées des points d’intersection de la courbe représentative

de h avec celle de la fonction exponentielle népérienne sont:  (—e; e V) et

(Ve;e'®)
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