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Le sujet est constitué de deux problemes indépendants. Tout résultat donné dans 1’énoncé
pourra étre admis dans les questions suivantes. Le plus grand soin sera apporté a la rédaction et a
la présentation des résultats.

1 Probleme d’analyse

On note R, le corps des nombres réels. On note C° ensemble des fonctions continues de [a, b]
dans R avec a et b deux réels tels que a < b. Pour tout = € [a,b] et tout réel » > 0, on note
B(z,r) = {y € [a,b] : |y — x| < r} la boule ouverte centrée en x de rayon r, intersectée avec
I’ensemble [a, b].

Partie 1.1

1. Soit f € C°. Soit z € [a,b], on pose

Ey ={y €la,b]: fy) < f(x)}

I’ensemble des réels y € [a, b] tels que I'image par f est inférieure a f(x). Montrer que

Ey = f7H(] — oo, f(2)])

c’est-a-dire que F, est I'image réciproque de | — oo, f(z)] par la fonction f. Soit y € E,,
alors f(y) < f(z) donc f(y) €] — oo, f(z)] donc y € f1(] — oo, f(z)]). Réciproquement si
y e f1( - oo, f(x))) alors £(y) €] — o, f(x)] donc f(y) < f(x) ct y € B

2. Montrer que E, est une partie fermée de [a,b]. C’est 'image réciproque d’une partie fermée
par une fonction continue.

3. En déduire que E, est une partie compacte. C’est une partie fermée de [a,b] qui est une
partie compacte, donc c’est une partie compacte.



10.

11.

12.

. On construit une suite (z,)nen telle que E,, C E,

Soient x et y € [a,b]. Montrer que si £, = E, alors f(z) = f(y). Onaxz € E, = E, donc
f(x) < fly). Etye E, = E; donc fly) < f(z).

21~ Montrer que la suite (f(z,))nen est
croissante. Soit n € N, alors x,, € E,, par définition, et x,, € E;,,, par hypothese. Donc
f(xn) < f(xny1), ce qui montre la croissance de la suite.

. On pose M = sup f(x) la borne supérieure de f. Montrer que pour tout x € [a,b], on a

z€[a,b)
E, C f74] — 0o, M]). La borne M n’est pas +oo, car f est bornée car continue sur un
compact. Soit = € [a, b], alors pour tout y € E,, f(y) < f(z) < M doncy € f~1(] — oo, M]),
ce qui conclut la démonstration.
Soit € > 0. Pour tout z € [a, b], on pose

Vi) ={y €la,b] : |f(y) — f(2)] < e}
I’ensemble des réels y € [a, b] tels que 'image par f est proche de f(x) & e prés. Montrer que
Ve (f) = 71 f(2) — & @) + €.

Soit y € V(f), alors par définition de la valeur absolue f(y) < e+ f(z) et f(y) > f(z) —e,
ce qui conclut la démonstration par équivalence.

. Montrer que V7 (f) est une partie ouverte de [a,b]. V, (f) est 'image réciproque d’une partie

ouverte par une fonction continue, donc c¢’est une partie ouverte.

Construire une fonction h € C° telle qu’il existe z* € [a,b] avec V5 (h) qui n’est pas une
partie ouverte de R. On pose h la fonction constante égale & 7 sur [a,b] = [0, 1] alors pour
x* = 0.33 (par exemple, mais tout autre point fonctionne) Vi 33(h) = {y € [0,1] : |h(y)—T7| <
ety ={y€0,1]: |7 =7 < e} donc V5. (h) = [0, 1] qui n’est pas une partie ouverte de R.
Soit g une fonction définie sur [a, b] qui vérifie la propriété suivante :

Propriété (P). Pour tout réel € > 0, il existe un réel r > 0 tel que pour tout x,y € [a,b]
y € B(z,r) =y € V;(9)-

Montrer que la fonction g est continue. Soit g une fonction qui vérifie la propriété (P). Soit
e >0, et 29 € [a,b]. Pour montrer que g est continue au point xg, il faut montrer qu’il existe
r > 0 tel que, pour tout y €|xg —r, zo+7r[N[a, b], on ait |g(y) — g(zo)| < e. Or siy € B(xg,r)
avec le réel r donné par la propriété alors y € V7 (g) donc |g(y) — g(wo)| < €, et la fonction
g est donc continue.

Soit f une fonction dérivable telle que f’ € C°. Montrer qu’elle vérifie la propriété (P). Par
théoreme des accroissements, |f(z) — f(y)| < sup |f'(2)| |x — y|. Si f est identiquement

z€[a,b]
nulle, la fonction f est constante et vérifie évidemment la propriété (P) car V:(f) = [a, b]
pour tout = et €, donc tout réel » > 0 convient. Sinon, pour tout € > 0, on pose r =

, et |z —y| < r implique |f(x) — f(y)| < e.

SUpPefa,p 1 (2)]
Soit f € C°. On suppose que f ne vérifie pas la propriété (P) pour un réel ¢ > 0 fixé.
Construire deux suites (Zn)nen €t (Yn)nen € [a, b] telles que, pour tout entier n € N

[Tn = yn| < (b—a)27" et [f(zn) = fyn)| = &



Si f ne vérifie pas la propriété (P), cela veut dire que pour tout réel r > 0, et en particulier
pour r = (b — a)2", il existe (z,y) € [a,b]* tels que y € B(x,r) et y ¢ VE(f), donc
|f(x) — f(y)| > e. En particulier pour r = (b — a)2™", on a les suites (z,,)nen €t (Yn)neN
voulues.
13. Soit f une fonction de C°. Montrer que f vérifie la propriété (P).

Supposons que f ne vérifie pas la propriété (P) pour un € > 0 quelconque. Par propriété
de Bolzano-Weierstrass, dans la partie compacte [a, b], les deux suites admettent des suites
extraites convergentes. Par 'inégalité |z, —y,| < (b—a)2™", on conclut que les suites extraites
convergent vers une limite commune £. Par continuité, les suites (f(74(n))) et (f(Ypn)))
convergent toutes deux vers f(£), ce qui est une contradiction avec | f(zg(n)) — f(Ygm))| = €
pour tout n. Donc f vérifie forcément la propriété (P).

Partie 1.2

14. Rappeler la formule des coefficients de Newton (Cﬁ)ogkgn,neN tels que pour tous réels x et
y et tout entier n € N, on a l'identité

n

(l’—Fy}n:ZCk k, n— k
k=0
n!
C’est la formule du bindme de Newton. On pose Cff = m pour tout n € N* et tout
I(n—k)!

ke Ntel que 0 <k <n.
15. Montrer que pour tout z € [a, b], pour tout n € N, on a

> kCHz—a)f(b—2)"F =n(z—a)(b—a)"".

ZkCﬁ(z—a)k(b—z)"_k = Zn n—l k)!(z—a)k(b—z)”_k

k=0

= ZC’k Hz—a)*—2)" "

_ Z )k (b — Zynik

= n(z—a)(b—a) -

16. Montrer que pour tout z € [a, b], pour tout n € N, on a

Zk —1)CFz—a)*(b—2)"F =nn—1)(z —a)(b—a)" 2



n n

p Kk =10z —a)*b—2)"" = 3 nln =1 (7;)!_03)! izt -2
=0 k=2
T = (R
k=2
n—2
= n(n — 1) Z 0572(2 _ a)k+2(b _ Z)n727k
k=0

= nn—1)(z—a)*(b—a)" >

17. Montrer que pour tout z € [a, b], pour tout n € N, et tout p € Ntelque 1l <p<n+1,ona
n
 k(k=1)...(k—p+1)Chi(z—a)*b—2)"F=nn-1)...(n—p+1)(z - a)’(b—a)" P
k=0

Avec la premiere question pour (z + y)", en dérivant p fois par rapport a x :
(Y

Pty = na—1). (- p+ D@ty

dxP .
= > Crk(k—1)...(k—p+ 1a" Py "
k=0

11 suffit de prendre y = b— z et © = z — a et de multiplier le tout par (z —a)?. On peut aussi
faire un calcul direct, ou faire une démonstration par récurrence.
18. Montrer que

(k(b—a) —n(z—a))? = (b—a)*(k(k — 1)) + (b — a)’*k — 2n(b — a)(z — a)k + n*(z — a)*.

On développe le membre de gauche par une identité remarquable, et on simplifie les deux
premiers termes du membre de droite.
19. En déduire que pour tout z € [a, b], pour tout n € N, on a

Z(k(b —a)—n(z—a)?Chz—a)f(b—2)"F =n(z—a)(b—2)(b—a)".
k=0
Ona (k(b—a)—n(z—a))? = (b—a)?*[k(k—1)]+ (b—a)*[k] —2n(b—a)(z — a)[k] + n*(z —a)>.
Donc avec les questions précédentes,

n

Z(k — nx)2CFaF(1 — z)nk
k=0

= nn—1)(z—a)’*b-a)"+ (b—a)*n(z —a)(b—a)"*
—2n(b — a)n(z — a)*(b — a)"t + n%(z — a)?(b— a)"
= a)"(nn(z —a) —n(z —a)+ (b —a)n — 2nn(z — a) + nn(z — a))
= (- a)(b—a)"(—n(z — a) + (b — a)n)
2



20.

21.

22.

Soit f € CY. Montrer qu'’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout r > 0, pour tout

k
z € [a, b], pour tout n € N*, pour tout k € {0,...,n} vérifiant |a + —(b—a) — z| > r, on a
n

(na+ k(b —a) — nz)?
n2r2 :

’f(z)—f(a—i—%(b—a))‘ <C

k(b —a) —nz)?
On pose C' =2 sup |f(z)|. Puisque na + K 3 2a L)
z€la,b] ner

>1,0n a

(na+ k(b —a) — nz)?
n2r2

‘f(z)—f<a+:z(b—a)>‘<0<c

Soit € > 0 et f € CY. Montrer quil existe » > 0 tel que pour tout z € [a, b], pour tout
n € N*, pour tout k € {0,...,n} on a

(na+k(b—a)— nz)2'

n2r?

k
‘f(z) —f (a—i-ﬁ(b—a))’ <e+C
On prend le r donné par la partie 1.1. Soit z € [a, b], alors on a deux possibilités :

k k
Le cas [z —a+ —(b—a)| < r, qui implique f(z)—f(a—i—(b—a))‘ <e.
n n

k
Le cas |z —a+ —(b—a)| > r, qui se traite par la question précédente.
n

En déduire qu’il existe une constante D > 0 ne dépendant que de la fonction f telle que
pour tout z € [a, b], pour tout n € N*

n k (z—a)k(b—2)"F
f) =) fla+=(b-a))Cy o
2ot o) e

+ -
€ )
nr2

b—z+z—a)"
(b—a)"

formule de Newton pour obtenir une somme

On fait apparaitre devant f(z) et on développe le numérateur par la

n

D

k=0

(z—a)k(b— )"k

1= f (et Eo-a)) et B0

On utilise la majoration de la question 20 en deux termes. Pour le premier terme en €, on

rassemble la somme par la formule de Newton, ce qui donne le terme e. Pour le deuxieme
(na + k(b — a) — nz)?

terme C 55 , on utilise la question 18 qui donne la majoration
nr
n
(na+k(b—a) —nz)? _,(z—a)kb—z)"F C
kzo C - Cy b—ap < n27’2n(2 —a)(b—z)

et on obtient une majoration uniforme en remarquant que (z —a)(b— z) < (b— a)?. 1l suffit
donc de poser D = C(b—a)* =2 sup |f(2)|(b—a)>

z€(a,b



2 Probleme d’algebre

Soit V' un endomorphisme sur 'anneau des polynémes R[X]. Les compositions successives de
I'endomorphisme V seront notées V™ pour tout m € N, avec la convention V° étant Pendomor-
phisme identité.

Partie 2.1

On pose V' I’endomorphisme suivant

V:R[X] — R[X]
1 X 1 X+1
P - -P|— Pl —.
HORUGY
1. Montrer que pour tout polynéme P de degré n € N, V(P) est également un polynéme de
degré au plus n € N. Par translation/dilatation, on reste un polynome et le degré n’est pas

modifié, et par combinaison linéaire, le degré ne peut que diminuer.
2. Pour tout n € N, on note V,, 'application

Vi RuX] — Rn[X]X X o
1 +
P gl <2> T3r (2)
définie sur le sous-espace R, [X]| des polynomes de degré au plus n € N. Montrer que V,, est
bien un endomorphisme. V,, (AP + Q) = AV,,(P) + V,(Q).

3. On fixe n € N. Montrer que la suite (Vn,m)men telle que vy, := dim(Ker V") +rang(V,")/2
pour m € N est croissante. Par théoreme du rang, quelque soit m € N, on a dim(Ker V") +
rang(Vy') = dimR,[X] = n + 1. Donc dim(Ker V") 4+ rang(Vy')/2 = n+ 1 — rang(Vy')/2.
Soit @ € Tm V™! alors il existe P € R,[X] tel que V"™ (P) = Q = V™(V,,(P)). Donc
Q € Im V™ et Tm V"' C Tm V™. Donc rang(V™) est une suite décroissante.

La suite v, ,, est donc croissante.

4. Montrer que, quelque soit n € N, la suite (v m)men converge quand m — +oo. La suite

est majorée par n + 1, donc elle converge.

5. Donner la matrice M de M3 3(R) qui représente I’endomorphisme V5 dans la base canonique
B={1,X,X?} de Ry[X].

1 1 X 1X+1 2X+1
NN==-+-=1 X)=—+—= = t
1X2 1(X+1)2 2X2+4+2X+1
X)) =" 4= = .
X =t 8
D’ou la matrice
1 1/4 1/8
M=1|(0 1/2 1/4
0 0 1/4

6. En déduire Ker V5 et Im V5.
La matrice est de rang 3 donc Im V5 = Ro[X] et Ker Vo = {0}.



Partie 2.2

A partir de cette question, et jusqu’a la fin du probléme, on fixe n = 2. On cherche & étudier
la limite d’endomorphisme V5" pour m — +o0.

7. Calculer la limite de vo,, quand m — +oo. Puisque le rang de la matrice est 3, alors il ne
diminue pas avec les compositions. Donc va,, = 0+ 3/2 = 3/2 est une suite constante de
limite 3/2.

8. Montrer qu’il existe une base C qui diagonalise I’endomorphisme V5. La matrice possede un
polynome caractéristique scindé a racines simples réelles, donc elle est diagonalisable.

9. Calculer les valeurs propres de I’endomorphisme Vs et les vecteurs propres associés. 1 est
vecteur propre associé a la valeur propre 1. De plus V(1 —2X)=1-X—-1/2=(1-2X)/2

donc est vecteur propre associé a la valeur propre 7" Et

1 I X 1 2X%24+2X+1
Vol--X+X2) = 22 = St et
2<6 i > 6 2 4 8
4-12X —6+6X2+6X+3 1/1 )
= = (- -X+X
24 4 <6 * )’

d’ou le dernier vecteur propre associé a la valeur propre —.

10. Calculer la matrice de passage P de la base B a la base C. Avec la base trouvée en question
8, qui diagonalise V5, on a

1 1 1/6
P=| 0 -2 -1
0 0 1
11. Calculer I'inverse de la matrice P.
1 1/2  1/3
Pl=|0 -1/2 —-1/2
0 0 1

12. Donner la matrice A de V5 dans la base C. A permutation pres des coefficients diagonaux,
on obtient

1 0 0
A=P'MP=|0 1/2 0
0 0 1/4

13. Soit @ = c¢X? + bX + a un polynéme de Ry[X] avec a,b, ¢ € R. Calculer les coordonnées de
Q dans la base C. Par la matrice P~ ' on obtient

B 6a+3b+2c b+ec

@ 6 2

UZX)+c<éAT%Xj



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Calculer la matrice qui représente I’endomorphisme V5" pour tout m € N dans la base
canonique.

1 1 1/6 1 0 0 1 1/2 1/3
0 —2 -1 0 1/2™ 0 0 —1/2 —1/2
0 0 1 0 0 1/4m 0 0 1
1 1/2m  1/(6-4™) 1 1/2  1/3
= 0 —1/2m7t  —1/4m 0 —1/2 —1/2
0 0 1/4™ 0 0 1
1 1/2—1/2m% 173172 11/(6-4™)
= 0 1/2m 1/2m —1/4™m
0 0 1/4™

Montrer que les coordonnées de V5" (@) dans la base C convergent. On peut passer a la
limite dans la matrice précédente, pour obtenir hIE Vo' (Q) = a+b/2+ ¢/3 en tant que
m—r—+00

polynome, ce qui correspond a la convergence des coordonnées.
Soit || - || une norme sur ’espace vectoriel Ro[X]. On note ||| - ||| la norme d’endomorphisme
associée, c’est-a-dire que pour tout endomorphisme V' on définit

QeRs[X],Q20 [|Q]

Montrer que ||Va||| > 1. Si Q est un vecteur propre (non nul) de V5 alors V2(Q) = A\Q avec

Ne {1,172, 1/4}. Done W2\ o 11va)1l > max{1,1/2,1/4} = 1.

1R

Montrer qu’il existe un endomorphisme U de Ro[X] tel que

V2"(@) - U@ — 0.

m—+00
On pose U I’endomorphisme tel que U(a + bX + ¢X?) = a4 b/2 + ¢/3 alors

IV"(Q) ~ U@ [l = b/2™ = ¢/2m /(64| + | PJ/2" — 0.

ou le polynome P est explicite, mais dont la décomposition est inutile pour conclure.
Donner la matrice de M3 3(R) qui représente I'endomorphisme U dans la base C.

1 1/2 1/3
0 0 0
0 0 0

Calculer le rang de la matrice qui représente ’endomorphisme U dans la base C. Le rang
est 1.

En déduire si la suite vy, = dim(Ker V5")+rang(V5")/2 converge ou non vers dim(Ker U)+
rang(U)/2. La suite vg,, est constante égale a 3/2, et dim(Ker U) +rang(U)/2 = 5/2. Donc
elle ne converge pas, méme si V5" (Q) — U(Q) pour tout @ € Ra[X].
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Dans toute cette épreuve, N désigne |’ensemble des entiers naturels, R |’ensemble
des nombres réels, e le nombre de Néper et Ln le logarithme népérien.

Exercicen® 1

a b b
Soit lamatrice A=|b a b |, ou (a,b) eR?
b b a
1. Etudier la diagonalisation de A (on précisera les valeurs propres et les sous espaces propres
associés).
La matrice étant symétrique, elle est diagonalisable.
On obtient : det(A—A1)=(a+2b—-A)(a—b—-1)°.
Pour b =0
A=a-best une valeur propre double, dont le sous espace propre associé est le plan
d’équation : Xx+y+z=0.
A =a+2ba pour vecteur propre associé (1,1,1).
Pour b=0, A=a’l

2. On suppose que a = 0;b =0, calculer A" pour neN .

a-b 0 0
La matrice A est semblable a: D=| 0 a-b O et A"=PD"P", avec
0 0 a-b
1 0 1 a, b, b,
P:1 0 1 1] pourobtenir: A”:1 b, a, b, |, ou
-1 -11 3 b. b a

n n



a, =2(a-b)" +(a+2bh)"
b, =(a+2b)" —(a-b)"

3. Déterminer, dans la base canonique de R?®, la matrice de la projection orthogonale sur le
sous espace vectoriel d’équation : X+ y+2z=0.

10
Cette matrice s’écrit: M =X (X X)*X', ol X=| 0 1 |. On obtient alors:
-1 -1
2 -1 -1
1
M==--1 2 -1
3
-1 -1 2

4, Déterminer, dans la base canonique de R®, la matrice de la symétrie orthogonale par
rapport au sous espace vectoriel d’équation : Xx+y+z=0.

1 -2 -2
La matrice de la symétrieest: S=2M —1 :1 -2 1 -2
-2 -2 1

Exercice n° 2

Soit f:R*— R* définie par: f (X,y,z,t)=(aX+Yy,X+ay,z+t,z+t), 00 cestun
parameétre réel non nul.
1. Déterminer le noyau et I’image de f selon les valeurs de « .

a 1 00
. e e, 1 o 0O

La matrice associée a cette application linéaire est: M = 00 1 1l
0 0 1 1

Pour le noyau de f on doit avoir: ax+y=0; Xx+ay=0;z+t=0.

Si o #+1, Ker f ={0,0,2,—z}, dim (Ker f) =1=dim (Imf)=3 et Imf ={X,Y,Z,Z}

Si a =1, Ker f ={x,—x,z,—z}, dim (Ker f)=2=dim (Imf)=2et Imf ={X,- X,Z,Z}
Si @ =—1, Ker f ={x,x,z,—z}, dim (Ker f)=2=dim (Imf)=2et Imf ={X,X,Z,Z}

2. Etudier la diagonalisation de la matrice associée a f selon les valeurs de « (on précisera les
valeurs propres).

Ona:det(M-A1)=A(1-2)(¢—A-1)(ax—A+1), les valeurs propres sont :
0,2,a+l,a-1.

La diagonalisation va dépendre des multiplicités de ces valeurs propres :

a+l=0 a=-11
=
atl=2 a=13



Si =1, 4 =0 est une valeur propre double ainsi que 4 =2 et les sous espaces vectoriels
propres sont de dimension 2. La matrice est donc diagonalisable.

Si a =-1, A =0 est une valeur propre double et les deux autres -2 et O et le sous espace
vectoriel propre pour 0 est de dimension 2. La matrice est donc diagonalisable.

Si a =3, A =2 estune valeur propre double et les deux autres sont 0 et 4 et le sous espace
vectoriel propre associé a 2 est de dimension 2. La matrice est donc diagonalisable.

Dans tous les autres cas, les 4 valeurs propres sont distinctes, donc la matrice est, dans tous
les cas, diagonalisable.

Exercice n°® 3

Soient a et b deux entiers strictement positifs. On considere le polyndbme P, défini par :

,ou neN.

1. Montrer que le polyndme P, et toutes ses dérivées prennent des valeurs entieres pour x=0
et x=alb

On développe ce polyndme par la formule du bindme d’une part et par la formule de Mac
Laurin d’autre part pour obtenir :

: n— Cl'l'l< n— n+ Pn(h) O
P (=D (D" bt x k:;%)@

Pn(h)(O):O si h<nouh>2n et

. On en déduit :

k
P™(0) = (-D)"* (n+ k)!C—”'bk a"™* si h=n+k (k=0,...n)
n!
Chaqgue terme étant un entier, P"**(0) est un entier.
a a ., .
Pour XZB’ on pose u = X_E’ il vient :

b"u" u"(a+bu)"
no n!

P, (x) = (g +u)" -Q, )

ey . . . e a
Les dérivees de Q, (u) sont des entiers en zero et sont égales aux dérivées de P, (x) en x = b

, car le développement de Taylor de P, en a/b est le développement de Mac Laurin pour Q,
2. Etudier la convergence de la suite (I,) definie par: I, :J.Pn (x)sin(x) dx
0

Posons M = Sup|x(bx—a)|, alors | | S_[|Pn (x)sin(x)|dx§_|‘|Pn (x)|dx£'f'\:|1—ldx:er—I
0 0 )

0<x<rw 0 n!

Donc la limite de (I,) est nulle.

3. Montrer que si 7 était un nombre rationnel et si on prenait a et b des entiers tels que
al/b=r,lenombre I serait un entier non nul, en contradiction avec le résultat de la

question précédente.



Pour tout x €[0,z], ona: x(bx—a) >0, donc x" (bx—a)"sinx>0.
Par ailleurs x € [z/4,37/4], x" (bx—a)"sinx > (z/4)"b" (z/4)" (\212)

) 1 3zl4 2

Par conséquent : I, >— j AR £dx>0
nt 5,4 2

Donc on trouve que |, est un entier (question 1) strictement positif, ce qui est contraire au

résultat de la question 2.

Exercice n® 4

1
Soit | :J.t:'m

0
1. Montrer que | est convergente.

dt

La fonction — L est continue sur bi.Ent, Iz_nt L O N TTS
t° -1 t°-1 (t-D't+1) t+1
En O, tlz'nt ~ —Lnt dont I’intégrale est convergente au voisinage de 0.
1
2. Pour tout entier naturel k, calculer J, = Itk Lntdt
0

L’intégrale est bien convergente et on intégre par parties :

K+l Lok

Ln

‘]k:t t __[t gt = — 12

k+1 |, ol+k (k+1)
3. Montrer que pour tout entier n supérieur ou égala 1, ona:

o1 tt2"2 Lnt

) el Bl R
i (2k +1) , -1

n 1 n n 1 11_t2n+2
Ona: » ———=-»J, =—» |t*Lntdt=- Lntdt

kzz;‘(Zk+l)2 % 2 ;! ! 1-t2

; - : t? Lnt

4. Montrer que I’on peut prolonger par continuité en 0 et 1, la fonction t — 71

La fonction se prolonge par continuité par 0 en 0, et par %2 en 1.

t2 Lnt
t2

5. Montrer qu’il existe une constante M>0, tel que : V't €0,/ <M

Toute fonction continue sur un compact est borné.

. — 1
6. En déduireque: | =Lim ) ——
q n—o kzz(:‘(Zk +1)°



dt -0

1 .2n+2 1 2 1

t Lnt t° Lnt M
———dij< [t I ldt <M [t dt =

, - o |t°-1 0 2n+1
Evident avec les questions 3 et 6.

Exercice n®5

. . . P . X+2
Soient les fonctions réelles f, et f, définies respectivement par : fl(x):z—et
- X
12 +6X + X
f,(X)=————
2 () 12-6x+x°

1. Etudier les variations de ces deux fonctions et donner ’allure de leurs graphes dans un
méme repeére.

La fonction f, est une hyperbole équilatére qui admet comme asymptotes les droites
d’équation x=2 et y=-1.

-12(x* -12)

La fonction f, admet pour dérivée : f, (x) = .
2 P > (%) (12 - 6%+ x?)°

Cette fonction est décroissante de J—oo, — 2\/§J , Croissante sur J—Z\/é, + 2\/§J, puis
décroissante sur J—Z\/§, + oo[. La droite d’équation y=1 est une asymptote.

2. Déterminer le point d’intersection des graphes de f, et f,.

Le point A(0,1)répond a la question.

3. Trouver deux polyndmes différents P, et P, de méme degré n, tels que:
{ £, 00 =P, () +x"e, (x)

f, (X) =P, (x) +x" e, (x)
que Lir(r)1 e, (x) :Liry e, (x)=0

, 0U €, et e, sont des fonctions définies au voisinage de zéro telles

11 s’agit de développer ces fonctions au voisinage de zéro par la formule de Taylor.

x+2 1 1 1 X X"
Ona: f,(X)==——==(X+2)AL-=X)"' ==+ X)L+ = +....+ — +0(X"
1 (%) > x 2( )( 2) 2( )( > o (x")
n Xk
D’ou f, (X) =1+22k—1 +x"e, (X)
k=1

Pour la deuxieme fonction, on ne cherchera pas a expliciter le polynéme.



f(0) =220 14 x

12 + 6X + X? X2 —6x) "
5 1+
12—-6X+X

4. Préciser la position relative des deux graphes au voisinage du point A(0,1).

Supposons f, (x) > f, (x)<2x* >0

Au voisinage du point considéré, le graphe de f, est au-dessus de celui de f, pour x>0 et en
dessous dans le cas contraire.

Exercice n®° 6

I

. . , .. . ,.. u 1 .
1. On considere une suite (u,)de nombres réels positifs qui vérifie : —* =1-"-+0(=), ou
u n n

[ est une constante réelle. Etudier la convergence de la série de terme général u, selon les
valeurs du paramétre f3.

n

_ v u -a 1
Pour & >0, posons v, =n"“,ona: % — R +o(—j
vV, u n n

n n

. v u _
-Si B#a etpourngrand, -2 — "L est du signe de -« .
v u

n n

: . u v
-Si 8>1, on choisit o tel que: 1<a < B, alors D v, estconvergente et =+ <"1 donc
u v

n n

Zun converge (rapport de d’ Alembert).

: . u v
-Si B <1, onchoisit o tel que: 1> a > g, alors Zvn est convergente et - > "L donc
u v

n n

> u, converge (idem pour 5 =1).

1x3x5....x(2n-1)

2. Etudier la convergence de la série de terme général :
2x4x6....x(2n)

u 2n+1 2 1 iy
Ona: M = nt-_ 1—1(1+ t=1- 3 n+a(—), donc la série est convergente.
u 2n+4 2n n 2 n

n



