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AVANT PROPOS

La collection le TOP CHRONO a été concue pour répondre au besoin, maintes
fais, exprimé par les éléves de disposer d'un outil pratique et performant a moindre
colt, pour préparer efficacement leur examen de fin d’année.

La premiére partie de TOP CHRONO MEIhél‘l‘lﬂtiq'l.lES Bac C&E
édition 2017 est 3 la fois un aide mémaoire, une fiche efficace et synthétique, un
résumé de cours simple mais trés fourni qui rappelle les principaux résultats de
chaque chapitre ainsi que les méthodes a connaitre.

Elle vous permet de réviser rapidement vos legons.
Cette partie comporte également pour chaque chapitre une dizaine d'exercices type
bac entiérement corrigés permettant au candidat au bac de 5'auto-évaluer.

La deuxiéme partie de TOP CHRONO Mathématiques Bac C&E
édition 2017 est consacrée aux 10 derniers sujets entiérement corrigés du
baccalauréat (2016; 2015; 2014; 2013 ; 2012 ; 2011 ; 2010 ; 2009 ; 2008 et 2007).

Le TOP CHRONO est conforme au programme officiel en vigueur en Cdte
d’Ivaire.

Mous espérons avoir rendu cet ouvrage assez attrayant pour qu'il soit un précieux
auxiliaire de votre travail personnel tout au long de I'année.

Nous osons croire que cet ouvrage contribuera a amélioration des résultats de fin
d'année des candidats au baccalauréat des séries C&E.

Les auteurs remercient d'avance toutes les bonnes volontés pour leurs remargques et
suggestions qui permettront d’ameliorer a I'avenir le contenu de ce document et en

Faire un outil incontournable pour le succeés au BAL.

MNous adressons un profond remerciement a I'ensemble de nos collégues pour leurs
encouragements, leurs conseils, leur soutien et leurs contributions de toutes sortes.

Les auteurs.
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CHAPITRE I : ARITHMETIOUE

FICHE DE COURS
I. MVISEURS ET MULTIPLES DANS £

Définition S

| Soit a et b deux entiers relatifs.
a est un multiple de b signifie . 3k e Z / a = kxb _
On dit aussi que b est un diviseur de a cu b divise a. On écrit: b | a

Proprictés

Soita b ete trois entiers relatifs | _|

Pourtouta, a|a

Siabetb|lecalos ale

Sialbetblaalors a=b oua=-b

Si alb et ajc alors albe

Si alb alors ac|be

Si alb et ale alors alu. b+ve pour tous entiers relatifs u et v.
Si alb alors lal < |bl avec b= 0

I1. DIVISION EUCLIDIENNE

Soit a et b deux nombres antiers naturels, avec b = 0

F3(Q.rleM/ a=bxq+r avec D=r < b.

q esl appele le quotient, r le reste, a le dividende et b le diviseur de |la division de a
| parb

111. NOMBRES PREMIERS

= Un entier naturel est premier si et seulement si il n'admet que deux diviseurs distincts -
1 et lui méme.

» |l existe une infinité de nombres premiers

» Tout numl:ure_ plus grand que 1 est premier ou produit de nombres premiers

Comment reconnaitre un nombre premier ?

Il @st premier s'il n'est divisible par aucun nombre premier, inféreur & ce nombre.
l;ln peut se limiter aux nombres premiers dont le carré est inféreur ou égal 4 ce nombre.

IV. PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR (PGCD)

Définition
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls
On appelle plus grand commun diviseur de a et b le plus grand élément de D {a : b)

Mg_f::rithme d’Euclide

Pour déterminer le PGCD (a ; b) avec b # 0, on effectue les divisions euclidiennes
SUCCESSIVES " a = bagy +ry PGCD(a.b)=PGCD(b;mn)
b Mgz + ra PGCD(b;n) =PGCD(r1:r32)
MM =g + ry PGCD (ry; rz) = PGCD (ra; ra)
On centinue jusqu’au dernier reste non nul r, alors PGCD{a-b) = .
» PGCD (a; b) = PGCD (b; a);
« PGCD (ka: kb) = |k |xPGCD (a:b) avecke T

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2017
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V. NOMERES I'IIEII[HI:E ENTRE EUX

« 3 et b sont premiers entre eux si et seulement si PGCD {a; b) =1

« 5i PGCD (a ; b)=d alors % el g-aunt premiers antre aux,

. % est une fraction iréductible Jn-rsqua a el b sonl premiers entre eux.

Thénrimu de Gauss

Si a|bc et si a et b sont premiers entre eux alors a | c.
Si alnetb|lnavecaeth pmmlera EntrE eux alors ab | n.

Théoréme de Bézout

a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux entiers relatifs u et v tels
que: au+bv=1

YIL. PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE (PPCM)
Définition

S0t a et b deux entiers relatifs non nuls.
Cin appelle plus petit commun multiple de a et b, l@ plus petit élément sirictement positif
de aZ ~bi:

«Sialb alors PPCM{a b) = b

« PPCM (a; b) = PPCM (b; a)

» PPCM (ka; kb) = | k| xPPCM (a; b)

* 5 aeltb sont premlers entre eux, PPCM (a;b) = axb
« PGCD (a;b) x PPCM (a:b) =] a|x=| b

«Sidla et dlb alors PPEM(J d]_ixppcmm;n} avecd & N°

YIIl. SYSTEME DE NUMERATION
Définition

Soit b un entier naturel supérieur ou égal a 2

Tout nombre entier naturel non nul X s'écrit de fagen unique sous la forme :
XaUpib™ + Upab™ 4+ +Uib" + Up avee Uas = 0 &t Usq, Una,.....
Us &t Up sont les entiers naturels compris enfre 0 et b

L'écriturede X enbase b est X = U U .. "UEU1UD

| 1- Systéme de numération binaire ou -ritémp binaire

| On parle de systéme binaire lorsque b = 2,
L'ensemble des chiffres utilisés dans le systéme binaire est: {0;1)

2- Systéme décimal

On parle de systéme décimal ll;n'squa b=10
L'ensemble des chiffres utilisés dans le systéme décimal ast [(0:1:3:4:5:6:7: 8,9}

TAE FPUBARL b8 sl des sdimeinr DA cdriar FRE Ediaf e WA



B
EXERCICES CORRIGES s

'EXERCICE 1 : Bac C 2002 Session normale

1. Determiner suivant les valeurs du nombre eénlier naturel n, les restes respectifs da,‘,ﬁ;
division euclidienne de 11 des nombres entiers naturels 5 et 3.
__2. En déduire I'ensemble des entiers naturels n tels que 57 = 3" soit divisible par 11

EXERCICE 2 : Bac C 1997 Session de remplacement ——

On considére léquation (E): (p,q )€ Z2,11p-Tg =—4 i

1. a. Viérifier que (~ 1 ; —1) est solution de (E)
b. Résoudre (E).
2. a. Résoudre les équations (F) et (3) suivantes :

(F)  XxeZ 2x=3[7]
G XxeZ, Ix=4[11]

2x=3[7]

. P
ox=4f11 *°©

b. Déduire de 1) et da 2) les solutions du systéme

EXERCICE 3 : Bac C 1999 Session de remplacement

1. Trouver suivant les valeurs de l'entier naturel n, le reste de la division euclidienne de
47 par7.
2. Justifierque: 1 ggg = 4 |T|

3. En déduire le reste de la division euclidienne par 7 de 19983
4. Soit I'entier "q.t tel que :

A, =123%4+1232k 11233k 11234k 11235k

Discuter, suivant les valeurs de I'entier naturel k, le reste de la division euclidienne de

A - Par ¥ .
EXERCICE 4 ) )
Résoudre dans T, I'éguation et systéme d'équation suivants
. XxX=2(3
S5x =1l et | |
- X = 1.4]
EXERCICE 5

Déterminer dans chacun des cas suivants, lensemble des cnuples {x ; y) éléments de
M*x M* lelsqua:!“}PPEM{"":‘-":' = 84 2°) +y = 60
) PGCD (x,y) =7 PEED{E y) =12

" TOP CHROND Mathematiques BAC séries CRE Edition 2017



EXERCICE 6
1*) Démontrér par recurrgnce que pour tout entier nz |,
| | | | n
+ + s BLLEE o = )
Ix2 2x3 3x4 nn+l) n+l
2*) Démontrer par récurrence que pour lout entier n 2 4, (n+1)' = 34"
EXERCICE 7

Pour tout entire naturel n supérieur ou egal & 5, on considére les nombres
a=m =n =12nat b=2n" -Tn-4,
1°)Maontrer que a et b sont des entiers naturels divisibles par n— 4.
Onpose ¢ =2m+l ef f=n+3.0nnoted lePGCDde aer §.
2°) a. Etablir une relation entre o ¢f [ indépendante de n.
b. Démontrer que d ast un dviseur de 5.
¢, Démantrer gue les nombres a er 7 sont multiples de 5 si et seulement si n - 2 est
multiple de 3.
3*) Montrer que 2n + 1 et n sont premiers entra aux.
4*) a. Deterrmaner suivant les valeurs de n et en fonction de n, le PGCD de aetb
b. Vérifier les résultats cblenus dans les cas particubersn =11 etn= 12,

EXERCICE 8

x=10[23]
Il s'agit de résoudre le systéme (&) i 4[4]

Déterminer un couple d'entiers (a, /) solution de ; 23a + Tﬁ =]

En dédumre un couple fﬂn » Vs ) solution de I'equation ci-dessous, puis résoudre

complétement cette égquation : 23w = Tv =—6
Démontrer que x ast solution de (5) si et seulement si il existe (v, v)un couple d'entiers

23 = Tv==—h

wérifiant {x =10+ 23u
En déduire 'ensemble des solutions de (5).

EXERCICE 9

Partie A : Question de cours
Quelles sont les propriétés de compatibilité de la relation de congruence avec l'addition, la
multiplication et les puissances ?

Démontrer la propriété de compalibilité avec la multiplication,

Partie B
1.0Onnote0, 1,2 ... 9 o, #,les chiffres de 'écriture d'un nombre en base 12.

Par exemple - fa] = Gx12 +a@x12+7=11x144+10x12+7=1711en base 10.

wr—|
a. Soit N le nombre s'écrivant en base 12 : N, = fla |
|D#terminer 'écriture de N, en base 10.

b. Soit le nombre M, s'écrivant en base 10: N, =1131=1x=10’ +1x10° +3x10+1.
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ﬁ
D . en base 12

aterminer 'ecrifure de N

Dans loute la suite, N un enlier naturel s'écrira de maniére générale en base 13.|
= |

M = a;r:;__l -

2. a. Démontrer que N = a, [3].

En déduire un critére de divisibilité par 3 d'un nombre écrit en base 12.
b. A laide de son écriture en base 12, déterminer si N, est divisible par 3.

Confirmer avec son écriture en base 10.

3 a [}Emnnlrerqueﬂ =a +a_ ++a +4g, [] |]_

En dﬁdUilf'E un critére de divisibilité par 11 d'un nombre écrit en base 12.
b. A laide de son écriture en base 12, déterminer i N_ est divisible par 11.

Confirmer avec son écriture en base 10,

..ﬂlﬂl:l

4. Un nombre N s'écrit N=xdp .
Déterminer les valeurs de X etde V pour lesquelles N est divisible par 33

EXERCICE 10
Partie A

On considére I'équation (E) : 1 1x =26y =1 o0 1 at v désignent deux nombres entierg
relatifs.

(Verifier que le couple (=7 ; =3) est solution de (E),

Resoudre alors Féquation (E).

En déduire le couple d'entiers relatifs (u ; v) solution de (E) tel que 0=u=25,

Partie B

On assimile chaque letire de l'alphabet @ un nombre entier comme lindique le tableau ci-
dessous :

ABCDEFGHIJKLMNOPOR ST UVWX Y 2

012 3456 78910111213141516171819202122232425

On «codes tout nombre entier x compris entre 0 et 25 de la fagon suivante

+ On caleule 11x+ 8

* On calcule le reste de la division euclidienne de | Ix + B par 26, que I'on appelle ¥

X est alors « codé » par ¥.

Ainsi, par exemple, la lettre L est assimilée au nombre 11;
11114 8=129 o 129=25[26].

29 est la reste de la division euclidienne de 129 par 26.

lAu nombre 25 correspond la lefire Z. La lettre L ast donc codée par la lettre £.

Coder la letire W.
Le but de cette question est de déterminer |a fonction de décodage

Maontrer que pour tous nombres entiers relalifs X et V ona:

1lx = j[26] equivauta X =19/ [26]

En déduire un procédé de décodage.
Decoder la letire W.

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries CRE Edition 2017




CORRECTION DES EXERCICES

CE 1 : Bac C 2002 Session normale
1. Les restes de la division euclidienne de 5" et 3" par 11.

59 = 1[11] 3 = 1[11)
5' 5 5{11] 3' = 3[11]
5% = 3[11] 3= a011]
5 = 4[11] 3 = 5[11]
5= 9[11] 3 = 4[11]
5% = 1[11] 3% = 1[11]

*Pourn=>5k ona:
5= 5%11]= 1[11]
37 = 3%[11]) = 1[11]

*Pourn=5k+1, 0ona: *Pourn=5k+2 ona:
5"E ST 11) = 1x5[11] = §[11] 5"=5%q11) = 1x3{11) = }J11]
INE 1] = 1x3[11) = 3{11] 3" = 3™Y11] = 1x0{11] = 9[11)

«Paur n=Sk+3. ona: *Pourn=5k+4 ona:
5n = §5+3[11] = 1x4[11] = 4[11] 5" = 5®q1] = 1;{9[11] = 8{11]
an = 3%911] = 1:5{11] = 5{11] 3" = 3F11) = 1x4[11] = 4[11]

En conclusion :

Les restes de ladivision de S"par11sont;1:5:3:4: 9§

Les restes de la dwisionde 3"par11sont;1:3:9:5: 4.

2. Déduire I'ensemble des entiers naturels n tels que 5" - 3" soit divisible par 11.
*Pourn=5k ona:5-3"21-1[11]1=0[11]
‘Pourn=5k+ 1. ona:5"-3"=25-3{11] = 2[11]

‘Pourn=5k+2 ona:5"-3"=3-9{11] =-6[11] = 5[11]

Pourn=5k+3, ona:5-3"=24-5[11]=-1[11] = 10[11]

Pour n=5k+4 ona:5"-3"29-4[11) = 5{11]

En conclusion, pour gue 5" = 3" soit divisible par 11, il faut que n soit un multiple de 5
(n = 5k avec keN).

EXERCICE 2 : Bac C 1997 Session de remplacement

1) a- Verifions que (-1 ;-1) est solution de (E) .

Ono:11p - 1p = 1U=1)=F=1) = =11 + 7 = =4
donc le couple (-1 ; —1) est solution de (E).

b- Reésolvons (E)

11p=— g = =4
1{=1)=F=1) =-—4

< [11p+1) = 2g+1) | (1} donc 11 divise Tlg+1).

Comme 11 et 7 sont pfemiers Entré eux,
aglors d'aprés le théoréme de Gauss, 11 divise g+ 1.

Par conséquent, il existe ke Z tel queg+1 = 11k =|g=—-1+11k

En remplogant g par —1+ 11k dans la relation (1),
on obtient 11 (p+ 1) = T=xllk+= p+l=Tker|p=—1+Tk

Donc § = {[—1+Tk:—1+11k:|}aveti:EE.

Ona: < 1lp+1) — 7lg+1) =0

T S EmElE B .F - - N R .
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2. 0. Résolvons (F) : x€Z,2x=3[7|
Considérons le tableau de congruence module 7 suivant
[xToT+] 2T a] a [s]e

E—

IE: 0 2 4 ] 1 3 5

Parconséquent, 2x = 3 7] = x =5[7) o ilexistes € L, telque x=5+ 73
Donc 'ensemble des solutions est: Sp = {5+ 78, s€ L)

Resolvons (G): xeZ, 9x =4[11]

Considercns le tableau de congruence madulo 11 suivant

x] 0 |1 ] 2| 3] 4|5 |6 | 7 |68]|9]10
x| O 2| 7 S 3 1 10 B 6 4 | 2

Par conséquent, 9x =4[11] o x =9[11] o ilexistet € I, tel que

x=9+ 111, donc l'ensemble des solutions est: Sy = {9+ 11t te E }
b- Les solutions du systéme sont les nombresqui sont a la fois
solutions de (F) et de |G).

2x =3|7| -
d'oi [, x=5+7s
9#54[11] x=9+11t avec(s,t)c F?
11t—?5=—"4
xX=547s

t==147k
x=5+17s

Donc x=5+?[—1+11k} = [x=—24+77kl|

3= {-1+??k1 avec ke L

EXERCICE 3 : Bac C 1999 Session de remplacement
1. 4" =1[7)4' =47} 42 =2[7);4 =1]7]

Par conséquent,

Si r:EEI'|3 alors 4" = ]j'?" :

D'aprés 1.b, on o: et s=—1+11k, ke Z.

Sin= I|3 alors 4‘“54[?'.

Sin= Ii3 alors 4"52['?.

En conclusion, la reste de la division euclidienne de 47 par T est

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2017
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.1 sinED|3J ousii =3k
4sinEI|3|nusin=3k+l L ke M

2sin=2[3|ousin=3k+2

3 1999=7X2B5+4 d o 199954[11

' 3.0na: 1990'7 = 4137[7] ,or 132 =0{3] car 132 =3 x 44

Donc le reste de la division euclidienne de 199932 o 7 est 1 d'aprés Ia question 1).
4. A, =123% +123% +123% 41239 4123

123 = 7% 174 4 .donc 123 ® 4[7]
Par conséquent, 4, = 4 +[4’*]I +{=11 ]jL +[4*r +14* f|?§
1 cas :si k=0[3) alors 4% =1[7| donc 4, =11 +12+P+1+15(7] = 4, =5[7]
2*cas  si k =1[3] alors 4 =4{7| donc A, =4'+47+ 4 +4+-4%7]
=,L-.-q*;4+z+!+4+2=13=?+ﬁ==}f4kzﬁ[?|
3 cas :si k=2|3| alors 4 =2[7)| donc 4, =2'+22+ 23+ 24+ 25|7| = 4, =6[7]

Le reste de la division euclidienne de “‘I} par 7 est:

+ 5 k5u|3|
» B si .I:E!|3! ou ﬁ:51|3]
EXERCICE 4

Résolvons X = l[ﬁ]
Considerons le tableau de congruence modula 6 suivant

X 0 1 Fa -
X 0 5 | 4 3

On obtient: 5x = 1[6] < x = 5[6] ;
Donc lNensemble des solutions est S={6k+ 5 k =T}

X = 2[3]
Résolvons

x = 1[4]
x=2[3): ilexiste un entierrelatif U telque: x =2 + 3U (1)
xE1[4]: il axiste un entier refatif V telque: x=1+4V (2)
Les relations (1)et({2) donnent 2+3U=1+4V = 4V-3U=1
OnaPGCD (4;3)=1.
S0it (V; U) un couple d'entier relatif solution de I'éguation 4 V- 3U =0,

Y
th

B
=
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Ona:4V = 3 U. T —
4 divise 3 U et est premier avec 3 d'aprés le théoréme de Gauss, 4 divise U,
donc U= 4k avec ke I
Réciproquement, on en déduit que V=3 k avec ke I,
Onobtientdonc: (V,U)=(3k;4k), ke I
Déterminons une solution particuliére de I'équation 4 V-3 U=1.
On obtient donc le couple Vo, Ug) = (1; 1)
Donc autotalona: (V;U) =(3k+1;4k+ 1),
Linconnu x donne :x = 2 + 3U = x=2 + 3(4k+1) =
X=12k+5 ke I
L'ensemble des sclutions est : S = {12k +5 ke Z}

EXERCICE 5
17) Déterminons 'ensemble des couples (x ; y) « H*x N* tel qUE{

PGCD(x,y)=7
PPCM( x ; y) = 84
Soit a’ et b’ deux nombres premiers entre eux telsque  x=7a et y=7b
Onadonc: PGCD(a' ;b')=1 et PPCM(a' :b)=a'=b'

. PGCD(x,y)=7 PGCD{ 7a"Th')=7
Le  systeme  devient {ppcm.[;; -:; =84  IPPCM(7a'7b" ]= B =

PGCD{a"; b') = 1

PPCM(a'b") =12
D'ol a'=h'=12 On peut dire que a’ et b' son! deux diviseurs de 12 ;

L'ensemble des diviseurs positifs de 12 est: Do ={1,;2;3.4.6;12)
1" cas :si a'=1 alorsona: b’ =12, done le couple (1 ; 12) est solution.
2*™ cas :si a'=2alorsona: b'=6 or PGCD (2:6)=2, donc le couple (2 ; 6) nes
pas solution.
3*™ cas :si a'=3alorsona: b =4 doncle couple (3 4) est solution.
Les autres cas se retrouvent dans les 3 cas précédents.
Au total : les couples (a' ; b') solutions sont (1;12): (3 4); (4 3) et (12 1).
En conclusion : I'ensemble des couples (x; y) cherchés est :
(7.84),(21,28);(28.21) et (B4;7).
2%) Déterminons l'ensemble des couples (x ; y) & N*xN* tel que : FGEE‘:' =]'rﬁ:'ﬂ_ 12
Soit a' et b’ deux nombres premiers entre eux tels que :x=12a'ety =12 b
{PGCD{x  ¥)=12 {PGL‘D{E';E"] = |
Ona: = A
X+ v=a0 a'+h'=35
On obtientdonc:a'=1et b'=4 ou bien a'=2etb' =3 oubien a’'=3etb =2 ou bien
a=4 etbh =1
En conclusion : I'ensemble des solutions du systéme est
S={{12,48); (24 36) ; (36 ; 24) ; (48 ; 12)}
EXERCICE 6

1. Soit p(n)la propriété :n > 1, — : : i

" U = .
Ix2 2x3 mnr+l) n+l

Verifions que P( 1 ) est vraie.

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries CEE Edition 2017
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Ona —'=%=ﬁ .danc P{ 1) estvrale,

I 1
Supposons pour k. k=1 p(k)est vraie c'est-a-dire —+__. : k

182 2R3 kD k¥l

Monirons que p{k 4 1) estvraie. Ona:
1 I ' | | k | l'+1
—_— dom o & = = ;
Ix2 2x3 kik+1)  (k+1)k+2) *+| (k+1)ik+2) k+2 "
pik +1)est vraie. On en déduit que : pour lout entier naturel supérieur ou égal 4 1, on a ;
| I | n
—— i —— ok B ;
Ix2 2x3 i+l m+l
2 Soit la proposition pin) cn 24, (n+1) = 3n’.
Ona: (4+1Y =125er3x4" =192 = (4 +1)' 2 3x 4 donc pid) st vraie,
Soil k un eéntiér naturel supérieur ou égal a 4. Si p(k)est vraie, alors - (k+1) < 3k°.
Ona: (k+2V =(&+1V +3k+17 +3k+D+1=(k+1V + " +9% +7 et
1V =30k +367 + 3k +1)=3k" +3k" + 9k +6k7 + 3,

Or (k+1) =3k" = (k+10+ 38 +9k < 3k + 3% +9% (1)
etdepluspourk =4, 7 =6k +3 :(2) Desrelations (1)et(2)on tire que
(k+1P+ 3k +9k+7 < 3k + 3K" +9k + 6k +3

= (k+2) =3(k+1)*; donc P{k+1)est vraia

On en déduit que pour n 2 4, (n+1) < 3n’,

c

EXERCICE 7
T asnmn—4)n+3)et & =(n—4)2n+1) donc a el b sont des entiers naturels divisibles
par n—4

2. a Etablissons une relation entre a el § ne dépendantpas den ;
Ona 2f—-a=2n+3)—-(2n+1)=5 donc 28— a=>5
b. dieerd!/fi donc d divise (28 - a);or 28— a=5 donc d/5.
€. " er fsont multiples de 5 signifie que 5 divise a erf .
Sdivisex et § donc Sdivisea—- f Ora=-f=2n+l1-n-3=n-72
Donc 5 divise n— 2

*Sin-2estmultiple de Salorsn—=2 =5k (areckEN) = a =52k + 1) et
A=5(k+1), dou a et f sont multiple de 5.
3. (2n+1)=2xn=1 donc d'aprés le théoréme de Bézout PGCD{2n+1:n) =1 donc
Zn + 1 et n sont premiers entre eux
4. a On a les factorisations suivantes de a etb ;
a=mn=-4Nn+3) et b=(n-4)2n+1)on a deux cas
1™ cas:n - 2 n'est pas multiple de 5, et alors le PGCD de a et b ast n -4,

15"::3.5 N =2 est multiple de 5, et alors 5 divise a et b d'od le PGCD de a et b est
n=4)

h'rF'EHIFI'I—'|1-11—2='Er'|'|a!it1:mumulﬁpl&d&ﬁﬁnn:llFGEDdllﬂbﬂtﬁ-JIT.
tion :

a=490=2x5x7" ¢ b=161=T=23 donconabienle PGCDdeaetbest 7,

Pourn=12 12-2 =10 ulmulllplndlEdnn:hFGEDd&aHhaﬂﬁ{‘IE 4)= IIJ

i s s g pp—
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Vérification :

a=1440=2"x3F x5 g h=200=2"=5" donc ona bien PGCD(ab)=2" =5 =40,
EXERCICE B

1. Appliquons lalgorithme d'Euclide : 23=Tx3+2, 7=2x3+1. Alors 2x3=7-
Multiplions par 3 la premi&re division :
2Ix)mTx042x3aTud+T-1=Tull-1=xd=Txll==I=2I={-3)+T=10=|.

Autre methode : En utilisant l'algorithme d'Euclide.on a
1=7-2%x3 & 1=7-(23-Tx3)x3 = 1=-23x3+7{149) = 1 =23x(-3) + Tx1(Q

2. Alors en multipliant par (-6), ona: 23 x 18-7 x 60 = —6

Soit un couple d'entiers (1, v) : 23 ="Tv = 6 < 23 = 18)— T(v=060) = 0 o= 23{u - 18) = Tv-al)
or 23 &t 7 sont premiers enire eux,

dob:23u=Tv=-6¢ 23 |(v-60) e 7|(-18) dou === % =

il

v=60+23m el w=I18+Tm gvec me T

3. Soit un entier x
; x=10+23u ,(uE I) {:r=1ﬂ+23u.|[uE1]
it o [ 10+ 23u = 4[7] 23u = —6[7]
x= 104+ 23u.,(uel) £ x=10+423u _ {x=1ﬂ+13u.{uEI)
23u= =6+7v, (v €Z) l23u=414+161m lu=18+7m, (mE )
=2 XxE10+23(18+Tm) =& x=424+161m ,pour meg £

EXERCICE 9
Partie A : Question de cours

Sl a,mb, [n] et o, = b, [n] alors
= a, +a, 5h +b [n]
= a,a, = hb, [n]
= Pour tout entier naturel pona:a” = bf[n]

Démonstration de la proprigté de compatibilité avec la multiplication :
ol ay =bhylnleta;, =b, =[n] alors il existe deux entiers 4, et g, tels que

g =qn+b el a=qn+h.

Alors azai=(qin +by )} Qzn + bz ) & aza, = qiqzn® + qQiban + qzbn + biba
@ 3a = (qigan +qibz +gzby Jn + babz e a@: =Q + bibe

Donc, en conclusion ona - @, d, = b b, {”] .
Partie B
¥

N =Ma =fx12 +1x12+a=11x144+12+10=1606

1.a
M, = 1606 enbase 10

b, N,=1131=1008+120+3=7x144 + 10%1243=T=12* +10x12+3=Ta3

2. a. Pour r'--l=E.:|'“T---_4:.|IEI:| en base 10, N=a x1¥ +a_ =127 +--+a x|2+aq, =|:-|;,[]3|

Donc il existe un entier naturel q tel que N=12g+a, =3(4g) +a, =30+a, donc N = a, [3]
N est donc divisible par 3 si le dernier chiffre { o, ) est un multiple de 3.

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2017
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_|.||?

b. Ny=Tad  donc & =3 est divisible par 3, donc N, est divisible par 3.

On le vérifie en base 10 car un nombre est divisible par 3 si et seulement si la somme des
chiffres de son écriture en base 10 est un multiple de 3, et icl 1+1+3+1=6 donc N, est

divigible par 3. On a aussi : N, =1131=3x377
1.a.12 =1[11]d'ol pour tout entier naturel p, 127 = 1[11]. donc 4, x 127 =d, [I I]

Or N=a, %12 +q,, x| +-4qx12+q, donc N=a +a_ +---+a -|-q][] I]
M est donc divisible par 11 sl la somme des chiffres de son écriture en base 12 ast divisible

par 11,
B. Or N es!divisible par 11, donc Ny divisible par 11.

On le vérifie en base 10 car N =1606=11x146

2. Comme 3 et 11 sont premiers entre eux, N = x4 y " est divisible par 33 =3 x 11 si et
seulemant i N esl divisible par 3 et N est divisible par 11, si et seulement si y estun
multiple de 3 et x+4 + ¥ est divisible par 11.

y estun multiple de 3, done ¥ € {0;3;6,9}

gi y=0,x+4 ast divisible par 11. La seule possibilité est X = ¥+,

si ¥=3,x+7 estdivisible par 11. La seule possibilita est X =4,

si ¥=06,x+10 ast divisible par 11. La seule possibilité est x=1,
5i ¥=9 %+ 13 est un multiple de 11. La seule possibilité est X =9

Donc les solutions sont : 5={f?-ﬂ};f4- 3};‘:!:‘5];{9.9}} K

EXERCICE 10

Partie A

1. 1x{=T)-26=(-3)=-T7+78=1 donc (-7,-3) est sclution de (E).

2, Soit (x, y) une solution de (E), alors 1lx—26y=1=11x(-T)-26x(-3),

Donc 11{x+7)=26(y+3) donc 11|26{y+3).

Or, 11 et 26 sont premiers entre eux donc, d'aprés le théoréme de Gauss, 1]] [}’+3} :

Il existe donc wn entier relatif k tel que V + 3=11k| ot _].-’=|L!:—3_

Alors 11{x+T7)=26x11k donc x+ 7 =26k ouencore x=26k-7.

Done : si (X, V) est solution de (E), alors il existe un entier relatif k tel gue
(x, y)=(26k -7, 11k = 3),

Réciproquement, on vérifie que tous les couples (26 — 7,11k —3) | avec k entier refatif,
sont solutions de (E): 11 x(26k=7)= 26x(11k-3)1=1

Conclusion : Les solutions de (E) sont les couples de la forme : (26k—7;11k—-3)
avec ke 7

3. La seule valeur de k telle que 0S2k-T<25 est k=ldos v =26-T7=19 et
¥V = I ! —_ 3 = E
Danc le couple d'entiers relatifs (u, v) solution de (E) et tel que 0 <4 < 25 est (19 ; 8).

FAm e e s [ I - [ap— F [p—— _———
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Partie B
1. La lettre W est assimilée au nombre 22 : on calcule 11x +8=11%22 + 8=250; on
calcule le reste de la division euclidienne de 250 par 268 ;. 250 =26x9 + |6donc
¥ =16; Ia lettre cormespondant au nombre 16 est Q.
Donc W est codé par la lettre Q.
2.a llx= f[26]e 11x =26k + j

il existe un nombre relatif tel que 11x—26k = J

& il existe un nombre relatif k tal que 11x19x=26x 19 =19

e 11x19x= j[26]
Or, 11x19=209=1][26], done lIﬂ?.tE.:[Eﬁ]ld'aﬁ: 1x = j[26] & £ =19[26]
b. X est codée par ¥ <> Vest le reste de la division euclidienne de 1lx +Epar 2§
elle+8=y[26] & H.I=_1?—E[2'ﬁ]t:*:l! =19y —E][Eﬁ] (D'aprés le résultat de la
question précédente) = x = 19y — 152[ 26]
Pour décoder v, i suffit donc ;
sdecalculer 19y — 152
= de calculer le reste de la division euclidienne de 19y — 152 par 26, gue 'on appelle x. y

est alors “decodee” par X
c. La letire W ast assimilée au nombre 22 : on calcule 19y —152=19= 22 =151 = 266 ;
On calcule le reste de la division euclidienne de 266 par 26 - 266 =10x 26+ 6,

la lettre correspondant au nombre G est G,
Donc W est décodé par la leftre G,

TOP CHROND Mathématiques BAC séries C&E Edition 2017



17

| CHAPITRE II : BARYCENTRE |

FICHE DE COURS

Barycentre de n points pondérés (n = 2)

Définition:
Soit (A, @i )15i5a, 0 points pondérés.
Si in‘. = 0, alors il existe un unique point G tel que : iu.ﬂ_ﬁu. = 0.
1= | =1
Ce point G est appelé barycentre des points pondérés (A @ilisisn -
On nole

G=bar{( A, a1}, (Az, az)..... (An,aa)} ou
G:bﬂr‘ |ﬁ|| o .ﬁl.n

LF IS | LFR
Propriétés

Homogéneite :

Le barycenire de plusieurs points pondérés est inchange lorsqu'on multiplie lous les
coefficients par un méme nombre réel non nul.

Eneffet, vke R* . ona: Eam = (] :Emm -0

Le barycentre de pmnts pondérés affec:léa de coefficients égaux est appelé

isobarycentre de ces points.

Reduction de la somme i:.—. MA,
i= |

Soit (Ai; ai)1ciza, N points pondérés.
Pour tout point M, on a

Si Y a0, alors Ea_ MA = [Ea, WG ol G est le barycentre des points pondérés

:Iﬁl i, |} I
Si Ea =1, alors le vecteur IZr.-e' MA: estindépendant de M.

Coordonnées du haﬁcnnm

Lespac& est muni du repére (o, 1, . k ). Soit (A w)1<ign, N points pondérés et G leur

barycentre.
On désigne par (x, v, Z) les coordonnées du point A et (xg, v, Ze) celle de G alors :

12:: WG = ZE‘ O,

On obtient done © x, » Sl sy w2l - 5 = L=

TOP CHRONO Mathematigues BAC séries CRE Edition 2017
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EXERCICES CORRIGES e
EXERCICE 1 : Bac C 2002 Session normale

1, DEF est un triangle rectangle isocéle en E tel que |a distance DE est égale &4 4 o

K désigne le milieu du segment [EF] el G le point défini par . [T = é_'F E

| a. Faire une figure,
b. Démontrer que G est le barycentre des points pondérés (D, 2), (E, - 1) et (F, 1),
c. Démontrer que le quadrilatére GFKD est un parallélogramme.

d. En déduire que GF =245

e. Démontrer que le triangle GEF ast isocéle en G.

2. On note (C), I'ensemble des points M du plan tels que : 2MD? - ME? + MF2 = 45
a. Verfier que E et F sont des &léments de (C).

b. Déterminer I'ensemble (C).

c. Construire I'ensemble (C),

EXERCICE 2 : Bac E 1995 Session de remplacement _ S

On considére trois points non alignés A, B et C de l'espace. ]
On désigne par G, le barycentre des points pondérés (A, 3), (B, 2) et (C, - 1) et par Gy_le
barycentre des points pondérés (A, 2), (B, 1) et {C, 1).

1. a. Calculer G_fs‘z enfonctionde A ef AC

b. En déduire que 5‘1 = .[3"2_

2. A tout point M de l'espace on fait correspoendre le point M; tel que :
Mﬁtzm +2MB— MC et e point Mz tel que - M—alafzz 2MA+ MEB + MC

a. Démontrer que si M décrit une droite (D) de I'espace, M, décrit la droite [.ﬁ.]image da
(D) par une homathétie que I'on précisera.

b. Demontrer que Mi ME le vecteur reste constant quand M décrit 'espace.

3. Déterminer 'ensembie (S ) des points M de l'espace tels que - Mt M ME =00

EXERCICE 3 : Bac C 1996 Session de remplacement

ABC est un triangle équilatéral de cété de longueur a .
Soit | le barycentre des points pondérés (A, 1), (B, 2) et (C, -2).
1. Déterminer et construire [,

2. Caleuler A2, /B2 ef /C?2 enfonction de a .
3. Soit k, un nombre réel,
a. Determiner en fonction de k. 'ensemble {ﬂ & }dns points M du plan tels que

MA? + 2MB2 - 2MC? = ka?
b. Existe-t-il une valeur de k pour laquelle B appartient & {ﬂ.ﬁ:} [

4. a. Démontrer que {ﬂ_.l:last un cercle tangent a la droite (AB)

b. Démontrer que le symétrique D et B par rapport & la droite (Al) appartient & la droite A
(AC).
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c. Démontrar que {ﬂ_.,] est tangent 4 (AC) en D.
d. Quelle est la nature du triangle |IBD 7 Justifier la réponse,

"EXERCICE 4 : Bac C 1998 Session de remplacement

[Les questions 1 el 2 sont indépendantes.
On considére dans le plan, un triangle ABC rectangle en Alelsque AB=2a etAC=a,
ou 8 est un nombre reel stnctement positif
1. a. Déterminer el construire le point G =bar {{(A ; 1) (B ;-1);{C . 1)}
b. Déterminer et construire I'ensemble (C) des points M du plan tels que :

| WA~ B+ WC | = | WA + W8 2WC |
2. Soit H le paint du plan défini par AH = % AB - AC

a. Démaonirer gque le point H = bar {{A; 3); (B; 1); (C;-2)}

b, Pour tout réel k. on désigne par (Ex) l'ensemble des points M du plan tels que :
IMAT « MB® - 2MC* = k 8%,

Pour quelle valeur de k, 'ensemble (Ex) contient — il le point C 7

3. Déterminer, puis construire 'ensemble ( I ) des points M tels que :
IMA? + MB® - 2MC* = § a?

EXERCICE 5 : Bac C 2000 Session normale

ABCD est un trapéze non rectangle tel que la droite (AB) ;51; paralléle & la droite (CD).
On désigne par |, J, O les milieux respectifs de {AB:I,[I:E}] :t[ IJ J
1. Déterminer et construire 'ensemble des points M du plan tels gue :

i 18- 0
2. Les médiatrices des cités [.-‘[D] et [H'C] se coupent en G.

Démaontrer que - GAE + GBI =GC2 +Gﬂz
3. S0t [.Ez}l'an semble des points M du plan tels que : M4 + MHE = J'l-f__? +1'l-ﬂ

a. Justifier gue {Ez] est non vide,

b. Démontrer que - M &(E, ) <> IJ.OM =k (o4 k est une constante réelle).
¢. En déduire que : M € l[ E, } > IJGM =0

d. Détermner ef :nnﬂruire[f.‘z] .

EXERCICE 6

Soit ABC un triangle rectangle en A.
Déterminer I'ensemble des paints M du plan tels que MB” + MC* = 2ZMA”"
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EXERCICE 7
Dans ke plan P, soit ABC un triangle rectangle en C, tel que : CA=6 et CB =3 |
calculer la distance AB.

1, Déterminer l'ensemble T, des points M du plan P vérifiant - M4’ = MB” = 60
2. a. Déterminer l'ensemble T, des paints M du plan P vérifiant - MA” + 2ZMB" = 45

b, Quelle est la valeur minimale de la somme MA® + 2MB’ quand le point M décrit le
plan P 7

Justifier que la somme MA” + 2MB’ est minimale si, et seulement si M esten G,
MA
3. Déterminer 'ensemble T, des points M du plan P vérifiant : - = F.

EXERCICE 8 ]
ABC désigne un triangle, A’ le miliew de [BC] et | le miliew de [AA'].
Onpose - fiM)=MB* +MC* =2MA®* et g(M)=2MA’ + MB' + MC"
1. Montrer que (M) = AB® + AC? +4m- E

2. Montrer que g(M)=g(l)}+4MI°,

3. Déterminer 'ensemble des points M tels que /(M) = AB’ + AC".

4. Déterminer I'ensemble des points M tels que (M) = 2g(I).

EXERCICE 9 : Bac C 2004 Session normale

Dans le plan complexe rapporté au repére orthenarmé (O, 1, J), on considére les points A,
B et C d'affixes respectives — i, 8 + 5i et 8 - 5i.

1. Placer les points A, B et C.

| 2. Démaontrer que le triangle ABC est isocele en B.

| 3, Déterminer I'affixe du barycentre G des points pondérés (A, - 1), (B, 1) et (C,-1).

4, Démaontrer que . GA = GC,
5. On considére 'ensemble (I7) des points M du plan lels que

MA? - MB? + MC®= - 20.
a. Démontrer que A et C appartiennent & (I7).
b. Démentrer que (') est le cercle de centre G et de rayon GA.
c. On appelle (I le symétrique de (T") par rapport & (AC). Ennmrmra[r'].
(Choisir une unilé appropriée)
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CORRECTION DES EXERCICES
EXERCICE 1 : Bac C 2002 Session normale.

b. b&m;:-n.tr.uﬁ: qnu G -trlt ].nl 'hlrr-:lnt"- -I.].I.[n.,. 2], |IE, - 1) et |F; 1).

GD=JFE = 2GD=FE = 26D =FG + GE
Ona: 2
~ 26D -FG-GE=0 = 2G0-GE+GF =0
Donc G est le barycenire des points pondérés (D, 2), (E, - 1) et (F, 1).
¢. Démontrons que le quadrilatére GFKD est un parallélogramme.

G0 = ZFE o Kestmiieu de [EF] = FK = -FE
= GO = FK donc GFKD est un parallélogramme

d. Déduisons que GF =2.5.

Considérons le triangle GKF rectangle en K. D'aprés la propriété de Pythagore :

GF = GK? + KF? = GF?=47+2? = GF?=20 = GF = J20 = GF = 2,5,

e. Démontrons que le triangle GEF est isocéle en G.

EDG est un triangle rectangle en D. Donc d'aprés |a propriété de Pythagore,
EG’=ED?+DG2 = EG?=4?+2® = EG?=20 = EG= 20 = EG = 2.5,

Au total, on a : EG = GF donc le triangle GEF est isocéle en G.

2. Boit |C), I'ensemble des points M du plan tels que : 2MD? - ME? + MF? = 48.
a. Vérifions que E et F sont des éléments de (C).

PourE ona 2ED?-EE2+ EF'=2ED? + EF? = 2x4+ 4= 32+ 16 =48 Donc E e (C).

TN SRR sk i cbla i as MAF adalae A E '-'."'an _Aar T
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Pour F, on a: 2FD? - FE® + FF2 = 2FD? - FE? = 2x(y32)° - 47 = 2x32-16= 48

Donc F = (C).

En conclusion, E et F sont des éléments de (C).

b. Déterminons I'ensamble (c).

Ona:2MD?-ME® + MF2= 48 et G={(D, 2), (E, - 1) et (F, 1)}

Donc I'ensemble (C) des points M est le cercle de centre G passant par les points E et
(ou bien (C) est le cercle de centre G et de rayen GE).

c. Construisons I'ensemble (C). (Voir figure ci-dessus).

EXERCICE 2 : Bac E 1995 Session de remplacement

e

o —

1. a. Ecrivans 5162 enfonctionde A8 er AC

On a G|=b&r . . ¢ :h.ﬁ.ijI':%AH—%qﬁ {]}

E Fi -1

Gy=bar |~ | " | °| =AG,=7AB+;AC (2)

i 1 1

Les relations (1) et (2) donnent :
AG,—AG., = [ ma_%,u.cJ [4E+%T]

[N | |
Tbes Sl 3 4-"'|.l'.-' 4.!&.':

e e WL

66 =1aB-2ac
0, a r; C

_GG.=1aB-2aF =|GE =-—AB'+'AC
| 1 4 4 14 1

b. Les points AL B et C sont non alignés, donc les vecleurs AB et AC sont non
e lex - — = i e

colinéaires. Par conséquent, —EAE+EAC #0donc GG, =0 d'oa G =0,

2. a.

MM, =3MA + 2MB - MC = 3{M—m+ﬂ}+1[r~m, +GB)-[MG,+GC)

MM, =4MG +3GA+2GB-GC or 3GA+2GB-GC=0
D'oli MM, = 4MG, = MG, + G,M, =4MG, = G,M, =3MG, <

E:M. ] _BGIM

Donc M; est image de M par I'homothétie de centre Gy et de rapport = 3

Lorsque M décrit une droite [ D ), son image M, décrit la droite { A ) image de [ D ) par
cetfe homothétie,

b.Ona: Eﬂ:{_ AM + MBE+MC =

M M, -z{r.m +GA |4+ [l'-'lli +GE]| {MG +G,C )= 4MG; + 26,4 + G,B + G,C

MM, = 4M6,| cor 28,A+ 08,8+ 8,C=0 or MM, = 4MG, d'oi
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MM, =MM+MM, = —4MG, + 4MG, = 4G,M + 4MG,

MM, = 46,6, donc MM, ne depend pas de M.

Par conséquent, MM, M, est constant et est égale é 4G,G, \G,
3. Ensemble (S).

MM, MM, =0 a{+¢m|[4rﬂﬁ, =04 16 MG, MG, =0 < MG, MG, =

_|

soit | milieu du segment [G,G,| <« G, =~1G,.

d'od MG, MG, =0 & (MI+IG; |(Mi+iG;}=0=(MI+iG; ) (Mi-15,)=0
= MFE 16 =0=MF =16, =M =16, = MI=IG,
Conclusion: 'ensembile (5) des points M de I'espace tels que MM, MM, =0

est la sphére de eentre | et de rayon IG,.
EXERCICE 3 : Bac C 1996 Session de remplacement

1. Déterminons puis construisons |
B C
|=bar F|"L ||| «A=24B-2AC
EENE f-l EI::{::TE-IE].::[ILEI}-:{I‘E+:d'ﬁ];."

Construction (voir figure)
2.Calcul de I1A%; 1B® et IC* en fonctionde a.

- Paur IAT,

ona:iA=2C8 « TA=-2BC donc {ﬁ]l =|:ﬁ}1=h 1A? =4BC? donc |IA? =40
- Pour 1B

Al=2(8 « AB+Bi = 2(B

Bl =206 — AB = [B=-2(8 + AB=2BC — BA

{TE}1=|:1E —EI-._ﬂ.T:dBE!—ﬂ-EE + BA?

g - 2 - JEr X ¥ 1
I8! = 48C —uﬂf.m:oa[ﬂ—c",ﬁ] + BAl=4da Jlax-nm:ma + o =5g7 -:m:F:n:z

B! =3¢
Calculons 1C?

Al= T8 & AC+0 = XCB
O=2B-AC = -It = 2B-AC

—— E————— ————
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= —2C8+AC=-200-CA
(i) =(- 208 - TA| = acs' + 4TELA + cA?

C? = 4CB + 4CB.CA.cos[CHTR)| + cA' =40 + 40 xax:n=%+n’ = 5g° +4#":%-

3. a.
Déterminons I'ensemble (£, )
MA? 4 IMB? = 2MC? = ko?
ona: 1+2-2=0 d'ol on a:
MA? +2MB? - 2MC? =|[Hi+mz +1[H+E]' _z[mhﬁ}z =M 4147 4+ 287 — 2c?
D'aprés la formule de Leibmiz.
D'ol MA® +2MB =2MC? = ka* & MP +IAT + 2187 =210 = ko'
o M =ka' —14' -8 + 2C?
MP? =ka' —40* —2x3a + 2x 70’ = ka' 4 4o’
M =(k+4)a*
lercas:sik+4 <0 ou k<—4 alors 'ensemble|{}, jest vide
Jecas:sik+4=0 ou k=-4 alors 'ensemble|{}, |est le singleton {I}.
e cas: sik+4>0 ou k>~—4 alors 'ensemble({}, |est le cercle de centre | et

de rayon aJk +4.
b. Déterminons la valeur de k.

BE((Y,) & BA’+288°-28C" = ka® ¢ BI'= (k+4)a’ « 30’ = (k+4)o’
& k+4 = 3 Doncpour k=-—1,B appartient au cercle ({1,
4.a. Déterminons I'ensemble ({2,
MA? 4+ IMB? = 2MCl = —a’ & MPP=[-1+4d)a’ & MI'=3a'aMI' =8
i
donc I'ensemble (§1 ) est le cercle de centre | et de rayon IB.
(f1,)estdonc le cercle passant par B et tangent & |a droite (AB).
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b. Démontrons que(! I'_i}!'!'l tangent a (AC) en D,
. Montrons que les points C, A et D sont alignés,
. Déterminons une mesure de I'angle CAD

. mes CAD = mesCAB + mesBAl + mesiAD

T
Or mesBAl = mesCBA = 3 car angles alternes internes formés de deux droites

paralléles (Al], (CB) et une sécante (AB).
et muﬁn—ﬁ = mes Eﬁ] = l;:' car II'II-IEﬁ ii'm.'tfkques par rapport & l"“

Donc mesCAD = % b=t =

Les points A, D et C sont donc alignés.

Par conséquent, le point D appartient & la droite (AC).
c. Montrons que ({1, | est tangent & (AC) en D.

Soit D le symétrique de B par rapport  (Al).

« De(fl,)car ID=IB.

. ﬁﬁ'ﬁ=1ﬁ+ﬁ'}.ﬁﬁ={—m+ E}IIE: —-ALAD + aD? =-=A1.An.ms|:I|;IE]| + AD?

= --Za:-:a.cm% +a' car AD = AB

1
=2 x=+a
2 H!

iDAG=0 donc (ID).L{AD).
Par conséquent, la droite (AC) esttangente au cercle (0, ) en D.

d. Nature du triangle IBD
B et D sont symétriqgues par rapport a la droite [Al).
18 =D donc le triangle IBD est isocéle en |,

Les angles ABD et AID sont associés donc mesABD = 2mesAlD.

Les angles ABD et BAl sont complémentaires done meﬂ'ﬁﬁ:%

Par conséguent, mesiB0 = mesiBA — mesABD = %—-;— = me;lﬁﬁ:%

Au total, mesiBD= % :

En conclusion, le triangle BID est un triangle équilatéral.
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{(52.4)

EXERCICE 4 : Bac C 1998 Session de remplacement
1.a.Ona:G barycentre de (A, 1) (B.-1):(C,1) & GA—GB4+GC=0
Dol AG =-AB+ AC = BC (en utilisant 'égalité de Chasles)

ms =

G est l'image de A par la translation de vecteur BC,
Construction de G : (voir figure)
b. Pour tout point M du plan,

MA-ME+MC=MG
MA+MB-2MC=MC+CA+MC+CB-2MC
= CA+CB
=2CI (| &tant le milieu du sagmenl|ﬁkﬂ] )
Four tout point M du plan.
Me(C)e ‘Fﬁiﬂ - “EET“
= MG =2CI

(C) est le cercle de centre G et rayon 2C|
Construction de (C), waoir figure.
E a.

o e ]

Fi =
Done 3HA+HB-2HC =10
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Ona i+1—-2=2=0, donc H estle barycentra des points pondérés (A, 3), (B.1) et

C.-2) i
.{Iutl‘ méthode : on peut justifier que les points pondérés (A, 3) : (B.1) et (C.-2) admettent

un barycenire K el que AK = %ﬁﬂl— AC et conclure,

bbCeEE, & 3ICA2+CB?*= kal
ABC atant un iriangle rectangle en A,
CB2=AB!+AC!=4a’+a*=5a.

CeE, & 3a’+5a° =ka’

e Ra? = ka? &rk=8 Pour k =8,CEE,

¢. Déterminons l'ensemble (T ) 3pa2 + MB? - 2MC? = Ba®

Ona: IMA® + MB* - ZMC? = Ba?
En introduisant H dans la relation ci-dessus, on obtient : 3HA® + HB? - 2HC? 4+ 2MH* = Ba®
Calculons HA? ; HB? et HC?

i
Ona; HA'= I:%IEE] = %mu AC* - ABAC

HA? = %.ILBH-A:‘.:’ car ABAC =0 avec AB L AC

HA® = %[u*] +a' donc HA® = 2a?
Ona:BH =8BA + AH équivaut 3 ﬁ=-ﬂ-%ﬁ-ﬁ;ﬂ'nﬁ Eﬁz-%m.m
Ona:BH* = %AH‘ +AC'+ ABAC Ona: BH* = }AB‘ +AC* car ABAC=0

aHt=§;4al].+a*+n BH* = 2a

CH = CA + AH =-AC + ;AB - AC = -2AC + 1AB
CH*=(-2AC + _AB ) = _AB* +4AC* - 2AC.AB

CH? = f{u’} + 42’ =0 = 5a Donc CH? = 5a?

On sait que | 3HA? + HB? — 2ZHC® + ZMH? = 847
Ce qui donne 3{ 2a*) + 2a® = 2( 5a%) + ZMH? = Bg?
fa’ + 2a® — 10a® + ZMH? = 8a?
MH? =52 Or CH*=5a" : dol MH® = CH* Donc MH = CH

Puisgue CEH‘}. alors [F] est la cercle de centre H et de rayon HC.

Construction de [FJ; voir figure.
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EXERCICE 5 : Bac C 2000 Session normale
FIGURE

D J 'C

1. M E[E.]#FfA+HB|=IHE+WBI
o -

& MI=MJ

“E: | est la médiatrice du segment [ 1J ].

2. G appartient a la médiatrice de [AD], donc GA = GD.
G appaﬂmnt a la médiatrice de [BC), donc GB = GC. .

Alors GA2+GB =G 4+GC2.
jaMe [EI] car GA* +GB* =GD? +GC? done [Ez] est non vide.

b. M EEE ]-w MA? + MB2 = MC1 4+ MD?

q:}[_+ﬂ +[HI+JB] M+JE] +['W'+E]2
& 2MI2 + [42 + IB2 = 2MJ2 + JC2 + JD?

ﬁzfﬁﬂz—ﬂﬂl =%E—%E.

ﬁlibﬂ +Aﬂ]iﬂﬂ—ﬂﬂ}=%lﬂ£’1—dﬂi]
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YEN ﬁm'+m']:ﬂ'= %iﬂﬂz —Aﬂll
= MO+0I +Mﬂ+’ﬂ7l3T=:][[DCi— ABE}

e (2MG + Ol + 0J).J1 = ;(DC* - AB*)
« 2WM0.Ji = 2(DC* - AB")
e OM.W=1(DC' - AB?)
Par conséquent, oM .1J, précisament iJ. OM _;'Et uml: constante réelle.
c. Comme G € ( Ez) on peut aussi écrire 1J.0G = ;(DC* — AB")
alors Me (Ez) e 1J.0M = iJ.0G
& 1J.OM - iji..ﬁ=ﬂ'
=iJ.(OM - 0G) = 0
e [J.GM=0
dOna: ME(Ez) = W.GM=0; |
La droite (GM) est donc perpendiculaire a la droite (IJ) . .
Par conséquent, [EI] est la perpendiculaire & la droite (1J) passant par le point G

EXERCICE 6

-
-
'F

-

Soit | le milieu de [BC], ona 1A? =1B® =IC? et donc [B’ + IC" =2IA°,

I appartient 4 l'ensemble demandé.

Onadonc MB? + MC? =2IM" + %Ef‘ etdone MB? + MC? = 2MA’ si et seulement
si IMA!'=2IM* +%nr:’,::'ut4-diru (1) MA® - IM’ =%B-E".

Si J est le milieu de [Al], ona MA® = MI® = 2JM - Al

(1)selitdonc JM - Al = f"'*"’

L'ensemble demandé est donc une droite orthogonale & (Al),

En conclusion : Les points M vérifiant MB® + MC® =2MA’ sont ceux de la droite (D)
passant par | et orthogonale & (Al).
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EXERCICE 7
ABC est un triangle rectangle en C. D'aprés la propriété de Pythagore.

Ona: AB =CA* +CB* donc: AB' =45 dol: AB =345
1. Rappelons que : MA® - MB' = 2IM.AB ol | estle milieu de [AB),

MA' - MB® = 21H » AR ol H est le projeté orthogonal de M sur (AB).
Choisissons pour Sens positif sur la droite (AB) celui du vecteur unitaire

avec i = —AB. On a alors : AB=(3S)u donc AB =35
La condition : MA® — MB® =60 équivautalors & @ 2IH x 3J5 = 60
c'est-a-dire - Fﬁ = I‘JIE.

L'ensemble [, ast donc la droite perpendiculaire & (AB) en H ol

H est le point de (AB) tel que IH =25

e

Remargue : On a donc IH =(2+/5)u cest-d-dire ; IH =

2. a. Considérons le barycentre G de {(A, 1), (B, 2)).

Calculons: - -

MA® + 2MB® = (MG + GAY + 2({ MG + GBY

MA® + IMB® = (MG® + 2MG.GA + GA* )+ MG’ + 2MGGB + GB*) (1)

MA" + 2MB® =3MG’ + 2MG.(GA + 2GB) + (GA® + 2GB")

D'une part : GA + 2GB = 0 d'autre part: AG = %EE' d'oli: AGH = EAE:
BG = -BA* doi:BG*= ZBA?

On adonc : MA? + 2MB? = 3MG* + AR,

Puisgue  ape = 45 alors MA? + ZMB* = 3MG? + 30

Mel, < IMG' +30=45 C'est ddire: HE-\E,

e

AB

b | B

L'ensamble r,estle cercla de centre G et de rayon \E

b. Pour tout point M du plan P, ona MA® + 2MB* = 3IMG* + 30

donc : MA® + 2MB* 2 30

La somme M4 + 2MB’ est minimale si, et seulement sl : 3IMG® =0, cest-d-dire si M
est en G, Cette valeur minimale est alors - GA® + 2G8° =30,

3. Remarquons que, si un point M du plan P vérifie : g : = 1 , alors M est nécessairement

distinct de A et B.
Onadonc:Mel, e Mi* =4MB8® C'est-d-dire :

Mel, < (MA —4ME )=0< (MA+2MB) MA - 2ME)=0.
D'une part, on a :MA + 2MB =3MG olU G est le barycentre de {(A,1).(B.2)} et

MA-1MB = -MK ou K est le barycentre de {(A, 1), (B, -2)}
lenrésulte: M el, o IMG.(-1)MK =0 ; ona -3MG.MK = 0.
L'ensemble I',est donc le cercle de diamétre [GK].
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EXERCICE 8
1, On introduit le point A dans I'expression de (M) :

f(M)=(MA + AB)' +(MA + AT)' -2MA’ = AB" + AC" + 2MA - (AB + AC).
Or, comme A' est la milieu de [BC), ona : AB+AC =244",
soit : f(M)=AB® + AC? + 4MA - AL

2. A'est barycentra de {(B, 1), (C. 1)}

| est barycentre de {[A",1), (A, 1)} donc de {(A", 2), (A, 2}}
Alors, par le théoréme des I:IEII"]I'CLJ'IH'I'S partiels, | est barycentre de {(A.2). (B.1). (C.1)}

On introduit le point | dans l'expression de g(M) :
g(M)=20+ &) + (Wi + B) + (W + i€

gl M) =4ME+g(l) +2Mi. (28 + 1B + IC) i e
Or, | estbarycentre de {(A, 2), (B, 1), (C, 1)}. donc 2IA + IB+IC=0 etonale résultat
g(M)=4MI* + g(I) avec g()=21A* + IB* + IC*
4. L'ensemble des points M est celui des points M vérifiant MA -
perpendiculaire & (AA’) et passant par A, h

, £
4. L'ensemble des points M est celui des points M vérifiant M P 4

AA'=0 scit la droite

s0il un

|
cercle passant par [ et de rayon E“y"EI[T] '
Figure

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries CAE Edition 2017



33

‘EXERCICE 9 : Bac C 2004 Session normale

1. Veir Figure.
2. Démontrons que le triangle ABC est isocéle en B.

Calculons AB, AC et BC

AB=q| [0 ~Za| 8-+ 51+ {=Pp + 6{= 6 = /10D =10
AG =] ~ftc ~ 24| =B~ +=[p - 4= BT 4T = BT = 4.8

EE=|EEE|:12‘C —%l:lﬂ—ﬁi—ﬂ-ﬁ=|—1q=,ﬂ —1{]]: =JW=1IJ
On remarqué que © AB = BC donc le triangle ABC est isocéle en B.

3. Déterminons I'affixe du barycentre G des points pondérés (A, 1), (B,1) et (C,-1).
G est barycentre des points pondérés (A, - 1), (B, 1) et (C.- 1)

Doncona: AG= —IE+HT:.=E+EE=EE = AG=BC

AE-BE= ||~ % =h|xﬁ_xn=lc'xsz"xﬂ="n:_xa+“ﬁ.
¥e —¥a '.'l":;;"'.l"g, Yo Ya=Y¥Yc—Ys #F:,';:?:;_FE'I'T.&
X, =8-8+0=0 &
~ lyg =—5—-5—T=—11 Sl T

4. Démontrons que : GA = GC,
AG=BC = AGT=BC? = AG=BC = AG=0GA=10
AG=BC=3AC+CG=BC =CG=BC-AC=BC+CA=BA «GC=AB

GC=AB= GC?=AB? = GC=AB = CG=10
En conclusion, GA = GC =10 .
5. Soit I'ensemble () des points M du plan tels que : MA? - MB? + MC® = - 20,
a. Demontrons que A et C appartiennent & (IM).
Pour A, on a: AA? = AB? + AC? = = AB® + AC? = —10% + (45
= AAT- AB? + AC'=—100+B0=-20 Donc Ae(l).
Pour C, ona: CA?- CB? + CC? = CAZ = CB* = (445 =107
= CA*-CB*+CC?*= 80 -100==20 Donc Ce(l).
En conclusion, A et C appartiennent & ().
b. Démontrons que (I) est le cercle de centre G et de rayon GA.
Ona: MA?-MBZ + MC2=-20
Or G est barycentre des points pondérés (A, - 1), (B, 1) et (C.- 1) ; ce qui équivaut & dire
que G est aussi barycentre des points pondérés (A, 1), (B, -1) et (C, 1).
Done MNensemble des points M est le cercle de centre G passani par A et C.
Dol () est le cercle de centre G et de rayon GA.

Construction du symétrique (™) de () par rapport & (AC)
(Voir figure ci-dessus).
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CHAPITRE III : NOMBRES COMPLEXES
NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE

FICHE DE COURS

Forme algébrigue

Tout nombre complexe a pour forme algéhnqua Z=a+ib ou aeER.beER
a est la partie réelle de 7, notée a = R(Z)

b es! la pariie imaginaire de Z, notée b = Im{Z}

Ona:if = -1,

Le module de Z est | Z] = +Ja? + b?

Propriété :vze € vz’ eC, nEN

| Z|_1Z] ‘l|=l |
[3|T|"f|=if|=|?| - Y2 =0 E[—lzl E'E'E iz H
|| =]z
12 x 21 =|2|x|Z} Mais |z + 2| 5| z| +| Z| (inégalité triangulaire).
Forme triggnnmiﬁ
Tout nombre complexe a pour forme tngannnmmqua

Re (£) . Im (Z)

Z = r{cosB +isinB ) avec r=|Z| et costi= Z :5'”'5'=—|E|—
Proprieté ' _

wzeC, v’ €L nEN
argiz=Z)=arg{z)+arg{z' )+2km ( kE )
arg(z") =narg(z)+2km ( kKE Z)

arg{}}z—arg[z:l +2km (ke I)

ﬂfﬂi;{']=ﬂrﬂ'i2?—argtz'}+2hﬂ (ke T)

Forme :ﬂ:nneﬁﬁellu
Tout nombre complexe a pour forme exponentielle : Z=re" avecr=|Z| etBeR .
Ona: e®= cosB + isinB

Propriété

YBER, YO'ER,vn EMN

el o gilB+@ A (a®) = gin? - ﬁ =g ¥

:":‘- = gfts-¥) . (@)= e

Représentation géométrigue -

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O, 1, J).
L'axe {Ol) est appelé I'axe des réels, et I'axe (OJ) est celui des imaginaires purs.

L'affixe du vecteur AB est Zs — Za;
AB = D e Ip - In FIp- I
AB = |Ia - i."J_l :
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Résolution d'équations dans C
Racine n- iéme d'un nombre complexe

Sot ZEC et neN{n=2).

On appelle racine n-léme de £, tout nombre mmplu::-n E lelque @ z% = 7
FL e

Z admel n racines n-idme de laforme . Zx = Vre's* T aver ke {0:1:2;..:n1}y
uation du second degré (az’ +bz+c =0,avecael beC elce () '

» On calcule le disciminant 4 = b - 4ac,
« Puls on délermine les racines camées de A,
« Et enfin, on calcule les solutions de I'éguation.

Configuration du plan et nombres complexes
Angles orientés de vecteurs. YK E Z, ona:

m{ﬁf] = arg.(Zs ) + 2k ;
mes (E_-E_ﬂ'} = arg.[;m] + 2km

kil

Al — T
Configurations géométriques _
Confipurations Caractérisations complexes
3 Z o= L4 = uif Lo =Za —)
Triangle ABC isocéle en A A e’ ou 7, &
: B Zo—2Za _ it Ze—Za_ -8
Triangle ABC équilatéral : (22 el ou Ze - Z, e™'s
; Zo=Za _ ; o= EA o
Triangla ABC rectangle et isocele en A | P [ ou g A i
Triangle ABC rectangle en A %‘m—g =bi (bER)
3 '_Ei -7 o i : .
(AB) 1 (CD) __LL_E.- = bi (beR )
Points A, B, C alignés %’:—i =b (bER)
. Ze—2p  Ip-dg "
Points A, B, C, D cocycliques . Zoo 2, Zo - 7A b r‘b%ﬂi:'
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Y EXERCICES CORRIGES

mﬂﬂlﬂﬂ 1: Bac E 1995 Session de remplacement

L8 F"""' complexe est rapporté au repére n"hnmnml:ﬂ v v’l|

it @ un nombre complexe non nul et A le point d'affixe a.

on considére l'application f du plan dans lui- méme qui, & tout point M d affixe z, associe
e Pﬂ,nu.l d'affixe z' définie par: z'= 33; +8-1

4. Déterminer I'En!le'ml:I-lE Ey das nombres complexes a pour lesquels f est une
wranslation. Caracteriser f pour chacune des valeurs trouvées.
7. Daterminer l'ensemble E; des nombres complexes a pour lesquels f est une

homotheatie.
| Représenter graphiquement l'ensemble des points A dont 'affixe a appartient & Ez.

| 3. Caractériser f pour a=1+i/.
| 4. a, Soit M, le point d'affixe 1 et My son image par f. On considére 'ensemble (") des
points A d'affixe a telle que M, appartient 4 I'axe fﬂq

Démaontrer que (I') est la réunion d'une droite et d'une hyperbole.

b. Sur une figure distincte de celle de la deuxiéme guestion, représenter graphiquement
(T). e

EXERCICE 2 | Bac C 1996 ﬂusinn de remplacement

Le plan complexk esi rapporté & un repére orthonormeé (0 |[ = —]

On prend 2 centimétre comme unité graphique.
On considére dans C léquation (E):+* + (- 14+ 20127 = (1 + 202 —= 314 4i= 0

1. a. Démontrer que (E) admet une solution imaginaire pure uniquea, gue 'on calculera.
b. Résoudre |'équation (E).

2. Soient A, B et C les points d'affixes raspactives f, —1-2iet 2—i.
a. Placer les points A, B et C dans le repére [{jq u, F]

Demaontrer que le triangle ABC est isocéle en B.

b. Calculer les réels b et ¢ pour que le point O soit le barycentre des points
(A, 1), (B, b) et (C, c).

EXERCICE 3

On considére le plan complexe P muni du repére orthanormé (O, 1. J).
1. Soit l& polynéme Ptelque vz e L, P{z) =2 -42* + Bz- 4

| a. Comparer P( z | et P{z)

b. Montrer que 1 + 1 est un 2éro de P{z),

¢. Résoudre dans C, 'équation P (z)=0.

2. On donne les points A(z, :B(z, Jet C(z )tels que Z, » Z; €L Z; sont les solutions
deP(z)=0.

£, @ pour partie imaginaire positive et z, est le conjugué de =z, .
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p_———l—____-‘

T
Soit R la rotation de centre O et d'angle 3

a. Déterminer R (B) | puis I'affixe de R (C).
b. Démontrer que les paints O, B, A, et C appartiennent & un méme cercle dont on précisera

le rayon.
={1+i

IHp'ninfM'd'lﬂi:l:lz' tﬂlqu':l'=z_!:-;_1,._]

) |

a. Déterminer f (A) ; T (B).

b. Déterminer I'affixe de E tel que f (E) = C

. Démantrer que (AB) est perpendiculaire a (BE)

d. En déduire I'ensemble décrt par le paint M' si M appartient a la médiatrice de [AC]

EXERCICE 4

C est lensemble d:ua nombres complexes et P le plan complexe muni d'un repare
orthonormé (0, u, v ) (unité graphigue : 1 cm),

1. Verifierque (1-i)" = -2 et (1 +i )2 = 2

2. On considére dans €, léquation (E): z° - 14iz* + 32 =0

a. Montrer que si le complexe a esl solulion de (E), alors — a esl aussi une solution de (E).
b. Vérifier que pour tout nombre complexe Z z' - 1diz? + 32 = (z¥+2i)(z? - 160)

3. En utilisant les questions précédentes, résolver dans C I'&quatinr_l (E).

EXERCICE 5 i

Dans le plan complexe muni d'un repére orthonarmé {0, u, v ) (Unité graphigue : 4 em)
On note A le point d'affixe za = -1+,

2z -1
Z+ 1 -i

Scit f l'application définia sur C{z.} par: flz) =

1. 0n pose 2 = x + Iy ol x &t y sont des réels.
a. Déterminer Ryl f{ Z )) et Im{ f (2)) &n fonction de x at de y.
b. Déterminer et construire 'ensemble (E) des points M d'affixe z telle que f(z) soit réel.
¢. Déterminer et construire I'ensemble (F) des points M d'affixe z telle que f(Z) sod
imaginaire pur.
| :
| 2. Soit B le point d'affixe zs = %i et C le point d'affice ¢ = - E * E'
a. Vérifier que B appartient a (E) et a (F) et que C appartient a (F)
Placer B &t C sur la figure.
. i -]
b. Ecrire z. -z 0US forme trigonométrique.
B EC
c. Déduire en la nature du triangle ABC.
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EXERCICE 6

Le plan complexe P est rapporté au repére orthonarmal direct {1},;_;}_
unité graphique : 2 cm._
On nate f l'application du plan P, privé du point O, dans P qui, & tout pumt M daffixe z

non nulle, associe le point M" d'affixe - ' = L ol 2 désigne la conjugué de z.

| On a donc aussi ;"= W ol | z| désigne le module de z.
1. Montrer que O, M &t M’ sont alignés.

2. Determiner lensemble [ des points invariants par f,

Vérifier que l'ensemble I'contient les points A et B d'affixes respectives —1 et i.
3. Soit (C) le cercle de diamétre [AB], E le milieu de [AB] el E' = f{(E).
Déterminer une équation de (C).

Montrer que E’ appartient 4 (C).

EXERCICE 7

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonarmal direct (0,u,¥);

unité graphique - 4 cm.

On considére le point A d'affixe :, =2 +i et le cercle (I')de centre A et de rayon+2

1. Faire une figure qui sera complétée tout au long de l'exercice.

2. a. Déterminer les affixes des points diintersection de (et de I'axe (0,4).

| b.Ondésigne par B et C les points d'affixes respectives z, =l et z. =3,
Déterminer l'affixe =, du point D diamétralement opposé au point B sur le cercle (I}

3. Soit M le point d'affixe %« %f.

Ip — Iy
a. Calculer la nombre complexe
Ig — Iy
To = Iy
b. Interpréter géométriguement un argument du nombre —z g
B M

En déduire que le point M appartient au cercle (')
4. On note (') le cercle de diamétre [AB].
La droite (BM) recoupe le cercle (') en un point N.

8. Montrer que les droites ( DI'-'I} et (AN} sont paralléles,
b. Déterminer 'affixe du point N

EXERCICE 8 : Bac E 199& Session normale

On considére I'équation (E): 2 € C, 2’ +[1— ﬁ-i;lz —[1?+Ef]|z—33+3ﬂf=ﬂ

1. a. Vérifier que — 3 est solution de (E).
b. Résoudre I'équation (E).

Les solutions seront notées z , z o 2,00 Z,==3 et ; a sa partie réelle positive.
2. Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé direct {{}, W, F} (Unité : 1 cm).
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On considére les points Mo, My et M; d'affixes respeclives > el ;
| a. Placer les points Mg, My et M; dans le repére [:[}1 u,v

b, Démontrer que le triangle MgM;M; est rectangle isocéle.

3. On désigne par G le barycentre des points pondérés (Mo = 1) ; (M; ,1) et (Ms, 1)
a. Construire géométriquament l& point G. Justifier la construction,

(Cin ne demande pas de calculer les coordonnées de G)

b. Déterminer et construire l'ensemble [I‘:} des points M du plan tels que -

- MMZ+MM? + MM? = — GM? (On pourra vérifier que Mzest un point de (C|)

EXERCICE 9 : Bac E 2001 Session normale.
1. On considére Féquation

(E): zeC, z“+[1—Ef]z°?—[23+4f]z—3+24f=ﬂ

a. Demontrer que (E) admet une solution imaginaire pure que ken déterminera.

b. Résoudre é&quation (E).

2. Dans le plan muni dwun repére orthonormé direct, on considére les points A B et C
daffices respectives |+ 27 ; 31 ; — 2 + 3i. Soit G le barycentre des points A, B e
C affectés des coefficients respectifs 2, -2 et 1.

E_.I?él!rl'r'll'r'-&f puis écrire sous forme trigonométrique les affixes des vecteurs GA, GB et
GC

b. Démontrer que les affixes des vecteurs GA, GB et GC  sont des termes d-ne suite
géomeétrique dont on déterminera la raison.

c. En déduire qu-i existe une similitude directe qui transforme A en B et B en C. déterminer
les éléments caractéristiques de cette similitude,
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CORRECTION DES EXERCICES

EXERCICE 1 : Bac E 1995 Session de remplacement

1. Déterminons lensemble £, des nombres complexes a pour lesquels f est une
translaticn.

[ estune translation si et seulement si, ' = z + b, c'est-a-dire g =
Déterminons les racines cubiques de 1 : Ecrivons a? et 1 sous forme exponentielle.

el 3_ E o 2km
"'[mﬁ}_rei ad=1 #r""e”"’ze"”#[ig_m_m::ﬁ E:_S_
1=e® r=1

Pour k=0, ona: g,= 1e°=1

r=1

Pourk=1, ona:g, = 1ET = cos2T +isiney

3 3
I
R
ar ir

1 .43
ey e

.. 1,43 1 .43

il i L B T T l

Caracténsons f pour chacune des valeurs trouvees .
« Pour @ =1 alors 2' = z donc [ est ["écriture complexe

d’une translation de vecteur nul; c'est donc I'application identique.

1,43 1,.43 . 3, .43
sPOUrg = ——4+i— alors 2' =2——Fi—=1=22" = —+—~
2 2 2 2 2
c'est don I'écriture complexe d'une translation de vecteur u d'affixe 2 =—§ +F§-
1.3 1 .43 3 .3
Fnura—lem'm —fziz 1:-:_:2:2
c'est donc |'écriture complexe d'une translation de vecteur v d'affixe z = —g —;""'TE.
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2 Déterminons l'ensemble E;
f est une homothétie si ' = kz + b,

c'est & dire k est un nombre réel.
Ona:z' =az+a-1
Posons a=X+Iy.
Ona: =+ =+ 36y 307 "= (') 430y
FLER*Si Wy -y =0 = p{x’-y“}:
= F[:JEX—FI]{ﬁxﬂ;J =0

>y =0 ou+3x—y =0 ou 3x+y =0

y = f3x y = =3

«s5i y = 0 alors o° = x* donc S,= R\{0;1}

Si y = f3x alors o= {x+f-ﬁx:]a car @ = x+iJ/3x
= x* (1+ m'i]il = x’l1 +3x(1) x(wﬁ] +3=-:{m’§f —af-ﬂ’]

@ =x°(1+33-9-9iy3)=x*(~8—6i3)

= —Bx’—6iv3x’
Or a€C\{0;1} d'ou ona:

wsigd=0= -8x'=0 =x=0

o5 -l'.li' =] = —Bx'=1 = x!=—% — x=_.§,

dot 0 =x—3xi = a =—%+%a
V3, '
Donc 5,—{ ﬁxr} -E+—2u-r avec xR

En conclusion, I'ensemble E, est :

E:=[H"‘U{x+xr’-.l"3_'} {.-r xr-.l"i}] [——-I—""E' —%—"’r! gvec xER"®
E,est représenté graphiguement par lo réunion des droites:

(D) ¥y=0; (D,): ¥ =3x; (D); y=—+3x privée des points 0(0;0),
SHINES

2

2" 2
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3. L'écriture complexe de f est Z'=0°z+a—1
Poura=1+i d'ols 2'=(14i) 24 (1+i)—1
=2'=(-2+2i|z+iestdelaformez'=agz+b aveca=—-2+2i et b=i
lo|=|-2+2i|= -2\ +22 =242

!
cosf = G- 2 3
5inE=2—fﬁ 2 ;
P b = i o i :“{3'1'.12___1__'_1,'
W l—g 142-21 3= 944 13 13
Au total, f est une similitude directe de rapport k =2./2,

d‘ongle orientd ?Ti et de centre {1 d'affixe 2= ._.1_4_ if

13 13
4. a. Déterminons I'affixe de M,
fIM) = M, = z =d’z,+0-1=d"(1)+a-1=c"+a-1

M'uE[ﬂ.ﬂ = 2, R Posons @ = x+iy
Iy =l +iy) +(x+iy)—1= {xl—ixr’+x—1}|+{—:|.r1+y+3h"r}1
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ReR & 7 reay = 0m [y Hirae) =0
ou -y +1437=0 & -y +3I’==1 & y-3’=1

r*-»-”i]ﬁl

[ 1
;]
Donc (T) est la réunain de la droite (A) d*équation y = Oet de I'hyperbole (H)

, i
d'équation y* ——— = 1

- Sl
memmairas(T); 2

A[ W Zﬁﬁﬁfl'ﬁ.'ﬁfiﬁﬁ.'fﬁ E RN A8 RS

e |y=0
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EXERCICE 2 : Bac C 1996 Session de remplacement
1. a. Démontrons que (E) admet une solution imaginaire pure 4 déterminer
Soit z, = bi cette solution . On a:

::,ELEI#I:+[-1+21‘]1§ —[1-|--2.|':|:{| —34+di=0
2, €(E) & (Bi)] +(~1+21)(bi)] —(1+21)(bi) -3+ 4i =0
ﬂ—h’:’—b’{—1+2ﬂ}—bf+1b-3+4i:ﬂl
b4+ -2 —bi+2b-344i=0
(v +1b-3]+f—h’—1h?—b+4ji=ﬂ
o | +26-3=0 (1)

—b' -2 —-b+4=0 (3)

« Résolvons (1): b*+2b -3 =0
A=2-4-3)=16 ,dod bs =1 ou bz =-3
= \érifions les deux solutions dans (2 )
- =2 =b+d= =17 2x1¥=14+ 4= 0
—b' =2 =b+4==(=3P=-2x(-30=(=3)+ 4= 16 =0
On constate que by =1 vérifie I'équation ( 2) et bz = - 3 ne vérifie pas (2).
En conclusion, la solution imaginaire pure de (E jest 2z = |

“ b. Résolvons l'équation [ E ).

Soit P{z) = 22 + (=1+2i)2*-(1+2i)z=-3+4 1)
Puisque | estunzérode P{z).alors P{z)=(z =i} {Z+bz +c) avec
beCet c €C

Calculons b et c par la méthode d'identification des coéfficients.

Plz)=(z = 1) 2 + bz +c ). Aprés développement, puis réduction, on obbent .
vze € Plz)= 22+ (b-i)@ + (c-ikz-ic :(2)

Ca qui donne, aprés identification, membre & membre des ralations (1) et (2) :

b-i = — 1+ 32 2 :
c-ib =—1-2 dodona: :;_‘ij;'
—ic = =3 +48

Aulotal ¥ze C, P(z)=(z = I} 2"+ — 1+3i)z -4-3i)

Donc vzeCPlz)=(z-0)z2+ (-14+3i)z=4=-3i)=0

Plz)=0 @ z=i=0 ou 22+ (=-1+3i)z-4-3{ =0
2:!

» Résolvons I'dquation 2+ (-1+3{)z—-4-3i = 0
A=(-14+3) - #{-4-3i)=1=6i=-9+16+12i=8+6i
Déterminons les racines camées de A = B + 6i
Soit § = x + yi une racine carrée de 8 + Gi

X' +y*=|8+6i|
Ona:8 =B+6i e (x+yi P =8+6i n-l.ﬁ-f=s =
, 2xy=6
 + ¥y = 84l 2 + =10 ‘(=9 by - —3
E R e e Y P
ixy =6 xy =3 Xy =3
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Donc les racinescarmées de A= 8 +6isont 3 + | et —3-4
Les solutions de I'équation z* + ( -1+ 3i{)z—4-3i = 0 sont

= (=143i0=(34) _ —2-4 {—1+1!]1-{:u]. 4=3i

ﬂ-l'li -:'l = 2 3 . -1 II . :i_ - -
En conclusion : L'ensemble solution de (E Jest S, = ((; _1 -2i;2-i)
2. a. Placer les points A, B et C (voir figure)

« Démontrons que ABC est un triangle isocéle en B.

Calculons AB, AC et BC.

=2 =

AB=|zy —z |=|-1-20)-i|=|-1-3]= i +9 AB=4/10
AC=|zo—z |=2—i-i{=2-24=a+4=1 AC =22

BC =|z. —z5|=|[2-i)-(-1-20)=2-i+1+ 2 =p+i{=1+9 |BC=\i0
On a AB = BC donc le triangle ABC est isocéle en B.
b. Calculons b et c.

o=bar [* |° | = OA+b0B+c0C=0
1 | b C
Les coordonnées de OA,OB er OC sont:

o ot s 0-9

}+b[ ] [ ] I'EI' b+2c= ﬂ'ﬁ[ —b+2c=0
. -2 -1 |I-2b—c=0 2b+c=1
= ;::::Tn=-55=1 =H:-==% ﬂ-b+2r=ﬂ=-—b=—2c=h_b=%
A B
Donc ©O = bar
i 2
5
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EXERCICE 3 —
fLaOna:Pz)=2" -d42° +6z -4
D o, I'"[EI =2 -4z +6z -4 et H =z' 42! 46z .-d =g _4;* +6x - d
Donc Prz)= Piz)
b. Calculons P{1 + i)
PEI+id = (1+i)" =41 +iP +6(1+i)-4
=(1+iN2i)-4(2i)+6+6i -4
=2 .2 R +6+6i -4
P{I+i)=10
Donc 1 +i estun zéro de P(z)

c. Résoudre 'éguation P(z) = 0
Ona: Plz)=lz - 1-i)[az® + bz +c)

Utilisons la division Euclidienne:
¥ — 422 + 6z - 4 g =]
—:’+£_1+l}1’ | z°4+( = 3+i)z+(2 = 2i)

0+ (—3+i)z* + 6z
(3=i)z*=(4+20)z
0+ (2-20)z—-%
(=2 +2{)z+ 4
o+0

Donc Pz ) s(z-1=-if 2+ (-3+i)z+2-2i)
Ona: P(z) =0 = z-1=i=0 ou z* + (-3+i)z+2-2 =0

= 2=1+I A=(=3+iP=-4(2-2i) = 2i
Les racines camees de A sont .
ey =2 2x* = 3 ¥ o= ]
X -y = =] = y =] =
2y =2 Xy -] xy = 1

{1"E ﬂu{n=-l

y = | ou Ly==x]

donc lesracinescarrées de A sont @ 1 + 1 et -] -1
Les solutions de Néquation sont

Lt (RTH R
Donc S = {1+§; 1-i; 2}
2.0ndonne A{1+i); B{ 1-i) et C(2)

a. L'écriture complexe de la rotation est: z' = iz

dol R(B)=B"' = z¢- = iza =i(1-i) =1+i=zsdonc R(B) = A
RC)=C" = z0. = jzc =i{2) = 2i donclimagedeCest C'(2i)
b.Ona: AB= |z - z,|m |-2i|=2 et OC=|zg— 2= |2]|=2

Donc les paints O, B, A et C appartiennent & un méme cercle de rayon %A.E |

_ o={=3%1) D i) _
2

Z, = 2
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3. Ondonne f: z° = %
a. fiA): ’*::ﬂ - “::1}{}1;” =0 donc fA)= O
f(B) : h;‘ff;i} i “;:}f}t;ii T T TR L
b. Déterminons l'affixe de E _
By =C =z =Azlinlly 3 2B o 0 mg

¢. Montrons que (AB) est perpendiculaire a (BE)

Ongii=ta o oth-(id) _ € iR ; donc (AB) est perpendiculaire &4 (BE)

rp - IE (1=0)=(3=1)

d. 5i M appartient & la médiatrice de [AC] alors AM = MC = %:. oy

GI':I:LM# Ty =Ty -hah ﬂ-ﬂH"ﬂ-lﬁ OM' = |
z=2 2, "I
Donc 'ensemble des points M' est le cercle de centre O et de rayon 1
EXERCICE 4
1. Vérifions que (1-=i)? = -2iet (1+i)2 = 2i
(1=i)2 = (1=i)(1=i)=1=i=i=1 = -2
(1+i)2 ={1+i)(1+i)=1+i+i=1= 2

2. On a l'équation (E): z* - 14iz° +32 =0

a. a est solution de I'équation () = @ - l4ig? + 32 = 0 (1)
- est solution de I'égquation de (E)
= (-a) -Mi(-a) +32=0= a'-4ia* + 32 =0 (2)

Les relations (1) et (2) sont égales donc si a est solution da (E) alors - a l'est auss:.
Developpons (z? +2i){z?® - 16i)

b. Vérifions que 2z’ -1diz® + 32 = [z?+2i)( z?- 16i)

Developpons (z? +2iNz? - 16i) i
(22+2i)(22 - 16i) = z* -16iz® + 2iz? +32 = z* - 14iz° + 32
Domc z'-14iz® + 32 = (22+2i)( z?-16i)

3. Resolvons dans € |, I'équation (E )

Ona: 2 -14iz+ 32 =0 = (Z+2)£-16)=0 =
2+2i=0 ou ZF-16i =0

(1): z? w2 = z?=(1-i) = z=1-1i ouz =-(1-i)
(2): 2? = 16i.Posons 2 = x +iyona: ' = (x+iyPF=x -y + 2uyi
et [I6i] = 16

X+ y =16 2y = 16 =8
Doliona: {f-f = 0 = {23:’ 16 = {]ﬂ = B =
2xy = 16 xy = 8 xy =8
{”Eﬁ Ou bien t"z‘ﬁ
y =22 = =22

Les solutions de Méquation {2 ): 2* = 18i sont 242 + 2020 et - 247 - 2471
Au total, I'ensemble des solutions de I'dquation ( E ) est:

§ = {1-0;-1+i; 22 + 2f2i;- 22 - 27i )}
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EXERCICE 5
Rz) = L
On donne Z+ | =1

1. a. Déterminons Re(f(z)) ot In(f{2))
Posons Z =X + iy

A x+iy)-i
rt:l:{__ﬁi.l:l'::l'}l-i
I+ (2y -1)i (2 4 (2y-0)i)((x+ 1) -(y-1)i)
(x+1) + (y-1)i (x+1)2+(y-1p
_ ixt+lx +2y?-3y +1 i X+ 2y-1 i
(x+1)p +({y-1p (x+1)+{y-1)
DA+ I+HP -y +] X+2v -
Donc Re(f{2)) = [Hl]jﬁ;}'-sﬂj et In(f(z)) = [x+|}:‘1_:’||,.{y.l_|}1

X+ 2qy-1

(x+1)*+ (y-1)?

x +2y - 1 = Ddonc l'ensemble des points M est la droite d'équation x+2y-1=0
privé du paint A{-1;1)

cfiz)EIR @ Re(f(z)) =0 = 28 +2x+2¢y -y +1 =0 =

2(xex) + 2y - %n +1 =0

1Y 3 . 1Y 1Y s
I + — -|-_2 — g e g e
s2(xeg)v2(-3) =5 = (=+3)+ (-3 - 3

] & I
1Y 3Y 5
(n + EJ = {1-,- 3 —] - [T] donc I'ensemble des points M est le cercle de centre

bfiz)ER = In(fiz))=0 = =0 =

ﬂ(- %; %] et de rayon %

2. a. Vérifions que B appartient a (E) et (F)
Remplagons les coordonnées de B dans I'ensemble (E)

Ona: x+ 2y - 1 = 0 doi D+Ex%-i = 0 donc Be (E)) Ona:
Y 1) 5

X+ = + - — = — oy

[ 1] [’r 4) (145] e

[u+1]’+(1_1]*=L+L=£
2 4 4 16 16

Done B ¢ {F}
- Viérifions que C appartient & (F)
Remplagons les coordonnées de C dans l'ensemble (F)

L Y t 33 i 4 5
4 3 4 4 6 16 16 9Jonc C «P)
-Placer B et C sur la figure (voir_repére)
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EXERCICE 6

1. Pour tout complexe z non nul, Nous avons aussi (= '= ﬁ,—: . D'oll OM ' = ]-Ii—{ﬂ :
Les vecteurs OM et OM " sont colinéaires car nous avons mis en évidence un réel k (ici k
> 0) tel que OM ' = kOM donc O, M, M sont alignés.

2. M est invariant par f(ef M = O) si et seulement si :

I'm = _1-;=;=. :[—I--l]=ﬂawr:#[l

l2f Jof

M est invariant par f(er M = 0) si et seulement si - 2 = O et |z] =1
Iest le cercle de centre O et de rayon 1.

-1|=1 dou Ael. |i|=1 dou BeTl.

i
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3. A a pour coordonnées (-1 ; 0), B a pour coordonnées (0 ; 1).

1 1
Le milieu E de [AB] a pour coordonnées {- EE] i

|
De plus, (C) @ pour rayon Eﬁﬂ-ﬂr AB=|2zg— 2o = |i+1] soit AB=+2,

(C) est le cercle de centre E[—l l]at de rayon £

22
1Y 1Y 1
Une équation de (C) est donnée par : x+E + y—E .
| T

Zp=——+—i
E a pour affixe <e 5 T3l
Eapourafixe ze. = 7L = 2e.= —1+i

|
z¢ [ =3 dou g =2z

1Y A
—1+5 #|i-=| == dod E'el.

Autre méthode - M est élément de (C) si et seulement i MAMB =0 |

EXERCICE 1
1. Figure mﬂpléta Vair u—dew:ua

2a Lﬂtpmnudnlmu (0, qutunE affixe réelle. Soit M un point d'affixe réella X _

ME(T) e |x=2,|=+2 & (x-2-i1x-2-1) =2 &
(x-2-i)(x-24i) =2 & (x-2)+1=2 ®w(zx-2)=1 &
x=1 ou x=3

Les points dintersection de () et de l'axe [_t:: u}mntd’arﬁxe: 1et 3.
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2.b. Le point D est tel que le milieu de [BD | est le point A, —
On a donc : E'%E- Zp S Ip = 2Za - Im = Ip =4 + 2i - 1=3 + 3

Z2p =2y _15+10i-3-6i _6+2i _(6+2i)1+3i) _,

185 2z,  5-3-6 1=%  1+9
u = MDD
3.b.Ona: argl:r__l_} mes (MB, MD )
Or Frargument de ce complexe imaginaire pur a partie lmanmalm positive l.raut — , done e
triangle MDB est rectangle en M.

On en déduit que M appartient au cercle de diamétre [BD] c'est-a-dire a (I ).
4. a. On vient de voir que (DM) L (BM).

Comme N appartient au cercle de diamétre [AB], le triangle ABN est rectangle en N
autrement dit (BN) L (AN).
Puisque N € (BM). on en déduit que (DM) et (AN) sont perpendiculaires & une mémg
droite, donc paralléles.

b. Dans le triangle MDB, A est le milieu de [ BD ] et (DM)//(AN) donc (AN) coupe le chis
[BM] en son milieu. On a done

N est le milieu de [BM), doii: 2y = I_"'..‘E'E Lj_ E + ::‘
EXERCICE 8 : Bac E 1996 Saslinn nnrmalu

1.a.Posons P(z) =2+ (1=6i)2* = (17 +8i)z - 33 + 30i

P(=3)=(=3) +(1=-6i)(=3)"= (17 +8Bi)(=3)- 33+ 30i
P(=3)=-27 +9+51-33 + (-54 + 24+ 30)i
P(—3) = 60-60 + (54 -54)i

P(—-3) =0, donc -3 estune solution de I'équation (E ).
b. Résoudre I'équation ( E )
~ 3 est une solution de Pz )dol P{z)=(z+3){az®+bz+c).
Déterminons a, b et ¢ par division euclidienne

224+ (1=-6i)z22=(17+8Bi)z-33+ 30i z+3
2} + 377 - A
O+(-2-6I)z*-(1T7T+8i)z-33 + 30 ZP-(2+6i)z2=-11+10:
|

(-2-6i)z*-(6+18Bi)z
0 +(-11+10i )z~ 33 + 30
(=11 +10i )z-33 + 20
4] ¥ 4]
Dol P{z)=(z+3)}2-(2+6i)z-11+10i)
avec a=1,b=-2-6ietc=- 11 +10i
P(2)=0=z+3 =0 ou 22 -(2+6i)z-11+10i = 0

2Z==3 ou 2-(2+6i)z-11+10i = i
Résolvons I'dquation (1): z€C, 2 -(2+6i)z=11+10i = 0
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As[-(2+6i)]"-4(-11+10i) = 12 - 16|
Cherchons les racines carmées de A
Pasons & =X + yi une racine carrée de 4 .

Ona: S =(x+yif=x-y+2i et |§F =x+y;

| 1=16i| =20
[11+ y= 20 [2:’=32 [f:lﬁ
§r=12-16i e {x_ )i -12 w{2=8 @ y=4 o
, Er:.r:—lﬁ xy = -8 xy = =8
{:= s - {r=-2
Donc les racines carrées de A sont 4-2i et —4 + 2i.

Les solutions de I'égquation (1) sont donc :
2o 6I-(4=20) _

:.=M= 3+l et = - =1 +#
Au total, l'ensemble des solution de I'équation (E Jest: S = {-3; -1+4i; 3 + 2i}
2.az0=-3 ;z=-1+4i ; z=3+2 dout M(,);

My(7'): M(]) Figure ( voir 4 la fin )
b.Ona: MMy(Z3) et MM(*)dod
MM, =(-2)7+ (—4) = V20 = 248
MM, = JT43+ (—2) =20 = 24§
Onaaussi: MMy . M,M; = —2x4+(-4){-2)= 0
On constate qua MM, = M\M, et MM, L MM;, donc le triangle MoM:M: est
rectangle isocéle en M, .
3. a. Secit K le milieu du segment [ MM ].
G est le barycentre des points pondérés (Mg, -1) et (K. 2 ) & —GM,+ 2GK = 0
= GM, = - 2K = MKE= -MG.
done le point K est le milieu du segment [ MG | .
Par consaquent, G est la symétrique de Mq par rapporta K.
Méthode de construction de G.
Construire le milieu K de [ MiMz ], puis le symétriqua G de Ms par rapport a K.
b. Déterminons I'ensemble ( C )
— MM,* + MM,? + MM;? = - GM;®
En introduisant G dans le premier membre de I'égalité, puis en developpant et en reduisant,
on obtient :
MG? - GM,? + GM,% + GM,? = —GM,;® & MG* =GM,* — GM," - 2GM;* (1)
Calculons GMs? ; GM+® et GM: .
K est le milieu commun des segments [ MoG ] et [M:Mz ] ; donc MoMiGMz est un
paraliélogramme.
GM: = MgM: = GMy* = MgMz* = (3+3) + (2+0) = 40
GM; = MgMy = 245 d'oa GM# = 20.
GMp = 2MgK.

On sait que MM est un triangle rectangle en My et MK = !':El' V5.
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D'aprés la propriété de Phythagore, on a

MoK? = MoMy® + MiK?* = 20 + 5 = 25, Donc MoK = §

GMg* = 4 M* = 100,

La relation { 1 jdevient : MG* = 100 - 40 -2(20) = 20 = MG =245
MG =245 =GM;; donec M; €(C).

mehhtc}u}dm: hmrnhdnnmun Eine'lde rnynn GM;:

—

EIEII.EIGE E Ban E Eﬂ'ﬂl E-E:nlun nmmula
1.4 SE Fensemble solution de (E).
aoit X un nombre reel.

ixe S; ¢ (ix]+{1-8i[ix] ~(23+4i|ix]~3+24i =0
& —id +{1—Bi][-—r"]—23!x +4x—3+24i =0
ﬁ-[—ﬂ +4x-3]+:[—x3+3ﬂ—131+14] =0
byl 4 Ax—3=0 et —xI+Bx*—-23x+24 =0

Résolvons l'équation —x2 +4x—=3=10
On a une solution évidente, 1 ; lautre solution est 3.
1 n'est pas une solution de Féquation —x° +8x2 —23x+24=0 mais 3 lest car

~P48xP-23x34+24=0 4,
On r.IHmt que l'équation (E) m:lmet une seule solution imaginaire pure 3'1'
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b. Effectuons la division euclidienne de z7+(1—8i|z2—(23+ 4:‘]&—3+ 24 par

z—3
._,3+{]—Ef]33—-[23+4:‘]z——3+24£ z=3i

2 +3iz? \:ﬂ +(1—50)z+(—8—1)
[1+5r]zl—f23+4f]z—3+z4s
.,[1—5;]:1 +[15 +3:']z
[-—H—:‘]z—3+24f
[E+i]z—24f-|—3
0

On déduit que
23 +[I—E.r']zl—[23+4r‘]z—3+24f=[z-3f]{21 +(1-5)z—8—i

L'équation (E) est donc équivalente & : z—3=0 ouz2+ (1-5i)z—8—i=10
Résolvons I'équation zZ2 4+ (1—5i)z—8—i=10

e [1—5:‘]2—4E—E—f] — 1-25-10/ +32+4/
A=8—6i

Cherchons las racines cambes de A
Soit § une racine caréede A ; d=Xx+iy, ol fI,}'}ERI.

8 = x2-y2i2xyi, | = x2+y?
Al = 10
X2+ y2=10 ot = 18 [ =9
2 = A o [x2—y2=8 & |2y7=2 «ly =1
A}"=‘3 I}rz.ﬂ. _:_}rl:ﬂ

Onobtient X=3 &t y=—1 eu x=—3am y=1.
Les racines carrées de A sont les nombres complexes 3 et —=3+H.
Les solutions de requation z2 + (1 —5i)z+(—8—i)=0 sont :

f==lES3i g gy o g =IES=IH_ g4y
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' On en déduit ; 55‘:{3"-”‘2"* —2+3;‘}.
2. a Notons 2,25, 2, -Ei‘z el les affixes respectives des points A, B, C, G.
G est le barycentre des :mlnl,a.h B, C affectés des coefficients respectifs 2, -2 gt 1.
Donc GA=—2BA+CA

GB=2AB+CB

GC=2AC-2BC=24F
On déduit les affixes respectives 2.z et z.. desvecteurs G4, GB et GC

7 —2[:1 _zﬂ}+"d —Zo==z,+2zp-2,

=2e 4

m

=—1=-2i+6i4+2-3i=1+i= Jl_'[cus-:—+isina-

Zoy=2|25—2,|¥ 22, =32, 22, —z;
=9i—2—4i+2-3i= Zaml[-:uajﬂsm l 2¢'2

‘arﬂ["c“a]‘z[’f‘ E]_z[ 5 2]
=2i-1|=2{2 7|cos| 3™ =237,

b. On en déduit que ;

+15|n

4

e
Zog Vi€ ‘I
24
o it :
Izx 2gg o zgz el sont donc des lermes d'une suite géomeétrique de raison el
he g
cona: zn‘:ﬂzﬂ;x[zﬁ'zﬂ]
ul
o - 4 s
Iﬂ'
La transformation complexe définie par z'— IﬂZEE I[z-zﬁ] est celle de la

similitude directe de cenire G, de rapport \I'Il_’ et d’angle %

Cette similitude transforme AenB el BenC.
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| CHAPITRE IV : ISOMETRIES PLANES ]

FICHE DE COURS
péfinition
On appelle isométrie plane, toute application du plan dans |ui-méme qui consaerve la
distance.

Pour tous points M et N du plan d'images respactives M et N, on a: MN=M'N’.

Groupe des isométries planes

- Une isométrie est soit un déplacement ou un antidéplacement.

« Un déplacement est une isométrie qui conserve les angles orientés,

Ex : La rotation et la transiation.

= Un antidéplacement est une isomeétrie qui transforme tout angle orienté en son opposé.
Ex : La symétrie orthogonale et la symétrie glissée.

* Les isométries du plan conservent les distances, le produit scalaire, le barycentre,
l'orthogonalité, le parallélisme, le contact, les aires, les angles géomeétriques.

Composition d’isométries planes
La composée de deux rotations de méme centre est une rotation d'angle la somme des

angles.
La composée de deux rotations de centres distincts et d'angles 8, et B; est:

Si B +82=0, une translation
Si 8y+8:#0  une rotation d'angle 8y + By
La composée de deux symétries orthogonales S oy et Spyy (5010 Sion)

- d'axes paralléles est une translation de vecteur 2 0,0,.
» d'axes sécantes est une rotation de centre le point d'intersection des deux droites et

d'angle crienté 2(i; . u,) avec u:et u, les vecteurs directeurs des droites respectives
(Dz)et(Dy).

Classification des isométries

Mature
Identité | |dentité
— | Translation de vecteur Enmpm&a.da Déplacement
20 deux réflexions
Isométries | pon Rotation d'angle non nul 4
identité | Symétrie orthogonale réflexion
: Composée de | Antidéplacement
Symeétne glissée _I & iilbdan -3
—  ———

s
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EXERCICES CORRIGES gt

mﬁcmm 1 : Bac C 2003 Session normale
Dans le plan orienté, on considére le triangle isocéle ABC tel que ' AB = AG o)

ves[TBAC) = 1

Soit | le point du plan tel que le triangle CAl est isocéle rectangle en C et hleg‘ﬁ 'ﬁ]= _m
2

1. Faire une figure que I'on complétera au fur et & mesure. On prendra AB =5 cm.

2. On appelle 4 la rotation de centre A et d'angle ‘}:1.?" et r{, la notation de centre C af

d'angle --‘%—. On pose f=r{:.nrd.

a. Déterminer les images respectives des points A et B par [
b. Démontrer que ¢ est une rotation et préciser son angle,

3. Démontrer que Mes AB .ﬂ]=g

4. On appelle O le symétrique de A par rapport & (BC).
a. Démontrer que le quadrilatére ABOC est un losange,
b. Démontrer que O appartient a la médiatrice du segment [Al].

5. Démontrer que O est le centre de la rotation f

EXERCICE 2 : Bac C 1995 Session normale

Le plan est rapporté au repére orthonormeé dire:'t[ﬂj.j]l.
Soit a un réel strictement positif.
On considére le point A de coordonnées (a,0) et B le point de coordonnées (a, a).
On désigne par R la rotation de centre O et 'angle de mesure +%, par S la symétrie de

centra B et par R’ la rotation de centre A et d'angle de mesure - %

Onpose Fe=R'c50R

1. Quelle est |a nature de la transformation F 7

Préciser ses éléments caractéristiques.

(On pourra considérer l'image par F du point C défini par C = R'(B).)

2. Soit (D) la droite d'égquation X -+ ¥ =det § .o |8 symétrie orthogonale d axe (D).

Déterminer la nature et les éléments caractéristigues de la transformation composee
S ofF.

[}

EXERCICE 3 : Bac E 1996 Session de remplacement

Dans le plan orienté 7, on considére un cercle (C) de centre O et de rayon R et un point
O’ tel que OO’ = 3R.

Soit r la rolation de centre Q' et d'angle de mesure ';' et ¢ la translation de vecteur OO
.Onpose : f=rot
1. a. Démontrer que f est une rotation dont on précisera I'angle.

b. Déterminer I'image de () parf. Faire une figure ol l'on prendra R = 3 cm.

¢. Déterminer et construire {1, centre de |a rotation [
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_.-—-_'—_—-'—_"_-l—_—_.l
3 M étant un point quelconque de (C) et M' son image par f on appeile | le milieu du
gagment [_MM']_ .

g. Déterminer la nature du friangle OMM',
b. En déduire gue | est Iimage de M par une similitude directe de centre {1, dont on
précisera le rapport et langle.

¢. Déterminer et construire 'ensemble des points | quand M décrit le cercle (C).

Justifier votré construction.

EXERCICE 4 : Bac C 1997 Session normale

Dans le plan, on donne trois points alignés A, B et P.
Soit un point & n‘appartenant pas a la droite (AB) et tel que : AQ = BP.
La paraliéle & la droite (PQ) passant par B coupe la droite (AQ) en C.
1. Justifier 'existence d'une homothétie h transformant Pen BetQ en C.
Préciser son centra.
2. a Construire By et Cy les images respectives de B et C par A,
b. Démontrer que : AC = BB1.
3. On donne un triangle RST. On veut construire deux points | et J tels que :

(L) /(ST
!E{SR}EiS:R}

JE(RT) et RI =51
Dans celte question, on ne demande pas de trouver loutes les solutions mais seulement

d'en donner une.)
a. Démontrer que. si le triangle RST est isocéle en R, il y a une solution évidente.

b. Dans la suite, les segments [RS] et [RT] ne sont pas de méme longueur.
A |'aide des deux premiéres questions, donner un programme de construction d'un couple
de point (1, J) solution du probléme.

Justifier ce programme.

EXERCICE 5 : Bac C 1998 Session normale_ )

e
Dans le plan orienté on considére le carré ABCD de centre O tel que ﬂ'ﬁﬁ"dﬂ,a{ﬂ'\—f

Soit M un point de la droite (DC), N le point dintersection de la droite (BL) et de la
perpendiculaire a la droite (AM) passant par A, et | le milieu de [MN].
1. Faire une figure.
2. On considére la rotation 1 de centre A telle que : H{()=108
| a. Démonirer que M est 'image de M par F .

b. En déduire |a nature du triangle AMN.

3. a. Déterminer I'angle et le rapport de la similitude directe s de centre A telle que s(DF
0.

b. Quelle est l'image de C pars 7

¢. Démontrer que | est I'mage de M par s, :

d. En déduire I'ensemble des points | lorsque M décrit la droite (DC).
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EXERCICE 6 : Bac E 1998 Session normale =
Dans le plan P muni d'un repére orthonormé direct 8 -
{G;Eﬁ} . on considére

» Le guadrilatére convexe ABCD. (voir figure ci-contre.) "
» Extérieurament au quadrilatére, le point M;

(Respectivernent Mz ; My ; My) tel que le triangle AM:B
(respectivement BM:C, CMiD, DM4A) soit rectangle et isocéle de
sommet M, (respectivement Mz ; Ma ; My).

Le but de lexercice est de démontrer que les segments [""1”3]

ef [M2M4]ﬂﬂﬂ'ﬂ!ﬂﬁﬂﬂﬂrﬂﬂﬂmﬂﬂﬂﬁ:ﬂﬂﬂHSﬂwﬂfamﬂmafﬂqﬁuﬂm

1. Soit a,b,c et d les affixes respectives des points A, B, C et D

el Z,,Z,,Z, el Z, les affixes respectives des points My Mz, M et M. |

a. Exprimer Z, en fonction de a et b.

b. En déduire les expressions de Zys&4,Z4 € Z; enfonctionde a.b,cetd.

2. Démontrer que les segments [MM, ] et [MEM 4] ont des supports perpendiculaires

et ont la méme longueur.
EXERCICE 7 : Bac E 2000 Session normale

= 2 _ AB = AC
Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC tel que [He: ﬁﬁ] - E

Soient |, J et K les milieux respectifs des segments [BC | ; [CA ] et [ AB ]
On appelle r la rotation de centre | et d'angle E et t la translation de vecteur %E

2
Onpose: f =retet g=fer
1. a. déterminer l'image de K par f et limage de J par g.
b. Préciser la nature et les éléments caracteristiques des applications f et g.
2. a. Déterminer la nature de la transformation g o /!

( f ! étant la transformation réciproque de f ).

b. Déterminer limage de A par g o f‘l et caractériser alors go /!

3. Démontrer que (AC) est I'image de (1J) par f.

4. Soit M un point du plan.

On désigne par M, l'image de M par [ et M: limage de M par g.

a. Démaontrer que H]Hi = AC

b. I:::in}mh'ur que M appartient a la droite (1J) si et seulement si les points A, C, My el M;
0N Irﬂjlﬂ'l i

c. On suppose que le point M n'appartient pas a la droite (1)

Quelle est la nature du quadﬂhﬂmﬁnﬂmﬁ:? Justifier. g
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EXERCICE 8 : Bac E 2001 Session normale
_[:Ians le plan orienté, on considére un triangle équilatéral direct ABC, c'est-a-dire lel que

rangle {ﬁ ,,1::} alt pour mesure _rjr_ A

On désigne par 1y la rotation de centre A el d'angle de mesure EEI_ el par la rotation F, de

cantre B et d'angle de mesura 3.‘;_

Pour tout point M du plan, on pose ; N=HH}1 H’=r1|[h’],r=r1nrl
1. a. Soit D la symétrique de C par rapport & la droite (AB).

Déterminer ﬂ:ﬂ _
b. Démontrer que ¥ est la symétrie centrale de centre {3 milieu de [BO]

2. a. Démontrer que I'ensemble {n des points M du plan tels que M, N et M' soient aligneés
asl un cercle passant par les pniritgf. et {2

(On pourra mm#er!hqgﬂ{ﬁ m};

b. Prouver que [1_'] admet [AD] pour diamétre et que le milieu | de [AB] appartmit a [:r]

Construira le carﬁal{rj

EIEREIEE 9 | Non corrigé )

Dans le plan orienté, on considére un losange ABCD tel que AB = BC = BI:I DA =5cm
et Mes(AB,AD) = Z. On désigne par I, J, K, L et O les milieux respectifs des segments
[AB], [BC], [CD], [EA] et [BD].

On note (A) la médiatrice de [AB] et (A') l1a médiatrice de [CD].

1. Scit f I''sométrie du plan définie par f{A)=B, #B)=D; f{D)=C

a. Prouver gue f est un antidéplacement.

b. Démontrer que, s'il existe un point M invariant par f, alors M est équidistant des points
A, B, CetD.

¢. L'isomeétrie f admet - elle un point invariant ? Justifier votre reponse.

2. Soit Sy la symétrie orthogonale d'axe (A) et R la rotation de centre B et

d'angle - £
angle 3

a. Démontrer que f= R o S

b.A-t-on f = S§yo0R7?

3. Sait 51 la symétrie orthogonale d'axe (BC).

| a, Déterminer 'axe de la symétrie orthogonale S; telle que R =5, 0 Sz

| b. En déduire que f peut s'écrire sous la forme f = S: 0 T ol T est une translation que

l'on précisera,

-
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EXERCICE 10 (Non corrigé) 5 i

Le plan esl rapporté au repére orthonormal. Unité graphigue : 4 e,

Partie |
1. Placer les points |, J, H, A, B, C, D d'affixes respectives :

. | g |
:|=I-z.r="r'zn=|"“:z_a.=1n'-"g='£+l.,zf =2i,z, =-1.

2. Soit E le symétrique de B par rapport 4 H.
| La parpendiculaire & la droite (AE) passant par C el |la paralléle & la droite (OC) passant

par D se coupent en F.
Placer E et F et vérifier que le point F a pour affixe z,. = -1 +%f-
3. Montrer que les triangles OAB et OCF sont isométriques.
Partie Il
On considére la transformation fdu plan, d'écrilure complexe : z'= -jE +2i
1. Déterminer les images des points O, A, B par [ .
2. a. Montrer que [ est une isométrie.
b. Déterminer lensemble des points invariants par f .
¢. La transformation [ est-slle une symétrie axiale 7

3. Soit t la translation de vecteur 1J .
Donner l'écriture complexe de t et celle de sa réciproque 1~
4. Onpose s = f o™,

a. Montrer que lécriture complexe de s est: z' = —dz+1+1.
b. Montrer que | et J sont invariants par s. En déduire la nature de s,

c. En déduire que [ est la composée d'une translation et d'une symétrie axiale & préciser.
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CORRECTION DES EXERCICES

EXERCICE 1 : Bac C 2003 Session normale
1. Figure. On prendra AB = 5 cm.

2. On pose f=rc o ra. o

a. Déterminons les images respectives des points A et B par f.

f{A) = re o ralA) = rafA) = | fiBl=rcorB)=r{C)=C
b. Démuntrnnl qun f est une rotation et précisons son angh,

Ona & +{ 'EF] ;:l:l donc f estune rotation d'angle _3

3. nmnntruns que MEE:AH Al) = %

Mes (AB,Al) = (AB.AC) + (AC A= T5-+ T => Mes(AB Al)
4. On appelle O le symétrigue de A par rapport a (BC).

a. Démontrons que le quadrilatére ABOC est un losange.
Ona:BA=BO;CA=C0Oet AB=AC donc BO =0C = CA= AB.

O est le symétrique de A par rapport a (BC) donc (AO) est perpendiculaire & (BC).
En conclusion, ABOC est un losange.

b. Démontrons que O appartient & la médiatrice du segment [Al].

Ona OC =BA et les vecteurs BA et Al sont orthogonaux, (OC) est donc la hauteur
issue de C du triangle ACI isocéle en C. D'ol (OC) est la médiatrice de [Al].

5. Démontrons que O est le centre de la rotation f.

O appartient 4 la médiatrice de [BC] et 4 la médiatrice de [Al].

D'autre part, f{A) = | et f(B) = C donc le centre de rotation f appartient aux médiatrice de
[Al] et [BC). D'ols O est le centre de T,

_
F3
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EXERCICE 2 : Bac C 1995 Session normale
1. Mature et éléments caractéristique de F.

FoRuSeR = Rlagy RenRey

;.w5,=ﬁr,_,,:;aWmmmamwm'gmmd,mﬂﬂﬂ.mn

T X :
la somme des angles donne .—2-+:-'.r—i = . Donc F est une rotation d' angle 1

Déter minovis le centre de la rofation F,

Onsait que R'(B) = C = R(C) =8

Done FIC)= R=8:=R(C) = R:S(8) = FIC) = R\B) car 5(8) = B

D'ou FIC) = E

Le triangle ABE est rectangle isocéle en A de sens indirect,

Les coordonnées de A(a,0) et B(a,a) montrent que le triangle OAB est rectangle isocéle en
A de sens direct d'ol S(A) = E

Le milieu de [EC] est le point (1, centre de |a rotation F.

2. Nature et éléments caractéristique de 5, o F

- Déterminer les coordonnées des points E, C et {1
RIC)=B=zy=iz = 2. ==z, = —f'{a +ai|=a-ia donc |C(a;—a)

Ecriture complexe de |a rotation R" de centre A et d’angle —%
L'écriture complexe :
_]"'
'=e Iz+b=[ms[%]+{sln[-g]]{+b=-£z+b
or R(A)=Ae z,=-i2,=b=b=2z,(1+/)=a(1+])

b=a+ia
Done I'écrifure complexe de R' est z'=-iz +3+13
onaR'(B)=E o z.=-izz+a+ia=—i(a+ai)+a+ia= -la+a+a+ia

d'ol |z, =2a| donc |E(2a; 0)

Zg+Z, 2a+a-ia _da-is

Q est le milieu de [CE| = 2= 2 5 =z, 5

3,8
{'.'5'.:'.1".':'.': H[EE. 2]

(D)est Ia droife d'éguation y = -x+a.
Soit u(%-1) un vecteur directeur de (D).

Soit le vecteur E[z].

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2017



65

Ona E.E:I:].[11J=~a+a = [CE.u=0D

Donc les droites (CE) el (D)sont perpendiculaires.

y=—Xx+a = _y'”=—ga+a——"—§ donc N € (D)

Les droites (CE) et (D) sont perpendiculaires en {1, On peut donc écrire :
S =S R S01"S

(2) (e} “(cE)
¢ oF=8

(D] |CE]

En conclusion : § o) o F estla symétrie orthogonale d'axe [CE|

Figure

:EIEREIEE 3 : Bac E 1996 Session de remplacement

8. La composée d'une rotation d’angle non nul de mesure a et d'une translation est une
rofation d'angle de mesure a.

Dane f est une rotation d'angle de mesure -

b. Déterminons Iimage de ( G Jpar f = rot. .
HO) =0 et MO')= O . donc {O)=0".

Par conséquent Image de (C ) parf est le cercle ( C ') de centre O et de rayon R

C. Détarminons )

Fest la rotation de centre (1 et d’angle de mesure 7 .

Comme f{ O ) = O, O est tel que QOO est un triangle équilatéral direct ; ce qui permel
de construire 0.

Construction de 0 { voir figure )
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mﬁgﬂ' j Ear
(M) =M e [m[ﬁﬁﬂﬂ'}—— donc le triangle OMM' est un friangle isocée
oi mes{ 0OM, OM') = = . Il est donc un triangle équilatéral direct.

'_h.-.l —
b. ( 0l ) est la bissectrice de I'angle (nm.nu ) . dong mu“‘]lﬂ.ﬁ]:. -
&

(IMI est un triangle rectangle en | et m.{ﬂupﬂla-}= x
0l = kOM
S(M)=I ﬂ[m{numj_: cor k = m!.nm._T

Cette similitude directe S , de centre {1, a pour rnpp-:u't el pour angle de mesure =
&

c. Déterminons S( 0 )
00" ast un triangle équilateral direct,
o va

Soit Jle milieude [0O' ), ona: B,k donc S(0)=J
[mua{ﬂﬂ,ﬂd}=£ =
Lorsque M décrit le cercle (C ), | décrit le cercle { C " ) de centre J et de rayon —R.,

Gnnltnmthn l:ln mnslmtt Ia nemle de unug J et de rayon 3‘_'5 -:r'n
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EXERCICE 4 : Bac C 1997 Session normale

1. Justifions I'existence d'une homothétie h.

/

(BC) M (PQ) et (BP) n (QC) = {A}, donc il existe une homathétie h transformant P en B &t

QanC. Son centre est A .
2 a. Construction de By et de C, { vair figure ci-dessus )

A
B
C
B
G|

- Biesttelque (BQ )N (CB:) et Bie(AB)
Cresttelque (BC )W ({PC)et C1e{AC)

|
|
i
|

OO0 |>

b' 5i k estlerapportde halors AC =|k|AQ et BB1 = |k |BP

Or AQ =BP,donc AC =|k|BP =BB
Far conséquent . AC = BB,.
3. R3T est un tnangle .
(W)N({ET)
IE(BR V{5 R}
JE(RT)

RJ =85l
a. RST est un triangle isocéle en R,
Saoit | et J les milieux respectifs de [ SR ] et [ RT ).
(W )H(ST)
On a bien - ]1€ (SR )\{8:R)
JE(RT)

, RJ =S

Les points | et J sont des solutions au probléme posé.

| et J sont deux points tels que :
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b. RST estun triangle tel que RS = RT

Soit Sq un point de [ RS ) tel que S5, = RT,
Soit J le point de { RT ) tel que (SJ )Y/ { TS )
| est le point de ( RS ) tel que (I1J )/ ( 8T ).
Soit h I'homothétie telle que :

/RN

R |R |
Avec SSi = RT S (S |
ulfll
S I_']
D'aprés les premiéres questions, en prenant : R pour A
J pour C
S pour B
| pour By

Ona: Sl = RJ
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EXERCICE 5 : Bac C 1998 Session normale
1. figure

2. a. Démontrons qua N est 'image de M par F .

F estla rotation de centre A et d'angle —% . On sait que {M}=(DC)N(AM).

L'image de la droite (AM) par ¥ est la perpendiculaire a (AM) en A c'est-A-dire (AN).
L'image de la droite (AD) par F est |la droite (AB) par définition de ¥ .
(AD) est la perpendiculaire & (DC) en D.

Par conservation de l'orthogonalité, (AB) est la perpendiculaire en B & lmage de (DC)
par F.

Or la perpendiculaire a (AB) en B est (BC).

Dene I'mage de la droite (DC) par ¥ est la droite (BC),
(M} =(DC)N(4M)

| M) |} =(BC)N{AN)={N} donc r(m) = u

b. Mature du friangle AMN

M) = N = (AM = AN ef Mes(ﬁi?.lﬂ}: —%j

Donc le triangle AMN est rectangle isocéle en A

3. a, !

Al &

(s
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Sait kmmmdns. S(0)=0 = k-%

OAD est un triangle mﬂm‘uglu etisocéleen 0. Ona: AD =+7 AD.
AD _ MO i

Donc k = AD _ui_m .ﬂ'_
Soit @ la mesure principale de 1 anglu de 5.

OnaS(D)=0 = @ = Mes(AD, AD) = Mes (4D, 5 )
3 =M!:{ E ?J = —!
Donc S est la similitude n‘irmteda centre A, de rappnrt = et d'angle de mesure

principale — =
b. Image da Cpar$s
ACB est un triangle rec tangla el isocéle en B.

Dol MBS:E AB -—— et - % donc S(C) =
c. AMI est un triangle r&t:tan gla et isocéle en |,
: —= Al 2
‘ol Mes(AMAI) =-F gt 0L _ ¥ e
D'ol Mes|AM, F]l < N = 5 donc [S(M)

d. Lorsque M décrit (DC), | décrit I'image de (DC) par S, c'est-a-dire (OB).

EXERCICE 6 : Bac E 1998 Session normale
1. L'orientation des angles est donnée par la figure de base.
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aOna:
0 — |
M|J"'-:M]B g—;l o
e
Mes |];ir‘ﬂ"'mTE]_}' Arg b*-zllz“.ﬂ'
a-z o J
h—z

orz,= b
_[b+a]+.f|:b—ﬂ}
e = 7
b. Par ke méme procédé, on obtient ;
c+b -I-:'f:—!:k
Zy= ) -
d+c +:'!d-=r:]
z,= 3

z Jﬁd] Hi”'_d]

- [c+d—b—ﬂ]+f[ﬂ+d-—¢—b}
E.HHﬂ!UFM,M1ﬂpwtaMH13-:|:. 3

—zl=[ﬂ +:3’—b—c]+:’{a+ b-d—c}

Le vecteur M,M, a pour affixe z,

M M, =|33-:1|='EJ[¢ +d~b—af+:a+d-—c-—b]:

¥

MM, =|zd—zz|=—;‘![a+.:f—buc:'+ a+b—d—c]1

|

= lzJ[ﬂ +d —!.:r—f:
Par conséquent, MM, =MM,.

Les segments [M,M,] et [M,M,] ont la méme longueur. Par ailleurs,
m-mwﬂc-l—d—b ua!a-l—d—b—c]+i{£+b—¢—ﬂ'}a+ﬂ'—c-—b]
MMM, = c+d—b—a|a+d—b—c|-i{c+d—a—ba+d—b-c|=0
Donc les segments [M M, | et [M;M,| ont des supports perpendiculaires.
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EXERCICE 7 : Bac E 2000 Session normale

1.5 f(K)= rl.r{h’].]
K et J &tant les milieux respectifs de [AB] et [AC], ona KuJ = %E

(Droites des milieux) donc r{j:’] =J.

——

|JAK est un carré direct donc Mes[m' = % et IJZIK
Par suite r[d] = K Do f[l{] = K.

g[J] = tr[H]l = t[HI] car r[J]=|{.

g[...li=..l car t[l{ i:._l d 'aprés ce qui précéde,

b. La composée d'une rotation d'angle non nul (¥ et d'une translation est une rotation
d'angle C¥. Par conséquent, | est la rotation de centre K et d'angle % . car K est invanant

par f

£ est la rotation de centre J et d'angle %

2.a, _,I"'"' est la rotation de centre K et dangle —,% car la réciprogue d'une rotabon est

une rotation de méme centre et d'angle opposé.
La somme des angles de /! etde g étant nulle, gof ~! est une transiation
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b Ona E
iJAK @st un carré, donc JHE5| i—
Kd= K]
- Donc f~![A]=1
Hf:[_ A KT 5

paterminons £(J).

ona JI=JC et Fvﬂﬁ[m]=% ponc g([)=C

Par conséquent ,gof-1(A) = C 5.0

Eg_f" est donc la translation de vecteur AC .

3. D'aprés 2)b-, -1 [A] = |donc f([)=

(K1) & (13) sors (K1) L f (1) done (K1) . £ (1)
ffu :| est la perpendiculaire A (KA) en A, cest-a-dire (AC).

gof (M| = M « | W, = AC |

Car gof =1 gst Ia translation de vecteur AC
b.ME(L)) = M €[AC| car f(IJ)=[AC| car daprés 3)

4 a

=M, M,,A et C sontalignés car MM, =AC daprés 4)e-
c. Puisque M n'appartient pas & (lJ) alors M, M,, A ef C sont non alignés d'apris

4_b. Et puisque MrIME =AC alors ACM IHI est un parallélogramme,

EXERCICE 8 : Bac E 2001 Session normale
1. a. Désignons par 5 la symeairie orthogonale d'ilxé (A8).
On a le tableau de correspondance suivant ——

A A
B |B
c |D

Or 5 est un antidéplacement et ABC un triangle équilatéral direct ; donc ABD est un triangle
equilatéral indirect. On en déduit que : r{D] = LN i[}ﬂ =1, {E] -
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b. On a - I, estune rotation d'angle % . I, estune rotation d'angle %ﬂ

I
o T, dm_ . .
donc F,01, estune rotation d'angle 3 + = C'est-a-dire une symétrie centrale
Or r{D] = B :donc I estla symétrie centrale de centre {1, milieu de [BD].
2.8 S5i M =11 alors M =M et les points M, N et M" sont alignés.
SiM=A alors M= N et les paints M, N et M’ sont alignes.
Supposons dans lasuiteque A = (1} et M = A

onaalors MZN et M = M ) | N
D'aprés l'égalité de Chasles, ona : | M), MA '=[Mfl]1ﬁl+lzlﬂ"-" MA ’

Or Mﬂ= 1 MM" car §1 estle milieu du segment [ MM "] ; donc

[V VA | =[O AN |+ [N, M|

Les points M, N et M’ sant alignés si, seulement si, [ﬂrﬂff ', 1"Ifﬂ-"'-'r 'Eﬂl'.rr].

Or [I_’i’?"ﬂrjﬂ_‘E?Eﬂ car i (M |= N;

e

: G5 377 T
Donc M, N et M’ sont alignés si, seulement si, "x’ﬁ?#{"rfﬂ ﬂﬂ[:-;%ﬂ';.

On sait que l'ensemble des points M tels que Me 5|'ri.|'|'_'5'z',_|i'..11.7'| & %|n! esl le cercle 1|"| formé

des deux arcs capables d'extrémités {1 et A et de mesures respectives % et —% On

déduit de cette &tude que I'ensemble des points M tels que M, N et M’ soient alignés est le
cercle |F| tout entier,

b. On sait que ADB est un triangle équilatéral direct et que 11 est le milieu de [BD] ; donc
Mes|DB. DA | = Mes(Dii, DA | = §|zn|

On en déduit que D appartient [l'

[I‘} est donc le cercle circonscrit au triangle ADI! rectangle en {2 D'od [AD] est un
diamétre de {F}

On sait que le triangle AD{] est rectangle en {1 et que le triangle ADI est rectangle en |.
Donc les points A, D, £ et 'sont cocycliques. On en déduit que | appartient a E]"J
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’ CHAPITRE V : SIMILITUDES PLANES DIRECTES |

FICHE DE COURS

Définition

k @st un nombre réel strictement positif.

« On appelle similitude de rapport k et d'angle 8, toute transformation du plan telle que -
pour tous points M et N dimages respectives M et N, an a : MN' = kMN g
(MW M'N) = 6

» On appelle similitude directe de rapport k, toute similitude qui conserve l'orientation des
angles.

Propriétés ]

Toute similitude directe de rapport k est soit une translation, soit une rotation, soit un;]
homothétie de rappor k, soit la composee d'une rotation et d'uné homothétie de rapport k

ou la composéa d'une homothetie de centre O et de rapport k, d'une rotation de centre

e

et d'une translation.

Ecriture complexe d'une similitude directe
Toute similitude directe du plan a une écriture complexe de la forme -

I=gz+b avec ac R ,beR el rappnrllr.=|g| ol a=ke® pu bien ,
Z=2n *HE"E'{?.'-E”:I

Eléments ca_._nctéfﬁiiqgu

Toute similitude directe du plan, sauf la translation, est déterminée par son cenfre, son
rapport el son angle onente,

Propriétés

Toute similitude directe admet pour point invariant son centre 0.

La composée de |la similitude directe S de rapport k et d'angle orienté 8 et de la similitude
directe 3' de rapport k' el d’angle orienté 8° est la simililude directe de rapport k&' et d'angle
onente B + @'

La réciproque de la similitude directe S de rapport k et d’angle orienté 8 est la similitude

1
directe 5-' de rapport ; et d'angle orienté - @

Toute similitude directe de rapport k,
Conserve : le paraliélisme, Falignemeant, Forthogonalité, les angles orientés, les
barycentres, le contact....

Multiplie : les longueurs par k ; les aires par k?

Transforme : les droites en droites, les segments en segmenls, les cercles en cercles,
les figures géometriques en figures géomeétriques de méme nature.

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries CEE Edition 2017

-




7

EXERCICES CORRIGES
EXERCICE 1 : Bac C 1996 Session normale

L'unité choisie est le centimétre,
Dans le plan onenté, on considére deux points A et O tels que AD = 1.3,

2
Soit f la similitude direcle de centre O, de rapport 2 et d'angle de mesure Tt

1. Onpose B= f(A) et C=f(B).

g, Construire les points B et C.
b. Démontrer que % est une mesure de l'angle {E,E] et que BC = 2BA.

En déduire que l& triangle ABC est rectangle en A, o
2. Soit R la rotation de centre A et d'angle de mesure <

On désigne par D, E et F les points tels que . B=R(D), E=R(C) et F= f(D).
a. Construire les points E, D puis F.

b. Démontrer que les points A D, B et O sont cocycliques.

En déduire que B, F, C et O sont cocycliques.

c. Soitl ¢ le cercle circonscrit au triangle ABD |

2" le cercle circonscrit au triangle BCF ;

&7 le cercle circonserit au triangle ACE ;

Démontrer que ces trois cercles ont le point O en commun.

EXERCICE 2 : Bac C 2001 Session normale

Le quadrilatére OHKL est un rectangle de sens direct tel que : OH = 2L0.
La médiatrice de [ OK | coupe (OH) en E et (OL) en F.

| Le cercle (C) de centre E passant par O recoupe (OH) en A,

Le cercle (C') de cantre F passant par O recoupe (OL) en Q'
S est la similitude directe qui applique A sur O et O sur O,

1. Démontrer que 'angle de S mesure —g
2. Démontrer que :{C }ﬁ{ﬂ"j: {ﬂ;j;’}

3. Déterminer le centre de la similitude 5

4. Démontrer que : S(H) = L et en déduire le rapport de 3.

5. Déterminer I'image du point E par &

6. Soit M un point de (OH) distinct des points O et A,

on admet qgue le cercle passant par O, K et M recoupe (OL) en M.

Démantrer que - S{M)=M'

EXERCICE 3 : Bac C 1994 Session de remplacement

Dans le plan arienté, on désigne par (C) et (C,] deux cercle de centres ) et U, de rayons

respectifs 2 at 5 et sécants en | et J tels que : ﬂ"‘ﬁ[ﬁ‘ @z%ﬁ

1. Faire une figure (unité - 1 cm)
2 So0it s une similitude directe plane transformant (C) en [C) .

| 3. Quel est le rapport d'une telle similitude ?
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NO
b. Si N est la centre de 5, quelle est la valeur du rapport Wﬁz ?

]
. Déterminer et construire avec soin I'ensemble (') des centres N des similitudes directes
transformant (G en (G)

3. On considéra maintenant la similitude plane directe 5 de centre | ransformant (C) en
c)

Faire une deuxiéme figure ne faisant pas apparaitre(T').

a. Soit M, un point de (C) et M son image par S.

b. Placer un point M| sur|C), construire alors M,

4. Une droite (D) passant par J recoupe (C,) en Bi (B, = M, |et (C) en Ba.

a. Pourguoi les droites (B1M:) et (Bz M) sont- elles sécantes ?
b. On désigne par P le point d'intersection de (B1M:) et (BaM;z).
Démaontrer que les paints |, By, B; et P sont cocycliques.

EXERCICE 4

Dans le plan complexe, on donne T la transformation du plan d'écriture complexe
ZE(1=i)z-i

1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de T,

2. Soit T: la transformation du plan d'écriture complexe 2’ =az+bolaeCelbeC

a. Déterminer a et b pour que Tyo Tz soit 'homothétie de centre A d'affixe 1+i et de rapport
2

b. Déterminer a et b pour que T:oT: soil la translation de vecteur u d'affixe 2 -1,

EXERCICE 5

Sur la figure ci-dessous, O, A et B sont trois points du plan orienté tels gue:
Mes( 04,08 ) = E

Le cercle (C), de centre (0, est le cercle circonscrit au triangle OAB.
On désigne par | le point diamétralement opposé a B sur (C).

fCJ

1. On appelle S la similitude directe de centre | qui transforme A en B,
a. Déterminer i'arlgll_d& la similitude 5.

- e ——————
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b. Justifier que le tnangle |AB est rectangle isocéle direct 7
c. En déduire le rapport de la similitude S.
2. On appelle G le pant défini par la relation GA = -

La droite (IG) coupe (C) en K,

| On appelie 5’ la similitude directe de centre K qui transforme A en B,
a, Déterminer 'angle de la similitude 5

b. On s propose de déterminer le rapport de la similitude 5',

b1. Démontrer I'égalité: KAxKB = = % BoA XA

b2, On désigne par H le projeté orthogonal de A sur la droite (BEK).
Exprimer KH en fonction de KB

b3. En déduire que KAxKB = —% KB

Déterminer la rapport de la similitude S'.

A

rl =

EXERCICE 6

soit le milieu de [BC].
Saoit 5 la similitude directe de centre A qui applique B sur N.
On note Q le milieu de [NP].
1. Faire une figure
2. a, Déterminer l& rapport de la similitude 5.
b. Déterminer la mesure principale de 'angle orienté de 5.
3. a. Justifier que P est l'image de C par 5.
b. Justifier que S{N) = Q.
4. On considére le plan complexe muni du repére orthonormé (O, |, J) tels que
A(2): Bi-1+id3 et Cl-1+id1)
a. Calculer I'affixe du point M.
b. Déterminer la transformation complexe associée 4 5.
¢. Calculer les affixes des points P et Q.

EXERCICE 7 : Bac C 1999 Session normale

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, |, J) ; unité : 1 cm,
PARTIE A
On considére dans € l'équation .

33—[E+H§ zE+[11+4r'J§]z—ﬁ—3f'u'§=ﬂ

1. Résoudre cette équation en cachant qu'elle a deux solutions réelles.

2 On appele A, B, C,L, E e G les points daffixes respectives
B 2403 -1 7 et 114 4743

a. Démontrer que le triangle |AB est équilatéral.

b. Démantrer que les points B, C et G sont alignés.

€. Placer les points A, B, C, E et G,

3. Calculer I'affixe du point F de I'axe des abscisses tel que le triangle EFG est équilatéral.
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PARTIE B

On appelle O le centre de gravité du friangle 1AB.
1. On veut déterminer I'nomothétie h qui transforme le triangle 1AB en EFG.

a. Démontrer que l'image par h de [IA] ast [EF].
b. Justifierque a(/)= E A{A)= F et h(B 1= 6.
¢, Déterminer le centre et le rapport de h.

2. Soit r la rolation de centre O' et d'angle I—H et f la similitude directe telle que

3
f=Rhor
a. Déterminer le rapport et l'angle de f .
b. Démontrer que f transforme le triangle |1AB en EFG.
3. Soit g une similitude directe qui transforme |AB en EFG.
a. Démontrer que A — o g est une rotation qui laisse le triangle IAB globalement |
invariant (c'est-a-dire que le triangle IAB a pour image lui-méme)
b. Caractériser les trois rotations qui laissent globalement invariant le triangle I1AB.
¢. En déduire que les similitudes directes qui transforment LAB en EFG sont h, [ et une
troisiéme [ que I'on decomposera a l'aide de h et de r.
d. Déterminer la rapport et l'angle de
4. Soit 2 le centre de la similitude f. On appelle K le milieu du segment [1A].
a. Déterminer l'image K' de K par f.
b. Démantrer que ) . A, G et F sont cocycliques.
c
d

. Démaontrer que €1 A F KetK sont cocycliques.

. Construire £
5. Déterminer I'application complexe associée a [
6. Calculer I'affixe du centre £2' de I

EXERCICE 8

On considére dans le plan (P) un cercle de diamélre [D_E].
Soit A un point du segment [OB], distinct de O etde B ; | le milieu de [AB).
La médiatrice du segment [AB] coupe le cercle en M et M’ tels qu'une mesure de l'angle

(MO, MEB) soit 3 Soit N le projeté orthogonal de A sur (OM).

)
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1. Donner la nature du quadrilatére AMBM',
En déduire que la droite {(AM') est orthogonale a (OM) et que N, A et M’ sont alignés,
2 On appelle S la similitude directe de centre N, telle que S(M) = A,
Praciser 'angle de cette similitude.
Déterminer les images par S des droites (M) &t (NA).
En déduire I'image par 5 du paint M';
3. Montrer que 'image par S de | est le point I, milieu de [OA],
| En déduire que la droite (NI) est tangente en N au cercle de diameire [DA].

EXERCICE 9 : Bac C 2005 Session Normale

L 'unité graphique ast le centimetre

A et B sont deux points du plan tels que AB = 6.

(34 est e barycentre des points pondérés (A ; 1) et (B ; 3).
(3; est le barycentre des points pondérés (A ; 1) et (B ; - 3).
1. a. Construire les points G et Ga.

b. Démontrer que I'ensemble (') des points M du plan tels que MA? - 9MB? = 0 est le
cercle de diamétre [G1Gs].
c. Construire l'ensemble (E) des points M du plan tels que AMes|MA , MEB | = % :

. : 2T
2. Soit C l'image du point B par la rotation de centre A et d'angle = -

2

D limage du point B par 'homothétie de centre A et de rappor 3

S la similitude directe qui appligue A sur B et C sur D.
a. Construire les points C et D.
| b. Calculer le rapport de 5.
i

| &. Justifier gu'une mesure de 'angle de 5 est 3

3. Onnote () le centre de 5.
a. Démontrer que {1 appartient a () et (E). Placer {1.

| b. Démantrer que Mﬁ;‘{ﬁf’]—ﬂ‘] - ETW

| ¢. En déduire que les points A, C, D et {} appartiennent a un méme cercle (7).
Construire (¥ ).
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'CORRECTION DES EXERCICES 5

EXERCICE 1 : Bac C 1996 Session normale
1.a Construction des points

(oo WENE I N I

b. On sait qus : F{0)=0:F(A)=8 ef F(8)=C
f est la simiifude direcle d ' angle de cenfre O ef de rapport 2
a8c

k=—5=2
" |uesfai2E) -
(8¢.84) - (BC. 48| + (48.B4) - - (4B,5C) + [4B.- 28

Donc Hﬁ'#[gf ﬁ}l —T+1'r

|ves(BC.84) - =

el %=?=& BC = 248
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« Monlrons gue /@ iriangle ABC esf rectangle en A,
D' aprés le héoréme d'Al Kashi, on 8

ACt = A8 4 Hc=-znﬂﬂcm[ﬁ;ﬁ]

— AB + BC? - EAH.EI:':mi.[-%]- A8 + EE’-EHE.E&':-:%

= AB* + BC'-ABBC or BC =2A8

= A8 + BC?-2A8° = BC*- AB?
= BC" = ACT + AB®. D'aprés la réciprogue de la propridtd de
pythagore, le tnangle ABC esf rectangie en A.
2. a- Constructions des points E, D at F. {voir figure)

A A ofo
0|8 D|F
CIlE
AD = AB
Eaﬂfamﬁﬂbndﬂﬂmﬂmﬂe!d'an@fﬂ% o
"
msﬂil'-‘.ﬁﬁ}—i

AC = AE
de mdme | of
e — -
Mes'{AEHE} = 3

b- Momfrons gue kes points A D, B af O son! cocyoligues

le triangle ABD est isacéle en A ef Mss{..q_ﬂ,.q_}= 3 done

(1)

On a: ms{mm] - =X ms[ﬁm] ---— -:Eﬁ] - %+1r (2)

Les relations (1) et (2) donnent - ms{ﬁm] Mes|DB.DA| + = ;

donc les points A, B. D, O sont cocycliques.

Camme !'image d'un cercle par une simitude directe est un cercle, alors les point s
8, C, F at O images respectives de A, 8, D sl O par F soni cocyoliques.
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.

¢.Onsaitque A B, DetO sont cocycliques ; de méme B, C, F et O sont cocycliques -
donc i&n deux cercles (C) et (C') ont un point commun qui est le point O.

Démontrons que O appartient a (C")
AC = AE

CYy=E & e

e Mas{,qc.m=%.

ACE est un triangle isocéle et MEE[[E,TJ:
donc ACE est un triangle équilatéral.
D'oi, on a: Mes [AC, AE) = Mes |

donc | Mes (EA EC) =

v

Mes (DA OC) = Mes (OA, OB + Mes (0B, 0C)= 27 + 2

ms(ﬁﬁ}=‘*§=%+w=mﬁ[l=_asc P

Au total A, C, E et O sont cocycliques. Le point O appartient & (C")
donc les cercles (C), (C') et (C") ont I méme point O en commun,

Edition 2017
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T Soit & I'i.ﬂﬂlt de la similitude directe 5.

COmimie

>  Alors @ = maslﬁﬁm‘ ma%ﬁ = - I'HESFR:?OT
1
A P % Car le rectangle OHKL est de sens direct :
T’_’: (8 ) Donc l'angle de S est — I

2 Par hypothése, les cercles [C] at [C‘ ']. de centres respectifs E et F, passent par O.
De plus, la droite (EF) est la médiatrice du segment [OK].

oou FO=EK &t FO=FK

On en déduit que K appartient aux cercles 1:‘:‘} et [E’ ']- Donc [C‘]I"‘t[{.‘ '] = {G‘;f}
3. Dans [ OA | et [ OO ' | sont respectivernent des diamétres des cercles [E’] et [E '] :

Soit {1 le centre de S. Puisque :

i
il 0 |
Qo] |[Q0]

4. H appartient a (OA) et 4 la perpendiculaire a (OA) passant par K.

Alors [n&!l[ﬂﬁ] el [ﬂ-::l'}JL[ﬂ{J] car —

l'angle de S.

On en déduit que - !]:E[E‘]I"‘I[E"l

T st

Z

Par conséquent, 0=0 Q=K (d'aprés 2 ). On'est
pas invariant par S.

Il s'ensuit que (=K Donc le centre de S est le point K.

Donc S(H) appartient 4 (00") image de (OA) par S,
S{M) appartient & la pﬂfpendiculiira a (00Q') passant par S(K), c'est-a-dire (LK),
Done S{H)=L.

S0t a le rapport de S "'——-::;,

Comme

Dol :

_ 20 _
LO

Le rapport de S ast donc 2,

Alors g = % or KL=HO=2L0 et KH=L0O
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5. Comme - Alors lNmage de (C) par S est le cercle 1{:‘ ']. i
S{:} % K Par conséquent, l'image du centre de (C) par S est |e
gi{,’ﬂi = o cenede (C). cestadie F.

5 Les points K. M, O et M sont  cocycliqgues,  done

:;WI- 2 F::m"ﬁuj (1)
Comme M £ [DH]‘, M' e {DL] et ||:|H] 1 [GL] alors
2 MESFJ?»T Eﬂf’] = .

De plus, M&srﬁ:’ﬁﬂ H'S_i 1. Alors 2 Mes| KM KS(M)|=

doi 1M¢:]ﬁm OM | = 2Mes{KM,KS(M)

De I'égalité (1) on déduit ZlK'M , KM ']=7{KM! EE{MT}

D'ol S(M) appartient & (KM').
Puisque M & [ ,.;H] et (AH) = (OH), alors S(M) appartient & (OL) image de (AH) par §.

Ainsi S(M) appartient & [EM ']m [DL]: {M } Par conséquent, S{M) = M
EXERCICE 3 : Bac C 1994 Session de remplacement
1 Figur&1
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2. a. Le rapport de la similitude est
Soit k le rapport de la similitude 5. Ona : S(Ci) = (Cy)

s o
e .ﬁ"ﬂl =rn & k = .’._l;.*_ & ok = >
b. N est le centre de |la similitude S donc S(N) =

: il SRRG
Or S(01) = Oz donc le rapport hq _.ﬁ-,_.i

c. Onsaitque S(N)= N et 5(Oy)=0; dol
i:,%z =3 & 2NO, = SNO, & 4NO? = 25NO;

& 4NO? - 25NO = 0 [EN_ﬂ'z . sﬁﬁl[zﬂ—m 3 ﬁy_ﬂ}] &

Soit A le barycenire des points pondéres (Oz; 2) et (O - 5) et soit B le barycentre des
points pondeérés (Oz; 2) et (04 ;5). On a:

2ND: - SNO, = 2NA +2A0; - 5NA - 5A0: =-3NA car 2A0: -5A0y = 0

N0 +5N0, =MNE+ B0, +FB+B0 =B cr B, +50 =0
|2ND: - 5ND. |(2ND: + SNO) = [vaﬁ}(rﬁj = . 21 NANB
donc [2NO; - SNOy|(2ND; + 5N = 0 « -2WARE = 0 =

e

@l

=0

Soit K le milieu du segment [AB]; ona: KA + KB =0 = KA =-KB = KA = —AB

I'..I-|_--

Ona:
NANB =0 #[ﬁ+ﬂ}fﬁ+ﬁ} =0

=(FE+£4'}|:F:'—H= 0 = NK'—KA'=0=NK = KA

Done l'ensemble ( [ ) est le cercle de centre K et de rayon KA ol le cercle de diamétra
[AB]

3.a-Ona S(1) = 1;5(01)=0z8t5(Mi)=Mz.

D'aprés la théoréme des angles inscrits, on a :

2iM0,.0T) = (O.M,.0,1) e 2(TL0Ms) = [O00M;) (1)
En ajoutant membre @ membre les deux relations (1), et en apphquar‘rl égalité de
Chasles, on a : 2{J#,, J.r} + 2(.JM:) = (OM,0f) + {_? oM, |

2(387,594:) = (04,.27) + (0. oM

Comme la similitude directe conserve les angles orientés, on a |[ﬂ,|, tﬁ} - |:{T,i. O,M, |

Donc, ona -[jm.ii,i'] Eum 0.l u:umi On obtient : zﬂﬁ.,mzhﬁﬁ

En conclusion, les points J, Ms, et Mz sont alignés.
b. voir figure & la fin

:- a. LE':mIgl du point By est un pont du cercle (C2) qui est aligné avec J et B ; C'est
anc Bz,

On a: 5 (M) = Mz et S (By) = B; donc S (MiB1) = (MsB3).
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La drc;ll.- {BzM;) est limage de la droite (B,M,) par la similitude S,
Comme S est une similitude directe d'angle % alors les droites

(BiMh) et (BaM2) sont sécanles.
b. Les points P, B1 et M: sont alignés, de méme les points P, Bz, M2 sont alignés alors

z{f FB, )= z[M,EH M.B, ).

Or S([M 184])] = [M:B:] et 3([IB.]) = [IB;]

On a donc l[ﬁ; . Eil- 2(MB,, M—TH,] On en déduit que :{ﬁ=4ﬁ_
En nqm::lunlnn - les points P, By, Bz et | sont cocycliques oy

EXERCICE 4
1. Mature et &léments caractéristiques de T,
Ona: =(1=i)z - i

-2

|1-i] = .f2; cmﬂ=§ utsinE=T donc ﬂ=-%

S oW i vl
" lea  lefl-i)

-1

Donc Ty est une similitude de rapport de rapport V2, d'angle - 'E el de centre A d'affixe

-1
e ———
s
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2. a, Determinons les nombres réels a et b tels que T+ 0 Tz 500t une homothatie,
Ecriture complexe de 'homothétieest: z' = 2z + b or

Z, = ]i > b=(1-2)Z, =.]-j
-3

Donc ' =22 -1 -i : (1)
Ecriture complexe de TroT: est: TioTz(z) =Ti[Ta{z)]
=Tiaz + b] dod z' = {(1=i){az +b) - i
= z'=a(l-i) +b(1-i)-i :(2)
Les refations (1) et(2 ) donnent ;

a{l1=-i)=2eatb(1-i)-i=1=j :q'rz—_ =] +j ﬁh’-%l}l*i}
=

Autntal.una'T:::'={l+|}:-%H+i1

b. Déterminons a et b pour que Ty 0 Tz soit une translation
L'écriture complexe de la ranslatonest: z' =z +2-i (1)
TioTa(z) = Th[T2(z)] =z"'=a(1=-i)z +b(1-i)-i (2)
Lesrelations (1) et (2 ) donnent a(1-i) = 1 et b{1=i) -i =2=i
Donc a=:(1+i) el b=1+i

En conclusion, Tz E'=§{1+I}+1+i

EXERCICE 5
1. 8. Determinons I'angle orienté de la similitude S :
S(1) =1 et S(A) = B donc l'anglede § est: (A, 18 )

I A Bet O sont cocycliques. De plus, | appartient au méme arc AB que O, donc :
- - il

D'aprés le théoréme des angles inscrits, |es angles {IA. iIB } atl {E'.IA . EIE} interceptent

le méme arc AB . d'ol, ona: MES{LE_ I8 } = Mesl[ﬁ, ﬁ} =E

b. Justifions que |IAB est un triangle rectangle isocéle direct.

[IB] st un diamétre du cercle { C ) et A appartient a (C) donc le triangle |1AB est
reclangle en A,

De plus Mes {H_IE ] = =, donc le triangle |AB est rectangle isocéle direct en A,
c. Le rapport de la similitude S
Soit k lerapporide S. Ona: k -

€ |

1B
A

Or le triangle |IAB est rectangle isocéle en A ; donc d'aprés la propriété de Pythagore
ona: Bl = AB* + Al? = BI? =2Al7 = Bl = 2 Aldoid k-E— = 2

2.a. Déterminons la mesure de I'angle orienté de §'

S(K) =K et §(A) = B, donclangle de S est: (KA, KE )

Les angles {E_I-_E:} ot {HA ﬁ} interceptent respectivement les arcs AB et AB , d'o0,
Ix

— T = - T = —_ =,
ona:mes(KA . KB) = mes(lA IB)+m = mes(KA KB) = -
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b bi. Démontrons I'égalité KAKB - - -";imnun

Ona: KAKB = KAxKBxcos(KA KB) = KAxKBxcos(— ) = - KAxKB
b2 Exprimons KH en fonction de KB
— —— | —— e} 2 e
Ona: GA =-1GB = AG =1 AB = BG = BA = Em=%aa - B2

BA 3
Onaaussi:(GK)L (BK) et (AH)L(BK) donc (GK )/ { AH )
Ge[AB] et K « [BH ], d'aprés |a propriété de Thalés dans le triangle ABH , on a -

BG _BK BK _ 2 2
— i e O ——= = :'-'*HK="§EH.|:|'I BH = BK + KH dol

BA BH BH 3

—

BK = %qnmm} = BK = 2KH or K e [BH] donc KB = -2 KA

En conclusion KH = - B

b3. Ona:
KAKB =(KH+HA ). KB = KHKB + HAKBE or HAKB = 0 car (HA) L (KB)

:
2

donc KAKB = KHKB = -KH=KB ecar K e [BH] or KH =
KB

% B donc KAKB =- _;KBJ
Le rapport de la similitude est k' =
D'aprés les relations de la question b1 et b3, on obtient :

| J2

- —KB* =- ““KAxKB donc KB=+2 KA doi k' - KB
2 2 KA

m

-3

TOP CHRONO Mathématiqgues BAC séries CRE Edition 2017



21

EXERCICE 6

2 a. Rappor k de la similitude 5 =i
S(A)=A et S(B) =N =AN=kAB et Mes(AB AN)=¢

Considérons le triangle ABN rectangle en N,
D'aprés la propriété de Pythagore , ona: AB* = AN® + BN? =

N
AN? = AB? -BN? = AB? - [%e\ﬂ] = JAB!

ANT 3 N T B3
— = - o k=— =— dome k= —

ABR* 4 AB
b. Mesure principale de I'angle de 5

=3 = ! Mes (A8 AT o a B W) = &

Mes ( AB, AN) = Mes ( AB, AC) = Mes (AB, AN) =2 x 7 donc Mes ( B.AN) = <
3.a Justifions que P estlimage de C par
Calculons Mes { AC, ﬁ}
ANF est un friangle équilatéral ; N milieu de [ BC ] et ?_ﬂ-ﬁﬂlui de[NF]
Ona: I'l.ﬂe5|:m. ﬁ}= EMBE[:EE. AQl= 2 MHE{E.ﬁ}
Or hh;[ﬁ._'ﬁ}._ﬁ}=Mas[’E_T;.P Car Q e (AC); d'ol

T _—T = ot 1 .
Mes( AN, AP ) = 2 Mes( AC, AF) = Mes(AC, AP) = - Mes( AN, AP) =

Mes[fﬁ] =%HE. Danc MH{E-TE?J = E
Calculons le n AP

RN D
ANP  est un triangle équilatéral d'od AN

AP AN fi 3

FR ok et %

En conclusion - P estlimage de C par la similitude 5

b. Montrons que S(N) = Q

Calculons Mes( .ﬁ.ﬂ.ﬁ}

ABC es! un triangle équilatéral, N est le milieu de [BC] dad
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Mes (AN, AC) =7 Or Mes(AN.AQ) = Mes(AN, AC), donc Mes (AN, AG) =%
6

Galr:um le rapport %

ﬂqnsld-ﬁrﬂl‘lt I triangle ANQ rectangle en Q.

. D'aprés la propriété de Pythagore, on a : AQ™QN'= AN’= AQ*= aAne . Qe

3

4 | A{]l 3 AQ 7
I—FINI' Lk 1n_ :l {——— B e =

= AQ [1 ] AD Al A o : = k 5 _.?

En conclusion: S(N) =
4, a. Calculons l'affixe de H.

N est le milieu de [ BC = WNB = - NC, BN -IEE: = zhn%(;f.zn]. o
b. Déterminons la transformation complexe associée 4 5.
S(A) = A ﬂ[ 2a + b =2 a=24i
S(B)= N (-1+iv3)a+b==-1 T i
d

Donc l'écriture complexe de S est: z' = [% +il"§-] z +
4

¢. Déterminons l'affixe de P et Q

l=P = Z =[%+i¥}{al -iu"i} +|— -i-"'-ﬁ- = I, = : -3—~"'Ei

2 3 3
S(N ) = ﬂ:‘.rlﬁ [—*£|]{1] £32D=-$ %I
EXERCICE 7 : Bac C 1999 Session normale
PARTIE A

1. Soit d une solution réelle,

Pla) =0 = a* - (6+iv3)a* + (11+4iv3)a-6-3i3
e a’— 6a’ —ia®V3 +11a +4iavI - 6-31V3 =
= (2= 6a’+1la=6) +(—a®y3 +4ay3 =33 )i

—6al+11a—6=0 (I
—Bat+4B3a-33=0 [E'l

Doncona:

Résolvons I'équation (2)
—3 +48a-W3=04a’—4a+3=0
e la-22-1=0
e (a=2=Da-2+1)=0
& (a—3)Na—-1)=0
Sa=3oua=I
1 et 3 vérifient l'équation (1) donc 1 et 3 sont les solutions réelles de I'équation FZ) =0
Ona:P(z)=(z=1}z=3)az +b)=(22-4z +3)(az +b)
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i

P(z) =az’ + (b—4a)z® +(—-4b+3a)z + 3b
Par HEﬂliﬁ'ﬂﬂtin“

ﬂ£]
b—da=—[6+i3]

a—db=11+4if3
WHh=-6—3J3

P()=(z~1)(z—3|[z—2-i\3]
F(z‘_|=ﬂ-1:1z=1 ﬂuz=30u3=2+i’ﬂ] Do 51: =[1; 3: 2+f'ﬂ]

a=1
=

b==2-if3

Autre méthode : Faire la division euclidienne de P(2) par 22 —4z+3
2 a- W1LAGYLB(2+i3)

IA=]J—1|= 2
B=[2+i3-1|=[1+i3]=
AE=|t2+;'J§—_7.|=‘— I +;‘J§‘=
IA=1IB=AB

Donc le triangle |1AB est équilatéral.

b- BC( %) et BG(,;) BG= —3BC donc les points B, C et G sont alignés.
Autre méthode : soit I, I'affixe d'un point M.

Z-—2p _11+4i3-2—i3 _ 94+3i3 (678G
i . B2 =—3 .4 BC:BG |=-n
Z.—2, = 2_}3—-—? —v.l'-—3—: ou mes :l

Ona: 'Im|BG-,EC\=?T: donc les points B, C et G sont alignés,
l?

c. vair figure
11
0 ’G[wﬁ]

Soit G' le projeté orthogonal de G sur (OI). G’ est le milieu du segment [Eﬂ

X
3.
lo

l et EFG estun triangle équilatéral, EI

Ona: x_]]um11+—5¥ﬁdm =15 ; F[:]E

Autre méthode : EFG est un triangle équilatéral donc EF = EG

1:P=zE|=lzG—zEl= JN6+16x3=8
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z,—zp=Bouzy—z,=—8 —
z,=8+7=150u Zp==8+T=~1

Si F[E'l alors FG=|z.—2z =‘12—|—4ﬁ¢1=3ﬁ=E{3

i
Si
Fﬂ

sors  FG=|z;~2|=|~4+4/3]=8=EG Donc F

135
0
PARTIE B
1. a. Un segment et son image par une homothétie ont des rapports paralléles,
Or seule la droita (lA) est paralléle a la droite (EF).

Donc l'image du segment |]FL] par h estle segment [EF]

b. Si h“lﬁl ?|EF] alors h[E] = (7 et on a les deux possibilités suivantes -

- oo,
| |F | |E
A |E A |F

B |G B |G

Dans le premier cas, la droite (1B) n'est pas parallél& ala drr:ute (FG).
Eneffet 1B( ;). FG(; 1) et det IB FG|=0.

Done la seule homothétie h qui transﬁ::rma IAE en EFG est telle que -

hil)=E; h{iA)=F.et hiB)=G

c. Les droites (BG) et [I:E} sont sécantes en C

Soit k lerapportde h . Les vecteurs 14 et EF ayantle méme sens, k est positif. On
15—

. J= EF | ’ 7l

-1

Donc h est 'homothétie de centre C et de rapport 4.

2. a. Le rapport de f est celui de h c'est-a-dire 4. L'angle de fe:i.t celui de F car r esl

la forme réduite de . Il a donc pour mesure %
b.

rill=A4

riA)=8

riBy=1

donc r(IAB)= ABI = IAB or h(IAB|=EFG donc f(IAB|=EFG
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1, a- b~ apour rapport :If et pour centre C.

Soit C¥ le rapport de la simililude direcle g .

_ mesure dun cité de EFG _ 8 _ 4

= mesure dun coté de [AB 2

h- 'ng est une similitude directe qui a pour rapport 1.
C’est donc un déplacement.

ngB] = EFG daprés I'énoncé.

or h™'(EFG|=IAB donc h~'og|IAB|=IAB
La seule translation qui laisse globalement invariant un triangle est Id, qui est une rotation

(c'est une rotation d'angle nul).
Donc h~'og est une rotation qui laisse globalement invariant le triangle 1AB.
b. Les trois rotations qui laissent glabalement invariant le triangle IAB sont : La rotation de

centre O' et d'angle ETTr c'est-a-dire F.

La rotation de centre O et d'angle —'—13{ c'ast-A-dire r"

L'identité de F
e A '::lgz Ri{od Re lId‘“'r‘r— '} | d'aprés ce qui précéde).

{::'E:';H?R d'ol E=‘hﬂld= h ou g:hﬂr:f{.u §=hﬂr_]=f'
d- f'=hor!
f' a pour rapport 4 et pour angle —j-il.

p f
| @

= @ >
Ze= [miop|m

a. K est le milieu de [IA' : s0n image K' est donc le milieu de |FG! car une similitude directe

conserve le miliey.

b mfﬁ[mj= 3;12111
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E€[FA) donc [FAFG|=[FEFG|

FEG est un triangle dquilatéral de sens indirect.
Donc me.i'|FP.,Fﬁ |= mes|FEFG|= -—.g.

mes[mlz é}[iw] =T+ IT"'TIE#|

me.ri QA QG i= me3| FA.FG I+ T+ 2k

denc les points L1, F, A, G sont cocycliques.

c. On démontre de la méme maniére (voir b) que les points £, F, K et K' sont

cocycliques,

d. Les deux cercles passant respectivement par (), F, A. G et {1 F. K et K' sont séicanty
en {1 et F or, F n'est pas invariant, donc () est le paint d'intersection des deux cercles

différents da F.
50na: f'(=G : f'(A)=E ; f'(B)=F

e s .
Soit Z =@+ récriture complexe associée a _f . Déterminons a et b .

{Ia=ﬂi'-i + b - [11+4I-u"§=ﬂ + b

2 =az,+ b ?=3ﬂ+b.nnﬂbtient
a=—-4-4i3=a=-2-2if3
b=11+4if3-a=b=13+6i3
z‘={—2—21’ﬁ]z+13+6:’ﬁ

i ! . b
6. Le centre {}' d
canire e fra p":'l;:ll" affive TltE
= b 13+sivT _ (13+ i3 ) 3-2iv3)
o g vt YT sy :1L e o

75 = B3
21
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EXERCICE 8
1. Déterminons la nature du quadnlatére AMBM'

La mediatrice de segment [ AB | coupe lecercleen M et Md'ouM et M’ sont symétriques
par rapport a la droite (AB) ou (OB).

Les diagonales du quadrilatére AMBM' se coupent en leur milieu et sont perpendiculaire.
En conclusion - AMBM' &st un losange .

L'angle OMB intercepte la meitié de I'arc du cercle ; d'ol langle OMB est un angle droit.
La droite { AN ) est perpendiculaire & ( OM ) ; le losange AMBM' est tel qua
(AM) i (BM') &t (BM) 7 (AM') .

Or (BM) if (AN) donc la droite ( AM') est perpendiculaire & { OM ).

Les droites (AN) et (AM') perpendiculaires & la méme droite (OM) au point N sont
confondues. Les points N, A et M" sont alignés .

2. Déterminons I'angle de la similitude S
Ona:S(N) = N et S(M) = A dod l'angle de S est [Wm.]

(WG, W8) = (W) = (VO WR) et (NWTR) = - (W5, WE)
Donc I'angle de la similitude est Mes [m_'.ﬁ.:l - -

Limage de la draite { M1 ) est orthogonale & { M ), c
Comme de plus S{M) = A alors , on obtient S(MI) = (08),
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De méme la droite { NA ) est orthogonale & (MA). o —
Comme S(N) = Ndolu S(NA) = (OM).
L'image de M’ par 5 appartient & la fois @ S{NA) et S(IM) ; puisque M’ estin
des droites (NA) et (IM). On obtient done S(M') = Q.
3. Les similitudes directes conservent les barycentres et en particulier les milieux. ¢ omme
S(M) = A ef 5{ M"}=0, l'mage de | milieu de [ MM ] est le milieu de [ AQ) , & savoir r

En déduire que : Mes {H m"} ===

[NI'] est un rayon du cercle passant par les points O, N, A.
Comme (NI) est orthogonale & ( NI' ).
(NI} est tangente au cercle passant par A, N, O de diamétre [ OA |

lersection

EXERCICE 9 : Bac C 2005 Session Normale
1. a) Construction des points G et G;.

G est le barycentre des points pondérés (A ; 1Met(B;:3) = HG = E El

G2 est le barycentre des points pondérés (A ; 1) et (B;-3) = EE = %AE :
Pour la construction, voir figure.

b. Ensemble (') des points M du plan tels que MAZ - SMBZ = 0.

= [M&]" - (3MB[" = 0= WA - SMB|[MA + 3MB) = 0

Or MA-3IMB=-2MG:2 et MA + IMB = 4MG1

Donc, on a ; [-Iﬂ'ﬁz){dﬁl)=ﬂ = -8MGIMG2=0 = MGIMG2=0
Conclusion : I'ensemble () des points M est le cercle de diamétre [G1Ga).

¢. Construction de I'ensemble (E) des points M du plan tels que Mas{m,m—ﬁl = %

L'ensemble (E) des points M du plan tels que MES{M +MB) =< est l'arc AB privé des

bl | =4

points A et B. (voir figure)
2. a. Construction des points C et D,

AB=AC
R L BY=C & || 2,
%ﬁ-_ljil Mes(AB A }_T
n| 4 B)=D & :ﬂi=§'ﬁ:'ﬂ?
'y

Voir figure pour la construction.
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E-C-l'ﬂ*“?"' le rapport de S.

BD =kAC
A)=B et S(C)=D & g
5(A) Mes(AC BD) = 0

2

e

ot ﬁ:%ﬁlﬂ = AB + BD = $ AB $EE=§E“E_E'=_%AE ~BD=1AB
1
AB

1 1
pone k=Hp-=g = k=g
c. Justifions qu'une mesure de l'angle de S est %
8 = Mes(AC , BD) = Mes(AC, AB) + Mes(AB, BD) = Mes(AC, AB) + Mes(—BA , BD)
0 =Mes(AC . AB)+ n+ M:s[ﬁ_A,E_ﬁ]=-E—;+t+ﬂ=% =:-H=%

T

Conclusion : une mesure de 'angle de S est T
3. On note 01 le centre de S.
a. Démontrons que £ appartient a (') et (E) et plagons 1.

B = 1A

]

5(A)=8B =

7 ul - L
Mes(lTA .I1B)= ¥
Or (B): meswa . MB)= 5
Si=M ona: Mes({lA,{IB) = % donc N €(T)

i
() :MAZ-9MB2=0 = MA=3MB = MB= -MA

3
SiM=0}, ona: 0B = %ﬂﬂ donc NeE(Tl)
b. Démontrons que Mes{AC L AD)= = g’"‘l :
Ona: Mes(AC ,AD)=Mes(AC.AB)= Mes(ACT ,AB)= - %

c. Déduisons que les points A, C, D et £ appartiennent & un méme cercle { &).
S(A)=B & Maa{ﬂ_A,ﬂ—Eh%

S(C)=D 4= Mes(IC,0ID)= %

D'oi: 2Mes((1A,NB) = 2Mes(NNC,11D) = 3311
Comme A, C et D sont non alignés alors les points A, C, D et {3 sont cocycliques.
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f=z CHAPITRE VI : CONIQUES ]
FICHE DE COURS
DEFINITION PAR FOYER ET DIRECTION

Soit (D) une droite, F un point n'appartenant pas a (D) et un nombre réel strictement positif. |
On appelle conique, de foyer F, de directrice (D) et d'excentricité &, l'ensemble () des
| points M du plan tels que % =@, ou H eslleprojaté orthogonal de M sur (D).
«+5i e =1, I'ensemble ( [ ) est une parabole

+5i 0< e <1, Nensemble ( " ) est une ellipse

+Si a > 1, l'ensemble { [ ) est une hyperbole,

k| A "l'
] 1{..: ,}-.- Y {hn [ E :.': -3 2 i i i 1 >
Parabola Ellipse ypertiole

EQUATIONS CARTESIENNES REDUITES
Parabole

Soit un repére arthanormé (O, |, J) ol O est le sommet de la parabole (P) de foyer F et de
directrice (D) -

Une équation réduite de |a parabole est y? = 2px avec 0 < p (paramélre) si [ est le
vecteur unitaire de |'axe focal (OF).

Une équation de la directrice (D) est x = — PE

En intervertissant le role des axes de la parabole, I'équation réduite est x*® = 2py

E]ﬂpsu

Soit un repére orthonormeé (O, |, J) ol O est le centre de l'ellipse (E) ; [ est le vecteur |
uritaire de |'axe focal,

4
Une équation canésienne réduite de (E) est % + % =1, avec(ac R, bER] ) Le
point O est le seul cenire de symeétrie de (E).
Les points A{a, 0), A(=a,0),B(0,b)et B0, —b)sont les sommets de 'ellipse.
La demi distance focale ¢ = 4Ja?- b* si b< a
| ¥
Les équations des directrices (D ): x = i-{:- ot (OF): x = =8,

c
Les foyers Fic, 0) et F ' (= ¢, 0).

Remarque
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ﬁ
Si la demi distance focale estc = /b —a® avec b > a alors les coordonnées des foyers
sonl: F{O.c) et F(D —-¢)

Hﬂmrbnlu o

Soit un repére orthonormé (O, |, J) ol O est le centre de Ihyperbole (H) ; ]
Une éguation cartésienne de '"hyperbole (H) est - "ﬂ—:, - % = 1avec (a e R,,b € R}).

Le point O est le seul cenire de symétrie de (H).

Les points A (a, 0) et A' (- a, 0) sont les sommets de I'hyperbole (H).
L'axe (O, I) est I'axe transverse de (H).

La demi-distance focalac= +Ja?*+ h?

(H) admet deux asymplotes d'équations respectives y = % X ety =~ b,
a

L'équation cartésienne de |"hyperbole est aussi de la forme : - z—: + E";—t = 1
L'axe transverse (focal), dans ce cas, est (O, J).
Les foyers F(c,0) et F{-c,0)

Remarque _
2
L'hyperbole déquation % - -":—1 =1 est limage de I'nyperbole d'égquation
—r—=+-1'i-‘| r la symétrie orthogonale d° | iére bi ' =
7 ' pa ¥ orthogonale d'axe la premiére bissectrice (y = x)

Sia = b alors les asymptotes de I'hyperbole sont orthogonales.

On dit, dans ce cas, que I'hyperbole est équilatéra.

Sl I'hyperbole (H) a pour asymptoles les droites (0,1 et (O, ¢ ) dans le repére (O, @i, 7)
alors (H) a une équation de la forme : XY =k o0 ke R

Définition bifocale de l'ellipse et de I'hyperbole

Soit F et F' deux points distincts tels que FF' =2c et a un nombre réel.

Sl a>c alors l'ensemble des points M du plan tels que MF + MF' = 2a est 'ellipse de
foyers F et F' dont la distance des sommets de l'axe focal est 2a

FF' est appelée distance focale,

5i 0 < a < ¢ alors I'ensemble des points M du plan tels que | MF — MF| = 2a est Ihyperbale

de foyers F et F' dont la distance des sommels est 2a.

_Equation de la tangente en un point de I'ellipse et de I'hyperbole
Soit l'ellipse d'équation R 1.

a* b*

L'équation de la tangente en un point Mg (xo, ya) de l'ellipse est de la forme
XX L WY - 4
a '

. 2 2
Soit Fhyperbole d'équation :;'-"'-1- - -g.— = 1.
L'équation de la tangente en un point Mo(xs, ya) de l'hyperbole est de la forme
0 _ Mo 44
at i
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EXERCICES CORRIGES

EXERCICE 1
| Soit. dans be plan muni d'un repére orthenomé (O, i, j), les courbes (H) et (E). ensembles

des points M dont les coordonnées (x, y) vérifient :

(H) - 4x?-9y?+ Bx+54y—113=0 et (E): 16x? + Oy? + I2x - 54y - 47 =0

1 Déterminer les équations réduites de (H) et de (E).

3 Reconnaitre les courbes (H) et (E) ; puis déterminer leurs axes de symétrie el leurs

foyers.
EXERCICE 2 : Bac C 1994 Session de remplacement
Le plan complexe est rapporté & un repére orthonarme (ﬂ, i, 'i-i'"].

On prendra 4 cm pour unité, |
1. Soit (H) l'ensemble des points du plan dont les coordonnées vérifient

x2-y24+x=0.
a. Déterminer la nature de (H).

Préciser ses éléments de symétrie et asympltotes éventuelles
b. Représenter graphiguement (H)

¥
2 A tout point M d'affixe Z différente de 0 et de — 1 on associe le point M d'affixe 2 telle

r 2
qua; £ = o
2T £
a. Déterminer et construire I'ensemble des points M d'affixe z tel que 2 soit un réel.
i

b. Déterminer et construire lensemble des points M d'affixe Z tel que Z soit imaginaire

pur _
EXERCICE 3 : Bac E 1998 Session normale

Le plan P est rapporté au repére orthonorme direct (O TH X
On considére 'ensemble (E) des points M de coordonnées ( x , y ) vérifiant I'équation :

() 25(x%+y?)=@Ex—16) |

1. En interprétant géométriquement I'équation (1), démontrer que (E) est une ellipse de |

. 1
foyer O et de directrice associée la droite (A | d'équation X = -

Dans toute la suite de l'exercice, M désigne un point de (E) et l'? une détermination de

l'angle de vecteur T;ijﬁ.f']
2. a. Déduire de 'équation (1) une relation entre OM et 'abscisse x de M.
b. Démontrer que : o 4 16

~ Bt 3cosl
.
22

La droite (OM) coupe (& )en | et recoupe (E) en un point M ", _ |
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[ a. Démontrer que __ 1 1 estune constante indépendante de M.
oM

oM
b. Démontrer que : 1 — L. i
: oM oM Of

EXERCICE 4
On considére I'ensemble (E) des points M du plan dont les coordonnées (x, y) dans le |

repére orthonormé {0, u, :‘;satisfunt& la relation : 3';—6 moxY.2xi+ 1,

1. Démontrer que (E) est la réunion de deux conigues.
2. On dessinera ces coniques aprés avoir déterming leurs axes, leurs sommets, leurs
foyers et les asymplotes eventuelles

EXERCICE 5

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 1, )

On considére la droite (D) d'équation x = 1 et le point F (3 ; 0).

Soit H le projeté orthogonal de M{x ; y) sur (D).

1. Déterminer une équation cariésienne de 'ensemble (E) des points M tels que
MF = J3 MH

2. Déterminer la nature de l'emsemble (E), puis ses sommets et l'éguation de ses
asymplotes.

EXERCICE 6

Dans le plan muni du repére arthonormé (O, i, |) (unité 2em).
On considére I'ensemble (F=) des points M{x ; y) tels que :
2mx? =Bmx=(m=1)y?+12m-2=0 avec me R

1. Determiner, suivant les valeurs de m, |a nature de (Fw)

2. Déterminer les valeurs de m pour lesquelles (F.) est
a. un cercle

b. une hyperbole équilatére.

3. Tracer (Fm) pour m = l] et pour m = —1

EXERCICE 7 : Bac C 1998 Session de remplacement
Dans le plan muni d'un repédre orthonormeé [D,F, ir'} d'unité graphique 2 cm, on
considére l'ensemble (E) des points M d'affixe z telle que :
. . ,
|..E - 1|_ 3‘_|.z' — FF - 2{i - 1}||
On appelle (D) la droite d'équation : x -y +2 = 0

1. Soit I rapplication du plan dans lui-méme qui & tout point M d'affixe 2 associe le pont
M d'affixe z' telle que: >+ _ %_(;,_r + 5 XY+ =1

(Onpourraposer Z=X+fy el 2'= x"+jy' x,y,x"' et y' sont des réels)

a. Démontrer que I'ensemble des points M du plan tels que FUM )= M estiadrote
(D).

{hﬁ?&mnntrar que pour lout point M du plan, les coordonnées de M vérifient I'équation dé
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e Démontrer que le vecteur MAf" est normal 4 la drote (D), puis caractériser

geometnguement |'application f :
3 On se propose de détermineér 'ensemble (E) défini au début de lNexercice.

a.Démontrer que : Z — 2 ' = % Z — f?—ﬁ{f—"l]
b. En déduire que (E) est une ellipse de foyer F d'affixe 1, de directrice associée (D) et
d'exceniricité %_ _ préciser son axe focal {.r‘l"u.}_

c. Verifier que les points A et A’ d'affixes respectives %.[1 + /) et %{5 —3/) sont les

sommets de (E) situés sur |'axe focal,

1 a. Construire la droite (D), I'axe focal () | les points A, A’ et F.

b. Déterminer géométriguement les autres sommels de (E).

c. Construire (E).

EXERCICE 8 : Bac C 1996 Session de remplacement

Le plan est rapporté & un repére orthonorme direct {{?;}';?}.

L'unité choisie est le centimétre.

PARTIE A

|1. Soit (h ) Ia conique d'équation : 3* —x° = 16 dans le repére (O:7: 1)

Ouelle est la nature de (h ) ?

On note A le sommet de (h ) d'ordonnée positive. Tracer (A ).

2 Onpose: Z=X+i¥, Z'=X+i', Z"=x"+iy" o X, X" X" y, y'.y" sont

des réels.
Soit R l'application du plan qui & tout point M d'affixe Z associe le point M d'affixe z'

définie par : EIZE 1—7)z

Démontrer que R est une rotation dont on précisera le centre et l'angle.
3. Soit'S 'application du plan qui a tout point M d"affixe £ associe le point M" d'affixe z*

] |'§ e
définie par : £ Z%{—1+1H.
a. Démontrer que l'ensemble des points invariants par 5 est la droite (D) d'équation :
y=H2+1)x.
b. Démontrer que &5 = K © S[ﬂ” ou J est le point de couple de coordonnées (0 ; 1).

¢. Déduire de ce qui précéde la nature de 5
4. a. Vearifier gue : R{A) = 5(A). On notera A" ce point.
b. Démontrer que (D) coupe (h ) en deux points E et F
5. a. Démontrer que les coordonnées de M, M', M" vérifient :

.t"_].-*': x...y-.:%l:yi —IEJ
b. En déduire que (h ) a la méme image par R et 5. on appelle () cette image.
Donner la nature et une équation de () dans le repére (O;/7; /).

—
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'E-. a. Explquer pourguoi E et F appartiennent & (). -
b. Construire sur la méme figure (f), les points A et A’, |a droite (D) et la courbe (7).
PARTIE B
1. On note (h") l'ensemble des points de (h ) d'ordonnées pasitives.
a. Démontrer que (h*) est une courbe représentative de la fonction
f:x = V%* + 16 dans le repére (O7: /).
b. Soit N un point de (h*) d'abscisse x positive.
On note U{ x) Maire de la partie (A, du plan, limitée par la courbe (h*) et les segments
[CA] et [ON].
| Démontrer que, pour tout réel positif ou nul x:
| Ux) = fIVE+T8 dr - 2T

2
On ne cherchera pas a calcwer U{ x )

c. Pour tout réel positfou nul x, onpose : G(x ) =Bin{ X + vx¥+ 16 )
ﬂ:+m‘.

Prouver que U et G ont la méme fonction dérivée sur

Calculer U(0) et G(0).

En déduire que pour tout réel positif ou nul x

uu:+=arn{“”*,'”:|

2. Soit (C) la courbe représentative de U dans le plan muni d’un repére orthonorme {units
1em).On fera un graphique séparé de celul de la partie A.
a. Etudier le sens de variation de la fonction U sur [0; + oc|

b. Calculer le nombre dérivé de U en .

Préciser ['allure de la courbe (C) au veisinage de l'origine.

¢. Tracer la courbe (C) sur I'inlewafle.|ﬂ; & . On construira la tangente a (C) en O.
On prendra :

In2=0,693 ; In[1+42]=0881; In2+5)~1444; In[1+5)=1174

PARTIE C

On appelle (H+) l'ensemble des points de () d'ordonnées positives.

On se donne un point N’ de (}+) d'abscisse x’ telle que - X' > EE

1. Démontrer que le point Ny tel que : N, = R-Y(N') appartient & (H+) et que son
abscisse x est positive,

|12. Soit {4 7 la partie du plan limitée par (H+), les segments [0A"] et [ON].

Démontrer géométriquement que (A1 et (a)jont la méme aire.

EXERCICE 9 : Bac C 19?9 Session de remplacement Rk

Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct (;7; f), on considére le carré direct
OlK.J de cété 1 (I'unité étant le centimétre, on prendra - Ol = 4 )

Soit A un peint quelconque de la droite (1J) distinct de J et soit S la similitude directe de
centre O qui applique J sur A,

PARTIE A

On désigne par I, K' et A’ les images respectives des points |, K, et A par S.
1. Démontrer que le quadrilatére OI'K'A est un carré direct,
2. Construire les points O, |, K, J, I' et K'.

"
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3. Démontrer que les paints A, A" et | sont alignés.

4 Démontrer que - DA™ = A'K"

PARTIE B

Soit a laffixe du point A, ¥ un argument de a et x la partie réelle de a.
1. Déterminer I'affixe de K.

2 Demontrerque - /1@ + 1= X (14 7)
3. En déduire qu'il existe un argument de ia+1 dans Ia paire {E r ET"}

4 Démontrer qun:[IﬂI if:r]E]_ KA KJ

5. En déduire que — ;—r — & st un argument du nombre complexe a=( 1 +i)

PARTIE C
Soit M un point du plan d'affixe z et M' son image d'affixe z° par 5.
1. Démontrerque ' 2 = = /82

2 Ea.ll:.ular en fonction de a les affixes rusp&ctim k' al, a’ des points K" et A',

h En déduire que les vecteurs KK ' et K 'A' sont nrthngmau:

4. Démantrer que |, K, et K' sont alignés et en déduire que K’ est le projeté orthogonal de
A' sur la droite (1K),
5. En déduire une construction da A'.

6. Démontrer que, lorsque A décrit (1)) privée de J, A' appartient & la parabole (1) de
foyer O et da directrice (IK).
PARTIE D

On veut canstruire (I') .

1. Donner l'axe focal et le sommet de (')
2. Démontrer que J appartient & {l_':l i

3. Construire (')
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CORRECTION DES EXERCICES -

EXERCICE 1

1. Détermimnons ' équation réduite de ( H )

(H): 4x*- 9f+ﬂ:+54y-113-ﬂ= dx* +8x - Oy* +54y - 113 = 0
=4(x*+2x) - Hy'-6y)-113 =0
S4(x+1P-1] - 9[(y-3P-9]-113 = g
4(x+1)P-4 -9(y=-37+81 -113 =
o 4(x+1)P -9 (y=-3P -36 =

S O R S

1
9 4
Donc I'équation réduite de ( H ), dans le repere (O, |, J ) est .
“;”‘— H;“T— 1 ou bien dans le repére ( (0, 1, J ) est ‘%_ E— 1.
enposant X =x+1 e ¥Y=y-3:etf-1:3)

Déterminons I"égquation réduite de (E )

(E): 1EH'+Q]|-'+32;H;.543-.4?::]#15{114.2:].'.g{f_ﬁr:l_q?:n
= 16[(x+1P-1]) +9[(y-3)P-9] - =0
= 16(x+1)y -18 + B(y=-3)P -81 - 4T =
=16(x+1)f + 9(y-3) -144 =0
H(H’f"]‘ fy=r 1

9 16
Donc I'équation reduite de ( E ) dans la repére (O,1,J) est (x ;”J + ”;ﬁjr = 1

ou bien dans le repére { (0.1, J ) est ; ; + L 1, en posant
X=x+1 et ¥ =y-3etd(-1;3)
2. ( H ) est I'équation d'une hyperbole de centre ({-1; 3)
La demi distance focaleest: ¢ =3+ 4 = 13
Les coordonnées des fﬂerra dans e repére (O, |, J) sont :
F( 1+ v'_) at F ( n"ﬁ}
3

Les axes de symétries de ( H ) sont les droites d'équations respectives x=—-1et y=13
(E) est I'équation d'une elipse de centre 0 — 1; 3 )

La demi distance focale est: ¢ =16 — 9= 47
Les coordonnées des foyers dans le repére (O, |, J ) sont: F(3 . 1.1'_] et F { tl.:_rj]

Les axes de symetries de ( E ) sont les droites d"équations respectives x = — 1ety =3
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EXERCICE 2 : Bac C 1994 Session de remplacement

) it

1. a. Déterminons la nature de (H).

2
MEM) & X +x = 0 4o x¥+x-y" = 0 & [:%] cq-ly-02=

:-[:ni

fy-0f = []2

!L"Jz

I f

T

Soit [} le point de coordonnées [-%; u] et M le point de coordonnée (X : Y) dans le

R 2
repéra [ii.u,v}.Enpm.antH = X +% el Y=y ona : Me (H) & =

&

donc (H) est une hyperbole équilatére de centre ().
Les dléments de symétries de (H) dans le repére I:'D. L-l.ﬂ sont ;

- le centre de symétrie de (H) est L'.l[— %; EI]

3

- les droites d'équation ¥y = 0 (l'axe focale) et ¥ = —% sont les axes de symétrie de (H).
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Les asymptotes de (H) dans le repére [L‘J.E.;J sant -
La droite (D) d'équation y = x +% et la droite (D) d'équation y = —x — 1

2

b. Voir repére au debut
2. a. I'ensemble des points M lel que z ' est un réel est :
Posonsz = Xx+iy et z'=x'+ iy .Ona:
. 2 g 2 G 2

Feg TR [r:+i'_|r:|'+{1+i].-}ﬂ:+nr. (ehyex) +(Dxy +y B
Q20 ety ] L, 2dteyex)  22xyey)
Y ey ey r Y T e @y ey r ey e xr @yeyp

2(2xy +v)

(x*—y*+x)* + ([2xy +¥)*

z'ER#ImI:I’]aD = = [ & 2ay+y=0

’
& Yi2x+TN=0@y=0ou 2x + 1=0 & y=0 ou It-&i

Donc l'ensemble des points M est I'union des droites d'équation y=0 el xr = - spn'l.'&

des points O (0; 0)etA(-1;0)
b. L'ensemble des points M tel que z' est imaginaire pur est :
i " i 20—y +x ) -0
Z'EIR & Hetz, =0 @« ‘::_1’,:1_!]: +"2w+rli
& - y'4x) = 0 & X*=-y'+x =0
Donc I'ensemble des points M est I'hyperbole (H) privé des points O(0,0) et A{—1,0).

EXERCICE 3 : Bac E 1998 Session normale
1. Pour tout point M du plan de mmdnnnéesl{L_}’]l,

La distance de M a |la droite {ﬁj d'équation x = ? est lx o % |

NI_%'= %t}x 4 E.let la distance OM est égale a 1.||.1l$I -|—,}-’2

. ; 4y 1 it .9
Me(E) @ 25( + y*) = (W' 16 » —F = = & {_I?_ —
3
o 32 oM _ 3
= amar {5:] T ATV

et oo SUIR
(E) est donc 'ellipse de foyer O, d'excentricité 3 et de directrice atsn:m[m.

2. a {:}H=—ér|3x—lﬁl Puisque X < %—"1 ,d'ot 3x=16 <0 donc ﬂM=:l.|:]ﬁ—3I]-
b. x=0M cosé
Donc SOM = 16— 30M cos@ . Parsuite OM = ST%EW'

16 16
=
S+3cos(@+ mw) §5- Icosd

ﬂ-ﬂna:ms[f,ﬂﬁ’] = 6+ met M e(E) D'ol OM " =
i 1 10 5
iom T ow T 8

b) Ona: Ol cosé =§ dot Ol =

16 1 1 & cosh Jcosd _ 1
F o = = JIx = =
Jecond ' OM OM [ 16 i

e —
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EXERCICE 4

1 Meontrons que ( E ) est la reunion de deux coniques :
1 :
ﬂna:{EI::—ﬁ =t -2x+1 @ L ={xr= 1)

15 A
= (= 1¥-LZ =10

16
o (x%-— l}z-{%] = 0
ﬂ{xl— 1—}':!:](.1:1—1+?T=]= 0

:—';.-—-.r"—lr“ +1 = (13— I-FT?;I:I} ou (r=—1+¥J=ﬂ

ﬂrz—zj:l ou ¥+ == 1

i
Oonc { E ) est 1a réunion d'une ellipse d'équation x* + *:— = 1 et

T
dune hyperbole d'équation x* — Y =1

4
2. Courbe de (E) et (H)

r

PELE T "

1}

= iy

i - _'.1. o F- 1]
*{ E ) est une ellipse de centre O (0,0)

Les axes de symétries sont les droites d'équations x = 0 et y=0

Les coordonnées de (E Jsont: A(1,0); A'{-1, 0% B(0, 2 ) et B'(0,-2)
La demi distance focalest c=vda—1 = 3

Les coordonnées des foyers sont : F{0.+3 ) et F{0, —+3)

*{ H ) est une hyperbole de centre O (0,0)

Les axes de symétries sont les droites d'équations x = Det y =0

Les sommets de { H ) sont A{1.0) ot A{—1,0)

La demi distance focal est c=v@ + 1 = +5

Les coordonnées des foyers de ( H | sont: Fi +5, 0) et Fy(— 5, 0)
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Les asymplotes de ( H ) ont pour equations: y = 2x et y = — 2x —

EXERCICE 5
1. Déterminons I'équation cartésienne de ( E ).

: 3 =x e—f 1l=X et f]l =%

Gna.rl'u'l?{u_},} et MH(},_}.)=MH{ 0 :l

Dollona: MF=yiMH & MF? = 3MH?* & (3-xP+(-yF = 3(1-x)
e D=-6x + @ + yr =3 - 6x + 3
e 2x-y-6=10

Donc I'dquation de ( E Jest: 2% - y* - 6 = 0

2. Nature, Sommets et asymplotes de (E )

Ona:-MF =43MH = E: v3 , d'ol l'exceniricité e =3

v3 = 1, donc l'ensemble ( E ) est une hyperbole de foyer F, de directrice (D) af

d'excentricité 3

Ona:2x* -y -6 =0 o 2x¥-y =6 o = ]

Les sommets de I'hyperbole ( E ) ont pour coordonnées Al 3 . 0) et A'{— 43, 0)

Les asymptotes de ( E ) ont pour égquations cartésiennes @ y =2 x ety = - V2 X
EXERCICE 6

1. Déterminons la nature de { Fm )

fercas :Pour m=0,0Ona(Fp)apouréquation: y* - 2 = 0= y=+Z et y= =47
Donc Fo est la reunion de deux droites paralléles d'équations y = V7 et y = =43
2éme cas : Pour m=1.0Ona(F,)a pour édguation : 2x*-8x + 10 = 0

4 =-16. L'equation n'admet pas de solutions. Donc I'ensemble { F1 ) est vide.
démecas:Pour m# 0 et m#1

Ona: 2mx? - Bmx -(m" 1)y* + 12m -2 = 0

e 2m(xK-4x)" (m" 1)y + 12m "2 =0

= 2m[(x" 2y*- 4] -(m" 1)y* + 12m -2 = 0

= 2m(x* 2P -(m*" 1w +dm=2 = 0

Si dm -2 = 0, c'est a dire rn=§ alorsona:(x” 2:|=+lz:,.= =0

L'ensemble ( F: ) estle singleton {G} avec G{2,0)
Sim#-alorsona:2m(x" 2P -(m" 1)y* + 4m" 2 = 0

w
O

. g s g IM(x= 2P  (m" 1yt
METEHH {mf”y LS. —4m+ 2 —4m+2 2
Y~ —py— = ]

im- me1
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Etudions le signe de '“m"—' at ':"'_1'1 sachant que mell:\[ﬂ-:_i_;.‘_.t_}
m = & . _1;!___ %‘_ 1 + =
- dm + 2 + « O . ;
2m .“- H + + +
m-1 : = . . o 4
Wk W SO S
el - @ :

Pour me]-= 0[;(Fm ) estune hyperbole .
Pour me |0; :]—t[. { Fm ) @5t une ellipse .
Pour me %;1[; { Fm ) &5t vide

Pour me]1;+=[;(Fm)est une hyperbole

2. Déterminons la valeur de m lorsque :
a. [ Fm ) 85t un cercle .

1
: 0<m< ]
( Fm ) @8t un cercle si et seulement si : m=:s ou —4m +2 _  —4m +3
zZm - m =1
= 1 o L
m = - ou H'I-l

Pour m =2, on obtient le cercle de centre G 2, 0 ) et de rayon nul

Pour m = i , on obftient le cercle de centre G{ 2, 0 ) et de rayon 1

b. [ Fm ) &5t une hyperbale équilatére.
(me]-=0[u]1 +=]
(F=) &3t une hyperbole équilatére si et seulement si [ -4m +3 _ —4m+3 SmM=-1

&m m=1

=3 2
L'hyperbole équilatére ( F., ) a pour équation cartésienne ;| — {x2) + Y = 1

3 3
3.Tramrr5:[F_:]- et (F.1)
Les asymplotes de | F., ) ont pour équations - y= x—2 et y=—x+2

Les scmmets de ( F.1 ) sont les peints A{ 2, v3 ) et A2, —+3)
Le point G:I,ﬂ-:utlemntreda{FiJ et (F.q)
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:RCICE 7 : Bac C 1998 Session de remplacement
1. a. Pour tout point M du plan,

fFIM)=M = z = %{z+ i)+ - 1
& x4y = (xriysifx-iy) +i-1
e X +iy=(x+y-2) +x+y+2)
x = (x+ y-2) S(x-y+2)=0
& i e {i
:.":EI::I'I'}"'FE} ;{x—y+2}=ﬂ
= x -y + 2 =0 donc I'ensemble des points M
tels que [ [M]=M est la droite (D) d'équation x-y+2 =0
b. Déterminons les coordonnées de M’
fIM)y=M' = z's= i{z+ i)+ i—= 1
&X' *iy = Yxeiyr (x=iy)) +i-1
= X' +iy' = :T{;n:+?_-z:|.+ :Tj{:q+l_|r+2]
1:‘ = x+ y-2)
e r .
y' = ;[I-‘I-}"‘FE}
Donc M'(s(x+y—-2); ;(x+y+2))
Démontrons maintanant que M’ appartient a (D).
Ona: 5{x+y—2)-3{x+y+2)+2=—1-142=0
Ainsi, les coordonnées de M' vérifient 'équation de (D). Donc M' appartient & (D).
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1 1 T
x+y-2 _|=l—x+y-2
c.ﬂna:M;-. M‘?{ ]-;-::I'-::-ﬁ MM'?-{ }
i[:c+}r-|—2} E[x—y+2}
Soit EI: . un vecteur directeur de (D).
MM i = - s(x-y+2)+ 3(x-y+2)= 0Alors MM estnormal 4 la droite(D).
« Caractérisons géomeatriguement f .

f ast donc la projection orthogonale sur la droite (D).
2 a z—z'z%|2:—z—:’i—1i+2l =%‘z—:"z‘-r2[f—l}‘
b. Pour tout point M du plan,
M€ (E) e |z -1|= gl —iz-2(i-1)

b |:.'—E|= %Iz— IT d'aprés 2)a

o MF = %MM’

MFE . |
7 d[M,{ﬂ]' 2

(E) est donc I'ellipse de foyer F, de directrice associée (D) et d'excentricité %
L'axe focal [&] est la perpendiculaire a (D) passant par F.

Une qustion de I:ﬂ] est de la forme : X+ y+c=0 car E(:] vecteur directeur de (D)
est un vecteur normal & |:£".}
!u_ﬁ]F“WFﬂF F‘;] donc 1 +0+c=0 s0it ¢ =-1

Une équation cartésienne de |'l£".] est donc ; X+ y—1=0
€. Vérifions que les points A et A' sont des points d'intersection de |Ifﬂ'|.] et (E).

Alx4y—1= 1.1]. 4{3._3
i+ 3= 1= 0 donc Ae(a); E—2-1= 0 donc Ae(a)
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L pre
z

T oy -
Hig tii(3-3i)- E(E—L}ll%ll-—li]=%|1—{|=—i—
| 3 3. 3 "

- ;E—1]= |2- 2i| = 2= donc A'€(E).

Par conséquent, A et A’ sont les sommets de (E) situés sur l'axe focal [ﬂ] :

3. a. courbe ( voir figure )
b. construction des autres sommets B et B' :

Soit 1 le centre de I'ellipse (E), {ﬂ. }| I'axe non focal de (E).
{1 est le milieu du segment lM’]: B et B sont les points d'intersection de I'axe non focg|
|[ﬂ’]| et du cercle de centre F et de rayon (1A

¢. Voir figure

g v, .
o /i D)

TR

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2017



117

EXERCICE 8 : Bac C 1996 Session de remplacement

Partie A
1. Nature de |la conique (h) z .

. . i
Soit M{x;y)E(h] & y?—x?=16 & ;E ’I'E' =1e L-27=1

danc (h) @st une hyperbole équilatéra.

Le sommet A de (h) a pour coordonnées A [D;d}.

Tracer (h) : (voir figure)

2. Montrons que R est une rotation, puis déterminons les éléments
sarist

ona: 2'="21-iz est de la forme z'=az +b aveca="2(1-i etb=0

.

- le module de a est :ia{z‘-"'g[hn“*:l'ﬂ_f

- 'angle oriente de R
J2
Ccosfd =
a=%2(1-i "y E 6=-7
2N —1-'

- le centre de R :,“=1_la=1_u—a=ﬂ

Donc R est une rotation de centre O et d'angle orienté —;

3.a Ensemble des points invariants par S.
M est un point invariant par 5 < S[M|=M

=I'=2" & X+iym= E|:-1-”][J-:--i3|.-'] = x+iy=§{=—x+ir+i:+y]
. JZ ﬁ 2 . 2
e R o A ek 2“']
‘=—i§1!+%? y—x+"E: "Ey_z"’ﬂﬂx
2+J2
y==p" =( 1442
" T i y=( 1+ 2)x
:|r=.2"'E X y—[1+1"i]x

Donc Pensemble des points invariants par S est la droite (D) d'équation y =| 14+/2)x
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. b Démontrons que S=RoS .

= Déter minons I"écriture complexe de S=Ro S[BJ]
]

- |"écriture complexe de R est z ET{'I—I}:

- I"éeriture complexe de E{DJ] st 2'= -2

- I'écriture complexe de R“S{EJ] es! R"Efmj =FI[${GJ]‘=FI[-EI

!, A
z H"E[m} =-(1-)z

Dene I"écriture complexe de R"E{m] esl :'=--J2—E|[1—I]E=z'=§rl-1+iji

On constacte qml'iuﬂwamhplﬂemsaﬂmaaimlmdnnus{m] done 5=E°E{m]
c. Nature de S,

L"application S est la composée de deux isometries, donc elle est une isométrie,
mmaﬂmhdmﬂlmcmwammmmiﬂsinwhﬂﬂ.

S est donc la symétrie orthogonale d*axe (D).
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4. a. Vérifions que R(A) = S(A).
HE"'}="'"='IA" = %I{‘l—i}llﬂl = if'—l:l'l—i][ﬂ-i]=§[4|+"-}h2ﬂ+ IJE-

EA' — 22+ 22
SA)=A' & Z,. =%[—Hi}a="—f-{—~1+i]{—di}=¥{ﬁ+4]
Ty =22 + 52

Donc R{A) = S(A) = A’ avec A'[Eﬂ : Euﬁjl

b. Points d'intersection de (D) et (h)

y-x=16 I[I]I

¥ "'|:I+ d'_}.t

Remplagons dans (1) I'équation {2].

y?-x? =186 #[{1+ E]x]?—ﬂ:mm{wﬂ]’xi- x? =16

Me(D)n{h)es

HJ(1+~E]:-1 u?:iﬁﬁ{1+2~f’§+z—1}|:==1ﬁ

42
2__ A2 b
[2+2J§}= 47 o xi= —

4 4

I'équation (2) donna:

- 4 o B 4[1+
Pour x= YE nna.y_[1+~.-'§}|.t- TN,
g A1+42)
32-#2 321-232
4 ot 41442
Pour ;r:-:-m una.r_(1+-.|"f:|x_ o
Donc F|- - SR 4{1+ﬂ}

V24202 J2+242

En conclusion: [D) coupe (h) en deux points E &t F,
3. a. Démonirons que les coordonnédes de M, M' et M* vérifient x'

Déterminons d'abord l'expression analytique de R,

Y= ::"lr'-:-:h"-x"]

na: M = RiM) = 2 = *"{-1”}: = X +iy —Et-1+i1¢!**r1

= X+ ly' -—|:;|||;+1|Ij +—[jl' x )i
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x'= E;E—[H +Y) . .
donc r est I'expression analytique de R.
y'=-5(y-¥x)

Ona: !'.f'=§[!+ﬂx§[?u}t]= %[h’ +Y][?—I]=%[:y—ﬁ+yi_x?

Donc [x'y'= %{y“ =x*[ ()

- Expression analytique de S.

SM)=M" < 1"=i;2_{—1+'t}i PES x'+iy"=i2r_2—[—1+i}|[ﬂ—ilu"}l

& X'+ i}f"z%[—rxﬁy +ix +']|']

& x"+i'_n',r"="'§_ y—x}+§|{x+y}i
-.'ll "Ir_ —H
—2—[
donc B est 'expression analytique de S.
Y —T[“H’]
ona: x'y"__(n_.r X). 5 [x+;-,r]_ (y= I][:+y]_§lxy X< +y<—xy
dﬂr":- I". S 2[.‘!’ xi‘ {2}

les relations (1) et (2) donnent x'y'=x"y E[y“ 13‘

b- Déterminons I'image de (h) par Ret S
- Par R: soit R(h)

X y'=%{y2—xﬂ et(h):yi—x2=16=y2=16+x2

d'ol :-r.*.‘_l.r':%[y"- -xﬂﬁ :'.y'=%‘15+x2 —:-:2]# Xy'=8=y=5
- Par S: soit S(h) -

x"y"= [y*u?] et (h):y2-x2=16 = y2=16+x?

d.ﬂE.II" “—}-[151‘1: IE]‘:' II.}":E - lyﬂ:iﬂ‘
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E‘l conclusion: S(h) et R(h) ont la méme équation xy =8 ou y =

¢'est I'éguation d'une hyperbole rapportée a ses asymptotes.
On en déduit gue (h) a méme image par R et S qui est I'hyperbole

d'équation y = %
6. Vérifions que E et F appartiennent a ( 3()

On a: E|—pmn o ] E|- g 1292 + 2
; z == g
"N Er2E i 2+272
4 41442 ' 4 l
Ona: F|- ; = F|- :—Em
B R 2202
EcMere=y © Yem—g—
24272
@ ye =22+ 242
Donc E appartient a( %)
% _ 8 - 8 5
FE(X) oy =—saYy= T— @ Ve=-2 24+242

Xe -
254272

Donc F appartient a | )

b-Tracerde (h), (D) et ( % ). { voir figure ci-dessus )

PARTIE B
1. a. Soit M un point du plan de coordonnées (x; y)

- S 2 _ oyl
Ona: Me(h')es MEl:h}-Hr o _15-&[!" =x"+186

=/ %% =
y >0 y>0 y>0 e y=+x*+16 car y>0.

Done la courbe représentative de la run::tiun{h*J est y =+/x* +186.
b. Une égquation de la droite (ON) est de |a forme z = at.

Puisque N a pour coordonnées [:-:;Jx’ +1E]afms z=" “E:wt

Ulx) est I'aire de la partie limitée par (h*) et les segments [OA|et/ON|
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X X X
ﬁl.q:}=fn[fu}———~““2:mt dt= [ (1) ut-fﬂ—‘”‘i:”"‘ml

0

X .
Y T RS
0 0

X W
= [ J¥+16 dt—““i;f"i ‘%PL
0

x
u{x}=JrnJ1=+15 dt - 4“1“5[,}:?]

X

5
U{x}=fﬂJt=+1ﬁ dt - Xax 318

c. Dérivée de G et U.

G(x)=Bin|x + ¥ +16|

2%
F: ' 1+-
G(x) = alx+ : +1E] = B._@ g X +16+x
X+%? +16 X+ %% +16 1,|'IE_|_1E”;+.|&E _,_15]
G'[I]: — 8
Jx2 +16

X
U= [ 416 dt- "*‘“IEHE

0
el T rae | +18] _ = 2x
U'(x)=+x*+16 5 = Jx¥ +16 2-..':-: +16 +2—me

_ ey i1 X | e 1 +16+x
-,;'1: +16 E-,;'J-: +1E+m - -.I|1: +16 3 -J';E+1E

2 2 2 —x? -
U’{:]=JF+T12"+1E - X18 _ x+16-x 8

N rer i JZ+16 N +16
B
U(x) =
(x) x2 +16

donc Vxe[B+od, GIX) = U(X) =t

1:3+1E
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- Calculons W(0) et G(0).
A 0

U{x}=Jr Jt2 +16 m_[x_ﬂ;ﬂﬁ] = u{n]=f mdt_[ﬂdﬁ;;ﬁ
1 0

. G(x)=8ln[x+{x7+16|
G[0)=8in[0+0*+16| = [G[0]=8in4

» U'(x)=G'(x) donc U(x)=G(x]+C

car ce sont les primitives d'une méme fonction sur |0;+oq|.
vx € [0 4+0c| U(X)=G(x)+ € = € = U(x]-G(x)
g = U[ﬂ]-G[ﬂ]—-* 0-8Ind4 donc [c = -8Ind
Autotal, U(x) = G[x|+ C

Ulx) =Eln[x+a..":-ci +1El—ﬂln4 =8
(HM]]
4

Inl:n'.+ X2 +1E‘ -hnd{

donc |[Wx) = Bin

2.2 Sens de variation de U(x).
8

Ona:Ux) =

(x) Jxﬂ +16
¥x€|0i+oq|, U'(x)> 0 donc U est strictement croissante sur [0;-+od|.
b. U'0) = Fﬂﬁ =% = [U'(0)=2{ Donc (C) admet une demi-tangente
au point d'abscisse O de coefficient directeur 2.
C. courbe (C). ( voir figure).

mepleeyl gyl Bosgelpreeiennalupnolomenbimanndonsmtmms sdus s nt s s s e dannns
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—

PARTIE C
1. Démontrons que N, appartient a (h*)

Soit N,(x.y,) et N'(x"y’]

N, = H-‘{H'} o H{H}— N'&esz, = 20_j

, = 1= IH—T' |:1 ']IH.,
V2 |

= {x +r1.r} -2-[1 |}|::..: +-,r,]# X'+iy' = T{x,+iy,~lx,+y1]
. V2 i o
X = X, -+ X, = Xx-=Y
Nl TIPS s
y'= Sy ¥y ="5(x"+Y
Puisque N' appartient & ( 30 ), alors y ' est positif . D'ol [I;fzzf

= ¥ =¥{x’+ y') donc y =2 0O
N: appartient donc & (h. ).

Montrons que X1 esl positive.

Ona xy = ";—i{:* = ¥ ) Or Ni €(3), deéquation y =
Dol x= 2(x'~ ¥)

x =2(x- 3)

" :i‘{:"; 8 %uudﬁf’:um e %x{x‘—zﬁﬁ:'*lﬁj

Ona : x 22vZ donc x 2 O.L'abscisse x estdonc positive.

2. ( 9. ) est l'image de ( h ) par la rotation R ; d'od ( A") est I'mage de ( A ) par lisométrie
R, qui est une rotation.

Or les isométries conservent les aires, donc (A ) et (A" ) ont la méme aire .

= | e

) & x =

EXERCICE 9 : Bac C 1999 Session de remplacement
PARTIE A
1. Une similitude directe conserve le rapport des distances et 'angle orienté.

Far suite 'image du carmé OIKJ par S est le carré OI'K'A

2. Conslruction des points O, |, J, K, I', K' {voir figure)

3. Les points |, J et A sont alignés.

Donc leurs images'I', A’ et A sont alignés car une similitude directe conserve l'alignement
de points.
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A LA

OA' A'K'
La similitude directe conserve le rapport des distances. Donc : oA = AR
Démontrer que (24'= A'K "' revient & démontrer que 04 = AKX
La droite (1J) est un axe de symeétrie du carré QIKJ. C'est |a médiaftrice du segment

|.|5I'jt_" | Le point A appartient a la droite (IJ) donc 04 = AK .

Par conséguent, O04'= A'K".
PARTIE B
1. K a pour couple de coordonnées (1 1) donc I'affixe z de K est H‘I_

2. Soit {L}’] le couple de coordonnées de A dans le repére (O, 1, J).
x — | ] ; Jl'-j' -1 l

¥ 1 |

€ (1) ¢ det[IA,1T|= 0

S x=1+y=0
= y=l-x

— e

TA

a=x+iy=x+i(l- x|

ia+l=ix=(1=x)+1=x(1-x)
3. Un argument de | +i est E.-Un argument du réel non nul X est0 ou + 7 selon

lesignede X (x=0car 4= J);
3

par suite un argument de X(14+17) est T Fy ou 5” c'est-a-dire -a- ou — 7
car arg[r{1+:}l_ arg x + arg(l + i)+ m:m eZ.

Done il existe un argument de ia+1 dans Ia paire I%,—%—rl
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4, Cannl-:ltmm la syméltria orthogonale § d'axe (IJ).

4T
SHJ' )

=
K

0
J |d
A A

ona: [0T O4|= ~[KT KA|=[KA, KJ]

Car une symétrie orthogonale transforme un angle orienté en son opposé.

=

5. Le vecteur-image du complexe a — (1 + ;']| est KA : car 2 =22

[m,mez}:'mm [mrﬁ;f_x"

1—-—-—

=[JKKT |+ Jﬁiﬁl ()~ [’EEE‘I] (7)- [—ﬁ
= (7)-|07,04)- [W] mm—[m,m]
nﬂm =N+E-Ck{2ﬂ]=3§—ﬂ[2ﬂl=—i—ﬂiﬂ]

Done —%— cx st un argument du nombre complexe g — [] +1 ]

PARTIE C

1. 5(0)=0 e S(J)=A

L'écriture complexe de Sest: z'=tz + p ol te
0=0+p i p=ﬂl

a=1(i)+ p ==

2 K'=S5(K) © k'=—laf1+i)

A'= 5(A) & a' = —ia®

3. a. s

u=k*—uﬂ‘]:—.'a[l+f]—[|+J]=|1+f][—:'a—l]

=—[l+:’][iﬂ+'|]

Ona: Done 2' =—i&
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arg{H]E%+ﬂ+%[2ﬂi [arg{u}ETII?r|

low lou

arg(u) EE'l'ﬂ'—%TIEEWI arg(u) E%F"l

;rg{u}z %ln’l Donc U est un imaginaire pur.
pv=a-k' o v=-ia>+ia(l+i)

o v=—ja(a=(1+())
arg(v)= -%-i!-ﬂ - %- nr[!rr|~_—- -r.-|21rf
Donc V ast un nombre réal.
b. I estun imaginaire purdonc (KK ) L(0l)
v est un réel donc {K'A']H[{H]] donc (KK '}].L{.‘i":{';],

par conséquent les vecteurs KK et K'A' sont orthogonaux.

4. On sait que K| L {ﬂf ]| et que (KK '] L {DIJ
Donc les droites (Kl) et (KK') sont confondues.
Par conséquent, les points K, K' et | sont alignés.

On sait d'aprés 3.a. que les vecteurs KK' et K'A" sont orthogonaux, c'est-a-dire que
les droites (KK ') et [K' A'| sont perpendiculaires en K'.

Danc K' est le projeté orthogonal de A’ sur la droite (KK') ¢'est-a-dire sur la droite (KI).

9. Construction de A’
On sait

- Diaprés A3) que A'E [Af‘]
- D'aprées C.4) que {.4 'K }| 1 [Eﬁ: ]
A’ est donc l'intersection de la droite (Al') et de la perpendiculaire 4 la droite (KK') en K',

6. On sait d'aprés A.4) que OA' = K'A' donc 'E% =1
Cest-a-dire A0} _ 4
T

Donc A’ appartient & la parabole de foyer O et de directrice (IK).
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PARTIE D '
1. L'axe focal de {1"] es! la perpendiculaire a la droite (IK) passant par O c’est-A-dire (o,

Le sommet de la parabole est le milieu du segment [ Ol ]

dlo) _ 1 _
: TLOKD — 1 1 donc JE(T)

(r)
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CHAPITRE VII : LIMITES ET CONTINUITE
DERIVABILITE ET ETUDE DE FONCTIONS

FICHE DE COURS

A- LIMITES ET CONTINUITE
Continuité en un point a

Soit @ un nombre réel et f une fonction définie en a.
f est continue en a < lm] fix) =fMa) ouf estcontinue ena limfix) = lim fix) = fla)

Prolongement par continuité en a

Soit f une fonction non définie en a . It'f: fix) = £ avecrem.

- COn dit que f admet un prolongement par continuité en a.

gix)=1fix),six € D,
Ce prolongement est la fonction g définie par ga) = ¢

symptote verticale B

La droite d'équation x = a est une asymptote verticale & la courbe de f si et seulement si
lim fix )=+ ou lim fix)=-moou lim fix)=+o ou lim fix)=-w

X =81 N = Lt | K =pd

Asymptote horizontale
La droite d'équation y = b esl une asymplole harizontale a la courbe de f si et seulement

m fix) =bou lm fix) =b

=T K i

Asymptote oblique )

La droite d'équation y = ax + b est une asymptote oblique a la courbe de f en
+ oo [ respectivement en - =& ) 51 et seulement s1 lim [ff::] -{ax + b ]n] = ()

PR 8

(respectivement lim [fix)-(ax+b)]=0)

Branche parabolique de direction (OI)

La courbe de f admet une branche parabolique de direction (O1) si et seulement si
fix) fix)

lim ——= =0 ou lim — =
N = & e |

Branche parabolique de direction (OJ)

La courbe de 1 admet une branche parabolique de direction (QJ) si et seulement si
fix) fix) fix) _ fix)

lim =— =+m;0u lim - =-w:0u lim —— =-w;0u lim — =+

L=sdm X =k X a—#tm X =X b i
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B- DERIVATION <
Soit f une fonclion définie sur un intervalle cuver contenant a.

On dit que f est dérivable en a si le taux de variation % admet une limite finie quand
x lend vers a.
Cefte limite est appelée le nombre dérivé qh fen a et est notée f'(a).
. f{x)- (a) . fx)-fa) .  fix)-fa
Ou bien fest dérivable ana < lim ——4—— = Jim ———2 = jim 2X1-18)
L k-2 Y X-2 =M k-a

Equation de la tangente au point d’abscisse a

La tangenta a la courbe représentative de f au point d'abscisse a, a pour équation :
y = 17(a)ix - a) + f{a)

« Sif'(a) = 0 alors la courbe de f admet au point a une tangente horizontale.

*S5if,(a) = 1a) alors f n'est pas dérivable en a, mais la courbe de { admet au point
d'abscisse a deux (2) demi- tangentes.
Le point A (a, f(a)) est un paint anguleux.
\ XFia 5 - ila
g 7" X = K-8 alors la courbe de f admet une

tangente verticale au point d'abscisse a.

C- BIJECTION -

» f est continue et strictement monotone sur un intervalle |, alors f réalise une bijection de |
sur f {1).

La fonction f et sa bijection réciproque [ I ont le rnérné sens de variation.

* f est une fonction continue el strictement monotone sur un intervalle [a, b).

Si fia) et f (b) sont de signes contraires alors I'équation f{x)= 0 admet une solution unique
dans | a; b |

* f est continue et strictement monotone sur un intervalle |, alors pour toul m « 1),

I'équation f{x) = m admet une solution unique .

1 ]

* Le nombre dérive de {*'en a est {F-I}{le flif'liﬂ” X f (a)

*Lacourbe de fetde ' sont symétriques par rapport & la premiére bissectrice (une
équation est y = x) dans un repére orthonormé.
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D- POSITIONS RELATIVE DE DEUX COURBES

Soit f et g deux fonclions numériques, el K un sous-ensemble de D, ~ D,.

Pour étudier les positions relatives des deux courbas de fat g sur K, on calcule
fix) = gix) . puis on étudie son signe.

|« wx & K. 5if(x)-g{x)< 0 alors (C, ) estendessousde (C, )

« wr e K, 5if{x)-gix)>0alors (C,) est au dessus de (C )

. Wx=ae€ K, sif(x)-g(x)=0alors (C,)e(C,) se coupent au point A (a ; f(a))

- AXE DE SYMETRIE ET CENTRE DE SYMETRIE

Dans un repére orthogonal, la droite d'équation x = a st un axe de symeéfrie pour la courbe
def sietseulementsi a=x D, ;a+x « D, et fa-x)=f(a+x)

| oubien 2a-xe D, et f(2a-x)=1(x)

ou bien |a fonction g (x) = f (a + x) est une fonction paire .

Dans un repére orthogonal, le point A (a, b) est un centre de symétrie pour la courbe de f
sl gt seulementsi:a-x <D, ;a+x e D et fla-x)+f(a+x)=2b

oublen 2a-x e« D, ot f(2a-x) +f(x)=2b

ou bien la fonction g{x) =f{a+ x) — b estune fonction impaire.

F- PARITE ET PERIODICITE

+ f est paire si et seulement si vxe D, -x€D, & f{— x) = f(x)

La courbe de f admet I'axe des ordonnées (OJ) comme axe de symélrie.

- { est impaire si et seulement si vx ¢ D,:-xeDy al (= x) = — f(x).

La courbe de f admet I'origine O(0; 0) du repére (O, |, J) comme centre de symetrie.

« T est un réel strictement positif ;
{ est périodigue de période T si et seulement si pour tout xde D, f{(x+ T) = f(x)
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EXERCICES CORRIGES

EXERCICE 1 i
Partie A. On considére la fonction g définie sur R par - g(x) = 4x7 - 9x2 + Gx + 1
1. a. Calculer les limites de g aux bornes de son ensemble de définition,

b. Etudier le sens de varialion de g ; puis dresser son tableau de variation.

2. a. Demontrer que I'equation g{x) = 0 admet une solution a.
b. Vériher que :ae]-1; 0]
3. Démontrerque : ¥ xe]— = af,gix)<0et v xe]a; +=[, g(x) >0

Wxelm I, ) =2x 7 -x- =
Partia B. Soit la fonction f définie par : x-1

vxe |t [, fix)=x- B

o
[l:.‘l } et (C,) sont respectivement les courbes représentative de fsur oo I [ etsur |1, ¢ x|
dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, |, J). Unité 2 cm

1. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition,
glx)
(x =1

2. a. Démontrer que pour toutréel x (vxe] — = 1[,f'(x) =
puis étudier le sens de variation de f sur J-«l] .

b. Etudier le sens de variation de f sur | 1;+=|

c. Dresser le tableau de vanation de f.

J. a. Démontrer que la droite (A) d'éguation y = x est une asymptote a (C.) en+ =

b. Etludier |a position relative de (C, | par rapporta ( A ).

4, Calculer lim fix) . puis interpréter graphiguement le résultat.
e e

5. Déterminer les coordonnees des points d'intersection :

a.de (C,) avec |'axe des ordonneées.

b. de (C,) avec I'axe des abscisses.

6. Représenter |a courbe (C,) dans |e repére (O, |, J). (Prendre a = = 0.1)
7. Soit h la restriction de f & l'intervalle ] I; + of.

a. Justifier que h est une bijection de | 1; + = sur R

b. Dresser le tableau de variation de h et celui de sa bijection réciproque h .
c-ﬂah:ular[h"] (0. .

d. Représenter |a courbe (C, ., | dans le méme repére (O, I, J).
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EXERCICE 2
egil la fonction g définie par : gix) = m et (C,) sa courbe représentative dans le
plan du repére orthonormé (O, |, J).

1. Ecrire g sans le symbole de la valeur absolue.

2 a. Etudier la dérivabilité de g en 1 &t 5.

b. La courbe (C | admet - elle des langentes en ces paints 1 et 57

3, Etudier le sens de variation de g. ;
4. Démontrer que la droite x = 3 est un axe de symétrie de la courbe (C, ).

5. Dresser le tableau de vanation de g.

§. a. Montrer que la droite (D) d'éguation y = x - 3 et |a droite (A) d'équation

y= - x+ 3 sont des asymptotes a la courbe (C, | respectivement en + « et en - «.

| b. Déterminer las coordonnées des points A et B intersections de {E_} avec ses
| asymptotes. A est le point dont I'abscisse est supérieur a 3.

7. Mantrer que g est une bijection de [1 ; 3] sur un intervalle K a préciser.

8. Tracer (D) ; (4) ; (C,)

EXERCICE 3

|
x-1

On considére la fonction f definie par : fixj= v4-4x+x* +

1. Ecrire f{x) sans le symbole de la racine carrée,
2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de definition.
3. Etudier la dérivabilité de f au point 2.
4, a. Etudier la sens de variation de [,
b. Dresser le tableau de vaniation de f.
| 5. a. Montrer que la droite (D) d'équationy = 2 — x et la droite (D°) d'équation y=x~-2
sont des asymptotes a (C) respectivement en - « et en += |
b. Montrer que les droites (D) et (D') sont sécantes en un point dont on déterminera les
coordonnées.
6. a. Montrer que I'éguation f{x) = 0 admet une solution unique o & 10;:1]
b. Déterminer une valeur approchée par défaut de « & 0,1 prés.
c. Déterminer le signe de f(x) suivant les valeurs de x.
T. a. Montrer que f réalise une bijection de ] 0 ; 1 [ dans un intervalle K & préciser.
b. Dresser le tableau de variation de la bijection reciproque ' defsur J0; 1]
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EXERCICE 4

On désigne par f la fonction définie par fix) =

I f:?u et (C) sa représentation graphique
dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, 1, J)

1. Montrer que f est périodique de période 2=.

2. a. Comparerf(m-x) et f{x).

b. Puis interpréter graphiquement le résultal obtenu.

| c. Justifier le choix de l'intervalle 1 = [- % : -:-]
3. a. Etudier le sens de variation de f sur |

b. Dresser le tableau de variation de f sur |.

4. Tracer la courbe de f sur {-m 3-21 ]

EXERCICE 5 ( Non corrigé ) _

Soit la fonction f définie par :
Ja:X
f:]o: 5[ - m
e
CORN

1. Etudier le sens de variation de f.
2. Dresser le tableau de varation de f

3. Montrer que f est une bijection de ]'1}; % [sur un intervalle K que I'on déterminera.

4. Soit f~! la bijection réciprogue de f.
a. Déterminer ( F~1)'( x )

b. Calculer ( F~*)'( 4 )

5. Tracer la courbe (C) de f

EXERCICE 6 |( Non corrige )
Solt la figure (C) ci-dessous la représentation graphique d'une fenction numérigue continue

et dérivable sur R\ { 1] ; de fonction dérivee 1,
1. Donner les limites aux bormes de D,.

2. Donner f'(0) et F'(2)

3. Déterminer I'équation de la droite (D).
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4. Recopier, puis compléter le tableau suivant :

K

-1

fi=}

1

05 | 15 3
E

5, a. Déterminer graphiguement le signe de f{x) suivant les valeurs de x,
b. Eludier la position relative de (C) par rapport a (D).
6. Etudier le sens de variation de f, puis dresser son tableau de variation.

7. On suppose que  est la fonction définie par . fx)=

nombras récls.

¥
w ou a, b, et ¢ sont des
II

a. Déterminer a, b et ¢ en utilisant les questions pracédentes.
b. Justifier gue la droite (D) est une asymplola & la courbe (C).
¢c. Démontrer que le point A (1 ; 5) esl centre de symeétrie de la courbe (C)

s
es CAE B Edition 2017
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B CORRECTION DES EXERCICES
EXERCICE 1
Partie A
1. Sens de variation de g(x) =4x3 - 9x2 + Gx + 1
D= R

lim gix)= lim (4x' -9x" +6x+1)= IimiHl’}‘-u:l

lim gix)= lim {dx' -9x" +éx+1)= lim (4x'})= +m

e TR ]

Dérivée de g
gix) = 4x3 - 9x? + 6x + 1dol g'(x) = 12x% - 18x + 6 =6{2x - 1)(x-1)

Vi e} =, %[U] 1;+= [, g (x) >0, donc g est strictement croissante sur - = ; l.}[ et
sur ]1; 4= |

Vi el 15 :1[. g'(x) =< 0, donc g est sirictement dé:missantesur]ll 11

* Tableau de variation de g

b = 1 + m

1
-
g(x) s =i Q- Q ¢

2 *w
o / i \ /
i F Sy
2.8.¥xe |- =, i [ . g est continue el strictemeant croissant |
elle réalise une bijection de ]- =, -;-[dans ]=m= ;%[ . or €] - =; E[dﬂnc I'éguation
g(x)=0 admet une solution ae] -= ; f [ an}%; 1[, g est continue et strictement décroissante
Elle réalise une bijection de |§; 1[dans ] 2 :E[; or Og] 2 ; E[. donc I'équation gix) =0
n‘admel pas de solution sur ]%; 1[.

¥xe |1; + = [, g est continue et strictament croissante.

Elle réalise une bijection de |1+« [ dans]2;+=[;or 0¢] 2; += [, donc l'équation g(x)
= 0 n‘admet pas de solution .

En conclusion, L'éguation g{x) =0 admet ne solution unique as] - = | El, [
b. Vérifier que a= ]-1 ;0

v xe |- 1; 0/, g est continue et strictement croissante.

Ona:g{-1)=-18 et g(0)=1 dod g(-1)=g{0)< 0, doncas]~-1,;0]
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3°) Signe de gix)

vxe |- = ; a[, g est continue et strictement croissante ;

orgll-=:a[) =] = gla)[ = ]-=;0[ car g(a)=0;dol g(x)<0
vxe]a;+=[onaja;+=[ =]a %[u]i AU +=]; ﬂ-l'll’.]n',%[_ e
g est continue et croissante , org(Ja;3) =]gla); ()l = 10:9(;) [ d'od gix) > 0
'mzjg‘;l [, on a : g est continue et strictement décroissante ; or =
gt ;1D = la(1)@(3)[=]2;;[ dodglx) > 0 .

vxe ]1; + = [, on a g est continue et croissante.

Org()1:+=[) = ]2:+=[ dod g(x) > 0

Enconclusion: Yxel=al;gx)<0 et ¥xe]a ;+=[ gx) >0

Partie B
1.
lim fix)= lim (2x%-x% - 2 )m -0 Car llm_r{l.':’-:.}= IiIEF-{II’II"*m
¥k = [ =k =T X = T== =
el lim i—= lim . 0
[ pr——y :.:.l e
= 2 2 2
lim fx) = lim|x- — | = lim(x)- lim—=+=x car —— =0 el lmx=+w
. :.1 Tl EELE . | [ x_‘
lim (x)=lim(2x? - x- 2 )= lim({2x*-x)- ilmi—+u:l car ]Lm!_'lk’-x}'ll
il ¥ =&l L | =il 2+l x-
iy |
et lim — =+«
i+l x-]
2 2 =
. |1mf[:q:l—llrr1ir—— = lim (x)- im=—==m car limx=1] et lim — = -®
v+l o | a-+ a=+l X K=+ A~ x-1
2) @ Wxe]-=: 1],
fix) =2x?-x - 2
x=1
b |
F'ix)=4x -1 + 2 _ Mx -9x7+6x+]1 | E(x)
(x-1) (x-1)° (x-1)3
" Sens de variation de ' (x) sur J-w;1]
Signe de f'(x)
X |-= a 1
glx) - O +
(x=1) * *
f'(x) < L) W
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vaxe]-=a [ T'(x) < 0doncfeststrictement décroissante sur]-= a |
vxeja; +=[ f'(x) > 0 doncf eststrictement croissante surja; +=|,

b) Sens de variation de fsur |1+ =

2

W=x-== .

G 2 '{r—l}‘+2
PR=lt e -

wxe |1 + oo [, f'(x) >0, doncfest strictement croissante sur ] +e [, .
c-Tableau de variation dea f

X - @ a 1 + =

f'{x) : - {::i + - +

el e

_ fla) -=
= 2 ==l
Ea—ﬂnaﬂ:x}-y-:-:—_r;—ﬁ
Itm{f{:r.} -¥) = ]]m_:."___ hm—2 = 0 donc la droite (A ) diéquation y = x esl une

I~ am x ] 0= x
asymptote oblique a (Cz ) en + =.
b) Position relative de ( Cz ) par rapport & (A ).

fix)-y = :-%-u = fT]
Vxe]1;+=[,f(x) -y = 0 donc (Cz)estendessousde(A)
IxPax- :
4*) ona: I.1r:r.£':-—}| - lim —2l = lim (2x -1 - —1-—-]---1“:1[ lim 2x = -2 et lim 7 =
el X = K- s s ey
Intarprétations

Ona: limfix) = -« et lim L. «, donc la courbe (C 1) admet une branche parabolique

=l I—k=m Y

de direction I'axe [ OJ )

5") Coordonnées des points dintersections
a) de ( C4) avec 'axe des ordonnées
Ona:f{0) =2 donc le point dintersection est A( 0 ;2 )
b) de ( Cz ) avec axe des abscisses

Ona: fix)= 0 =» I'i]"ﬂ = W-x-2=0 =(x+1}x-2)=0 = x= -1 o x=1
=

Or - 1¢] 1; + = [, donc le point d'intersection de { Cz ) avec l'axe ( Ol jest B{ 2,0)
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6") Courbe de (C1).

) & hestlarestrictionde fa]1; += [

v% e ]1;+=[ hestcontinue et strictement croissante ; elle réalise une bijection de )
1;+=[dansh({]1;+=]) = R

b-Tableau de variation de h

r e

K 1 A

| h(x) | *

h (x) /
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Tableau de variation de h-'
X = + m
(h-1)’ +

h=1{x ) /
1

¢} Calculons (h=1)'(0);Ona: (h')(0) =

|
b b (0]
Caleulons h-(0)
hM{0)=y ohly)=0 <orh(y)=0 <fly) =0douy=2
Calculons h'( 2 )

h(2) =£(2) = 1+

(2-1y
d) Représentation de h-'
vee]l;+=[,(Cn') et (Cn) sont symétriques par rapport & |a premiére
bissectrice y = x. ( voir repére )

dob h(2) = 3 donc  (W')10) = %

EXERCICE 2
1*) Ecrivons g sans le symbole de la valeur absolue

Soit g(x) = .,”Ji‘ - 6% + 5§

X - 1 5 + ot
33 - GX + 5 + q} : [;j +
|x2-6x +5| |x* -6x +5 ﬁ?'x‘*rﬁx-ﬁ ¢x'-ﬁ:+5
vxe J-=;1[U]5;+=[, gix) = Jr-6x+5
vxe J1:5[, g(x) = J-s"+62-5

2") a- Dérivabilité de g en 1
X) - g(1) — x® -h +3 X=5

lim = lim =-o0 car lim(x-5)=-4el
l-_-|-1 N = '| m=al] E'I l—_rl xl’_ ﬁ-": +5 =+l

: i

lirm =+

i Jx’-ﬁ:+5

s =T+ = =

IMM- Iiml—jz !lm {I S:I =+nm|h‘|‘| 'E:.;'ﬁ.ll-*':l
i | E=| K= =t} :I-I-:l"'ﬁ-ﬁ'-j -2l

lim ) -+ ag

:-I|-I _11+“_$

Ona: B2kl Iim%u, donc g n'est pas dérivable en 1

J:"' K] l:rl
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Dérivabilité de gen 5

e glx)=gl3) _
pui I-—

_ i
8]
al-i-" axHehx -5

§ =it

i B —
“-J

a=ad

lim

r=ul

-x? +Hhy -5

-(x-1)

—-I. = 1 - - - L
— uj-_?! m i E-H'::I"I:I! (m=1) 4 et

= +m

|'m:||-=-=—-— =+®
|I_|'- xl_ﬁu I£|

On a Iin;M * Iirr] Lﬁﬁm . donc g n'est pas dérivable en 5
e = i =

r=5

WY Ken i=l =+ carlim(x-1) =4 et
-...I.:I :l-l_h_lrﬁ..""i .-"'i

b - La courbe [ Cy ) admet deux langentes verticales aux points d'abscisses 1 et 5
3°) Sens de variation de g

* Dérivée de g

vae]-=;1[U]5.+=, gixheyri=bx45 = g"(x)=

e |1:5]. glr)=+-x"+6x-5 = g'(x)=

* Sens de variation de g
Yxe]-=;1[U]3;5 .9 (x) < 0 donc g est strictement décroissante sur

J==;1[ etsur ]3; 5]
¥xe]1;3[U]5:+=],g'(x) »0donc g est strictement croissante sur
11:3[ olsur |5;+=].
4%) Demontrer que x =
¥aeR, 3-x e R et 3+x « R

x=3
J:‘-ﬁu +45
-x+]
Jﬁ*+ﬁnd

3 est un axe de symetrie de la courbe ( C )

g3-x)= J3xp-63-x)+5 = Jlx7-4|

B3+ x)= 0+ -603+x)+ 5 = J]x*- 4]
9i 3-x)=g( 3 +x) donc |a droite d'égquation x =3 est un axe de symétrie da (Cy).
") Tableau de variation de g

X

=

1

3

5 + m

9(x)

-

I 4
+*
a(x) \ /
| 0

5

™

&
/
0
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E}Mnntrafqua{n} y=x-3 el [My- -:-lr:!snntdasasymplnleﬂ (Cs)

lim{g(x)=y) = lim x*-6x+5

lim ! 6x+5 +(x-3) =+ =

I—-&=5

'rd

= 0 car
Sl jx‘-ﬁx-ﬁ-‘j +{x-1)

~(%=-3)= lim

donc la droite d'équation (D ) : y =x-3 est une asymptote oblique & (C,)en + =

|1t'r'| tg{.rj-_}']- I|T|1 WX - X «{=%x+3)= lim =

lim x* B +5 Hx+l)=+=

N

= 0, car
ot +5 + (% +3 )

donc la droite (A ) y = - x + 3 est une asymptote oblique & ( Cy ) en -«
b) Coordonnées du point d'intersection avec les asymptotes
Y= Jx-bx+H ety = x-3

Wxae]-=;1[U]5; + = (Cy) et ses asymptotes ne se coupent pas .

vxe]1;5[,ona:y=x"+6x-5=x-3 & 2x' -

n=3-vZ et x, =3+ 2

Or y =

12x + 14 = 0. On obtient :

x=3 donc yu-y2 &t y=432
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En muui::n, las coordonnées des points d'inlnrsa:ljﬁn:a sont

AR+ VD) @ BOIEZ D)

7°) @ Montrons que g est une bijection de [ 1 3 ] sur un intervalle K a précisaer
wee[1.3].9 Hﬁtﬂ:mlil'l.l! et strictement croissante sur[1;3 ].

Elle réalise une bijection de [1;3)dans K =g ([1:3] =[g(1);9(3)] = [0; 2]
EXERCICE 3

1*) Ecrivons f{x) sans le symbole de la racine carree.
Ona: fixj=vd-dx+x? + ﬁ = fix)= J;zj & :I_I.

2y On Dr= R-{1}

lim Ax) = |IH11_!:'|-21"""-'} + car lim [xed] =+ o Iim-L-EI

i . 1]

=w:-et]m1L=ﬂ
r—+em g

K=l

J=FFE

hm fix)= Iut'| |:|3:-1| * —]_ + @ car lim
x-1

I|mﬂx]-= Ilm!|'.r.-.'-.'| +—:|--:l:-ﬂr I|r|'| |1—1| =]el IlmL:: - @
: X= Ll o |

Iumlh;]- EIITI[l.I' E|+—] + e car tlm |1 =1a III'I'IL =+
x-1 vl y-]

3‘} Dérivabilité de f en 2
Ecrivons f sans le symbole de la racine carréa. On obtient :

Vagl-a: 1[UT1:2[, Ax)=-x+2+——

x-1
Vxe]2: 4+« HfAx)=x-2+ I—I
1—
Ra)-Ry . M ax |
e e e
|
Koedd ——
lim 00 -RD) o gt L w iy 222 00 domc f(2)=20
=] g7 E-&1 [T = X

On remarque que f ;'(2 )=f (2 ) donc{ n'est pas dérivable en 2,
4*) a - Sens de variation de f

* Dérivéa de f
i 1 - (w=1F+1
¥ xe] - 'Iu '1 2 =%+ 3 . i e e — = e e T
]-=;1U] [[ fix)=-x +:; It:r (x) 3 f*(x) el

Vrel-w 1[UN2[ ' (x) < O doncf eststrictement décroissante sur

J—oo1[et]1:2].

¥xe]2 + = A T Dt et | o (-2
| [. Ax)=x-2+ — & '(x) =1 T Fix) s

¥ue] 2+« ' (x) >0 doncfest strictement croissante sur ] 2 ; + =,
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b - Tableau de variation de f

2 s

1
+ oo L ¥ i
f{x) \ \ /
- 1
5Ya-Montronsque (D) :y=2-x et (D'):y= x-2 sontdes asymptotes a (C) en-

o @l Bn + =

F -

f°(x)

lim (f{x)}y)= lim ( x-2 + S -(x-2)) = lim L = Jim l = {
't & T=%=1 H"I I=4=C ¥au r—a=m ¥
lim (fix)-y)= lim (x-2 + s (x=1))= lim i lim o 0
Ehe T = x=] F—hx x.‘l T—Em Y

Conclusion : lim (f{x)}-¥)=0 donc (D) :y = 2 - x est asymptote oblique 8 (C ) en - =.
lim (fx)-¥)=0 donc(D'):y=x-2 estasymptote oblique d (C)en+=.

b. Point dintersectionde (D) et (D)
Ona: y=2-x el y =x-2 dolt 2-x =x-2 donc x =2 et y =0
Le point A (2, 0) est le point d'intersectionde (D Jet (D" ).
6. a - fest continue et strictermeant décroissante sur ] 0 ; 1 [.
Elle réalise une bijectionde |0 ;1[dans K{]0:1[) = R.
Or 0=k, donc l'équation f{ x) = 0 admet une solution unique ae ] 0; 1.
b. Valeur approchée par défautde a a 0.1 prés .
Méthode de balayage :

X 0O |01|02)|03 |04 |05)|06 |07 |0B]|09 ]| 1

fi{x) + * + * - . ’ _ & . ”
donc I;E].ﬂ-ﬁ:ﬂ-ﬂ- [
c. Signe de f
Onobtient donc: Vxe]-= a[U]1;+=ffi(x) > 0
Vxela;1[.f(x) < 0
7. a. f est continue et strictement décroissante sur 0 ; 1[.
Donc elle réalise une bijection de ] 0; 1[dans K=f{]0;1[) =]-=;1[.
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h - Tableau de variationde f-" de f

X - = 1
(F-7) (%) -

-1(x) \

8. Courbe de (C }-.-{ D) et (D)
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EXERCICE 4
_ _ 2 sin{x)
Soit 1a fonction fix) 1% ain(®)

1. Montrons que f est périodique de periode 21 .
On a fix+ix) = —nxt2m SN o gy done f est périodique de période 21

| +sin(x+2x) | +sin(x)
2.a. Comparons f{m-x) et fix)
i sin(a-x) _ sin(x) _ }

1 + sin{m-x) nr sin(x)
b. Onaf(m-x) =f(x) qui est de |a forme f(2a - x) = f(x) donc |a droite d'équation

F 4
¥=7 estunaxe de syméirie de la courbe { C) de f .

Pour obtenir une représentation graphigue de f sur un intervalle de longuaur T, il suffit

d'étudier f sur ] - %; % ] et de prendre le symétrique de la courbe ( C ) par rapport 4 la

by
droite d'équation X = 3

3. a. Sens de varniation de f sur |l

Dérivéa de
x X Sinx COsX
Ve F—i—| fx)= : = f'x) = —
] 2 ] 1+sinx (1+sinx)?
Wxe] - i;,; ~;— ].f'(x) > Odonc feststrictement croissante sur | - %: %]-
b. Tableau de variation de f
. . SINX . g :
lim fix)= lim _ =.0 ¢ar lm sinx =-1 et lim — =+
pagad rset 1 HSINX A st 1HSINX
;1 . 2 . 2 » 2
Y
: sin{ —)
: : S1NX 1
Iml fix) = Im: ]_ = e i 2
-.-l—! -r__|E |+5||"|I I+5I[ﬂ'|:.%} 2
Tableau de vanation de
e *
X 3 = F
f(x) +
- 1
z
fl::[l ”//
= an
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4 Courbedefsur[-mw, 3m/2]
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I CHAPITRE VIII : PRIMITIVES 1

FICHE DE COURS

PRIMITIVE D'UNE FONCTION
Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle K.
On appelle primitive de f sur K toute fonction F dérivable sur K telle que f est la dérivée de
F. Eneffet, s e K, F'(x) = f{x).

—

Propriétés

Soit F une primitive de f sur K.

ve € R, F(x) + ¢ est aussi une primitive de f sur K,

Il existe une primitive de f sur K et une seula qui prend la valeur ya 8n xq avec
yoER et peR

TABLERU DES PRIMITIVES

. 1 K | 1 a
f(x) | a X = T (ax+b)" | o N
Irﬂ =] [3;‘-4,‘5}#*1 -
F
{:} dx r+1 {T“IJHF_] z-"-.‘ll'} ﬂ:ﬂ""“.:l n{'n_l‘]{m+b}nu
1 1
fi{x) — Cos (ax + b) Sin (ax + b)
cos?x sin?x
1 1
Fi{x) Tan x = cotan x = gin {ax+b) - = 0% (ax + b)
J a
Operations et compositions
Fonction f alr "+ Lrun U’E'J"
” g -1
Primitive F al U+ >y (n— 1)U
1 : E Pt i i
Funu:tlnn-l - E U'cosU L'sin U U =(Voll) .
Primitive F 2\]’;’ SinU - CoslU | Vol
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EXERCICES CORRIGES

EXERCICE 1 -

Ddterminer une primitive des fonctions suivantas :

| X
fix)=x? -3x+5; g{x)=(3x+2 )% hix) = 8x( 5x* - 4 ) kx) = PR

X a

HIF: :II'I_: mi{ x) = tanx + ta-njx: dl:.ﬁ]= sin[EJ = xl:l:l&[Sx’- E]
L
2(x) = (x4 1)1 Nx) = m; f) = L8 (a2
-.-:h, + _]

+

-i:_--7|;1+ I }_,: j1 [X) = SinX COSX

mix) =sinx; dix)= costx. sin'x ; z(x) =cos'x

ol ey Sl e

W

EXERCICE 2

A partir des indications ci-dessous, déterminer une primitive des fonctions suivanies :
flx) = cos3xcosSx . g{x) = cosxsinZ2x h{x) = sin2x sindx

k(x) =cosdxcosdx ; dix) = sintdxcosdx ; Z(x) = sinxsin2x

Indication : cosacosb = 1/2[cos(a+b) + cos(a-b)]
sinasnb =1/2[cos(a+b) — cosia-b)]

sinacosb = 1/ 2[sin(a+b) + sinfa-b)])

EXERCICE 3 | Non corrigé )

Soit f la fonction de R vers R définie par f(x) = xinx
1%) Caleuler f'{x) pour tout x € ]0: + oo
2°) En déduire une primitive F de f sur ]0; + o= de la fonction x ~ Inx

EXERCICE 4 ( Non corrigé )

1°} g est la fonction définie sur [ 0; + oo par g(x) = xJ% |

a. Calculer g '(x )

b. Prouver que g est derivable en 0 .

¢. Déduire en une primitive sur [0; + e[ dex ~ x
2%) Utiliser e résultal de |3 question précédenta pour rouver une primitive sur [— i; +ﬂ=[
Ld_ﬂ lafonction x ~ yIx + 4

—
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i CORRECTION DES EXERCICES

EIERCICE 1
D.Etmnmuns une primitive des fonctions suivanies .

fix) =x*-3x +5 = Fl::l'ix -%t +5x +¢

g(x) =(3x+2) :mx}-%[anz}‘ +e

hix) =8x(5x-4)" . Posons U=5x® - 4 d'ol U"=10x
On a h[:}=§|.|'u' done 1-[.[::}:%{ Sxt-d )

2X
(x+1)

¥

COna t:x}=3: Donc K(x)=

k(x) = .Posons U=x* + 1 dol U'= 2x.

+c

x+ 1

ifxl-;r:—_-l-.F'nsans U=x-1dotlU'=1.0na _i:[xj-%
Donc I[:}=Em+c

m{x) = Tanx + Tan’x = m{x) = Tanx( | + Tan®x ).

Posons U = Tanx doad U' = 1 + Tan .

Ona m(x) = U'U; doncMix) = %Tﬂ b

dix) = sin[%] - xms[]xh ;’5] . Posons di(x ) = sin[%) el dix) = Rms(lx‘-—

Pour dh (X ) = ﬂn[ ] Posons U= X doo U'=1.
i i) ]

Ona:di{x)=6U'SinU Donc Di(x) = -E:‘m[%]

Pour d(x) = !H.'-I:IE[:"!I -;J Posons U = 3x* - i d'ol U’

Ona:dsx) = LUcosU;danc Dsf x) =%sin[1:'-?] +

5
Autotal, D{x) = -Em[%]- éﬂn[h’-%} + e

Z{x) =(2x + 1)¥x+1 o> ax)=(Zx+ 1 2u+1)7 =({2x+1)
L}
Posons U= 2x + 1 ,d'00 U= 2.0Ona q:J-ElU'LP;

L]
Done 2(x) = o-(2+1)7 +¢
|

Kx)=—2' __ On I
X) E[ﬁﬂ}' alix) H;H}z
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U=Jx+3 doi U'=—_ Ona | L2 -2
Posons X+ = na l{x) = . Donc L{:]=m+c
| = Pt = 1 i = o5 |
fr (%) = = ::I-ll:l:]—;-; . donc FII:I]—--:-I-I-*III'I.HFE|+-E
g,“},.ﬂ .Posons U = sinx d'od U= cosx .
sinx
Ona gi(x) = - donc Gi(x) = Infsinx| + ¢
ll ﬁ -] 5
k - = + . Posons k'(x) = etk (%) = ——
. (2x-3)  (-Tx+1) (%) (2x - 3) (x) (-7x+1)
Pour K(x) = —— Posons U = 2x - 3 doi U’ = 2.
(2x-3)
-u I
= _- D K R, R
nakliy = o e RAR)E Sy
Pour k"(x) = ﬁ .Posons U=-Tx +1 dob U"=-T7,
U 5
On ) S— Donc K ———
ol e ix1= 14(- Tx + 1)
1 5
Autolal ; ona Ki(x) = ¥ — G
e Hix-3) 14(-Tu+ 1)
Jil x ) = sinx cosx. Posons U = cosx . dou U = = sinx,

On a:jpi(x) =-U'U Donc J,{x:=-%m&‘x + C

M%) = sin'x = myx) = sinsin®s =sing | 1- cos?x)

mil % )} = sinx - sinxcos™

Posons m'(x ) = sinxcos®™ . Posons U = cosx dod U = - sinx.
Ona: mix) = =U'W Donc M{x) = %Ens’x+ c

Au total, on obtient : My x) = — cosx +;'Ens’x + c

thix) =Cos’r.sin’x = di(x) = cos™x.sin®x.sinx

difx) = cos®™( 1-cos®™).sinx = di(x) = sinx.cos®™ - sinx.Cos*x.
Posons  d'(x) = sinx.cos’ et d"{x) =Sinr. Cos*x

Pour d'(x) = sinx.cos™ . Posons: U = cosx d'od U' = — sinx.
Ona d{x)= - U.U* Donc D(x)=- itns& + ¢

Pour d"(x) = sinx.Cos*x . Posons U = cosx dod U = - sinx.
Ona:d'{x) = =U.u'. Donc D"(x) =-%Ens".1:+ C

Au total , on obtient : Dy x) = — }Ens":— Eﬂui’r+c

2 x ) =Cos*x . Lindarisons Cos*x
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g " -
Ona: cosx = = ;: ., donc

!h +:Ih i | 5 < i | = I3 = [ + i
R

= i{:"" +.q_:"" +ﬁ+4ﬁ'll" +t-||l.|]
16
:':I_I'ﬁ" =H1 *E--ﬂ:. ‘ﬂtﬂl +=-|Il:' + EJ
-Il—ﬁ{icuﬁI*rﬂmﬂx +6)
Au total, Zi(x) = = é[z lt%sirﬂ: + B!%Einh + ﬁx] * ¢
Lx)= ﬁsilﬂx £ l5i|1]:nt + %x +c
EXERCICE 2
f{x) = cos3x.coshx = fix) = l}[cmﬁ:*cnﬂ-h )
donc Fix)~= %[é.ﬂ'nh - -;-siniah !] +g = TIESLHE” . %sin[vix] +c

glx) = cosx.sSingx = g(x)= %[55!131 + sinf - x }]

donc G(x) =E[-§m:3: +cos(—x)]+c =—i cos3x +ims{—x} +c

h(x) = sinZx. sin3x = h(x) = %Imﬂx - el % )]
donc H(x) = %Eﬂnsx + 5int-x]] +¢ = H(x) = <sin(5x) + Ssin(= x) + ¢
k(x) = cosdx.cosdx = kix) = -;T[ms-ﬁ-:t + cos 0] = ]-L[c-:lsﬁx +1].
donc F.If:}--l-[-!-sinﬁx + :l;] +¢& 5 I'{{x‘p--l—Einﬁx-'* lx + ¢
216 P4 s
d{x) = sindx.cosdx = dx) - r%[EinTx + sinx | donc
Dix) = %[-%cn:h-cﬂax] +c e Dix) =—ﬁr:m?x —lcnﬁx +c
Zx) = sink . siN2x = n;;]-%[;m:!-:; - cosi-x )] , done

Zx)= %[%linh +=ir:|-[-x:|] o oo ﬂx}'ﬂiii"h ¥ %Ei"’f'” S
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| CHAPITRE IX : FONCTION LOGARITHME NEPERIEN |

FICHE DE COURS

Définition

On appelle fonction logarithme népérien, notlée In, la fonction définie sur J0 ; + « |

1
telleque: (Inx)’ = — & In1 = 0
X

Propriétés algéhniues

vYaER, VYbER. etreR, ona: Infab) =Ina + Inb ; Infa’) = rina: Imﬁr

1 1 a
==—Ina ; In{—) = =Inb » =) =Ina-=Inb
2 Ir b

Etude de la fonction comportant In

Ensemble de définitionde : Inocu et Ino |u|
- XEDpouw = xeED, o u(x)>0
':“.EDtnl;l

..|n xeD, of u(x)=+0

Proprietés 1 : vae B., vbe R.

ina =Inb =a=b ;: Ina =0 = a =1

na< Inb = a<b ; ha< 0 e0<a <1

ina > 0 = a >
Propriétés 2

imink=+= ; limnx =-0c : |im — =0 : limxnx = 0
L L B0 =i 4@ W ] = i

. I * 1

liM— =1 : ||m—|:.:.'§ ! = 1

l-l.lx_1 ] :.:

‘Dérivie de Inou

Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle K.
La fonction Inou est dérivable surKetona:(lnou)' = L

m
¥
Primitive de u‘;

Soit u une fonction dérivable et ne s'annulant pas sur un intervalle K.

_ uf
La fonction — admet pour primitive sur K la fonction Inu::| r.'l
¥
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EXERCICES CORRIGES

EXERCICE 1 : Bac C 1999 Session normale
. Soit 7 la fonction dérivable sur P:-}-Dclet définie par - (X )=Inx — X
e

a. Calculer 1" (X) sur FHDC{ :

b. Etudier le sens de variation de /7 et dresser son tableau de variation.
c. Démontrer que - ¥ X € |1; EI, O<Inx < %

=3

. | ) . e
2. Pour tout entier naturel n, on pose 1/ = J['1 x(InxYdx
a. A laide de deux intégrations par parties, calculer .|’1
b. Démontrer que la suite (."' n :I est décroissante.
¢. Démontrer que |a suite I:JF ﬁ'} est convergente,
g ot
n+2 (n+2e”

d. En utilisant la question1) ¢., démontrer que ; YNeERN, / n <

| e. En déduire Ia limite de la suite (/ 7

EXERCICE 2 : Bac C 2001 Session normale

PARTIE A

Dans fout e probléme, les fonctions eludiées sont dérivables sur |0 ; += | el in désigne
la fonction logarithme népérien.

On considére la fonction h définie sur | 0 ; +=[ h(x)=1+ % — 2inx,

1. Calculer les limites de & en +90 et & droite en 0.
2. Onnote 7' la dérivée de /7 ; démontrer que

”‘F'XEP'—I—DO( A’ (A,}_—Z{'I-’r-,]:'?}

3. Démontrer que 'équation h(x )= 0 admet une solution unigque x, dans |1 +=|
4. En déduire le signe h.

PARTIE B

On considére la fonction g définiesur |0 ;+=[;gix)=x*1-Inx )+ 1 +Inx

1. Calculer les limites de g en +9C et & droite en 0.

2. On note g' la dérivée de g ; démontrer que :vx € ]0; + = ; g'(x }=xh{ x)

3. Démontrerque g(x)>0

4. Démontrer que I'équation g{ x ) =0 admet une solution unique x, dans ] 0. 1]
5. On admet que Féquation g( x ) = 0 admet une solution unigue x, dans | xa, +=[
a. Déterminer le signe de g.

b. Démontrerque: % €]03,04[ et x2€]33;34]
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PARTIE C
On considére [a fonction I definie sur [0;+oc| par:

F(0)=0 et Vxe ﬂ*+ml fix)= Jrln..r

1. Démontrer que .f ast continue & droite en 0 mais non dérivable & droite an 0.
2, Calculer la limite de f en +00 puis interpréter graphiguement c& résultal.

3. On note f' la dénvées da f; démontrer gue

"r-'“xE]'U',-l--::c-l. £ {x}=“+(:

4. Dresser |e tableau de varialion de f :
5. Démontrer que si (Xest unea solution de I'équation g( x ) =0 alors :

. 2 +1
al —1

6. En déduire que ﬂ:X.I}ﬂiD et f{:‘h’z}:}ﬂ

7. vérfierque £ (1) = 0 puis en déduire le signe de F.
8. Tracer la courbe représentative {E},] de [ dans le plan muni d'un repére orthogonal

(0, I, J). (On prendra pour fou! unités - 3 em en abscisse, 8 cm en ordonnées,
x,=035 el x,=3,35.)
PARTIED
1. On considére |a fonction F définie sur |0 +=[; F(x) = j:f[ t)dt
Calcul de |a limite de F en + =
.

A 1
a. Démontrer que IL'i-"'fE]‘I,-I--'.'Z.'ﬁ'ﬂl Ef£1+f!-_ 72
| b Calculer f ..::Ii' I"'Jrﬂ:ﬂ

¢. En déduire les limites de £ [':__.t' } et i&;ﬂl quand X tend vers +00,

Calcul de la limite de F &n 0.
2 F‘nurlnutnumhrer&elilélémentde| 0: 1[ on pose g (g ) - j‘ fIn {!}d!

! a. Exprimer ¢(I:I] en fonction Cf
b. Calculer |||TEJ¢

¢. En déd cadrement de ||
n déduire un encadreme l'ﬂInF{‘ﬂ

a=0
T e ——— e — e
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3. Déterminer la fonction dérivée F' da F.

4_ Dresser le tableau de varniation de F.

5. Donner l'allure de la courbe représentative de F dans le méme repére (O, | J) de la
partie C. At
EXERCICE 3 : Bac C 1997 Session normale
PARTIE A

Soit J la fonction définie par : f(0)=0 et pour tout réel strictement positit x par -

_xIn
feo=2

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de [ en 0.

2. Soit  la fonction dérivable sur [(; + m! et définie par -y x)=In(x)+x+1

a.Etudier le sens de variation de

b.Démontrer que l'équation (x)=0 admet une solution unique [ telle que
0,27<3<0,28

3. a. Exprimer f'[l':l en fonction de 2(x)

En déduire les variations de f :

b. Vérifier que : f(J)= -0

¢. Calculer la limite de [ en+oo.

d. Dresser le tableau de variation de [ |

4, Tracer la courbe représentative de _,'r dans le plan muni d'un repére orthonormé
0,77

On placera en particulier les points d'abscisses 1,3, 4, € g )

on prendra -In(0,27)=~—131;In(0,28)~—1,27; In(2)=0,7;In(3)=11;
In(5)~1,6

PARTIE B

1. a. Démontrer que I'équation f{x)=1 admet une solution unique (¥ dans [3, 4] .

1
b. Damontrer que les équations fl:.:l:}ztl et EH_! = X sont équivalentes.
2. Soit g la fonction derivable sur }C’, -|-OO1 et définie pour tout réel strictement positif x
|
par : g(x)=¢e"*

a. Etudier le sens de variation de g.
b. Démontrer que pour tout x dlément de [3, 4], 2(x)est un élément de [3, 4]

c. Démontrer que :Vx €[ 3; 4 ], Jg'(x]jﬂ %
ﬂﬂpmm!m.egﬂ 3,8 ;E-'%'l’ 3,49

3. Soit [l'.lf.}| la suite définie par: [/ =3 et la relation de récurence v, :3'{"-";]
| 8. Démontrer par récurrence que ¥ n € N,U, €[3;4].

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries CRE Edition 2017




157
E

b. Démontrer queé pour tout enther n positif ou nul :|E,."MI - x | < %IUF - n|
En déduire que |/, — o |= 1]—_

¢. Démontrer que la suite Ilr{.{,:l est convergante. Calculer sa limite.

d. Pour quelle valeurs de n, {7, est une valeur approchée de (X & 1072 priés 7

PARTIE C
1 Soit n un entier naturel non nul.

Démontrer que I'équation f(X)=n admet une solution CX, et une seule.
Placer Y et (¥, dans le méme repére que précédamment. ;
2. a. Démontrer que, pour tout entier naturelnonnul n,ona: o, > e°

b. Démontrer que, pour tout entier naturel nen nuln ,ona:

o, g
_-H.U. J=n est équivalent & In —al=—
| e | a,
¢. Déduire des questions 2.a et 2.b que la suite %L] est convergente et calculer sa
N

limite.

EXERCICE 4 : Bac C 1997 Session de remplacement

|
| 1. Démontrer que pour tout réel X élément de |ﬂ'.+C!:+ g(x)=

le but de ce probléme est détudier la fonction f  définie par

Yxelo;I[U fl:+0c], f(x)=—<In(x)

x—1
fO)=0 er f(1)=1
On nofera (C) la courbe représantalive de f relativement & un repére orthonormd (Q, I, J)
d'unité 5 cm.
PARTIE A
On considére la fonclion g dérivable sur PH*CC{ et définie par

e(x)=(x—2)In(x) + (x~1)

I[xx—-l} +In(x)

2. Etudier le sens de vanation de g, puis dresser son tableau de variation.
3. Déduire de 2) que g(x ) est positif pour tout réel x élément de ]ﬂ; +DCi :
PARTIE B

1. a, Calculer _T|_||[|'!11 fix)

b. Démantrer que f est continue & droita an 0, el continue en 1.

¢. Caleuler le nombre dérive de [ a droite en 0.
Donner une interprétation graphique de ce résultat,

d. On admettra ici que [ est dérivable en 1 et que : [ '{1}=%

En déduire une équation de la tangente & la courbe de [ au point d'abscisse 1.
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2 a Onadmet que [ est dérivable sur H];I[L.J]]n;-}-oc‘
Démontrer que pour tout réel x appartenant & JO;I[U ]]1+Qc{ Fix)= [xfl}lg'[ﬂ'

b. En déduire le sens de variation de [ et dresser son tableau de variation.

¢. Démontrer que pour tout réel appartenant 4 [0; 1], ena 0< f(x) <I

d. Dans le repére (O, |, J), tracer la démi- tangente a (C) au point O, la tangente & (C) ay
point B de coordonnées (1 ; 1) et la courbe (C).

Ondonme. In2=0,69 ;In3=1,

PARTIE C

1. Pour tout réel (¥ appartenant a }1% _on considére l'intégrale A(cx) telle que -

1
_ i"i‘ﬂ r;
Ala) = J" L oy d.
5—a
On note A la limite de A{cx) quand ¢ tend vers % par valeurs inférieures.

Que représente géometriguement le nombra A 7
2. a. Démontrar que la fonction H. définie, pour tout entier naturel non nul n, sur

05400 par H,(0)=1"5

0;+0d] .

. Pour toul entier naturel non nul n, on pose :

In{r}-%ﬂ]m une primitive de la fonction

f o~ t"In(t) sur

b. Soit ¥ dans
1

Iﬂ[ﬂ}:ff
1
2

1
05

t"In(r)dr et I_,=lm/ ()

— \

T+
o'

Calculer J (cx) eten déduire que [/ =— _If

En —I—l]
3. a. Pour tout réel [ différent de 1, et pour tout entier naturel non nul B, calculer la somme
A T L {Somme des n premiers termes d'une suile géoméingue)

2
Démontrer que I'*—]=—.|'1—j'3 S— .|..ﬁ
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____.—.I.——-_

%'I'ﬂl
gt que ,{[{1]2-Jrﬂ-[}_']-fa[EE]—...-'—IHI[EE]-i-II 17 f (Nt
5@

b. En utilisant la question 2) c. de la partie B, demontirer que .
%+& %+& 1
o[ efa< [ rdt< [ rdr
%—-ﬂr -é — ¥ 0
a. Déduire de ce qui précéde que, pour tout entier naturel non nul M :

1 _
GEA[EE]'I'IE[EI]‘I'IJ[EE]‘I—“-+Iﬂ+][{l’]£”—“*_~1: el que, pour tout entier

turel ul B _11 1 4 | 1 1
naturel RGN n 0< A Tf+31+§f+"'+ 1":

[H+2] :_"-H
" 2
I:l.l:li‘lEul:ll'FH!“tl!:|ua~:l:l,t_;_rl1+l_r 1.|.],.|..l_,|_“__|,_ 1 R |}
s ik [n+2]
Démontrer que A = %-%
EXERCICE 5 : Bac E 2001 Session normale

PARTIE A
On propose de délerminer 'ensemble 7 des fonctions numériques _f d'une variable réelle,
définies sur :|—];+ m[. dérivables sur cet intervalle et wérifiant la relation suivante :

Wxe |-L+od, (1+x)f'(x)+ f(x)=1+In{l+x)

1. Sail f un élément de 7 et soit ¢ la fonction dérvable sur ]_ 1: 4+ m[etd&ﬁnia par ;
g(x)=(1+x)f(x)

a. Démontrer que g est une primitive sur |=1;4 =] de la fonction h définie par :

Vxe |-L+od, hx)=1+In(l+x)

b. Réciproquement, soit £ une primitive de la fonction / . Démontrer que la fonction f
8,
1+ X

définie par : Vx € i+, fi(x)= est élément de J.
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2. a. Déterminer les réels a ef b tula.qua;'ﬂ'x-r_-:]-l-.q.m[ _II=H b
x+1
b. A I:.td? d'une intégration par parties, déterminer lensemble des primitives de h sur
]- l: % o0
3. En déduire 'ensemble 7
PARTIEB -
1. On considére l'ensembla des fonctions Jrk dérivables sur ] ;4 e [et définies sur cet

intervalle par : fi_{r]=1t1 I+“+E§-_T .k étant un paramétre réel

a. Calculer suivant les valeurs de k , la limite de 1, en +0Cet & droite en -1,

b. Etudier suivant les valeurs de & , le sens de variation de ¥ k et dresser son tableau de
variation.

c. Tracer avec soin, dans un méme repére {ﬂ,}:]’} les représentations graphiques
respaclives [E‘_L], [En}ct {C‘I] des fonctions _f_] , fl} et fl

2. Pour tout réel ¢ et pour tout entier naturel 1 supérieur a4 2, on pose .

S U & et O L b b e e

] i
a. Démontrer que :HIE]R—[]}?QH_I(ﬂz] ( 12’;— f
P (i q”ET_}_—,‘=|—|’+fz T o | A Ll O | i [%I t=1.

c. A laide d'une intégration sur [0 ;x] (0 < x = 1), démontrer que :

f()=P _()+(-D f{:;m

avee P (x) = x—X+. A (=1 2 X"

2 n—
| | : _ S .
3. On considére la fonction ¢ définie sur [0 ; 1] par: ﬂF(I]— X Sl xXE€
w(0)=1
X 4 n—1
a. Démontrer que 'Yy & d,{ Ir.n—il dt

;_-rl

0
b. En déduire que "?"I'Elu ]]f IH+_I ﬂ'fﬂ%
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rﬂ
P (x) _1

¢. Utilisant 2) c. démontrer que : WX € F);] .,%1 <(x)— ”‘;r S
d. Par intégration sur [ 2 ;1 | démontrer que :

I |
[ .,f.{:}dr+-ln--+54 ]-:s

H "l
e
avec §,(x)=x- t g+ HD)U 22
PARTIE C

Démontrer par r&::munmqua i
VneN*¥x€|-li+oo|, f ((x) = g”{x] + i

2. a. Démontrer que : VHE [N¥* 1||n}n"r.‘-'."IE’l:."l

|
b. En déduire que : VH E N*,’u‘xeiﬂ;ll_[}{_,:f llfldxi: n1+
0 2 i

3. On considére la suite [UH} définie par :
r+]

N~
vneN*, U, = ; +§ .

i
; i o X
a. Démontrer que : VAE ,fﬂ[l:.l = Un + fﬂm:ﬁ

b. En déduire la limite de la suile{U - :|

EXERCICE 6

Partie A
Soit g la fonction définie sur J0 ; + = [ par g(x) = x(1 — x") + 1 - 2Inx
1. Déterminer les limites de gen 0 eten + = ;

2. Démontrer que pour tout nombre réel strictement positif, g'(x) =

3. Démaontrer que g est strictement décroissante.
4. Démontrer que g(x) = 0 admet une unique solution adans ] 1, + = |
3. Démontrer que - wxe |0:a [ gix) > 0 e ¥xe Ja;+w],gx) <0

(x+ 1 N=-3xf *r.h ﬂ
X
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ﬁ
Partia B

Soit f la fonction définie sur |0 .+ =[par: ix) = %[":‘ - {x-:r).ﬂnnuta{ﬂ}lamum

représantative de f dans un repére orthonormé (O, |, J): unité 2 cm
1, Calculer la limite de fen O et en + =

2. Vérifier qua vxall ;+ [ fx)=-x+2+

Inu=n

3. Démontrer que la droite (A) d'équation y = - x + 2 est asymptote & (C) en + =
4, Démontrer que pour tout nombre réel x strictement positif, 1'(x )= F{LL]
X

5. Détermiiner le signe de f ', puis dresser la tableau de variation de f.

6. Vérifier que 1 est solution de I'équation f(x)= 0, puis justifier que fla) > 0

;. E!:mgntrnr que l'égquation f(x)= 0 admet une unigue solution P dans [a .+ = |
artie

Soit h la fonction définie sur ] 0 ; + = [par h{x)= Inx-x

1. Dresser le tableau de variation de h

2. Démontrer que pou tout nombre réel strictement positif, h(x) < 0

3. Déterminer les positions relatives de (C) et (A)

4, Construire (A) et (C).

Partie D

Soit A un nombre réel strictement supérieur & 1. On désigne par A{A) laire en Cm? de la

partie du plan délimitée par les droites x= 1, x = A, (A) et la courbe (C).

1. Justifier que a( 1) = [* %4

2. Calculer la dérivée de la fonction k définie sur ]0;+= [ par kix) = Inx
X

3. Démontrer que A(d ) = '-”-iﬂ “nd) + + -

4. Déterminer la limite de A()) lorsque A tend vers + = |
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CORRECTION DES EXERCICES
EXERCICE 1 : Bac C 1999 Session normale
i L ] | =X
1.a h I:J-':]— e

XY &£ X
b-h'(x)=04¢ xr=¢
h'x)<0& x>e
h(x)>0= 0<x<e

b ast donc strictement décroissante sur [E;-I—C!:[ et strictement croissante nur|ﬂ;e].
Tableau de variation de h

X (O & + @

h(x) . ? : ]

c ¥xeE [1l;e) h eﬁtsmz:tarmantl:mluanmsur [1;e]).
Donc x €|l;e|, A(1) < h(x) < h(e) = -EEHI]Eﬂ.d'nﬂ h(x)<0 donc

Inx<X
- e

2 VYneN, I, = jl‘x[lnx}"dx

a, Iz=j;¢x|:ln:}|ldx Posons : u(x) = (Inx)* et V(x)=x

: i - _ x?
Ona: u‘{r}-;lnx. Chaisissons v[x]_-z-
l; = [;[!n:]’]:— f:.:'!n.r dx
L= '?:— J:Jrinxd::

Soit J=fxlnxdx:

Posons S(x)=Inx et T'(x)=x . Ona: 8'(x)=—, choisissons T(x)= ~I;-
J=| mx]” - fliax =% - [2] = -?- . L

J—--a—+1 . On a done : I1=§—'T—E = [E:%{_:lr
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Ly—l= f I{lnx]w—x[lnx}").ﬁ
et = Iy = J 2(Inx =1)(Inx)"dx < 0 ,car x€[1;e];

Inx - 1 < 0: Donc la suite {1,,} est décroissanie.

c. Yxe|l .J:[Inxrgﬂ donc 1,20

La suite [I,,} ast décroissante et minorée par 0 ; donc elle converge.
d. D'aprés 1)e- ¥x € [lie,0< Inx < =

A+l

0 £ (Inx)" < [—} = 0= :'Umr} :
done I}{f .1r:[:I1'1:u:}"4:.'f:u:-=_1fL

:-‘Pi ﬂ I .11-'-: i
" e :r|.+i'.:||-"'] - S h S I:rl-il}l-_{:l'l.'l'l}.l'“
ol 1
0=l = {+2]-{n+31]t"
. g
e.Ona: 0 sl £ -

! 1
I'I;I_ = l:n+::| (m+2je™
d‘apréﬂi&m&ﬁr&nudasgandam; dmp_ L =0

EXERCICE 2 : Bac C 2001 Session normale
BARTIE A
‘I.Limituduhen-i—m

T 1
Ona: yﬂmm[l“i';f

v Jim, )=~

=] ef Ilj};;lm[n—llnx}= — g

Limite da A & droite en 0.

Ona: J][l_:nai]-‘l—% =400 st l;l;'_‘l?'[—zhx]—-!-m d'ol ]1r|'|!|h{:r} + o0

2
0 2[l+x
0 X

IV¥xe |0;++:rr.:~|,h‘[.r} <0 d'oti A est continue et strictement décroissante sur ]0; +o|

Or hﬂ&-ﬁﬂ:ﬂ=ﬂ donc 1 réalise une bijection de |l:l-.+m[' sur .

J(x)=
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camme 0 appartient 8 [R, alors l'équation f{x)=10 admet une solution unique X,
dans |!}: + 00 f
h(l)=2 donc k(1)> hix,). /i est strictement décroissante sur

ﬂ;+m|-

On en déduit que | < x, cest-a-dire X, €

Par conséquent, I'égquation X, = |IJ;+ m| .i;r{,:n] = () admet une unique solution Iﬂ

dans l'intervalle |!;+ t}[.':-|
4. h{;;} = () et h est strictement décroissante sur

hix)=0& x=x,

hix)<0& xE|xﬂ;+txJ!
PARTIE B

1. Limite de g en <+ oc

Ona: HIE]&"I"DGI,g{I]:xE |—Inx+L 4Inx

x*  x¢

;ETI;II:D g{n I“I'_ﬂf'r Jim_Inx=+o0

Yol xlfﬂ-; glx)=—
Limite de g & droite en 0.
HIE|D;+{3}!.g{_r}= Z—xilnx+1+Inx.

Ona: I1n3r3-']n.r 0et hna[.rl+l+lnx}——m D'ol 'nag{x]=—r:::1

2 vxe}(r,+m|,g'{x}= 31[1"]" :‘}'T"'I!E

1

i ay i _.T B L B ]
£1x) —r!? 2Inx E+F = x[2—2Inx ]+-1-_:-‘

=:I+E’5—11nx
£'(x)=xh(x)
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3.0na: g[xﬂ}zxu:[l—lnxﬂ]-l— |+ Inx
De plus h{x }= 10 d'aprés la question 3) de la partie A

1
H"T Elnxn {]-i:';lnx I+Et_§_

D'o gi{:n:,ﬂ]=)c[3;[1—§-Ef

]

g(x,) [i —f+2+h§ 5 1+2+h§ ; +1+E
D'ol g(x,)=0
4. Yxe ID;II, g'(x) estdu signe de i(x)
Or d'aprés la partie A.4), on a A(x)>0 dou Yxe |u;||, g'(x)>0

¢ esl continue et strictament croissante sur lintervalle [u[};1| g”&]”:‘—mq

¢ réalise une bijection de 'iu-,1| sur |_ 50 ;1|

De ]—.;:;. ;:.:| donc I'équation g(x)=1) admet une solution unique X, dans }u;][.

5. a- D'aprés la partie A 4), on a

‘u’xElD;xu|,h{x}}ﬂ donc g'(x)>0

Vx € |xg3+00|,A(x) < 0 donc g'{x}{ﬂ

h{x,)=0,donc g'(x,)=

Donc g est strictement croissante 3ur|l] X | et strictement décroissante sur ﬂ;-i--:-::ul-

On peut résumer ces résultats dans le tahleau suivant :

X 0 X, 1 X X, 400
g(x || = 0

I B
g(x) —00_ o e 00
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E:rnm!g{xl}= () avec X, € JD;I[ el 3{":}=ﬂ avec x, £ J;r“;+ ml alors .

s P,x,[u}rzﬁmj*g(ﬂ <0

vx€lix).g(x)>0

VR €% X, ), 8(x)=

b. on a £(0,3)~—0,005; g(0,4)~—0,4; 2(3,3)~0,08; g(3,4)~-0,36.

On déduit du sens de varialion de g obtenue a la question précédente que :
g(0,3)<0 et g(0,4)>0, donc x, €| 0,3 ; 0,4 |.

2(3,3)>0 et g(3,4) <0, donc x, €

PARTIE C
1. Continuité de f~ 4 droite en 0

limxInx=0 et Lnﬁ[1+x1]= L, arou lim £(x) =0

Comme }Lnaf{x}z f(0), alors { est continue & droite en 0.

Dérivabilité de f & droite en 0

'UFI'EF]{+C$1 f[-r] f{ﬂ} l:[_liz

Ona: ]_1[]3][1_1'—---::(] d'al llﬂf{x} _f{:ﬂ} Eg—_

Donc fn est pas dérivable a droite en 0,
2. Limitede [ en +oc

HIE|ll+c:::[,f{x]= x? Inx

|+x2" X
Ona: Iﬂgyx%A e lim MX=0  pou lim_f(x)=0

On en déduit que la droite d'équation ¥ = () est asymptote horizontale 4 la courbe
représentative de | en + oo

[Inx+1][1+::3]—21{xh1x}
[1+ 11]2

3. l'lil",,'l;'E p:+m1|-f.{-’:]=
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()= Inx+14x2Inx+x?—2x?Inx _ x?—xlInx+1+Inx

[I +m:-"]1 [! +x1]r—

xl[l—ln:-:]-H—l—lnx

7 Do~ f'(x) =8

[1+x3] [1+x1]

['(x)=

2
4. Comme [H-Jl:2 >0 alors f'(x) ale méme signe que £(x).

Il résulte de la question 5)a- de la partie B, que :
VYxe lﬂ';xdu lI?H- cc-l, fi(x)<0

Vx € [x;x,), f(x)>0

Wxe {1.;:1}, fi(x)=0
Tableau de variation de J

x 0 X, X, + 00

f'(x) -0 + 0

f(x) |o flz)
\'f{x.} //' \ .

5. Si C¥ est une solution de I'égquation g{1}=ﬂ, alors (¥ vérifie :
al[l—ln&]+]+|n&=ﬂ¢} al—-allna+l+Ina=10
= []—*ﬂ'zllnﬂ::—]—ﬂi
_ a4
6. Si (X est une solution de I'équation 2(x)=0, ona:
2 2
fla) = a o'+l _ «

?+l a?—1 o? -1

Donc sl o € lu;ll, alors f(a)<0
5i uE]l;+-:::}I.Elﬂrs fla)=0
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Comme .t:E|D;iI|], alorsona f(x)<0
Etcomme x, € [I; + r::n[. alorsona: f(x,)>0.

7. f(1)=0.
D'aprés le tableau de variation de [ et compte tenu du signe de S(x) et fx,).on

déduit que :
HxE]O,I|,f[r}{ﬂ
wx€[l;+0o0], £(x)>0,
f(1)=0.
Tracé de [Cf‘: voir figure

|Eﬂfﬁx};f{m=—m donc ll‘:}] admet une tangente verticale & droite au point

d'abscisse (.
- 1 | 1
Ii- 2 2 2
1.a.wErI.+m|,r <l+ris i M:2r351+:1—5 T
[1 4'EI
Fing . 0] ] L1
h.fl Tdf— —ﬂlnx] narT——:-ﬁlm =(Int)'%Int
| 1 1 1
¢ Vi>1, On < <
L a7 e Iy iy

d'oil en multipliant par ls nombre réel positif 1N/ on obtient

V>, 12‘” < fr) < F]j.

Aors V1€ I;+ 00, Jr ]“’a’rﬂfl'f{r}drgfl”%’df

Avec X>>1. on obtient :{(In,r]z <F(x)< %{ln x)* d'aprés D1)b-;
comme Pﬁ%%{lnx}z—+m, siors_lim_F(x)=-+00

Ona: Vx> 1,1 (l0Xy2 < F(x -r:!.(l&}i‘.]

Filx)_g
X

Puisque hinml_:;f_ =0, alors IL
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2 Va € ’ﬂ;l[,w{u}= Lnrlnrdr
a. Intégrons par parties.
Pasons u(f)=Inr et v'(t) =1

Ona: u'{r}zl. chaisissons ;{;}zfg

lnr[' jﬂjdi*—’zlnr ‘Qr ”J[ l nal+)

pla)=

4 2 +3
o limp(@)=1im| 2|1 4 ina|+ =l =
o 20 2| 2 r | R %
. 1 a
limp(a)= car i -‘lzh'lﬂt=ﬂ
b | 0
. ; l 1
e:.WE|ﬂl|1f:l+r!51, dou < o < 1.
tinr -1
< <
ting S{aas Tt‘lru‘ cartint <0
I tlne Itins
pur0 < ax <1 <1, ﬂna:f tint dt < ﬂ-]-_-l-r-}—fdf EfanI
rlm tint 1
f ful+:1 dr < furlmdr

tInt tInt
<
=+ [d < f’]_HE.:# < [ tint d
= Iq:r{nr} < Fla) £ ¢l(a).
: _ 1 1 : 1
comme l;:‘.’ﬁ""{‘*:' = g 8ors g < :]EEHFF{H} < i
3. Comme fn:ﬂmntinun sur |l]; + .:;.;.I,Ia fonction F définie par :

F{I}=ff[f}ﬂtf, est la primitive de f sur |l];-|- m| gui s'annule en 1.

Danc ‘#IEIﬂ;+E¢-|,F'(I}=f{I}-

4. ¥aprés |la partie C7), on a :

Fiix)<0 & xe]0:1]

Fiix)>0 e xe]1;+=]
Fiix)=0e x=1

Car le signe de F'(x) est celuide f(x).
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Tableau de variation da F
X o 1 + oo

F'(x) . 0 -

|2 | —
F(x) \ t f'_,

g, Alluré de la courbe représentahua de F
41 . | | | L1
¥ ol | s S St [

EXERCICE 3 : Bac C 1997 Session normale

PARTIE A

L Continuité de f en 0.
Qi =[0;+=[ festdéfinieenD car 0E[0; +=|

I”"E,f{‘:' —hm’:”xl = (0 ,car !il;ralll‘l}t =0 et limix +1) =1

Ona: .II!T-EH ) = §{ 0), donc f est continue & droite en 0,
Dérivabilité de f en 0.

1Iﬂ—m '|IIT'| = -0, Car ]Iﬂllﬂx--mﬂt Iln'IL[x+1}=1

-0y 4 1
Donc f n'est pas dérivable & droite en 0.
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2_a. Sens de variation de ¢( x )
vxe]0;+=[, g(x)=Inx + x + 1= ¢'(x) =%+ i

YXE]U, += [ @'(x) >0 donc ¢ estsirictement croissante sur ] 0 ; + =[

b - Montrons que I'équation @(x) = 0 admet une solution unique f§

g est continue et strictement croissante sur |0, + = [et @(]0; +=[) = R, donc @ est une
bijection de ] 0 ; +=[ sur K.

Or 0 € R, donc I'équation g{ x ) = 0 admet une solution unique § € ] 0; +oo .

Ona: ¢(0.27) = =004 et o 0,28) = 0,007

dol @(027)xp(0,28)<0 donc § €]0.27;0.28(.

3*) a — Dérivée de f

|

vre)0ieml fx) = 1
1 1]=xIn | inx 1 =¥
fl{x}=[m+ Wxe ]_I !I!=ll'|h"'ll' + X ¥ Fix

(k+1 ) (x+1)
i - Ifw * 5 + 1
0 _ X
Donc wx€]0;+=[ f'(x) = 7=
Sens de variation de f

f'{ x ) ale méme signe que @ x )

vxe]0;B[ f'(x) < 0, donc feststrictement croissante sur] 0§ |
vxe]p; +=[.f'(x)>0 donc feststrictement décroissante sur | B, + = |
b. Vérifions que (g ) = — @

ﬂna:f{ﬂ]=il:f :
Ona: w(B)=I(B)+f+1=0 e In(g)=-F—1doncf(f)= mﬂ_l” = -8
c. lim f(x) = _tim ( ﬁ Inx ) = + oo, car .Ilir'gh::[_1=1 et lim Inx =1
d. Tableau de variation de f
X 0 =

B
f'x) : ¢ +

0 o
f{x) \ /
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PARTIE B

1. a. festcontinue et stnctement croissante sur[ f; + o[ et
f[f:+[)=[—F:+o[.Donc festunebijectionde[F; + | sur [-F; +o].
Or 1e[~§; + = [, donc P'équation f{ x ) = 1 admet une solution unique adans [F; + oo [

Onaaussi:[3.4]c[f;:+m[et {{3)=082 et (4) =11do0 {3)=1 < f{4).
f étant strictement croissante, ona:3 < a < 4, c'est-a-dire ﬂE[ﬂ:d]

_ x Inx
b.¥x€]0+o[f(x) =1 o -

= leo xink = x + 1

1 1
e Inx =1 t-w X = glts

Donc les équations f{x) = 1 et x =e&'*% sont équivalentes.

2. a. Sens de variation de g

YXE]0; 4+ g(x) = €3 alors gi(x) =— et

Ona: vxe]0:+m[, g(x) < 0, g est siricternent décroissante sur | 0; + o |

! 1 1 1 5 1 4
U'.IE[S.ql]ﬂ'&ﬂﬂﬂ#*ﬁigiﬂ;ﬁiﬂi-l-;ﬂi

La fonction exponentielle tant strictement croissante sur]0; +=[;ona:
1

1
B e"i <l o ol 5 glx)<el;or ef = 349 ot of =379
D'ol [ei;ei |c[3;4]:donc Vxe[%4), gix)e[3:4]

C VXE[34]) g(x) =—ze™: =-5g(x).Or D<gix) <4 ot 5 5 ?
%onc 19°(x) | < 3. Finalement : vxe[3;4], |g'(x)] < 3
{Uu=3
YnEN. U, =g(U,)
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a. Démontration par récurrence

Soil { P ) la proposition suivante : vneN, U, € [3;4]

- Vérifier que ( Pa ) est vrai.

Ona: Up = 3.dou Upe[3;4) donc ( Po) est vrai,

- Supposons que pour tout entier naturel n, U, € [ 3;4 ], ¢'est-a-dire ( P, ) est vrai,
- Démantrons que ( Pn. ) @5t vrai, c'est-a-dire Up.1 €[ 3 ;4]

Uses = g{Un):0r YxE[3; 4], 9(x)E[3;4]) dont si U, €[3;4] alors
gl Us) € [3:4] c'est-a-dire Uney €[3;4]. Donc ( Pn+1 ) est vrai.

En conclusion, yneN U, €[3;4]

b.gestdérivablesur [3;4]; ae[34], U, €[3:4] et vxe[3;4] ;
|gi(x) s 3 donc ¥neN, |g{Ua) - g{a)l < 3 |U,-a]

[Unsr—a| S % | U, - a |. d'aprés linégalité des accroissements finis.

En utilisant I'équivalence x =el*: o fix) = 1,ona g(la)=a.
Démontrons par récumence que - YneEN, | U, — a| = Iin

Soit ( Pn ) la proposition : YneN, |U, - a| = ;—H

- Vérifions que { Po ) est vrai.

Ona:|Up-a| =|3=-al

Or 3<a<4 ¢« -4d<-0g £-3o2-1<3-a<0 Dol |3-a| =<1
Donc |Up=-a| = ;L" Par conséquent ( Pg ) est vrai.

- Supposons que ( Pn ) est vrai, c'est-a-dire vn €N, | Uy — & | < o

- Démontrons que ( Prs1 ) estvrai c'est-a-direYneEN, |U, ., —a| = —

II #+1

1
% o

= )=

D'aprés 3°)a. ,ona: |Uss1—a | E%H.ln—n‘! doll |[Unsr=a | <

Donc |Un+1=@ | < ——. Autotal { Pa.1 ) est vrai,

FA+1

Enconclusion,ona: YnEN, |U, - a| = zlﬂ

c. On sait que "er[.ﬂ}‘,r =0 ,dod lim U,-a =0 ,donc lim U, =«
donc |a suite U, converge vers a

d. Déterminons la Valeur de n

Uy est une valeur approchée deaa 102 prés si |Us -a| < 10-7
Comme |U, - a| < & alors — < 1072 & 20 = 102 nin2 =2In10
= i = 6,64

— In2
La plus petite valeur de I'entier naturelnest n = 7.
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PARTIE C
i.n€ N*;daprés A.3")d- 8 > D et {[O.B[) = [-@:0],

donc I'équation f{x) = n, napasde solutionsdans [0 B[ .

f ast une bijectionde [§: 4| Sur [=F:+o[ &t nE[=F;: + o[ , donc I'équation
fi x ) =n admet une solution unique réel a, dans [ §; + o |

2 Démontrons que : vnEN, a, = e"

Ona: {an) = n
Orfjen) ==— &t —— < 1 donc —— < n dod f{e")<n

4 1 " & 1 ]

ast-a-dire que f{ e") < I a. ). f est strictement croissanta sur | §; + o |

Donc @" <0y ,carnz21 =e"28 = @ 2 f

Egliniayl e

b. Ona: flan) = ) n n
aplalds) Infas} _ N L] _ pacliten)
I‘Hfl e = Et*l _I:I- = In{ﬂﬂ}=‘1"{"1+ nn]ﬂ' I:I" E=n
o a, = enxe'o ‘:—:=:Eﬁﬂln{%}='1
cvneN. amze" >0 o 0 — <€ — al<— 5 =
(=1 r [ ™ i

: n
On sait que lim % = 0, d'ol d'aprés le théoréme des gendarmes, nL*r.-:E = 0.

A= i B

Par conséquent, r..l."'f'y'”{g%:' = 0 dod lim 22 = o = 1

La suite {E]I L\ COMVerge donc vers 1

EXERCICE 4 : Bac C 1997 5ession de remplacement
PARTIE A

1) vxep;+m ,g{x}lm[x—illnx+|x—1]

g'ix)= |:—2i'ln:-:+|.r— I”tn I]'+[I—I]’
— Inx-|—[:-:— EF__,IE+1
*~2]
X
= In Jr+.2':"'x_"E

E[x—l

=Inx+ + 1

‘ETI}= +Inx]
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2*) Sens de vanation de g

Pour étudier le signe de g'( x ), calculons g"( x )
2x - 2 x-1) I R

Elna:g”[x]--%+ —:?+;—?I

vr €]0; + el g"(x) >0 donc g' estsitrictement croissante sur |0; + o

Tableau de variation de g’

X o 4o
gII':-:.] +
+0ocC
g(x) /
L =0
_ ‘ . 2lx—1 Iy
Egl]}g {I}_!'—% F—tinx ,HELE("]_ hm (- |1_ |+In;r
- limx |1[:—1]+ Iln:‘ - tim (22 41ns
K = T
!:-i;.“]ngli_x] =S=" car !1[11':'?: + o0 L_tiiﬂxﬁl{l'}lE:l'-m far Il!_T IHJL' +00
. dx=2 _
lirrl][l[x— |]|= —2et limxinx=0 Jim =—<=2
1; 1;1]

Comme g'( 1) = 0, on conclut que : ¥x €
Jo;1[,g'(x) <0 et ¥x€]1; +w[,g'(x)> 0D

Par conséaquent

¥x €]0;1[g'( x) < 0 donc g est strictement decroissante sur ] 0 ; 1]
vx €]1: 4+ o[ g'( x) > 0 donc g est strictement croissante sur |1; + oo
Tableau de variation de g

:h_l:lllg{ 1) = lim[(x-2)Inx+(x+1)] =+= car

!iﬂ{I—Ej=—£' el liminx=— lim(x-1)=-

lim g(x)= lim [(x-2)inx+(x+1)] =+= car

im (x-2)=+x et lminx=4x; lim (x=1)=+=

= B—4 -+ B—s4E
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> 0 1 +0oc
g'(x) - q +
g(x) | |+oc +0C
N L
0

3°) gadmet O pour minimum absolu ; donc YxE€)]O ;+=[ , g(x)= 0
PARTIEB
1) a- Calculer I_l!]IIm f(x)

xe

;_l}T‘x f(x)= .-r—l-il-l-na-c- ﬁ]n -

.
hm x)=400|car lim X _= lim x=+40o0
!x_—~+':=c-"'r{ ) =+ x—] =+ b

lim Inx=+oc.
= =00

b- continuité de f a droite en 0.
. Df=r[l;+ u::n|
0e Df donc f est définie en 0.

]
imfx) = lim——inx = lim——xInx
I—:-II ::.lﬂx_" l.:lﬂ_h:_"l

x

_ X
:i;'.rrlnrf{h:}-ﬂ car il_-rmi_

=0 el Iirrnl:tin: =0
Ona limf(x) = f{0); donc fest continue & droite en 0

« Continuité de f en 1

Dy = [0;+=[;dol 1€ Di;donc fest définie en 1.

Ona: limf( x ) = lim If_i 1.In: = ‘.'ﬂ“"%

=1

imi{x) =1 . car limx*=1 et lim L
E=n x—+1 =1y = 9

On remarque limf(x) = f( 1) ; donc fest continue en 1
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¢ - Nombre derivée de fa'dmim en 0

L) = car limxinx = 0 ,'EL; g ey

fa'(0) = 0 donc festdérivable a droite en 0,

La courbe (C) admet une démi-tangente horizontale au point d'abscisse 0.
d- Equation (T) de la tangente a (C) en 1.

Ona:(T): y=1f{a)(x-a)+f(a)dod y =Ff"(1)(x-1)+1)
= EI:.1:—1"_h+ 1 = y= 3:— E+ 1donc (T): y

2°)a-Démontrons que ¥x €]0;1[u]l; 4o, f'(x ]|— ”,glixll

Ona: f(x) = :In: > f'(x) = {T] Inx + I—{mx;
. x i .
mf{1}= ”rl!]fl.'l."i'l_lil'!;:i f'ix) = n:_xl;l
donc '(x)= [I_Hz_g{:] avec g{z)=(x=2)nx+(x—1)
b- Sens de variation de f
X 0 1 + 00
A + +
(-1} SR
| g(x) + +
Sy |+ |

ra 0k
o
|
LR

[(x=2Nnx+(x—1)]

Dol vx€]0: + =[f(x)>0,donc [ eststrictement croissante sur]0; + =

Tableau de variation de f

X 0 1 + oo
f'[.:l:} - ; +
f(x) i el
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c- ‘ﬁ': Eiﬂ;l[.f est continue et strictement croissante.

on a:
xe[0ilj& 0 x< 1= f(0)< f(x)< £(I)

gr f(0)=0 et f(l)=1 donc

0< f(x)<]

Pour conséquent

w:e|n;| 0< fix)<i

d- Tracer la démi- tangente & (C) au point 0
(Voir figure)
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PARTIE C

é—‘f'ﬂl .I'z
1) onad(a) -f] L_in(e)dr

T—ﬂ
4+ ¥
A@) = [T7 " [ di
agn 4:
]|m‘1-+u =1 et m![l_ l-:

>
donc A est l'aire dl: la partie du plan délimitée par (C),

l'axe des abscisses et les droites d'équations
x=1 et x=0
2)a- Derivée de H,

Hy(0= ()~ —T‘
A il g+l " 1 prtl N |
A= m”h“} n-l-l‘_'_ n+1 I.n[.r} n+l
e a :H-H 1
i u+|‘+ﬂ+1'7
oA o !-J'I' ‘ll'i|
= 1" ins s

H,'(r)=t"Int
Donc H,, est une primitive de la fonction ¢"Inf sur

pive|
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b- Calculons I,{a) : 3
i
4 it e &h
|n[,,].=f?_ r“lnrdr:fﬂ,{r}]i_“
I_ﬂ'
irltn-]-—_' H,[EI--'I'--GI"— H"Ji—--ﬂ'
|. m+l | LR
)= I‘H'r In|l+a|-_]! —!I_ﬂr in|l-al-_1
lalor) = =27 ] n+1 m+ 1 i § m+1
. En déduire que |, = - |
[H+|]
Ona: limlja) =l
S
Or lim () = lim H, T+ ] - lim | 117 i
< 2 < F *-"T
1 o+
* 0T
Ona: 1 R [ 2 1 . 4
rfiTI'II'Ir:rH... 5+ _r!l'['“i = In 5 * o i
Donc || 1 r 1 -
[ § <] * ] o0
car Iim1‘ oa]lug ™ III'I'IIIiI'I. %"n] =
"'."!. |:_-!; ]
1 n+1
On a aussi : hmH'l-n]-Il [2 - I'-I'I[l--u -
w=d o2 f'l n+1 2 n+ 1
1 fi# i i 1 re g
||r|1H 1—|"| =|irr'|[§-ﬂ| '"[5'“‘ - EE ﬂl]
o, e (] S n+1 n+ 1
L = o T'E
Donc | lim H, 2l-m = 0f:2)
I_'.E
car lim| ] = o W R B
rrll 'E-‘I'r]—ﬂEt |rm1[f'ﬂf] |ﬂ[?-ﬂ]’ﬂ
iT?f! n_{.j
F'Elmn!-équanl: d'aprés la somme des relations (1 )et(2 ), ona:
_ S
SRRy Bdis TV,
I 4 B4 P ot Y = Px 1.,‘_—";}
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ot B o P e ft'.-;:
Démantrons que : i"'{‘!T SN L S ey | R L e !i,“;:_
Ona: 2 + P+t*+ ...+t = .’;-t:”
g 3 4 ned = F - tn*.j
L LR L + L -
2+ P +1 4+ $ P+ = . ¢ r”z
""" -1 T
rt:‘T safi® 4 PPagla ... INYL) 0 1:—1-‘.”
T EN
En conclusion ! %=.tl.tﬂ--tl_ IIIIII LR +lt :
.14..# :I .
= I —
Or A(a) = 'IE"'" —In(t)dt
= +a ghed
Ala) = L (--t’—t’—t'—---.—:'“‘+ t_l)!ntdt
ir
lr”' 1%_*' 3 -;"'! n+1 _;"“ﬂ
A.-[u}=_|':_= -tint dt + j%_ﬂ - t*nt dt + - +f_;_“ ~t"* Int dt+j';_; — Int dt

l'l'ﬂ'
Donc Ala) = = li{a)= La)— ....—hLala)+ J’_ﬁ_g e™f( t) dt

b- D'aprés question B2.ona: 0= f{r)=1
= 0" f(N<1, Yre Bl

5+ a T+a
= ugf t f(n)de g | " de| (1)
F-a §-a
« Soit F une primitive de la fonction r— " sur |l:l;.+|:l:| i
yta
- F|] —Fll
ﬂ.l'-‘.:lr.'l'j] f‘dI_F[E+u‘ F|1 nl

I_ﬂ'

Posons pour o € ‘ﬂ;é—.l‘.}'m}= F |1|-+ -:r|- F H-- ul

Ona:G'la)= F' -

I-a
G'la)=(s+a)' + (- a)"

nE[l:I;i—j.d‘m] i+u >0 el i—n‘E ]

Par conséquent : G'{a) > 0;donc G est sirictement croissante sur Iﬂ';i]-

Mors: va€[0;2], G(a)<G(2) =F(i+a)-F(i-a)< G(3)

= F{;+a)-F(i-a)= F(1)-F0) e ;:_%:':"m < frendt o 2)

-i-'i-ﬂ
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Dapres les relation (1) et (2) de la question —

l-‘l'l'l J'|"I'_'|'

] |
on a! 0= j‘! I“.-"'II:I-:I'J'EI :".:'15_" = dr
| R i :!r‘" .

o= |:|-':|:prl':5 la question C.3.2, on a:
lia

2
Ala)+ dylod+ o+ 1 (e)= | 1) de
}I-—n

|
doit 0< A(a)+ I (a)+ ..+ fﬂm}c_:f i® di
|
Or f mdi=

1
g L_ |
4 g _r.l+l n+ 1
.;.n abtient donc

'[-Df: Alo)+ o)+ .+ [ (o)s —

|
n+1

0 = lim(A{a)+lfa)+..+ L,(a)) =
"T1
Do 0 £ A-(g;+m+

1
n+1

1 i
<
-|=1-r;|::-’:I T

= E R | 1 5 ,
d-0Ona: ﬂ|.||-!-|.|;,|.,_[3_:4F+..._+ m” = p, d'apes lethéoréme

n+l

des gendarmes .

Dol 4 = !1|-!-||:l+L4-._“1- ;b :IE}

1
L
O'apés la relation {3 ),ona donc 5 - "T‘ " = ol

i

EXERCICE 5 : Bac E 2001 Session num'la.lu
PARTIE A

)=+ x)f'(x)+ f(x)
g(x)=1+In(14x) car feJ.
Dol g'(x ) = h( x ). On en déduit que g est une primitive de h sur ]- 1;+mi.

b ¥xe |— 1;+ l:-::-]
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g (x)(1+ x)= g (x)
il+ x]z
=I:I+ x)hi(x)— ,s,rjl’x}
i
l1+ :r]
_ (14 x)h(x) (1 + x| £, (x)
|1+—:-:]=

A=
D'od 1] + :].,l"l'l.’_x]ﬂ- Si(x)= hix)

On en déduit que _,1"; est un élément de J

filx)=

2.8 ~ 1 SRR fo - e g Gl
Vrel-litoo|fe= =57
On en déduit que =1 et b=—1.

b. Soit H la primitive sur |— 1.+ rx..i de h qui s'annule en 0.

D“ﬂf‘;"xE|— I:+ 00

,H:I]._-f“‘h{:z.-,a'r
;If:ii+ln[l+r]i.d:

=x+f;Jn[|+:]a’i

WX
Calculons llintégrale jn In[l +1 ]df par une intégration par parties.

Posons u(f)=In(1+1) et Vi) =

Al
I+

ﬂr‘lﬂlf:ln[l-l-f]df=‘”nli+!']

Ona: u'\(f)= : choisissons W(I)=1

X X ,r

urfn [+!m
. xln[|+ :|—~ f:-l—-—_:_:d'i'

D'aprés la question 2.a, on a :

"D’IE|—1;+-:::||.]%=!—]%-

ol f;l%dr: fr:d[_ f:'l-ll-_e"dr
= x—[In(] +:;||: = x—In(l + x).

On en déduit que : \;r;s]— l;+r:n:-|,
Hizx)=x+ xIn{l+ z)- *+ In(l + x)
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= E;I + ;iln[l + J:'j_
Les primitives sur ]— |;+-:-,-:;|l de la fonction A sont donc les fonctions de la forme
e (14 x]In[1+ I]-I-r_' o0 € estun nombre réel,
3) De létude qui précéde, on en déduit que J esl I'ensamble des fonclions

II—FIH!] -|—I]-F—— ol € est un nombre réel car les ééments de J sont de |a forme
s HX) o5 Hest une primitive de 2

+x
PARTIE B

1. a. Déterminons la limite de i en + =
Ona: lim k —pet Jim_In{x+1)= + oo ; Donc :]-];ﬂuft(‘r}=+m‘

Yot 20 X |

Déterminons la limite de f, en -1 suivant les valeurs de k

Ona: Ii“l. In{x+1)=—00

k _|+oosik>0
r;-—lx+l —oasik<0

On en déduit que : Pour k <0, ]irglfk{x}= — 00
>

SUPPOSONS Que k —ﬂ

Ona: Yxe |— (x)=In(x+1); Donc |II.T| fk{x}—

Supposons que k}ﬂ.ﬂna: Vx £ |_ 1i+{:-=:||., _.I"-*'[.I]=1x+ l]!ﬂ'.'l:-i-l}-l- ke :
lx-i—l}

Jlim [x+1)In[x+1)=0 car limulnu=0 enposant u=x+1

donc lim [:+1]1n[x+1]+k =k etparsuite lim f,(x)=+oc0.
}

.'l"-'l'—
b k 1 - k
Vre |- 4ol filx)= ]"+I_:_ 0+ =¥ {T-I-IHI ;
x—(k—1)

M=t
On déduit que ', ale-méme signe que x—(k—1)
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¥xe|-L+ool,| [ (x)=0s x:k—I].

Yx e |— l;+o0|, f't{x}.‘: D& x> k—l].

Vxé|-1L+o0 ,lf't[x]{ﬂﬁx-::k—li,

Done ;
Pour k < 0, ona: X—(k—=1)>0
Pour k>0, ona: ¥re 'i_ 1: & _||, r—(k=1)< 0
"u"xE]k—l;+ml, x—(k=1)>0.
On déduit que : '
Pour K <0, j;{x}}ﬂ pour tout X élément de ]—1;+cu::‘| dol f, eststrictement
croissante sur |— 1;+r:-:|[:
Pour k>0, ona:
Vee |- 1ik=1] fi(x)< 0]

Vx € |J: - 1;4 oo | fi(x)> 05

Dol f A ast strictement décroissante sur |— ;& — ti et strictement croissante sur
F: - 1:+ mi ,

On déduit de cette étude le tableau de variation de f, suivant les valeurs de k.

ler cas . k< 0

x . | * @

fr{x) '

fix) /

20me Cas ' k > 0

fi'( x) = *

ful x ) \_\\‘1+Im‘_‘,_..—-"’ﬂf’
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lim, f_ ,TI}=—WI lim f,(x)=—o0c; lim_f,(x)= +co doncladroile
_:\—!-' :}—-—I .il':—.i'—|

d'équation x=—1 est asymptote & [{.‘_I}; [-I':n] et [CI]

li —fk}f—] =() donc les courbes [Cﬁ_ I]; [Cﬂ] el [Cll admettent une branche

paraboligue de direction (Ol)en + o0
f_, e f, sontstrictement croissantes sur t- ];+ml, f, est strictement décroissante

sur ]_ |;|}' u::mluantﬁsu'|ﬂ-;+ m|

c-Tracer de(C.1).(Co) et (Cy)

ﬂa-Q {I} est la somme des {H—Il pmmlur:tunﬂud&tawtﬂg&nnﬂlﬁqmdnmium

—1 el de premier terme 1, avec t=—]

e O ()= (=Dt

1+t 14t
b- On déduit de la question précadente que .
) 2m2_ 1 _(=Iyixe
VeeRM 1|, 1=t+2+. D2 2= 1+r 15
R w22y (D
m—] [ | +...‘H: l}"-f"_+ B .

c- Soit X wn élément de [0.1)].
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D aprés la gueslion b-, on a :
1
"'i"-'E[ﬂ;x : ﬁ =l—t4£2 4. (=) 22 (- }rr—1 "

En intégrant chacun des deux membres, on a

r 1 -
dt=| |1+ —[y-4-2 il
l+r f' N | | }a’r+{1 5

|1n{1+:}\;_

:.I':I—|

H—I

rl’l‘—]

£
A “‘”H“—[” [, T

i
_-._'_L e e 2 e A _I o ey '
In(14x)=x 2+3+...+{ )4 x_ﬁ__|+( 1y jul -l

1y ¥
fo=P, -+ [ £
3{:p{x}=%ﬂ'xelu.1]

p(0)= 1
a. Soit X un élément de [0 1)
Elna:“l:f.riz'ﬂ.r';

0<r
<14t

l

PN |
1+r—
[ - {:“_]_
41— °

—

On en déduit que : .I'?I-I"Eﬂ' TlJ I—H E fﬂ_ldf,

{
ona: j:f" 1#;:

n N
ﬂi%ﬂ% on déduit gue ﬁIE‘Dﬂ!,

c- D'aprés 2)c-,ona :

el [, =P, )+ [

n
rﬁr =IF; ar GEI‘_‘-’;]; dons DEI‘”EI el par conséquent
0 :

i
ol4+r —
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f@0—B 0=y [
Lfafxr—ﬂ-rmr=lf =1, fet = )i 420

I' j;j[:] - P _1{1}] d'aprés 3)b- o £ jE](I}_Pn-l{ x) E_

Pour % élémentde |01, ona:

| o« Salx)_ Fu (%) . 1,

¥

—

nx=— x X = nx
| =] 1
‘H{—‘F{I] X 2 nx’

g-Ona:¥rxe iﬂ;l[

1 x x? xn=1 1
M_qﬂ{x} (1 e G A+ (=1) =
en intégrant sur L_;] {, on obtient :
1 1 1 1 T =g =2 1 1 1
i ”_Ed: < J‘lmﬂ!]dr— J:_ﬂn(]_ §+ +H=1) _I)d'; < --L-n dx

|I.l'|':| Eﬁ;ﬂﬂ;};ﬁ—- x"%:+;§3'+"'+[h]r=x Iﬂ_t:_ El|lﬂ:l:ﬁ.-'m

—I]—I|[nx

‘l'f:: ﬁ;ﬂﬂx}df-lsnﬂj‘sn % S—=

f w{:}dx+ 1|1 + 8,

1’-::5,{1} ot

S,()< Lmq:'{x}dx—;—lnﬁ+3,,[%].

On en diduit que :
Jim®(x )dx + Zint+ 5, (2) = 5.(1) < [ e(x)dx = 2ini+ 5.(2)

PARTIE C

1.Ona: ‘?’IEII;M&[I}"‘T“‘_I I_I_szx
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_1=x?4x?
1+ x
o
1+ x
=7, (x)
v e N*, 1
Supposons que ona: b‘xell + 00 ,gn{x',l+]+r -
= AR+ 3 i
tdamonkons e v € 40 .8, )+ T iy
n fm+l
ﬂ““:'w':Eil;+m|,g“|{_t]= g,{:]|+|—li x“+!—1} T ytns
a4+l
in E.IH-I 2n+1
X e e rin o 2n+]
€yt (D) + = &l + (-] ¥+ (-] X
im+l
N 2n_ w2+l g X
= g (x)+x X + g
OF o by il x2"  d'aprés hypothése de récurrence | donc
En I+ T+x
2(m1) 2n In+1
X SO e - n_ y2ntl L X
L v s ) P 57
1 IIH +[I.+I]J:1”'_1]+I] 1H+1+I]J‘l+]
== l+x+ +x
| _Ilrr_l_xln_l._:lnﬂ_xlnﬂ_11ﬂ+2+12n+3
BRET; 14 x

2+l .
()4 1+ x '"|+x+l+x 1+ x Jo(x)-

Onen déduitque: w, e N* Yre '|L._|_,x. | f&{;}: ga.lx)+ 1":;—"1
E.H.Gna:\;"nEH,"i"xElﬂ;ll,

<y =21<14+x = 11_;5 1 dou t::]:.;xin cor x> 0
Donc Wh € ¥, "E"'IE|U~1],1_|_ < x2n;

b-Ona: VHE N*,"'F"IE [n;li,ﬂi_ﬂg IEH;
1+ x

Donc: 0 < Ilid.‘r < j';x“dx

I
{ f _-,;Iﬂ 1H+1
ol+x T+x
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nxz-: S ]
ol+x  —2n+l

3 D'aprés la question 1) on a

0<
: _ i,

» VnEN* W€ [litod, fi()=gn()+{

donc W e MH* flfﬂ;{x}ﬂ'r: f]g,‘[.t}dx+ fl'r—dx

Joll)- fn{“'l—f JI—:r+_1rI+ 4 (= 1)In=1x2n- '|a':r+f zin dx

I
xL+ 2

fl)= :—T+T+ +{—|}1"-'T T3

T, N ]_ IIF
FO=1-FH 3t | g+ [ = f0=Ua+ [ R d
b.Ona: ﬂ{f.. +’--I f "I+ d'aprés 2)b- ; donc ET:I 1IT;':"‘ =0
On déduit que Jim U, = lim (f,(1) - 1!”': =f(1) = In2
Cr WneN* U, = f{u—j" x?

o 0 ol 4+ x

EXERCICE 6
Partie A

17 !liD:,L_:’xF Ii__r|:11[x[]-x=]+ | -2nx ) = += cor Iim{xfl-:q’]|+l}| =] & Iim-lilm: = +m

limpg(x) = Ililrlnr{u{!-x']ﬁt-llm:l -mocar limx(l-x') = -0 & J;m =2lnx = -

r—a4m

2°) Pour tout nombre réel x strictement positif, g{x)=x(1-x*}+ 1 - 2inx
x(1-3x*)-2

B(x) *{I-H.‘]-!.:’vE = | .3x%- 3: g'(x)=
X X

+] - +3Ix-1)
X

Ona: x(1-3x") - 2 = (x+1)(-3+3x-2)donc g'(x)=

¥) Démantrons que g est strictement décroissante .

Vie |0 i+, x> 0;x+1>0 ;donclesignede g'(x) estcelui de - 3x*+ 3x-2,
A= (-3 )x{-2)=-13. D00 -3x2+3x=-2 <0,

Onendéduitque: g'(x) < O

Autotal, 1a fonction g est strictement décroissante sur] 0 : + |

¥) La fonction g est continue et strictement décroissante sur [0+ =,

donc sur]1;+«[; Parsuite,g(]1:;+=[) = ] limeg(x):g(1)[=]-=;1[.

Comme De J.m; 1, alors I'équation g(x) = 0 admet une unigue solution a dans J1; +={.
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5) g est continue et strictement décroissante sur JO; + «[ .
Dol 0<x<a = g(x)>gla) Donc g(x) >0

Par ailleurs, x > a = g(x) < g(a) donc g(x) = O
Autotal, vxe J0;a [, g(x)> 0 et ¥xe Ja ,+=|,gx) <0

Partia B

1*) Calculons la limite de fen 0

1|mf{:|t} = ]Im_l:ln_x -(x-1)pP)= ]iml{ I—lmr. -(x-1P)=-m
_"HI ...pI]-H %

5 3 : :
car lim— = +o, limlnx = -= et lim(-(x-1))=-1

"J'“".'li :___“:I r—all

Calculons la limite de f en + =
-1
fim f(x) = Bim (T2 (- 1))= tim (222D o
X X X

= T=++E ¥
1 Inx : x=-1) x?
car Ilmlﬂ—1 —x— =] gl Ilr'|‘|-u ]Ir'n-——llrn X =-o0
=+ ]..-.I el 1 X p—pud % [T X i
. Ing =
2°) Vérifons que Yxe |0;+w| fix) =-x+21+ !15:
X
Imx mx (x-1%¥ Inx x{x-1|
Vx E ]IJ+:n[ r'[:r::l——[ -(x=1))= - ! - = ¥
x? X K X
I ;-;t:q.’-E!:rI]_Inx ' adrx _ Inx x' -2 x
4. II g H-:I - ".E :.;1 :';.I :.::I' II’
Inix =
—m—x-x*ri-idnm: fix)=-x+1+ o
x? XK x?
Inx - x % - % . d'ois

¥) Ona Kx) - (x=2) = —x+2+——-(-x+2)= —3

hm{ﬂx} {—x+2}}“1|ml 1=Iim(m—}l-}:]*ﬂ
i I - Hz X

e B lim = = i = g

=P ) p—t4m regaw W

Par conséquent, la droite ( A ) d'égquationy =

- x + 2 est une asymplote oblique & ( C )

en + =
4*) Calculons ' ( x )
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I
: —u X7 - 2xInx .

I'{xj=|—:-?=-{x;” donc f'(x) = & . _Eix-l}xx:{ﬁ-lq

_1-2nx  2x7-2x-xT+ 2x - |

x’ X

_1-2mx-x" +x _ x(1-%x2)+1-2lnx

N x’ x’
donc M'(x) = %

5°) Wae]0;+w [, lesignede'(x)est celui de gl x ) car x'> 0,

".'-f:E]III;.-r[,I"H] = 0
Draprés la quastion 5 Partie A) |, on en déduit que : u'.ue].::; —m{, F{x) <0
M{a)=0
Tableau de variation de f .

X 0 o + @

) + :::
§') Calculons f{ 1)

fla)
s / \'
1{ Inl

1) = -[T -{1-1 J*] =0 danc 1 est une solution de I'éguation f{ x ) =0

|
Justifions que f{a )= 0
f est sirictement crolssante sur ]0;a[;on a:a > 1= f{a)=>1{1) puisgue f{1)=0 alors
ffla) >0
7"} f est continue et strictement décroissante sur Ja ; + = [, donc f réalise une bijection de |
A +wfsur f{la;+=[)=]-=;fa)[ Puisque Ha)>0,ona0e |oxfialf.
Donc 'dquation f{ x ) = 0 admet une unique solution Bdans Ja; +=|.
Partie C
1%) Tableau de variation de h .
Dérivée de h
VxE J0;+w|par hix) = Inx - x
| -x

!‘I'[I]-l-| [ J——
X
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Signedeh’: wxe] 01, h'(x) >0 et ¥xe]l;+=,h"(x)=<0

Tableau de vanaton

X 0 1 * @

h'Ex] + c{; -

h{x) / \

2°) -1 estleminimumdehsur]0;+=[:donc vxe]O:+=[ hix)<-1,
Onendéduitgue h{x) = 0.

3") Position relative da (C ) et(A)

hi x )

1]

wxe]0;+=[, x* > 0 et h{x) < 0 , donc

s e |0+ | . Hx)-(-x+2) =

< 0

hi %)

Par conséquent, fi{ x)-{-x+ 2 ) <0, donc lacourbe (C) est en dessous de la droile (A)
gsur |0, +=|

4"} Voir courbe a la fin de |'exercice

Partie D

1°) La coube (C ) est en dessous de (A Jdonc A(A) = j:[y-f-u;l}m

L=l
-‘.[m-_[u; t+2-fe)h= [ ——1—.11

2°) Dérivée de la fonction k

— ¥ - nx
- 1-1
WE B = Ry e = 5
- X
I)A(R) = J-,h—lmdt - -F-.:ll—l+1-ll'||2 j':” 2 dt +f Im

E

an) = 7 {———}dt+ [l

i] = Int Int
En considérant la réponse de la question précedente , on a : J di = [_] dang
|

17" Int |  Ind
F _ — e -IA + an I'—-]
Al L) [In|+l] +[ ] ==

| 1
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lim A(d) = firnﬂ{%+lni+-}—]]=+m

W N : B
car lim — =0 ; .II:-lE-I-:I =0 et gl_|||1':‘1m[]|1..f.1‘.—l] = +aoo
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CHAPITRE X : FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE
FONCTIONS EXPONENTIELLES ET PUISSANCES
FICHE DE COURS -

Définition _
On appelle exponentielle népénenne, notée exp(x) ou e*, la bijection réciprogue de |3
fenction logarithme népérien In x. _

Propriétée

vxER ona: er estdéfinie ; e*> 0 ; Ine® = x
vieR et vwwe R, Iny= x o y= e

YxeR, , ef* = x

Propriétés algébriques

vaeER et YbeER,ona:

| iavt : = M - g : sk
ga+bk = g8 x ab : gna = I:E‘J" 2 Eh_Eb . ak-b = =

NB: af = 1 - g = =

Etude de fonction comportant exp
vacER e YbeER,ona:e® = e® = a=b ; e*<e® = a<h

Propriété _
a” e =1 _

im e* =+o; lime" = 0; lim — = +a; lim xe" = 0 :1:|_1:r'||] -

LR R 1 s w W [
Dérivee de e ®

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle K,

La fonction ev est dérivable sur K etona: IZeﬂl = u'x gv
Primitive de u'e"

S0it u une fonction derivable sur un INlervalle K.

La fonction u'ev admet pour primitive sur K la fonction ev .
Fonctions puissances

Soit § € R . On appelle fonction puissance d'exposant § la fonction
x—x¥, vwxe Riona:xf = flm

Croissance comparée de Inx , e*, x°

| Soit x€ R, ,ona:

: : i Inx T -
imxfe™ = 0 ; lm—— =0 ; limx*inx =0 ; lim

LE Ll Bk =

=+
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S EXERCICES CORRIGES

EXERCICE 1 : Bac C 2004 Session normale

[On considére, pour tout entier naturel non nul n, la fonction fﬂ définie sur [0 ; +=[ par

—nrd
fylx)=e",
On désigne par (c.) la représentation graphique da fn dans le plan muni du repére
arthanarmeé (O, 1, J). (Unité graphique : 5 cm).
Dans tout le probléme, les fonctions sont supposées dérivables sur leur ensemble

de définition.
e A

1. Calculer f,(0) etla limite de f, en+=.
2 Calculer [ '"[ x) puis dresser le tableau de variation de _Iil"ﬂ.
3. Encadrer [ plX) par deux entiers consécutifs.

n &
4. Démontrer que la dérivee seconde fﬂ' de fﬂ s'annule pour une unique valeur

positive a, égale & _1_.
Jn

5. Soil A”.Ep-::mt de (c) d'abscisse 4,,.

a. Démontrer qu'une equation de |a tangenta [Tﬂ}ﬂ la courbe (c.) au paint d abscisse ﬂ'ﬂ

- 7
"Il-— iq*

b. Démontrer que toutes les droites [ } passent par un point fixe dont on donnera les

coordonnéas.
6. Soit h la fonction définie sur [0 +=[par: piy)=e-nx? fﬂl _?1__
[ e

a. Calculer .II:J'[ {IH] :

b. Utiliser la dérivée seconde de h pour trouver le signe de h'(x) et dresser le tableau de
variation de h,

€. En déduire la position de (c,) par rapport & {Tﬂ}.

T. Construire (c1) et (ca).
Partie B

: . I
Sioit i i - e
(U . LE N la suite numérique définie par: ) n = jﬂ M (x)dx

1. Etudier le sens de variation de la suite {UH}-

2. Démontrer que la suite {Uﬂ} est convergente.,
Dans la suite de rénnnﬂ:& on suppose n supérieur ou égal 4 2.

| 3. Démontrer que - j'“l“i -nx?qy <

n{n
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=T .

4. Démontrer que : ‘?’xE[ (} ] 0= r"ﬂzge{'“ﬁ“l']"f_

5. Démontrer que l]-‘:_[ ‘""‘zd.'n: E[ T

1n{n}
6. Calculer la limite de la suite { H}'

J {Im:n_nf

EXERCICE 2 : Bac C 2003 Session normale

On considére la fonction f dérivable sur R et définie par f{:x}:[‘l_ X ]E'E-"rﬂ,—'

| Seit (T} sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O, 1, |).

L'unité graphique est 2 cm,

| Le but du probléme est la recherche d'une valeur approchée d'une solution de

I'équation f(x)=-1.
I. Etude de la fonction [
1.a. Calculer lim L J(x) = f{.r]

J)
X

¢. Interpréter graphiqguement les résultals precedents.
2 a Calculer 1'(X) et dresser le tableau de variation de [ .

b. Démontrer que l'équation [(X)=—1 admet une solution unique & dans

I
b. Calculer x

lintervalle 11 : %; .

—4
c. Démontrer que : & =1 +ea
3. Soient A et B les points de ( I ) d'abscisses respectives 1et 2

a. Donner une équation de la tangente (D) a (') en B.
b. Tracer (D) et (I') sur lintervalle [0,5 ; +=[.

X
4. Soit F la fonction définie sur par F (X )= j:l f(t)adt .

a. A laide dune intégration par  parlies, demonirer  Que

F{I}=EI*—~1E-EI—|—4 _%2__

b. Caleuler en cm? l'aire de la partie du plan comprise entre le segment [AB] et (r).
Il. Recherche d'une valeur approchée de Cr',
Eﬂitgla fonction dérivable sur B et définie par g‘{ X ;1= g2x—-4.41.

On note | lntervalle [1,-%.

1. a, Calculer g'(x)et préciser le sens de variation de £

—
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rﬁ
b. Démontrer gue g[f]C I.

¢ Démontrer que pour tout élément x de |, ona: U< g*{x}ﬂ% _

| (On pourra étudier le sens de variation de £ "surl)
d. En déduire, en utilisant I'inégalité des accroissements finis et le résultat de la question
1.2.c), que pour tout &lément x de |, on a: |§'|: X)— ﬂ-|£ %_!; - a-

uu=I

VnelN, U 4= glu,)

a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, i, est élément de |,

2. On considére la suite I définie par :

b. Démontrer que pour tout entier naturel n, lﬂ C!T’i |H —‘I:I|

3. a. Démontrer que pour tout entier naturel n, |E«t|,,E {Ii_

b. En déduire que la suite I{ est une suite convergente. ﬂuella est sa limite 7
4. Déterminer n pour que H” soit une valeur approchée de O au centimétre prés,

EXERCICE 3 : Bac C 2002 Session normale

Le plan est muni du repére (O, 1, J) ; l'unité graphique est 4 cm.

Partie A
On considére la fonction numériquef : B — 1R
1
X+—
Trex

On note () |a courbe représentative de f dans le repére (O, |, J).

1. a. Justifier que f est strictement croissante sur | .
b. Calculer les imites de f en -= &l en + =,

¢. Dresser le tableau de variation de f.
2. Justifier que (') admet pour asymptotes la droite (O1) et la droite (8) d'équation y = 1.

3. a. Démontrer que le point K (0 ;-;-:I est un centre de symétrie de ().

b. Démontrer que la droite (A) d'équation - x — 4y + 2 = 0 est tangente a () en K.
4. On se propose d'étudier la position de () par rapport & (A).
Sait h et @ les fonctions numériques définies sur [ par:

hix) = f{x) - % = }:-_' et gix)=4de "= (1+e "2

a. Démontrer ; : = qfr{.-'l."}
ntrerque: Y X ER, A' (x)= A0t 0-FF

b. Etudier le sens de variation de ¢ et dresser le tableau de variation de g.
(On ne demande de calculer les limites de @ én - = ef en + =),

¢ Endeduireque: Yx e R, ¢(x)< 0.
d. Démontrer que h est une fonction strictement décroissante sur B

_&. En vous aidant des questions Erﬂﬂ&dnnm. demontrer que :
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VYxe ]-=;0Lhix)20,

VX E j0; + =[ hix) 0.

f En déduire la position relative de (M) et (A).

g. Tracer la courbe (I') et (A) dans le repére (O, |, J).

Partie B
On définit la fonctiong: B — &
1
. 1+ B‘E

(G) est la représentation graphique de g dans le repére (O.1,J) et (4") estla tangente & (G)
an K.
1. Démontrer que () et {G) sont symétriques par rapport a la droite (0J).
2. En déduire les constructions de { A') et de ( G ) dans le repére (O, I, J).
(Utiliser une couleur différente de la précédente).

- X
3. a. Vérifier M:HIER, Xl= e .
q 9= 5
b.Calculer en cm?, l'aire A de la partie du plan délimitée par la droite d'equabon
x = 1, la droite (O, J). la courbe (G) et |a droite des abscisses.
Partie C

Seit n un entier naturel non nul. On définit sur R la fonction Epn par
1

X)= ;
Soit {G.-,: la courbe représentative de By, dans le repére (O, 1, J).
1.0émontrerque: YR EN*, VxeR, 0< EH(I}E e—Nnx
2. On désigne par A, |'aire de |a partie du plan délimitée par les droites (01), (OJ), la drodte
d'équation x = 1 et la courbe (G, ).
a.Démontrer que : Yne N*, 05A-% ﬁiﬁ—&'"}-

(Un pourra uliliser la question C1).
| b.En déduire la limite de A, lorsque n tend vers + =

EXERCICE 4 : Bac C 2000 Session normale
Dans tout le probléme le plan est muni du repére orthonorme (O, |, J} {unité ; 2em).
PARTIE A

1.0n considére f la fonction numénque, de courbe représentative (C f). définie sur R

par: f(x)=xe""

a. Calculer les limites de f en +w«= et en - =

b. On admet que f est dérivable sur | .

Etudier le sens de variation de f el dresser son tableau de vanation.

c. Tracer la courbe {Cj } en prenant soin de tracer la tangente & l'origine.

|I-lr|

2. On considére g la fonction numeérique définie sur B par g (x) = |x|e
a. Ecrire sans le symbole de la valeur absolue. e _
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b. En déduire une méthode pour obtenir la courbe représentative {i_':‘; ]d. g sur

]==:1] iparlirde{l::}]

¢. Etudier sur l'intervalle [l;+0€=[ le sens de variation de la fonction 1 x=xg ™

d. Etudier la dérivabilité de g en 0 &t en 1.
e. Déduire des questions précédentes |e tableau de variation de g.

{. Tracer {C# ] ainsi que les demi- langenles a {Ex} aux poinis d'abscisses D et 1.

PARTIEB
Soit n un entier naturel non nul. On considére la famille de fonctions f” définies par :

fi(x)=xe"""

On note la courbe [Q,]r&pr&sentaliv& de f”

1. Calculer la limite de f,(X) quand x tend vers +oc

2. Calculer |a limite de Jﬁ,[.‘l_'] et de @ quand x lend vers — Q0

En donner une interprétation graphique .
3. On admet que, ¥ne N " la fonction f,, est dérivable sur B

a. Déterminer la dérivée [ ', de [,

b. Eludier le signe de f 'ﬂ{::'} el dresser {e lableau de variation de _,1"-1,I

¢. Résoudre dans R , I'équation : [ (x)=x

d. En déduire que toutes les courbes ['E:,}I passent par deux points fixes que l'on précisera.

4. Etudier |a position de {C;.J par rapport & I{l:m‘]
5. Tran::ar{(é]l dans le repére (O, |, J).

iﬁ_ X étant un nombre réel, on pose : { n(l‘-’ﬂ =I§f n(x] dx

|

| a. Calculer fﬂ{&!}.‘i l'aide d'une intégration par parties.

b. Calculer la limite de (&) quand & tend vers +oC
EXERCICE 5 : Bac E 2000 Session noramle

Le plan est rapporté & un repére orthonormé (O, |, J) ; unité graphique 2 cm.
L'objet du probléme est létude de la fonction f définié sur lintervalle ]!]',+m[par :

f(x)=x\e %—] _On note (C) sa courbe représentative dans le repére (O, I, J).
1. Etude d'une fonction auxiliaire.

Soit g la fonction dérivable sur [0 ; += [ etdéfiniepar: g(f)=1-1-e"
|_3. Etudier le sens de variation de g et déterminer la limite de g en +20

2r
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{On ne te demande pas de construire [a courbe de g) -|

b. Démontrer qu'll existe un unique réel a>0 tel que g{ﬂ]:ﬂ el prouver gue

.]_“2_2..-«:& < |

e. Etudier le signe de g(t).

d Etablirque 0,79 < a < 0,8

Sens de variation de [

2. a. On admet que [ esl dérivable sur ]!];+-:n[

|
Démontrer que pour tout x > 0: f'(x) = {E%— 1] Terg {ﬂ
b. Déduire d& la question précédente le sens de variation de [
Ainsi que limite de fen0

i
3. a. Démontrer que pourtout x>0 Inff{x)] = ;—:(1+1Inx}+ %!n[:l— e'?]
b. En déduire la limite de f en O et la limite de f en +00
4. a. Etablir pour tout élément tde[ﬂ;l] e~ re

b, En déduire 4 I'aide d'une intégration, que pour tout u de [l};l] :

|+H£€"£1+H+%HE

¢, Utiliser cet encadrement pour démontrer que pourtout x = 2
0D <[f{x)]?= 2x < 2e

d. Démontrer que pourtout x =2:  f(x)2 2x
En déduire la limite de f en +00

5. a. Dresser le tableau de vanation de [
b.Tracer (C).

EXERCICE 6 : Bac E 1998 Session normale

Dans lout le probléme, n désigne un entier naturel non nul.
On considére la fonction [, dérivable sur B et définie par: f,(x) = x"e ~*.

n ap L d Cou re sentatwe ans le pran muni dun repens
On appelle (C, ) | rbe repré ive de f, d : &

orthonarme (O, |, J) (unité 3 cm).
PARTIE A
1. a. Calculer les limites de fl en 400 at an =00,

b. Etudier le sens de variation de la fonction _Iil"1 et dresser son tableau de vanation

c. Tracer [a tangante a l'origine & [C]} puis tracer {E‘lj].

2. a. Pour tout entier n supérieur ou égal & 2, étudier le sens de variation de fﬂ, .
. Calculer les limites de f ; Enen +30 et en —00 et dresser son tableau de variation.

€. Sur une autre figure, tracer la tangente & l'origine 4 {Cj ] puis tracer [CI}

TOP CHROND Mathématiques BAC séries C&E Edition 2017




203

3. On nole .5'" la symétrie orthogonal d'axe |a droite d'équation : x=n er {Q‘fﬂ];-h-nagﬂ

de {C‘"J par I"-:"-l:lr 5
3 M étant le point du plan de :nnrﬂnnné-es{.r, J"]. calculer les coardonnéas {x ] y'}de

san image M’ par SI:I'
b. Démantrer que {C 'n}| est l'ensemble des points M dont les coordonnées {I, }'}

varifient : ¥ = f,(2n-x)

¢, Tracer {C‘j] dans le méme repére que (E3 ]

d. Pour IEEH. on pose :g_{x}:fn[zn ~x}
En interprétant geométriqguement les intégrales, justifier I'égalité .

[ fledde = [ gale)de
4. Pour tout x élément de ]ﬂ'; H]. onpose f(x)=In(g.(x))—In(f,(x)).
a De l'étude des variations de /i, déduire le signe de f1,(x) .
h. Démonirer que pour tout x appartenant a l'intervalle ]ﬂ; H] ,ona _,H;(x]i g,,[x]

c. Déduire de ce qui précéde, l'inégalite :I:_;fn{.f}d.r = Jgﬂf,{ﬂ'}ﬂrf.

PARTIE B
Pour tout réel posilif x, on pose | - 1, = L; fa(r)di.

1, Démantrer que la fonction F,, est croissante sur [0;+ | .

2. A l'aide d'una intégration par parties
a. Calcular FI{JrJ
b. Démontrer que, pour tout réel positif x et pour tout entier naturel n supérieur ou égal a

lLona:F  [(x)= fn+]“,|Fnl:I}—fml[x}.

3. En déduire & l'aide d'un raisonnement par récurrence, que pour tout réel positif x et pour
tout entier n supérieur ou égal a 1,

= ¥ x3 x™
Falx)= nt| 1o~ %14 S + 4wt T

g g 4 = gl
4. a Démonirer gue $M;F"{I} h:

b. Démantrer que pour tout réel x positif ou nul, on a F, (x) < n!
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PARTIE C
1. Démontrer que, pour tout entier n Supéreur ou égal & 1, on a

F. fnj+j§"f,,u]ldr£ n

2. Déduire des résullals des parties A et B que, pour tout entier n supérieur ou égal & 1,
ona:

{}EF,,{::}EHT".

1 b n 2 n" A
f.=3*’5I+ﬁ+--ﬁ-+...+ = < e
EXERCICE 7 : Bac C 1998 Session de remplacement

On considére la fonction fdér‘wable sur R et définie par: f{x )= 1
(x) 1+e X

On désigne par (C) la courbe de f dans le plan muni d'un repére orthonormé
(0, |, J). Unité graphique : 4 cm.
PARTIE A

1. a. calculer r 'I:X:I' pour tout nombre réel x puis étudier le signe de ' {f} suivant les

valeurs de x. En déduire le sens de variation de la fonction f .
b. Déterminer les limites de f en 120 @ en —0OC et donner le tableau de variation de -f

|
2. Démontrer que le point A de coordonnées [ﬂ,i

est un centre de symétrie de |E']

3. Donner une égquation de la tangente (T)a () au point A
1

4. Soit y la fonction dérivable sur E et définie par:(0(X )= 5 %X —Ffx)

a. Démontrer que :

vxei—-:x:-;ﬂ, o(x) =0,

b’xe‘ﬂ;-l—m, w(x)<0.

b. En déduire la position de (T) par rapport a EC}

c. Tracer (T) et '[i::} :
PARTIEB
Pour tout réel non nul M, on considére les fonctions f= dérivables sur B et déhres par .

ol X) =17

(Cw) désigne la courbe représantative de f P dans |e repére (O, |, J) v

Soit T, la transformation du plan dans lui-méme qui & tout point M associe le paint Weel
ue . HM" =mHM oi H est le projeté orthogonal de M sur (OJ).
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{ a. Donner la nature de

b Démantrer que (Cy) @st limage par T, de ().

e Tracer (C-q)

2 Soit 4 un nombre réel. On pose I_( ;,J_f 1. (x) de

calculer [/, (A) eten déduire que J"_,{ :| est indépendant de m.

PARTIE C
Soit g la fonction dérivable sur K et définie par g(x)=x—f(x)

i a. Etudier le sens de variation de g.
b. Calculer les limites de g 8n + 00 ¢l en — 0O .
¢ En déduire que I'équation f{ x )= x admet une solution unique C¥ et que
I |

]
TR o
2 a. Déemontres que V.1 3 ribi
L1 < ]
b Calculer f(x) . En déduire que : VX € rakas |f U]|_E'

i B
¢. En déduire que : VX £ ‘4 ,:, ..,j[ﬂ—.ry|{ —ix—-rl.f|

1. Soit (L', | la suite d& nombres réelﬁ. définie par la relation de récurrence

U, = : et U, = f(U,) ¥n €N

a. Démonirer par la récurrence que . Vn € M, = ‘ T E‘

U, - al

I
4

4. a. Déterminer la limite de (L',
b. Trouver le plus petit entier naturel p tel que :|U/ , = o |< 1077,

FONCTIONS EXPONENTIELLES ET PUISSANCES
EXERCICE 8 : Bac E 1996 Session de remplacement

Pour tout entier naturel n , an considére la fonction f, dérivable sur R et definie par :
1

|_ r:.|£'

b. Démontrer par la récurrence que 'Y m & [N, |I'_nr

c. Démontrer par la récurrence que (W e M, [/, — a |=

paur ”“'-'1 ,I':__I:.'![':I_—

pour n=1, f(x)=
| W1
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On désignera par |[C"1| la courbe représentative de ,f; dans un repére orthonormeé |f3--". J.]

ayan! pour unité graphique 4 cm.

PARTIE A

| 1. Etudier la parité des fonctions .

2. Déterminer les limites de f, aux bornes de son ensemble de definition.

Etudier le sens de variation de [ et construire [ |.
3. Démontrer que toutes les courbes (' )(n € M) ont deux peints communs.

4. Dans cette question, on suppose gue n est non nul.

Pour fout réel x, caleuler f(x) ou f, estla fonction dérivée de f,

5. a. Déterminer les limites de f et [ en —OC el + o0 .

b. Etudier le sens de variation de chacune des fonctions f et . et dresser leurs lableaux

de variation. _
c. Démontrer que la droite d'équation y = x estasymptote a [C | en + x el préciser la

position de | | par rapport & cette asymptote. Tracer { Ci)et (C,] dansle meme
repéra que C, ]

PARTIE B

Sait (/) la suite réelle définie par: [ = IJ['IID_,F;J{.rJ de; nel

1. Pour tout entier naturel n , démontrer gue [ =0

2. Demontrer que, pour lout entier naturel non nul n, on a .—; ':lr E ]
' 2(2n+1)7 7T 2n+l

3. En déduire la limite de L:_f n| Quand n tend vers oo,

4. On partage l'intervalle [0 ; 1] en cing segment de méme longueur 0.2 par les points
a=0;a=02;a,=04,a=06.a=08;a=I,

a.Démontrer que I'on a, pour tout entier naturel | tel gue (0 EE' Ed

: I
0,2f(a+ng [*F fimdr <0,2f(a)
b. Pour tout entier naturel | tel que 1 <X/ <5 | calculer f(a) & 10 par défaut et par exces.
En déduire un encadrement de ‘Fu'
2. a. A laide d'une intégration par parties de 1’". démontrer que, pour n de [, on a
'Iirrlﬂ T ﬂ-l:ﬂﬂ-l !'T ¥ II’.'I-I-]] i

b. Erprim-erfl en fonction de ,fu et donner un encadrament de a"l
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EXERCICE 9 : Bac C 1998 Session normale

T probléme compoite lrais parties A, B el C. Les parties B ef C sont indépendantes,
Le plan orienté st rapportsé & un repére orthonormeé (O , T, ¥), Funité mesurant 1 cm.

PARTIE A
On considére la fonction J définie, sur I[I;+.:.c-,| par f(X)=x—4/x+4 -

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le repére{ O , G,V)
i a. Démontrer que [ est continue & droite en 0.
b. Etudier la dérivabilité de la fonction | & droite en 0.
En déduire une interprétation geometrigue.
| 2 a Déterminer la limite de .fﬂ’“ 400 .
b. Etudier le sens de variation de la fonction [ et dresser son tableau de variation.

c. Tracer (C) :
3 a. Soit g la restriction de [ & id:+c:-a| |

.'.1_"+ix.|. SLF ili];+-:-;:| et que son application

Démontrer que g est une bijection de
réciprogue @ ' est définie sur 0; + *x:l par: g (x)=x+4/x+4

b Tracer la courbe représentative (C') de g ~', dans le méme repére que (C).
On appellera (H) la courbe (C) U (C)

4. Sait (E} la courbe d'équation : x° + 17 —2xy—Bx—By+16=0 dans le repére

(O,u,v) .
a. Démontrer que pour tous réel X et y positifs, ona !

vy =2xy—Br—By+16=0 « l_!l _.i"_{-‘l-'1.||:.,1’—£ _I[I]'|= Y
En déduire que (H) = (E)
b. Démantrer gue un point M{H,a)est un point de (E) si, et seulement si, le point M(ba)

est aussi un point de (E). _
En déduire que la courbe (E) admet un axe de symetrie. Préciser cet axe,
5. Calculer l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (C), l'axe des abscisses et les

droites d'équations x=0eax=4
PARTIE B

1. Scit m un réel appartenant a _:u- 2 II

a Soit les points Ande coordonnées (241, 0) et B, de coordonnées (0 2—n1).
Ecrire une équation de la droite [ﬂm} passant par les points 1'1,, et E...-
| b.Soit (A) la droite d'équation : x—y—2m=0. Démontrer que le point d'intersection

T des droites (L)} =t{/\) & pour coordonnées E (2+ m]*-,il{}!—m]l ;

| & Démontrer gue (£3 ) esttangente a (C)en T,
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| 2. a. Soit /{_le projeté orthogonal de T sur la droite [5}d'-&qua‘li-n-n y=-x

Démontrer que £, a pour coordonnées (=) .

b. Soit F le point de coordonnées I:lz]. Démontrer que le quadrilatére A H _B_F est un

carré pour tout m appartenant a E— Fu 2[

3. Pour m=%. placer le point _F!: tracer les droiles {ﬂ:ﬂj ; {Elmzl &t le carré A_'H"H_F_

PARTIE C
1. Soit M un point du plan d'affixe z

z—iz

a. Demantrer que le point H d'affixe est le projeté orthogonal de M sur la druiletﬁ}

2
b. Démontrer que la distance de M a Iitﬂ esl égale a

Z+i3]
. 1 :
2. a. Démonirer que l'ensemble des points M d'affixe z telle que %‘ = iz —(2+ 1;‘]
est la courbe (E)
b. Interpréter géométriquement ce résultat.
En déduire la nature de la courbe (E).
En donner deux aléements caracléristques
EXERCICE 10 : Bac C 2005 Session Normale
| X
On considere la fonclion ~JF'al:lae Rvers R définie par : f{x]=]+.1'€'x'

On designe par (c) |a courbe représentative de f— dans e plan muni d'un repere orthogonal
(0, 1. J).

Partie | : Etude de |

1. Soit v la fonction dérivable sur Ret définie par (x)=1+xe".
a. Etudier les variations de y puis dresser son tableau de variation.
(On ne demande pas de calculer les limites).

b. Démontrar que pour tout nombre réel x, {.!F{I}}ﬂ.

c. En déduire 'ensemble de définition de f i

2. Soit @ la fonction dérvable sur B et définie par: @(x)=1- xieX
a. Calculer les limites de p en — oo eten +OC
b. Etudier les variations de ¢ puis dresser son tableau de variation

c. Démontrer que M'équation -I;Eﬂ:.h‘}=[} admet une solution unigue & comprse entre 0.7
et 71.

d. En déduire - IrwIE]_"_"’:'i'ﬁ'[- @lx) >0
ivIE]ﬂﬁm[r @(x)<0

s i p—
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3 On admet que f esi dérivable sur .

a Demontrerque - Yxe R, f'(x)= @ix) -
|[] + xet |

b. Calculer les limiles de f en —op el en + om .

¢, Etucar les vanations de f puis dresser son tableau de variation.

4 Soit (D) la droite d'égquation y = x.

a. Damontrer que (D) est asymptote a (c) en — oo .

b Etudier la position de (c) par rapport a (D). (On pourra utiliser la question 1.1.b).
c. Démantrer que |a drodte (D) est tangente a (c) au point d'abscisse (.

d. Tracer (D) et (c) dans la fendtre définie par :

}':rn.ﬂ_45 ; Xpaw = 4

Yomin = - a i Ymax =04,

Onprendra: Ol=2cm QJ=5cmeta=0/

Partie /I : Et d'une

Pour it entier , on pose |, J ]__!_ di .
+ IC

1. a. Sans caleuler |5, en donner une interprétation graphigue.
b. Démontrer que la suite (1, ., estdécrossante

¢. Demontrer que la suite (1|, converge.
2. a. Déemontrerque . Ve[| . ———=L
{On pourra utiliser les variations de surfo; 1]).

| - |
(l+edn+1) n+1)

b. En déduire que pour tout entier naturel n,

¢. Déterminer la limite de {1, )1 -

——— e
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CORRECTION DES EXERCICES

EXERCICE 1: Bac C 2004 Session normale
Partie A

1. Calculons f,(0) et la limite de f, en += ,

o1, (0)=8""0% o g0 =1

3 i . _H‘E _ - 2 2
'..:-H”l:--'l‘lcx:"nl':-"lu-e =0 car :.:_I'.."l.x{ nx<) = el
2. Calculons f.(x) puis dressons le tableau de variation de f..
Dérivée de falx) - 1 (x)=e~"%X? = f (x)= - 2nxe~"*Z.

Signe de f, (x)

x - 0 4=
 JNK + |:I| T
gz’ + 'gl =}
frlx) _ _‘t o 11,3' o

Tableau de variation de f.

% - 0 +m

Fix) — 0 --

fx / \

0 0 |

3. Encadrons f.(x) par deux entiers consécutifs,

i k=
Jm e* =0

1 1o

D'aprés le tableau de varnaton, fn admet un maximum relatif qui est 1 et un minimum

relatif 0. doncona - D Sfax) 1.

4. Démontrons que f. s’annule pour une unique valeur positive a, égale a :I.-L

2n

£ ix)=—2nee™ = i) =-2ne™™ _2nx{-2rxe~™") = £ (x)=2ne"™" [-1+ 2}

BP0=0 = —1+2n=0dod & = —

[1 (1 1
- 0.+ dont 2= |— = —=
'I.|Enil i ¥2n J2n
1
Conclusion - la dénveée seconde f," de f, s'annule pour 8, = ;
n L] n :r_En

IIT g
= X=,— ou x=-_|— car 2ne™™ >0
n Van \ 2n ?
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Soit An le point de (c) d'abscisse aa.
a) Equation de la tangente (T.) & la courbe (c.) au point d'abscisse a,

Pour (Ta), 0N @ : '_|f1= fn'lfﬂn]"[i"-"l— an) + fn(an)
et Wy
()

Ona: | :

Donc, on a :

2n 1 1 __ |en
y== ?l-l'-ﬁ*:l.; = !p' % 5

b) Coordonnées du point fixe,
2 an+ 2 2

[2n _—
(To): ¥o=- ?I*‘ﬁ (Tast) . ¥ s :IL+-:E

2 Ll :
Ona: vy =yz donc x =0 el yr=;: donc A(ﬂ.j;] est le point fixe.

vl 2n 2
5. Soit h la fonction définie sur [0 ; +=[ par: hix)=8"" + S
a) Calculons hias).
. | "
"{*}:“{Tzﬁ] i M . - i

biTrouvons le signe de h'(x) et dressons le tableau de variation de h.
=igne de h'(x)

Dérivée h'(x) de h: h'(x) = — 2nxe"e? +JE;”

Dérivée h"(x) de h : h"(x) = - 2ne~"™" —Enx[- Znxe-"* }nzne*“’ {— 1+ Em:z}

On remarque que : h"(x) = fa"{x)

Tableau de variation de i’
| ]
K i} = EoF
h(x) —_ o +
1
i \ /
| -

Donc wxe(0 ; +=, h'{x) >0
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Tableau de variation de h

+m

+

[ x

h{x)

h{x)

¢) Position relative de (') par rapport & (T.).

Ny (%) - ¥

Jh(x) <0 d'ol fux) < y donc (¥ 4) est en dessous de (Ta).

2

2“_ o
Je

L T

—
—

hix)

1

Je'JZn

m[1_

2 .

1

:+={.h{‘.ﬁ} >0 d'ol fulx) > y donc (¥ ) est au dessus de (Ta).

2

y donc (Y. ») coupe (Ts) au pﬂintﬂ[ ;

0 d'od fu(x)

x)=
6. Construction de (&'1) ot (&3).

i

van
1
J2n

X e
Pour X =

Edition 2017
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Partie B
1, iEtuu:lm:urm le sens de variation de la suite (U,).

Ona: Un+1' :jnfn+1[x} dx , donc UnH -U, =In( n+1{x]|-fn|[x]|}dx

Or fn+1[x}—fn{x} = E—'[r'l+1,'Ix2 _e—x2 _ onx2 [E—:u..? _1}

Signe de fas1(x) — fa(x) -
Ona: E-_m‘E =0 d'od fasr(x) = falx) est du signe de E_“E -1
Ona:e™ x2 —1:3-'L'I::n-IE“"2 el = —x2 5in1= -x>0=2x <0

Donc "'i":HE]""J ﬂl freax) — falx) > 0
Au total, Uner = Un < 0 = Uner < U donc la suite (Us) est décroissante

2. Démontrons que la suite (U,) est convergente.
Ona: 0 fx) =1, dod (Us) est décroissante et minoree par 0 donc (Un) est convergente.

1
In(n) E;ﬁ;E T o 1

3. Démontrons que : 0 =) {n}
Ona: ﬂ‘ffnililﬂ 1

Py 1
- pn:n:f (x)dx < ! 'ntnwa = [ Intnle-ﬂﬂdn <[xJg _[ fﬂiﬂJE‘"”“dx ﬁ'

-

4. Démontrons que : "E"I-E[ ok J il g’ {.E.[i"ltnlf

E[—L]1-‘=ﬂ-L£l£13--—1—f12{11}-L5ﬂ125ﬂ
nin) (n) [In{njl] {In{n}}
i
>-ng-m?s-—" o= 0ze< g "% ie""'“”’g:rﬂfc g-m2 < g(iNMP
(In(n}]
5. Démontrons que u._-ﬁ a—Nx2 4, 5[1 1 ]llﬂiﬂ}g
Ini'n} In(n)
b= g’ 5&"“""3*:.10-%.1 E""":dxﬂilu E“‘*-"l'*d::ﬂ':r1 E"""d::—'[eﬁ“?xL_‘
inin} ki) in{n} 1ﬂ
| carcoonmufs A Yoo _;J =
:-jﬁe dx<e ['l Inlfn]_.lzrnqu,}ﬂe -::I:H:S[1 i) e
§. Calculons la limite de la suite {Ua).
ul_'.'“mL%‘ m[ ] ]E""'"’F' 0 car lim 1 _pet lim & = jim e*=0
:_.} H—H-d:-ﬁ W] e ) L B
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EXERCICE 2 : Bac C 2003 Session normale
|, Etude de la fonction f

1) a) Calculons .Ilqn:-rﬁin} et .IL"_"L fix) .
lim fix}= lim {1- T3 -

Posons X =-2x+ 4 donc x =- %H + 2 Ainsiquand X — += alors X — - =,

g [Im )= fim (=142 X)e¥ = im (~e¥ + ZXe*)=> lim f(x)=0
Car lim e* =0 et lim Xe* =0
X =z X il
Am fo) = lim (1-xje~2**4 = lim_(1-x)x lim e-2x+4

r

= :_l'tn]:l_flf:[:ln +

3 Illhnjm“ B I} - :ﬂfﬂm{—l} -

Car: {*xlim, (~2x+4)=  fim_(~2x)=+

o lim e*=4x
X—% +ad

b) Calculons : fim %],

Reh =i ¥
i fix = -2+ d : = ; e
lim []':: lim (1- x)e = [|im 1 e hm e-2%*% o |im E-—-—Eﬂ
B - Yy Xoep =i by M= =m0 ¥ E—s —m E—t —m
car lim —Xc-1et lim e 24 - |im a* = +m
E—+-= A= = K= ¢

c) Interprétons graphiguement les résultats précédents.

:ﬂnl_}f‘Tx}' = = oo donc la courbe (M) admet une branche parabolique de direction (0J).

2.a) Calculons f(x) et dressons le tableau de variation de 1.

vXER, fix)=(1-x)e**

Ona: fixj=ed " 12 4 _xj=g® 41 -2 +2x)=e2*4=3 + 2x)
Done vxER, f'x)=e"4-13+2x)

vxeR, ™' >0 donc f'(x) estdusigne de (- 3 + 2x).

Tableau de variation de f

]
Y - B 3 o |
f(x) —_ 0 +
LE u
) \ /
439
3z3
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b) Démaonirens que l'égquation fix) = - 1 admet une solution unique o dans |, 5.
&

wie 1; Eﬁl E)-m; g[ . f est continue el strictement décroissante ; elle réalise une bijection

3
de ]1;%[ dans '[]1:%I}=]_%EE— < 1] §

<
or -1e ]I_F}Ef :0[ donc I'équation f(x) = - 1 admet une solution unigue asJ; g[.

E}Dﬁﬂmmmﬂiu=1+gi‘l—l_
Ona: flu)=(1-ajgl*d

Or fla)=-1 dolona: (1-aje*?=-1

e gt _galnid = o] &3 —pedotd = o -glodd

_4_p—20+4 1 -20+4
ed= 1 EE‘ = +E —gi-204d) L q{ g =142
e 44 E—2u+4 E-E‘-ﬂ +4

3) Soient A et B les points de ( I ) d'abscisses respectives 1 et 2,
a) Donnons une équation de la tangente (D)a (I ) en B,
y= F(2Kx-2) +f(2) avecf(Z)=(1-2)e?2** =-1 etf(2)= (3 +2x2Z) e™=*4 =1

donc (D):y = x=2-1 = y=x=3
b) Tragons (D) et (') sur MNintervalle [0.5 ; +=[.

r
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4. Soit F la fonction définie sur R par.

& 3
a) A I'aide d'une intégration par parties, démontrons que : F{!}=Ex4 1,20 _%.
Fix)= Lll[t}-l:lt u J':'“ - t)e-t+4gy
Posons : U=1-1 V' = gl

=-1 "|,|I'=_2E-E1+l
= F{x) = [-%t‘l u—'[’,la*i'iu]: _L'[_*]m:_%}E-EIA }:“ =[%{|—I}E'E"‘: o L’{%E-m-q }:“
F{I}=[_%{1_I]E'Elﬂ :_\‘_%E—ﬂhl:[: =|._1‘1_t:|e_:h+l +%E-Et-¥

F{l}'[-%ﬂ-l}e'“"'+%r‘"'*} [ §{1 1)e2 4 q]

{
FI:I:I:-%“-JI]E_I'”. +_E-i'|:q-| _:}E? =l_%+%x+%JE—i‘u—l _%E;

=

i
-

b} Calculer en cm? 'aire de la partie du plan comprise entre le segment [AB] et (1.
i 5
Déterminons une équations da la droite (AB) avec N{D] el E|-| z J

1

.|

cAB = .i-".l'n.-'l| 1| sont colinéaires

o] o
duudﬂt[N"-l'l.AEI} 0=-—(x-N-1x(y-0)=0 = -x+1-y=0 =y=-x+1
donc A =L [y = fix)dx )= 4 cm? = f{—x +1=-[1-x)e *"'dx | x4 cmé

2
_® : o [ -2 2%2-1 22,4 €°
=A=| [-x+1]d:]—!1 (1-x)e Emw:lTHL _[ "4 a2 LT]

i [ 2 | l
:L’—ﬂ=[—[—=+z]rtv}“-+t}J-|f’,—-"‘I 'I [-1‘;-}+.'_‘2_J!qu.=m2

o

b 5 E'EI

r |
Il. Recherche d'unae valeur approchée de a.

1) a) Calculons g'(x) et précisons le sens de variation de g.
gix) = e*-4+1 = g'x) = 2em-4

YxeR, g'(x) 2 0 donc g est strictement croissante.

b) Démontrons que gil) < I.

':'ﬂﬂlﬂl'l;é]‘.l;t|1;E|:|-1'5!5..5_:|-2£E[£i:-2521 g
4 4 4 2 2

xdems = -ﬂ-[—5+az}=cm2

————
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1 ]
wplggh-ige? o iteiser-d+ise ¥+15§= 1sg(xs s
4

ponc gl e 31 = gl

¢} Démontrons que pour tout élément x de |, ona: 0 S g'(x) < % ,

5 5 5
g'i:ﬂ}:EE‘?"" of el = 1:.[1,4_[ = 'IE.'I:ET = 2 % 2:53

3 1
— -2 S 2x-4 35 _g- = gl § g~ 5 g7 = 207 g Jplk-4 g Qg ¥

Or 0 € 2e?< 2e*4s 207 3 % donc O = g'{x) = 21

4 Déduisons que pour tout élément x de |, on : | glx) - a | % |X-al

wxe[l: §I- g'ix) = 21 En utilisant l'inégalité des accroissements finis sur [a; x), on a ;
4

|gx) - gla)| = %u—ul-ﬂr glo) = ed-4+1 = a donc |gix)-a| < %rx—ai

2) a) Démontons par récurrence gue pour fout entier naturel n, u, est élément de |.

G [
na:
e My, =a 49

Verifions que Poestvraie lonaupg = 1d'ou uee ﬂ;%] donc Pg est vraie.

Supposons que P, est vraie c'est-a-dire Up « | et démontrons que Pa.y est vraie.

3

3 3 3
— gl g™ 'gal = I+g? € ' +1 S @i+1 = 1+e? £ Upn £ & 7+1
i

= 15 1482 8§ Upei 5 & 241 r:%. Donc Unst « [1;%].
En canclusion, pour tout entier naturel n, U, est élément de |,
1
b) Démontrons que pour tout entier naturel n, | Uns — | S EI Up=a|.
Ona:|glx)-a| S%|x—-u||:|nr'|l: | g{Un) - | 5 -21- |Ua—ox| 8 x = Un.

.1
Or g{Us) = Unsy donc | Unr =2 | S gl Un—l.
B 3) a) Démontrons que pour tout entier naturel n, Ju. - a| s %
Considérons que | Uni =a | S %l Un=a].

Doncona:|Uj-a| s %|Ll.u—|1|-

| Uz =] ﬁ%l;l..lq—{r.l.
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|Us—-a| S ElU:—-tlI.
.1
|U.-.—{::|£EIU|1--|-|1|.

La multiplication membre & membre donne : |Up-o | S [%] | Up=a |.

Or [Us—a| £ 1 donc |Un-a|s [%] doi |Un-al s El

b) Déduisons que la suite u est une suite convergente et calculons sa limite.
. 1 . Al
Cna: lmu -a|l= J_Iﬂ"l- o ";I'm g a0 = lmu, =a

En conclusion, la suite converge vers a.

4) Détarminons n pour que U, soit une valeur approchée de o au centimétre prés.

Ona:|Un-a| $102 et |Un-a| -;% dane 2_' s 107 = [%J < 102

- |nf%) $ In(10%) = nin2 S 2010 = -nin2 S 2010 = n2

1 In

Par consequent: n = T,

EXERCICE 3 : Bac C 2002 Session normale
Partie A

1. a) Justifions que f est strictement croissante sur R,

'f!tm-. [II i [1+ E_x}' = E_I
I:':I |:1+E_::|2 |:1+E-h;}2

Ona:e*>0el (1+e*) > 0 donc ¥ xeR, fx) > 0.

Au total, f est strictement croissante sur R,

b} Calculons les limites de f en -= &t en +=,

lim fx)=_lim —' =1 car _lim (1+e~%)=
.':-:—:nr-]-|:|:|{":| X2+ ]4+g=X ]{—:rn-;l-m[ g")=1
1 1 - ' 4 o R e
._Ilrﬂ:{[:}z :EW-W—H . car :|_II'1'I_..[‘I+E _|—+::IA'_
c) Dressons |e tableau de variation de f,
b - o
Flx) +
1
Bx) /
4]

2In10
=

nz G od

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries CBE Edition 2017



219

E. Justifions que () admel pour asymptotes la droite (Ol) et la droite (5) déquation y=1,
Iim f{x) = 0 donc la droite d'equation y = 0 ¢'est-a-dire (Ol) est asymptote

Ona:
harizontale a (T') en -=.
Ona: Ifrl'l f(x) =1 donc la droite d ‘equationy = 1 C:E'E-I-E-dlrﬂ () est asymplote
harizontale a ([) en +=,

3. a) Démontrons que le point K (0 ; %}ﬂl un centre de symétrie de (I).

f(0—x)+(0+x)

Calculons 5
1 1
: x)m—e 8l {0+ X]=e———r
Ona H0=X= e bl T
T S,
flo-x}+f{0+x)_1+e” T+8"* _ 1+@”"+1+0% 2+8°" +e"
-. o 2 C2(1+et)1+ e ") Z[1+e*+at +e”)
(0-x)+0{0+x) 2Z+e*+a" _ 2+8° " +0° L1 2+t +a" 1
5 " Jfl+e +e +1] 2(2+e +e') 2 2+erze’ 2
fl0 - I];"[ﬂ*“h% danc le point I{tﬂ.%]eat un centre de symétrie de ().

b) Démontrons que la droite (A) d'équation : x — 4y + 2= 0 esl tangente a (') en K.
Ona:(4):y = ' (0)(x-0) + f0)

CI: y L] E— r'D:E—z- Et f:ﬂ:: fl:l: -
. (1+e-%)2 =1 (1+el)2 4 W x =) 1+ 2
Donc y = %1:—DJ+% =%:+._115 o dy=x+2 o x-4dy+2 =0
Conclusion : 1a droite (A) d'équation : x - 4y + 2 =0 est tangente a(l)en K.
4. On se propose d'étudier la position de (') par rapport & (A).
a) Démontrons que : ¥ x s R, h'(x)= @lx) :
1+e %)
1 1 1
h = - X = = F U] = —
(x} = f(x) e hix) = f(x)
R (| e L1 Myl pix) o0 plx) = 4= ={1 = e*)2.

= R __ 8
= (1+a7 %) 4 41+ 8™y R

b) Btudions le sens de variation de @ et dressons le tableau de variation de .

Sens de variation de @(x)
Blx) = der—{1re? = g(x) = —der-2A-e)(1+e7)
T @) =-det+ 2o r o) = 20N-2+ 1 + o) = 2o 1 + @)
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% — i ]
e + U T
e s ! e
@10 I + 0 -

Wxae]-=;0] ¢'(x) >0 donc ¢ est strictement croissanta sur | - = ; 0
¥ x & ]0; +=[, ¢'(x) < 0 donc ¢ est striclement décroissante sur ] 0 ; +uof
Tablaau de variation de ¢

by i Q o

') - 0 —

c) En déduire que : ¥ x = IR, g{x) = 0.

Pour tout x « R, ¢ admet un maximum quiest 0 ;donc ¥ x« R, g(x) £ 0
d) Démaontrons que h est une fonction strictement décroissante sur R

h'(x) = P(x) org(x)sOetd{l+e)@>0= vxelR hx) <0
4(1+ e~ %)d

Donc h est une fonction strictement décroissante sur K,
e) Démontrons que :¥xe]-= 0. hix)20 el ¥xe[0;+=[ hix)s0.

Dressons le tableau de vanation de k.

. : i f )
':H}rﬂmh[:]=xﬂ,ﬂ]_t[f{xl—%—%xr“hm fi{x)+ IITEI_%_%:J=+T
c : 1 4.
car  Jin, f()=0 et fim, (-7 x| +a
e_lim_h(x)=_lim [f{x}—l—li= lim_f(x)+ _lim [J_lx]—--sc-
X3 oo X—3 4| 2 4 M~ +00 x—+m| 2 47|
Eﬂrlllhr'['ll_mt{?[} = n Et ”.Elnlﬁ:l[_ E - E:] = e O
K i i} )
h'{x} — 0 —_
e
h{x) ‘-‘-‘-‘-" 0 "‘-“"--..\_i
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Ona-¥x €]— o:0]. h eststrictement decroissante ;

gl h{]-=:0])=[0.+=[donc h{x)= 0

wr € [0; + o], hest strictement decroissante |
eth{[0;+=[)=]-=:0]donc h{x)=0

Enconclusion : ¥xe]-=.0] . hix)20 et ¥xe[0;+«f hix)s0
Déduisons |la position relative de (I') et (4).

wxe]==;0[ hix} >0 = fix)-y >0 donc (I)estau dessus de (A).
wxs ]+~ hix) <0 = flx)—y = 0 donc (M) ast en dessus de (4).
Au point 0(0,0), hix)=0 = f(x)-y =0 donc (') coincide avec (A).

1. Démonirons que () et (G) sont symétriques par rapport & la droite (OJ).

1 =
—x =9(x)

f- x) = g[x} donc () et {G) sont symétriques par rapport a la droite (OJ)
2. Déduisons les constructions de (A") et de (G) dans le repére (O, 1, J).
¥ = g(0){x - 0) + g{0)

¥xeRetv-x:R, I‘[—:-t}|=T

or g(0)=—"_=1 et g'{x}=_'_Ex_:a g'{n}=_'5g_=—l
1+e? 2 |:-|+EJ{1]'2 (1+e }2 4
Dong ; y = ﬂ%ik—ﬂ] + % = - %x * % {Pour la construction, voir figure ci-dessus).
-
3.a) Vérif WX e __8"
a) ons que : ¥ x < R, g(x) v %)
1 1 1 e *
Xj=o ' = 2 =
e e 1. 1 B+l T+e"
+ = K =
e e
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b) Calculons en cm?, l'aire A,
A= jt:gﬁ:-:]-d: =16 cm? = f;iTﬂ-;—l_de =16 cm? =I—I.n|1+ a'“|];:-rIEi cm?

o= [[—In|‘l+e“”+ln2}:15cm"- =16,10cm?

Partie C
1. Démontrons que : ¥ x « N*, 0 s go(x) s &%,
Gn(x) = 1 N 1 . ! = HX) _ fiy) g=nx

eNX L gin-11x @™ Lg% g% = gM¥(1, g~ %) gMX
Or 0<sf{x) £1 =05 fijxpe™ S g™ = 0 5 gafx) 5 &

2 a)Démontronsque : VY x e IN*, 0 s A, 5 %{1—E "

i
A, =_[;'El{x}dx = L;E'""I:hl: = —%E'"L = —%E'" +1g0 = %{1 =)

n

:;A,.,:%{T-e'“] donc Yxell”, 0 5 Ay = %(1—-&‘“}
b) En déduire |a limite de A. lorsque n tend vers +=,

im A, = fim Y 1.en) = gim 1o 1

M—4m ff—4oc N—+3 N ﬁ

m A, =0 car ”.Ii.rph_a! =0 et lim ne" =+
EXERCICE 4 : Bac C 2000 Session normale
PARTIE A

1) a- ;—l.iE-'x fix)= im X% = i n_ E—"‘:,-x e= 1

Jim f{x) = lim xe'"* = -oc car lim x = 200 et lime'* =+

E—— A==

b= HD.'IE R,Jf"r{_r:lz l-‘l-." i .\*fl"”=[1—_:'|fl_"".

Le signe de f(x) dépend du signe de | —x car ¥ >0
Tableau de variation de f

= =10 1 oo
e | o - |
"
/&) um"’"”’ \m |
c- Tracé de E-}l vair figure.
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lI—
2) s glx)=|xe 1

En utilisant le tableau suivant on a :

N = 0 1 * =
X - '[.l} + +
1% - K X | X
1-x : L
| 1=x| 1-x l 1-x %=1
gE]::' _1.&1-I. T IE1" xe:lul

5i XE |—I:ﬂi alors g{x)= _ypl—*

s v |01 alors g(x)=xe! >

5 XE !I;+ ¢ alors glx)= xe*!
|=|C/| cor g0)=1(2).

Ky

b= Sur I [

par rapport 8 I'axe des abscisses

Sur I'intervalle i—x;ﬂi. [C;,:] est symétrique de
car g(x)=—f(x).

g- "-'.?'IEiI,
Alors wx € [1; 4+ h'( x) > 0 donc /1 est strictement croissante sur [ 1+ =,

d-

el

« 2(0)=0
“Eﬂx} gm}_], ¥ =g,

d'ol g est dérivable & gaucha enfetona: g;',{{]} = —g

im B EO) i+ =
d'ol g est dérivable & droite en Oona gy(0) = ¢ donc £ n'est pas derivable en O car
g:(0)=g,(0)
« g(l)=1
Jqu:if.}_g_l mji{"_ —1
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1. alors on a : fim 3% _15U—J = liqw

Posons i = X = lim == :
- a{1 i v, ¥-=1 . at -1

!.j_T!'gELI__FJ = lm[g + = ]l 2 car ll_ﬂ . =1

£ est donc dérivable a droite en 1 et g;,(]}:l

. g(x)=2(1) _ i xE7F =1

i £ =l

Posons W=1-Xx

e e e - L e I

Car uli?'h'!uu"‘ =1 et lim e = e =
£ estdonc dérivable a gauche en 1 et g:q{l}=ﬂ
En conclusion : g'&,{l}ig’:ﬂ.{l} donc @ n'est pas dérivable en 1.
e- D'aprés les questions 2)b et 2)c :
Sur —D..':'-.;[I]:_g — — f donc g est strictement décroissante sur ]—-:c ;{]|_

Sur [0:1|, g= f donc g est strictement croissante sur !ﬂ;li

Sur |1; +-::::[, 2= h donc £ est strictement croissante sur [1; +Dﬂi

X — 00 0 1 400

g'(x) ; + | +

+0k

¥

+00
\ .
glx) : /-'

f- Equation des demi- tangentes (voir figure)
AupointO(0,0),ona: y=g(0Nx=0)+ g(0)= —ex el
y=gal0)x=0)+ g0)=ex
AupointA(1, 1) ona:y= g(1)(x=1)+ g(1) =1 =
= gell)Mz=1)+g(l)=2x - 1
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PARTIE B

K il i & = HE —
o= - HX#& =
1]' F_II'I‘I __il'-"{.'l.} .'I_lll'l'l XE
Car lim nxe™ = ui_i_r'l:l ua™ =10

K = T

9 lim_fu(x)=—occar lim n(l—x)=+o0 e lim e*=+oc.

lim Lo = lim "9 =400

—=o0 X X

Donc 1(:”][ admet une branche parabolique de dwection (OJ)en —0OC
3a VXER, f(x)= &) _ pyel=r) = [] o ;;I]E-'f'f1--*fl'
b-Le signe de [,,(X) dépend du signe de | —nx car WX E R, =0

() =0 Yr=1,

[T
: ey
S(x)> 0 V<,
[(x) <04 x> J—r"
d'ol le tableau de variation de [,
: I
& . = + 00
fulx) ¢ 0 -
]—E”_1

£ | _ SN,

e fux)l=xex(l—e"" =0
& x=0 ou e =]
e x=00on n(l=x)=10
e x=0 ou x=1
5={n,1}

d- U'apeés 3jc-, _.,I'"E_"[}} =) et fn{]}: | donc les courbes !f_ﬁ,,ll passent par les poants O(0,0)

el A1,1)

TOP CHRONO Mathématigues BAC séries CRE Edition 2017



226

Fo @)= J)= 5=l ~1]
.-||I:F+|{'T}_ ﬁ,{f}zﬂ'ﬂfﬂ"IED ou e*—1=0

ex=0 ou =]
S yr=0 ou 1—-x=0

=0 ou =]
e 150 pl7>
i | —x =)
Sy <]
X — 00 0 1 + o0
X - 1] + -
el-*—| + + 0 :
S 0= falx) - 0 + 0 -

Sur |—1;ﬂiUi]:+-‘:ﬁ;!i£:‘_l| est en dessous de {Cm :
Sur ;ﬂ;'lHEu __|| est au dessus de [CH].
|'C"+|| et |C,| se coupent en 0(0,0) et A[1,1).
8) Tracé de ( C;): vair fin
] T
B)a- [, [0 :.=ﬁ] Sl x)elx = [ xe™=%) gy
Jo

Posons (x)=x ef v'(x)=¢"""

Cna u'(x)=1, choisissans Wx)= _%EHH-I}_
= | X 0| L1 P atten)
"r.lrr”J -y L] + ﬁ’l[} 4 dx
k
‘frll”]_ _H'EII i _FE x)
]
! [ z—ﬂc"‘ﬂ—“ﬁ_LEH[l—nJ+ 1 "
(@) n = .
i = 1 n ' e} = B 3 S
o | ha) = @ car lim ettl e lim cre = 0
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EXERCICE 5 : Bac E 2000 Session normale
1) Ewude d'une fonction auxiliaire

& Wre|0;+oc|,g' ()=~ 1+2e¥

Signe de g'(t)

t |0 ~n2 -
g(1) £ 0 -

YEc]o; l—!ni [ gt} > O doncg eststrictement croissante sur | 0 ;'rnz [

ViE] %an .+ | g'lt)=0donc g strictement decroissante sur | in!nE |
limg(t)= - car lim(1-tj=—o et fim e =0
—FT i E—pa

B e

b- @ est continue et strictement croissante sur llintervalle

g‘rh%lnzll!]_!r:g‘i-_ .%1;.1
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0 n'appartient pas a lintervalle fOE IInZ

' lintervallea L=< — In2.
golution dans | roj -E 2‘

2 est continue et strictement croissante sur l'intervalle

bijection de

%In 2: 400 sur lintervalle

0 appartient & l'intervalie -% %in 2
solution dans lintervalle [ nZ;4+
In2 —e2,g|In2
5 E jlnE gll)= g5 xg(l)<0

Donc %{n-f{fl

={I-ﬁr=ﬂmu=n]

Yre

d g(079)=1-079-e%27 = 0,004
g(08) = 1-08-eg¥08 =_00019
Ona g(0,79)xg(08)< 0 donc 0,79< a< 08
2) Sens de variation de f

a. Montrons que f'{x) = [ef- 1] Ief_.;{ij

| T - 112
¥x€(0,+ 0ol f(x)=|ex~]| —:l:|eﬂr—|] ellx
i |
: - 1F2
:.:e'llr-r_]| EI-'I.T_]__'I]EEI-II
s P :
= N — 2 e [
_|H ) l:l | E_ |'.I|| & El'.l. T‘
[ - 112 1
=:I,EI n'.'I:_]| Ez.'l.rg 'I‘

'équation g(x)=0 nadmet pas de

%lﬂi;-lhoo{. g réalise une

—m;%—%lni

donc I'équation g(x)= 0 admet une unique
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_J:. gens de vanalion daf

vreld+oo| f(x)=0&g JIT i

L— TS
X
|

= I=
¥

fix)=0¢ E[I?r}ﬂ

|
?{f.'k

I
#x}ﬂ—

& 0<

fixy<le Lsa l

e lcxr<—
vzE] = L. 4 1(x)>0 donc feststrictement croissante sur] =; + oo
v;E]n -[r{ x } < 0 done f est strictement decroissante sur ||:| —[
3) Limite de f en 0
a- Demontrans que pour tout x>0 : In{f[x]]'—{1-l-:nln::]-+-ln[1 & ?}
we>0, In(f{x)) = Inx + -In|:4:-=-1:|'lnx + E:n'['!‘{i'e :]]
.!
In1+—1n|:1_r}|+-|n|,"|f i) =l o+ - -In:1 *)
x>0, In(f{x)) = -(xinx + 1) + ZIn{ 1- =% )
b- limite defen(

n?}[t]n,r+!r—lm ]Illll—-+’,‘-:. doir fim-— [.::Inx+1:|—~r.c

-2 . . ~
On a également Jim(1-&” ]| = 1 car _Iln—x = - @t Tlir'_n‘e" =0
D'od n 1n[1 e=2/x||=0.

Gnnﬂmlu::n: ,I,‘_rfal'_' f{x)=+00 donc 1??' f(x)=+00
4) Etude de f en +0C
a~$mt;;::i[];l|—.m

I — e —ef—1
ﬁf&lﬂ;llmhﬂ'llf}=€f — &

Vi<l <e doi @'(1)<0, il s'ensuit que (o est décroissante sur [0;1]

B S R ——
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» (1) = @(0) =0car (0} est la maximum de f sur [0;1)
E—1<re
& =1 done & —1 > 0. On déduit que : "':-"-*Elﬂ;l

(0)=0; donc ‘a’rEEﬂ;l

Il vient gue : "I:I"IEII};I
we[n;z
b- Huxe[ﬂ:ll,ﬂiﬁ:r[e’ -—-I]drif':redr or f;[e’ —l]d.' =|Er ‘lli:; =e'~(u+1]

_ﬁ;rmdr:f% d'ou H“E’&III1B{—:EHL[H+I]EE%

A< -1<re

2
on a alors ; "F"HE||:];‘E J+1<et £u+|+l’:"%—

¢ Wx>2, |_}"{.r]r —2x= ﬁif?“‘ - 1] —2x

Vx2>2,0< I?E % donc %E|D,]l d'aprés ce qui précéde |

2 2 2, 2e
soil %5&'#—12%%’; i Exﬂxz[ez“"-"—]]ﬁ_ilx+22 & s

ﬂ‘_:I]|F1'""—|i—ZI‘_:ZE onenconclutque::Yx =2, 0< (f(x))*- 2x < 2e

[fx)}]" = 3x
fix] + 2x

J(x)>0 Donc on conclut gque daprés 4)e-

d-wx=2 f{x)-pix)s=
on a8 ";'erill]:-!-‘:ﬂiil
¥x2>2, f(x)=(x)

De uHTx J2x = + 00, on déduit que T_|i]_‘E‘]_£ J(x)=+00( limite de comparaison )

5) a- Tableau de variation de [

X 0 R +00
|
| f'(x) | | N o
|| +0C +00
| \ /‘
fl ») |
—dgt ]
il
!l%l-:l-mi.
b- courbe de
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B EARIREREEEEE WM

EXERCICE 6 : Bac E 1998 Session normale

PARTIE A
1) vxeR , f[x]=xe"

@& lim fi(x) = :Iir‘n_% xe'* = lim — = lim —— H—tw X

B
im f{x) = lim xe'* = lim -ye'=-o0.
== [ S F—+=

Car lim &' = +oc &t Hm -y = -
f—+E =

b- Dérivée de f{ x )
¥keER . f|x|=xe""

L(x)=¢e %= e =(1=x)e™"
Sens de vanation de f
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Signe de f'( x )
X - ® 1 + m
(1-x) + 0 :
= : *
ol I

vx€]— o1, I'(x) > Ddonc f est strictement croissante sur J-= ;1|
vx €]1; + e[, I'(x]) <0 doncfest strictement décroissante sur | 1; + =
Tableau de variation de f.

x |—o0 1 +00
FREY . 0 ;
1
fi(x) g \
—o0 0|

c- La tangente a l'origine est la droite d'equation y=Xx

Trace de |C, |
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2? 8- II;FA_E J_E| jr:l:h] = I'TIEI_IE'_'T ey IHE- 2 s -.t.rr—IE—J.-l:” - IIII
Le signe de ,."':, dépend du signe de x" [n —;r:|

Le signe de 1" dépend de la parité de /7.
« S5i n est pair, n—| estimpair et le signe de x
On obtient le signe de f,(x] dans le tableau :

7=l ast celui de X .

% — 0 0 I —
sl i 0 ol +
n—x | . BE o

falz) s i £ 0

wx €E]— em0uln; 4| falx) <%, donc fu estsiricltement decroissante

gur | = oo;0[ et sur |n; +o0|
wr € |0:n[, f(x) > 0. doncf, est stnctement croissante sur |0 n |

« 5i 11 est impair, n -1 est pair donc x" 1 est toujours positif
On peut donner le signe de f.,| x| dans le tableau

¥ — 0 ) n +0C
X" I - | + | - :
n—x + ] : 0 -
_f.;[ x| + | + 0 -

wx €] - eo;n[,l{x) > 0, donc f, eststrictement croissante sur |-« n [
¥x €]n; + o |, donc f. est strictement décroissante sur jn |+ = [

b- vreR, filx) =xla"*

dim f(x) = flim a%e® = -no ,car lim e = -r'i'T'. &' B4
. 3 : 1 . "
In-1 = 1 X = — . = P
lll.runq._ ATe N Jrl.':n-. E ' Hll-r-n-u_ E_:‘ I:I car ljl-:l:n'.. ;I o
.
Tableau de variation de fs x )
u - ﬂ a -+ o
fs(x) N :
FE]
H_r._._._,..-r""'-rr. F
fal = ) _H_...-—-""‘"FH 0 \‘
A i )

FI——
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c- La tangente & I'origine est la droile des abscisses ( x = Q)

Courbe de {E_.;], voir figure ci dessous.

3) a- La droite d'équation X =H# est une droite paralléle a (QJ). M &t M' ont la mémea
ordonnée et le milieu de [MM‘| se trouve sur la droite d'éguation x=n dog

Xt == x'=2n—x
x'=2n—x .

Ona: 1'. . M' a pour coordonnées {IH—I.}'].
Fmey

b- M({x' ;¥ ) €(Ca ) = IM[x;y)e(Cn) telque Sa(M) = M’
ex'=ln-xet y'= f,(x)

& y'=ful2n—x)
Donc [["“] est l'ensemble des points M |x, y| vérifiant y = f,.[iﬂ—r]
c- Courbe ( 'E:,} ). Voir figure

| . dn
d- W1€|m2n|, f,(t)>0 donc ‘[ fu[r)lt est raire de la partie D du plan comprise
1 I LR

entre 'axe des abscisses, la courbe [ C. ) et les droiles d'équations Y= el X = 2n.
Sin=x<lnalors 0<2n—x<n

i i
’f” Zqlldt est l'aire de la partie [J)' du plan telle que : ﬂ'——.S',,{DII done

n In
ﬁl Eol|t)df = fn Sult)dr car une symétrie orthogonale conserve les aires
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4) a- inﬂ;H|r by x)= 'l"{Eu{-‘]]“]“[f-:fr}"ll
« Comme ,rEIEI';.ﬁ'J alors f,;.(xj'lzﬂ. Donc f,, est croissante sur ]Cr,r.||

p<x <n & hO) < fa(X) =fi(n) & 0 < fo(x) < n"e"
Par conségquent f {njl est sirictement positif sur ]O;n

La fonction x— Iniﬁ,{x]] est bien définie et dérivable sur

l];n‘
« Comme XE I'U'n] alors 2n—Xx €
Dcx<ne RS 2n—-x<2n

= ,,I"},fllﬂ':l < f,,fln - .l:} < fulx)
nfln:lﬂ e ga(x)Sn"e™"
ﬂ;n] :

Alors la fonction x— In[ Zal I]] est définie ot dérivable sur |ﬂ;nJ

H.,Zn[. Donc f,, est décroissante sur [n,2n| :

En est strictemeant positif sur

Par conséquent, /i, est définie et dérivable sur }EI','H

Ona: W{fx)) = In{x"&*)= - x+nlnx

: PR | T ;
lnl:gﬂ{x]}zln[ln—x] g Jr|=—llﬂ'-Jvr;|+rrlrnil:ra'—.:vr]
D'ois h,[x)=2x—2n+nln|2n—x|-nlnx

h (x)]=2- i _E=-EII+_4J"II—1HI
ﬂ n—-x X x(2n—x|

T
x|2n— x|
Si xE|[|f,nE. alms:[ln—x]}ﬂd'w h;ix]ﬂﬂ
X 4] i"1'
h (x) 5
*u

-;II-I:I] H‘-—‘-_H_‘-'—-..____‘

h,, admet pour minimum 0, par conséquent x € |D: n] | x) =0

0
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b- "F'J.'E|ﬂ;n] h,(x) = ﬂ:&]n[g”[x]]gln{fﬁ[x]]
=> &n(X)2 falx)

DouWx€ (0], fulx)< gu[x)

- VX € |On|, f,(x)< gn(x)

[ falt)dr < [ galt)d

# n
or [ galr)dt= [ flr)dr. dioisle résutat:
vn e N: [0 f(e)de = [ R (e)de

PARTIE B
Ona: Flx)= j';f,(t}dr

1) F;ix]:fn[x] sur [ﬂ;+DEI or fa{x) 2 0 pour xE|ﬂ;+oci,
par conséquent F_ est croissante sur II}:,+DO[
2)a- Fi(x) = [ te tdt

Posons wuw(t) =t et v(t) = e
Ona: uft) =1 et vit) = -g!

On obtient Fl{x}:i—m-]L:+J:E—1J;=I_IE—IE_IE—IE
F(x)=—xe*—e " +1

b- Fﬂﬂ{szﬂfm [;]a’r:ﬂ:**'e-'dr

Posons w(t) = tn*? et v(t) = !

Ona: uit) =(n+1)t et wit) = -g!

Onobfient: Faed(x) = [-t™% "5 + (n+1) [ t"e " dt
Fasi[x) = -x"*1@* + (n+1)Fax)

Autotal, ona: Fasi[x) = «frea(x) + (n+1)Falx)

3*)Ona: Fo(x)= n! [1— " |:1+i+ %+ +‘?}]

Vérifions que le premier terme Fy est vrai

Pour n=L F(x)=—xe*—e*+1=1—-(l4x)e*=]-¢""

A
1+ﬁ

Donc La relation est vérifiée pour F,(x)

I.I'I

Supposons que pour tout entier 1, F,,{x}znfl—f"[l+£+f—}+---+ =I.
It . ml
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E&i‘l‘lnnh'ansqm |;_n|1{:|:} esl vraie c'esl-3-dire vn =1, ona:
Fiﬂ-l-ll::l}: {“+I}![!=¢_xt1+ﬁ+§+“ + II-I-.}]

T (men )
Onsaitque : F,_ (x)=(n+1|Fa(x)— [, (x).

Fa(x)=(nt1)nt [l = e (14 24 Sp g D] protges

~ _ =% LR PR o TR0 wia i
F"t{-f}-l:ﬂ"l'l}“rii € {1+1!+1!+ h nl}-dnn]nl]
& P o LR
Fasa{2) =(n+1)nl [1 Eal I{1+ nt gttt gt [mi:mi.}]
n y o xd £ AL
F11+]'[I':|={TI.+1:|.’[1— L I{i"‘ﬁ"‘ ;'l"“.'i‘;'l‘inf”!]]

Dont Fae1{x) estvraie
]

|
1 b i

4a-lim F(x) = Iimn'1-e"{1+l+l_l+ . X = nl

T A=t nl ¥ E—+x 1 2 " Tl :
i LE X :1 x" s x=" L -

L b b e - R L

b- Onsaitque ; F,(x)= n! [‘.l—e'” [:1+%+:—:+ I :—H
Ona: 1=~ I[I+-;5!+ E.:+ s :T-._] < 1

af1-e (1424 2+ . +Z)) 5 1xn donc Fofx) S nl

PARTIE C
1) Fa(m)+ f:d fultlr = f:" fult)t = F,(2n) of FH{EH}EH! d'aprés B.4)b-
d'oi F,[n]ﬁ—fzﬂfn[.r:kﬂﬁnl '

2) On a ugﬂmr]a’r-:_:ffﬂfﬂ[r]dr
0<F,(n) <2, (n)<Fyfn)+ [ flt)e <!
Dot 0< 2F, (1] <nl alors 0<F, (n) <5

2 n i
Remplagons  F,(n)par u!‘l—e-"[1+-|’i.+%+...+f:—.  on obtient :

. 2 ] i
0<pll] —g=" a,n L (L
_n1 e [I+"+ =+t nJ—E

2 "
<= | + B4 P n_
- +tr+z!+'”+n! 51

éé-r"£1+ﬁ+ﬂj )
l " n!

el ]
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EXERCICE 7 : Bac C 1998 Session de remplacement
PARTIE A

f)a Vx€R, f(x)=—5.
{I+e']
WxeR, f(x)<0 care* >0.
On en déduit que f est strictement décroissante sur [

b- lim_(I+e*)=1car lim_e*=0
d'ol Jl.lirr_q:.E fix)=1.
,ETI{H'E':]=+W car lim e*=+o00

d'ou ,HTI f(x)=0,

Tableau de variation de f

X .—DC + o0 }
f1x) :
Sf(x) 11 \

0

2)
e YxeR,-x€R.
+ VX€RS(0-x)+ f(0+3)= L
1+ +l4e”
(1+e7) 1+
_4e&4l4e™

T I+ e T+
=1
1
=2}{—
-
Le point A est donc centre de symétrie de (C).

3) Une équation de (T) est : y=f'[ﬂ]{x—[}] +_f(ﬂ:|
Ona f(0)=1 et f'[ﬂ]:-{_ . D'oi une équation de (T est: y= —1x4 1
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IJ a- Calculons la dérivée de ¢

1 '
vx € R@'(x)= - ;= F(x)
'1
(14 %)

o'(x) = - {11]34 frl-fi—r,) o

i 1 E; 1 e;
qp-[x} & (;_' * 11:"’){_3-'- I+¢-'l')

Donc vx E R, p'(x)= - {ﬁ:clljlff::-: d
oou : Vr€ R,'(x) < 0et ! s'annule en 0

Conclusion - 47 es! strictement décroissante sur B

pilx)==;+

Pursque ﬂIIZG .ona:
H:-E]— 20;0, @(x)> [0]= ¢ (x)>0.

Wx€ [0+ 00|, p(x] < [0]=> (x)< 0.

b- Sur |— -::-;;ﬂl . (T) est au - dessus de (C) car q:'?[l'] =0,

Sur ||}; + oc | (T} est en dessous de (C) car 2 X|< 0.

'.'rii'mﬁ: fix)=1 ladroite d'équation ¥ =] est asymptote horizontale & (C) en —OX
'rliﬂﬂdhﬂﬂZD donc I'axe des abscisses ( vy = 0 ) est asymplote horizontale a (C)

en + oo

c- Tracé de (T) et (C)
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PARTIE B
f)a- T,:P—P
M—M / HM' = ~-HM
T, est la symétrie orthogonale d'axe {OJ).
b- Déterminans 'expression analytique de T,
Soit {I,}'] el |[I',,:FI} les coordonnées respectives de M et M’

Le point H est donc de ﬂﬂﬂldﬂﬂﬂéﬂﬁ[ﬂ,_}-‘] ;
xX'=mx p,
J..":.}J [ ]

Démentrons que 1, {C}l{:[fm]

Ona-

Soit M un point de (C) et M s0n image par Tm .
(| x'
falx)=1 ‘a’
= f( x) d'aprés*

=y car HE{I:]

=yiems ]
D'ol M' appartient a |'lC,,1:|. Par suite Tm [C:lC[Ef,,,}
Démontrons réciproquement que [[’m] T Tm |:I£]

par définition

Soit M’ un point de |C,, |-
I s'agit de démontrer quiil existe un point M de (C) tel que M'=T, (M)
Par hypothése, Tm est une transformation (donc bijective), il existe un point M du plan
tel que Tm[M] =M
Il reste a8 démontrer que M appartienta (C). On a ;
Smlx)= f[%l d'aprés ["‘]
= fm{-‘f'] par définition
= )" car M'E{Cm]
=y w1

Par conséquent, M appartient & (C). On en déduit que {C,.,,}C y B {C...J'I
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Conclusion - T fCJ = [ﬂmJ

Remarque : On peut raisonner par équivalence car T, est bijective.
e |:E-|]=T-I|;E]

(C_| est donc limage de (C) par la symérie orthogonale d'axe (O.)
Trace de [C_I] (voir figure).

2} Pour tout {Jn. m}E RxR*,

f”,[Jn]v-j ,r (x) dx

A ;
_H W {JT AT 3 N El-".""-“
_':',JI.—J |+-L"'-'""lr1tdri — T | T
—A
,.1. | T il
(Y =2 ' i
Tl A]=2A ml' T
—A
; 1
=2A- m'ln|] +e" '”if
| 4
A

=2A-mi1n|'1ﬂ*---r]—]n;uf A

3 .-I'|
o

=E..5|.—m]r'|[ﬁ"‘"“'

I +e ’!L""J|.[—|I'I|f-|-f'_J”"""]

= 2X —mineM™
===
"
f |[J'L:| est indépendant M
PARTIEC
e YER, gi(x)=1—f"(x)
g et _1.-..}“
|'I+e‘||-
£ esl sirictement croissante sur R
b- lim glr)=—nc car lim x=—ooet lim f(x)-|
;ﬂnﬁlg{x} +00 car r]_l.rgwx“—li—-met m f(x)=0

o —
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c- ¢ estcontinue el striclement croissant sur ®, g réalise donc une bijection de B sur
;:,“{R} quiest . 0 & R done L'éguation H{IJ:[} admet une solution unigque (Y,
Il &'en suit que I'éguation _f-[sz-f admel la solution unigue ¥,

gH ~0,19>0, g% ~—{L12<0 Donc o appartient alors 4 l'intervalle I;1L|
2*)a- I est continue el stm:tnmnnt dﬁ:::mssani& sur Il en pammh.p_q sur [ 1!
ona: f([3:5]) = [f(2)ir(2)] s or £(3) = == r[} ._I:’

Onsailque: e € 9 = -..I'T!{E .—..11-1,1"1:4=.
i L
Dnncl{;}}—

q
: : i 1 x
On sail aussi que : ;120 = 865 els |+ el > e ¢ 1 21 451 = 2

+
]
a

14 @

= — < = Donc f(l} < 2
i @3 d 4 2
Par conséquent : I[[: ; i]} - H ; H
y se = =Ml 4e") + 201 + #F) o —e*[1+e*)+ 22"
b- Yxr € R "(x)= T - TERTT

T -1+e%)
_!-rr )= L
l:: .:I i+ e*)?

vx € R, precisement VxE HH e >0, (-1+e*)2 Dt (1+e* 2 >0,
p_asrmnséquenl:'r"[r] = 0

|

B

| / |
G

S - ..
.;‘;é'.f"%‘if'lmi_f"é‘

*’-"Ei_%%: -.r'ﬁ-l‘f-—.f"irfz —f'H‘

]JI“u'HIEH"%! .I.IH{_ gl
| 1+ci“:|
E|.I'11- '|
R AN, O <0,246< 5
[1-+e*)
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;;u W E|4 E||f JH{ %—

Autre méthode (sans calculatrice)

54
On peul éludier la fonchion {1 définie sur par : a_-;q_rj — 1'—,'_
|I +x“"“-
L3 1”[!—1"”]
"E'rf'E||',+DC{.ﬂI[_T]=.‘i 3 !
14.24)

| 1 - . ] |
*.;-'_1,-E||;Ta:.;!,”':_r'| < (). @ estdonn Jécroissante sur (14 o0

. v
Dou ale|=allj=z

; Fl | E i 1 - l 17 .
Conclusion - VX o E1?|,:_.Ir X J| : -_I
¢c- D'aprés ce qui précéde et linégalité des accroissements finis, on a
] . : ] s 1 o 5 | ] :
Yx € =Tf:‘|‘f (¥)- fla )z glv-al

comme [ |0 )=« d'aprés 1)c-, on a le resultal demande.

3")a- Vérifions que U est vraie.

. | . =) o]
ona: Uy = iUy € |3y

| (1.1
Supposons que pour un enfier naturel H,UJ,EH.E .

Démantrons que L/ T = IL ,-!,-

Cna: f{U“}E ‘-;_;T d'aprés 2)a. D'ou U.rr+| = ‘:L-—-.El—l

1.1}
H"E’|

b- En utiligant 2.c, el ce qui précéde, on a ; [f [U".:I_ ”J{- A'ru " “J

Conclusion :Yne M, U, £ ‘
|

wne H,‘_f'[u“] ex | <. ._:-_|I.r_..l'n r'IJD'D'I'.I I"'-i"-”"':.'.rﬁ"*#’fml| “]. -]IF '
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c-  Vorhons gue Us esl vrae

| U
Supposons que paur un entier naturel 17 |” p— CE | < [I

[ | :
Démonirons que IJ,' o=l |j; l—|

il ok |
Ona r[ I|[_. .= 0 | d'aprés 3)b-

- r‘ -.
e
F

R i
N

. g 30l
Conclusion: ¥n € N, [U, — al=< (1)

Fi

D'ouw ||!_." . £ |"'f. | s
4 d i

yma

4.8 lim.|

l
= } car n{‘fi- =] don r.“."."'tun = n

II'!|-1 .
o.YneEN |U, - a| = I:;?] al |lJJ.,—n'[5 10~ #

i =41 £ X : -
Dornc {;} <107% = (n+1)n(1) = -2N(10) = (n+1) 2 j“[[::]u:

Fhisl 105

S - - 1l=nz 2,32

(1)
Donc le plus petit entier naturel p est p= 3

FONCTIONS EXPONENTIELLES ET PUISSANCES

EXERCICE 8 : Bac E 1996 Session de Remplacement
PARTIE A

1%) Parité de f

=R
VXER o Y- xR, ona fi-x) =f{x). donc f,est paire.
2% . 1 . o
Llumﬁ Lix) = lim_ ey 0, car :I:mﬁ,ﬁ+x= = 4 o
Jim fi{x) = Jim RPCLE KT O, car lim 1 #x3 =+ oc
. 3-1-“'14.:.;? =+
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Sens de variation de fof x )

| t-i-l1

1
vx€R, Tlx) = 146 (1+x")
= N

(1t W isent
X = o0 0 + m

% ¥ o s

1+ x? + +

V1 + % + +

fo'l %) i C[?' .

oo 0 [, fo'(x) > 0,donc o est sirictement croissante sur |- =, 0 [.

) < 0, donc fy est strictement décroissante sur | 0 |+«

vweER, hix) =

P E| -
wxe]0; +o [, fo x
Construction de {Ca). { voir figure |

3*) Cherchons les solutions de I'éguation : yn e N°, fraa(x) - f(x) =

gn-l-.t .g.n ¥ 3 - _
.-.-:I:I:I'lnl:l:l 0 = ﬁ-' I=:-5 0 = ﬁlzhf 1:] 0

o x=0ou x=1 ou x = -1

e n21,6(0)=0; ki0)=1

7 -.'!:
. r'l:zl,l'n[i]= "fr;{T] IT

« n21,4%-1) =£ fof 1) =
Donc loutes les cnurheﬂ{'.‘mjlpaﬁsent par les points A{ 1. —J el AY -1,
4*) Calculons - x )

VxER, I x) = x3fo( x)

Nl
o

1 - X
I -
f'(x) = 2nxdn-o(x ) + x¥l'(x) = 2nyEn =1 e + X -{‘:-I-x*]1:|"1+x"
2ne?N=i{ 14x2) = 2O x2-T(3n + Znxi- x? )
-[1+::’]w"1+::‘ [I+fj-,lr1+x’

x3=1[ 20 + { Zn=1) ¥’

(%) =

vxER, fhWi{x) = T e

5") @ = Calculons lalimitade f; et fz en -= eten +=

a
| 4

» vxeR, fi{x) =

-.n':lfri'
2 xt ; r: . - X
lim f{x) = I|r1'| —p— = lim = F"_r.",. R
o i B0 e b S ||I i
% Vo

' 1
- 1 3 . |
Jm B(x) =+, car Jim -x =+oc et Im [ +1 1
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Ilrn Ilm
I1 s “.]- H o=
1| * 1

+oc.car |im x = +o0 el 'I|rr|. | +1=1

E— & o

dim f{x) = _lim_

b5 %)

« ¥xER, f2( x)

—=
AL

= I1m
T T F—-
!
lim f(x) =+ , car lim -x* =+ oo |_
L— - X B= = & w5

im L{x) = lm s

X X"
I} Ilm—_T
R B |-'1
- _1-1
Yol

Jim f(x) = lim e

I_

im f(x) = +2, car Hﬂrptx3=+xelllihr+nl REEE e
b = Sens de variation de f,
wxER, fi(x) = “H: = donc fi(x) = : 1[::1;‘% , d'apres question 4°)
K - " 1] ¥ =
il + 4+
X - ':::' *
1+x? + +
w1+ + . -
Wix) . O 4

YxE]-= 0[] H'(x)=< 0 donch eslsinclement décroissante sur ] -=; 0

¥xE€]O;+=[ h{x)> 0, donc f; eslstrictement croissante sur |0+ =]
Tableau de variation de f,

X - O +or

f'( = ) - d} +

L +ow

() \D/

Sens de variation de f;

4 3k + 4
HREH. r?[:‘-:l - ‘E“__ f,i-'[:{] = ':: % }:l:

!
V14 x (1+x" )1 4x
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Signe de f2{x)

:.; - 0 =
A+ 4 + .
%3 - - +
1+x* + +

e . 3~

f[ x ) . 'f;} +

wx€ |-=:0[.f(x) <0, donc f; est strictement décroissante sur ] - = ;0]

wx€ ]0;+=[,f(x) >0, donc f; est strictement croissante sur | 0+ «f

Tableau de variation de f2
X = ol |:| + @

'l % ) } Cb +
u_

f'( x ) \ /

¢. Montrons que( & ) : y = x et une asymptote a ( Cy )

Hz =] e ;I;{:[—||I1+I:}
Ona: fi{x) -y = - XK= %
Jie a2 Vi@ i+ x
xf & = o/ 142 ) x +4/14x") _ -x

fix) -y = S+ 2(x+Vier) -1|"l+:u'-|[x+\lr1+!1}
- X - X

Jm (f{x)-y) = lim " ol = -
J+xix+fl+x") x\{%+‘l{n+~.ﬁ+:‘i

1 0, car lim "1-;*1=|

—um N ¥

dim (f(x)-y) = lim

'"‘T"Jr%-i-t{n * 1 + x* )
21 lm (x + /1 #x } = +20

Ona: Jim (&(x)-y) =0 donc(A4):y=xestune asymplole oblique a ( G ) en +=.
» Position relative de { C: ) par rapport a (4 ).

-x
vRER, hix)-y = F1+88(x +142")
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Signe de fi(x)- ¥
N - 0 +m
x + 5 i

m + +

+ m + +

hix) -y | ¥ 23 a

vxE]-=;0[,h{x)=y > 0, donc ( C,) est au dessus de (A )

vxE|O;+=[, fi(x)-y < 0, donc ( Cy ) est en dessous de (4 )

Au point d'abscisse 0, ( Gy ) el { A ) se coupent.

Construction de (C1 ) et (Cz ).

LI W N % 5000 0 O NG 0 0 O L

I
[=]

PARTIEB

Ona: |y = [ fu(x)dx
1) Démontrons que : ¥neN, I, = 0

VxER, fo(x) = 0, dol ¥x€[0;1], £,(x) = 0. Par conséquent, |z 0

2)wneN, I, = [} dx

i+ z”

Ona: 0s x5s1 = 0 x*<1 » 1< 1+x<2

= 15.,I'1+=1=:-.|"=-—5 — 5 1

14+ x°
K in

g 2 2 1_axin < ['x*™dx
= .ﬁ{ 1*!.{ x"::-f I:|I fnmdx_ _,IrgI

e
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e I
(teipi = = S 353

[unr:-:'l-n’!] Shs :T:J: -
1

- [ ) T
)On: i g Mgy T Mg <
Daprés le théoréme des gendarmes  lim |, =
4%) a. fp est décroissante sur [0;1]:dol ¥YxE[a,; a;4:].

fol@isn) 5 fo(x) = fq{ﬂlj
5 [ fola )dx S [0 fa(x)dx S [0 fo(ay )dx

> (@ - alflan) s [ b(x)de < (a4~ alf(a)
Ora,,, — @ =072 donc on oblient: 0.2 f(a;,,) < [ R(x)dx = 0.2f(a)

b - Calculons fofa; )

Ona:vxeR, fofx) =J:]4~_r=
0,98 < §(0,2) < 0,99
092 < fh(04) < 0,93
0,85 < fo{ 0.6) = 0,B6
0,78 < f(0B) < 0,79
070 < (1) =< O.M1

Encadrement de lo

lo= ju‘ r.,n::; dx

lo= [P faCx) dx +f50 fo(x ) dx+ [ fo(x) dx + [ Ta(x) dx # [y, fal( %) d

0.2 Efl:u[ﬂ + f{0,8) + lntﬂ.E:I + f5(0,4) + 1{0,2)] < I < 0,2 [ 1o{0.8) + fo{0,6) + fo(0,4)+o{ 0.2)

+ fo(0)]

Onobtient: 02 x423 < [, < 0.2 4,57

0846 < 1, < 0,914
5%) a - Intégration par parties de |-
Ona:vneN, I, = j'; dx donc Iy, =

gla+d

J-u e dx

T

Posons U{x) = x2a* et U{:]=m

Ona: Wix)=(n+1x> e WVix)=4J1+x

lasa = I”mj dx = ““'JH:"] —.F "(2n + 1)x%" 1 + x? dx
=vZ - [}(2n + 1}:*"::““}.1

i :":.-11““

=VZI-(2n+1)[], ?—rl:lx _J' = dx] = svZ-(2n+1) Iy + ks )

En conclusion : ¥n €N, by 41 = V2 - E2H+1]{:| + lner )
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b - Exprimons |y en fonction de lp
D'aprés 5")a- ona:l, = VZ-(1Xla+ LY h =42 - -k =2 =43 -y

donc 1y = %{ﬁ- lg ).

Encadrement de |y

Onsaitque: 0846 = [, = 0914 dod -0914 = =], =-0,B46
Et 1414 = 7 < 1415

0,500 = 42 - 1, < 0,569
Dol 0.25 < i{ﬁ - 1)< 02845 Donc 025 < in"i - Iy) < 0,29,

Autotal: 025 = |, = 0,29
EXERCICE 9 : Bac C 1998 Session normale

PARTIE A
1%} a - Etudions la continuité de f en 0
f(x)=x-dyx +4; Dy=[0;+=] 0 € Dy, donc f est définie en 0.

limf{x) = lim(x-4Jx + 4) = 0-4J0 + 4 =4 ;f{0) =
D'ow liﬂ.f“} = f{ 0 ) donc fest continue en 0.

b — Dérivabilité de f en 0
(%) - HO) , ypX-dix+4-4 IimH*ﬂ}
- I..ﬂ E—=0 M l—_-l] 5

Iirn":"::I ﬂ:n]'-mlﬁ- ) =-nc ; car Iim-jq;=-c-:

H-I] =}
Donc fn'est pas dérivable & droite en 0
Interprétation graphique : Ona: Ihngm =-oo donc la courbe ( C ) admet une

demi-tangente verticale au point d'abscisse 0.
2") a~-Limite defen + =

¥— o

Jim f(x)= ]:i!l[_lm [x— 4% + 4|= :—Iéfl-nm[[ﬁli 4 4‘

= lim
b I ks i ]
im f{x) = +o00 car lim JX=+o0c e lim -+ =0
B i H—i=30 K00 |y

b - Sens de variation de f
» Dériveedef VXE[O;+=[.f(x) = T-qxz_:ri = =
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-.EIgnE-I;F-EI'f'{:I:]Z r'[:}='b=ﬁ—?=u: X = 4
X 0 3 +00
. : :
JX + +
f'(x) B

Tableau de variation de f
A o 4 +00

f(x) - p
f(x)

¢) Tracer (C) | voir courbe & la fin )

3%} a - g est confinue et stricterment croissante sur ] 4 |+ «[

Ona:g({[4:+=[) = [0:+=].Donc g est une bijectionde [4 ;+ = [ sur [0 +=]

W€+ et WE[D;+em[ , g(x) =y @ X -dx +4 =y

e (Vi) -afk+ 2=y = (r-2f=y

e y=vx—- 2 carvx-22>0

cfi-2= o i=fftzex=(fF+F ox sy +4fy+ 4

Denc I'application réciproque g-' de g est définie par: g n) = x+ dfx + 4

oubien: g':[0;+ =] —[d:+=]

g X+ &% + 4

b-{C)el{C )sont symétriques par rapport a la droite d'équation y = x dans le repére

(O, i, ¥). Tracer de (C'). { voir figure |

4"Ya-0Ona

[y=Hx)ly-gix)]1 =0 o [y-x +dJ/x -4} y-x - dyx— 4 | =0
ey + ¥ -2uy —Bx =By + 16
e X+ y - Fxy - 8x - By + 16

On a ainsi établi 'équivalence demandee,

M(,)e(E) @ [y-fix)ly-g¥x)]=0e y="fx) ouy=gix)
s ME (CJU(C')e ME(H)

in
L T =
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b-M(,) €(E) o & +Db'- 2ab-8a-Bb + 16 = 0
o b7+ at-2a0-80-8a+16=0e M(P)e(E
a

La droile d'équation y = x esl donc un axe de symélre de ( E )
5°) Calculons Iaire A celte partie du plan.

f =j;|‘[:}d:{.ua=_]':{x— x + 4 )dx =[§— Ef-.,l’i +.q.,-.;]:

2 12 B
a=(S-2Vva+ 4x4)_ua_ > Ua
PARTIE B

1*} a — Equation de la droite { Dw )
- _9. s . T -m=2 ——t =g
Soit me]—2;2[ el M[F} Dna.A_Bm(E_m:] et .n.mr-.q{ 4 ].

Les vecleurs A,B, et A;M sont colindaires < det( A_B,, A,M )=0

Fmamm o =0 e (x-2-m)2-m) +yim+2) = 0

= y 2—m
o y{m+2)=-(x-2-m){2-m)e ym+2) =-x(2-m) +(2+m){2-m)
ey =:_:2x + 2-m

Donc l'eéqualion de |a droite (D ) est:y = m_z'% X + 2-m
m
b - Point d'intersection de (Dm ) et [ Am )

{Dm‘l:y=:::u + Z-m et (Am): ¥y =x-2m
{D""jn[‘:"m}:'[TmIlﬁ :;i]{ 4+ 2=-mM=x-2m
m-2 _
“=.|n+22_:II[__E-i-rn'wiﬂrI
h[m+2 = 1x = -d-m
_q_ 5 E
T m+2x ;_ =m
ﬁ-I={—1+m]

&

Z .
Or y =x-2m donc y = f1+:ﬂ]| e ++1m+‘m am

donc T= (

cd-dmim _ (Z-m)
4

t - Démontrons que ( Dm ) est tangentaa (C ) en Tm

(Dm)esttangented (ClenTm o Tme(C) et £ :1+:1:'} =

Ona: f{x) = x-dfx +4 o f{x) = (x- 22

Calculons f Et:"—]: .

2
'I':I't: mz 5
[]113;[{'_;,2:_]..}=( (2#m )" 2) =(!+m_z)

{24m)® [I-Hm‘f}
4 . 4

m—32

m+d

4 F
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o) ("" ]

d'ol _-l.:”“”}: *3}1 donc Tme€(C) :(1)

#* :II'
+ M
JI

On sait que : ":r'xE]ﬂ +oof, f'(x) = T
Gemy _, 22m_,

Calculons ' :

o (2em) . 3 et E
ﬂnﬂ: [{ 4 :I_ l:d-m!’ & z:rr:
:
pEnh) =22 y2)

Las relations (1) &t {E } m::nntraﬂt que ( Dm ) est tangenle a (C)aupaint Tm
2 *) a - Démontrons que Hx & pour coordonnees ( m | -m )

Ona:(6): ¥y =-X

Soit IJ'I: 11 :| un vecteur directeur de la droite (& ) .

{ ]l e«! le projeté orthogonal de Trm sur (§) si et seulement si Hm € (4 ) el
|

;—lcm+1f o
Ona: T,,,.Hm(b‘ l;[m—E]z) et u[_l}

Hy, E(d) b-a
Doi (T, G=0 © [u-i(m+2]1—b+if_m—2]== 0

© etz o ke(R)

iy ]

Onaaussi: FAs =ymi+ (-2)° = Jm*+ 4
FBn = J(=2)P+ (—m): = 4 + m?
o =28 + m?
HeBe = J{—m)2+ (2)1 = ym® + 4
Etona:FA..FA, = (—2m)+(2m)= 0

Par conséquent le quadrilatére AnH=B=F estun came.

_ 1 . Al 5 . nl .3
3) Pourm = E.,F|2 : 2]*""‘”2[{'“,‘5”2 ﬂ’f'

Pinfy=-3x+3 -
(Vaoir figure) VOIR FEUILLE ANNEXE
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PARTIE C B
1) a- Démontrons H d'affixe % esi le projelé orthogonal de M sur la droite { §).

Puisgue H{ ;:] est le projeté orthogonal de I'.'I{ ;} sur |a droste ( §Jon a ¢

{HHE{H 1 ] vecteur directeur de (& ).

= 1

—

avec ﬁ{

! HE{E']l [ .
D”'{H_u'_ﬁ= “{E -a)-{y- i}— 0 ;—E]

il
HEEEJ = _— b= -(y-x)
lb-a=3te =l 5l QL- )

oa+ bi = -{1'-}']-!- -*{_].-'—I:I = a + bi =-I:I+:|n}+ -{ -y —xi)

car F[ﬁ[:

o a+ bi = -'[I‘I'}fi}‘—‘-![:l.' yi) =« a+bi = T
Donc le point H d'affixe rl—'i est le projeté orthonormé de H sur (4).
b. Calculons la distance.

M. (5)) = MH =|z—2z,] = 1:—
2. a. Déterminons I'ensemble | E )
| = dz-(2 420 e |z + 2]l = 2lz~ (2+20)]

Posons z = x + iy avec (x,y)ER' .Ona:

a-LE'I L
2

z+lfi
.

| +iy + [ x - iy)] = 2|x+ly - 2=-3i] &

[(x+y)+ Kx+y)| =2|(x-2)+y-2)] =
Jix+y) + (x+y)" = 2J(x-2) 4+ (y-2)* =

(x+yP +(x+y) = 4(x-2) +(y-2)] o

W+ 2uy + ¥+ x +uy ¢y =4?-Bx +16 + 4y? -By +16 =
2xt + 2y + dxy = 4x¥ + 4y* -8x -8By + 32 &

2x +2y? ~dxy -8x -8y +32 = 0

¥ eyt -day -dx -4y +16 =0 o M[;:]E ( E ). Donc I'ensemble
22 = 1z-(2 +20)

b. Interprétation géomélrigue ; nature et elements caractenstiques.

g diM.(6)) _
3 l|—|z (2 +2i)] o d(M.(8)) =dMF)e —momms =

Dﬂnn 'emsemble ( E ) est la parabole de foyer F{ g :I et de directrice { § ) d'équation y=x

( E) estbien une courbe vérifiant :
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it
-_ I EREEARNEER
i i)

EXERCICE 10 : Bac C 2005 Session Normale
Partie I : Etude de

1. Soit W la fonclion dérivable sur R et définie par W(x) = 1 + xe*.

a) Etudions les variations de puis dressons son tableau de variation.
Dérivée de Wi(x) : ¥(x) = e* + xe* = (1+ x)a*
¥xe«R Wix)est dusignede 1 +xcare*>0,doncona:

¥xae]-=;-1[ Yi(x) < 0 donc W est strictement décroissante sur |- ; —1[.

Yae]-1;+a« ¥ix) >0 donc ¥ est strictement croissante sur |- 1; 4+ [,
Tableau de variation

—

-

)

. Wix)
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| b) Démontrons que pour tout nombre réel x, W{x) > 0.
v x « IR, ¥(x) admel un minimum relatif quiest 1 =e'>0donc v x e R, Wix) > 0

c) Déduisons l'ensemble de définition de f.

= x = H = =5
f{x:"'1+;g! ) Orvxes R Wx)>0donc D= R,

2. Soit ¢ la fonction dérivable sur IR et définie par : @(x) = 1 = x%a*.

a) Calculons les limites de ¢ en - = et en + =,

i - i _wZaky - i 2aX
Jim_@(x) = lim (1-x<e*)=1 car  lim x<e* =0

Jim _e(x) = lim _(1-x?eX)=—-ow car lim x%e* =+
b) Etudions les variations de ¢ puis dressons son lableau de variation.

P(x) = 1 -xler = @'(x) = - (2xe* + x¥e*) = — 2xe* — xle”) = xe* (- 2 - X]

Tableau de signe de ¢’

¥ - 2 o sm
¢ =i B I A -

' el DS BT, B
T I T
() = 0 7+ 0 il

Yxe]-=;-2[u]0;+ =] p(x) < 0donc ¢ est strictement décroissante sur |- oo; =2 | &l sur
10; + e
v¥ae]-2;0[ ¢(x)> 0 donc ¢ est strictement croissante sur |- 2;0 [.

Tableau de variation de

1 i =2 ] o
@'(x) - 0 + 0 —
I 1
@) \ / \
| — =

¢} Démontrons que I'équation g(x) = 0 admet une solution comprise entre 0,7 et 0,71,
¥ % «}0 ; + =f g est continue strictement décroissante.

Elle réalise une bijection de |0 ; + =[ dans f(J0 ; + =) =] -=; 1]

Or O] - = ; 1[ . donc I'équation f{x) = 0 admet une solution unigue a.
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9(0.7) = 1-(0,7)%"7 = 0,01326
®(0,71) = 1 - (0.71)%"™ = - 0,02533
On a : @(0,71)x=p(0.7) < 0 donc ae]0.7 | 0.71]
c) Signe de ¢.
On a () = 0, comme ¢ est strictement décroissante sur J0 | + =[ alors :
Six e ]0:af @(0) > ¢{a) donc ¢(x) > 0
Sixela; +=[, px)<0
En conclusion :
e ¥xe]-=,al @x) >0,
o Wxela +«f @x)<0,
3 . On admet que f est dérivable sur K.
@(x)
(1+ xe*)*
1+ dak)-(a* +:-'.E“]|:u; 1+ xe¥ - xeX —x2pgX
(1+ xeX)2 (1+ xe*)2
FEREAR . iy PN
(1+ xe*)2
b) Calculons les limites de fen - = el @n + =,

lim _ f(x) = _ lim e sl AP o Jim {1*EE“}=1
Mg = - {14+ xe”

a) Démontrons que - ¥ x « |, '(x) =

fix)= i Ei-::- f'(x) =1

=0

T L {tn}-x—nmnng x4 [l J " x5

h

X _
x_;r'n =0 at |II'!|1_m-E + 00

¢} Etudions les variations de f puis dressons son tableau de variation.
f'(x) est du signe de p(x) car (1+xa*)? > 0 dong :
¢ Wxe]-e:al f'{x) >0 doncfeststrictement croissante sur |- o @ [
o Wxela;+=[ {(x)<0 doncfeststrictement décroissante sur | a; + e,

Tableau de variation

x == [ E =]
fixy | + =
Ha)
fx) / \
- : 0
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4. Soit (D) la droite d'équation y = x.
a) Démontrons que (D) est asymptote & (%) en - =,

, o 1B x : 1+:-[—:|r.—::2la-“_ . 1-xfg*
:Lnjm{ffxl x) _:_Ilj.rﬂm[-‘_l_ mx H]=H—III-IE'II o .|_3|:E.-E —:_ll'nlm 1+ =0
- X i 2aX
car ;ﬂ'ﬂmm =0 &t wJm_x<e” =0

Donc la droite (D) d'équation y = x sl une asymplote oblique a (Y ) en - «

b) Etudions la position relative de (¥') par rapport & (D).

_wlak

vxelR, 1+ xe ="%x) >0 donc f{x) - y est du signe de - x%e~,

Ainsi, ¥ x « IR, f(x) = y <0 = f(x) = y donc (V') en dessous de (D)

c) Démontrons que la droite (D) est tangente & (%) au point d'abscisse 0.

y =17(0){x - 0) + f(0)

2} = —n fﬂ:L:ﬂ
) 1+ xe® = I 1+ 0xe?
or
WL _ndwal
I'ItH’= 1 -.: e 2 = _r.{']]= 1 D ® 8 =1
(1+ xe*) (1+0xel)e

Doncy=1{x-0)+0 = y=x

En conclusion, la droite (D) est tangante a (Y ) au point d'abscisse 0
d) Tragons (D) et ()

'III!II- lill- I!III :IIIIEIIII: -II!I- --!Il--EI-I-;----E----E--—:E----E----!-—E----:—J- ! :. ! i 5 E E E E E =.
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“Partie Il : Etude d'une suite
1. a) Dnnnmu. uné interprétation graphique sans calculer |4,
= |, —]’ ﬂ—mujﬂmm avec f(t)=

h = LH + le' 1+ ha
oOr f est continue et positive sur [0 ; 1] donc |y est l'aire de |a partie du plan délimitée par
(¥.), l'axe (O1) et les droites d'éguation x=0etx =1

b) Démontrons que la suite (la)..n est décroissante.

1_-_-—||:IT|.| f=2l.,.= A
I"_Iﬂ1+1&' nel = Joq 4 te!

1 gh+d i a4 1
her=h = U‘II-TU j-':'1+'tlet _-[ﬂ 1al+'[E=t 1+te }1 lﬂi‘t+lte1l}
Onate0;1] = Oststet 1" g gone L= <o
1+tel 1+ te!
Onaly =50 = I 31, donc la suite (la)nn @5t décroissante,
c) Démontrons que la suite (lx)n.n converge.
On a f{0) d'cd |, est décroissante el mimr&e par 0 donc la suite (la)an COMVErge.

2. a) Démontrons que : ¥ x & [0 ; 1), e 1 29,

1""5 1+ te!
Wix} =1 + xe* donc ¥ est strictement croissante sur IH.
Nt =plse'se = 1sese=Oxlste'sixe = ODsSte'se

= 0+151+e' s 1+ =1s1+l@s1+e 41 . o R
1+ 1+8@ 1+e 1+luT
- - 1 1
= b} Déduisons que pour tout entier naturel n, sy e
: et Arein+T)° " Sy
T R NTRRR W | A, gL
gy e . J"11411' :
" " o
Donc 5! <t" car t* 20
1+@ 1+te
|'l--|-.I mi+1
: n:l'tgr : 1dt5jlt"dl=- L. gL 5|
+ 2 1+t @ 1+ @ ‘|+l"|':| 1+n |,
= :Lﬁhﬁﬂ 1 — ! 5 0, = L
1+e 1+n 1+n  (1+e){n+1) (n + 1)

c) Déterminons Ia Fir'r'i-llu dé (ln)nen.

lim = = :
x e :|||—|..1.|:i:||11+|:E1 :_'ﬂmq— B /e {1+e:||[n+1} *hSmg
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CHAPITRE XI : CALCUL INTEGRAL Ty

FICHE DE COURS

INTEGRALE D'UNE FONCTION CONTINUE
Définition

Soit f vne fonction continue sur un intervalle K,
On appelle intégrale de a a bdef le nombre réal F(b ) - F(a ). oo F est une primitive

de f sur K.

Onnote: [ finer = | AWE = F(b)- F(a)

Ptupﬂétés

f et g sont des fonctions continues sur[a ;b],. ona:

[rxas = - [ rina [[roode = 0

.[. Fixldx = JF flxjde + [ fixide  (Relation de Chasles)

La primitive de | sur K qui 8'annule en a est la fonction F définie par :
Fix) = [ firpar [ A fiode = g frad ;

l[':f s glix)dy = Lf,rr.u by + _['g-::rh.fx

Si festposiive sur[a . b] alors Er'l'r]rl'r =0

S f2>qg sur [a;b], alors Jl'.l'i.!:mlf'l. E[:g[:h.ﬁr

Inégalité de la moyenne

=i met M sont deux nombres reels lels que pour tout
x élémentde [a;b], et m <f(lx) = M alors mib-a) < rfl.t]:it = M{b-a)

Si |-'Mn| = M alors Ef'rr_l.-.': = M I.E:I -al
Si f est fonction paire alors _[_ fix)dey = r,r’[:.-]dr e f: fizde =2 [ fix)de
Si f est une fonction impaire alors - [:lﬂx:n:i-c = - E_'qu]:ir et J fixpde= 0
Si f est une périodique de période T, alors L. fix)de = ]'_' fixde et
[7 fede = [ fixx
Intégration par parties
Soit U et V deux fonctions dérivables sur un intervalle K telles que les dérivées U et V'
sont continues sur K ; a et b deux éléments de K, Ona ;

[Utn-¥ixds = [ UV 1S - [0 viads
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Applications du Calcul intégral
1° Calculs d'aires
Soit f une fonclion dérnvable sur [a | b}, avec a < b ; (C) la courbe représentative de f dans

un repére arthogenal (O, i ). Soit A I'aire de la partie délimilée par (C), I'axe (Ol) el les

droites d'éouations x = a et x= b
a. f est positive sur [a ; b]

A
A= F_-'|-.-‘_|.!'_L
) |
i N
o] | ’ret b
b. f est négative sur [a ; b] iz
4'___],',! -
I il 5
(%)
A= J-r- YR = = | O [
| A II

c. 5i fs'annule et change de signe sur [ a ; b] - |I

A= [ irixfde = = | fixia + (X il

d. Portion délimitée par deux courbes

Sipourtoutx e [a;b], fix) > g{x) alors A = fltf'L.n'l—_uiﬁi_brfa

.
-. FC)

& a4

r ™, T p—
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EXERCICES CORRIGES

EXERCICE 1 : Bac C 1997 Session normale

On considére les intégrales [, et J, définies par :

.
= _{l% dx, et, pour tout entier naturel n non nul, par I, = |

,l’_linx]- d%
li' Cofx

_I'S cosx dx al pour tout entier naturel n non nul, par Jn = f‘{ﬂﬂ.ﬂ“cﬂs: dx

1. a Galculer J a o J, pour tout entier naturel n non mul.

b. Calculer j’z - J’ﬂ el démontrer que pour toul entier naturel n,
- |
G L U
n+1 n+l| 2
2. a. Calculer J’I
b. En déduire J’3
3. Seit [ la fonction définie sur (02| par f(x)= !
; 3 COSX
a. Démontrer que, pour tout réel x:cosx= 2:35[% 4 %' sinl = .4_%
. 0T . i x '.'T]
b. On pose, pour tout x élément de 1 I u(x)= ':;m_—+En
Calculer “'X) En déduire une primitive de f sur |0;
u{x) 3]
c. Caleuler [ puis .F et], .
EIEREIEE 2 : Bac E 1999 Session normale
On considére |la fonction f suivants :
]34
zta
X tanx
1. Démontrer que f ast une bijection.
On notera g la bijection réciproque de Mapplication f.
2. On admet que g est dérivable sur R,
S : 1
DémmmrQUE|mEEHEHHE{I]—m g
; : 0 x o
3. Calculer les intégrales suivantes ; | = | 15s 2 dx; K= _f,,].: Lf;‘: dx
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EXERCICE 3 ]
On considére les intégrales A = ['e'cos(2)di ; B = [ e'sin( 2t)dt

1. A rasde dintégrabons par parties appliquees a A et B, élablir deux relations entre A el

B.
2. En déduire les expressions de A et de B
EXERCICE 4
| 1 )
On considére les intégrales 1 = L ccosxdx et J=| e"sin’x dx

1, Calculer 1+J, puis 1 - J
2 En déduire les expressions de l et J.

EXERCICE 5 | ]
On considére lexpression [, = J": x(Inx)"dx, avec neN

1. Calculer Ja

2. a. A l'aide dintégration par parties. calculer Ji

b. Exprimer Js -1 @n fonction Je

c. Calculer J;

EXERCICE6

On donne l'intégrale I, = [ 2 x"cosx dx, avec n €N

1. Calculer lg
2. A l'aide d'intégration par parties, calculer |y et lz
1. Etablir une relation de récurrence entre I, &t |-z a l'aide dintégration par parties

EXERCICE T
Soit la fonction définie sur [1; + = [par : fix) = vx -1 et (C) sa courbe représentalive dans

le plan muni d'un repére orthonormeé (O, 1, J)
1. Etudier la dérivabilité de f en 1; puis interpréter graphiguement le résultal obtenu,
2. Etudier le sens de variation de f: puis dresser son tableau de variation,
. x)
3. Calculer J”T' _ puis donner une interprétation graphigue de ce résultat.
4. Repréasenter graphiquement la courbe (C) de 1.
3. Calculer l'aire de la partie du plan délimité par la courbe (C), l'axe (Ol) et les droites

déquations x =2 et x = 3
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CORRECTION DES EXERCICES

EXERCICE 1 : Bac C 1997 Session normale
1.a. Calculons Jy et Js

Jo = [ cosxdx = [sinx]} = ";—i

¥n € N*, Jy = fﬂ;( sinx )" cosx dx

Posons u(x) = sink = u'(x) = cos x

Alors [ sinx)"ecosx = u"(x)u'(x)
Donc une primitive de la fonction w "+ x 3,
Ona: Jn = j’;[sinx 1" cosx dx
m
T : n+1}3
dn = o st PO,
=1 _f3
Jn' _:11- I[:T]
b. Calculons Iz - la
R sin® o
e - lp = [F—=—dxr - [7 —dx
0 cosx 0 gosx
- J-Insirl':'—]d.x
':'_r Cosx =
T - cos'x e ul
Iz - lo = DIE' x = _r[:—ﬂﬂs.t'd.t'
l - o = [-sinx]] = -sin> + sin0
g == ?
n+3
P T U e ={sinx ) (sin )"
n2 1, lnez o "I' COsx 'I-':' COSX
_r_ { sinx ]"|+= _ t:lnr]“]d,x
ety -1
= e { zimx j" T Er
lh+z - ln j"{ ——(sin"x —1)dx
. [ simx }™ 2
— ! e ——— —
fl[ — (=co *x)dx
lnez = b = —_rﬁiﬂrt:r Feosx dx
I|"|+E = ||1 - "Jn
1 1
Donc ¥n € M, ez - In = -;—]{?}
2.a. C‘.alcuh:ms s
= u] L
COSE s w'im)
Onpose u[x) =cosx = u(x) =-sinx donc W )
A n
= = JifT e 3 — E
o= [I22 de (in] cosx |]2 Infcos 2|+ In|cosO|
h=—in: dod h = In2
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b. En deduire |3
Sy ﬁ]i— 1 5 ly= =241, dot h=— 2+ In2

3.3, 0na: 2c0s(>+ J)sin( + 7] = sinf2(2+ %) =sin(x + %)
Donc 2cos(> + ':]Ein{§+ 2] = cosx
b. Calculons I“j

vx €[0;3] wix)= i#

Cuix)
Ona: wix ) = ;mi—-r rnnl::}i-“i

CHES) “”l:: 1

1
if ¥ ] = ?Hrl:l:r[ 1--}! :FI:I1I{1_ —}l
uix) _ 1,
uf ¥ "1 i.'l:l:[_? :I ““I:;-"T]'
W) . ¥ o
Gy i d'aprés 3%) a
Dol f(x) = ==

wixh

[ 5 o : Lo . - : :
Par consequent, une primitive de f sur [ﬂ.;] est:F(x) =In| tan {1 + 4:”
c. Calculons lp; puis |z et ls

A

= ]
o = Jooa 9%

Iy = [m {Iﬂn (2 + E}:]]’

¥

= Jnl:mu [E . E];] - In {t:m E}

e - Lana & ranb

la = In [‘.,."I- ::I et car lan(a+b)=—""——"—"
=I|1-[1.|'_-+E:I

Ona:lz -l = - ﬂ d'aprés 17) b -

Iz = ||:~—% d'ou |z--||'|{1.|l_+z}——

1
Onaaussi: i -l = - %{?} daprés 1*) b -
vi 3
I'I‘t.l'=—? d'ou ||=I|-—% = J.=|n|:-,,|'§+2:|__!'__

F B
Donc | = In(v3 +2) - 25
EXERCICE 2: Bac E 1999 Session normale

1. Montrons que f est une bijection
L'ensembile de définition ::lef&at:]— ;: ;—'[
fest dérvable sur |- 2 ; %[ etona:f(x) =1+tan

vie |- 2:%[, £(x) >0, doncf est continue et strictement croissante sur |- *: 2

Elle réalise une bijection de I- = ; ﬂ vers 'ﬁ[]- 2 E[]amcl‘f]— =3 ;—'JJ =R
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G . 1
2.Montrons que ¥xER, g'(x) =——

vx € R, onsailque (f-")(x) = ,.n,_!.t,] . Orf-(x) = g(x) donc

; _ 1
vrER, g(x) = Fogial

3. Calculons | = [" 2
a

vreR ona: — = §— —
I & n I+ x

pou 1= [° (1 -5 )ax= [ (1 - g'(0)dx

ias xl

= [x-g{x)])2y= (0 - g{O)-(-1~-g(—-1))

ax

1+ '

l=1-=
q n
- fnEr
Calculons K = [f——— dx
vx € 5 Onsaitque (gosin)(x) = g|sink)x cosx = ——
[

Par consequent ,ona: K = j-:?]:n;:m

K = j'ul{ g osin)(x) dx

ax

K =[gosin(a)]i= (gosin)(%) — (gosin)(0)
K=g{1)-g(0) %

EXERCICE 3

1. A = [ e'cos2udt

Posons u = cos2l el v = e!

u =-2sn2t et v = g’

d'ou

A= [:'l:mlllll

A = eloogdx -1 + 2B

= ]I:-Ju'ninE: di = [c'u»ﬂ:]: + 18

B = [“e'sin2tdh .
Fosons u = sin2t el v = al
u' =2cos2t et v = gl
B = [E'ﬁinil - I; Je'cosdidh = [:'sin.'h}

B = ¢e"sinZx - JA

i 1A

2. Les expressionsde A et B sont:
On résoud le systéme suivant: A - 2B = e*cos2x -1
2A + B = e'sindx
e (- Jeoslx ¢5inz;-;]|+1 I _:'f:-u-th*i:inh}-l
5 3

Et onaobtient B =
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EXERCICE 4

1.1+J = I{fe“mrﬁ: dx + f;e"si'n’xdx

| + J = f;t'{mfx + sin®x )dx = L:t" dx Car cos™ + sin'x
1o =[], =
ot By
| - d = j’n e"cosixdx. — f“e sintudx
. _r;e‘[m Ix - sin’x)dx = j':: e* cosx dx

Posons u = cos2x &l v = g~
u =-2sin2x el v
| ~ ) = [l:‘-:u:.h:]: - I:-I:‘m'nlxd.n - |:4:‘|:~~[:-52|-:_]'l i Elz‘sinh{l:

EH

Intégrons | 2¢'sin2x dx .
Posons u = sin2x et v =2g"
u'= 2cos2x et v = 2e’
L'E:‘s'mh di = [In‘sinlu]:l - J;k‘mslt dx -[En“ginzt]; 41 -1}
Donc | -J = [c‘cns!s]:l * [In:“iini:-c]: < d{]-1)
Ml-J) = e'cosdt -1 + Ze'sint

e'oos2t # Jesindt - |
5

[-) =

2 Ona |+J = et=-1 el 1.1 _ e'cost + e 'sindt - |
| 5

e'cost + Je'sin2t-5 + Se'

L i+ Fal 1'.,- N -
Done 2 = e'cogh + Qe sanll 5+ 5e doi | =
5 1]
2] = —-:'n:us.'.'i-]u.:'-j:'nll--l*ﬁc' dot J = —¢"cos - 2e'sindt - 4 + Se'

5 1]

EXERCICE 5

. v 3 I :. _Lr.a
v i ] -
2. 4.

1
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b
. = J.Irx{ln:}”'dx . Posons u = (Inx)""' et v'= x

( o) "

u'=({n+l)

=II_I
v Ix

| h T LR ' ). il mElge =
1., =|=x¥inx) '] -_I'I—s.{:ln:lj dx [E:ﬂ{lnx} '] -leuﬂnx] dx

: 2

0+l
— 1 _, donc
1 [ ]

]
I
-
i
=]
o
™
*
|__I
i

I 3
J,.,—El:'- 5 ],
i 1
G J o -J,=—;r: |}
EXERCICE 6
1.
I, = [?x"cosx dx

Iy = L’I:-:m: dx = [5ir|:; ]: =

2.

T

], - j:ﬁil.'l!:l:dﬁ. ‘
n

Posons u =x el v'
= af v

COSX

SN

x

I, = [us.jm]_: - I:billndﬂ - [:'-.:-iln.t}.-: - [-l:-r.'n.';::]: = % - |

-

I, = L":h:'-:ns:l:d:l :

Posons u = x* el v° = cosx

sinx

uv=2x et v
1, = [xisinx ]milr - f:lxsjmdx

Iniégrons L 2xsinx dx.

Posons u = 2x el v' = sinx

u=2 el v = - cosx

L Iasini dx = [- Exmu}E & ]'";- Jeomx dx = |- Zumﬁ::]i + [ 2sinx ]':

donc 1, = [1:Fi1'l!'i.];; - [-2:-;:-:1-5:;]:1! - [Isin:l;];;
i
-2
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3. Relation entre |n &l la-2

1, = ﬁn"cmdx.

Pgsons u = xn et v' = CoOsx
u'= nx"*' el v = sNX

lu. & [1's'tmi}: . fsmi""sinudx

Intégrons | nx " 'sinx dx .

Posons u = nx"-' al W' = SinK

uU=n{n-1)x"-% et v =-cosX

T

j‘:nH"IEiI'I-I'II.I'i = {-n.:""mn;]j #iq’rr[n-l]x""ﬂusndx

- [-n:;""r:mx]";’r +nin=-1}1,.,

Donc , an obtient :

1, = [1'5&13; ]: - [-nx""unsu]:

1, - [%] ~ =11,
EXERCICE 1

1. fx) =x-1 Dy =[1; +=]
Hm—ﬁ[mdj{l'\i = Iin'r:-—]"c_I =

vl | =8y = | LR LT " |

Donc f n'est pas dérivable en 1.

- m:“"J ”--z

=+a car limJyx-1=0

interprétation - la courbe (C) de [ admet une tangente verticale au point A{ 1,0 )

2. Sens de variation de f

Pourtout x € J1 ,+=[, f'i:]ﬂﬁt—-?
A m

wxe |1, +=[ 1'(x) >0, donc feststrictement croissante sur |1, + =

Tableau de variation de f

b | 1

(%)

+* @
fl x) /
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3. Ona:
I
P 4
-I II .
im A o i X2 e i A = fim =0
W=kl ¥ x [ L I H'ﬂu x_] Me=fid “._I

| : I
lim — =0 & Irn;l—--ﬂ
‘-"r 'l-lrr-“ix I-‘|'- :.:_I
Ona Li'.“. iix) =+ ¢t I_.:nﬂ = () donc la courbe (C) de f admet une branche

X
parabolique de direction I'axe (01)
4. Courbe (C) de f

(22 -1) ua

i

5. L'aire du domaine est: A = _[1'1'.[;.;} dx = !’:,.&-1 dx = [%{I. 1]:] -

Tak | 1
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CHAPITRE XII : SUITES NUMERIQUES

FICHE DE COURS

Deéfinition

Une suite ast une applicaion de M dans E.
L'image de l'entier n par l'application U s& note U..
L'ensemble des termes de |a suile se note (Un)-E N

On note aussi U, « le terme de rang n de la suite L ».

Sens de variation d'une suite

On dit gu'une suile U, définie dans M est !
- Strictement cronssanie si YneHN, Uaai > Ua
- Striclement décroissante si YNEMN, Uan < Us

- Constante (ou stationnaire) si¥ NeE M, Uny = Us

Méthode

Paur &tudier le sens de vanation d'une suite U, on peut ;

- Etudier le signe de Uns - Us

E41

u R ; .
- Comparer a 1, si tous les termes de U sont posilifs

]
- Faire un raisonnement par récurrence

Suites majorées, minorées, bornées

O dit gu'une suite numenque U esl !

- minorée s'il existe un nombre réel m, tel que Us > m

- Majorée &'l existe un nombre réel M tel gue : Us <M

- Bornée si U, est & la fois majorée et minorée, (m<U, < M )
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EXERCICES CORRIGES
EIERGIGE 1: Bac C 1995 Er.-nim_l normale
1 xn ]
Y nelN* = ,
On pose :¥neN', U= [ T

1. a. Démaontrer que L': est defini pour tout entiar naturel non nul n.
b. Démontrer que : VRER™, L[ =0

Z. a, Etudier le sens de variation de la suite (U/,) .
b. En déduire la convergence de la suite £1,5 1.

5 O pea: THEN®, F,=IL;‘dx.

a. Démontrer que la suite (V) _ . est convergente et calculer sa limite.
b. En déduire la limite de la suite (U, |
=

EXERCICE 2 : Bac C 1996 Session normale

Soit la suite réelle U de premier terme Uy égal & 5 et définie par la relation de récurrence -
2u_+4
YnelM, v, =_A__
H+1 u,+ 5
1. a. Démontrer que pour tout entier » - M, > ]

b. Démontrer que pour tout entier - M, = |

2. Donner dans un repére orthonormé (O, |, J) une représentation graphigue de la

onction / défniesur|—5;+ oo par f ()= 253

Utiliser cette représentation graphique et |a droite (D) d'équation y = x pour placer
M., U et U_surlaxe des abscisses.
0 1 2

(unité : 2em)

D'aprés le graphique, quelle hypothése peut-on faire sur be sens de variation de U et sa

limite ?

I . . T |

3. Soit V la suite réelle de terme général V_ tel que v, =11
" 4+l W n +4

a. Demontrer que V est une suite géométriqgue et en donner le premier terme et la raison,

b. Démontrer que V est convergente et calculer sa limite.

¢. En déduire que la suite U converge et calculer sa limite.
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EXERCICE 3 : Bac C 1998 Session normale

Soit a un réel non nul. On considére la suite U définia par

Uu :ﬂ‘ul =1

pour toul entier 1 Ron nul, all | =(a+)U,-U

1. Pour quelle valeur de a, la suite U est —elie arithmétigue ?

Nans la suffe de lexercice, on supposera le réel a différent de 1.
2 Deémontrer gue la suile V definie pour tout entier naturel n par
y. =V, — U/, estune suite géomeétrique dont on précisera le 1= terme et la raison.

i
4. a. Démontrer que pour tout entier naturel non nul M .ena:l/ = P’u 4 I='| +...+V
b. Pour tout entier naturel B non nul, calculer [/, enfonction de 1 et de (X,

c. Pour quelies valeurs de (¥, la suite U est-elle convergente ?

Préciser alors la imite de U en fonclion de ¥,
4 On cholsit o = 2

Trouver le plus petit naturel p tel que |Up —E‘ <1073
an donne - IN22=0,69 er In5=1,61

EXERCICE 4 : Bac C 1999 Session de remplacement

Soit i un entier naturel supérieur ou égal a 3.

On considére les fonctions ff,, dérivables sur lntervalle -}D;"'Cﬂ[ et definies par :
fulr=x+nn[ L].
F
1. Calculer la limite de ﬁ, en 0 et en 190
]

2. Pour tout nombre réel x apparlenant & ]{]I,+‘33|: . calculer f alx) .
3. Etudier le sens de variation de [, et dresser son tableau de variation.
4. Démontrer que |'éguation, X € ]ﬂ; n[ Jf(x)=0, admet une unique solution a,
5. Démaontrer que ; vn2z 3, I{ﬂ'ﬂ{f
B. Démontrer que : In{ @piq) = G @ns1 )
7. Démontrer que la suite | , ) est décroissante.

B. En déduire que la suite (@ ) converge.

9. Démontrer que =% n = 3, I—{ In (a, HE
n "

| 10. En déduire Ia limite de la suite (@, ).
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EXERCICE 5 : Bac C 2001 Session de remplacement

On considére la suite {Jﬂ:ldéﬂni& :¥n € N, |, = _[_1][[1 -1)"dt

1. Démontrer que, pour tout nombre entier naturel n:

a J,, est positif 51 n est pair.

+ J,, est negatif si n est impair,

2. Démontrer que :¥n € M, |, = 2 j’;{t“ -1)"de
3. Calculer Jﬂ, JI et J._,

= LM

4. Al'aide d'une intégration par parties, démontrer que : ¥n € N™, |, = = b1
+in

5. Retrouver J, el J, connaissant "

. . _ (= 1)"xnlxgn*l
| B EMmeriher qua: k-6 M- by = IXGETH . X(2N4+1)

EiEI:‘tEICE 6 : Bac C 2000 Session normale

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormeé (O, 1, J).
On considere les points A, B et C d'affixes respectives 2 j,zﬂ.ﬁl Z. lelles que :
z2,=-3zp=2+2ietz, =7i

1. Construire le triangle ABC.
2. Verifier que les nombres complexes 2, —Z, €l Z, —Z ont le m&me module que I'on
precisera.

o
3. Ecrire le nombre complexe .3.: -z, sous forme trigonométrique.
4. Déduire des questions 2) et 3) que ABC est un triangle rectangle isocéle an B,
5. Soit § la similitude directe de centre A qui applique B en C.

a. Délerminer I'angle et le rapport de 5.

b. Construire, aprés justification, les points E et F images de C et E par la similitude 5. (on
ne demande pas de chercher les coordonndes, ni les affixes de E at F.)

6.0n pose : A, =S(4); A =B, 4, =S(B); 4,=5(C); 4, =S(E);
A5=5{F];A6=S{Aj}|;m; pour tout entier naturel n supéreur ou égal a &

A, =S{Aﬂ_l]];et pour tout entier naturel n: R =

z.-'l_+|__z.-l.,

a. Calculer By

| Ay ETL]?L2

b. En déduire la nature précise du triangle A4, A,
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c. Damontrer que, pour tout entier naturel n | le triangle A4, A | est isocéle rectangle

en "‘r.lr ;
d. Démontrer que la suite { R, ) est une suile géométrique de raison 1."1
g. Démontrer que ¥n € M, R, = 2T 79

EXERCICE T : Bac E 2000 Session normale
= PARTIE A

Cette partie propose 'élude des inlegrales .f,., défimies par :
vn € N1, = _IDLI: 1 — x")V1 — xZdx

Onpose | = j'ﬂllw...ll—:r:z dx et vnelN", |, = _fn]x" 1-x* dx

T
1. En utilisant une considération d aire, justifier que ./, = 7

2. Caleuler J,, en déduire |a valeur de 1, et donner une interprétation géométrique du

résultat trouvé. |
3 a. Etudier le sens de variation de la suite ([, ), cx.

b. En déduire que les suites (J, ), en. €1 (1), cy. cONvergent.

1
4. a. Démaontrer que pour tout entier naturel n non nul, on a 0= J,, < Iﬂx"dx

b. En déduire lim J, puis  lim 1,

PARTIE B |
On se propose dans cetle parie da déterminer ka valeur exacle de J.T an fonchion de n

1 J i ¥ ¥ " 2
1. Soit v la fonction définie sur 'Lll};ij' par 1-:.1']|=-—;'11—.1' ]~.'l- ¢~ et soit v sa

ipnction dérivée sur linfaervalle [[r; ‘r :
- -II
a, Démantrer que V(X)=xv]1—X" . On admet que le résultat reste valable sur [0:1]
b. A l'aide d'une intégration par partie faisant intervenir v, demantrer qua pour tout entier
n supérieur ou égal a8 3, on a :{H+I]|Jr” =[H-l:|.f”_2

Veérifier que cela reste valable pour H=2
2, Démontrer gue pour lout entier non nul p, on a -

b3x.x(2p-1) o« 2x 4. {2p)

20" ax6x.x(2p+2) B V2P 3x5x.x(2p+3)
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EXERCICE B : Bac E 1999 Session normale

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonarmé direct (ﬂ:!f:j"] ;
PARTIE A
1. On désigne par Ms l'origine O du repére el par M; le point ted que - Mﬂﬁl =7
On fixe un nombre réel F>OetunréelBdans R — [ kmk € Z) .

MM, ]| = r |[MoM, |
mes ( MgM, , M;M; ) = 6[2n]

Calculer laffixe V;, duvecteur M M etlaffixe V, du vecteur H]MI

2. Les points Ma, My, M2 ayant été définis ci-dessus, pour tout entier naturel non nul n, on
définit Mrr+1 & partir des points M, et M__, par:

(MM = M M

mes (M, M,, M.M,,, ) = 6[2n]

On obtient ainsi une suite M, M, ,...,M_ et la figure obtenue en tragant les segments
:HUM]], [MEMI],...., [MHM”_._[] ... est appelée « polygone ».

on note va I'affixe du vecteur MyM,.,,

a. Démontrer que pour tout entier naturel non nul n, v, = re””vﬂ_!.

Soit Mz le point du plan tel que :

En déduire que la suite (V) @st une suite géomeétrique.
b. Déduire de la question précédente, 'expression de ¥, an fonction de n,r el 74 :

3. Dans cette question, on suppose que f=ﬁ ef H=?—4r . Calculer ¥, pour

0 £ n < 3etplacer Mo, My, Mz, Ma, Ms en prenant 8 cm pour unité graphique.

'PARTIE B

Dans toute la suite du probléme on suppose O<r<| at, pour tout n = 0, on note 2,
I'affixe du point M,,

1. Calculer Zy,2,,2,

2. Pour tout n = 0, exprimer v, en fonctionde 2, efz__,

En déduire que, pourtout n = 1, 2, = Vpt+tW +..+ Vo

1-2"

3. On rappelle que pour tout nombre Z#L, ona 1+z+2% +.. 42" = i
=2z

pour tout n = 0, caleuler £5; en fonction de n.r at H
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a. Démontrer que le module du nombre compléxe z, — . tend vers 0 guand n |

b 1=rai¥
tand vers 5.

1

b. On note £ le point d'affixe w tel que (@ = S
— re

Inferpréter géométriqguement le résultat de la question a. ci-dessus.
5. Pour lout n = 0, on nate 2, Iaffixe du vecteur M,

|a. Calculer f.-r'-“r” fonction de n,r et E
b. Etablir qu'il existe un nombre complexe a non nul tel que pour tout n 2 1, z‘,, = az‘_,_,

e En interprétant géométriqguement la relation précedente, déterminer une simihtude
directe [ telie que, pour tout n =1, f(M__)=M,; préciser le cenire, le rapport e

I'angle de cette similitude.
: ] T
d. Dans ceftte guestion, on suppose gue i*'=]-2- et E=E: calculer dans ce cas les

coordonnées du paint £1 et placer ce point sur la figure précédemment tracée.

| indiguer une construction géométrigue simple de My connaissant Qe M n—] &t placer

les points .HS, ."rfﬁ., M. et .'HrH sur |a figure.
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CORRECTION DES EXERCICES

EXERCICE 1 : Bac E 1995 Session normale
l.a. vneN, U, = [ dx

l1|1-1'-1-4

. .
e R T

fix)existesi x** + x +1 20 = A=(1)V-4{1)=-F donc v =M
f est donc définie et continue sur B, en particulier sur [0 ;1]
En conclusion, U. est définie pour toul entier n,

b. Démontrer quevnelN*, U, =0
f
Ona: U, = X dx

014+ x4 x°
mn

Etudions le signe de {x) = —
1+ x4+ x7

On sait que, d'aprés 1")a- VxeR,x¥* +x + 1 >0 (1)

(car A<0 d'od x* + x +1 estdusignedea )

Onsait aussique xe[0;1] = 0 s x =1 :(2)

D'aprés les relations (1) et{2), on obtient :

. x™
vxe[0;1], +“+IE[| Jfﬂmdﬁaﬂ' donc Yn € N U, 20

2.3) Sens de vanahnn de la suite (U, ).en

1 &N ] gn+l
1), = — - o A N
m j-ﬂ'1+r+.':"dx et Unps Iﬂ'l+x+:*dr
1 xh+l 1 xn
Ona: Usser = Ua —_— - e
el j-ﬂ' 1+x+ri'dx Iﬂ1+x+x= dx
1 g+l e
=.r [: g -}EI!I
Un‘.l+:l:+x 14x 4+x%
1x%(x=1)
Un+t - Uy = _
ey {EI 14 x4+ 3
Or onsait que : ——— > [}  daol R | i
q rEPrEer dol Uasr - Uy estdusigne de x - 1

Sachant que v¥x €[0;1] = x=1 < 0. Ona:

x"{xr=1)

m < 0 donc Un+1 - Un S0 = a1 =L
Par coséquent la suite { U, ) est strictement décroissante.

b} Convergance de{ I}, ex.

v E[0;1]).

Mous savons que yn e N°, U, = 0, d'ol la suite [ Un:] est décroissante et minorée pas

0 donc elle converga,
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1.a) Converge de |a suite F,
Déterminer l'expression explicite de V)

V,= Ihx”d'x

(=]

Enﬂ ﬂl+|
V= n+l n+l
R
2 a4+l
Calculons la limite de V,
Jim Yy = lim e lim, -

Donc la suite (V,),ex- converge vers 0
b) Déterminer Ia limite de ( U/, )

Comparans ( Uﬂ}al {Vn}

1
nal<x<1 =21+x+xt21 =20%

s g =2 < % pen

1+ x+x8 ~
1
= DEIH-TdIEJHI"dI

= 05U =V

14 x+ xt

Or lim V, =0 ,d'd limU, =0 ( d'aprés le théoréme des gendarmes )

EXERCICE 2 : Bac C 1996 Session normale
1. a- Démontrons que Yare M, U, >0

- Méthode de la démonstration par recurrence.

*Soit (P, ) la proposition ¥n e N, U_ >0

*Vérifions que P, est vraie.

ona: U, =5 d'obd U,>0 donc P, est vraie.

“Supposons que P, esl vraie, cest-d-dire Yme NI/ > 0
*Démontrons que P, est vraie,

W, +4_, 6

ehall | = ==
U +5 U +5
dobona: U, >0

Uo+5>5
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1 I 6 6 6 b

U +3 5 _U,,+5 s _U_+5}2_'§
6 i W +4 4 4
F > = = —1 >—=l_, >=
U,+5 35 U +5 8§ sl

A
donc U, >0, P, estdonc vraie

En conclusion, Yre N.U_ >0
b- Démontrons que Yre N, U, =1
-Méthode de la démonstration par récurrence
Soit ( Pn ) la proposition yne N, U, = 1
» Vérifions que Py est vraie
Ona: Up=5; d'ol Up= 1 donc Py est vraie.
» Supposons que P.estvraie, cest-a-direvnelN, U, = 1
* Démontrons que P..1 est vraie,
_ 2, +4 5 6

ona: U, ~
U +5 U, +5
dotona: U/ =1
U, +5=1+5
U +5=6
l I o 6 ]
e == -
U, +5 6 U +3 6 UH+5zz '
U +4
—tee— = | d'ok U 1
U,+5 e

done ¥ne M, P _, est vraie

En conclusion, Yre M, U_=1.

2. Représentation graphigue de Uy, Uy, et U;

! 2x+4
Ona:U,, =f|[U"]|::|u fix)= ;+5

On remarque que (L/,) est strictement décroissante et converge vers |

(voir figure)
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T .-.._Eu‘. .“ -_:_- -;-;; SILIT "'i' -;..-.f Rt "f. an

3) a- Montrons que |V, | @sl une suiteé géometrique,
v, .. —1
L/ + 4

LR

Ié-’|+54 | f.-’ —1 P
e
_IU,+4+ EE +2 ﬁU -I-I-i
U +5 U, +5
o
6L, +4
F.I'*'-l

1
Vies = Vnsr  CAF Vo = U+ 4

on a: v, =

Donc v, estune suite géométrique de raison % et de premier terme V; =

d‘mv..=;

B NN
4 g :

_ Wg=-1

5-1

g +4

G4
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B ¥nez _ 1
bjﬂnav_ =

+ 0

1

Etudions le signe de | V. )

Ona: vyneHN, Us>10

]
Uy + &

i

_IJ_Ha-'I._ |J|.|+--l-l—i
Or ¥nes U+ & gy # 4
&
1|l|||1+1-r1ruﬂ*‘
Us + 4 > 4
5 PERRL,_ _ 5 A
i l- > 17 3 Ve -l

En conclusion, ¥n € N, V. > 0 .

Ona:

Vnes =15|'l"n+1 e i*ﬂ]

La suite { V, ) est decroissante el minorée par 0, donc elle converge .

: N 4 (11
Ona: V, = Vxg™' = V, =§“ET
; 4 1 ? e S 1)in g

b) Cenvergence de la suite ([ Us ) et 5a limite

Ona ; 1'l"ll1+l—_:':"::I = [Us+ 435y = U - 1 =

Un.llllln-l-] + 'ﬂ'llilln+1 = UH '1 = Un.{lll'ln-l-r '1:| =—"1|||'Ini-1 "'1
_41"':1.;1'1

Un & =t

. Vier = 1

= n
Or 1"r||=§'-':{%]'“] = "..I'.-|+-|=.i [é)

Danc

Ona:

= axx( 2 1|'|— 1

Uy =

i

o

lim U, =
M= ®

T

f

|E "
hm —I—— =1 ecar |lim {—] = [im &
iy F H A— &

G 4

Donc la suite { Us ) convergevers 1 et lim U, = |

B g

EXERCICE 3 : Bac C 1998 Session normale
1°) Déterminons la valeur de a

(U=} 25t une suite arithmétiqgue o ¥n € M, Unsr =Un = Un = Uaoy
aly.s = (a+1)Us - Uaoy &= 8llsey =alls + Us - Ugq.q

On a:

L= HI:_UFH-‘I 'Uﬁ_l = Us - Ua-a

Par identification, la suite ( U, ) est arithmétique si a = 1
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E']a—l'l.lnmmﬂ!ql:lﬂ { Vi ) @st une suite géométrique.
Vin = Unei = Un e aVh = allyeq - 8l
Or alpsr = (@+1)Un - Unoy  dod aVe = (@+ 1)Un - Uaoy - als
= @Va = als * Us - Un-y -8Un = a@Va = Un - Un-s
> aVah = Vo e W ‘U“lauar: az1
(Va) est une suite géomélrique de lﬂiﬂf.'lrl; et de preamier terme Vo = U= U =1

3a-0na: Va = Uney - Us

Vo =Uy - Up
Vi = Uz = Ly
Vi =U3 - Uz

Vo-1 = Us =Un.1
En addittonnant membre a8 membre les agalites, on obtient |
Vo + Wi+ Vo +, .+ WVay s-Ug+ Uy
Or U =0donc Us = Ve + Vi + VWV + . * Vo
b - Calculons U. enfonctiondenetdea

Ona: U, = Vg + Vo + Wz +......+ Vo donc Un estla somme consécutive d'une
syite géométrique de raison f d'o0, on oblient;
1 T
= [
YREN", Uy = Vo X donc Un-—x[l—(—) }
C= Cunﬂrgmnudnlasuﬂa [Lln
; _ £ _ & i
dm v, = 21 (1| = 2 e <
1 n
hm [ = = hm E . |- U
Fr= ¥+ a —t o

a
d=1

Done Ia suite { U, ) converge vers
4°) Déterminons l'entier naturel p

Ona: a =2 doi I_:|1.1 =I![]—[;l}“i ﬂlr""-:“z‘z[%}-
= Uo-2 =.2(2) = U, -1|=2ﬁ]
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jﬂ.
Ona: |UWy -2| <10-3 = 2{?} < 103 =
In2 + nlng £-3IN10 = N2 -nn2 < -3IN10 =

n h'll'h:lu#-]l o= on > 1'}'%

in

Donc le plus petit entier naturel p est p = 11

EXERCICE 4 : Bac C 1999 Session de remplacement
1) fa{x) = x + nlnl::%:'l e f(x)=x—nlnx

lim, falx)=lim(x—ninx)= +ea
In x

=400 car lim —==10
e

_ninx

Jim o= lim_ x|

X— N
Tl

2) vxe

ﬂ:,+::-;|,f,.j{.r:|= l-%:

3 fiix)=0& x=n
felxlc 0 D x<n
flx)>0e x>n

Wr€|D;n[.i([x)=0doncf, est strictement décroissante sur

l]',ni :
¥YxE|n; +o|[f(x)>0doncf. est strictement croissante sur En; - -'_':-ﬂ| :

Tableau de variation de [

- 0 " + 00
fal) - STE
+ 00 ) +o0 |
Julx) T " |
n( 1 - Inn))

4) [, estcontinue et strictement décroissante sur lﬂ;n| , &t
fal]JO:n[) = ]n{1=In[n); +=]

[, réalise donc une bijection de 'I]:.r.l[ sur Jn{1=In{n).+=.

Oe In{1=In{n}),+=[ car n{1-In{n) eslstrictement négatif pour tout 17 supérieur
ou égale a 3.

Donc I'équation x £

5 ful)=1
Jole)=e—nete—n<0 donc f,(1)x f,(e)<0 parsuite 1<a, <e

El;n{ Jalx)=0 admet une solution unigue a, .
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6) f::+|[”n+lj=ﬂ
a. —[n+1}in[-:rn+b]=l:}:=- a., =||‘n+l]ln{an+|]
L[aﬁlj=aﬂ+l—n1|1{a"+l]={n+1}In[aﬂ+l]—nln[aﬂ+1]
=|:H+I—ﬂ]|nfﬂ"+|]= In c;rﬂﬂ}
”ﬂ*nlz-frﬂlﬁnﬂ]
N Sl G|~ So(00)= Sol@p

I:I'apré! 5]‘. gﬂ+| E ;LC’| d'ol ]'n{ﬂnl+|

In

= () par conséquent f,TJHH +,]:=- Jn|Gn) car

ﬁf”ml e I'“|”n+1i dod a1 <4

La suite (a,) est donc décroissante.

8) la suite (@, | est décroissante et minoré par 1, donc elle est convergente.

9) D'aprés 5°) 1<a, <e or f,(a,)=0=a,—nln|a,| cest-a-dire a, =nln|a,)

donc | <a,<e
| <nin|a,|<e
I €
- <Inja,|<>
10) %{In[a,:.{%#e””c:a"{eﬂ”
1 , # . .8 '
ime* = lime* =1, car Im- = Im—- =0
M i & o |l|._.-||-.|,;r|| |1_.+-.;r||

Done lim a, = 1(d'aprés le theoréme des gendarmes),
EXERCICE 5 : Bac C 2001 Session de remplacement
1) a- Pour n palr; [II—I]"E'U;
Donc we|- L., 20

b- Pour n impair
| I:.n a b méme signe que 12 -1.
Or W1 €|~ 11, ~1.<0 Donc J, <O0.

2 [ 2 -1f'dr= ff][ri—llnd:+f;(r1—llndr
Posons w=—r alors du=—dl
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Ona: J"_ﬂll;i—lrdt= —flului-l‘tfu:f;[ul—lldu

I n
— 2_
Dnmjﬂ_gfﬂ[r 1| dt.
Autre méthode
A i
Soit g:f— (t4—1 ,HfEi-];i ,-!E[— I;llerg{—r]zg[.*]

Donc la fonction @ est paire et par suite
JI"_I g(1)dt = Ef;g(r}dr c'est-a-dire
|1 ar=2f [r2=1] an

3) Drapres 2),

Jy=2f dr =2 =2(1-0)=2

|
Bl qonl 4
T :'L—.ElI 1 EII_ 3

Jz =Ej':{t‘— 1)3dt = zfﬂlu‘— 2t + 1)de =E[§-§t’+ r}l

L]

_afl 2 - &

Jz —2{;—§+1—ﬂ] T
4 nch*

Posons u[f}z[?l—l‘ﬂ et V(f)=1;

Jy=2f [r2-1ldr=2

n—1

Ona 4'(1)= 1;;[;1 = | ¢ choisissons yw(f)= ¢

Ainsi, :lf_fn = JI"E:[rE = lr dt

Zao= [ECtT— 1013 — 2n [l (e2— 1) Pt

]

=0 = 2n [ (= 1) (17— 141)dt

— _2n f[:][ﬁ—l}"_llri 1]+

J"':{rz— I]"d.*+ f;[ri—ir_la’tj |

n—1

dt

=—2n

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E

Edition 2017



287

= —2pl] !
==2n|5tpt+5J,
B-J,, =-nt,—nJ__
= H_r+ nJ,=—nJ_ _

e lting — _nJ

_ —2n
=1 _,f" = min-—l:
5) D'aprés 4), on a ;

n=—|

i el 513
B) D'aprés 4), on a successivement
- IR
.|r|'| = ﬁjﬂ—l
fh-a = :'HJIH—I
[ n=2
Ja-2 = ??Lfn—l

ho= (=2)%3 ),

ho= (=2)x< [,
En multipliant membre 4 membre ces n égalités, on obtient aprés simplification .
B (- 2}":{n:-:|'n-~1|:~:-._xlnl

s _|..'-'.r1'+ lel!ﬂ— I]:h:.-.:n:S:u: 3

Avec J, = 2 et (=2)" = (=1)"x2. Or fqn—lpnnxlzxﬂ

D‘mj i [_I}"HHE’EE"H
§ 335x?x.-.x‘2n+ll
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EIEHEIEE 6 : Bac C 2000 Session normale

1) Voir figure.

6) g

Pl e w]

=

LB

= EE'_IAJ= AC =58

R, = =|zg—2;|= EC=AC= S8

a' -
Ay

b- AA, A, estun triangle ACE. On a montré qu'il est isocéle rectangle en C.

z
"]
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- D'aprés la similitude directe 5 -

r, — = [2a,— 2B = 141z, - 2]
dod z, —z, +3 % =[l+ iflz., —24]

200~ 20 =120, 2]
o of MR 7 st o i z‘]e.r me;[j;;.r:';{;;,;l"'ﬂ"]= __;_

ce qui demonire que 4 4 = Agd__ . et [ﬁﬁﬂrl l"'""'n:rl!
AA, A | estun triangle isocéle et rectangle en Ay

d R, = = AyA = Ady=VIAA_ =JTA _ A, car AA_ A, est

24 _I.ar,,.

|
| *

un triangle isocéle en A4 c'est-a-dire que
vneN, R, = VIR, _,
Par suite, R, = u"iRﬂ_l d'ad (Ra) est suile géométrique de raison V2.

s g
a- {gd} g5l une suite géométnque de raison HI'E dont le premier lerme ﬁ vaut

are [
|

V29 ¢oi g, - R,fii]”"= R 2‘5! = n,gzr"i"

R, =vB[2|T

EXERCICE T : Bac E 2000 Session normale
PARTIE A
1) Rapporions le plan P & un repére orthonormé (O,1,J) d'unité 1 em

Soit D= H; EPI0<x<let ﬂ:_:yg:u"l—r‘*].

D est raire de Ia partie du plan délimitée par la courbe de la fonction définie par
X—+J1—x2 l'axe des abscisses et les droites d'équations x=10 et x=1

b 0<x<| 0<x<1
HL]ED-;:; D<y e <y
yi<l—x? x4 yi<l

—

TOP CHROND Mathématigues: P*~




290

5 [ Jo @st I'aire d'un quar du disque unité, Jg = E

2) Soit 1 la fonction définie sur [ 0;1] par u(x)=1—x?
Ona: ‘;-‘J.'E|'ﬂ;l|..r —xi=c %{— 2x)l— x4

- —%t{'f:”ﬂ{l’]]i

Une primitive sur [0;1] de la fonction X — J.t'n.|'l—J.‘2 est donc la fonction
] | 2 32

Xt = | = x*
31 -+)

On a danc J, = ﬁ:hmdr - _iHl " xlru

4
3
o
I = f.:[l— )l = x2dx = f;dl—:ldx—f:le—xzdx
B ]
"Jn_Jl_-’i_E o

Posons _,I'" (x)= !I—.t]x'ﬁ:t_j el [l:' sa representation graphique dans le repére

J

orthanormé (O ,1,J),

&y

| est positive sur [0;1] donc |1 est I'aire de |a partie du plan comprise entre : Faxe

des abscisses el les droiles d'equation x=0a x=1.

I a-VnEN, Joet - Jn = _I';x“[x— 1 W1 —x? dx
vre[0:1], x"(x—1W1-x £ 0

D'oi WneRM* J | =J,, (positivité de I'intégrale).

Done la suite |JJ,J _ est décroissante,
1

b- "i.‘i".tEi[];l|.J:”~.' — x>0 donc J,>0
La suite |:J'H:| e élant décroissante et minoree par 0, converge
I = i
YneN* L= [ fi-xidx— [ x"I-x%dx=J,-J,
S0 ]

La suite [fﬂ}

est donc convergente car [J ] ast convergenta.
IneM e
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4) a- Pour tout nombre réel X dell.';ntew.all;."[ﬂ 1] et pour tout 11 de [4*
0<x<l=0<x*<]

= -1<-x2<0

=0<1-x2<]

=0<yl-x2<] or x"20
ponc 0< x"J1—x2 < x";

|
Par conséquent 0 < J, < Jr{b x"dx

| w2} I
h-fﬂI"EfI—mdﬂnnﬂEJnEn_i_l

de plus .En."..nl‘l B0 R o A0

i 3

Sachant que YneNY [, =J, ~J,, ona Im I, = J, =

PARTIE B

ool ) ==Lli=2]
Ipvin) =317}

'l-"{.l:]=.1'1.||r|- —? ( woir 1.1)

Yzl J,= L;:r"md:= f;r""xxmﬂ'r

Posons u(x)=x""; et vi(x)= xl—x2.

ona: y'x)= |n-—- I]x"“*’"— choisissons y(x)= —-_H].— Izrm-

| =

1a ¥xe

Jy= ~}:"-3|1 Arl]ﬁ—? +”—“r]f{:x"-3 1- H]Ji — x2dx
:%J—u‘x"—zdi—xzd,r—f;.r“ﬂ—xzdx
=13__' Joa—Ju|donc 30, =[n-1)J, _,~[n=1]J,

[3+n-]t1,=ln—lj.f.,

¢t ¥n23/n+2)J,=[n-1)J, _,

n=12,J, =fc:x1md.:

Posons u(x)=x et v'(x)= xl—x2.

Ona:u'(x)=1 choisissons »{x}=—é[l—xzfm-
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i O i PO
iR+ e
|

=%f{:~.|'1-—x:d_r—fﬂxzdi—xzdx]

|

=§Jﬂ‘ J]
4.! =J.F'arnmsﬁquantiamm1ule est vraie pour H=2
Avnz2,J,= "—_‘!
On a donc YpeN*, J 1p= Z_F_z_.f

Jap-z = IF_ f2p-4
Ep—i

hp—l - 2p— zfzp -5

3
Iy = - /2
1
h=zh
En multipliant membre a membre ces égalités, puis en simplifiant, on obtient

2p-13 z;p 1 n
or = — - donc
2p Iﬂ*lju* JD 4

1 3
= - -
jIF 1 HE b
I _ Imdx . @[ 2p=3 Jw[ Zp-1}
p AuEx,,.. o 2p juf 2p+2 ) .

ﬂndémnntredemém&que:VPEH._JIFZEE:q:ﬁx_...[zllﬂ ]
XIKIX...x|lp+3

EXERCICE B : Bac E 1999 Session normale

PARTIE A
1) On désigne par Zuy I'affixe d'un point M et par Z celle d'un vecteur v,

W, == LU —_ —
0 EH"H 'E.i.j'u E.'L-:l‘ I

mﬂl,“ M., M'Al ﬂrg1  Eu,
|

D'oi arg[?LlEH [21'1"?. (1)
A sl

|211'| = argl_l.“zw|
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i ]= oM =l

& Bl=r (2)
p{l

Vv
Des relations (1) et (2), on déduit que : EL = re®
[}

Donc ¥, =vure'"ﬂ par conségquent ¥, =ret car vﬂzl

2) a. ME.E‘[M Mﬂ,m_] arg

n-l-l

HH_IH i

= arg(—-1

= [Eﬂ'll

mrs[_a'-i’ H,,.,Tf H'_“I'EJZ#]

Do arg u_*'u. =ejzw] (3)

n—1

Or Il(,, MHHi = ’IMH—IE’EI' donc |v,|= ripﬁ_r| el par suite -

ni=r (4)

m=1I

Des relations (3) et {(4) on déduit que : p—"*r— — re'

a=|
On conclue que v, = rE':""'lr'ﬂ_l
la suite (v, | est une suite géométrique de raison re

] e i

l:ﬂﬁ--a--‘i' isin ]-] :Ii-+ ']

s =1 vnre‘=j]_
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PARTIE B
1) zﬂ={] car Mﬂ=ﬂ

v, =1 donc z, —2, =1 par conséquent 2, =1

Vi=re® = 2,-2, dolz, =2 + re® donc 2, = 1 +re®

2] V=21 =2z -2 =2z ——
MM L M, Lo o Bl

Vaeq = Iy = &5

Vpez ¥ Zp=q = Zp=3

Vpa3 Zn-3 = Zn-3

Ly I; — &

En ajoutant membre & membre les égalités ci-dessus, on obtient
Tn =P+t M+t it Py ¥R 2 1

3) 2,, estla somme de M termes consécutifs d'une suite géométrique de premier terme 1
el de raison rel’  on a donc :

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries CEE Edition 2017



295

Wn>1, 2,=————1 car fER - {.F:ﬂ‘,.i:EE}

1— i...'r':,.l'.'l'il - 1 r.rller'.rﬂ

N 4= 5768 1—re® 1-re®
rie frald

o
D'ou Z,, }—j‘e’ﬂ- ﬁ—r‘

Par conséquent |2

”_L]—I"E"ﬁ‘zll_rfl'ﬂ-

T - I | = = )
Ona: lm r* =0, narﬂfriidﬂu-_ﬂiﬂc‘n e

b-Ona: lim |2, -« | = 0 daprés 4)a-cesta-dire lim [OM. | = 0
T T
5)a YneN*z =z,—w= o

b ] el i
e
X l—rEiE

=pa¥z
n-1i
Posons a=re" . & est non nul,
Il existe donc un nombre complexe non nul & tel que :

HHEH*: —az

c- De légalte z =az  ona: z,—w=re’|z_ —w|dol f estla simiitude
=

directe de centre {1, de rapport r et dangle f.
Cette similitude transforme M 1® M.rr-

=
: 3 ' 1 =]+:‘
iy 3 i

w4 j;done ﬂ[i,]].

J est a similitude directe de centre {0 d'affixe 1+, de rapport :F'IE et d'angle %

De l'édgalite fl.MH_IJ — M, . on déduit que le Iriangle ﬂMﬂ—lMﬂ est rectangle isocéle

en M el de sens direct.
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[ CHAPITRE XIII : EQUATIONS DIFFERENTIELLES |
- FICHE DE COURS

1. Equation différentielle du type :f'_—_{:ﬂl{ =1,

Les solutions de I'éguation différentielie(E) : _P"—-EF =0sont les fonctions de H wErS H
x—ke*™ keR.

2. Equation différentielle du type : y"+ay'+by=0.

a. Equation caractenstique

| Soit Il'équation différentielie (E) : ¥ +ay'+by=0 (@R bel)

On appelle équation caractéristigue de I'éguation différentielle (E), I'éguation dinconnue r
suivante - r2+ar+b=0.

b. Solutions de I'éguation différentielle ¥V +a¥'+ by =0

Soit A le discriminant associé a l'équation : ré +ar+b0=0,

* Si A=0 alors l'égquation caractéristique admel une seule solution : » - _ 2

2
Les solution de (E) sont les fonctions de Bvers R : X — (Ax+Be® AcR BeR.

* 3i A=0, alors |'équalion caractéristigue admel deux solutions réelles distincles
== ¥
=i =y A —ir+ 5 A
fe— g e—

- -

Les solutions de (E) sont les fonctions B vers B
x—=+Ae"* + Be™*  avec AE R et BER

= 5i A<D, alors I'équation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées
f=oa+id e r=0—-/3 00 ae psont des nombres réels.
Les solutions de (E) sont les fonctions de B vers |

x — (AcosPx + Bsinfx )e™ ; avec AcR, BeR
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EXERCICES CORRIGES

EXERCICE 1 _
[ Soit 4 un réel et y la solution de Féquation différentielle ¥'+ Ay =0 1elle que M) =1

|
E:primerF[E] en fonclion de A

EXERCICE 2

On note Q(f) la quantité d'une substance médicamenteuse encore présente dans le sang,
i t haures aprés linjection intraveineuse de 1.8 unités du produit.

| 1. A cause d'un processus d'élimination, Q(t) diminue au cours du temps en suivant une
loi d'évalution : O'(r) = =A0\r).

Déterminer £ sachant qu'au bout d'une heure la quantité de produit présente dans le sang
a diminué de o . Donner la valeur exacle et |la valeur approchée a 10,

2. Par injection intra musculaire, la quaniité résente dans le sang au bout d'un temps t (en -
heures) aurait été - S(r) = 6,607,

{a) Déterminer une équation différentielle entre les fonctions S el 5.
{b) Determiner une aquation différantielie liant S(1), S'(1), S"(1).

EXERCICE 3

On cherche les fonctions u définies sur B, dérivables sur R, el a valeurs strictement
positives lafles que w'=ulnn (£), On pose Jlr =lnew
1. (a) Calculer la dérivée de f et montrer que T est la solution d'une équation diff érentielle
du premier ordre que 'on notera (£},

(b) Montrer que réciproquement, si  est une solution de (£) alors u=¢ pst une
solution de (£)
2, (a) Déterminer loutes les solutions de (£).
| (b) En déduire toutes les solutions de (£).
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EXERCICE 4 B
On étudie le refroidissement d'un objet. On note B(f)ia différence, & la date 1, entre Ia

iempérature de lNobjet et celle du miliew ambiant. t est exprimé en minutes et A1) en
degrés celsius. L'élude du phénmoméne physique conduit & 'équation différentielle
(E): &' =—kE (k réel positif donné).

1. Résolvez I"équation différentielle (E).

2. Sachant que pour l'objet étudié k = Ind, venifiez que la solution de (E) telle que
=find

#(0) = 90°C asl la fonction & définie par (1) =90e
3. La température du milieu ambiant est 10°C. Calculez (2).
Déduisez-en la temperature de 'objet aprés deux minutes de refroidissement.

EXERCICE 5

1. Déterminer les fonctions solutions de I'équation différenticlle V' +av'+by=0 gans
chacun des cas suivanis :

a)a=2 et h=-=3

bya=1 et b=1.

2. On considére 'équation différentielle suivante : V' —2¥'+ y=4¢" (1)

a. Onpose w(x)= 2x e",

Virifier gue la fonction u est une solution particuliére de I'équation (1) .

b. On pose z = y - u . Montrer que  est une solution de (1) si, et seulement si, 2 est |
une solution de I'équation différentielle (2) : z"-2z'+z= 0. |
c. Déterminer les solutions de I'équation différentielle (2) et en déduire la solution générale |
de l'équation (1),

d. Déterminer la salution S de (1) quivérifie f(0)=0get f(0)=-3

EXERCICE 6

1. Résoudre I'équation diﬁarentieim; y+16y=0,
2, Trouver la solution f de cette équation vérifiant f(0)=1 e [f(0)=4
3. Trouver deux réels positifs o «r o tels que pour tout réel t, f(f) = V2 cos(ar - ¢).

4. Calculer la valeur moyenne de f sur l'intervalle [cr; E]-
B
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CORRECTION DES EXERCICES

EXERCICE 1
Les sclubons de léquation différentielle ¥+ Ay=03scnt les fonctions de la forme x — ke

od k est une constante. La condition initiale i) =1 équivaul donc & ke =1, Soil .;L'——El_
1 .
All=5] =}
X)j=¢g et y|—|=¢"
Donc wx) '}[.-1] :

EXERCICE 2
1. La fonction Q est une exponentielle décroissante. De fagon précise () = Qe

On a classiquement - (3, =(X0).
L'énoncé nous donne sa valeur : {1, = 1,8 mais nous ne l'utiliserons pas.
L1

D'autre part, d'aprés I'enoncé : O(1) = [1 - EJ@;U] =0, TN D).

D'ol, en simplifiant les deux membres par (3 e * =070, Alors ' 4 = = In 0,70 = 0,3566
2 (a) On calcule :S'(1)=6,6e" =6,60e” =6,6¢" —S(1) d'od Sr)+3(r)=6,6e".

3. Ainsi, la fonchion S est solution de I'équation différentielle avec second membre

¥+ y=6,6e"

(b) Le plus astucieux est de dériver dans l'équalion différentielle obtenue ci-dessus.

Il vient - §*(r} + 501y = =6,6e " = 511+ Sir)]. Dot S'(r)+251)+5(r) =0
Finalement, on obtient l'éguaton différentielle suivante, du deuxiéme ordre mais

sans second membre :,1'"'" 2y y= 0,

EXERCICE 3 _
1. (a) La fonction f est dérivable en tant que composée de deux fonctions dérivables
etpourtoutx €R fir) = “ii

Ii{ X']
Doncpourtoutx e R, fi{x)=f(x)=0. L'&qua[iun{!."}l estdonc ¥ —y=0
[b)Soit f une fonction de (£') et soit n=¢'
Alors, purtout x€ R, wlix) = fix)e’" = fixhuix) car f'=F.
Daonc pour tout X, 1{x) = x)In(t(x)), done si f est une fonction de (£), alors
u=¢ est une solution de (£)
2 (a) On sail que les solutions de (£') sont de la forme © fix) - d¢' ol ie R

(b) D'aprés 1. les solutions de (£)sont donc les fonctions de la forme
ou 4 est une constante réelle arbitraire.
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EXERCICE 4
1. Les solutions de l'équation (E) sont les fonctions &, définies sur [0;4oc] par

8.(r) = ae’™", a ER,
2 k=In3donc &(r) = ae”"™ ', @ €R, ;8,(0) = W'C = a = 90,

La fonction cherchée est alors la fonction & définie par #(r) = 90",
a0 90

3. #(2)=90e" = - = ? = |0 . Aprés deux minutes de refroidissement la
£

température de lobjet est donc - (10° +10°)}C=20"C

EXERCICE 5

1. a) L'équation caractéristique dans ce cas est ¥ +2r=3=0.
Sesracinessont 1y, =1 & r==3

Les solutions de F'équation différentielie }"+2y'~3=0 sont les fonctions £, définies
sur R paff;.,g{ﬂ:ﬂf'j +J'3€'_J:-

b) L'équation caractéristique dans ce cas est ¥ +2r+1=0.
Cette équation a une seule racine r=-|.

Les solutions de léquation différentielle }™+2y'+y=0sont les fonctions [, définies
sur R par f:,_ﬂfl‘:l =ae" + fxe™

c) L'equation caracléristique dans ce cas est r +r+l=0,

Cette équation a deux racines complexes conjuguées z, = = —Ir'-."'i g r.wm ~1+if3 _
: 2

Les solutions de I'équation différentielle ¥"+ 3'+1=0sont les fonctions f, ,définies sur

R par [, 4(x)= [ﬂm[# J:J+ fAsin [% x]:|£*_;: ;

2) a) La fonction u définie sur R, par uix)=2x"¢" est deux fois dérivable sur R, et,

vxeER, wix)=dxe’ + 2v'e", et u "(x)=de" +8xe" +2x'e".

vxER, u"{x)-2uix)+u(x) = 4¢', donc u est une solution de 'égquation (1).

b} Si z et y dézignent deux fonctions deux fois dérivables sur R, etsizsp-w . oOna
'=y=u'et z"=y"-u" done z"-2z'+z=y"-2y+y—(u"-2u'+u) ; v étant une
solution particuliére da (1), ¥ est une solution de (1) si, et seulement si.
Y=yt y=u"-2'"tu, donc si et seulement si, z est solution de (2) 1 z"-2z'+z2=10

c) L'équation caractéristique de I'équation (2) r* —2r+1=0 ayant une seule solution
réelle (r=1), les solutions de I'équation (2) sont les fonctions g, , définies sur R,

par g s(c)=ae’ + Fre’.
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Les solutions de [éguation (1) sont les fonctions fmﬂhha sur R par
Joplx)= E, g(x)+u(x)soit [,  (x)=ae’ +fxe’ +2x'¢’
d) Pour tous réels & fet tout réel x, ',  (x)=ae" + fe' + fxe' +4xe' + 2x'e’, donc

N=0 = =

fleglx)=la+ e + (8 +d)xe" + 217" {,{:f;{;j o = {: ; ; — donr {; x ?3.
La fanction f de (1) qui verifie f(0)=0 er f0)==3 est définie sur R,
par f(x)=-3xe' +2x’e".
EXERCICE 6
1. L'éguation caractéristique de 'équation différentiefle y™+ 16y =0 est +* +16=0.

Les solutions de + +16=0sont les deux nombres complexesz, =—% & z, =4/
Les solutions de "+ 16y =0 sont donc les fonctions [, , définies sur R par :
[ glx)=Acosdx+Bsindx, (AB)eR?
2 fa(0)=1=Acos0+Bsin0=1=A=1 et alorsf, ,(x)=cosdx+Bsindx
Sonlx)=—4sindx +4Bcosdx.  f,(0)=4=>—dsin0+4Bcosl=4=B =1
d'oi) la fonction cherchée est la fonction f définie sur R, par f(x) =cosdx+sindx,
3. On a doit aveir : I(1) = ﬁ:uﬂm —) = ﬁcuimcnw+ JZ sin (N SIn g .
V2

. : |
f(t) = cosdl + sindt © Cec dﬂnnﬂu'liﬂlﬁ-qimﬁﬂmq&: l =}m5gﬂ=51ngﬂ=ﬁ=T

donc =4 ef -,.-:r=%. Fnurlnmréelt.f{!}=ﬁmﬂ4r-'§jl-

4. La valeur moyenne ﬂETEUI’Iﬂ:%] ast
L

s
sin{4if = —}]

]

M =

Bt T 842

df = =| "2 dr—=—hff =
T I Jr)at #L 1.-"_cu5t f 4} [
8
M =£{5u1£—5m[--£]j- j-
x 4 4 X
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CHAPITRE XIV : PROBABILITES
FICHE DE COURS

. OUTILS DE DENOMBREMENT

P-uplet d'un ensemble

Soit E un ensemble ayant n éléments et p un nombre entier naturel non nul.

On appelle p-uplet de E tout element de I'ensemble EP. Leur nombre est ne

Arrangement de p éléments d'un ensemble
Soit E un ensemble ayant n éléments et p un nombre entier naturel non nul tel que psn,

On appelle arrangement de p élements de E, tous p-uplets d'éléments de E deux a deux
distincts. Leur nombre est AT = nin-1in-2)...qn-p+1)

Permutation

30it E un ensemble ayant n éléments.

| On appelle permutation de E, tout arrangement des n éléments de E.
| Leur nombre estnl=n(n-1)(n-2).....2.1

Combinaison

| Seit E un ensemble ayant n éléments et p un entier naturel non nul tel que n 2 p,

On appelle Combinaison de p éléments de E tout sous-ensemble de E ayant p éléments.

1|_ r
Leur nombre est C° - k'

p!

NB: A" = B a Cf n!
[ n=p)! plin - pJ!

Echantillonnage classique
Soit E un ensemble ayant n éléments. On tire p éléments de E.

Les p élémeants Les p éléments | Nombre tolal de
Modélisation P P e Bl
sont ordonnés sont distincts tirages
| Tirage successif avec
_ oui Aon P = uplet: n®
remise
Tirage successif sans
oui oui Arrangement: AqP
remise
Tirage simultané non T oui Combinaison: CqP
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II. PROBABILITE -

Fr. appelie probabilité, un nombre réel compris entre D et 1, qui évalue les chances de

réalisation d'une expériencea.

ﬂﬂﬂés

Pour chaque événement A, 0 = P(A) s 1

P =1et P(E) =

La somme des probabilités de lous les événements élémentaires est égale a 1
PA)+P( A) =

Soient A el B deux événamants :

.Si AnB = @, alors P(AUB) = P(A) + P(B)

. §'ils sont quelcongues : P{AUB) = P(A) + P(B) - P(AnB)

Deux événements A et B sont indépendants lorsque : P{AnB) = P(A) = P(B)

Equiprobabilité B
Dans une épreuve ol tous les événements élémentaires d'un univers [l sont
equiprobables, la probabilité de éwvanament A est
P(A) = cardA  _ Nombre de cas favorables

card(d Mombre total de cas possiles

I1I. EPREUVE DE BERNOULLI - LOI BINOMIALE

Une épreuve de Bernoulli est une épreuve ne conduisant qu'a 2 éventualités :
lume de ces éventualités est appelée Succés, de probabilité P et l'autre Echec de

probabilité g = 1 - p

Sait une suite de n é;;reuw:ﬁ de Bernoulli identiques et indépendantes.
Soil p la probabilité du succés et g = 1 - p celle de 'échec.

La probabilité d"avoir exactement k succés est : P(X = k)= G p* gin-*
Cette expression est la Lol Binomiale de parametra n el p.

Remarque :E(x) = np ; Vix}=npg ,; et o(x ) = v Pg
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EXERCICES CORRIGES

EXERCICE 1 : Bac C 1997 Session de remplacement

Une ume contient § boules rouges et 4 boules blanches indiscernables au toucher.
On donnera las résultats sous forme de fractions iméduchibles

1. On tire au hasard une boule de l'urne.

Calculer la probabilité d'oblenir une boule blanche,

2. On tire simultanémeant deux boules de 'urme.

Calculer la probabilité de tirer deux boules de méme coulaur.

3. On tire une boule de F'ume, on note sa couleur et on la remet dans l'urne.

On fait cetle expérience 4 fois.

a. Calculer la probabilité de tirer exactement deux boules rouges

b. Calculer la probabilité de tirer au moins une boule blanche.

EXERCICE 2 : Bac C 1999 Session de normale

On considére un dé cubique dont quatre faces sont blanches et deux soni noires.
L'expérience consisle a lancer ce dé et & noter la couleur de sa face supérieure.

1. Calculer la probabilité d'avair

a. Une face blanche.

b. Une face noire.

2. On jette le dé quatre fois de suite.

a, Calculer la probabilité d'aveir dans 'ordre: une face blanche, une face noire: une face
blanche; une face blanche.

b. Calculer la probabilité d'avoir une seule face noire au cours des quatre lancers.

c. Calculer la probabilité d'avoir une face noire au 4° lancer (une face noire pouvant
apparaitre au cours des autres lancers),

3. Soit n un entier naturel non nul.

a. Calculer la probabilitd P, d’avoir au moins une face blanche au cours des n lancers.

b. Déterminer le plus petit entier naturel n tel que : P, = 0,99,

EXERCICE 3 : Bac E 1999 Session normale

Dans une ume, il y a n boules rouges et 2n boules blanches.

On tire simultanément p boules de 'ume avec p < n.

1.5in =5 et p = 4, calculer les probabilités des événements suivants :
A : Obtenir deux boules rouges et deux boules blanches,

B : Obtenir au moins une boule blanche.

(On donnera les résuitals sous forme de fractions iméductibles. )

2. On suppose que p = 2 el n un entier naturel quelcongue tel que n=2,

a. Calculer la probabilité F,, d'obteriir deux boules de méme couleur.
b. Démontrer que la suite [P;,} & est majorée par 1.
H

Quel est le sens de variation du{ﬂ,J : ?
2

c. Déduire de la question précédente que [Pn} st convergente et calculer sa himite.
L)
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EXERCICE 4 : Bac E 1996 Session de remplacement

Deux personnes, A et B, écrivent chacune au hasard un nombre entier compris 1 et 50. On
note a et b les nombres écrils respectivement par A et B.

On suppose gque tous les couples (ab) tels que 1=a<50 el 15bs350 son
equiprobables.

1. Déterminer les probabilités des événements suivanis |

g a==pb

bh. a + bh=20

c bz15

d b=2a
2_5i A et B font cing fois la méme expérience, guelle est la probabilité pour que l'événement

“ b = a" soit réalisé au moing deux fois ?
Le résultat sera arrondi & l'ordre 2.

EXERCICE 5 : Bac E 1996 Session nnrmale

Un carré ABCD, de coté 35 cm, est divisé en 1225 (soit 315) petits carré de 1 cm de cﬁt&
par les segments réguliérement espacés el paralléles soit au segment [AB]. soit au

segment [AD]. _
1. On appelle * nceud ° tout point d'intersection de deux segments de ce gquadnllage qui
n'est pas situé sur les cotés du carré ABCD.

a. Combien y-t-il de noruds dans le quadrillage 7

k. On choisit au hasard un de ces nceuds et on le note M, soit | le projeté orthogonal de M
sur (AB) et J le projeté orthogonal de M sur (AD).

Déterminer la probabilité de chacun des avenements

b-1 : le quadrilatére AlMJ est un carré,

b-2 : le quadrilatére AIMJ a un périmétre de 24 cm.

2. n étant un entier naturel non nul, on note Sﬂ la somme des /7 premiers entiers naturels
non nuls,

a. Démontrer que S = LS Sen T

b. Combien y a-t-1l d'entiers naturels non nuls = tels que Sﬂ <12257

3. Les pelits carrés du quadrillage sont numérotés de 1 a 1223

a, On choisit au hasard un des petils carrés, et on note son numero k

Quelle est la probabilité pour qu'il existe un entier naturel! non nul n tel que Sﬂ =K7

Un tel événement est appelé “succés®
. On réalise 5 fois I'épreuve précédente,
Quelle est la probabilité d'ebtenir au moins trois “succes” 7

EXERCICE 6 : Bac C 2003 Session normale

| On dispose d’'un damier de 5 cases sur 5_plau:és dans une position fixe
| On place au hasard sur ce damier 4 jetons portant les lettres du mot MATH (voir figure ci-

dessous).

Les jetons sont posés sur des cases différentes,

(Les résultats des calculs seront donnés sous forme de fractions irréductibles).
1. Justifier que le nombre de dispositions possibles des 4 jetons est égal @ 303 600.
1 8. Calculer la probabilité pour que les 4 jetons soient disposés sur une méme ligne.
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—————— L ——
b. Calculer la probabilité pour qu'on puisse lire le mot MATH sur une ligne ou une

colonne, {On convieni gue la lecture se fait de gauche & drolte sur une ligne, de bas

en haut sur une colonne et que deux leitres consécutives du mot MATH peuvent étre

séparés par un espace).

3. Démontrer que la probabilité pour que deux jetans ne soient jamais placés sur une méme

ligne est égale a ?];%%

4. Soit X |a variable aléatoire qui indique le nombre de jetons placés sur la premiére ligne.
a. Etablir |a loi de probabilité de X,
b. Démontrer que I'espérance mathématique de X est égale a 0,8.

Colonna 1 Colonna &

Ligne

Ligne

Damier & sur 5§

EXERCICE 7 : Bac C 2004 Session normale

Lors d'une kermesse on organise un jeu d'adresse dénommé « jeu du lnan.gle ® QUi @ pour
support trois petits Ty, Tz, Ta creusés dans le sol et formant un triangle équilatéral.

Pour engager une partie, le joueur achéte trois billes & l'organisateur,

Il prend position au trou Ty et lance une bille en vue de |a loger dans le trouTs.

Il fait ensuite un deuxiéme lancer & partir du trou Tz en visant le trou T puis un troisiéme
et dernier lancer & partir du trou Ta en visant Ty,

A chacun de ces trois lancers, si le jousur réussit & lager la bile dans le trou visé, il la
reprend et il regoit une bile supplémentaire ; s'il ne réussit pas 4 loger la bille dans le trou
vise, il la perd.

Konaté est un inconditionnel du jeu triangle.

La probabilité pour qu'il réussisse un lancer donné est égale a %

On suppose que les trois lancers sont indépendants.
1. Démontrer que la probabilité pour que Konaté rate le premier lancer et qu'il rdussisse

bes deux derniers est égale & == -

2. Calculer la probabilité pour que Keonaté réussisse deux sur les trois.
3. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de billes que Konaté & [a fin de la partie.

Déterminer I'ensemble des valeurs prises par X. i
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4 Calcular la loi de probabilite X,
5. Démontrer que l'espérance mathématique de X est égale 4 4.

EXERCICE 8 : Bac C 2005 Session Normale

On sait par expénence qu'un tireur professionnel touche sa cible avec la probahilité 0.7,
Les tirs sont supposeés indépendants.

Tous les résultats demandés seront donnés sous forme décimale exacte.

1. Le tireur effectue cing lirs successifs. Calculer la probabilité pour qu'il touche sa cible
a. cimg fois 7

b. exactement deux fois 7

C. au moins une fois 7

2. Il tire n fois de suite (n 2 1). Démontrer que la probabilité pour qu'il louche la cible au
i
moins une fois est égale & 1-{0,3) .

| 3. Combien faut-il de tirs au mnimum pour gue la cible soit touchéa au moins une fois avec
une probabilité supérieure ou égale a 0,995 ?
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CORRECTION DES EXERCICES

EXERCICE 1 : Bac C 1997 Session de remplacement
1) la probabilité d'obtenir une boule blanche :

G} .4 .73
el i 5o
2) La probabilité de tirer 2 boules de méme couleur est :

_cﬂrdM_Cﬁ1+E41_,|5+ﬁ._.Z|_ 7
F!M|_ card{l Ellﬂ - &Y 45 IS

Y s
PIM|= 3
J) a- La probabiliteé de tirer exactement deux boules rouges est

- Soit S I'événement * Obtenir une boule rouge” de probabilité P[S]: %_ et §

Févénement contraire c'est-d-dire "obtenir une boule rouge” de probabilité P1§I: %_ i
MNous sommes en présence d'un schéma de Bernoulli. On utilise la loi binomiale,
La probabilité de tirer axactament 2 boules rouges est :

2 2
P(2R|= c2p(s) F[fr = {'}PIH P[%‘

_ 6x9x4
625
P[2R|= £5%

b- La probabilité de tirer au moins une boule blanche est :
* L'evenement conftraire est celui de ne birer aucune boule blanche :

Sa probabilité est

3 -
P 3
* La probabilité de tirer au moins une boule blanche est ;
4
B NS NRREREN GRNTE k
P=1-P, =1 T
_ 544
P = T

EXERCICE 2 : Bac C 1999 Session de normale
1) Soit {2 I'ensemble des résultats. (] est 'ensemble des 6 faces du dé.

a. Seit P(B) la probabilité d'avoir une face blanche. F{E}= %= %

b. Soit P(M) la probabilité d'avoir une face noire. P[N} '-"% - é’
2) Soit E l'ensemble de résultats. E=11*; donc card E= 6"

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries CRE Edition 2017



309

a. Soit P,la probabilité d'avoir dans 'ordre B, N, B et B, P = w — %
b. Sait P, la probabilité d'avoir une seule face noire au cours des 4 lancers. Cette face
noire peul s'oblenir au 1%, 2¢.3* ou au 4* lancer. F' =4 x E:Ef %%

LT
o ;
i) nE W"’ . Soit F lensemble des résultats . F=1{1" donc cardF = &"
a. La négation de “au moins une face blanche® esl "aucune face blanche. c'est-d-dire

“guatre face noires®. La probabilité de cet événement est [ E ]n
3 n i n
Pa=1-(3) = Pu=1-(3)
b- Py 2099 & 1-(1) 2099
= (1) <107
e nfn(i)i—i!nlﬂ

=3 [nid

¢. Soit F' la probabilité d'avoir une face noire au 4% lancer. Py =

= n =

- [n
=n 2419

Le plus petit entier naturel non nul /1 tel P > 0,99 est n, =35
EXERCICE 3 : Bac E 1999 Session normale

1) Il y a dans une urne, 5 boules rouges et 10 boules blanches.
Le nombre de cas possible est donc l':“ car l'ordre n'est pas important et les éléments

de tirage sont deux & deux distinctes L"1 =]365

L'événament A réalisé =i on tire 2 boules ru-uges parmi 5 et 2 boules blanches parmi 10
Le nombre de cas favorables & la réalisation de I'événement A est donc Ci $x .

450 _ 30
CinCl, =450 P[A|= rrpr= 37

Il esf aisé de calcwler la probabiiité de B en passant par celle de B.
B est I'événement : “n'obtient aucune boule blanche” ; c'est-a-dire “obtenir 4 boules
rouges”. B
Le nombre de cas faverables a B est e
Cy=3 P(E)= (virr= 79T
Plal—1_ —y_ 1 _ 272
A|=1-P|B|=1- gur =577
2} a- le nombre de cas possibles est l:%“

: _ 3 n(3n-1)
Em‘_'!lqan-:p" 2

On obtient deux boules de méme couleur en obtenant soit 2 boules rouges parmi 11 sort
2 boules blanches parmi 2n.
Le nombre de cas favorables 4 la réalisation de cet événement est ’Cﬁ + an
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Mn-1]  #n(an - 1) _ nEn-3)

K- o
G: G c!rl = ZL ] e 4
e Ca+Cly _ nifin=-13) 2 5m - 3
Dod P, = e =TT

b- P, étant une probabilité, alors elle est inférieure ou égale & 1,
La suite {PHJ = est donc majorée par 1.
H_

Sens de variation de {Pn]

n=2
Considérons la fonction [ dérivable sur |2;400| et définie par - _ x-3
I 2 =

":I’;I:Erl;+m[.f'[1']=

9(3x-1)7  3(3x—-1)7
vxe[2;+m[.f‘{x}r_~ﬂ.

J est donc strictement croissante. Par conséquent,
VnEN,n22, fln+1|> f(n); CestadieP  >P,
L ite | P ' i

a suite |{ "JHEE est donc strictement croissante,

Autre méthode : on peut étudier le signe de F”_'_I—F,,
Sn4+5-13 Sn—1 Sn+2 _ Sn-=1

P, —P, =
e BT TR ) CI0A=D I0n+ D) 30A-1)
[5n+2]!3ﬂ—lj !5n-3]13n+1] 4
I3n=-1) T T T >0

Onan 22, 3n=-1>0 dod
P —F'_,, > () c'est-g-dire Pasy > P, donc la suite ['Pn}nst strictament croissante.

n+l

c- La suite (P,,J est croissante et majorée donc elle converge.

n>2

. - 5x - 3 &
lm P, = fim f s B
AP A sy~ §

EXERCICE 4 : Bac E 1996 Session de remplacement

PoscnsE={1;2.3,.......,48;50}
Soit [) lensemble des resultats. [) =E x E. Donc Card Q = 50x 50 = 2500
1°)a.0na:{(1:1);(2:2);(3;3);......;(50;50) }donc Pla=b) = — = =

b.{{a.b)/a+b=20)={(1;19); (2; 18); (3; 17 ); (4:16); (5.15); (6;14); {?13} (8:12);
(9:11); (10 ;10); (11; 9); (12; 8); (13; T); (14; 6); (15; 5); (16; 4); (17; 3); (18; 2); (19.;1)}
Iy a 19 cas favorables. Donc la probabilité est : P{a + b= 20) —;5-;'“

c' lly a 36 nombres entiers compris entre 15 et 50.

Pour chacun de ces entiers, il y a 50 couples solutions.
Far conséquent, le nombre de couples (a, b )telsque b =15 est 36 x 50

P lexsa 3 L
(b2 15) =285 - P(b= 15) =2
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d- {{(a.b)/bza})

Si 8 = 1, on a 50 couples solutons

S a = 2 onad4? couples solubons

ékmﬁ 49 on aI-.' muplaa s-nlutmns '

Si a =50, on a1 couple solution

Le nombre de cas favorables est .

S0+ 49 + 4B + 4T+ +2+1— Mﬂa x 51

Pibza) ="— = i = 0,51

2°) Soit E 'evénement - “b = a" est réalisé au moins 2 fois.

E estl'événement : " b = a” estréalisé au plus 1 fois.

P(E ) =CI(049)° + C5(0,51) x (049)*=0,18

On saitque - P(E}+ P{E)= 1 = P(E)=1-P(E) = P(E)=1-0,18=P(E =082
EXERCICE 5 : Bac E 1996 Session normale

1°) a. Sur une ligne, il y a 34 nosuds ; or. il y a 34 lignes qui contiennent les nceuds. Donc
le nombre de nceuds est 34 x 34 = 1156

b.1. Le quadrilatére AIMJ est un carré, Donc M est sur la diagonale [ AC ).

Or sur cette diagonale, il y a 34 nceuds.

Scit P cette probabilité : Py = —— = =

b.2. Sile pénmétre ast 24 cm, alors le demi- pénmétre est 12 cm.

Les nceuds concernés onl donc pour couple de coordonnées :

(1:01) (19,10 12100 (10 2)/(3:9):(9;3) /(4 ,8). (B, 4}{{5 7)Y (T, 5) /(6 B)

Il y a donc 11 nceuds. Soit P; cetie probabilité. Ona:P; = !:H

2°) Sp =m1+2+3+d4+_ .. *(n=1)+n _ _ _ _

a. 5, est la somme des n premiers termes consécutifs d'une suite arithmetique de raison

1 et de premier terme 1. S, =n|[1:"}
b. S, = 1225 n[:';"} < 1225 @ M +n-2450 <0

A = 99 Ona: n =-50 &t n; = 49. Or nE M.
i y a donc 49 entiers naturels non nuls n tels que S, = 1225
3*)a D'aprés 2., ily a 49 valeurs de k pour que E.r. = k.

-I-'!l

Appelons Pj la probabilité du succés. Py = — = —
b. App-uh:rns P. cetle P'-Fﬂhﬂl:l-ﬂltﬁ

pu= AR (8)' +CH(R) () + cE ) - st e

EXERCICE 6 : Bac C 2003 Session normale

1. Justifions que le nombre de dispositions possibles des 4 jetons est égal a 303 600,
Placer les 4 lettres du mot MATH sur ce damier de 25 cases est un arrangement des 4

parmi 25. Donc le nombre de dispositions possibles est !
M=Adk = 25:24223x22 N =303 600.
Z. a) Probabilité pour que les 4 jetons luiunt disposés sur une méme ligne.

Eniml'éu&nurr‘mnt:pqﬁ.}—;:::ég; T‘_:L = p{hﬂ=ﬁ
23

b) Probabilité pour qu'on puisse lire le mot MATH sur une I'ig'nl- ou une colonne.
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Soit B I'éwénement =
D{E}zuru{ﬂ}_ﬂg“cézc;“ﬂa_=5=5+ﬁ:-5 - I:H:B]=1—
card(Q) .ﬁ.. 303600 6072
3. Probabilité pour que deux j-t-unl ne solent jamais placés sur une méme ligne.

Soit C lévénement : p(C) = €3 :32!]“;51051]!1{] = p(C)= ;gg

4. Soit X la variable aléatoire qui indique le nombre de jetons placés sur la premiére
ligne. X={0.1,2.3,4)}.
a) Etablissons l'-l loi dl‘ probabilité de X.

; Ck HA-i-h HAI':
p(X = k) = —4 Aziu 5
25
Xi 0 1 2
969 114 38
wo | s |z
b) Démontrons que I'espérance mathématique de X est égale 0,8,
4
E(X)= a:,p{:{ =X )

969 . 1140 . 380 40 1

E(X)=0x 7235+ 12530 " 2" 2530 * 3 * 3530 * 4" 3530
2024 4 ’

EX)=2530"5 sl

EXERCICE 7 : Bac C 2004 Session normale
1. Démontrons que la probabilité pour que Konaté rate le premier lancer et qu'il
4

27
La probabilité pour qu'il réussisse un lancer donnée est P, = 2

réussisse les deux derniers est égale & —

La probabilité pour qu'il échoue un lancer donnée est § = %
La probabilité pour que Konaté rate le premier lancer et qu'il réussisse les deux derniers
2
. 1|2 4
Eﬂt - —_— — — — —
Py "‘[ 3] 27

2. Calculons la probabilité pour que Konaté réussisse deux sur les trois.
La probabilité pnur que Konaté réussisse deux lancers sur les trois est .

o-C3(3)3) -oxd4-4

3. Déterminons I'ensemble des variables aléatoires X.
Soit G le gain et P la perte )

situation| GGG | PPP | GPG | GPP EE‘-F‘_| F'GF‘[_PGG PPG
| gain B g 4 2 4 2 4 2
Donc X={0,2;4;8)
4. Calculons la loi de probabilité X.
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1 1(2)
p:x=n}=[i} s p{xr2:=c3[ﬂ[%} o P DR S
2, 3
x-0-GYEf (3)-s+ 3 ¢ c--(3' -4

Donc |a loi de probabilité de X ast

X 0 2 4 5] Total
1 B & 8

pix =) 77 77 27 27 !

5. Démontrons que I'espérance mathématique de X est égale 3 4.
E[l]-ﬂ:-!z—i_?-t 2:-:ir+d:-:£-$. 6 x Fﬂ?—_ !#.:4
Donc, 'espérance mathémalique de X est égale a 4.

EXERCICE 8 Bac C 2005 Session Normale

1. Calculons la probabilité pour qu'il touche sa cible :
a) cing fois 7
La probabilité pour que le breur tlouche sa cible est 0,7,
La probabilité pour que le tireur ne touche pas sa cible est1-0,7=0,3,
Epreuve de Bernoulli et loi binomiale
La probabilité pour qu'il touche sa cible cing fais est py = (0,7)* = 0,16807.
b) exactement deux fois 7
La probabilité pour qu'll touche sa cble exactement deux fois est :
Py =C :[ﬂ.? 0.3 =10-0.7)% =(0,3)° = 0,343
c) au moins une fois ?
La prababilité pour gu'il louche za cible au moins une fois est !
gy =CL0.7) (0.3 o3y « Clint 03 G0y (0.3) < C 0TS
Ou bien on délermine 1a probabilité da ne pas toucher la cible : p' = (0.3)*.
Puis la probabilité de toucher au maing une fois est - p=1-p" =1 -(0,3)% = 0,99757.
2. Probabilité pour qu’il touche la cible au moins une fois est 1 - (0,3)".
La probabilité gqu'il ne touche pas la cible n fois est | p* = (0,3)".
La probabilité pour qu'il touche la cible au moins un fois est: p=1-p"=1-(0,3)"%
3. Le nombre de tirs au minimum pour que la cible soit touchée au moins une fois
1=(0,3y=0995 = {(0,3)"= 1-0,995=0,005 = In(0,3)" = In{D,005)

= nin(0,3) = In{0,005) = Jqﬁ@%ﬂj

Conclusion : e nombre de tirs au minimum est 4
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DEUXIEME PARTIE

10 DERNIERS SUJETS DU BAC
ENTIEREMENT RESOLUS

NUMERO EPREUVE | ENONCE |CORRECTION
Sujet 1 Bac C 2016 315 343
Sujet 2 Bac C 2015 317 360

 Sujet 3 Bac C 2014 320 369
Sujet 4 Bac C 2013 323 377
Sujet 5 Bac C 2012 326 388
Sujet 6 Bac C 2011 329 399
Sujet 7 Bac C 2010 331 410
Sujet 8 Bac C 2009 335 421
Sujet 9 Bac C 2008 | 337 431

Sujet 10 Bac C 2007 | 340 443
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SUJET 1: BAC C 2016 SESSION NORMALE

EXERCICE 1

On considere la suite ( u, ) définie par :
vneN, u, = Infm+1) & la[ A+l ) tr.;.t- im m+m )= minl n )
{ . Démontrer que pour tout entier naturel n non nul,

ty == [In[1+ Dtm(1+2)+ . +in(1+ 3]
2 - a} Démontrer que pour tout entier naturel k telque 0 =k =n -1,

]

in(145)s J0y oo < dn(14 52).

_ k 3
(On pourra utiliser un encadrement de fnfx) Mri"mi'm'-u.l.l'ei I 1+ — }

b) En déduire que pour tout entier naturel n non nul :
uy = 2In(2) < [ In(x)dx < u,
3 =Sachant que J’f In{x)dx = 2In{ 2 ) - 1, déduire de ce qui précéde la limite de
la swite (e, ).

EXERCICE 2

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (0, &, &), L'unité graphique est 2 cm.
1-0nnote | © J'ensemble des points Mdupland'affmez [ z=x + iy ) avec
(z,y) € R® telsque : 14zF 4+ 16i{z= F)=2"+ I
Démontrer que M appartient a| - ) 5 et seulement 5i: Ix'+ 4y —By =0
2 = a) Justifier que [ < ] est une ellipse. On note {1 son centre.
b} Préciser les coordonnées de [1
¢) Déterminer une éguation de I'axe focal de [ < ).
d) On note A, &', F et F' les points d"affices respectives
=y MR B
¥ 3 3 3
lustifier gue A et A’ sont k&5 scinmets de [« | salués sur son axe focal.
Justifier que F et F' sont les foyersde [ # )
3 - Construire Pellipse | « ).
4 - On considére hyperbole [ H ) de foyers A et A" et de sommets F et F'.
a) Démontrer qu'une équation cartdsienne de ( H ) dans le repére (11, ,, 8;) o3t
Ix® = _:ﬁl'I =1.
bl Tracer les asymptotes de ( H ).
c) Construire ( H ).

PROBLEME
Partie A
Le plan est muni d’un repére arthenarmé (0,1 T TN = 7l = 2om.
On considére |a fonction dérivable sur R et définiepar: flx) = x -4 + ;“”-III
1 - a) Calculer la limite de [ en 0,
b) Calculer les limites de f en + @ eten —
c] Démontrer gue [ est strictement croissante sur chacun des intervalles

I—III: - }[ et | 0; +oo | et strictement décroissante sur I'intervalle ]— f; 0 !
d) Dwesser be tablean de variation de f,
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5 Elvémﬂ;ntr'-l:r gue I'équation x € B, f(x) = 0 admet une unigue solution @ telle
que 3< a <4

3-Démontrerque: Yx € |—eo;0[ w0 al, flx) < 0;

vx€ |a; +of f(x) =0
Partie B
On considére |a fonction h dérivable sur R* et définie sur B par:
[n- ERA(x) =x+1= =" = -xin|x|
h(0)=1
1 - a) Démontrer que h est dérivable en O.
b) Démontrer que (¥ x € R, h'(x) = xf {i ]l
¢} Démontrer en utilisant A-3) que : ¥ x € |—oo; O[ U ]ﬂ : E[.h'[ x)=>0
'ﬂ'xE]i; +m[, R(x)<0
2 = On note | [ ) la courbe représentative de |a restriction de h a l'intervalle [—1; %I
dans le plan muni du repére (0, 7.7 ).
a)Tracer la tangente a3 { [" ) en son point d’abscisse 0.
b} Construire la courbe (' ). (On prendra = 3,6.)
3 -1 estun nombre réel appartenant 3 Fintervalle ] 0; 1[.
a) En utilisant une intégration par parties, démontrer que :
JizIn(x)ds = ==+ - 4% = =2’Ind
b) On note «&( A ) I'aire en centimétre carré de la partie du plan limitée par la courbe ("), la
droite de repére (0,17 et les droites d"équations x = dletx =1
Déduire de |a question précédente que : ¥
Al )= (50 - 41— 207+ T2 + S Pn() ) em?

b1
c) Calculer la limite de #A( A ) quand A wend vers 0 par valeurs supérieures,
Partie C .
On se propose de calculer une valeur approchée de a 3 0,01 prés.
1 - Soit g la fonction dérivable sur I'intervalle | 0; +oo[ et définie par :
glx)=4 - -ln(x)
a) Etudier les vanations de g.
b) Démontrer que I'image de I'intervalle [ 3; 4] par g est contenwe dans intervalle [ 3; 4].
¢) Démontrer que & est I"unigue solution de I"équation : x € ]0; 4o, glx) = x.

. ¥ t.[u = 3
2 - On considére la suite (u, ) définie par-[,n,n €N, ug,, = glu)
i) Démontrer par récurrence que, pour tout entier natureln, 3 = u; = 4

b) Démontrer que, pour tout entier naturel n, (u, — a) et (u,,; — @) sont de signes contraires.
¢) Démontrer que, pour tout x élémentde [3;4]ona: | g'(x)| = ﬁ

En déduire que, pourdout entier naturel m, | w3 = Upey | = #} Upep = Uyl

puis que | Unyy — Up| S —

d}) Démontrer que pour tout entier paturel n, | u, — a | < HL_
En déduire une valeur approchée de a & 0,01 prés,
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SUJET 2: BAC C 2015 SESSION NORMALE

EXERCICE 1

Dans un guartier daffaires d'une wville, la Mairie a créé des parkings payants pour les
véhicules. Le prix du stationnement dans ces parkings est de 2 000 F par jour. Par ailleurs
le stationnement en tout autre endroit est interdit et I'amende & payer liée a cette infraction

est égale 4 5 000 F.
On donnera les résultats sous forme de fractions iméductibles.

Partie 1
Pour encourager les automobilistes @ utiliser ses parkings, la Mairie organise, dahs le cadre

d'une promotion, une loterie. Cette loterie est constituée de dix tickets identiques disposes
dans une urne dont deux sont gagnants.

Chaque automobiliste qui désire se garer dans un des parkings, effectue le tirage d'un
ticket. note le résultat, le remet dans l'urne puis effectue le deuxiéme lirage.

. 5i les deux tickets tirés sont gagnants alors be client stationne gratuitement.

+ 5i un seul des deux tickets tirés est gagnant alors le client stationne a 1 000 F.

« Si aucun des deux tickets tirés n'est gagnant alors le client stationne a 2 000 F.

Un automobiliste se présente et effectue les deux lirages.

1. Calculer |a probabilité de stationner graturtement.

2. Justifier que la probabilité de payer la moitié du prix du stationnement est égale a =

3. Calculer la probabilité de payer au moins 1 000 F pour le stationnement.

Partie II
La probabilité pour un automobiliste d'etre interpelié par la Police Municipale pour

stationnement interdit et d'avoir alors & payer 'amende est égale a E ;
Un automobiliste se gare n fois en stationnement interdit. Les risques d'amende sonl

indépandants d'un stationnement inferdit  ['autre,
1. a) Calculer la probabilité . de payer Famende au plus une fois.
b) I:Iémnnl:rer gue la probabilité P, qu’il paye au mains une fois 'amende st

P,=1-—
c) Drl_-termmar le plus petit entier naturel n pour que F, = 0,99.
2. Monsieur Riko, exercant dans ce quartier, paye en moyenne 4800 F pour trois jours de

stationnement par semaine dans les parkings payanis. Il estime que les stationnements
payants |ui reviennent trop chers et prend le risque de se garer en stationnement interdil

trois fois dans la semaine.
Soit X la variable aléatoire qui prend pour valeur le mentant total des amendes qu'il paul
payer dans la semaine.
a) Délerminer |a loi de probabilite de X,
b) Monsieur Rika a-t-il intérét 4 se garer en stationnement interdit ?
Justifier la réponse,
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EXERCICE 2

.. Partie I

Le plan est muni du repére othonarmé direct (O, & ,%; ). L'unité graphique est 2cm.
On note A, B et C les points d'affixes respectives 2i; v3+ i et v3 +2(.

1. a) Calculer la module et l'argument r:unil'ur.i|:|:|rn:ha\il‘= ol za et 2z sontles affixes

respactives des points A et B.

b) En déduire que le triangle OAB ast dquilatéral.
2. On note P et Q les milieux respectifs des segments [ OB | et [ AB ].
r est la rotation de centre J d'affixe i et d'anglng el t |a translation de vecteur PO
Onpose: f=tor.
a) Déterminer I'image par f du point O,
b) Démontrer que f est une rotation dont on donnera I'angle.
c) Construire le centre K de f
Partie II
1. Soit M un point du plan d'affixe z. On pose : z = x + iy, o0 x et y des nombres réels
On note H le point d'affixe x + 3i.
Soit ( ' ) 'ensemble des points M du plan tels que : 2|z | = |y - 3|

a) Démontrer que : M€ (') «= $= %

b} Justifier que ( I' ) est une ellipse dont on précisera I'excentricité, un foyer et la directrice
[ D) associée.

c) Démontrerque :M e (M) &= §+ {-"':—”I=1

d) Préciser les coordonnées du centre i de (') et les coordonnées des sommets de
(") dans le repere (O, &, ,e; ).

e) Tracer (T).

2. Soit ("' ) I''mage de ( I" ) par f.

a) Démontrer que ( ' ) est une ellipse d'excentricité i

b) Préciser un foyer et la directrice associée.

PROELEME

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, |, J ). L'unité graphique est 10 cm,

-l :
On considére la fonction f définie sur [0 ; + o[ par : [’:E{?}t fﬂ* 1)inx st x>0

On note ( C ) la courbe représentative de la fonction f dans le plan muni du repére
(0.1, J). On se propose dans ce probléme de trouver un encadrement de [ f(x)dx

Partie A
On considére les fonctions h et g dérivables et définies sur ] 0 ; + oo par :
Mx)=nx+e*+ 1 et g(x)=xlnx + - 1.

-
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{vr E]O,a[h{x) <0
On admet qu'il existe un nombre réel a €] 0; 1 [telque Y x E] o, + oo h{x) >0
h(a)=10
1. Calculer les limiles de gen D et en + w
2 Justifierque - ¥x €]0; +ef,g'(x)=h{x)
3. a) Etudier les vanations de g sur lintervalle ] 0 ; +
b) Dresser le tableau de variation de g.
4_a) Démontrer que I'équation : x €] 0 ; + o[, g x ) = 0 admet une solution unique [
b) Justifierque : f €]0.3;04 |
c) Démontrer que : Yx €] 0; #lLoglx)<0 ; ¥xe]f;: +efglx) >0
Partie B
1. Démontrer que f est continue en 0.
2. Justifier que [ est dérivable en 0
3. a) Calculer lim f{ x)
. I{x)
b) Calculer lim e
c) Donner une interprétation graphique des résultats des limites des questions a) et b)

4. On admet que [ est dérivable sur | 0 ; + o

'

glx*)

a) Demonirer que . ¥x € | 0; 4+, f'(x) = = -

b) Déterminer les variations de [ sur[Q, + o[
¢) Dresser le tableau de vanation de f .
5. a) Déterminer une équaton de la tangente ( T )} a (C ) au point d'abscisse 1.
b) Tracer (C ) et ( T ) dans le plan muni du repére ( 0,1, J ). On prendra § = 0,31

Partie C
1. 5achantque . vYx € Re* =21+12x

a) Démontrer que : ¥x €] 0; + o], ~]1 € =" £ =1 41x
bj Démontrer que - vx €| 0; 4w, 1-x < e"" =1 —1'+-1_;
2. Soit t un nombre réel appartenant a l'intervalle ] 0; 1.
Onpose . ¥ne M. 1 (t)= J'rl x"Inx dx
a) A laide d'une intégration par parties, calculer 1,{¢t)
b) Démontrer que - vt €]0:1].— (¢ ) + %Idt}EJ’.’IErde < —lx(t)
3. Onpose:S= IL:H x )dx
a) Donner une interprétation géométrique de S
b) On admet que - lim ['flx)dx=§.

Déterminer un encadrement de S
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SUJET 3 : BAC C 2014 SESSION NORMALE

EXERCICE 1
L. 1. Démontrer qu'il existe un couple (a ; b) d'entiers relatifs tel que 45a — 16b = 1
2. Soit I'équation (E) ; 45x - 16y = 2 ol x et y sont des entiers relatifs.
a) Justifier que le couple (10 ; 28) est une solution particuliére de (E)
b) Résoudre (E)
I1. Deux navires A et B accostent réguliérement et périodiquement dans un port pour
décharger el charger des marchandises.
Le navire A accoste tous les 90 jours et B accoste tous les 32 jours,

Le navire A accoste un jour Jo au port et quatre jours plus tard, B accoste au port &
son tour.

On note J1 le jour de la prochaine entrée simultanée des deux navires au port.

1. Soent u et v le nombre d'entrées au port effectuées respectivement par A et B entre
Jo et Ji(Jo non compris).

Démontrer que le couple ( U ; 17 ) est une solution de (E).

2. Déterminer le couple (u ;v ) .

3. Calculer le nombre de jours qui s'écoulent entre Jo et Ji { Jo non compris ),

EXERCICE 2

L'unita de longueur est le centimétre,

Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC rectangle en A tel que :

Mes(AB,AC) = — © et Mes(CA,CB)= - =

I. 1. On considére la similitude directe S qui transforme Aen B et C en A,

a) Faire une figure en prenant AC = 7. (On complétera la figure au fur et &8 mesure)
b) Justifier que S n'est pas une translation.

) Justifier que I'angle de la similitude directe 5 est — E

d) Déterminer le rapport de 5.

2. On note (1 le centre de S.

a) Démontrer que () appartient aux cercles (C') et (C) de diamétres respectifs [AB] et [AC].
b) Justifier que (1 est le projeté orthogonal de A sur la droite (BC).

3. Soit (A) une droite passant par A et ne passant pas par 0.

(D) est la perpendiculaire a (A) passant par C.

On appelle B' et C' les projetés orthogonaux respectifs de B et C sur{ 4 ).

a) Déterminer les images respectives de (D ) et ( A ) par 5.

b) En déduire I'mage du point C’ par S.

c) Déduire de ce qui précéde que le cercle de diamétre [ B'C' | passe par un point fixe
borsque la droite (A) varie, Préciser ce point fixe.
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1. 1. Placer | pﬁir‘:t | de la demi — droite | AC ) tel que © AB = Al
2. Le plan complexe est muni du repére orthanarmé direct [A; Al .ﬁ:}

a) Démentrer que I'affixe du point C est V3
b) Soit M un point d'affixe z et M ' le point d'affixe 2, image de M par 5.

N3 :
Justifierque - Z2' = — Igz + i

¢) Déterminer |'affixe du centre (1 de 5.
3. a) Determiner l'ensemble ( [ ) des points M d'affixe ztelque | 2| =1,
b) Tracer (I ).

PROBELEME
Le plan est muni d'un repere orthonormé (O, |, J ). L'unité graphique est égale a 2 em

Partie A
Soit f la fonction denvable sur l'intervalle )| 0 ; + = [ et définie sur [0 ; + = [ par :

[l{:-t]l=x*t1—EIn:}l, si x>0
ffo) =0

On note ( C ) sa représentation graphique dans le plan muni du repére (O, 1, J )
1. Démontrer gque f est continue en 0.
2. Justifier que la courbe (C) admet an son point d'abscisse 0, une tangente horizontale.

3. a)Calculer im f(x) et _lim ix)

Koo W0
b) Interpréter graphiquement les résultats de la question 3. a)
4. a) Démontrer que pour tout x élément de lNintervalle ] 0 ; += [ f( x ) = - 4xinx.
b) Etudier les vanations de fsur [0 ; + = [, puis dresser son tableau de variation.

vxe[0:ve], 0 <f(x) 51
vxe]ye,+om[ fix) <0
5. a) Déterminer une équation de la tangente (T )a ( C ) en son point d'abscisse Ve

b) Tracer (T) et (C)
Partie B

@ estun éémentde |0 Ve[u ]ve; + | et xest un nombre réel strictement positif.
Onpose: 5 = [ f(t)dt

1. A l'aide d'une intégraticn par parties, démonfrer que

3 = ;{E— 2inx ) - 53:(2— 2Ina )

2. On note Ala) I'aire en cm?® de la partie du plan limitée par (C) el les droites d'équations =
¥Y=0,x=a et x =&

a) Démontrer que Aa) = (4 /' f(t) dt) cm®.

{On distinguerales cas a < Ve et a > Ve )
B) On suppose dans cette question que a > Ve

c) Calculer five ) et justifier que : [
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8
Déterminer la valeur de a pour laquelle Afa) = (; eve ) em?
4 Déduire de ce qui précéde que laire en cm® de la partie du plan comprise entre la courbe

(C), la droite (Ol) et les droites d'équations x=0 et x= E':* est égale a % eve.

Partie C .
n est un entier naturel. Soit f, la fonction dérivable sur Iintervalle [0 ; + ={ et définie par :

{fnr[x] = x3(n- 2Inx )e T, si x>0
£.(0)=0

On note (G ) la représentation graphique de f. dans le plan muni du repére (O, 1, J )

1. Démontrer que (Ca) est limage de (C1) par I'homothétie de centre O et de rapport EH_:T'I'
On remarquera que (Cy = (C)

2.

a) Construire la courbe (Cz ) et ses tangentes aux points d'abscisses respectives 0 et e

b) Déterminer en cm?, I'aire de |a partie du plan limitée par la courbe (Cz ), les droites (O1),

(QJ) et la droite d"équation x = &.

3. Déterminer |'aire en cm* de la partie du plan comprise entre la courbe (C3 ), la droite (OI)

[
et les droites d'équations x =0 et x = g3
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SUJET 4 : BAC C 2013 SESSION NORMALE

EXERCICE 1
a est un nombre réel striclement positif et différent de 1.

On considére la fonclion f dérivable sur R * et définie par: F(x) = {1+ ar".
(n admettra que f est strictement croissanie sur R © .
Ug = ]

Soit la suite (un) définie par
YxeN, u,

L1 = o)

1. Onsupposeque: 0 < a < 1
a. Démontrer par récurrence que .

) pour tout n élémentde N, 0 <y, < —1

= H-a
i) la suite (us) st croissante.
b. Démontrer que la suite { U., est convergente puis determiner sa limite .
2 Onsupposeque: a > 1
Soit la suite (va) définie par -y = (¢ )2 - (u, )2 POUr lout entier naturel n.
a. Démonfrer que (va) est une suite géométrique dont on déterminera la raison et
le premier terme. -

: ; = st il
b. En déduire que - ¥ e M, w, . 1}2 I{un}z a
cOnpose:Sg=1 el Sa=1+a+a ... +a""" pourne N

Justifier que : 5, = 11__3;
d. En déduire que : YIEN, U = /5,

EXERCICE 2

Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct (O, 31, Ez]l d'unité 1cm, on considére
les points A(- 1:0) et I{4:0).

On note (E) l'ellipse de centre | dont un sommet est A et un foyer est le point O,

1. a. D#erminer les coordonnées des trois autres sommels de (E) dans le repére

(O, &, Ez}.

b Justifier que l'excentricité de ( E ) est égale & 51

c. Donner une équation de la directrice (D) de lellipse (E) associée au foyer O dans
& repére (O, €1, &2)

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2017



324
2 a. Démontrer gu'une équation de (E) dans le repére (), a1, é;] est

f_{#+t§£—_—1

b. Construire (E)
3. On considére I"égquation :

(Eq): Z€C 22-2(4 + 5msnlz+{4ma+5]2=u avec uE[ﬂ: '.rr|

a. Justifier que le discriminant de (Es) est A = (Bisina)®
b. Résoudre I'égquation (Es). On notera z1 la solution dont |a partie imaginaire est strictemant
positive et zz "autre solution.

¢. On note My le point d'affixe 21 et M; le point d'affixe 2z dans le repere (O, €1, 82)
Démontrer que My et Mz appartiennent a (E) lorsque a décrit lintervalle [0 ; ]

PROELEME
Partie A

Inx
On considére |a fonction dérivable sur JO ; + =[ et définia par f{e"']:1—)?
+

On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthonorme
(O, LJd) . Unités - Ol=2cm et OJ=4 cm
I. Soit la fonction u dérivable sur ]0 ; + =[ et définie par : u(x) =1 + x* - 2x*Inx
1. Calculer lim_u(x) et lim  wix)
x—() X— =+ 0O
2.a. Etudier les vanations de u sur |0 ; + =[ puis dresser son tableau de variation
b. Démontrer que I'équation : (E) - xe |k +=d , u(x) = 0 admet une solution unique a.
¢. Démontrerque . 1.89< g <19
s;’xe|ﬂ;u [ alors wix) > 0
5i x €Ela, + co| alors wix) = 0

d. Justifier que :

I1-
lim fix) et im Fix)
1. Calculer X—0 X—+ + 00
2. a. Démontrer que pour tout x élémentde 0 ; + =[; f* (x )= — LX)
(1 + x2)2

b. Démontrer que F ()= 2_12_
(# 4

c. Etudier les variations de f sur ]0 ; + =[ puis dresser le tableau de variation de f.
3. a. Déterminer les coordonnées du point d'intersection de (C) et (Ol)

b. Déterminer suivant les valeurs de x, le signe de f{x) pour tout x élément de J0 |+ .
4 Tracer ( C ) dans le plan muni du repére (O, 1, J).
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Partie B

On note F la fonction dérivable sur J0 ; + =[ et définie par: Fiz) = [ 1 '_':FF o

1. a. Déterminer le signe de F sur J0 ; + =
b. Calculer F ' (x) pour tout nombre réel x élément de ]0 ; + =[

2. On note ¢ la bijection réciprogue de la fonclion tangente sur [‘D ;% [

a. Démontrer que pour tout x élémentde [0+ =], " (x )= - +1 =

Yxe|D + 00|, ﬂ{x:}:-'fa_ﬂ
H0)= 1

b. Solt h la fonction définie par :

Démaontrer que h est continue en 0.
3. a. Démontrer, 4 ['aide d'une intégration par parties, que .

Vx €0+ o |, Flxd=splxinx — [ hriar
b. En utilisant la question 2-b) de la partie B, démontrer que : .a!.rmﬂ- wlxinx =0
4, On admetira que F est prolongeable par continuité en 0 et que :

vx e D, +:'.=:[, Flx) = Fi% . Soit G le prolongement par continuité de F en 0,

Vx € |0r+oc], Glx)=F(x)
G0)=¢

On désigne par | r ) sa courbe représentative dans le repére (O, 1, J).

a. Démontrer que x_lﬂlm Gix) = £

Onpose G{0)= £ (fER). G estdéfinie par: [

b. Etudiar les variations de G sur [0 ; + -=-[ puis dresser son tﬂhleau de vanation.

o 1 &y

5.0npose : YNEM, v, = EEZ#H} ; = :—i-ful- B+ TP
Onadmetque: | £—v, | < T .:_ 37
a. Jmt'rﬁerqua:h‘?Eg-gg

1

b. Déterminer le plus petit entier naturel n tel que : < 25103

(27 + 3)?
€. En déduire une valeur approchée de ¢ a 25,107 prés.
d. Donner l'allure de (1" ) dans le plan muni du repére (O, |, J).
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SUJET 5 : BACC 2012 SESSION NORMALE

EXERCICE 1

L'ARETI est une association au sein de laquelle les hommes sont plus nombreux que les
fammes. Les cotisations mensuealles sont de 900 F CFA pour les hommes el de 700 F CFA
pour les femmes.

Pour sa féle annuelle, la parrain de FARETI désire offrir des tee-shirts aux hommes et des
pagnes aux femmes. Malheureusement, il ne connait pas le nombre de femmes ot
d’hommes de cette association. Cependant, il sait que les cotisations de tous les membres
s'élévent 2 20000 F CFA.

L'objectif de cet exercice est de determiner le nombre d'hommes et de femmes de cette
association. -

1. On considére "équation (E); (x; y) € IxT, Bx + Ty = 1.

a) Soit (x . ¥) un couple sclution de (E). Démontrer que 2x = 1[7].

b) Résoudre dans T léquation 2x = 1[7].

c) En déduire gue I'ensemble des solutions de (E) est {(4 + Tk ; -5-9k). ke T}.

2. Résoudre I'equation (E') : (x ; y) € ZxZ, 9x + Ty = 200.

3. En déduire le nombre d'hommes et de femmes de cette association,

EXERCICE 2

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, & |, &) tel que |l&]| = ll&;]l = 2 cm,

K est le point de coordonnées (-1 ; 0).

Soit () I'ensemble des points M 1:Iu plan de mnrdnnrb&m (x . y) veénfiant :
I+ 4y + Bx-9=0

1. Justifier que (") est une ellipse.

2. On note .

« F" et F les foyers de (") ;

« A" et A les sommets de (™) situés sur I'axe focal.

L'abscisse de A' est négative. B' et B sont les autres sommaets de l'ellipse.

a) Justifier que les coordonnées respectives de F et F* dans le repére (O, & , &) sont (0

O)et(-2;0)

b) Déterminer les coordonnées de A', A, B et B' dans le repére (O, & . €;).

c) Construire () dans le plan muni du repére (O, & , &).

3. Soit M un point quelcongque de ().

a) Construire le point N tel que KMN soit un triangle rectangle isocéle en N de sens indirect
puis, construire le point P symétrique de K par rapport a N.

b) Justifier que P est l'image de M par une similitude directe S de centre K dont on précisera
le rapport et 'angle.

¢) On admettra que 'image d'une conigue par une similitude directe est une conique de
méme nature.

Déterminer et construire 'ensemble (C) des points P lorsque M décrit (7).
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4.z est [affixe d'un point quelcongue du plan et ' [affixe du point M limage de M par 5.
a) Démontrer que lécriture complexe de la similitude directe Sest ' = (1 - iz =i ;
b) On note G’ et G les images respactives par 5 des foyers F’ et F de ().
Déterminer les coordonnées des points G' et G dans le repére (O, &, , &)
¢) Démontrer qu'une équation de f-lf] dans la repére (0. & . &) est ;
T3+ Ty + 2y + 1dx + 2y — 41 =0.

PROBLEME

o
Soit () la suite définie, pour tout entier naturel % non nul, par . v, = 'E:'
Le but de ce probléme est de déterminer la limite de la suite(u , jﬂEH
PARTIE A
1 23 1

Soit £ la fonction dérivable sur [(+oc| et définie par: f(x) = Tabi Inx.

On désigne par (c) la courbe représentative de /' dans ke plan muni d'un repére orthonorme

(D, 1, J). Unité graphigue : 2 cm
1. a) Démontrer que la droite (OJ) est un asymptote a la courbe (c).

H [ { .:I
rét i nt ces résultats.
b) Calculer Jr|Irl'l fix) puis x—"-T e et interpréter graphiquement ce

2. a) Calculer f(x) pour tout x &lément de ]'Il+a:{

b} En déduire les variations de [ .

) Dresser le tableau de variation de [ .
3. Construire {c) dans le repére (O, |, J).
PARTIE B
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1
1. A l'aide d'une intégration par parties, calculer f Jn (fdt.
n

ﬂ-ﬂﬂnm:"n:ﬂfi-“}ﬂ'?.

a) Inerpréter graphiquement A,,.

2 1 In (n
N %mﬁm’q”:%_an_un‘ 2 ;‘}

lim
c) Calculer A

3.a) Soit k un entier naturel tel que 1<k <m-1.

BEI'I'IE‘I'I.I.‘I"EI"II‘I.I-E:"I"I.’E[:'k l on a: }’[—jij; f[t}dIS ﬂ—]
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b) En déduire qua:

1 ' ’;
Urre 12+ 12| < A < Hrche 12y oh 221,

4 Onpose: S, = %1f{%}+f{-§~}+---+f{%].

a) Démontrer que : A, <S5, < A, +%fl’%j.

| - 3
b) En déduire que : |II'!"I.5ﬂ = —

f—+ 00 4
PARTIE C
1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul n,

[ 2
‘I’-"+23+---+n:‘=1ﬂ”2ﬂ

2.a) Justifier que pour tout entier naturel non nul nInN %‘H_In E.'H' +In g}:ln [%}
1
b) En déduire que pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2,

1 1 1
Sp = 5 z|nin + 1 - ~in {an}'ﬁ'

1||-| {E}: -1

c) En déduire que :  lim
fi—+2a 1 n

1
3.a) Justifier que pour tout entier naturel non nuli In (U, )= %in {ﬂﬁ]
n

b) En déduire |a limite de la suite (u,]) ..
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SUJET 6 : BACC 2011 SESSION NORMALE

EEEEIEE 1

Le plan est muni du repére orthonormé direct (O} &, 8,).

A lout point M d'affixe z, on fait correspondre le point M’ d'affixe z’ telle que 2’ = 2° - 4z

1 Calculer les coordonnées (x' ; y') du point M’ en fonction des coordonnées (x ; y)
du point M.

2 a) Demontrer que lensemble (H) des points M du plan tels que z 80t un nombre
imaginaire pur est une hyperbole.

b) Préciser dans le repére (O;8,,8,), les coordonnées du centre (1, celles des sommets

et les équations des asymptotes de (H).
¢) Construire (H).

3. Soit P le point d'affixe —;-Ei.

Déterminer les points M du plan tels que le guadrilatére OMM'P soit un paraliélogramme.
EXERCICE 2

Un livreur de pain qui fait son service @ moto, doit senvir tous les jours un client a 20 heures
précises. | |

La livraison de pain chez ce client est indépendante d'un jour a Fautre,

Habituellement, le livreur met 10 minutes de la boulangerie au domicile de ce client ; mais
la mairie a fait installer sur son trajet deux feux fricolores non synchronisés el

indépendants.
- Sl arrive & un feu orange, il s'arréte 60 secondes et repar.

- 5'il arrive & un feu rouge, il s'arréte 30 secondes et repan.
Pour chague feu :

- la probabilité d'étre vert & l'arrivée du livreur eat%

- la probabilité d'étre crange a |'arrivée du livreur Eﬂ-’[%
On note X |a variable aléatoire égale au temps mis en minutes par le livreur pour armver

au domicile du client.
1- a) Justifier que I'ensemble des valeurs prises par X est {10 ; 10,511 ;11,5 12}

b) Justifier que P(X = 11) = {!é_

c) Déterminer la lol de probabilité de X.

2- Calculer 'espérance mathématique de X. Interpréter ce résultat.

3 - Le livreur part & 19 h 49 min de la boulangerie.
a) Calculer la probabilité qu'il arrive @ 20 heures précises chez e client.
b) Calculer la probabilité quiil arrive en retard chez le client.

4 - Pour cefte guestion, on donnera 'arrondil d'ordre 3 de chaque résullat,
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a) Calculer la probabilité pour que le pain soil livré exactement trois fois 4 20 heures
précises au cours d'une semaine.

b} Calculer la probabilité pour que le pain soil livré au moins une fois & 20 heures
précises au cours d'une semaine.

PROBLEME
Le plan est muni d'un repére arthonormé (O, |, J). L'unité graphique est 2 cm.
Soit k un nombre reel non nul,

On considére la fonction f, dérivable sur Bl et définie par

f(x)=@x +-=hir}|'_arﬁ - X,

On note (c.) la courbe représentative de la fonction fk-

L& but du probléme est d'étudier les fonclions f#, de construire la courbe (1) et de donner
un programme de construction de |a courbe () pour k différent de 1.

Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire.

X
Soit h la fonction numérique dérivable sur B et définie par: A(x)= x + aZ.

1. Etudier le sens de variations de h.
2. Calculer les imites de hen — oo eten + oo .

3. a) Démontrer que I'équation hl:#'} =0 admetdans R une solution unique a tel que
-0T1<a=<-070
b) En déduire que
Vxe]—oo,d,Mx)<0,
¥ xela,+oc[, Mx)>0.
Partie B : Etude de la fonction f;.

X
Pour tout nombre réel x - f(x)= @x + 4)e 2 —x.
4

1.a) Démontrer que -";I[E]:-E-E—E.

b) En déduire un encadrement de £, () d'amplitude 0,1.

X

2.a) Pour tout réel X, calculer £, (x) et démontrer que £, (x )= —A(x e I.
b) en déduire les variations de £, .
3.a) Calculer la limite quand x tend vers — oo de f(x), puis |a limite guand X tend vers

fix
- 00 de Jll.:_l:’i Interpréter graphiquement ces résultats.

b) Calculer la limite quand X tend vers 4+ oo de filx).
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c) Démontrer gue [a droite (D) d'égquation y = — x est une asymptote & (c) en 4+ o
4.a) Dresser le tableau de variation de [,

b) Construire la droite (D) et la courbe (c1) dans le plan muni du repeére (O, |, J),
5a) A laide d'une intégration par parties, calculer pour toul nombre réel x .

¥ .
|:.:r:.=fn @2t +4)e 2 ot

b) En déduire en cm? ['aire a1 de la partie du plan limitée par
» la courbe (C1) ;
« la droite (D) ;
« la droite (OJ) et la droite d'équation; x = 2.
Partie C : Etude de la fonction fi.

X

o 2k

1.a) Démontrer que pour tout nombre réel X :I;{.I'} = —HH—I

b) En utilisant la partie A, étudier les variations de £, suivant le signe de k.
c) Vérifier que : f.t'l:m}: .i:.l'1|[||:|'j|.
d) Dresser le tableau de variation de £, suivant le signe de k.
(On ne demande pas de calculer les limites de £, )
2 a) Démaontrer que (c«) est limage de (c1) par I'homothétie de centre O et de rapport k.
b) En déduire la construction de (c .i]- dans le méme repére que (c1) .

3. On note ax 'aire de la partie du plan limitée par :
* la courbe () ,

« la droite (D) ;

» la droite (OJ) et la droite d'équation x=2k.
Déterminer @n cm?® a, en fonction de k.
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- SUJET 7 : BACC 2010 Eﬁﬂlﬂﬂ NORMALE

EXERCICE 1
On se propose détudier la suite {.{,.' . } de nombres réels, définie par: Ui=1+ 1 & pour
[
. 1
tout entier naturel non nul 7, U/ | {I + JU
Dans cel exercice, on admettra que pour tout nombre réel ¢ strictement positif, on a -

2
)
:—T{In{l+rj{r (1)
Soit f la fonction numérique dérivable sur IR et définie par : f(x)=In(l+e~¥)
2X

1. En utilisant linégalité (1), justifierque: Yx e R, e ¥ -€ "~ « f(x)<ex

2. Démontrer que la suite [:U"] est strictement croissante.
3. Démontrer par récurrence que: Y € [ *, ln{U”}z S+ M2+ ...+ f(n).

4. T 1 1
':h-lpuu'ﬂ“.-?'l"?ﬂ'. E-F Et 'b _I T"’iqr;'ﬁ

a, A laide des questions 1) et 3), démontrer que: a, fb < In tU ]-: ap

_a—N
b. Justifier que: YnE M*, g, = IE+]

c. Démontrer que la suite [U ﬂ} est majoree.,

En déduire que la suite {UH } est convergente,

d. Onnote £ 1a limite de la suite Uy ) Démontrer que _2e+1 .. ¢< 1 puisen
ey e

déduire une valeur approchéa de f a 0,1 prés.

EXERCICE 2

Un jeu consiste & lancer trois fois un dé cubique équilibré & 6 faces, numérotées de 146

et on note successivement les chiffres obtenus sur la face supérieure.

1. Démontrer que la probabilité d'obtenir 3 chiffres identques est EIE

2. Caleuler la probabilité d'obtenir 3 chiffres dont la somme est égale 3 6.
3. Démontrer que la probabilité d'obtenir exactement deux chiffres identiques est

e [0

4. Le droit de participation au jeu est de 3 000 francs.
- 8i le joueur obtient 3 chiffres identiques, il recoit 5 000 francs;
- &'l obtient 3 chiffres deux & deux distincts, il regoit 3 000 francs;
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- 5'il obtient exactement deux chiffres identiques, il ne recoit rien.
Soit X la variable aléatoire égale au gain algébrigue d'un joueur au cours d'une partie,
On appelle gain algébrique d'un joueur la différence entre ce qu'il regoit et sa mise:
a. Déterminer les valeurs prises par X,
b. Déterminer |a loi de probabilité de X,
c. Déterminer le gain moyen d'un joueur au cours d'une partie. Le jeu est-il dquitable?

PROBLEME

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (0, 1, J).
L'unité graphique est le centimétre.

Partie A

Soient f et & les fonctions numériques dérvables sur R et définies pour tout réel x
Par: f(x)=}{-Sx+4lxT+15) ® g(x)=}{-5x-4/xT+15)

On note {C] et [C‘) les courbes représentatives des fonctions [ et §.

1. & Calculer les limites de [ en —00 eten +00,

b. Démontrer que la drnrta{.&] d'équation y = _ll.'x est une asymplote a {C} en + oo .
¢. Justifier que I courbe C | est au-dessus de Ia droite ).

Dans la suite du probléme, on admeitra que la droite [ﬂ'] d'équation J=—3X est
une mmptnmi{{:'} en — oo et que la courbe [CJ est au-dessus de la droite
&),

2. a Calculer [ '(x) pour tout réel x.

b. Démontrer que J est strictement décroissante sur R puis dresser son tableau de
varnation.
3. Déterminer les points dintersection de la courbe {E'} avec les droites {ﬂl’} et I[GJ]

4. a. Construire [,'!-.] ; [.:1':] et la courbe {C} dans le plan muni du repére (0, 1, J).
b, Démontrer que la courbe [E"J est Mmage de la courbe {[,j par la symétrie de centre

Q.
&. Construire la courbe [C'] dans le mé&me repére que {C} :
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Partie B
Dans cette partie, on admettra que limage dune hyperbole [H) de
foyers F et F, de sommets A et A’ par une similitude directe s, est une

hyperbole (H) de foyer s (F) et s(F), de sommets s{A) et s[A).
On note (H) la courbe d'équation: 3x2+3 4 +10xy=80=0

1. Démontrer que [H ]= (f]u[g'i.

V2

2. Soit & la similitude directe de centre O, de rapport 3 at d'angle — %

Soit x, »', y et y' des nombres réels,
Pour tout point M du plan d'affixe Z=X+IV, on note M le point d'affixe 2'=x'+ iy tel

gque M' = s(M).
a. Déterminer Mécriture complexe de 5.

. g 1 :
b. Justifier que x :E[I+H et ¥ =I{_;¢+J,r],-

c. En déduire que M appartient & (H) si et seulement si M' appartient a la courbe (I)
d'équation 4x*—y2=20.

3. a. Justifier que (') est une hyperbole puis déterminer les coordonnées de ses foyers
el de ses sommets.

b. Déterminer l'excentricité de(I).

c. Construire (') et ses asymptotes dans le méme repére que (H).

(On utilisera deux couleurs différentes pour (H) et (I')).

4. Déduire des questions précédentes que (H) est une hyperbolea dont on précisera
les foyers et les sommets.
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SUJET 8 : BAC C 2009 SESSION NORMALE

EXERCICE 1
On pose - a={2(cosZ +isinZ . b=2(cos T +isinZ). c=/3cosF +ising)
Partie A

1. E:-:pr'tmerﬂﬁ. H':'El ﬂﬁﬂ-ﬂl.lﬁ forme algébrique.
2. En déduire une solution de l'équation (E): 2 eC, 20 =8
& | . i3
3. Eﬂlt .-II' e 1..|.r_l.-|l_
a. Veérifier que j* =1
b. Démontrer que j'b et j“?EJ sont aussi des solutions de (E).
¢. En déduire toutes les solutions de (E). Les écrire sous forme algebrique.,

Partie B IEﬂ[ﬁ]
.1:53[4]

2. Déterminer tous les entiers naturels M vérifiant a |a fois les deux propositions suivantes.
- ™ est un nombre réel

1. Résoudre dans -E le systéme :

-b" estun imaginaire pur.
EXERCICE 2

OAR est un triangle rectangle isccéle en O tel que MEE{ﬁ,E’E )= g

On désigne par | la milieu du segment [AB], par (C) le cercle de cenire O et de rayon OA
et par ([} le cercle de diamétre [AB).

Le point D est lNintersection du cercle (C) et de la demi-droite [ 10).

On note J le point d'intersection de la demi-droite [DB) et du cercle (I').

1. a. Faire une figure,

b. Justifier que Ades Ia_,q_l_]}ﬁll= % :

¢. Démontrer que le triangle DAJ est rectangle isocéle en J et de sens direct.
Démontrer que la droite (0J) est la médiatrice du segment [AD].
2. Soit 5 la similitude directe de centre A telle gque 5(1) = 0.

a. Déterminer le rapport k et 'angle & de 5.
b. Soit H le miliey du segment [JA] et K le point dintersection de la droite (QJ) avec la

droite (AD). Démontrer que S (H) = K
c. Déterminer la mesure principale de 'angle orenté [H,ﬂi

3, Déterminer Iimage du cercle (I) par S.
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PROBLEME &

On considére la fonction f dérivable sur lintervalle :F];+o:{ et définie par -

f(x)=gx-1+25%
(C) est la représentation graphique de f dans le repére orthonormé (0, 1, J).

Unité graphique 2 cm.
Partie A

On considére la fonction W dérivable sur lintervalle ]QH’I[F.-’: définie par
u(x)=x2+4-4Inx

1. Etudier les variations de If .

2. Justifier que: Vx e ]ﬂ; + -:l:f[, u(x)>0

Partie B

1. Calculer |a limite de f en 0 et interpréter graphiquement le résultat.

2. a. Calculer la limite de [ en + 0.

b. Démontrer que la droite (D) d'équation _}rz% x—] est asymptote & (C) en +IC,

3. a. Vérifier que: vy ¢ ]ﬂ"ﬂ‘ m[, fi(x)= téfil‘:]
X
b. En déduire le sens de variation de f et dresser son tableau de variation,

4. a. Démontrer que I'équation [ (x) =0 admet une solution & telque l< & < e

b. Déterminer une valeur approchée a ] () —! prés de oF .

5. a. Démontrer qu'il existe un point unique A de (C) ol |a tangente (T) est paralléle & la
droite (D).

b. Donner les coordonnées du point A

a. Etudier la position relative de (D) par rapport & (C).

b. Construire (T), (D) et (C).

Partie C

On considére la suite numérigue {ﬂﬂ] définie pour tout entier 1 2 | par; a, = J Zlnt dr
]

el
1. a. Hachurer sur le graphique le domaine du plan dont l'aire en unité d'aire est égale a

9

b. Interpréter graphiguement le nombre d; .

¢ Calculer dy, puis étudier la convergence de la suite [an}.

2. Justifier que: -L'll +ﬂ1+ﬂ31..,1 2y IHI .
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SUJET 9 : BAC C 2008 SESSION NORMALE

EXERCICE 1

Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct.

On désigne par G le barycentre des paints pondéres (A . 1), (8 1) et (C 1),
Pour |a figure, prendre comme unité de longueur le centimetre et AB = &,
Cette figure sera complétée au fur et & mesure.

1. Démontrer que le guadrilatére ACBG est un losange.

2. a. On appelle O le centre du losange ACBG.

E est le symétrique de O par rapport 4 B.

Le point F est limage de O par la translation de vecteur CB

Construire les points E et F.

b. Démontrer que F est 'image de G par |a translation de vecteur BE.

3. On note: ¢ = | 5E m:‘ﬂ'

a. Déterminer las images des points A et C par [
b. K est I'image de B par /.
Démaontrer que le point K appartient & la droite (GF). Construire K.
e. Déterminer 'mage du triangle ABC par I,
- f=f0OF T _
4 Onnote: [ = 'EIIUL’.'I 00 a0 esl [a symétrie orthogonale d'axe (OC)

a. Déterminer I''mage du tnangle ABC par f
b, Démontrer que | est une symétrie glissée

c. Sait .'i'{ BF) la symétrie arthogenale d'axe (BF).

: =T o8
Demontrer que: ey =y ©% gy
d. En déduire les éléments caracténstiques de f

EXERCICE 2
On considére l'eguation (E) définie par- (x, v) € £ 2 35x-2Ty=12
1. a. Utiliser l'algorithme d'Euclide pour calculer le pged de 35 et 27.
b. En déduire une solution de I'équation (E'): (x, v} € Z2, 35x—-27y=1

2. a. Vérfier que (- 20, - 26) est une solution de (E).
b. Démantrer que les solutions de (E) sont les couples (x, y) d'entiers relatifs vérfiant.

x=2T7Tk=20 al _}J:jﬁ,ﬂ:—zﬁ ol k est un entier relatif,

3. Les habitants d'un village adorent deux génies protecteurs N'Gouan et Moaye.

Le génie N'Gouan est adoré tous les 140 jours et le génie Moayé tous les 108 jours

Les jours ou les cultes coincident sont considérés comme des jours de grice appelés “jour
des génies”

Un matin, le village a adoré e génie Moayeé.

Déterminer le nombre de jours qui séparent ce matin-la du prochain « jour des génies »
sachant qu'ils avaient adoré le génie N'Gouan § jours auparavant.
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PROBLEME
On considére la fonction Jf, dérivable wr]{k-’rﬂi{ et définie sur 1{;+a:[ par -
f(x)==l+xInx si x=0 er f(0)=-1

On note (C) |2 courbe représentative de [ dans le plan rapporté au repére arthonorme
(0, I, J). L'unité graphique est 5 cm,

Partie A

1. a) Justifier que f est continue en O.

b. Calculer ]11'[}' {I]-H

2. a. Déterminer la limite de f en + oo,

Interpréter graphiquement le résultat.

b. Etudier les variations de f puis dresser son tableau de vanation.

3. a. Démontrer que 'équation (%) =10 admet une solution unique § comprise entre 1.7

et 1.8,
Pour la suite on prendra 1,8 pour valeur approchée de § .

|Yxelo:s[, f(x)<0;

b. Justifier que: |
|VXE Js;+m, fi(x)=0
4. a. Justifier que (C) admet une branche parabolique de direction (OJ) en +oC

b. Tracer (C).
c. A laide dune intégration par parties, calculer en fonction de s [intégrale

I=[ f(x)dx

d. En déduire une valeur approchée a 10-° prés de ['aire A(s) encmidela partie du plan
délimitée par la courbe (C), l'axe des abscisses et les droites d'équations respectives x =
Tetx= 5.
Partie B

|+ X

idé dérivabl 1. t définie par: g (x) =
On considére |la fonction g , dérivable sur ‘E +m[ et définie par: g (x) e

1. a. Démantrer que: "'f-"lI'E 03'\ g{I} .I'"::'.."-"f{I) []

b. En déduire le nombre de solutions de I'éguation g{,.'l.'} =X et laur valeur.

f(x)

x{l+In .'l:']n2
b. Justifier que g est strictement crolssante sur lintervalle [-'-',1]-

2. a, Démontrer que, v y ¢ ]:—ﬁ"" w|, g'(x)=

3. Démaontrer que: g{[s,li] v :i:--.‘i',z:l
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— _ 1

4. a. Démontrer que : v x € [1; + u-z[, mg
b. Démontrer que pour tout réel x élément de {.5',2] , @5 ‘]?'-f{l}

En déduire que: ¥ x € [5,2], lg'(x)[<0,3

On considéra la suite {U”}.HEN définie par: UU'ZE et, pour tout entier naturel M,

5. A 'aide d'un raisonnement par récurrence, démonitrer que, pour tout entier naturel 1,
- [.'2,1]

. a Utiliser [linégalité des accroissements finis pour justifier gue:
VneN, |U,,, -4<0,3xU, -

0.3

b. En déduire que: YHE N, FJ',., - 5| <
7. a. Justifier que U, converge vers § .

b. A partir de quelle valeur de M Uﬂ est une valeur approchée de § a Iﬂ*‘ prés?
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SUJET 10 : BAC C 2007 SESSION NORMALE

EXERCICE 1

Dans une villa de Cdte d'lvoire, un sondage a permis de constater que 30% de
la population sont gauchers et que T0% sont droitiers.

{Les résultats seront des arrondis d'ordre 4).

1. Justifier que dans un groupe de 6 personnes choisies au hasard dans cette ville,
la probabilité pour qu'il y ait un seul gaucher ast égale a 0,3025,

2. Calculer la probabilité pour qu'un groupe de 3 personnes choisies au hasard dans cette
ville contienne:

a. exactement 2 gauchers;

b. au moins un gaucher.

3. Un atalier de couture de caette ville ast équipd de 5 paires da ciseaux pour droitiers et de
2 paires de ciseaux pour gauchers, Cet atelier vient de recevoir 6 stagiaires.

Soit X la variable aléatoire prenant pour valeurs le nombre de stagiaires de I'atelier pouvant
frouver une paire de ciseaux 3 sa convenance,

a. Determiner les valeurs prises par X.

b. Justifier que la probabilité pour que X prenne la valeur 2 est égale & 0,0007.

c. Calculer la probabilité pour que X prenne la valeur 6.

EXERCICE 2
On considére le triangle ABC rectangle en B tel que AB = S5cm et Mes P?_-"_'-‘}

w
T
=0it E le milieu du segment [AC].

1. a. Construire le tnangle ABC,

b. Démontrer qu'il existe une rotation r transformant Ben C et A en E.

¢, Déterminer 'angle de la rotation ¥ .

d. Construire son centre O,

2. Soit S la similitude directe de centre O qui transforme B en E.

Soit J le centre du cercle circonscrit au triangle OAE.

a. Determiner l'angle et le rapport de S .
b. Démontrer que S (A) = J.

3. Soit K un nombre réel non nul, M et M' deux points du plan tels que A4 =kA

et EM' = kEC
a. Construire les points M et M° pour k= %

b. Démontrer que M est le barycentre des points A et B affectés des coefficients respectifs
(k- 1) et (-k).

c. Démontrer que r(M) = M’ et en déduire que le triangle OMM’ est équilatéral.

d. Demontrer que les points O, A, M et M' sont cocycliques.

4. Soit N le centre du cercle circonscrit au triangle OMM.

a. Démontrer que S (M) = N.

b. Déterminer lensemble des points N lorsque M décrit la droite (AB).
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PROBLEME
On considére la fonction numérique f dérivable et définie sur lintervalle ]"15 I[I:IHF :

f{I}:,é_h][I-i'I]. On note (C) la courbe représentative de f dans & repére

]-I
orthanormé (O; I; J). Unité graphique 2 cm.
Partie A

1. Calculer les limites de f en-1eten 1.
Interpréter graphiquement les résultats oblenus.

2. a. Demontrer que : HI'E]‘I [ {I)"' 1—

b. En déduire le tableau de variation de f .
¢. Déterminer une équation de la droite (T), tangente & (C) au point d'abscisse 0,

3. Soit § la fonction de B vers IR definie par : g{x}=f{l)-I

a. Déterminer le sens de variation de 8.

b. Calcuter £((0)et en déduire le signe de g ( X ) suivant les valeurs de x.

c. Déterminer la position de (C) par rapport a (T).
4. Construire, dans le méme repére, (C) et (T).

¥

5. a. Démontrer gue f esi une bijection de :|—|-',][ sur H
. =] _ s :
b. On désigne par . la bijection réciprogue de f el par (C' ) la courbe

représsentative de f . dans le repére (O, 1, J). Construire {C').

c. Démontrer que: H}'ER f_l(y)_ezy-'l

Partie B
1. Soit -;ﬁ une primitive de f = surH (on ne cherchera pas & déterminer ﬁx)}.

a. Démontrer que ﬂ.{'ﬂf est une primitive de la fonction X = Xf '(x) sur ]'1; ][.

b. Démontrer que pour tous éléments a et b de ]—l;I[.
[ S = (0)dt = go f(b)- o £ (a)
€. En déduire que - jfmf‘]{f}d! ]flf (£)dl
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d. Démontrer que pour tout élément x de ]"1; 1[ : j"}'r i f 'I[I}df =j;if (£ )t
(On pourra utiliser B1. c)

2. a. Démontrer que pour tout élamanl:du] e - l[ f{f{ﬂ{ﬂ 1"[1_1-1}
{On pourra utiliser AZ. a)

b. En déduire que, pour tout &lément y de H j f_t{-!'}ﬂrf—l [E}'+£ J"]

3. Soit A laire de la partie du plan délimitée par : la courbe (C') de f_] el les droites

d'équations respectives x =0 et x = 1. Calculer A en unité d'aire.
4. a. Hachurer sur le graphique, l'ensemble D des points dont les cordonnées (x, y) vérifient

0<x<l ; 0<sy<l et f~Ux)sys f(x)
b. Calculer l'aire de D en 'IIT-'F
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CORRECTION DU SUJET 1 : BACC 2016

EXERCICE 1
1-vneN, u,= =
U, = H!n [ntl + i}l + frt[n[l + E]J + -..-+m[n{ 14 E}}— Hfﬂ{ﬂ}]

N, = -}![Ln(n] +]n{1 + ,:.} + In(n) + In (1 + ;J + 4 In(n) +]n{1 + E}— ﬂfrt{n}}
=%[In(n}+ In{n) + - + In(n) + in{1 1 1) +|n{1 s é) - +1n(14 E] - nrn{n}]'

- & ninin) +]n{1 i 1J+1n(l + §]+---+Jn{1 +E}— n!n{u}:

In(n+d 4+ In{m42 )+ 4 In[n+n) - i)

Uy = % nin(n) — nIn{ﬂ}+1n(1+ 1)+|n[: 2}+---+|n|:1 +E}}|

On obtient donc :  u, = H]n{l + i}+|n(l 4 E}‘I‘--"ﬁ']n{l +E]|}}
2-a)YkeE M telque 0 =k =sn-1
E+1

'li".tE[l-!-" 1+=:+1 - 1+E < xs1+22

E:l{!-l--} Inl[x}*-'.hi(l-l-k”

l*l. I.1-| #*l o
oo [ " In(14 Z)dx = [, In(x)dx 5 [\ in(1+ =) dx
2 WL Y re iyy 1022
L n 1 ]
[rrn[1+ ;}Il.ﬂ E-fH{" In{x Jdx = [:rrt 1+T d
k+1 k k 12321
|[1+———1——jan{1+—) 5j In(x )dx <
n n n Hi

(1+ %—1—23}&:{” k: 1}

On a dont :

1 k I+ 8 1 k o+ 1
an(1+3) < f n(x)dx < Zin(1+ ——)

b:lnédlllsnmquf-nﬂ_it“{}] = I:[mi:]ldx < U,
Onsaitque : Wk E M telque 0 =k = n=1;

k#l
1 k S 1 k+1
;fﬂ{1+ ;J = ,{HE In({x)dx < E!ﬂ!{l-l- }
n

pour k=0, ona: Lin(1) € [} *Fin(x)dx € lin(1+ 2)
1

Pour km1, gna: im[1+ i] = ,I':i"'lnli:}dr < E!ﬂ{l'i';:}
™

3
Pour k=2 ona: :—:In{1+5} < _f:_{‘im::r]-:h' < siu{'l-l- ;]
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Pour h:n-l,uﬂi:ifﬂ[l-ﬁ- E] < ,I'figln{:]dx = i[ﬂ{l-ﬁ-ﬂ

En additionnant membre & membre de part et d"autre de Pinégalité, on obtient : 2 n (1) +
m

Lin 14 ﬂ:,%mﬁ + 4+t lin(14+ ) < [[in(x)dx 5 u,

:llfl't[l-l- i}+£h’1|{1+ 5]+---+£IH{I+HT_1}EI]:IH{I}d_t £ U, ""“;:'mﬂ]=ﬂ

Or u, = 2In(2) = in (14 2)+2m(1+ 2)++2in (1+ =
Donc  t, — :'Iln-{l"]' < _|':In|::-_']ldr < U,
3 - Déduisons la limite de la suite (u, )

On sait que  u, - i]nEEJ < ffln{x}d'x < u, dol

T ilm{!} < _I'fln{.r}ldx et u, = Jflnl_'.t'}dx

u, = Li'ln{.t]:ix +%tn{2} et U, = J'iiln[x]dx
En encadrant uﬂ,nnnblltnt:,l'fln{x}dr < U, < J':]nli.t']:i:: +i|n[2}l
On sait que _|'12]n|::r]|dx =2In{2) - 1,ona:

22~ 1< uy < 2In(2) - 14 In2)

or .‘iTu(I In(2) = 1+ 2In(2)) = 2In(2) - 1
Done lim u, = 2In{2) -1

=40

EXERCICE 2
1 = Demontrer que M appartient a [ < ) si et seulement si 3xt -|—-l1r"|.r!—E_'|..-=ﬂ
Ona:z=x+iy, ME(~ ) = 14zF + 16i{z-Z) =2+ F?
e 14(x? + y¥) + 16i(2iy) = (x* — y* + 2ixy ) + (x* = y* = Zixy)
= 14x® + 14y - 32y = 2x° = y?
= 122 +16y' =32y = 0 = 3IX¥+4y -8By =0
Autotal, Me( 7)) & 3x? +4y!' -8y = 0
2 = a) Justifions que [ -] est une ellipse.
[7):3x%+ 4y =8y = 0 & 37 + 4[y¥*-2y]=0
o= 3+ 4(y=-1-1]=0 o 3+ 4(y-1YP-4=0

HE+E_}’—1}==1 = -'l'?l+[_'!'—'|-]'.:1.

4 ? HE} 1!

L'équation est de la forme :-, + i—r =1 avec g= %:

et b=1

“I%

Donc | ~ ) est une ellipse avec a > b
b) Les coordonnéesde 1: f1(0:1)
c) Déterminons une équation de I'axe focal de | ).

L'axe [ L1, &,7) est 'axe focal de [ ~). L"axe focal est une droite d’équation y = 1.

d ] Justifions que A et A" sont les sommets de [ # ).

La demi-distance focale est : ¢ = i -1 = ?

Dans le repére ({1, 2,, £;), les coordonnées des sommets sont :
8 VLR
A(-57:0) e a(3F:0)
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D:ns le rep@re IZEI' E’F} les coordonnées des sommels sont -

3 %
== 1:} - Done les affixes des sommeis A et A' sont respectivement |

-’-‘—'_+ el 1i+|

Ces deux points A ¢t A" sont situes sur I"'axe focal car la partic imaginaire de leurs affixes est 1.
Dans le repere ({1, €,, €;). les coordonnées des foyers sont ;
F(-5:0) e F(Si0)
Dans le repére (0, &,, € ), les coordonnées des foyers sont
F{-‘-?: IJ' et {?. 1] . Done les alMixes des foyers F et F* de( <) sont
respectivement : -?+ i et ?+ i,
3 - Construction de l'ellipse | -] : voir graphigque fin exercice 2
4 - a) Déterminons 'equation cartésienne de ( H | dans le repére (I, .r.,_'}

L'équation cartésienne de Phyperbole [ H ) est de la forme : i - i- = 1
Déterm-nnns les nombres réels a et b

Ona: a= - FF' -|1r,;-,—41'.,,|=-EI-E~E - donc .|:|=""—j

2l 3 3
or f*=a*+b‘ .On saitaussique: e = —AA' = -z, — 2] = - ‘“'TT|= IT'E
Dont ¢ = —

¥

Ona:cl=a®+h = pl=d=g® = p
5

b = 5—31=1 done b* = 1.

) - ()

=1l=3r'-y =1

| |
—
|

o
—,'l I

b) Tracons les asymptotes de [ H ] : Voir graphigue fin exercice 2
Dans le repére ([, e,, #;), les équations des asymptotes sont :
(A):y=+Ixr et (&)y= —-3x

Dans le repére (0, e,, 2; ), les éguations des asymptotes sont .
(A)y=+vIx+1 et (&) y= =vIx+1

€ ) construction de [ H }. Vioir graphique.

Donc I'eégquation cartésienne de [ H ) est .
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PROBLEME
Partie A
1 - a) La limite de [ en 0.

= I - -I'- - i — '
ﬂf[:}-l;_r_r;{x 4+'Ir:1x|]| oo Car Ll_r'_rax 4=4 et
t:i-'-':'phm = —m
b ) les limites de f en +o0 et en — o
lim f(x) = lim (x=4+Injxl)= + o car

T—+4o=

lim (x = 4) = 400 et lim lhﬂxl = 4m
=400 4

el ]
: i
Jim f(x)= lim (x—4+ inlx]) = lim (x-4+ E In(=x))
Jim f(x)= lim (-X—4 + ;InX) Enposant X = —x
quand x = —oo alors X = +o
- S I | lﬂ e
rlll:[‘lmjﬂix]l Jim X (-1 + = =00
Car lim :-: +nn lim 2=0et lim ZX=0
L= b T K X
€ ) Dérivée de f
YxeER ;f'(x) =1 +E}¢E=ﬂ
X

ax
Tableau de signe de f*
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X —m == 0 e

4x + 1 - O + | +
& = | =0 ¢
L_f{x) + = +

¥x € ]um; - E [ W] 0;+x|, f(x) > 0donc f eststrictement croissante sur
]--:n: — H et sur ] 0; +oof.
Y€ ]—i ;0 [.f’{x} < 0 donc [ est strictement décroissante sur ]—i ;0 [
d )} Tableau de variation de f

K

x _— A 0 +om
£ i i i
f'(x) + U - +
-17-in4 o
T B il +oo

=1 F=[

2 - f admet pour maximum le nombre < 0 sur Vintervalle |—es; 0 [; done Féguation

f(x) = 0n'admet pas de solution sur |—0; 0.
f est continue et strictement croissante sur | 0; 4o ; F(] 0; +oo[) = R, or 0 € R donc
Féquation f(x)} = 0 admet une solution unigue a € | 0; +oof
Deplus f(3) = -1+ ;In(3) et f{4)= flnm
Ona f(3)x f{4)<0,donc I<a<4
3-Signe de f

Sur Iintervalle |—o0; 0 [, f admet pour maximum le nombre
f(]-e=:0]) = }--nu; _”:‘ [I:Iclnc fix) <0 sur ]—e=,0f
Sur Iintervalle | 0; e [, f est strictement croissante et f(]0; a [) = |—eo;0 [donc (x) < 0.
Sur I'intervalle Ja : +oa, f est strictement croissante et f{Ja ; +oe[) = J0; +eo done fx) > 0.
Autotal: Vrx€]-o:O[u]d:al fix)<0

vr € |a; +onf, f(x) =0

=1 0 dod

Partie B
1 = a) Dérivabilité de [ en O
Dh = H ‘ i ]
hix}= hid - —at— atin|x| ! n 1
T
IImM= 1 ear li_mﬂ,;[=ﬂ &t “l'l'lilﬁ'll.:l!'f:u'
=i x il i FRY]

Donc k est dérivableen O et A'(0) = 1
1

o] Démontrer que : ¥x € R, h'(x) = zf [::}
YEER', hi{x)=1- %r = fﬂﬂfﬂ = f*" “f

' L 2 g
A{x)=1- —x = ‘:!nl.ﬂ X
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W) =1-4x= (xinlx] = K(x)=x(2- 4= i) =
K =x(2-4+5nfH) o flx)= x—4+in|x|
1
Donc vx € B, Ah'(x) = .rfl[;)
c ) Signe de h'(x)
f[ﬂ=ﬂ' = g=- dod x=
5i x € |=oo;0( alors iE]—m; 0] dod f{%} < 0 d'aprés partie A3
SixE ﬂ-;%[ alors %E]a: +w| d'oi ,FIEH =0
S5ix € E.‘ +m[ alors %E]ﬂ;ﬂ![ d'od ,I"-[:#l) <
Tableau de signe h'(x)

L
g |=

=

x - 0 I 4o
X - 0 4+ -
= + —
f{EII' _ {l}
Rix) | + + 0 -

¥x E ]—m;ﬂ{u] 0; H h'(x) >0
¥x E ] i; +m[, h'(x) <0
2 =a) Tracons la tangente (T)
Tracer la tangente ( T) en déterminant son éguation cartésienne,
L"équation de la tangente (T) au point d’abscisse Dest: y = h'(0)(x = 0) + h({D)
Donc (T): y=x+1
Autre méthode : Tracer la tangente (T ) en utilisant le vecteur directeur EII: : ] et le point
A(D:1)
b ) Construction de la courbe (T) : voir papier millimétré.
1 - a) Intégration par parties de _F; r?In(x) dx

Posons ul(x) = In(x) u'(x) = %
r'(x) = x? w(x) = % x¥

1 4 _ [ TR g .
_I'A.t]n[:}d::-[!‘mx}j Ajd'.:t'—[ Inx - A
1 2 PO T 4

J':.ljr In(x) dx = o :n..:l + ; done

7 i 93 . =)F
J; 2 In(x)dx = i s A%Ind

b ) Déterminons "aire #&{ 4 )

vx€[A:1], h(x) >0 d'ob Al4)=( [, h(x)dx ) x 4cm?

Ald)= ([} (x+1- 22 - 2x%In(x) ) dx | x 4cm’

Ald) = { —+ x= ux*] )xd-:'m - '{-F.:_ x*ln{x}dx} .

Aldl)= [:—;h J.——T+ —P] :rtm.-m“--{-- + ;.13 - §A3Iﬂ4}mi,danc
Ald)= (- 4a-207 + 20+ 100 ) em?
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_-_ 125 _ 3yl g a3, 1.3 _E
L'yﬂ'*{i::_.la'-"ﬁ(:ﬁ b 21+u1+ﬁ-ﬂ t""l]_ 35

. | 23t g M, 143 -
Car 11:;3{4,1 20 + 24 +‘.um1)_u
Partie C
1 = a) Sen de variation de g.
vx €] 0;+ol, g'x) = -

vx € | 0;+m], g(x) <0 denc geststricterment décroissante sur | 0; +co,

b } g est strictement décroissante sur | 0; +eof, en particulier sur [ 3; 4 ).
in

ona: g([3:4]) = [g(4)ig3)] = [+ =24 -], donc
gll3:4]) c [3:4]
¢ ) 1ere méthode :
vxe]D:+w) glz)=x < glx)-x=10
]
= 4—;!::{1}- x=0
e x- 4—%1:1!{:) =
vxeE]O: 4o glx)=x = flx) =0 = x=a
Donc @ est unique solution de I"'équation : x € | 0; 4|, g(x) = x
2éme méthode -
viER flx)=0e x—4+ f.rn|:| =0
vx e |0 +eef, x -4+ i]nl{x]l =0 o r= 4= Eln[ﬂ = x= g(x)
Donc a étant solution de I'éguation f(x) = 0 est aussi solution de I"'équation
¥x € )0; +eof, g(x) = x.
2 = a) Démonstration par récurrence,
Ona: { g% 1
lipey = E(u,)

Soit Pn la proposition suivante 3 = u, = 4
viérifions que Pe est vraie,
Onau, =13, doit 35 u, 4 donc Pyestvraie
Supposons que P, est vraie, c'est-a-dire pour tout entier natureln, 3 = u, < 4
Démontrer que Pae 25t vraie.
Onsaitgue 3 = u, = 4 = |n(3) < nf{u,) < In(4)

= -2In(4) £ -:Infu,) < —7In(3)

- 4 - iln{#} < 4~-cin(u,) < 4-<In(3)

= 4—2In(4) < g(u,) < 4==In(3)
Dol glu, ) c |4 —iln[ﬂ;#—i]nﬁ]] ar {4 -flnl:n;#—ilnm] c [3:4]
Done glu, )€ [3:4] dob  un., = [3:4]
Autotalona: 3 5 u,,; = 4 Pre1 &5t donc vraie.
En conclusion, pour tout entier naturel n, 3 < u, = 4.
b ) Démontrons que, pour tout entier naturel n, (U, — a) et [ty — @) sont de signes
contraires,
On sait que g est décroissante sur [3:4] et 3<a <4

* Siw, < aalors glu,) >gla) done uyyy > @  car Uy, =glu,) ctgle) =a
* 5iu, > a alors glu,) <gla) domc u,,, < a
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Alnsi si u, = a < 0 alors Wpyy=—a>0
Si w,—a >0 alors Up,;— a< 0
En conclusion, pour tout entier naturel n, (u, — a) et (u,,, — a) sont de signes contraires.

c ) Démantrons que, pour tout x élément de [3; 4], ona:|g(x) | = ﬁ

1

On saitque g'(x)= ——

1 i i
Ona 3 <x<4 = 12 <4xr €16 = 55;55 =

1 1 1 1 ¢ 1
—I"i -5 = -"':1 = TE s gk s -—= .
=—EE.'E{1}E-E£E donc |E'|:ﬂ|'5—'-

» YneEN, u, € [3:4] et up € [3:4] v vxe[3:4)1g(x)| =
En appliquant |"inégalité dt.':- accroissements finis,ona:

| 8ty ) = Blu, )] = uh“"' - U, | d'od

| Upsz = Upsa | = ‘ll"’im-l_ iy |

1
Ona: |u;— uy| = -ﬁlu. Uy |
1
Juy = uy| = E'“:'Ull
i
fuy— 3| = El"s_ual

| Wy = un-1.| < _"lu'rl.-l"' Hpz |

Jtppr = Un | € Sltg= Up,y |
En multipliant membre & membre les inégalités entre elles, puis en simplifiant, on obtient :

| Ugsy — gl = 112} |y = |
Onal3gsu, <4 dot I su <=4 ;0r u; =3
I-3 sy —uy = 4-3 &= 0= y-uyy =1 = |y -u| <1
n
Au total, on obtient @ | upe, — U,y | = {1-15] = |ty — U, | = rl-%;-
1

d ) Démontrons que pour tout entier natureln, |u, —a| = T

D'aprés |la question 2-b), on a (u, — a) et (u,,, — @) sont de signes contraires ; donc u, <
S Mpeyg : OU Mgy S @ 5 Uy,

* 3 Up sas Uney = 0= d=1ly S Upyy = Uy donc
|ty =@t | S sy = Un |
* Si Unsy S TS Uy P lUpyy— Uy S T — U, =0 donc

qu-ﬂ'|£ Iuﬂ-l-|-ul1
Dol |up=a| £ |Uppy=tn| £ 5, donc |uy—a]| = 3 u.,
Déterminons une wleur approchée de @ 4 0,01 prés

1
Ona:|u,-al _u—_:’.ﬂﬂl = —= <001 = 1.:-:"3-m =

12 > 100 = n::-‘;‘:: = n>1853 Or neN

Donc apartirde n 2 2, u, estune valeur approchée de a & 0,01 prés
Le terme u; est denc une valeur approchée de @ & 0,01 prés. -
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CORRECTION DU SUJET 2 : BACC 2015

EXERCICE 1

Partie I
1. Calculons la probabilité de stationner gratuitement

Soit A I'événement.
Pour stationner gratmlum&nt il faut que l'automobiliste effectue le tirage de deux tickets

n 2 IR, Wt
gagnants ; d'ou P A }ﬂ— i I

2. Justifions que la probabilité de payer la moitié du prix du stationnement ntf;:

Soit B cet événement .
Pour payer la moitié du prix du stationnement, il faut que le premier ticket soit gagnant et
l& second non gagnanl ou bien le premier ticket non gagnant et le second gagnant ;

L1} E i a3z |
-Ij!:I-IJF'I:E-} 1a 1o LT 1d ‘II.'.I 100 Fi

3. Calculons la probabilité de payer au moins 1000 F pour le stationnement

Soit C cet évenement.

Pour payer au moins 1000 F, il faut qu'un seul des deux tickets tirés soit gagnant ou bien
aucun des deux tu:kets tirés n'est gagnant , ,

] ] B4 9% _ 24
dotu P(C)=P(B )+ _x_-ﬂ_ﬁ-l_ﬁ-ﬂ_m_iiﬁ

Autre méthode : P(C)=1-P(A) =1—- —= =

25 25
Partie 11

1. a) Calculons la probabilité g, de payer I'amende au plus une fois

Nous sommes en presence d'une loi binomiale. La probabilité pour un stationnement
interdit esl : at celle pour un stationnement non interdit est 1 — % = -

5
] r:| 1

e ) + ()

P 1
= @) +nxix ()

f
e () [1+mxdxs]

1 n

gn = [:;] (1+4n)
b) Démontrons que la probabilité P, de payer une fois I'amende est P, = 1 - -,_;
La probabilité P de I'événement contraire ( celui de ne pas payer I'amende) est

——— 1] m n
Pr= @R = O ]
Done la probabilié démandée est P, =1- P, =1- (1) douP,=1-
c) Déterminons le plus petit entier naturel n pourque P, = 0,99
P.2099 & 1-232099 & = <001 & 5 -
1
=S on 2 mii'lﬁj & n 2> 286
Donc le plus petit entier naturel est ny = 3
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2. a) L'ensemble des valeurs prises par X est : X({1) = {I:I ;5 000; 10 000 ; 15 000 }
La probabilité de chaque valeur prise par X est
i 1 1

|=~¢:n:=|c:|}|-{§}j=L : P{x-snnn}=c;{-] {E]1=3:é=%

125
P{ X = 10000 ) = C2 [;}1{5}1 =3xt =2 P(X=15000)=C}(: }’ [‘;]°= =
Donc la lol de probabilité est

X - 0 5 000 10 000 15 000
P(X=x) 1 12 48 64
125 125 125 125

b) Calculons I'ﬂp-ﬂncl I'!'III:I'IHI'I'I'-IﬂqI.IE E{( II'. )
E(X)=0% —+ 5000 x —+ 10 000 x = + 15000 x —

E(X)= —— 500 03 E{:}-izmn

125 :
En prenant le risque de se garer en stationnement interdit 3 fois dans la semaine, RIKD

paye en moyenne 12 000 F par semaine ; ce qui est largement superieur au 4800 F |
Donc il n'a pas interet 4 se garer en stationnement interdit.

EXERCICE 2
Partie I
el |

1. a) Module et argumant principal de =

8
(Bl = || ==

arg{ ]=argtz,:|uarg{zg:rlznl arg(2) =3- % [2n]
Z T

afg[:—:]l=- [2r] ; donc Arg(i) itk

b) Dédulsnm que le triangle OAB est équilatéral ;

:., =1 l 24| = |2p | [ OB =E_A :
arg(2) =1 Mes (OB ;OA ) = % Mes (OB ; OA') = 2

Done le triangle OAB est équilatéral
. 0T
Autre méthode : Ona : A=22 = 24 — &3 gonc le triangle OAB est équilatéral.

Zp—Zp Eer
Z. a) L'image de O par [ est:
f{D:lrr,—arar”:EJ[ﬂ ) =tgg(P)= Q donc f(O) =0Q
b) Démontrons que f est une rotation.
f est |a composée d'une rotation d'angle non nul et d'une translation, donc [ est un

deplacement , précisement une rotation.
Ona: f(O)=Q et f(J)=A or Mes(OJ; QA ) = 3,
dane f est une rotation d'angle g

t) Construction du centre K de f . ( Voir figure & la fin )
K est le point d'intersection des médiatrices des segments [ OQ | et [ JA ].

Ona:
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Partie I

1. a) Démontronsque : ME (T ) <« E:;—.

Me(l) = 2lz| = |y—3]

OrOM =|z| e MH=|z-zyl=|x+iy—x-3i|=]|i{y=3)=|y-3|
Dol Me(F) & 20M = MH Donc Me(l) & 2= =1

M 2
b) Justifions que ( I" ) est une ellipse
Dans le repére (O, 8, .8; ), M{x;y) et H(x;:3),
donc H est le projelé orthogonal de M sur |a droite { D ) d"équation y =3,
Me(l) = ﬁ: i et 0< % < 1 ,donc ([ )estune ellipse dexcentricité 1*
Or O€ (D). En conclusion (") est une ellipse de foyer O, de directrice associée (D )
d'equabtion y = 3 et d'excentricite e = -}

I (w+1)"
c) Démontronsque: Me (M) = vk g 1
Me(l) = 2|z| = |y=-3]| & 2y +¥* = J(y=3)0 o H2'+y) =(y-3)
ME(T) & 4dx+4y*=y?—6y+9
MeE(l) < d4x*+3y* 46y =9 = 4 +3[(y+1)¥-1]=9
= fFf +3(y+1) = 12

ME(T) e §+“’*“’= 1

4

djLecentrede () est 1(0,-1)
Dans le repére ({1, ®,, e; ), (I} a pour éguation ? + ? = 1.

Onadonc a®=3 et M =4 = a=+3 e b=12
Dans e repére ({1, ®,, &, ), les coordonnées des sommets de (") sont:

A(S) A (T37) L B et By(S)
Dans le repére { 0, &,, &, ). les coordonnées des sommets de () sont

s(5). si(20). 95) ot 3(8)

e) Tracerde ( ) ( voir figure & la fin ).

2. a) Démontrons que (') est une ellipse d'excentricité %
fest une rotation donc une isomeétne. f conserve donc la distance.

Ona: f(M)=M"; f(O)=Q et f(H) =H' d'ol Ml _Wa 1

] KH 2
Danc lmage de lellipse () par [ estlellipse (") d'excentricité e = i
b) Déterminons le foyerde (IM")
Ona f(O)=0Q ,donclefoyerde (") estle point Q.
Déterminons la directrice associée & (M ")
Onaf(J)=A et f(O)=0Q donc(AQ ) estl'axe focal de l'ellipse (I"').
Par ailleurs, F d'affixe 3i appartient a la droite ( D ). Soit F ' image de F par [ .
Ona: f(D)=(D") donc la directrice associée a { ™) est la droite ( D') passant par F’
at perpendiculaire & (AQ).
Autre méthode : Une équation da |a droite (¥ jest: y = Wi+ 6
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Partie A
1. limg{ x ) = I.i-rﬂn[xln:: +a' = 1) = lim xinx + lim(e" -1 )

limg(x)=0], car limxinx =0 et lim(e*- 1) =0

lim g{x )= lim (xinx +e" <1 )= limxinx + lim (e*-1)

[P Wi

img(x)=+u car limxinx =+x et lim(e*- 1) =+

2. Justifions que vx €]0; + = [, g'(x)=h(x)
VxE]D; +oof, g'(x)=Inx+1+ &*
Donc ¥x €]D; +], g'{x)=h(x)
3. a) Sens de variation de g sur | 0; + e |
Le signe de g ' ( x ) est celui de h{ x ). Or le signe de h{ x ) est donné dans le sujet |
dolvx €]0; a[, g'(x) <0 donc g est strictement décroissante sur ] 0; &
vx E]a; +eo [, g'(x)>0donc g est strictement croissante sur | a; + oo |
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b) Tableau de u'u'i-_alim de g
' X o

- _
g'(x) ” O +

+ o
gl x ) \‘ /
g

4. a) Démontrons que I'équation x €] 0; + = [ g{ x) = 0 admet une solution unique g
- g est continue et strictement decroissante sur J0; a[etg(]0; a[) = Jala);0];
Or Q& ] gla ); 0 [: donc I'équation g{ x } = 0 n'admet pas de solution sur | 0; a [,
- g est continue et sirictement croissante sur | a; + o[ et g(]a; +=[) = |gla); + of
Or 0€ Jgla): + |, donc I'équation gi x ) = 0 admet une solution § € | a; + <.
Autotal, x € | 0; + o= |, l'equation g( x ) = 0 admet une solution unique § € | a; + e,
b) Justifierque § € ]0,3;0.4|
g est continue et strictement croissante sur | a; + oo, en particulier sur ] 0,3 ;04 [.
Ona:g(03)=03In(03)+ ¢ -1 = =-0,0113
g{04)=04In{04) + **- 1 = 0,1253
D'ol: g{03)xg(04)< 0,donc fE]03;04]
c) Démontrons que vx € |0; Flglx)<0;: vxe | + =l g{x) >0
g est continue et strictement décroissante sur |0; a[et g(]0; a[) = ]gl{q];u[;
doiglx)<0.
g est continue et strictement croissante sur Ja; B et g(la; ()= Jgla )0
dougi{x)=<0.
g est continue et strictement croissante sur |§: + e[ et g{]f; +oo[) = | 0; + oof;
d'oGg({x )= 0.
En conclusion, vx€ |0 8 [Lg(x)< O
WwxE |f: +w[glx)>0

Partie B
1.a) Démontrons que f est continue en 0
Dy =[0;+o[ Or O€[0; +o dol f est définie en 0

limf(x) = lim(e™* = 1)inx = lim [E 1]:’1“

[limf{x) =

Dot lim f(x)=H0) =0, donc f est continue en 0

2. Justifions que f est dérivable en 0

fix)-4(0) g™ = 1)inx ~a'a
Ona: ce = | EJ =—('—,)x!n.r

D'ad l_lmﬂ‘H}H flo) = In:n; [ e 1}1In1
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isd x—0 =x?
Donc [ est dérivable en 0.

3. a)Calculons E|ﬂﬂ::]-

lim f{x} = lim (e - 1]||n X

K=+

im f(x) =-=|, car lm(e™ -1)=-1 et JimInx=+ex

W, o el
b) Calculons fim @

iim =10 - of  car limxinx=0 et lim {“""']: |im_[“”“]=_-|

Ona: Iimml Iim[_em

E-a+E ) p—asT K
' : . . Inx
lim .r_‘[”,_]'= lim {.!,-' -1].'51 =0 . car Iime™ =1==1 8t limM ——=
(S X E-&=1 H; 0w Wenwm 5

c)interprétation graphique
Ona: limfix)=-= et lm !} - g .donc la courbe (C ) de f admet une branche

LR g L B b

parabolique de direction l'axe (Ol ) :
4. a) Démontrons que ¥x €)0; +oof ff(x) = - %g[f]
vx€]0; += [ f(x)= (e * - 1)inx
fllx)= —2xe "Inx + (&~F = I}xi
P g —ix'e T inxve= ¥ -1
fi(x)= LA R

ff(zx)= - "";—H{EI"MI + af = 1]

fillx)= —E;—f{ftmﬁ+ e - 1)

-y

Done f'(x) = —'I g(x%) ., avec g(x?) = 2Plnx*+ e -1
b) Sens de variation de [ sur[0;+ =
I'équation g{ x ) = 0 admet pour racine x = § ; d'ol I'équation g{ »* ) = 0 aura pour racine

= 7

Tableau de signe de '

X 0 JF + o
a( ) = g8
f(x) + ['I:J =

vx e |0; JB[.f'(x)>0 donc f est strictement croissante sur | 0; JE [
vx € | /B +w|,f'(x) <0, donc f eststrictement décroissante sur | /f; + oo| .
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c) Tableau du:l-l'adalinn de [
| X 0 JB + o
Fx * E:) -

- /ﬂﬁ]\

5 . a) Déterminons une équation de la tangente ( T ) 4 la courbe { C ) au point 1
L'équation de la tangente (T Jestde laforme : y= (1) x-1)+ f(1)

Orencalculant, ona f{(1)=0 et f(1)= -1+
DHHE{T}IZ}'={—1+£|[J:-1} = (T)iy=
b) Tracons (T jet{C ). voir figure a la fin
Partie C
l.a) vxeER e 2 1+x dol Vvxe]0;+w=[ e* 21-x :(a)
vxE [0;+m], —x <0 doo e *<e’ = e * < 1 :(b)
Des relations (a ) et (b ), on en tire la relation suivante
12 & 21-x = VYxE]D; 4w, -1 £ —&* £ —(1-x)
Donc ¥x€|0; 4+, -1 5 —-e"% € -1+1x
b) Démontrons que YxE |0, +=[, 1-x < g™ * 51—x+'?.

[

—

14 H)x+1-1
] L]

Soitte]0; +eo[ et xe]|0; +=| ona: =1 -e"* £ -1+t
Jo=dt s [ —etdt = [I(-1+t)dt

” ot bl

[-t1F < [e™)F < [-e+ 5]

2 1lp

¥

—¥% 5 B 1 £—x+%

En ajoutant 1 & chaque membre de l'inégalité , on obtient ;
o
1—x £ @ 51-x+=%.,

Enconclusion: vre]0; +m[ 1=x = a™* 51—x+’—:

2. a) Calculons 1,(t) a l'aide d'une intégration par parties
Lit)= J':',t“frtx dx

Posons: U = Inx et V= "
i 1 :..n-i-l

e " hESTE

. n+d 1 11 e
dod l,(t)= i:Ti!nx e E;K;de

TR 41 m
1

Lit)= :E—H-In:-: [ ti—ldx
m+1 1 nagq 1

W(e)= (55 inx] =[xl
L £

mi#1 1 m+i l

lit)= |2 nx| - JL’——]

It( } mei P l:-n'*l_:l] "
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H“‘l "l"‘l- !H'*'l
I “} e [ -tn1 - I“ ) ({I‘HIJ' {n+1:.'}
-u ] PLIS

¢
it)= = rl-tb't s I!I'IH]" x (m+1)

I.!l-ll-l ‘-H"" 1

Donc In{t}E {n+1)? nilhlt_ (n+1)*
b} Démontrons que : t €] 0:1],— L (E) + Zl(t) = I,:n::}d: NG|
Ona:¥x€]0; +w] 1-x < & * £ 1-x+ =.Enajoutant (— 1) & chaque

membre de linégalité, onobtient: —x < e "=1 = —-x+ =,

Enremplagant x par x* onaura —x' < a1 € =3 & f"?
vxe|0;1[, nx <0, En multipliant par Inx linégalité, on oblient :

&
2 _II_ 1:._'1 1_5
-x* < @8 R T -

~xinx = (e* = 1)inx 2 {:-Jur= i}im: -
—x'lnx 2 f(x) 2 {—x + —:Hﬂ.r = {—x + ]Iim:ﬂf{xj < = xlnx
veelo:1lona [ (= + Z)tnxdx < [ f(x)dx < [, < Inxdx

1 1
-f riinxdx + _fj x*inxdx < J’ Flx)dx < —j 2 Inxdx
¢ ¢ t ¢

En utilisant la valeur de I,(t) = [, x"Inx dx , on aura :
L{t)= J':f!nxd:r el Lit)= I:I‘l'.ﬂ.l.' dx.
On obtientdonc we € 10511, —lp(t) + S4,(¢) < [, flx)dx € = ly(¢)

3. a) Interprétation géométrique de 5
8 = J.; f( x )dx estl'aire ( en u.a ) de la partie du plan délimitée par la courbe (C) de f,

l'axe des abscisses et les droites d'équations x=0 et x=1.
b) Déterminons un encadrement de 5

On saitque : —1;(t) + %l*{t] = Lif{r}dx = =ly(t)
dol !H[—Iﬂth%l.{lj} < tim['fx)dx < fm-h) e

im(40+310) 5 S 5 im0
En partant de la valeur intégrée de I, t ) de la question 2.a),

on aura I;,n}-i-—mz-gl et ()= =-Eme-2
1 41 1
e "'“( lz{li'r-h:t}]— 575" —=ﬁ et Im(-Lit)) =g
1
450 =3 s 9
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CORRECTION DU SUJET 3: BACC 2014

EXERCICE 1

1. 1=1%* Méthode : D'aprés l'algorithme d'Euclide, on a ;

dividende 45 16 13 3

diviseur 16 13 3 1

reste 13 ]I 2 1 I 0
Ona PGCD( 4516 ) = 1, donc 45 et 16 sont premiers entre eux ; en effet, il existe un

couple ( a, b ) d'entier relatifs tel que 45a - 16b =1
20 Méthode
Ona 5{14n+3)-14(5n+ 1) =15=14 =1 . [ |) ; d'aprés le théoreme de Bézout, les
entiers 14n + 3 et 5n + 1 sonl premiers entre eux.
Pourn=3 ona: 14n+3=45 et 5n+ 1=16.
D'aprés la relation (1) : Sx45 - 14x16 =1, donc(a, b ) = (5, 14 ) ; en affet, il axiste un
couple (a, b) d'entiers relatifs tel que 45a-16b = 1.
2 = a) 1% Méthode :
ona: 45x10 - 16x28 = 2, donc le couple (10, 28) est une solution pariculiere de (E).
2 Méthode |
Ona 45x5-16x14 = 1,
En multipliant membre a membre par 2 on obtient 45x 10 - 16x28 = 2,
Donc le couple (10; 28) est une sclution particuliere de { E ).
b)Ona: 45x - 16y = 2
45x10 - 16x28 = 2
La soustraction membre & membre donne :
45(x - 10) = 16(y =28 ) =0 d'ol 45(x=10) =16{y-28).
45 divise 16( y - 28 ) et 45 est premier avec 16, donc d'aprés le theoréme de Gauss,
45 divise y - 28. |l existe donc ke Z, tel que y — 28 = 45k, d'ol y = 45k + 2B
16 divise 45( x - 10 ) et 16 esl premiar avec 45, donc d'aprés e théoréme de Gauss |
16 divise x - 10. Il existe donc ke I, tel qua x - 10 = 16k , d'od x = 16k + 10.
L'ensemble des solutions est: S ={{ 16k + 10 ; 45k +28 ), ke £, )
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i.1=0OnaB0u et 32v + 4 représentent chacun le nombre de jours écoulés entre Jg et
o " Jo mon compris ) par les navires.
Les deux navires A el B entrent au port le méme jour si el seulement si ona:
90y = 32v + 4 s0il 80u-32v = 4 cC'est-a-dire 45u-16v = 2,
On en déduire gque le couple ( u, v ) est solution de (E )
2 - Le couple { ug , vo ) est le premier couple d'entiers tous positifs solution de (E)
k=0, (w.ve)=(u,v)=(10;28)
3 - Le nombre de jours qui s'écoulent entre Jo et Ji (Jo non compris) est donné par: 90u
= 90x 10 = 900 Jours . Qubien 32v +4 = 32x28 + 4 = 900 jours.
EXERCICE 2
1.1a) ABC est un triangle rectangle en A . Voir figure

b) ABC esiun triangle rectangle en A, d'ou les points A, B et C ne sont pas alignés,
par conséquent AB = CA donc |a similitude S n'est pas une translation.
c)Ona: S(A)=B et S(C)=A,doilangle de S est : (AC, BA).
Or (A€, BA) = - (AC, AB) = (AB, AC), d'oi Mes(AB, AC) =~ donc Fangle de Ia
similitude S est: -

d) Le rapport de la similitude 5 est ;

S(A)=B et S(C)=A doi k == . Or tangz

315

1
= =
1]

2

w |

Or tanZ= 2 donc k = £ Le rapport de la similitude S est : k = ?
2-2) S(A)=B = Mes(TA, (16) = -
0 appartient au cercle de diamétre [ AB |.

S(C)=A = Mes[ﬁ“ﬂﬁ_ﬁ) =—Z | d'oi le triangle QAC est un triangle rectangle en 1.

z

, d'ou le triangle OAB est ractangle en 2 ; donc

il

Donc (2 appartient au cercle de diamétre [CA ].

b) Le triangle DAB est rectangle en £, donc (A1) L (B ).

Le triangle QAC est rectangle en (3, donc { A2 ) L ( C02)

Par conséquent : ( Bl ) = ( CQ ) d'oli B, 0 et C sont alignés.

NeE(BC) donc (AN )L (BC).

En conclusion () est le projeté orthogonal de A sur ( BC ).

3-a) S(C) = A et Ce (D), donc S({ D)) est perpendiculaire a

(D) passant par A, donc S{(D)) = (A).

S(A)=B et Ac(A) donc S((A))est la perpendiculaire & ( A ) passant par B.
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Autotal, S{(4))= (BB’)
b)Ona:(D)n{a) ={C '} or S((D))=(4) et S({A)) =(BB")
donc {S(C}=S{(D)nS((A)).Deplus (BB )n(4) ={B"}.
Donc S(C')=B',
c) Ona:S(C’) =E'.dnf1c Mas(ﬁﬁ’}-g donc le point 1 appartient au cercle de
diamétre [B'C’ ] ; donc lorsque ( & ) varie, le cercle de diamétre [B'C' ] passe par le point
fixoe 3 .
il . 1 =Placer le point | . Vair figure
2 a) Dans le repére [ A, Al, AB),ona za =0, za =i et zy = 1
Mes(AB, AC)=-2 < X% = —ib (avec b >0)=> " =.ib =

Eg=i4
Zc =b donc zc = |zc|= b car be R;
" AB _ lag= x| va . [i=0| Vi 1 1
fl= _— = e = — d ol = — —_— =
W™ N gkl 3 j%—0] 3 TR

donc |zc| = z¢ = v3 . En conclusion, I'affixe de C est 43
b) L'écriture complexe de la similitude S estde laforme 2 = az +b,
S(A)=B = s =@za+b = i=al0)+b = b=

S(C)=A aZa=azc+hb =0=ay3 +i :a=-%:‘

Donc I'écriture complexe de Sest: z = - ?:‘ z+ i

c)Ona S(N)=Q, dunczn_-i"—aznu >za(1+%0)=i=
T N _I-.n"i+'!|| ﬂ 3
zn—Ea zn—“w,i— = ,done Zn = +l

3 - a) Déterminons 'ensemble ().

1 L 'Ili- . Lt 'lli- |. —
|IF—1E'I—TII+ il =1 ﬁ|—74[z-|- j!—?:jl_

a3,
|=Sillz-v31=1 e |z-¥3|=243 o|zu-2c| =43
= CM = +3 donc l'ensemble ( I' ) est le cercle de centre C et de rayon +3 .
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b) Tracer de ( ). Voir figure,

PROBLEME

Partie A

1-Ona: Dy=[0;+=]

0€ Dr; donc 1 est définie en 0.

lim f( x) = lim x* (1 -2Inx) =Ei_rpu{ x? - 2x%nx)

-0

]
)

Car Iimn x*=0 ot Iirn[| 3nx = 0

d'ed !i.r."u fix) =1{0) = 0, donc festcontinue en 0.

2 — Calculons

Hmﬂ:x}-f (0) . b x’_{i = 2Inx )
l—:l:l x..u l-:ﬂ X

car Hn'au=ﬂ el limxinx = 0

E=i0

fesl donc dérvable en 0 et F{ 0 ) = 0. Donc { ~ ) admet une tangente horizontale en 0.

= lim(x - 2xinx ) =0
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3-a)
imf(x) = mx* (1-2Ing =-co;car limx*=+ax
W H=h = E—§

gt Iim1-2Inx =-o

E—

”:}= lim x(1-2In%) =-o ;car lim x =+mx et

lim "

= m x =i S

lim 1-2Inx = -m

E-s tm

B Ona limf)=-c & “l_mf (¥ =-o

Mt
donc la courbe ( ~ ) admet une branche parabolique de direction I"axe (OJ ).
4 - a) Démontrons que f'( x ) = — 4xinx

Ona Yxe]0;+=[, f'(x)=2x(1-2nx)+x*(-2x-)

= 2% — dxlnx - 2x

donc vxe]0;+«[, 1'{x)=-4xnx
b Sens de variation de f.

Signe de f°( x ).

fix)=0 = -dx = 0 ou Inx = 0

¥x=0ouzx-=1

" 0 1 +
-d4x | - -

Irix : - (.} +
F{x) + [:j -

D'ow wx €[0;1[ f’(x) >0, donc f est strictement croissante sur [0;1] .
¥rE]l; +m|[ ,f(x) < 0. donc f est strictement décroissante sur ] 1; + o |

Tableau de variation de f
X ﬂ 'I o

f{x) + 0 :

o | / \

cf(ve)=(ve)(1-2In(ve))=e(1-Ine) =0
Vre|0:1,0< ¥ £ 1 =f0) <f{x)<f(1) car festcroissante sur[0:1];

donec 0 < flx)=<1
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¥ E[l:JE]. 1< x <+ =M1)2 f(x)2fJe) carfest déeroissante sur
[1;:+e] idonc 1 2 f(x) =0.Par conséquent
vxe[0:ve]l 0 = fx) =1

v ElVe; +mo| x> e =f(x) < f(Je) car f est décroissante sur [Ve; +oo [,
Donc ¥x €ve; +ea, fix) < 0.
“Autotal vwxe[0;ve]l 0 < Hx) <1
vx ElWe; +omf, f{x) <0,
5 - a)Equation de la tangente ( T ) & ( #) au point d'abscisse e
L'équation de latangente (T )estdelaforme: y = F'(ve)(x - Ve ) + f(ve)
or f{ve)=0 et f'(ve)=—-d4eln[ye)= =2
dou y=-2ve(x-+e) donc(T):y=—-2yex + 2e
b) woir courbe a la fin .
Partie B
1 = Intégration par partie
S = [ f(t)de = [ e3(1 = 2int )de
Ut) =1-2Int ={U'Etl=-
Vi) = * V(it) =§r
Donc § = Hrl{l—iﬂntj]: - ,|':—§:-:§r$dt
5 = Hfr“—zenu]: + I:Erldt

s= [foc-amo)] + [2xie]’ = Fe(i-ame)
Au total , ona: s =2 (2 -2mnx)- % (£ -2tna)
2-a) Si a<+e alors flt)>0 donc

Ala)= () deyua =4 6 ¢) de yem?

Sia > e alors f(t) < 0; donc
Ala)= 'l:,l':;—fit}:!t :I-tm = I[— [f-f(t}dt}ua
Ala) = (4 jff{t;dt]cmi
b) Pour a < v¢ Ona
S=[Ifdr et Afla) = (4 [:‘f{:jdt]m? donc d'aprés la Partie B 1-on a:
Ala)= [{MI{E —Elnu'?}—ﬂ—; E—E!nﬂ}]:{lﬂn'

3

Ala) =[..:I=_ gﬂl‘:g— 2ina Hi.-n-:.z

BeJe _
9

[ ]

Posons 1

¥

: S 4 4 5
limAfa) = im (| Ea‘{g—ﬁm}l}
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_ ., Bede 20, 8,
nﬁﬂﬁ.{ﬂ}—ﬂ{ g Ta® Tyt Ina )
: _ Be/e
InAle)= g~ am
c)Pour @ >+¢ .ona:

Ala) = %G- En*[fu Eﬂnu]}cm‘ et Ala) =Eﬂﬁ]mlﬂﬂﬂﬂ

N ¢ . oo i 3 _!:‘_ =
Par identification, on a : 34 {; Iinn}i 0 =e
-§a3¢ﬂrt§—'—2mn=ﬂ = a=é
3 — L'aire de |a partie du plan comprise entre la courbe | ~ ), la droite
( Ol ) et les droites d'équations x =0 et x = ei  est égale a la somme des aires des

0 < x £ e .t [1’351515'

parﬂaﬁduﬂﬁﬂdﬂﬂ““t'nm:!u <y s [x) (x)sy<s 0

P {B’_"E.i. ﬂ an? = Ly cm®
3 s - ¥
Partie C
1-0M° = kOM I=k1.ﬂ'ME{’i}°3"‘ﬂ”}H

¥y =Ky
Me (,)ey =hi{x)doncy' =fa(x') o ky = fakx)
o fhike) = kf{x). Ona:
Fy {tqlzl:] = eT xe"™ x¥(n —2in [:e"_l_'L:]}
fo (€Tx) = €T x%(n-n +1 - 2inx) = e (1 -2Inx)

f (¢ ) = "' (x) donc la courbe ( 7 ) est limage de la courbe
n=1

( #1 ) par 'homothétie de centre O et de rapport 7.

2 - a) courbe { -7 ) et ses tangentes . Voir figure

Pour n = 2, 0n 5 k =¢t = & . [ *2) efles tangenies s'obtiennent par Momothétie
de centre O el de rapport +e appligué a ( ~ ) et ses tangentes .

(Te): y = =2Jex + Zeve

b) L'aire de la partie du plan limitée par la courbe { #z ), ( Ol), { OJ ) &t la droite d"équation
=@

&€
Soit C I'aire de la partie du plan vérifiant : {u” S xse

s ¥ 5 f(x)
= ¥ = Lx)
D = x 5 ¢

Ona: C' = kC avec k = ve ﬂc=""';dl:u‘u: L"=ﬂ¢:m'

g 9

Et C' Iaire de la partie vérifiant :{°
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5 — L'aire de la partie du plan comprise enfre { ~2 ), la droite { Ol ) et les l:ir_ﬁiiaa a'équmiﬂ;
x=0 et x =i
Soit .« ' l'aire demandée,
Ona: .« =k'.x ,aveck=+o el « = em?

PR Y L e

Donc laire .= "est:
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CORRECTION DU SUJET 4 : BAC C 2013

EXERCICE 1
U, =0
it@ (un ) est définie :
1.a. La suite (u» ) @ nie par ":"nEH.U_,,-m

i) Démontrons par récurrence que : Vne N0 = U, = :.']'L"
=8

I
Soit la proposilion P, définie par: Yne N0 s U, s 5 -

- Vérifions que Pg est vraie,

| :
Ona:Ue=0dou 01, = ﬁ; donc Pp est vraie.

. Supposons que P, est vraie, c'est-a-dire Wne N0 s U, = -

- Démontrons que Pee est vraie .

Ona:
1
| ; 1 ; |
YneN 02 U = _:-nsu,ﬂ[ J:HSU_E—ﬁ
e : ;I-a ;I-a | -a
. |
0sall € — = Isi+all sl+— = 1 £1+aU} s— =

l-a l=a I =&
I I

| € (1 +all} = = | sU.,, %
* 7 Jl-a "7 J-a

done Yne N, 02U &
Wl -@

Au total, Pa+ 1 est vraie, donc Pn est vraie .

En conclusion, Yne N0 s U, = o

i) Démontrons que |a suite U, est croissante.
Cakculons Uns1 - Un

1 ]
Ona: U, -U, =4 +alll - U, = U:[U—:+n] = U, =U"[ F+n=|]

Encadrong U+ 1 = U,
Ona:vneN, 0 s U, < = 0 slUi <

1

1_
1 > ] _1z0DobU,| |s+a-1]=z0ce
=E+a_1=ﬁ+a 2 IF

qui donne U,,, = U, = 0.Parconséquent Ug,, 2 U,
Au total, la suite (U, ) est croissante

!I.
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b) Démontrons que la suite (U.) est convergente.
. 1
La suite ( Un ) est croissante et majorée par ——= ; donc elle est convergente.

: |
Par conséquent:  lim U = iy

2. a) Démontrons que { V, ) est une suite géométrique .

Ona:Va =(Unsq ) - (Un)* dod

Voo = (Us) - (U) =(1+aui,,)-(1+a0?)

= VA UL ) N, e

Donc la suite WV, @st une suite géométrique de raison a el de premier terme :
V= U5 -L;= 1|

b) Expression de V. an fonction de n

Ona:

V.=V xg"" = W, =1xa";0or V,=(U,) -(UY)
done (U,.,} - (U,) =a"

c) Calculons la somme des n premiers termes de la suite Vs,

S, =l+a+a’ +a°+ ..+ a2""
=V, +V,+V,+V¥, +_____+V¥
- IIFI":'!I . |
| -q
5 = . avee W, = |
|-a

d) En déduire que : ¥ne N, U, = S,

Ona;
- =gt
Ui - U =a
us - Ul = af
Ul - U3 = a’
U .l =g
En additionnant membre a membre chaque membre de I'égalité, on obtient :
U -ul =a+a' +a' + 2’ +........... +a"!' =
TLARRR T R S
U: =8, car U, =0

donc u, = E
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EXERCICE 2
1- a)Coordonnées des autres sommets de l'ellipse.

« A’ estle deuxieme sommet sur l'axe focal (Ol)

2

| X +x,
X, = —4—28 = x,=2X-%X, = X, =9

| est le r'n'nil:iE!u-|:In!r[.ﬁu.lﬂu.']-l:l'::u.]1 +v..
St = Yo =2¥, =Y. =¥ =0

¥ 5

Donc A'(9;0)

« B etB '’ sont les sommets de l'ellipse sur I'axe non focal
Enposant 1A =a et IF =c¢ ol Festunfoyer,on a:
1A =J{-14P+(0-0F =5 et IF=yJ(0-4p+(0-0) =4

doi onalA=a=3>5 et IF=c¢c= 4

lavaleurdeb est - b* = a* - ¢® =5 -4 = O9donc b = 3

Onobtient B(4;3) e B'(4.-3)

b) Calculons I'excenlricite e . ¢
¢) Déterminons une équation de la directrice (D) de l'ellipse (E):

I'équation est delaforme « = ¥ dans le repére I:I By €y
i
L'équation est de la forme
a’ al 23
X =X, = c= = X =e=—tX, = X =-—+4%
¢ c 4
9
= X = - =
4

dans le repére [D.;.';:,]

2 _a) Déterminons une équation de (E) dans le repére [ﬂ. 5 LJ

AT L, P B
(E): danslampém[!.t..tt]: T R T e g
(E) : dans le repére [ﬂ. E..E,]:
1 1 1 I
[%-x,) i (¥-%) . i (x-4) + (y-0) - ]
a’ b* 25 9

J.c'asi-é-dire i

x5
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3-a) (Ea) 1 2° - 2(4 + Scosa)z + (4cosa + 5)F = 0
A =b* - 4ac =[-2(4 + Scosa)]* - 4(dcosa + 5

=4(16 + 40cosa + 25cos%a) - 4(16cos’a + 40cosa + 25)

= 36cos™a - 36

=-36(1 - cos’a)) or cos’a + sin'a = 1 dod sinfa = 1 - cosa
A = Pe%sinfa

b) Résolution de I'équation (Ea)
b+ + | g
x, = 2 JE=H4 SﬂﬂEE}+{ﬁlﬂ1ﬂﬂ'}=4+5Emﬂ + 31 sina
2a 2
: _-h-z;"E I 24 +_5ms-:r]|i- ([ 61sina ) e B

donc 8 = {4 + Scosa +3ising ;4 + Scosa - 3ising )
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¢} Mentrons que M appartient & ( E )
Remplagons x et y de (E) par 'abscisse et Fordonnée da M. puis de M; .
4 + Scosa
Les coordonndes de M, sonl: M,[J i ]
¥

[ x - 4) g e [4+§_¢ﬂ5ﬂ-¢}’ , [3sina)
25 9 25 9
=cos'a + sin'z

= |
donc M, appartient 4(E)
Montrons que M: appartient a (E)

Les coordonnées de M: sont @ M, [

4 + Scosa
- 35ina

|I‘::--d-l'|'h i o [4+5£u5u-4£ z {-hin{rE
25 e 23 9

= cas'a + sin‘a

=1
donc M; appartienta { E )
PROBLEME

Partie A
| - 1- Calculons la limite de u{x)en 0 et en +=

limui{x) = Iim{I +x% - 2%%nx ) = lim{ | +x?-2x.xInx } = |
wll

i=#ll X r—sill
car lim{1+x% =1 et lin:{xlnxJS{I
T—ail F=#
; |
lim wix) = lim { | +x*-2x%nx ) = lim h‘(x—: + 1 -1]:1:-:] = -
[—s & X [=h + & - + 1w 1

] i ’
Ilim — =0 et lim-2Inx = -c0
_1111:"2 =i+

car lim x*= +w ;
2 - a) Sens de variation da u(x)
- dérivéea de u(x)
ulx) = 1 + x* - 2x"Inx
u(x) = 2x - 4xlnx - 2x = - dxlnx

- signe de u'(x)

Uix)=0 = -d4xinx = 0 == -d4x =0 ou Inx = 0 = x = 0 et x =1
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X ﬂ' 1 + =

= 4x . -

Inx - ? +

Ui . Y -
D'od

"I;"J-'.E]{I i | [ ;u'(x) >0 donc u est strictement croissante sur ] 0:1 [

Wxe]l;+o[,u'(x)<0 donc u est strictement décroissante sur | 1 £
- Tableau de variation de u(x)

X 0 1 *

v [ Q-
2
o / \
1 - m

b) Démontrons gue I'équation u(x) = 0 admet une solution a

uest strictement croissante sur ] 0; 1[ . Onau(]0;1[) = J1:2[;0r 0 ¢ | 152,
donc 'équation u(x) = 0 n'admet pas de solution . .

u est stnctement décroissante sur |1 ; + =[ ,

Onaiu(]1:+=]) =]-=;2[:0r D & ]-ﬂ-:-LE[.dun::I'érquatimu{:Fﬂadmei
une solution unique a.

Autotal ,¥x € | 0;+ = [, I'équation ufx) = 0 admet une solution unigue a

c) Démontrons que 1,89 < a <19

u est strictement décroissante sur ] 1; +=[, en particulier sur ] 1,89; 1,9].
Ona:u(1.89)=1+18% -2({1589%(1,89) = 0,024

u(1,9) =1+ 1,9 - 2( 1,94n(1,9) = -0,024

d'od u(1,89).u(19)< 0 donc 189 < a < 18

d) signe de u(x)

Wxe |0 1], uestcontinue et strictement croissante sur 10 1
Onaw(]0:1[}=]1:2[ .d'otulx) > 0

Wxe| 1; @[, u est continue et strictement décroissante sur]1: a|.
Ona:u(]lia[)=]0;:2] :doduix) >0
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vx €] @ ;+of, uest continue et strictement décroissante sur ja; + = .
Ona:uf]a;+=[)=]-=0|  doduix) <0
vxe|0;a[, wx)>0
A loiet {".'-":-:E]ﬂ.*“ﬂo{, u(x)< 0
Il - 1- Calculons la limitede fen 0 et en + =

Inx L i
lim {x)= lim =——— = -o0 Car Ilr:l Inx == &l rm=1|+1:f}- I
i W = 1

i+ | 4+ x?
: - Inx . Imx .
| SR ool g et
. Inx . . N |
— il 1 = | — I - =
o I!:l'!1' X V= |—I|rrl1|:| + ¥ |.!r-“-5i| .il:"h:._
2 - a) Déterminons la dérivée de f
I
¥x O+ |, fix)= -
e oo, = A
I g
:“ R R L e e
ARE (1+xF TS
Mix) = u[";], avec u(x)= 1 +x* - Ix’inx
w1 = x* )

b) Démontrons que fi« | = %

. I + a?
Onaflay= cor @)= 0 = 1+a*-2a’hha =0 = Ina~= r
I + Ta
| + &
T3 1 +a® I I
dod Nea )= da’ - = e dong !-1..:;] = e

1+a* 2ol +a') 2art la

c) =ens de variation de f

signe de f ' :
X 0 a +m
uix) : + :
X + -
{T+};’}" | I + +
(9 r & - |

wxe|0, a[.f" (x}> 0 doncfest strictement croissante sur ] 0 ; a [
Wxe|a:+x '(x) < 0 donc feststrictement décroissante sur | a; + = |
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Tableau de variation de f

x UEII a +m
O | + o -

x || — \‘
0

={

3,a) Coordonnées du point d'intersection de (C ) et ( O )
(Ol): y =0 et {c::f{:1=]‘“

# x

fix)=0 = WX wg = Inx=0 = x=|
1+ x?

donc le point d'intersection de (C et (Oljest I(1:0)
b) Signe de f(x)
vxe]0; 1], f est strictement croissante. Ona: (] 0; 1) = | -=; 0 [, d'ol fx) < 0

vne] | a [, f est strictement croissante . Ona f(] ;& [} = ]'El: _1.;5[

d'odu fix) > 0

wxe]a:i+®|, fest strictement décroissante. On a (] e ; +«f) = 1'3'- IL; [ 1

d'ou f{x) > 0.

Hne]ﬂ'; I [.f[:-;] < 0
Vxel|l;+o [, fix) >0
4- Tracé de (C ) ( voir papier millimétré )

Partie B
1-a) Déterminons le signe de F

Le signe de Fix) = j‘t'"' 41 @st celui de ) = == "'”‘ - dans [1;+=].

Au tolal : {

Or ¥xe]0; 1].fx) < o Wxe[l;+o, r{x] = -n

—il & 0

Donc six > 1 alors J. 1+0 ( Observer les bornes de lintégrale )

En conclusion : pourtout x €]0;+=m|, F(x) 2 0
b) Calculons F "(x)
|

Ona ¥xe] 0+ e, F'(x) = f(x) = —

-
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Eﬂlﬂﬁﬂ'ﬂrﬁmlmmmxmr—mntm[nﬁ.{_ ® ' (x) -T_i_ﬂ
SR e :

w'(x) {ﬁ'.]rﬂiﬁ'{l} ['F'ﬂ}'[ﬁ;_]]

Or (tanx)'=1+tan’x et ¢ '(x)=tanx,d'ol ona:
. I _ 1 R,
ha tan’ [w{.ﬂ.}] I+Ian’[¢:{:]] ] +x?

b) Démontrons que h est continue en 0.
Dh=[0;+=[. 0€0}, dolhestdéfinieenl .
|

: e @) _ex)-e0) _ ey =1
]r:ﬂh{x} lim » = @' (0) T+ 1ani0)
dott limh{x)=h(0)=1 , donc h est continue en 0.
r—+ll
3-a) Intégration par partie da F(x)
" , I
F{x} = 'l-l*iﬁdt . Posons U =Int 'l-'=I+II
U= -: V= glt)
Dol
«l
[att = oo, - [ otoe
»gll)
= « [ =LAy
[ityin] j’l -
= [wiim] - [ hivd:
= @ix)inx - @(1)in1 - [l
= plx)inx - ['hindt ear Inl =0
done  Fix) = p(x)inx - j hit)dt
b) Calculons la limite de ¢ix)inx lorsque x tend vers 0
¥ie |0+ x|, pixinx = Xh{x)linx car hix) = pin) _, @ix) = x hix)
X

D'obona:
lim @(x )Inx = lim xh(x)inx = lim h(x) xlnx =0

car limhix) = h{0}) =1 et limxlnx = 0

=l
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4-a) Démontrons que  lim Gix) = f
Ona:

lim G({x) = lm F{x) = lim F[l]
e IR FE R X # W b 1

En posamt X = ];: ona quand x — + @
X—=0

On obtient : ;!111 Gix) = Li_cnn F(X) = I_iﬂ G{X) car F(x) = F(x)

Jim G(x) =G(0) = ¢
b) Le sens de variation de Gsur [0 + =
+ Dérivée de G
vxe[0i+of, G(x) = F(x) dod G'(x) = F'(x) or F'(x) = f{x)
donc G'(x) = f(x)
Le signe de G ' (x) esl celui de f(x).
En conclusion :

vxe|01[,G"(x) < 0, donc G est strictement décroissante sur] 0 1
vxe]l;+=[,G"(x) > 0 donc G est strictement croissante sur] 1 + = [
« Tableau de variation de G

X 0 1 + m

G’ (x) . c:,) .

500 \ /

5-a) Justifions que v, - i

225
Ona:

- ‘. ]
Yne NV, = u--—
w2k + 1)

et Y oo BIE LA A L
C o (2x0+1)  (2x1+1)  (2x2+1fF 1 3§ g N - B
208
1 aas
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b) Déterminons le plus petit entier naturel n :
1
(2n+3)

= 2n(2n+3) >In(40) = In(Zn+3)> i—m(-m]

1

e m+3) =
<2107 = (43 > oy

= (2n+3) >40

= In(2n+3)>InJ40 = 2n+3 > J40 = 2n > 40 -3

"'r‘*_i =3 n >1,66228

= n>

donc le plus petit entier naturel est n, = 2

¢) Un valeur approchée de ¢ & 25.10-7 prés est

1 I W .
£-V,| s . Or < 25.10" dob |£-V,| < 25.10
¢ V.] (2n+3)° (2n+3)

Onaobtenu n, = 2 ,donc | #-V,| £ 25.107

Au total une valeur approchée de £ 4 251077 prés est { = V,

d) Allure de (') :voir lerepére (O, 1,7J)
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CORRECTION DU SUJET 5 : BAC C 2012
EXERCICE 1
1. a) Démontrons que 2x = 1] 7]
Gx+Ty =1 S 2x+Tu +Ty =1
=2 +T(x+y) =1
=1 =-T(x+y)
e = l|7]
b) Résoudre dans Z , l'équation 2x = 1[ 7]
soit le tableau de congruence modulo T suivant :
M 0 1 2 3 4 5 ]

w |0 |2 4 B 1 3 5

Dot x=1[7] ©@x=47)donc x = Tk +4, ke Z
S={Tk+4 ke E)

c) Déterminons 'ensaemble des solutions da (E ).
En remplacant x par 7k + 4 , on obtient :

Ox+Ty =1 Y Tk+4)+Ty =1 <BIk+ 36 +Ty = 1

=7y =-63k-35 Sy=-9-5

Donc I'ensemble de solutionsde(E)est 5 = {(Tk+4,-9k-5), ke &}
2. Résolvons I'équation (E') :8x+ Ty = 200
Onremarque que : 9x + Ty = 1. 200 d'ou la solution particuliére de I'éguation
(E):[4;-5)sera multipliee par 200 .
Donc la solution particuliére de | E ') est { xo.yo ) = ( 800 ; - 1000).

Ona: Ox + 7y = 200

(Oxp+ Tyg =200)
Ox -x) +T(y-y) =0 <-9x-x)=T(y-y)

“<x =Tk + BO0 ; deméme y = -89k -1000
Donc 'ensemble des solutions de (E Jest:S ={(Tk+B00;-9% -1000); ke & |
3. Déterminons le nombre d'hommes et de femmes de cette association.
Soit x le nombre dhommes et soit v le nombre de femmes.
Ona: 900x + 700y = 20000 ; d'ol on obtient, aprés simplification 9x + 7y = 200.
L'ensemble des solutions de (E")est x=Tk + B00 et y =-9k - 1000 ;avec k ¢ &
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Ona: x>0 ,y>0 o x>y dold Tk + B0D > 0; -9k -1000 >0
Tk + 800 > -8k - 1000
Ona: k >-114 286 ; k <-111,111 et k >-1125, aprés intersection, on obtient
donc k=- 112
En conclusion, il ¥y a dans ceflte association, x = 7( -112) + 800 = 16 hommes el
y =-9(-112)-1000 = 8 femmes

EXERCICE 2
1- Justifions que { T ) est une ellipse
(T): Ix*+dy?+6x=9 =0 = x*'+6x +4y*- 9 =0
=Y r+x)+dy -0 =0 =3 x+1pP +4Hy-0) = 12
= “:'j? + {:'f';u}- =1 donc { ') estune ellipse de centre £3(-1;0)
2-a) Les coordonnées de F et F' MHM[[.;I;]:F[:}] z F[-DI]

_ . foy  _f-2
Les coordonnées de F et F ' dans le repére (0,¢, . ¢,) : F['J " r'[“J

b) Les coordonnées de A, A', B et B ' dans le repére (K¢, .¢,) !

f0): 0) o) « o _

Les coordonnées de A, A", B el B" dans lerepére (0.¢ ¢,

I {3 -1 (=1
o) 4] E[ﬁ] “ B[-ﬁ]
c) Construction de ( I ) : voir courbe
3-a) Construction de Net P . Voir figure
b) Déterminons le rapport r el l'angle £ de la similitude 5
S(M)=P < r=s et Mes( KM, KP ) = @
KMN est un triangle rectangle isocéle en N.
D'aprés la propriété de Pythagore, ona: KM* = KN? + NM* = KM = T'/]
P étant le symétrique de K par rapport a N d'ol KN = NP donc KP = 2a

KF 2a
Au total | | tdeS, r=—= = [r =2
TR KM  aJ2

Le triangle KMN est un triangle rectangle isocéle en N, d'od
Mes( KM, KN ) = Mes( MN,MK) = — = donc I'angle de la similitude S est :

@ = Mes( KM, KF ) -% donc |@ = -;
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¢) Etant donné que limage d'une conique par une similitude directe est une conigue
de méme nature , alors 'ensemble ( 2 ), image de { T ), est une ellipse .
Construction de ( @) ; voir figure
4-a) L'écriture complexe de |a similitude directe S estde laforme z"=az + b ou bien
g'=ee(z-2.) +2,.

T

-1
On sait que : le centre de S est ﬁ{ ﬂ}lﬂ[q}p:rtﬁ-[ r=2 etlangleest =- :

Douona:
z' = EE-'E{xflﬁrl = 1'-&(%-%i][;+]}-l

et = (1-ifz+1)-1 = z'=(1-i}z-i
Donc I'écriture complexe de Sest [2'= (1 -i)z -i
b) Déterminons les coordonnées de G et G ' dans le repére (0. ¢, E}

Ona:S(F)=6G = z; =(l-i)z,-i = z; = -1 donc G[u]

Ona:8(F')=G" = Ilr.=[|-i.:|zr_-i = z,.=-2+i donc G.['Iz]

c) Eguation cartésienne de [ 0 ) dans le repére {ﬂ. e, ?,} ’
= Déterminons I'expression analytique de S
Z'=(1=i)z -1 = x"+iy' =(1=i){x+iy) - i
=2 sy’ =(xey) +(-x+y -1}
Donc r_'nr'nail{:'l:rx“’f
v =ax+y- |

« Tirons x et y par addition et soustraction de x'et y'

On obtient : x= X ;’ 4. 5P =%

Enremplagant x et y de I'équation de ( [ ), on obtient I'équation de (€ )
Ona: ¥ + 4y +6x -9 =0 =

5 I 1 1 i 1 1 i
3[5_ou +4[Lﬁ*+l] +ﬁ[u:_1}.q B
2 2 2

3 2
Z(x-y' )"+ (xy 1)+ 3(xeyte1) -9 =0 =

Tx* + Ty® + 'y + l4x' + 2y'-41 = 0
Donc une équation cartésienne de (¢ ) dans le repére (0,¢,.¢,) est:
T + Tyt +2xy +14x +2y - 41 = 0
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PROBLEME
PARTIE A
1-a) Montrons que la droite ( OJ ) est une asymptote  la courbe (&)

On a l{:ﬁ]=;—x’-—;-lmt et D, =]0;+e]

: e Y e 7
lim fx) = LL“.![;“ '5"“"]

limflx) = +ao | car !Iim[-l.x-".l]=,l et lim -lnx = + a0
i =4\ 3 3 3 240

e =

d'od, 1irlr:f{:] = += ,donc la droite d'équation x = 0 ou { OJ) estune asymplole
verticalea ( ~ ) .
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b) Calculons lim fix) puis lim LY
e b iy

lim x} = lim [13’ g % -m]

: ; I 5 1 Inx
im fix) = Iim x| =X" = — = —
l—!-"'.'ﬂ:} r-a +m [3 J.I :.;]
lim fx) =+o car lim x =+ o0 Ji.m—-|—=l}et ]imlvi:ﬂ
Nt W r— & m R 1) = dm oy
1 s
- %" = = = lnx
jim %) o iy 3
=@ W EE X
¥ (! v 1 in:]
= lim|=%X - — - —
rweml 3 Ix x
lim H=+m car lim lui = 4+ ; lim 2 1. 0 et Iiml—"'-f- = )
-t oy r=s 1 Y R '] rew g
Interprétation graphique
Ona limfix)=+mo et lim M%) - 4+« doncla courbe { ~ )admet! une branche
y=t b = & = %

paraboliqgue de direction (QJ Jen + =
2-a) Calculons ' (x)

¥x e ]lj;+m[.,f{:q:]- =%x3=%-inn

fi{x) =:|-::'-l
p
J
f'{xJ=H l
X
- ]
r,{x}={x | Kx2+x+1)
X
b) Sens gaivnriali_nm_:laf_ _
X 0 1 + @
X =1 - Llj +
X4+ 1 + +
X & &
f*{x) - Q@ +

Wxe]l,+ef, I'(x) > 0, donc f est strictement croissante sur ] 1+ =
L} E] 0;1[.f(x) <0 , donc fest strictement décroissante sur 10;:1]
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¢) Tableau de variation de
X 0 1 +
t(x) . Q

fix) X. /

3. Construction de ( #') : voir a lafin

PARTIE B
1 - Intégration par parties .
Posons U = Int Vi=1
u':] Vo=
|
Dol
L'lntdt = [tint] - ﬂl dt
- [t - [e)
ﬂlntdl =[tit-t ]
i s
=(1nl-1)-|=ln=-—
{ ¥in ) hnnn n]
fintae =24+ 1,
- n n

|
2 - a) Interprétation graphique de g _[lﬂ:t} dt

As estl'aire de la portion du plan délimitée par la courbe ( - ), I'axe (Ol) et les droites

déquations x = 1 &l x = L .

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries CRE

Edition 2017



,ﬂ."=i_l.. I'-q-L_IE,l.p]
12 3 12n in X n
3 2 | Inn
A = o e — o
" 4 3n_ 12n'* n

lim A_ = |im[1- .. -l“"‘)

nsem ~+=\4 3In I2n° «x
y 3 .o A . 1 Inx
im A, = —| car lim—=0 ; lim =0 e lim—=0
=k & 4 """""':'3[1 H-I--mi_ln* m—ptm Y
k k+1
3-a) Pour 1s k s n-1 el Yie [—. ].nn::a[u;!]alraﬂ
] | n

décroissante sur ]0; 1], donc:
Tl f[k+1] < flt) if[E] =

e -

=1 B

j'i';'lr[kn Jdt 5] ﬂ'l}dt sjkzlr[

(k+1)p= ==t k

FET,J-I-E dt < IE fit ) dt ﬂf(;)f d =
r"'k_'_l"- k+ E kE+1

f . J[t}_:" < _I'%" E{t}d'c Ef{ ]t] =

k+1
donc on obtient : lf[—-] < I fit)dt < — f[h)
" n \n
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by Ona:
A= [ Re)d

L} ]
A, = J!nlﬂ”m + L_Ff{t]ndt + Ijﬂ’_t}dl +..-.-..+féﬂl}dl

|
r(z] < [r)a s ey
= n

n 1

d'on

3 i
r[i] < [{Rua s L2
n = n .,.I'Il,.

4 . 1.3
fl=1 = | dt £ —f| =
[n] J.-f":” n \n/

1
n
|
n
|
-

%f[EJ < J';ﬁ[t}m < ;i'-r(“T]]

En additionnant membre & membre l'négalilé ; on oblient

I_[ﬂ:i}-q-ﬂ:i}q- =S +ﬂ:£ }] < A, = l[ﬂl}+ﬂ'i}+ +1"[LI}]
n n n n ] n n (1]

|
4-a)Démontrons que : A, <= 3, Eﬂ.,"';:-ﬂF}

Ona:
3 - i[ Il’—l~]+f{£]+ﬂ§-}+ ----+ﬂ£}]
n n n n n
» lﬂl}+ lf{i}-r lﬂ:_%.}+ sl lﬂ:ﬂ]
n n n n n n n n _
- lﬂ:l} + I_[E{E}+f{§_]+ ..-.+f[P__].]
n n nl n fi n

doa I8 ¢ lalyea]
n n

= <t < 1,or feststrictement décroissante d'od
n n

Puuru[l;l]m

< fl) = [Ifa < [) (D dod ’;.Elﬂll (2)
n = = n _ n n

: 1.1
Les relations (1) et (2)donnent: |A, S S, < A, +—f—)
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b) D'aprés la théoréme des gendarmes, on a :

lim S, = lim [A, + ln[i}]
B—f + B—t ko mi M )

lim S, = % car lim A, =2 et lim ~iL) =0
n

3
IEES i & i 4 A= %@

PARTIEC
1 - Démonstration par récurrence.

: |
Soit Pn la proposition suivante | 1'+2’-!-]’+..-_.+n3 - [“[“; I]]

- Vérifions que P, est vraie

. 2
Ona:12 =1 et [1{I;”] =] ,dod 11-:['{1;'!]]

Donc Py ast vraie .

1
+
Supposons que P, est vraie , c'est-g-dire ' +2 +3+..... +n’ _[n{nz I}]
- Démontrons que Pn.y @st vraie .
Ona:
b J
P+2'+3 + ....en’+(n+1) = [L“;_.l_:'] t{n+1y
=M+{n+l}1{n+]}
-(n+l]|":r—‘+|{n+1}:|
‘n?+4n + 4
= -|.-| -] ] o
(mn ]'_ a 1
T , (n+2 )
(n+1}) e
P+2+2 % o+n’+(n+1) =[{ﬂ+1lin+1]J’
2

Donc Ph.1 &8st vraie.
En conclusion , pour tout entier naturel non nul, on a :
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2a)0na: In(2) + tn(2)+ in( )+ - +in

E) (Fxixix.x?)
tn(2)+ m(Z)+n(3) + +in(}) =in(2ixixoxn)
n(5)+ )+ i) s an(E) 2

vnsim o e oot

s.-[u———fnt} 1O -3 m(3)+ @ - 3= (D)
5.—1[ (1P+2+ 3+ .'."!}1.—1—5———---———(ln[:—::l+l‘n{i]l+ +ln{_}

s, = 3|5 *(-57)- ()

Donc S.,—F[n{n+l}]‘—1—1.rn

¢)Onssitque S, = — [n(n+ 1) - - (%)

dou lim S, = fim [Wlntn 1]]*_%_1ln[:,f)] on obtient :

-3 |- dms.

. . 1 n* 1
gm () =1 | e ] e rr] = me <

3 —a) Justification
in(U) = In(E) = n(Va)-In(n) = tin(nt) = InCn)
In(U,) = i{m[u!} — nin(n)]; donc In(U,) = '-llln(:—;)

b) Calculons la limite de U,
On sait que : lim In(U,) = lim %In :—'} =.1 ,dou on obtient:

Jdm U, =e"’. Autotal |lm U, = EI
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CORRECTION DU SUJET 6 : BACC 2011

—— — ——— —
EXERCICE 1
1- Calculons les coordonnées (x'; y') de M’ en fonclion des coordonnées (x; y) de M.
Ona: Z=zl-dze x'+0'=(x+) -dx+iy)

o x+iv'=xt + i =y —dx-diy

o X+ =(x" =y —dx)+ (- dy)i
fins =X -J.-'! -4x

y=2y=-4y
2- a) Démontrons que l'ensemble (H) des points M du plan est une hyperbole.
7 EiR =x'=0c -y =d4x=0
o (x=2-4-y'=0 (x-2)' -y =4

(x=2)° ¥ i
4 4
i ]
Donc 'ensemble (H) est une hyperbole d'équation : {I;:} _% =]

b) Dans le repére (O, & ;&,),

- les coordonnées du centre (2 ; 0) aveca =2 ;

- les sommets de I'hyperbole sont ; A0 ; 0) et A'(4 ; 0) ;

- les asymptotes de (H) ont pour égquations (D) : y=x-1 et (09: ¥ =—x+2
c) Construction de (H). (voir courbe)
3- Déterminons les points M du plan tels que OMM'P soit un parallélogramme.
OMM'P est un parallelogramme < OM=PM o z- L=Z-Z

= z—ﬂ:z*-dz+g+2i¢:.-. E=Iz—4z+g+2i
= IE—EI+2+21'=D

Equation du second degré d'oliona: A = 5° —d[§+ EuJ e A=15=Bi

x'+y'=|15-8i] [x*+y?=17
Les racines carrées de Asont: [x? — y? =15 =’ -y'=15
2xy = -8 2xy = -8

2x! = 32 x? =16 P 2
X = X==-
=] El!l}=2' =5 ?lzi ..::;.[ .1 ou {
xy=—4 |xy=-4 U

Donc les racines carrées de Asont : 4 —iet =4+,
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Les solutions de I'équation sont :

) a2 B LI LN ot JHeld-0 0-1_ 9 1
o o MRS B e " 2 Wit 3y
Donc les points M ont pour affixes ; , /1.1 81,

H{z-rzl]-ﬂlhl-(? 2|]
EXERCICE 2

1- a) Jusiifions que 'ansemble des valeurs prises par X est : {10;105;11;11.5;12).
Utilisons un arbre de choix pour justifier

1* Feu 2* Feu Termps mis (min)
WV 10
Vv < o 11
/ R 10,5
b
2 v 11
£ o o 12
4
E\
W 105
£ é L 113
R 11

Donc 'ensemble des variabies aléatoires est : X(Q) = {10; 10,5, 11; 11,5, 12}
b) Justifions que P(X = 11) = %

La probabilité d'avoir X = 11 est : P(X = 11) = PyPo + PoPy + PaPr
Avec Pv = probabilité d'étre ver ;
Po = probabilité d"étre orange ;
Pr = probabilité d'étre rouge ;

F{K =111=%H%+1:¢J—+ l:_l &= F{x =11}=%

4 2 4 4
¢) Déterminons la loi de probabilité de X.

: e S o S e o B

= = — —_——— =1 = — —_ _— _— T = I =

P{X =10) 2:2 - P{X =10,5) 2H4+4HE 5512
5 ; [ A L 2 1 1.3 -1
PX=1)=— PX=110)=-x—¢—-n—=—=— X=12)=—n==—
sath e L ISt E e R
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Donc la loi de probabilité de X est :

X 10 10,5 11 11.5 12 Total
g | 1 5 1 3. ,
iadetc 0 WOV 2 16 8 6 |
2. Calculons l'espérance mathématique de X. Interpréter ce résultat.
: 1 1 5 1 1
E.[J-:}=E:-a,r*i=mui+1||:|-.5.:-li+*11:-.cﬁ+11.5»:5412::E

(™1}

E{I,‘r:#:m,?ﬁ
Interprétation :

La temps moyen (ou la durée moyenne) mis par le livreur est de 10,75 mn ou
10 mn 45s. Il est donc en retard.
3~ Le livreur part & 19 h 49 min de la boulangene.
a) Calculons la probabilité qu'il arrive & 20 heures précises chez le client. .
Le livreur part & 19 h 49 min de la boulangerie et arrive 4 20 heures précises chez le client ;

donc le temps mis est de 11 min ; dolu la probabilité cherchée est
P(X = 11) donc P(X =11]=15§

b) Calculons la probabilité qu'il amive en retard chez le clhent.

Pour qu'il arive en retard chez le client, le temps mis est 11,5 min ou 12 min,
donc la probabilité est P(X > 11)

1 1 &
P(X>11)=P(X = 115)+P(X =12) = 2+ P(X>11)= =

4-_ Pour celte question, on donnera lamondf d’ordne 3 de chague rdsultat
* a) Probabilité pour que le pain soit livré exactement trois fois a 20 heures précises.
MNous sommes en présence d'un schéma de Bernoulli :

- La probabilité qu'il livre le paina 20 hest p = % ;

11
- La probabilité qu'il ne livre pas le pain a Eﬂhﬂﬂq=1—pnﬁ :

Le livreur répéte cette expérience T fois :'c'est une loi binomiale.
La probabilité pour que le pain soit livré exactement trois fois est .

P(X - 3]'=C:{F'f':q]‘ =C:[%T[::—é]. P(X =3)= 353{‘;1&2:5]”[;;:;}
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P(X = 3) = 0,239

b) Probabilité pour que le pain soit livré au moins une fols & 20 heures précises.
La prababilité de ne pas livré le pain a 20 h est :

P(x=0)=C;(p)’(a) = CT[ ]G;] Tl [:;)

Donc la probabilité pour que le pain soit livré au moins une fois 4 20 heures précises ay
cours d'une semaine est :

PXz1)=1-P(X=0)=1- [;‘;] P(X =21)=0,927

PROBLEME
Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire.
1- Etudions le sens de variations de h.

¥x ER, H{I}I=I+£?
[ £
¥Yx ER .i:'l:.t]|==l]+-i.=.'T

vr € B, H{x)>0 donc k est strictement croissante sur B

2- Calculons les limitesde hen - eten + = .
. lim h{x)= Ltm[“e?]: lim x+ lim &2 =—a
i L P W T—k— T T

Car limx=-w et lime!=0

N T T—i— I

4 X
, lim k(x)= lim[1+e‘}= Iim x+ lim &=+
i =i i ¥ =ich i

H=d 1 T=f I

L}
Car imx=+m & limel=4+wm

o =h o p=dk m

3- a) Démontrons que I'équation A(x)=0 admet dans R une solution unique a
h est continue et strictement croissante sur R ;ona:0eh(R)

Donc N'équation hix) = 0 admet une solution a € K. On a aussi :

= 0.7

W-0,T)==0,7T1+e * =-0,0088

= .35

h-0,70)+e * =0,046
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p'oa M=0,70)xA-0,71)<0 donc - 0,71 < a <= 0,70.

b) Déduisons que 7 xe]—o0;of, Mx) <0
wxe]—w; 0 h est strictement croissante dolona - x < a = Ax)<Ao)

or Ma)=0 dot Ax)<0 donc ¥xe]—o;df, Mx)<0
Déduisons que ¥V x € Ja;+f, Ax) =0
vxela;+oo h est strictement croissante d'eliona: x> a = h{x ) > hia)
or Ma)=0 dou Mx)>0 donc Vxela;+of, Ax)>0.
En conclusion : vxe]-oo;d, Mx)<0

v xela;+oof, hx)>0.
Partie B : Etude de la fonction fi.

Pour lout nombre réel x @ f(x)=(2x+4)e ’—x
1- a) Démontrons que _,r';tu}=—2—-::-i.
a

0

fix)=(2x +4;|a_3 -x = fa) ={1ﬂ+4h‘_i o

Or hia)=0 —a+el =0 ef=-a

D'od j’,{u}.{:un}f'!: _

Ja+4
"’r'{ }_ =a ftu}_zﬂ.-l‘-'q"u
f1
4 4
fla)==-2-—-a Donc _r;{u1=-z_{;_E
i

b) Déduisons un encadrement de /(@) d'amplitude 0,1.

Ona: -0,7l<a<-070 et -0,71<a<-0,70
- |

et 0,70<-a<0,71

0,70 a 0,71
| [ |
ul..” = ﬂﬁ el -240,M¢c=-2-a<—- 2-0,71
-=I
- = <-2—a<-—
071 ﬂ?n|m5' : qu@
Les relations (@ et @ donnent :

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition Iﬂl?



396

4 4 4 4
- 1,30 —2-g=-—=<=]294 — 4, mPeg=—d

| +{|,':I'|.{ a 41{ +ﬂTl] 3<-2-n ﬂt:*l*ll
Doncona: 43<f(a)<4.4

2 -a) Pour tout réel x, calculons f| (x) et démontrons que fi{x)= —ﬂ[;}g_%

T
-

vz €ER fi(x)= [21+4]| Pox

vx ER f(x)= 2:-——{!x+d}£ r -

|||-Id|

v ER f(x)=2¢ P-(x+2)e ’-I

Ve €R f(x)=(2-x=-2)e -]

v ER f(x)=—xe -] Ona: _,I';[I}E-It_i-]
od : I-EE]
f=-=-1 A== £(x) = ——
_E.! E-]' Ei
fi(xy="22) - f(x)= =~ h(z)e I
EE
b) Déduisons les variations de ] .

v ER ¢ ! >0 donc f,(x) estdu signe de —H(x)
D'ou:¥xe]-wo;af, f(x)>0 donc f eststrictement croissante sur] - «; af

vxela;+of, f{x)<0. donc f| eststrictement décroissante sur Ja +=|
3-a) Calculons la limite quand x tend vers — o de f(x),

x b

d=F="m

lim f{x)= lim [{EJH 4)e *

§ -k ) :
2x 4 g =] = lim _;I"l{_:jt lim I[[I +i]ﬂ
F—f— Tefm I

12l

tm 0= im

.

i =g i ==

lim f(x})=-o car lim x==o et lim [[1+1]E_5=-1]=+m
T—4— T X

Calculons la limite quand x tend vers -« de <= f{”"]'
x

lim <—~ fl[ o = lim [[1+i)e_i—l]=+m mr. lim [2+i]¢'_; =4 a0
F o Ne—fp= i I I

B

Interprétons graphiquement ces résultats.

Orna: 11mf[,t}—¥u: et Is_l:n*—'rl{'—:| + o0

N —f— - .:-
Donc la courbe (¥'1) admet une branche parabolique de direction (OJ)
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b} Calculer la limite quand x tend vers + = de Jfi(x).

Rt

5_.
hm fikx)= him [{Er-r 4)e ! -IJ llm f'[I'.l— [LI;I"L[IIE 144e ? x]
Posons X=-x Quandx—* #+x X —F -=x

X X
ona: lim fi(x)= ;',i,'!"..[_ 2Xe? +4e? + }{]

T j p—— -

i
lim f{x)=—c0 car I1m[ I:':EIJ=BL lim 4e =Dﬂnl_i'|!1__}[=—m

¢) Démontrons que (D) d'égquation y = - x esl une asymplole & ($1) en + =

i

hrn [f'[:l!] Jr']" lim {EI+4]¢-.5"‘+:} lim [ i)~ ¥] = ey
= =i T4+ m

F—am

L

Ilm [Jl"[xl-_p]zlllirn_ 2xe ? +4~E-i:[ ]:m[ﬂx} y] 0
L d'ol JUTgE

= lim - z:u:e-—u lim de == lim 4.e =0

L B f=a-s mh

car lim 2xe
Ona: lim !j,'{r] —y] =0 donc la droite (D) d'équation y = - x st une asymplote oblique

afvi)en + =
4- a) Dressons le tableau de variation de | .

K - =
fo'f x )

fﬂﬂ
t(x) // \

b) Construisons la droite {ﬁjafﬁm;— m:ﬁn-nmﬁmmm (O, 1, J). voir courbe

a #

5-a) A I'aide d'une intégration par parties, calculons pour tout nombre réel x : 1(x)
I(x) =_[:{2r s e dr

-r

Posons U=2t+4 et V=g
=2 ot V=_27

llIJ—’~ 2{1r+43.e=I L [ 2¢? ]ﬂ’i‘ l{;]é[{-d,; Tﬂ}c;l‘-p Iu'_ae:irdr
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I(x)= |:1.'--1~r E}el [- EI {[x}={—4x~3]ﬁ—{-4nu-5;g+[_Eﬁ+Eeu]

j

Il[.t}—t dx - 'lﬁ]t +16 = l{x)=16~-(4x+16)e?
b) Déduisons an cm2 I'aire a1 .

= [ -y = [ 2x+ e i

M=2ua Ar=4x1(2) cm? tr=416-(4x2+16" | cnr’
15[54-95&"] an = .#1={54_E:| em?
[

Partia C : Etude de la fonction fi.
1 Y -t
1- a) Démontrons que pour toul nombre réel x : ,.I’;(:]=~h[EI]E e

¥x € R, f,(x) = (2x + 4k)e® -

-x - X :.I_,

fi(x)= 1e"'-—{zx+me - fi(x)=2e¥ -[rz]r*—l
I

ﬂixl=[1-%-2]eﬁ-l .ﬂi:}u--EEE—:_, fitey=—£ -
K gl

Or h{;]=:+¢§ d'adl h[£J=£ +elt
k] &

- k x| - , 1 b

Donc fi(x)=—> =—h[—]e - -::r}]{.:fl:—h[—x}e
o k k

b) En utilisant la partie A, étudions les variations de _.!': sulvant le signe de &.

=B

Ona:¥xeR e i?}[r donc f,(x) estdu signe de }{:]

Pour k > [, a partir de la partie A du probleme, on a :
o SUf |- kaf, --‘l[hﬂbﬂ d'ob f,(x) >0 donc Jf; est strictement croissante ;

o SUF Jka:+ of, - h[-:—]-c[l d'ol f,(x) <0 donc f; est strictement

décroissante ;
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_Pnurktﬂ.

o SUr |- kal, _h[f}:u d'ot f,(x)<0 donc fi est strictement

décroissante sur |— oo ka [ ;
o SUr Jka;+ o[, —h[f]:ﬂ- d'ol fi(x)>0 donc /. est strictement

croissante sur |ka; + oof.
¢) Vérifions que ﬂ{h}=fsﬂ{ﬂ]_' .

4
Ona: f.'[ﬂ]=—2-u-g d'od ‘iﬁ{ﬂlﬂ("l—ﬂ‘a)jm

2ka + 4k

En::j;[ku}=t2h+4k}e$—m or A{a)=0 =el=—qg doi [ (ka) = . ko
PE
Ak
byt e futkay= -2k - - ka
/ &
flka)=k| -2=—=a
\ a
ff 4"'-
Silka)=k|-2-a-—||@
| a,
Les relations (@ et @ donnent | (A) =47 ()
d) Dressons le tableau de variation de f; suivant le signe de &.
Pourk>0,ona:
x - ki panl= =
[ dx) + o —
q =
Solkea)
Afs) / \
Pourk<0,ona:
" l - - + an
f i) = _ 0 +
o \ /
= flka) |
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2- a) Démontrons qun () = H(F).
14 méthode
Exprimons f; en fonction de A

Ona: f(x)=(1x +*‘}£-'T‘ -3 Dol ﬁ[i]{%ﬂ]eﬁ—f
(x) (2x+4k -__T:_I

fl '-.IJ-' _( k ]E k
f = -

5 f ﬁ[{hﬂﬂe“ﬂ] OF f,(x)=(2x+4k)e™ - x

X | 3 x
Donc _ﬁ[ﬂ: E;’,;x} = |filx)= &f,[k]
En conclusion, (Y ) est image de (Y1) par I'nomothétie de centre O et de rapport k.

2¢me méthode

f, (k) = {2k Py
£k} =k[{2x+ 4}5 = x] = |Jﬂ[h§l=1§'{[r}

Donc (Y &) est 'image de (Y 1) par 'homothétie de centre O et de rapport k.
b) Déduisons la construction de (¥'1) dans le méme repére que (%4).
3

(7. 1) est I'image de (¥ 1) par I'homaothétie de centre O et de rapport - % Voir courbe
s

3 -Déterminons en cmé s« en fonction de k.

A= i:'{_.fl{xb— ¥ )dx =J'"“[Er+ -I.E;l.:%d'.r

=4

Posons: U =2x+ 4k et "u"=ei
U'=2 et = - 2ke™
[ == T T =8
Dol Ak  =|-2k(2x+ 4k)e™ +j‘ dke? dx
2 ST L
A = |(-dkz-BkMe™ | +|-Bklelt
-0 3 AdiF
T .y 2h
A =|(-4kx-8k")e™ | +|-Bkle™
Jn -

L L 1
A =(-BE Bk ) —(-8K7) + (- 8k +8k)
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(— 24k’ +16k ) ua

A

] va

: 24k°
&

Ak .[lﬁ.rr’

-

[
]cm’
1{(2) avec l{2)=16 -

244!

-4 w[lﬁt' -
G

A

96k*
€

A

24

2

4k

Ak

4

CONSTRUCTION DE LA COURBE

..... m:..m::mL.W..W.:_I. |m:|m:..m:..m::m...:._|._.|m:|w: 1

i e T L TR T B TR s

.Inlnlm.“d‘....”.“..ﬂ.‘.

: LT RRES NN

el B e L L L LT T

R LT T R LT EETT TP P

LETTES T

e

o e, S e
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i CORRECTION DU SUJET 7 : BACC 2010

EXERCICE 1
1. Justifions que: Yx e R, e~ ¥ —

o

e
ona: 1~ <In(l+1)<r Posons : =€

¥

e - l'-E-!iu'.'. In(l4+eX)<e™> = e—f—f"—;': <In(l4+e~¥)ge 2

Or fix)=In{l4+e~*) donc e"-‘~—$ < flx)<e X
2. Démontrons que la suite {U n] ast strictement croissante.

o Um-l [ Eml] -ﬂf’- ]+Enfl

0 ml . Um:—i
roe™ >0 dow =15>1 = U >U,

Us

Donc la suilﬂ{U ”} est strictement croissante.

3. Démontrons par récurrence que: Yn e N*, In(U, )= f(1)+ f(2)+...+ f(n).
Soit Ia propesition (£ ): Yne N*, In(U,,) = F(1)+ () +...+ f(n)

- Vérifions que {ﬂ}le&t Vraie. _

on a: U]=l+%=l+f’" =5 ]n{UIJ=In[I+E‘t]=f{I} car f(x)=In(1+e¥)
Donc I:.!r'i' }uat vraie,

- Supposons que (Pk Jest vraie c'est-a-dire Yk e[, In(l/ }_ S+ +..+fk) .
Demontrons que |:f k4l ]e5l vraie.

Ona: Uml =|'I+ t -]b'”

el

|
Si n=k alors Ut I [ EM]U&

i

Or ln[L.-’kj=f{]]|+f{1]+---+ﬂ“

E"U&ﬂ =In

]+_

+|"U.t -ln[l+£‘|#ﬂ]]+lnf..-’j

+ S+ F(2)++ Jlk)= flk+ 1)+ f(1)+ F(2)+..+ f(k)
Inli, =S+ f(2)+..+ (k) + fk+1)

3 [+
Donc ]“Ui:ﬂ_m[HE_
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Danc {Pk i l]e.lsl vrale,

En conclusion, 'Yn € ¥, In(U, )= f()+ f(2)+...+ f(n)
4 ﬂnpﬁﬂ:ﬂ”=é+£i—+---; et b, —:-+;]4-+ ;!IF
8. Démontrons que: g, - =5, <In (U, )< a,

Soit Fencadrement . v y = B . g-* _ %,: flx)< e X
Posons x=n avec n=>]

Ona: e"—€.2 < f(m)<en

Pour n=1 2 3, 4, ... n

Ona:

E_F—FI":I{H*:E_]

-
£l < f)<e?

e~3—f_TE::f[Sj{r3

et — { f (4)< e-*

E‘"’—f:;:{f{n]{r”
La somme membre 4 membre donne:
|-+ 24 ten)- ’H"”.: +e 4 te W< D+ S+ + flA)<e He i 4 be
done a,~ b, <In(U,)<a,
1= ]
h.JI-.IE'H'lﬂﬂlql.rﬂ '#'”E Hir ﬂ'" l _E-E'j_
Ona: — | 1 N
a,=z+ }T+"'+£"

(an) est la somme d'une suite géométrique de raison '-g,- et de premier terme r ik

1_[;

1

£

- g —I---l"-i'_"""I
M 2—1

Do — s =l—
WYl g, S d, == |
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¢. Démontrons que la suite {U”} est majorée.
- a —"f_l"
n2le-n<-lee"<el -zl Sl>l-e"2]-¢!
pot 1—€ <]
1

e 1 [ ]—e " D l
(1—e }!E"]{IKE—]# s {E‘-"I UHEHH{;__T
Or

a,, —]Tb,,ﬂ:lnw,]:: a,

U, <en
L.
Dot U, <ee-l
ik

En conclusion, la suite [Un] N est majorée par ee—1
"

En déduisons que la suite {Un} est convergente.

La suite {U } est croissante et majorée dnnn{gn} est une suile convergente,

"N _
d. Onnote £ 1a imite de ta suim{U }

Démontrons que _ e+l g 1

z[.zl-t} e-1
| | |
Ona: bH—E—E+E4+ +ﬁ
{.-!-.n"] est la somme d’'une suite géométrique de raison I el da premier tarrnal
el e
s = | —g™
d'od ; &”_h]xi__'?q_ avec nz 1
n
)
et =& =2n
__:u:— ==
n _ ol
E.'Z
or |—e2" <) Dot p <« Donc lim (b . et lim (a,)= I
¥ ""E'l 'E-a:+m“'l_l “_fme_—T

Autotal, g, - b, <InU, <a,
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Déduisons une valeur approchée de [ a4 0,1 prés.

] 1] 1 e —1)—(e— I}I ol
e-1 2(ef—1 ":"““":‘"I"i'h Ae—NE-T) e
2el—e—1 i
2e—1Xel - 1}-'" S |
1
2[e+zJ[e 1} — |
2At-N)fe-1)"  “e-l
2e+1 1
|
nn:__f=w-e_'
J~ 0,582
f=179
EXERCICE 2

{. Démonirona que la mmmrammmmﬁ,

sat E={l; 2, 3 4 35 6} rensemble des éléments du dé.
Obtenir trois chiffres d'éléments de £ est un 3-uplets de cet élément de £
Donc CardQ =6 =216.
La probabilité d'obtenir trois chiffres identiques esl
Soit A 'événement ;
A={115; 222, 333; 444; 555 666/
Cardd 6 1
e & 36
2. Calculons la probabilité d'obtenir 3 chiffres dont la somme est égale 2 6.
Soit B lévénement. Ona:
B={114; 141; 411; 123 132 213 235 312 321; 222
CardB _ 10
i g CardQ} 63

Hﬂ)_lﬁ
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3. Démontrons que la probabilitd dobtenir exactemant deux chiffras identiqgues est 115_2_

Soit C I'événementl. On a :

112 121
113 131
114 141
115 151
116 16l

/. 1
311

4. La droit de participation au jeu est de 3 000 francs.

- 5i le joueur obtient 3 chiffres identiques, il regoit 5 000 francs;

- 5'il obtient 3 chiffres deux & deux distincts, il regoit 3 000 francs,
- 5'il obtient exactement deux chiffres identiques, il ne regoit nen.
Soit X la variable aléatoire égale au gain algebrique d'un joueur au cours d'une partie.

i

Cn appelle gain algébrique d'un joueur la différence entre ce qu'il recoit el sa misa.
a. Déterminons les valeurs prises par X.

Xz{—EEﬂJ;H;Z(IIJJIl

b. Déterminons la loi de probabilité de X.
P(X =-3000)= P(C) =|_5f

P(X =2000) = P(4) =

36

3
P(X =0) =—6-20_3

A
& 36 9
Donc la probabilité de X est : -
X ~3000 | 0 | 2000 | Total
X=x)| 2 |2 L
i 0 - 6l b4 B o I

c. Déterminons le gain moyen d'un joueur au cours d'une partie. Le jeu est-il quitable?
Le gain moyen au cours d'une partia est :

E(X)=-3000 x 2+0 x 22+ 2000 x %=

12 36

E(X)=-1194,44
L& jeu n'est pas équitable.

10750

9
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PROBLEME
PARTIE A
1. a. Calculons les limites de [ en —O00 eten +00.

Jim_f(x)=, lim_1(-5x+axZ +15)

9K 4 [ 2
= _lim_ T+l|m*? X< +15
 Jim fx) =+
Car hmﬂ=+m'ﬂ dim $ 022 415 = 4+

f—-x 7 3_
im _flx) = lim —{ ~5x + 4/x? + 15 ] = _lim 3[ Ex+-l-:1||1+1-?-]—F_llir'g‘_% [ 5+i|||1+1—i-]
L UL

G ;H.Tm%” R !_firg_t[-ﬁ +4 +£] =~

b. Démontrons que {ﬁ} d'équation y=—§x est une asymptote & {' [y } en 100,

I’{x}—r=%{—5x+d :1+15]— %J= 531—%3 2+15+;x
(&4 43 ‘*[ 4. 473 ]
—a XN+ 15| S x—Vx=+15
= — i % 2+'|5- = J 3 .L3 3
3 4. 42
3: 31':1 +15
R0 O s O
f(x)-y = -
;x—a x% 415 —3::-- ullx +15 —gx--% ¥2 +15
80 20
”I]-—}": —
-I;+-I1.|II.;|'E+1E £+‘JJ:E+1.5 20
a ‘Hm{{f{I]—yJ= lim =0

0 Y +15

n:arxlim 1+n.|';|:'2+15=+n:~ et lim_20=20

on a: lim (f(x)—y)=0 donc {ﬂ.] _].?——I.I est asymplote oblique & {C}
en +El:|',
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c. Justifions que la courbe {C] est au-dassus da la urﬁm{ﬂ] 1
20

flx)-

X+ J:E +15
Pour xe B, J:+~.|'xi+15::-ﬂ done f(x)— }":*ﬂ — fl[f]
En conclusion © VX € [, {E }asl au dessus de |a droite |'l.-'}.:|

2. a. Calculons f{I} pour tout réel x.

vig R, f[x]=é[—5x+4u'x3+15:|
.i"_'{rl=3'!—[-5+ 4 x 2 -.T'{_[r-5+ 3x J

Ixdxd 415 Jxl 415
b. Démontrons que fﬂstsh'imnrrmltﬂﬁﬂuissmtasur H-.plﬂ!-tﬁ'ﬂsﬁﬂl'ﬁ s0n tableay
de variation. Ona: 4x <5 & =54 ax__ <0
Jri+15 JZI+15

D'oa VXER, f(x)<0 Donc [ est strictement décroissante sur .
Tableau de variation de |

X )
@) -
| —

3. Déterminons les points dintersection de la courbe [C ] aﬁ;e-: les axes [[l"fj et {{JJ }
- Pour [C}ﬂﬁ.l'ﬂt [ﬂf}
Ona: f(x)=0 & H-snwﬁ'?ﬁ]:u

2 _Sx+40x2 +15=0> 4xi+15=5x > |5[xl+|5]=25:.-1

& 9x2=240 = .-:1:%
_ [8D __[80
A= T au Y= 3

WS L, a3
3 i e

=

f étant strictement décroissante sur R donc le point d'intersection de {C}EVE¢ {ﬂf] eslle

point de coordonnées: [4“;'_5 JB‘I.-'EH: f{ﬂ_}}ﬂ
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-F'nur{l“:}amc{ﬂil].

Ona: x=0d'od f(0)= fﬂ""‘r] J_

Donc le point d'Mmecﬁanﬂﬁ(C} avec {G‘JJ&EIhpﬂnldnmnrﬂnnn&e::[u;%ﬁJ

4. a. Construction de [L"-j (ﬂr] et la courbe [C }I (Voir feuille annexa)

hLDﬁmnﬂlrmsqua[C':]nﬂﬂmagudn{C}parlnwrnétrhdnmnhuﬂ.

ona: f(x)= [—-5:+4al'13+15J

'u“—xER.f{—:-:}=H—Sl_’-x}+4q’{—xii+lﬁ]
-.H5x+41.".r2+1 ].__[ S5x—4Jx2+15 ]

p'oi f(—x)==g(x) Donc [C'Jest limage de .[ C } par la symétrie de centre O.

¢. Construisons la courbe [E" J dans le méme repére que {E’ } (Voir feuille annexe)

PARTIE B
1. Démontrons ﬂ“[H]:{E}u[C']-

Mix;y}E{E]u[C’Ja y=f(x) ou y=g()

y=f(x)e y= 3[ Sx+4fxi+15 J
e Iy=-Sx+4fe?+15 o 3y+5x=4Jx* +15

= f3_‘p'+5xf =Il5{.1'1+|5:]-:::r 9yt +30xy +25x2 =16x? + 240

e 25x1 162249y +30xy+240=0
& Ix2+3y2+10xy+80=0
y=g(x)= _].-'=i-[—5.t'-l- -41.'.:1+I5]t.'::- Jy=—Sx+4Jxi+15

e Iy+Sx=4yxi+lice f3y+5.r]|z=lﬁ{:2+lﬁj

& 9y 4 30xy + 2522 =16x* + 240
=32 +3y2+10xy-80=0

H)=(C)JC|
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2

2. Soit 5 1a similitude directe de centra O, de rapport 3 et d'angla m%_
a. Déterminons Mécrilure complaxe de s,

z'=az+b
il i
2'=—J§e ‘1z+.':r avec {I=§e II
o Z,=2 =0=L =p=0
l—a l-a

— iR
Dong I'écriture complexe de sest z ' = %E‘ IT; = flz[%-%i}z

b. Justifions que J:’zé—{:l:+ r}’}ﬂ*}-"=é—{—1+}'i'
Ona: zr=x1+f}’lﬂ'f I."=.T+i:_]-"
Z

Dong —

L

c. Déduisons que M appartient a (H) si et seulement si M' appartient & la courbe (I)

d'équation 4x2=y2=20.
Ona M[x;y}E{HJ] & Ix?+3y2 +10xy-80=0

x‘=l[,r+y]|

Or 2

| L [xy'=y
Yugl-aty)

x—y'=x

En remplagant x et y dans (H), on a :
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3[:‘—}*']1+3{:'+y'f+ll][x'—y'}|[:'+_1.-':|—5[l=ﬂ

3[1'1—1;'_}-'+ _].-"EJ+3[I'I+ 2x'y'¥ }-"1)+II](:'2—}"1]—ED=-D

Ix'2+3p 2+ 302+ 3y 2+ 10x2-10y2-80=0

16x'2—4y2-80=0

4x2-y2-20=0

41:'2-}"2 =20

Donc ME[HJ'lﬁ M’E{I‘}

3. a. Justifions que () est une hyperbole puis déterminons les coordonnées de ses
foyers et de ses sommels.

2 2 2 2
c 4yt = pi = 8- _F o LS Sm
Ona: dx ¥ 20 & 50"~ 30 IﬁT 50 |
r2 1
15_: = }1_{! = | est I'équation d'une hyperbole d'axe f-u-l:al[a ,|:|.

Ona:a2=5 et b2 = 20
Les sommets sont : A[ /5 ;0 et A'[—-E:ﬂ]

Lesfoyers,ona :C = va + b2 =5+ 20=5 donc F [5 ;EI} et F'{-— 5 ;EII]
b. Déterminons Mexcentricitd de(l ).

5 _F

5

c. Construisons () et ses asymptates dans le méme repére que (H).

(On utilisera deux couleurs différentes pour (H) et (I') ).

Les asymptotes de (') : (Voir annexe)

{ﬂ]:y:%x =] y=%x=%‘.§—x <> [ﬂ'}:y=?:

(D):y = _%: = yp= -%—r = —I—:,.?;.r = (D)iy=-21x

4. Déduisons des questions précédentes que (H) est une hyperbole et précisons les
foyers et les sommets.

(T) est l'mage de (H) par la similitude S, donc (M) est limage réciproque de (I') par la
similitude S, A,

(H) est danc une hyperbale.

8=

B |
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o

:'Jz — 3

P—

2

1

i

L ; -
HEIJEFH :_ IF-H -

- Déterminons les foyers FH : FH ' da H)

5[H}= {F]:} x'

5

|
T

5 =

1
5l

11
2

Donc F [5;5! o f |—5;—SJ

2
""H'

z, &
"’H

.= .

- — |

® _
b

o T

. L

2 e

E

3 .
§ W
Y "

g ||
m [

— _ﬂ.,...-
|~ :
m T
T -
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CORRECTION DU SUJET 8 : BAC C 2009

e ——
EXERCICE 1

PARTIE A

1. Exprimons .r.'f, B et l':ﬁlﬂ"l.l.:l forme algébrique.

‘_g' iy .if T
a= ﬁ[cns%+¢'sin %]{:} a=+2let o n"*=[u"f:l e b

e g =Bel™ & gb=-§§

b |i‘u-_

bsﬂ[cus%%e'sin%]c: b=ﬂﬁf%mﬁﬁ=[ﬁ] -
o b= EE"‘Tﬂ-bE——EfE "

= J‘E_[Eﬂﬂg+f5m3}¢b¢ FeTwcﬁ—[ﬂ] ey
.=.ﬂﬁ=gef1.r,,=,fﬁ=ﬂffﬂ,::,rﬁ.=ﬂ

9. En déduisons une sclution de l'équation (E) : zEC, 2% =—8&
b _g = z6=ph5 = z=b Donc D estune solution de (E).

I:JF.

3. Soit j=— 3+t

a. Vérifions que _,I'Eil

- r 0T
_,r'=—;—+i'%-r'.:} j=£’J CI— _;'3‘—-1*"“-:: j3=|
b. Démontrons que jb tt_fzb sont aussi des solutions de (E].
. 2E i
E:Ina:j=€_j_ eth=y2e 4
Lz Ey.d Nirs
Dol jb=+3e 3 xe ¢ & jb=JZe 12

Verifions que jb est une solution de (E).
B 6 jllayg 6 T
jb] =[J§] F1E (4b) =8¢ 2 =§(-i)=—8i
Donc b est une solution de (E)
ALY S _jax
-Ona: jih=JFe 17 = jib=JIe 17

Vérifions que _;'Eb est solutions de (E)

Ona: [jzb]ﬁ =[ﬂ]ﬁe_i'jfg“ ;

, i -t 6
[ﬂb]ﬁﬂe G oW, g [_fle = -Bi

Ona:
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Donc j-b est une solution de (E).
c. En déduisons toutes les solutions de (E) puis écrivons les sous forme
algébrique. b ; jb . j2b . -b . —jb et —jb
- Forme algébrigue des solutions
h=-.-'T!n:u3"TT+I5i.n %-} &= bh=l+i & =-b==1-ij

HF iT jix
jh=J2e 12 = f2e 4 x ¢ T=[1+|’]

—%-l-f%‘
.flb=_l+2ﬁ_l-ﬂf -~ -jb=1+ﬁ+1_2ﬁf

T 2
y. ;
jih = ‘—%-ﬁrf%‘ [1+1’]= —]—'!iju—%f
gz __jzla}:l—l-.f3_+l+1~u"37,-
PARTIE B
1.thhmdanszlnwﬂbma: Igﬂ[ﬁ}
153[4]

Il existe deux entiers i et V tal que x=6u+0 et X=4v+3
D'ois on obtient - =4v+3 = Gu—4v=3 est une équation du type -EII'+E|'JJ =L,
- Déterminons PGCD[ﬁ ;4}

Ona: 6=2 x 3 el 4=22 donc PGCD{E-,.4}=2

3 n'est pas un multiple de 2 donc 5 = @

2. Déterminons tous les entiers naturels M vérifiant & la fois les deux propositions
suivantes :

& ﬂ” est un nombre réel

« b7 estun imaginaire pur.

WYmelN ona a, =[J;T]H e'-"'!t':' eth =[,ﬂ']n P

n= l}|l5|

n= 1[4]

bu—-dv = avecu € £ et vel

Or FGCD[6;4]=2 est un multiple de 2 donc I'équation admet une solution
§={12k +6; ke N|

a"e R
a e iR
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EXERCICE 2
1. a. Faisons une figura. (r)

(c)

b. Justifions que Mes[ﬂ_'d.b—ﬂ =—
(C) est e cercle de cenire O et de rayon OA. E'E{I:J

L'angle ( BDA ) est un angle inscrit 4 (C) et 'angle( BOA ) est un angle au centre.
lls interceptent la méme arc AB . Donc ona:

Mu[ﬁ_-'ﬁ_a)= EMEE{_";Q—B‘}= .
Donc MEE(_ DB)= =
¢. Démontrons thtrhn:lanuﬂt rectangle isocéle en J et de sens

direct.
J & (I et [AB] est un diamétre de (") donc le triangle BAJ est rm:tarmle en J.

D'ad (44) L(JB) or ﬂE{JE} - done le triangle DAJ est rectangle en J et de sens direct.

DAJ est un triangle isocéle en J car ayant deux angles de méme mesure.
Donc DAJ &st un triangle isocéle rectangle en J.

Démontrons que la droite (0J) est la médiatrice du segment [AD].
On a: DO = 0A et DJ = JA donc (OJ) est la médiatrice de [AD].
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2. Soit 8 la similitude directe de centre A telle que 5(l) = O.
a. Déterminons le rapport k et l'angle & de 8.

AO = kAl

Mes}Tr.Rﬂﬂ

-lerapportkde Sestk = %

Ona: AI=%AE (1): car | milieu de [AE!]

- DAB est un triangle isocéle rectangle en O. D'aprés la propnété de Pythagore

AP =0 + 0B => AP =200 => AB=201

d'od OA =%aa (2)

s(ij=0 «

1

Partant des relations (1 Jet{2 ). ona: k= %: = +/2
i

Donc le rapport kest: k=2
-l'angle # de S

e ——

HES!ﬂ.ﬁl:ﬂ Puisgue AOB est un friangle rectangle isocéle en O donc

Mes [ﬁﬁﬂ'] = %

Or I €[ AB] donc Mes [A] Ao|=T

Donc l'angle 8 de S est égale é%
b. Démontrons que S (H) = K
AK = kAH
S{H| =K« !.'Fas{:._lﬁ_ﬁJ i
- Calculons le rapport k et I'angle @

e
Gna.k—m

Hestle milieude [44] = AH = .%.I.J

(0J) est la médiatrice de {AD] donc Ke {DJ ]- est équidistant de A et B d'ol AK=AD.

JKA est donc un triangle rectangle isocéle en k.
JKA est un triangle rectangle isocéle en K d'od d'aprés la propriété de Pythagore, ona:

=K1K & JR=KE &> JA={2KA

1
JA
Or k:"ﬂ'ﬁ:ﬁ Donc le rapport est -‘f=1|§
i T
2
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- le triangle JKA est un triangle rectangle isocéle en K donc MEEIH' AK = %

D'od MEEFAH.AK =T
En conclusion : K = ‘n'r_ at Mﬂ'ﬁlﬁﬂ_] —dnl'H: S{H]I

¢. Déterminons la mesure principale de l'angle orienté

3

)

[JK ) estia médiatrice de[4D] et k € [AE] donc Mes [Hﬁ] =7

Considérons le tiangle AJB. | milieu de [ﬂ E] &t H milieu de {AJ

D'ous (HI)/I{JB)

Dans le triangle AJD, H milieu de {M] at K milieu de [ﬁﬂ] donc {HH'] il {Jﬂj

Comme fHF}H{JE]HI [HH}H{JE} cela montre que les points H ; K et | sont alignés et
|:HJ‘J'|:|'.I'{DE].

La droite l.dﬂj forme avec [ﬁf.l"] et fﬂﬂ} deux angles dont les mesures sont

o Mes[DA, DB) =1 ot Mes[KA.KI) = I Dou:

———

{1 = MesRK)- .53 = -
Mec[i.10)= %

3. Déterminons I'image du cercle ([') par 8.

Soit 3 la simililude 5
S i s{[af])=[40
o oo (4[]

Limage du cercle | par S est le cercle (C| de centre O et de rayon AO.
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PROBLEME

PARTIE A
1. Etudions les variations de I{ .

wx) = .--:E +4-4lnx

Dy = J0i+=
N L
X = = -

Sens de variation
Ve ]r:l; ,..'i[, u'(x) < 0 donc U est strictement décroissante sur ] 0; vZ [.

Vxe ]Ji, + m{, u'(x)> 0 donc U est strictement croissante sur WZ; + o [.
Tableau de variation de U

x//"

6 = 2In2
2, Justifions que: Vxe ]ﬂ; +nt:l[., u(x)=>0

Vax e +00f, 1(X) admet un minimum relatif qui est 6-2in2 > 0

Donc Vx e }ﬂ; + m[, u(x)>0

PARTIE B

1. Calculons la limite de f en O et interprétons graphiguement le résultat.

; : | |
| ==} | =x=1|=-1 ==
lim f(x) car J'l_m‘nﬂ[ - ] et lmﬂ[ n .1'] o0
Ona: Ilim 0 f{x)==—100 donc la droite (OJ) est une asymptote verticale a (Cy).

2. a. Caleuler la limite de [ en +0C

: s " : Inx _
x—lgﬂm-f‘[ﬂ""m car 1u$ [—x I] +m“1—'#“imT‘“
b. Démontrons que la droite (D) d'équation y=

e[ +m.,

,:E;--] est asymptote i [C)

{f{I} J*}—I_ﬂml“x 0 . don Ia droite (D) d'équation y = x| est

une asymplote oblique & (C) en +aoC,
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3. a. Vériflons que: vy e ]UL+m{_ f(x) :%%l_

f::jn%x-n?'""
1
2x —x-2nx 2
f'[!]'=l+ " . . 4 1*2-2:“ _2 +4}unx
E 21 2 i 2%
: uix)
Donc f{x)=
2x2

avec LU(x)= % + 4 - dinx
b. En déduisons le sens de variation de / et dressons son tableau de variation.
Onsaitque vxe]0;+=[ u(x)>0 et 2x*>0 . donc v, 4 ]ﬂ;+ﬂ=~[. flix)>0 Au

total f est strictement croissante sur ] 0 + =[.
Tableau de variation de f

X 0 < +m
f(x) | f
f{I} /

4. a. Démontrons que f{:r]=ﬂ admet une solution atelque |l <& <¢.
Vre ][l; + -::l::l[_r f est continue est strictement croissante ; Onaf{ |0, +=[)=E,

or ) £ R ,donc I'éguation f{x}zﬂ admet une solution unigue & .

L HE]=%¢—1+§=1,DE

i 1 L -
On a Me=g-1+= 3
poir f(1) % f(e)<0 donc @ €]1;¢]
b, Déterminons une valeur approchée & 10°' prés de o .

Méthode de balayage
- Encadrement d'ordre 0

lcar<e

X ,1 P e
q..
Fle) | ==
Jl + |+
Dol ona: l<a<2
« Encadrement d'ordre 1

x T N B A B 1,3{ 19 | 2
il el Bt s e . - Ml o B = e +

Donc onobtient: L 4<a <l,5
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5. a. Dh:rwnﬂ'nm qu'il existe un point unique A de (C) ol la h:g.nrrl-n (T) est paralléde & h
droite (D).

Le coefficient directeur de la tangente (T) est J (@) et celle de Ia droite (D) “.%
2
1

g | a“+4-4lna _ 1
(DYINT) <« ffﬂ}—l = e B

= lna=l = a=g
llaxiste unpoint A ol (D) (T)
b. Donnons les coordonnées du point A

2 _1 . 2ne P -2e+4 P -2e+4
f{_ﬂ}—f{ﬂ]ﬁf‘ﬂ} = EIE-" 1+"‘E #f[f]-—uT — -"’[-E'., % ]

6 a. Etudions la position relative de (D) par rapport & (C).
fix)-y = (J—x-l + Ilnx]_[;_x_l]

2 X
_ 2Inx
fix)-y = =

vx€]0;1[,f(x) —y <0, donc (C) esten dessous de (D)
1'ii":.lrvE]l;+-:=:[, flx)—y>0, donc (C) estaudessus de (D)
Pour X=1 = f(x)=y=0, donec (C) et (D) coincident
6 b. Construisons (T), (D) et (C).
(T):y=f'(a)(x—a)+ f(a)

y=f'(e)(x—e)+ f(e)

I 2

|
=E[I_EJ+'2E_1+E

(T):y=xx-1+%
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PARTIE C

donc a est l'aire { en u.a ) du domaine comprise entre les droites
€. la courbe (C) et la droite (D). (Voir courbe).

. a. Hachurons sur le graphique le domaine du plan dont I'aire en unité d"aire est

-
b |
2
£
= c
. =
L= B -
e 5
Th
S— I3
I L, r_".m.
o =
3 —_——T ® -
. L — &n al-_...n
|~ nou Bl
) u;” =
i
rl..“m ’
0
i egpl g
- 3 o oo =]

2Int
4

donc d,, estl'aire (en u.a )du domaine délimité par les droites d'équations X =€ l,
I._

On a :f{f]—_}’

droite (D)

(Cletla

. la courbe

Edition 2017
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€. Calculons Oy pu_il étudions la convergence de la suite {ﬂn}

en
en—1
=2 I_l _1“1"
Posons U = Int et U—? d'ol U'!:U-T
2
E{Inx] 3
Donc la primitive de U = U/ est F[;t}=—1-—={ln.1:}

eh
Dot @y = | @dx‘
el

s :{Inr}lr"

en-1

ay, = In.=z""}2 -[meﬂ-' ]2 =n? —|:.rr~—I]2

a,=2n-|
Convergence de d,

lim a = lim {2?‘!‘—[} = lim 20 =40
H=— + OO = 4+ O o= 4 ab

Donc la suite l-"-'n diverge vers +«m
2. Justifions que: g, +a +a3+...+ dy = .i"||'2 ;

1 2 -
¢ & '
2lnt 2inr 2Ins
@ +ay+ayt.ta = | Td‘ + | T:#-q- ,,,,, + ) —I.r_-ﬁr
1 e ol
[O'aprés la relation de Chasles
"

1 f

i

[Ineﬂf —{lmjI = n2-0

- 2
ﬂi+ﬂ1+a3+...+ dy = Mn

ﬂ]+ﬂ1+ﬂ3+"'+aﬂ

¢ 2Int

= | a

f
l
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CORRECTION DU SUJET 9 : BACC 2008

EXERCICE 1
Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct.

On désigne par G le barycenire des points pondérés (A ; 1), (B : 1) et(C; -1).
Pour la figure, prendre comme unité de longueur le centimétre el AB = 6.

Cette figure sera complétée au fur el a8 mesure.
1. Démontrons que le quadrilatére ACBG est un losange.

A |B |C

G = bar
1 1 =1

= BG = CA (1)
ABC est un triangle équilatéral d'ol CA = CB (2
Les relations (1) et (2) montrent que ACBG est un losange.
2. a. On appelle O le centre du losange ACBG.
E est le symeétrique de O par rapport a B.
Le point F est image de O par la translalion de vecteur CB

Construisons les points E et F.
(Voir figure sur feuille annexe)
b. Démontrons que F est 'image de G par la translation de vecteur EE -

tz(0)=F = CB = OF et SoB)=E = OB=BE

On a : AGBC est un parallelogrammea

D'ol : AOFG est un parallelogramme

Donc BE=GF = t,.(G)=F
BE

En conclusion * F est Iimage de G par la translation du vecteur BE

3. On note: rzLBE_EIE'F

a. Déterminons les images des points A et C par I'.
f{l':j:.’ of {fl_l

"“'BE "'CB BEECH
I‘HJ=rEE urcﬂ.u] m‘;‘j=;3£{ )
Ayt gy (G) HC)=E
HA)= F
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. K est I'image de B par I.
Démontrons qua le point K appartient & la droite (GF) puis construisons K.

[
Dol (AB) if (FK)
2 [ Or (AB) Il (FG) done K €(FG)
B |k Ona:r__of . =l . =§__
CB BE CB , BE CE
Construction de K (voir figure)

c. Déterminons Mimage du triangle ABC par 1.

Donc lmage du triangle ABC par ! est le triangle FKE

4. Onnote: =t n"[ﬂC]l Lol S{m est la symétrie orthogonale d'axe (OC).

&. Déterminons Mmage du triangle ABC par [ .
flA)=t ﬂ'.ln'{ﬂc}{.-l}ﬂl:ﬂ'_l = fl(d)=K

f(B)=1 ns{ﬂ{.}qmmi} = f(B)=F
flO)=t o5, (O)=HC) = f(C)=E

Donc 'image du triangle ABC par [ est le triangle KFE
b. Démontrons que [ est une symétrie glissée.

f=rns{mmhmmmmumuﬂmmumﬁm de la symétria

orthogonale d'axe (OC).
De plus, le vecteur CE n'est pas normal & (OC) donc [ est une symétrie glissée.

Démortrons que: E{ﬂfl = EO° a] .i:m_.:.

La droite (E0)_L_ (8F) donc tzz © Sgpg) @St une symétrie orthogonale d'axe.
tgs 0 Sqar)(0) =ti(E)= 0
ts5 0 Sory (C) =tz (C') =C

Donc les points O et C sont Invariants

D'od -
“toc) = "ro °YBF)
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d. En déduisons les élémants amﬂﬁrhﬂquau da [ . .
JFI‘: ) .EE,.ﬂ- f CB—.:-I 5|UE':|
“ter® x5 °Ser)
f =1¢g°%sF)
De plus (CQ) et (BF) sont paralléles donc _.i'" a5t la symélrie glissée de vecteur CO et

d'axe (BF).
Figure (feuille annexe)
x =
I
I
I
I
I
|
|
I
A
|
|
I
]
I
I
I
|
|
|
G F K
EXERCICE 2

On considére 'équation (E) définie par : (x, ¥} € 2, 35x- 2Tym 2

1. a. Utilisons I'algorithme d'Euclide pour calculer le PGCD de 335 et 2T

Dividende (35 |27 |8 |3 |2
Diviseur 27 |8 3 2 |1

Reste a |13 |2 110

Done PGCD (36 ; 27) = 1
b. En déduisons une solution de I'dquation (E' ) : (= ¥l & 22, 15x=2Ty=1

Solution particuliére de (E’) ]
Ona:35=2Tx1+8 27 = Bu3+3 B = 3n2+2 3=2x1+1
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Ona:1=3=-2x1=3=(8=3x2) x1 = 3—6x1 + Ix2 = Ix3-8x1 = Ix ;1?_5313}'_3“
1=3x27- Bx8-8x1

1=3x27- 8x10 = 3 x27— (35—-27)x1x10 = 3 x 27-35x10+27x10 = 27x13-35 x10
1=35x(-10) =27 x (-13)
Donc La solution particuliére est: (x; ,¥,) = (—10,-13)
2. a. Vérifions que (- 20, - 26) est une solution de (E).
Ona.3d5x-2Ty=2
35x (—20)-27x (-26) = =T700+702 = 2. Donc (- 20, — 26) est une sclution de (E).
b. Démontrons que les solutions de (E) sont les couples (x, y) d'entiers relatifs vérifiant:
 x=2Tk—-20 et y=135k-26 o0 kestun entier relatif,
Ona: 35% =27y =2 :(1} et 35(=20)- 27(-26)=2 ()
La différence de (1) et (2)donne : 35(x+20)- 27(y+ 26)=0 =
35(x+20)=27(y+ 26)
35 et 27 sont premiers enfre eux d'aprés le théoréme de GALUSS, on a
x+ 20 =27k d'olh x = 27k — 20 de méme y-—35k= =26, dol y=35k-26
avec keZ . Donc §= {[2?#—1&:35&—16} k EE}
3. Determinons le nombre de jours qui séparent ca matin-la du prochain « jour des génies»
sachant quils avaient adoré le génie N'Gouan 8 jours auparavant,
Soil 1 le nombre de jour d'adoration de * N'Gouan”

Et /1 le nombre de jour d'adoration de “Moayé"

n=140x avecxcl

Ona:{m=108y avec ycl

m=n—§

De ce qui précéde : 108y =140x-8=>140x 108y =8=>35x-2Ty=2
Onoblient x = 27k =20 et y=35k=-26,kc X

Le plus petitentier k (telque xeM et ye N ) est: k=1 pnobtient

donc x=7 et y =9

Alnsi, la nombre de jours qui séparant du “prochain jour des génies” ast :
n=108 x 9

n=972
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PROBLEME
Partie A
1. a. Justifions que | est continue O.

f(x)==l+xInx
D =]0;+u:{ et f{0)==1 festdéfinieen0
hmf{x}— lim {—I+xln.1:]— lmi{ =1)+ I1mﬂ;-:lnx

x—0 x—0 x—=0 X
lim f(x)=-1 car lmxinx = 0
x—=0
Car lim_xlnx
X=b
Ona: limfix)=f(0) donc f estcontinue en 0.
x—0

b. Calculons ]i n})M et Interprétons graphiquement le résultat.
x— X

i JOOFY |y Zltxinxdl oL XX o ik
x—=0 X x—0 X x—=0 X r—0

im L+ o o

x—0 X

Interprétation
)= (0) _

=0 x

Donc la courbe () admet une tangente verticale au point d'abscisse 0.

2. a. Déterminans la limite de / en X,

-

lim fix)= lim (-l+xlhx) = lim fir)=+a
e I = + 00 I =p+a
car Im xlnx=40

X—¢ +00

b. Etudions les variations de [ .
fix)==1+xInx

Fix)=Inx+]

fx)=0 = Inx+1=0 = Ihx=-1 = x=e
wx€ Je=!; +eo[;f'(x) >0 donc [ eststrictement croissante sur Je~*; + oo
vx€]0; e '[; f'(x) <0 donc f est strictement décroissante sur | 0; e ' [

-1
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Tableau de variation de f

Fx) ‘ e : +
1 o

3. a. Démontrons que I'équation J(x)=0 admet une solution unigue 5 comprise entre
1.7 at 1,8.

Yxe ].E-";+ -:::u[ : fEil: continue et strictement croissanta sur Je™!; 4+ @ [,

Ona: ﬂEf[]ﬁ“ :+m[]=]—l—e" ;+u.3[

Donc l'équation f(x)=0 admet une solution unique § .

oo | £ D==14171n,7=-0,09,
F(1,8)==1+1.8Inl,8=0,058

pod f(L,7) % f(1,8)<0 donc 1,7 <5< 1,8

Pour la sulte on prendra 1,8 pour valeur approchde de § .

(¥xe o], Sf(x)<0;

1'E-".'I."E].'i';+-:lz-[,_,ff‘{_.'l:'}:-‘i''I:::I'

Daprés |e tableau da vanationde f, on a ;

b. Justifions que:

1] (1] g

fix) e .1.:.4 = } ok

f est strictement décroissante sur |0 ;e[ , f(]0; e [)=]-1-et:-1[:dolf{x)<0

f est strictement croissante sur eV ;s[;f{ &' ;s[)=]=-1-&":0[;doufix)<0

+u

f est strictement crolssante sur | s + =f ;f{]s; =) =)0 +=[. Dol f(x ) > D
"E"'.:‘E]ﬂ;j[, f{I}{ﬂ;
Vxe]s;+=[, f(x)>0

En conclusion ; {

T FLDORIA R A il femadio e B odfwl - S0 E [ [T T.T L |
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4. a. Justifions gue (C) admet une branche parabolique de direction {OJ) en + 00
m [

+1nx]

-]
x

xinx
X

= Jim, =1+

(x) _

x

J(x)

ATy,

= 400

X

¥ i-!bTII-:I

Donc la courbe (C) admet une branche parabolique de direction (OJ)

Edition 2017
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Jr :J‘IR_I;{:.J-'} d.r
=_'I*'[—1+xin:}dx

o 'Ijﬂld: +!:“" x dx

5 3
= —.:r]l +L xInxdx

Posons [ = LS xInx dx

I e l|_|
=Inx U ==
iy 1
im =1yl
X Ef
L) £ T i 5 1 1.:
il =i 1 .
| [f‘t InJrl dex Ex ]nJrl 4;' ‘I
. l.'i-'
}'|=1l§x‘j—in r—%xzjl
Donc :
5
- 1.2 I3
!—[-I]|+[TI ]I'II—EI )
i | P O o i S 112
! .'r+'l+1,'n Ins T 2J--:] InI+EI
F=—s+£"-—j|_!-.tlg]f-lnr

d. En déduisons une valeur approchée a 10-2 prés de l'aire A(5) en cm? de la partie

du plan delimitée par la courbe (C), I'axe des abscisses et les droites d'équations
respectives x=1etx= 5.

A
A{.‘:]:—{_,I"'{I}-ﬂlr x 25cm?

Af.;ﬁ:—[1—3+%—%3 [2—]ns]l x 25¢cm?

Als)=255- %i T IT Ins]r:mz

|
A(s)=10,19cm
Partie B

1. a. Démontrons que: ‘E&E] aﬂ{ gix)=x < f(x)=0

E(x)=5s= ]Lﬁnr.r:’r:; !+x=x|:]+|r|x:|== l+x=x+xInx= xlnx-1=10

- | -
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pone f(x)=0
En conclusion: g(x)=x<> f(x)=0

b. En déduisons le nombre de solutions de I'équation E{I] =X et leur valeur.

L'équation 2(Xx)=x admet une solution unique s>~18
: JL. Wx)=__J(X)
2. a. Démontrons que, v y & JF'+ 'II[. gix)= gl

x{l+1Inx)
|
r{I:':.: 1+ x ";f:[|+l“.f}—_—]-{]+.l'}= Il!l_'!l.'—.f - rhnx sl
£ \T+1Inx| 2 4 3
{l'l'll'l-'f} lrl+]n.1} r{]+|nx]
g(x)= L) avec f(x)=—1+xInx
.t|'i+ln.1r]_

b. Justifions que ¢ est strictement croissante sur I‘ints—wnllﬂ[.r.l] :

¥ | & o
fix) : +
X * +
(1+Inx)2 + | B
g'tx) '

Vxe ]E‘ 5|, g'(x)<0 done g est strictement décraissante sur Je';s .

Vxe ]g; +:.|:[, g '(x) > 0 donc g est strictement croissante sur ] s ; + = .

Au total on a |_3 EJ[: (5:+ -:-:-[ donc g-est strictement croissante sur[s; 2 ).

Dnug[s EJ [g 5); g{l[
3. Démontrons que: g{ J.'.E }I:ES.E]

g est strictemeant croissante sur [ s, 2 ]. D'od

E[[*:i]]={£{5]:£fil[

#((s32))=|#s 753

Or[,. 3 [,:[5.,1[ donc g([5,2]|=[s.2]

¥ 5
I+|ni|
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_ - ]
4, a. Démontrons gue : "'E"IE[i,+m[, ng
Ona: IEI mrIE[];+d:{., Inx=Inl

mxz0el+inxzle (I+lnx) 21e

1
[l+|n I]
b. Démontrons que pour tout réel x élément de [3.2]1 J"E}-s -i-f{h

x

<1

= =

xE[5.2] = s85x 51 =

Ful o
by o=

o =

x = 2,comme [ estcroissante sur [s; 40| alors

<) dov Llyrx)cly2) donc @%ﬂi}

Ona:(1): %51 et @E%f{!}
[1+In:r)

En déduisons que: W x & [.5‘,2], |g '{x}|£ 0.3

En multipliant membre 8 membre les inégalités de ( 1 ), on obtient :

fi”ﬂ <21
(1+1nx)

fix)

I . [ — (]
Or ,on saitque : g'(x) = ey d'ad

|g'{x1|£% ) = |g‘{.r)|£%{—]+1h11} & |gej<02575e [¢'(x)<03
Daonc ‘ﬁ’xE[s,E]. |g‘[x}|£ 0,3

On considére la suite [UHLE
Um]:g{U”}'

5. A l'aide d'un raisonnement par récurrence, démontrons que, pour tout gntier
naturel

n, UHE[S,I]

Hdéﬁnie par : UGEE et, pour tout entier naturel M,

Soit Ps la propesition U/, e [.5',2]
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- Vérifions que Ps est vraie.

Pourn=0ona Uﬂ=25[.5',2}

Daonc P est vraie

- Supposons que Pn esl vraie = l'.."Irll E[S ,'2]

- Démontrons gue Pn+1 est vraie.

szl =2 d'ol Ins <InU, < n2
s+1€14Up<2 (1) et 1+ins <1+ U, s1+in2
1 i 1 :
1+Im2 s 1 +inly - 14 ina (2)

Les relations (1) et (2) donnent .
s+1 < 1+ Uy < 2 -~ 541 S Upyy = 2

1+inz = 1+inl, — 1+ins 1+inZ 1+ In§
Do 2 crel, -—52
1+in nEl = 14inf

Par conséguent 5§ < U <2
n+1
La proposition Pe.y est vraie donc Py, est aussi vraie
En conclusion : ¥Yne M, Un E[S,'E]
6. a. Utilizons lnégalité des accroissements finis pour justifier que:
YREN, U,,,~5|<03xUq-
|g'{x]|| <0,3dol |g'|:U,, }I < (),3 donc en utilisant linégalité des accroissements finis sur
Un=s|-ona g (vy)- g(s)< 0310~
Or g[sj =5 el g[UH]= U.u+] Donc [UH+] —,i'|f§ﬂ.3:'-: |'UH. - .!i'r

[ ]

0,3
b. En déduisons que: W E M, |UH—-=]£ )

Ona: U ey - f|S 0.3 - ‘| Dol [UH_“—:JE ﬂ.,3:-=.’|U" —.1.'|

U, - 5|<0,3%|U - of
Uy -s|<0,3x|U, -4
F-I'IB—E|E ﬂ,3:ﬁ:|ﬂ'z—sa

o i el e B BT RI IR R R

p“ E j|£ 0,3x F‘Iln—l _I|
Eﬂ miultipliant membre & membre les égalités, on obtient :
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' < O3]

Un-sl< @3 y-s| PoreUn-s|S
7. a. Justifions que L/, converge vers 5 .
ona: Jim (U,-s)=im O

: c ghin03
rl—lrl:l-.ll-‘ml[uﬂ a I]= L R .-—r-.ﬂ
GH"_!I.TWH1“U‘3= = 00 et r}_]:!_lzlwerr=u
E“w‘“",ﬂmm“n = 5 donc U/, converge vers §

b. A partir de quelle valeur de 1, Unmwwhurappmmﬁada L Iﬂ"‘ prés?

n
Dﬂﬂi{ﬂ‘;] Elu—-l

0,3)" £2.1074 =>In(0,3)" 2 In(2.10~4]
= nln[ﬂj]gln[z_m-*!
In2.104|
n|0,3]
= n>7,

= n>

A partir de 1=>8, U, est une valeur approchée de § & partir de 10°* prés.

TAAD P AL Ak s bl PAA I-I..' f‘.f

F o

-
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CORRECTION DU SUJET 10 : BAC C 2007

EXERCICE 1

1. Justifions que dans un groupe de 6 personnes choisies au hasard dans
cette ville, la probabilité pour qu'il ¥ ait un seul gaucher est égale a 0,3025.

Soit G l'événement “la personne choisie est un gaucher” el (7 révenement contraire,
ona: FAG)=03 et P(G)=07
La probabilité pour quiil ait un seul gaucher ast

= 2 3
P(4)=CLP(G) P(GY =6 x (03] x (07] = P(4)=0,3025

2. Calculons la probabilité pour qu'un groupe de 3 personnes cholsies au
hasard dans cette ville contienne:

a. Exactement 2 gauchers
Sait B I'événement. La probabilité est .

5
P(B)=C2P(G)* PG =15 x (03] 07" = PB)=0324135
b. au moins un gaucher =
Soit C I'dvenement. P(C)=1— P(C) avec C I'tvénement les 6 persannes ne
contiennent pas de gaucher. La probabilité est
PC)=1-F =1- L'I,'-'_h = P(C)=0,88235
3. Soit X la variable aléatoire prenant pour valeurs le nombre de stagiaires
de I'atelier pouvant trouver une paire de ciseaux a sa convenance.
a. Déterminons les valeurs prises par X.
X €{2:3,4,5,6}
b. Justifions que la probabilité pour que X prenne la valeur 2 est égale a

0,0007.
i
F[l"=2}—['§:f*ﬂ'}: 1% (03] = PAX =2)=0,0007

¢. Caleulons la probabilité pour que X prenne la valeur f- ;

P{X =6)= .:'{' MGy PG —L"EE."’[I:;'F P(G)=6x(0,3)=(0,7) + 15x(0,3)" =x(0,7)
h]

=  P{X =6)=0302526 + 0324135 =0,62666]

Done P{X =6)=0,6267

EXERCICE 2

1. a. Construire le triangle ABC. (Voir figure)
b. Démontrons gu'il existe une rotation r transformant B en C et Aen E.

Nous savons que le centre d'une rotation qui transforme un point M en un point M’ est
situé sur la médiatrice du segment [MM’]. Puisque la rotation 7 doit transformer B en E el
A en E. son centre doit éire situé sur les médiatrices des segments [BC) et [AE]. Les droites
(BC) et (AE) n'étant pas paralléles, il en résulte que les médialrices des [BC] et [AE] se
coupent effectivement en un point. Doenc il existe une rotation F transformant Ben C et A

en E, et dont 'angle orienté est une mesure de |'angle {'H. EC|
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¢. Déterminons l'angle de la rotation V.

R("'FE’ = Mes[4B, EC|=0
R(B)=C

On a : E milieu de [.-'!C]d'nu EC=%.»‘IC

D'ot : HER]H.EC]:MH[HE.AC = Mex[diﬂ_{:' =
% )

3

d. Construire son centre O. (Voir figure|
Soit H le milieu de | AE | et soit H le milieu de | BC|
Tragons les mediatrices de [AE] 1 [EC]

Elles se coupent au point O qui ast le centre de la rotation F .
2. Soit S la similtude directe de centre O qui transforme B en E,
Soit J le centre du cercle circonserit au triangle OAE.

a. Déterminons l'angle et le rapport de S

S(B)=E -

$(0)=0 = Me:|ﬂﬂ,ﬂ_}:]_ﬂ

Onsaitque R (A)=E = Mes| DA;_]EIE =T
o3 3

Cr le triangle ABC est rectangle an B d'od

AB=ACcosT = AB:JEAC = AB=AE

Donc ABE est un tnangle équilatéral.
La médiatrice de [A'E ]pa;sa parH BetQ
D'ad

ms{m;r:TEJ = Me.qﬁ;_ﬂ_ﬁ‘] 1t m[ﬁ;ﬁ] - zms[ﬁ;ﬂT] = M!‘es[ﬂ_ﬂ;ﬂ_E:]

= Aﬁ.ﬁ[ﬁ;ﬁ] - % Mﬂ[ﬁ-{,ﬁ} =%

Donc I'angle de la similitude S est = %

T
3

Danc I'angle de la rotation ast 15":

Déterminons le rapport k de la similitude S
S\B)=E " _OE
s0)=0| = OE=kOB = k=7

Les triangles OAE et ABE sont équilatéraux d'ol OE = OA = AE

OB=20Het O = [H.cm%

TEm SN SSRR S R el f - PR~ T3 P Al -y -
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OF _ OA 1 43

Donc k = == k= b
0B 204 nna% A

b. Démontrons que S (A) = J.
Montrans que MEEW} T k= % i %

J est le centre du cercle mm::lnucrtt au triangle OAE ; or OAE est un friangle iqunla!éral
dong | est l'intersection des angles :

m:{ﬁﬁa] z car J e(08|
F point d'intersection de la demi-droite [E.l']wec [Dﬂ]

Donc F est le milieu derm} DF=1[]A=J{]JWEE

__'-.13 1 - o - L
OF = mEIGF-—m-ﬁM K= oA~ Oh /3

En t.n::-nr.lumnn it - |A} =
3. Soit ﬁ: un nombre réel non nul, M et M' deux points du plan tels que AM = x AB

et EM' = kEC

: i
a. Construisons les points M et M’ pour k= 3 (Vaoir figure)

b. Démontrons que M est le barycentre des points A et B affectés des coefficients respectifs
(k- 1) et (-k).

AM =kAB .Enintroduisant le point M, ona: AM = kl[.ﬂ.h!l + ME)

doi AM =kAM + kMB & (1—k)AM — kMB = 0

d'oi (k—1)MA —kME = 0
& B

Domc M = bar
k-1 -8

¢. Démontrons que r{M) = M' et en déduire que la triangle OMM" est équilatéral.

La rotation et les similitudes nmsarnuent les barycentres

A B ,..-:
M = bar
k1| -k AlE

r————

B | C
D'od limage de M sera le barycentre de limage de A et B par R.
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Donc R(M)=M' avec M'= bar

k-1 ] -k

OM = OM'

HI:M}=M1 "1":}" of MES{WHG'M' =131:-

T
D'od le triangle OMM' st un triangle isocéle de sommel O avec un angle de — .

3

Donc le triangle OMM® est équilateral,
d. Démontrons que les points O, A, M et M' sont cocycliques,

-M'e [AE] et le triangle OAE est équilatéral donc ME@| AO: M'\ - —%.

- le triangle OMM' est équilatéral done MESIMD ;MM'J e —%

Ay total 2Me5|iﬂ‘;md:] = EM&.';[-M_G';MM' donc les points O : A : M et M'sont cycligues.

4. Soit N e centre du cercle circonscrit au triangle OMM'.
a, Démontrons que 5 (M) = N,

SIM)=N => Mes["nm:ﬁ]ﬂm:%

Calculons & etk
- N esl le centre du cercle circonscrit au triangle OMM' équilatéral
Dol N apparfient aux bissectrices des angles du triangle OMM',

Dol Mus['_ljm]= % Donc =%

-HmilieudE[DM] = c}}c=%nmm ﬂﬁzmm%

0K = V30N doi %cw = 5 OM

_ON _ ON 43
Dnnck—DM—TEDH — ﬁ 3
En conclusion : S (M) = N.
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b. Déterminons l'ensemble des points N lorsque M décrit la draite {AE_}.

,': P La similitude conserve les droites
A |1

; donc  S{AB) =(JE)

donc I'ensemble des points N lorsque M décrit la droites (AB)

eslt la droite (JE).

Figure

v

PROELEME
PARTIE A

1. Calculons les limites de / en -1 et en 1.

Jim f(x)= Jim %ln[l""x]

l-x
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sig: B }ﬂ’-mﬂ lim InX = +o0
,'l;'{ — —+ o0

Interprétons graphiqguement les résultats obtenus.
Ona: lim : f (x) = — oo donc la droite d'équation x=-1 est asympl:n-l:e verticale & (C).
X =
Ona: ll"‘l f(x) = 4o donc la droite d'équation x= 1 est asymplote verticale & (C).
_..

2. a. Démontrons que : ‘u’xe]-l . 1[‘f'["t]=]‘:1:ﬁ

[1”' 1= x+(1+x)
ey |[Linflex)'= 1 T=x%) _1 (1-x)?
I{I}_[EI“[T:H ¥ [Texl 2 1ax
[I—x] 1-x
T | 2 l-x _ |
f{x}"fﬂ..ﬂlH1+§-_{I—:J;|+x}
oo f(X)=-—
b. En déduisons le tableau de variation de [ .
vxel-L, 1—x2>0donc f'(x)>0
X -1 1

o ge) s
i

ﬂﬂ_/

— =

TR PR B el T o gl ne mEe e =8 el e HHEN
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c. Déterminons une équation de I&drnita{'l:j.tangnnlut[ﬂ}mnuintd’ahidmu,
m:y=(0)x-0)+ f(0)
1(0)= 'In['*EJ = f(0)=0

SO =—> {}2 =
Donc (T) : ,}"—-I
3. Soit £ lafonclionde B vers R définie par : g{I):f(I)-I

a_ Déterminons le sens de variation de £
glx)= f{x)-x

g(x)=f1x)-1 = gix)=

.

1—] = glx)= 3

| —x l-x

"D‘_re]—l ;1[, g'(x)=0
Donc g esl striclemenl croissante sur ]— l; ][

b. Calculons () et en déduisons le signe de g (X ) suivant les valeurs de x.

g0)=f(0)-0 = g(0)=0
- signie de £(Xx)
wre|-LI[, £ estcontinue et strictement croissante sur ] - 1; 1 [ et £(0)=0

1"l:"r,t.'E]—l;li]l[ﬁ g(x)<0

'F'IE:}EI; Ir g(x)>0

c. Déterminons la position de (C) par rapport & (T).

ona: flx)—y=f(x)—x or g(x)=f(x)-x

Donc vx e ]—];ﬂ[,_ﬂx}—x < d'oll Vxe }— I;l}[,f{r}{ x

Done (C) est en dessous de (T) sur J— l;ﬂ[ .
vxe |01, f(x)-x>0 doi flx)>x
Donc (C) est au dessus de (T) sur ]EI; | [ ,

Donc

Pour x = 0, (C) et (T) se coupent.
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4. Consiruisons, dans le méme repére, (C) et (T).

i i i i i I H - E :_ :: E '; ': | | § - | E & B ': ; : : ; ; -
ressspessspankn - e :

a. Démontrons que f est une bijection de ]—L ]I: nurR .
[ est continue et strictement croissante sur ]— I 1[ . elle réalise une bijection de ]- 1: E[

o f([10)=| lim /e Jim f 0] - R
b. Construisons (C') la courbe représentative de f ~! dans le repére (O, |, J).

Pour construire (C'), on trace la droite d'équation y = x, puis on cherche le symélrique de
(C) par rapport & la droite d'égquation y = x. {voir figure ci-dessus)
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eV

Y 1

¢. Démontrons que: "VER, f_ll[;.f} =

weR [Tlo)=x = f)=y = %m“f‘ - E]=1}r
= E=E2P = l+x =[I-.1:]e'2*1" = I+x=.ei-" -,:EEJ"

b R g L x[l+€2'yJ= e -

. -E"E"F —1
elv +1
PARTIE B

1. Soit ¢' une primitive de -1 sur B (on ne cherchera pas a determiner {E‘-{I)}.
a. Démontrons que ‘{ﬁﬂ‘f est une primitive de la fonction x > x/ (X} sur
L1

Dérvons gﬁﬂ f

(o f)(x)= [{x)x ¢'(f(x})

or ¢'(x)=/""(x)

Dot (go [ (x)= f'(x)x f~![f(x)]

($o f](x)=f'(x). x car [T f(x)]=

Donc (go f ) (x)=x.f'(x)

Autotal ¢ o  est une primitive de X,/ '(x) sur ]-|;I[

b. Démontrons que pour tous éléments a et b de ]'l_»'. 1[.
(18 1@yt =go f(6) - f(a)

Ona: @(x)=f " 'ix)
k)

f :
vou [ f-ide="| plorde=[40)]] ) =4 )¢/ (@)
fla) fla)

Done  [f) F2(0)de = $o f(b) = $of(a)
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¢. En déduisons gue : Iﬂ.ﬂf"“]""" = [ 1f (r)dr

ona: (g f)(x)=xS"(x)

Dol (2 1f (1)d1 =[] ($of ) dt

& £ wdi[gor ()],

I”f’ t)dt = pof (b) - Pof (a)

[ S ()t = fof (5) - Bof (a)

fibk)
Done | mf '{I}d.‘-]‘aﬂ'}" "(1)di

d. Démontrons que pour tout &lément x de ]—]; 1[ : jﬁ{ (x) lndr= j':f tf (1)dr

On a jﬂ”“ﬂf‘ l(1)dt = j;{fq[r’}d!

Or fm}=ﬂ

ponc [/) £-1(1)dt = [Ftf '(t)dt dapres BL. ¢

2. a. Démontrons que pour tout élément x de ]—]; 1[:;&;_{'“];;’; = .%,]n{] ~x1)

]',Dil'ff!]'dr- ]H.[]--r } d'aprés A2. aona: f{x}_l IE'
=

D'ad IIJ tf(n)dt = I .|"| der =jﬂ mﬂﬁ

Posons U=1 - 1* ;ﬂnalxu:ﬂ - U=l

sit=x = U=]-x2
Do dU = =2¢dt

¢ 1[dU
R M]
Au total

Donc

TR FUBMRM Lt A mblniome BAF sLdclins FERE EditiAan 217
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eJ
b. En déduisons que, pour tout élément y de K | I{;Tf (r)elr = In [ +; J

I"frllrhl'r=lﬂn'ﬂ',f"{r]pﬂr car vxe]-1:0[, Sf(x)=)

Dou [/ 1(e)de = [ ef (e )de
On sait que - E._-Jr-l.[ t)de = — I—l_rn{] = x*)

» o4
!"'.]' _]
O y=f(x) & x=fy) o =t
Y +1
g¥—pg— ¥
= X = E.""-Ir{_-_."" I.
i = I-I- z _l ‘
Do | =1 & ———————— = ]n{l—.lr ]:In .
3 B - - . ¥ _.._l.l-
(e +e™?) [+
Done: —Lin(1-x2|=in[elte™)
. _? I'Ii = T ..— T
2 | ]
T | et
Ent:rm:immn.‘[[-b "U}I—Inl‘ﬂ +2e |

1. Soit A l'aire de |a partie du |:|IE|I1 gélimitée par la courbe (C') de = et les droites

déquations respectives x=0 et x=1,
Calculons A en unité d aire.

L
A=]’DF (t)dt.va

| R
e
A=In| &= el
=%
4. a. Hachurons sur le graphigue, 'ensemble D des points dont les cordonnées (x,
y) vérifient: 0<xsl ; 0<ysl e I (x)2ys f(x)
Il s'agit de la partie du plan comprise entre (C) et (C'), dont 'abscisse est comprise entre

Oet1 etdont Nordonnée &5l comprise également entre 0 et 1.

b. Calculons I'aire de D en m?z.

D=L:[|’{;r:|—f'1|,’r}:dxua

D= J';il‘{::]dx.l.ra - EF"{:}I:F:HE
1 ' =3
1 Ay
O fﬂ.l’ (%)dx =In 3 ]{11

TOP CHROMNO Mathematigues BAC séries C&E Edition 2017



Calculons j’;f—q;]m avec f{x:|=—ln{—J

I , i
J‘nf{x}dx =rn£}n1jﬂf{x}dx
f .
[f(x)dx avec te[0;1]
Posons: U= f(x) et V'=1

U'=f'(x) et V=x
Ona: [y f(x)dx = [2f(x)))§ = [y=f'(x)dx = [xf(x)]§ + in(1-¢2)

Dou: [ f(x)dx = Ltin

14 1 1 _
o +2—ln{‘| f ]

Jim Inf{x}dx= lim [Ttln 1+t

'l'.'.

CHFI”_"””{“EP"{“"J"E'“E “:-.JLHH ..... [ v IH[T+£':|=L'I
Ona: D= I::f;ﬂx}dx-_I';f"'[z']dr}u.n
Dot D= (En(”:_l) +£n2)u.ﬂ

-1
Autotal : D = Il"l[E""EIEr ]+TnEJx 4:m2
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