CHAPITRE : COMPLEMENTS SUR LES FONCTIONS
ET ETUDE GLOBALE D°UNE FONCIION

EXERCICES INTRODUCTIFS

[ EXERCICES SUR LE CHOIX DE LA BONNE BEPONSE ]

Pour chaque question, une seule des propositions est exacte. Sans recopier ’énoncée,
indiquez a chaque numéro le chiffre correspondant a la bonne réponse.

A. Soit f une fonction définie et continue sur R vérifiant :

VER,f(4—x)+ f(x) =8et gfﬂ . f(x) =5, soit (C) la courbe de f dans un repére orthonormé

,1,)).

1.) La courbe (C) admet :

a) Un centre de symétrie 2(—2 ;4)

b) Un centre de symétrie (2 ; 4)

¢) Un axe de symétrie d’équation x = 2

2.) La courbe (C) admet une asymptote d’équation :

a)x=>5 b)y=5

3.) ii_r)nwf(x) vaut :

a) —oo b)3 c) =5
4.) Si f est strictement croissante sur |2 ; +oo[ alors elle est :

a) Croissante sur R b) Décroissante sur | — o ; 2| ¢) Non monotone sur R

B. Soit f une fonction numérique de la variable réelle x et (C;) sa courbe représentative dans le plan
munti d’un repére orthonormé (0,1,7).
1.) Si f(x) = (2x + 1)3 alors sa dérivée vaut :
a) f'(x) = 3Q2x + 1)? b) f'(x) = (2x + 1)? c) f'(x) =6Q2x+1)2
2.) Soit f une fonction de R sur R et f 1 sa bijection réciproque. Si f(—2) =3 et f'(-2) = ialors
(fH(3) est égale a :
a)> b): c) 4
3.)siVxR*, 3 —% <flx)< %+ 3 alors liTil f(x) vaut :
X—+00

a)0 b)3 c) +oo

. _ x242x+1 , .
4.)Sif(x) = P alors ng_moof(x) vaut :
a) —o ' b)1 c) +oo
5.)8if(x) ==

:x alors éCL_T)T(l) f(x) vaut :

a)l b)o c) +oo

6.)Si f(x) = VxZ +x + 1+ x alors gci_r)riwf(x) vaut :

a) —oo b) +oo ¢)—3

7.) St Jgirlloof(x) et g(x) = x —Vx2 + 1 alors :

@) lim (f*g)(x) = +oo b) lim (f°g)() =0 Q) lim (f°g)(x) = —




8.)Si lim [@] = 0 alors:

x—-+t

a) La courbe (C;) de f admet une branche parabolique de direction (0OI)

b) La courbe (Cf) de f admet une branche parabolique de direction (0])

c) La courbe (Cy¢) de f admet une direction asymptotique.

9.) Si f est une fonction continue sur [a ; b] € R et f(a) et f(b) sont de signes contraires, alors
léquation f(x) = 0 admet :

a) Au moins une solution b) Au plus une solution c) Exactement une solution
10.) Si f(x) = cos® x alors elle est dérivable sur R de dérivée :

a) f'(x) = =3 cos?x b) f'(x) = —sinxcos?x c¢) f'(x) = —3sinxcos?x
11.) Si f (x) = sin(2x + 7) alors une primitive F de f sur R s’écrit :

a) F(x) = —%cos(Zx +7) b) F(x) = —2cos(2x + 7) c) F(x) = %cos(Zx +7)
12.) Si f(x) = cos(3x) + x alors une primitive F de f sur R s’écrit :

a)F(x) =— gsin(3x) + x? b) F(x) = —3sin(3x) + ;—C c)F(x) = gsin(3x) + x?
13.) Si f(x) = 3(6x — 5)? alors une primitive F de f sur R s’écrit :

a) F(x) = 5 (6x — 3)° b) F(x) = = (6x — 3)° ¢) F(x) = = (6x — 3)?

14.) Si f(x) = 2 sin(2x — 5) alors une primitive F de f sur R s’écrit :

a) F(x) = —2cos(2x — 5) b) F(x) = —cos(2x — 5) c)F(x) = —%cos(Zx -5)

C. Détermination d’une primitive.
1.) La fonction F : x » tan x est la primitive sur | — g ;g [, qui s‘annule en 0 de la fonction :
1
. . . . Sinz x- .
2.) La primitive de la fonction x » sinx sur R, qui s‘annule en 0 est la fonction :

a)xv—1—cosx b)x - —cosx c)x—cosx—1
3.) La primitive sur | — 1; +oo[ de la fonction x — ﬁ, qui s‘annule en 0 est la fonction :

1 1 1 1 -1 1
a)x - 2(1-x)? T2 bxw 4(1-x)* 2 c)x ~ 2(1-x)2 + 2
4.) La primitive sur R de la fonction x ~ xcos(x?), qui prend la valeur 1 en 0 est la fonction :

a)x - %sin(xz) +1 b) x » sin(x?) + 1 c)x - 2sin(x?)+1

a)x -1+ tan®x b)x — c) x » sin’x

D. Soit f la fonction numérique dont le tableau de variation est le
sutvant :
1.) La fonction f est définie sur : ()
a) R* b) R_ :
2.) Le sens de variation de f est : o
a) f est strictement croissante sur | — o ; —1] et strictement
décroissante sur [—1; +oo|.
b) f est strictement décroissante sur R — {—1}
c) f est croissante sur | — o ; —1] et décroissante sur [—1; +oo|.
3.) f'(-1D) vaut :
a) f'(-1) =2 b)f'(-1) =5 cf'(-1)=0
4.) D’apres le tableau de variation, la courbe de f admet une asymptote d’équation :
ay=-1 b)y=0 c)x=0
5.) D’apres le tableau de variation, la droite d’équation f(x) = 0 admet une unique solution a sur
lintervalle :
a)]—oo;—-1] b)]— ;3] c)]3;0][
6.) Si a est l'unique solution de l'équation f(x) = 0, alors le signe de f sur son ensemble de définition est
alors :

Vx €] —oo;a], f(x) >0
@ {Vx € [a; +oof,f(x) <O

£

Vx €] —o0;a], f(x) =0
Vx € [a; +of, f(x) <0

b){




Vx €] —0;3], f(x) < 0 gy (VX €l =05 =1],f(x) <0
c){VxE[B; +oo[, f(x) >0 ){Vxe[—l; +oo[, f(x) >0
7.) D’apres le tableau de variation, f réalise une bijection de | — 1; +oo[ vers :
a)]0;3[ b) R c)]— ;3|

E. Soit f la fonction numérique dont le tableau de variation est le
sutvant.

1.) La fonction f est définie sur : flz)
a)[-2;2] ;

c)[-2; —1[u] —1;2] ()
2.) Le sens de variation de f est :

a) f est strictement décroissante sur [—2 ; —1[ et strictement
croissante sur ] —1; 2].

b) f est strictement décroissante sur R — {—1}

c) f est strictement décroissante sur [—/3; 1[ et croissante sur ] — oo ; V/3[.

3.) L'image par f' de —1

a)vaut f'(—1) =2 b) n’existe pas cvaut f'(-1) =0
4.) L'image par f de —1 :

a) n'existe pas b)vaut f(-1) =0 cvaut f(-1) =1

5.) L'équation f(x) = 0 admet :

a) Aucune solution b) Une solution

¢) Deux solutions de méme signe ¢) Deux solutions de signes contraires
6.) D’apres le tableau de variation, f réalise une bijection de [-2; —1[ vers :

a)]—-vV3;1[ b) [-V3;1] ¢)] —o0;v3]

7.) En supposant que U'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions dont l'une notée
a € [-2; —1[ et lautre B €] — 1; 2]. Le signe de f sur son ensemble de définition est :

){Vxe]—z; alul—1; Bl f(x) <0 b){‘v’xe]—m;ﬂ]u]—\@; 1, f(x) <0
Ylvxela; ~1[U[B;2]f() 20 Vx € [a; 1[U[8;V3], f(x) =0

£

Vx € [a; —1[U[B;2],f(x) >0

c){‘v’xe]—Z;a]U]—l;ﬁ],f(x)<0 d){VxE]—OO;a]U]—\/g; 1, f(x) <0

Vx € [a; 1[U [,8;\/§],f(x) >0

F. On consideére une fonction numérique f dérivable
sur son domaine de définition Dy, de dérivée f'. Son
tableau de variation est donné ci — contre. On désigne
par (C) la courbe représentative de f dans le plan

+ - 0
4o | 4o +oo
muni d’un repére orthogonal (0,1,)). fix) | -3 — ~ 2 /

Questions Réponse A Réponse B Réponse C Réponse D
L’ensemble de définition de R —{-2} R —{2;3} R — {2} R

f est:
L’équation f(x) = 0 admet | trois solutions | deux solutions | une solution Aucune
exactement : solution
La courbe (C) admet une y=-3
asymptote horizontale
d’équation :

La courbe (C) admet une
asymptote horizontale
d’équation :

La tangente a (C) au point
d’abscisse x, = 3 a pour
équation :

@ est égale a :

—oo 2 3

+




[ AUTRES TYPES D'’EXERCICES INTRODUCTIFS ]

INTRODUCTIF 1
1.) Calculer les limites en —x des fonctions suivantes :

fiG0) = 5 A0 = [ fil0) = 2
failx) =x++Vx?+1 fe(x) =vx?2+x+x fﬁ(x)=1+2+\/%7
fr(x) =v1l—-x3+x-1 fe(x) =vV3x2—6x—-1+2x—-5 fo(x) =mx —vV1+x2,(m€R)

2.) Calculer les limites en + des fonctions suivantes :
fl(x) = 1x—_3x fS(x) = CoS (7TX+1)
fo(x) = Vx = 3x — 3x folx) =22

3x+2
fz3(x)=vVx*+x+1—x f7(x)—\/x2+1—\/x+2
fa(x) =V2x2+1—x+2 fg(x)———\/x+1
I]VTRODUCTIF2

1.) Dans chacun des cas suivants, calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de
définition.

a) f(.X') — VaxZ+x+1 b)f(X) — ’2x+1

2.) Etudier la limite de f en x, dans chacun des cas suivants :
a)f( )=sm2x tx0=0 b)f(x)=sm2x tx0=0

sin 3x

¢) f(x) =" etxo =0 d)fe)=Tretxo =3

e) f(x) = 1;,:;32? etx, =0 Nflx) = @et xo = 3.

INTRODUCTIF 3
1.) Dans chacun des cas suivants, montrer que f est continue sur Uintervalle I puis
calculer f(I).

a) f(x) =x*+2et] =[-1;3] b) f(x) = tanxet] =] == ;|
o) f(x) ==etl=1[5;8] ¢) fx) =2xVx+1letl =[3;5]

2.) Dans chacun des cas suivants, montrer que f admet un prolongement par continuité
en x, puis donner ce prolongement.

3_942 3_
@) f(x) =5 et xg = —1 b) f(x) =" etxy =1

c) f(x) =(x—1). sm( )etxo—l d)f(x)zczzi%etxozo
3.) Dans chacun des cas suivants, déterminer la dérivée f' de la fonction f sur Uintervalle
I
a) f(x) =sin(2x? — 1) etl =R b)f(x) =R2x+3)3etl =R
b)f(x) =VxZ+1letl =R d)f(x)_sz etl =R
4.) Dans chacun des cas suivants, montrer que f réalise une bijection de I vers un
intervalle ] a déterminer.
a)f(x) =x>—2x+5et]l =[1; +oof b) f(x) =Vx2—x—xet]l =] — ;0]
INTRODUCTIF 14
1.) Dans chacun des cas suivants, étudier les branches infinies de la courbe (C;) de la fonction

numérique de la variable réelle x :

@) f(x) = % b)f(x) =2x3 —x2 +5

) f(x) =VxZ +1—2x d)f@)=—=—Vx+1
e) f(x) =x—2Vx -2 P fay =20t

+4
2.) On donne la fonction g sur [0; + oo [ par g(x) = Vx — 2.
Etudier la dérivabilité de g en 2 puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
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INTRODUCTIF 5
1.) Soit la fonction f définie sur | — oo; %] par f(x) = x? — x.
a) Démontrer que f réalise une bijection de | — ; %] sur [—i ; ool

b) Calculer f(—1).
c¢) Démontrer que la bijection réciproque =1 de f est dérivable en 2 et calculer (f~1)'(2).

2.) Déterminer deux intervalles I et ] pour que la fonction h définie par h(x) = Vx + 2 soit une bijection
de I sur].

3.) Soit g la fonction définie par f(x) =

a) Montrer que Vx € [4;5],|f'(x)]| < %.

b) En déduire que Vx € [4;5],ona : |f(x) — §| < %Ix —5].
I]VTRODUCTIF 6

Soit la fonction f définie sur ]0; ] par f(x) =

1.) Etudier les variations de f.

2.) Montrer que f réalise une bijection de ]0 ;%] sur un intervalle | que U'on précisera.

x%2—x-5
x-3 '

sm2 x

3.) On note f~* sa fonction réciproque.
a) Montrer que f~1 est dérivable sur ] — {1} et expliciter (f ~1)'(x).
b) La fonction f~1 est — elle dérivable a droite en 1 ? Justifier votre réponse.
INTRODUCTIF 7
Dans chacun des cas suivants, vérifier que la fonction F est une primitive de la fonction f
sur lintervalle I.
1.)F(x) =8x3—12x2+6x—7; f(x) = 6(2x — 1)? avec I = R.
2)F(x) = —2cos(3x + 2); f(x) = 6sin(3x + 2) avec | = R.

3)F(x)=+V2x+1 f(x)— avecI =] - 5 +o0].

4)FG) = (2~ \/‘) F(x) = M vec I =]0; +ool.
INTRODUCTIF 8
Soit g la fonction définie sur lintervalle |0 ; +oo[ par g(x) = —xiz + 8x3 — 3.
1.a) Montrer que la fonction G définie sur |0 ; +oo[ par G(x) = i + 2x* — 3x est une primitive de g sur
10 ; +oo].
b) Déterminer toutes les primitives de g sur |0 ; +ool.
2.) Déterminer la primitive G, de g sur |0 ; +oo[ vérifiant G,(—1) = 2.
INTRODUCTIF 9
Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive F de la fonction f sur Uintervalle
I

a)f(x)— —et] =R b) f(x) =22x+3)°et] =R
c)f(x)z% et =]0; n[ d) f(x) = x?sin(x®) et] =R
e)f(x)— 3)3et1=]—00;%[ HDfx)=xvli+x?etl =R
g)f(x)——x +2x*+5etl =R h) f(x) =sin(2x+ 1) et =R

i) f(x) =sinxcos’xet] =R J) f(x) =cos(2x) —2cosxet] =R
k) f(x) = 2 (5x* + 1) sin(x® +x) et [ = R l)f(x):(2x+1)4 et] =R
m)f(x) =Rx—1)(x?*—x+1)etl =R n) f(x) = ==et] =]1; +oo[
0)f(x) =—"—etl =] —o0; —1] p)f(x)—x+7_etl =]0; +oof

(x2-1)2
x(2x%+1)

q)f(x)zxcos(3x2—%)et1=[[& r)f(x) = o etetl=R
INTRODUCTIF 10
Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive F de la fonction f sur Uintervalle
I vérifiant la condition indiquée.
a)f(x)=x>—x2—-1;I=RetF(0)=7

.
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b)f(x) = &z — 151 =]0; +oo[et F(1) = 0

c) f(x) =(2x—3)(x?—-3x—6)%; I—]RetF(—l)=9
d) f(x) = (H)Z,I—IR{etF(\/—)—
e)f(x)=4x—-3)°;I=RetF(3)=0
ﬂf(x)=ﬁ;l=]—°°'3[etF(0)=0
g)f(x)—ﬁ I=]—o;1[et F(0) =5
Wfx)=—=;1=RetF(0)=1

1) f(x) —sm(3x+z),I=RetF(g):g
J) f(x) =sinxcos*x;I=RetF(r) =0
k)f(x)=;:%;1=]0;g[etF(g)=1
Df(x) =Sinx;ﬂ;l=]0; +00[etFG)= 1

m) f(x) =x3—x32;1=]0; +oo[et F(2) =0
n) f(x) =3sinx —4cosx; I =RetF(n) =—-1

TL'TL'

1 . _m.m

o)f(x)——c052){+511nx,1 =] [etF(O)—l

D)) = 25— 1 =10, ol et ) =1
INTRODUCTIF 11

Soient f et g deux fonctions numériques respectivement définies sur [0 ; +oo[ et sur [0 ;%] par:

f( ) x%+2x tg( )_ sinx

(x+1)2 cos3 x’

1.a) Déterminer deux nombres réels a et b tels que Vx € [0; +oo[, f(x) = a +

(x+1)2
b) En déduire la primitive F de la fonction f de lintervalle [0 ; +00[ qui vérifie F(1) = %
2

cos4 x  cos?x

2.a) Vérifier que g est dérivable sur [O ] de dérivée g'(x) =

b) Déterminer une primitive de la fonction h définie par h(x) =
INTRODUCTIF 12
Soient f ; g et h trois fonctions numériques respectivement définies par :

_ 2x+1 —4x+1 . 3
fx) = ek glx) = —(2 Py et h(x) = sin 2x cos® x.

1.) Déterminer les ensembles de définitions respectifs des fonctions f, g et h.

/ . / . . a b
2.a) Déterminer les nombres réels a et b tels que : Vx € D¢, f(x) = o T o

cos*x’

b) En déduire une primitive F de f sur] — o ;2][.

3.a) Déterminer les nombres réels c et d tels que : Vx € D,, g(x) = = + (Zxd o

b) Déterminer la primitive #de fsur | — o; 0[ qui s‘annule en —1

4.) Linéariser la fonction h puis déduire une primitive H de h vérifiant F(0) = —1.
INTRODUCTIF 13

Soient f, g, h et k quatre fonctions numériques respectivement définies par :
x*-12x3+50x%-84x+46

f(x) =(cos3x+1)2%; g(x) = sin3x(cos3x + 1) ; h(x) = R et

k(x) = sin*(2x).

1.a) Calculer la dérivée f'(x) et déduire 'ensembles des primitives G de la fonction g.
b) Déterminer la primitive de g qui prends la valeur 1 en g

2.a) Déterminer 'ensemble de définition D, de la fonction h.

b) Déterminer les réels a, b, c et d tels que V€ Dy, h(x) = ax? + bx + ¢ + = 3)2
¢) En déduire une primitive H de h sur D,,.

3.a) Montrer que pour tout x élément de R, k(x) = %cos(8x) — %cos(4x) + Z.

b) Déduis — en la primitive K de k qui s‘annule en g.




PROBILEMES DE SYNTHESE

[ PROBLEME 1 ]

On désir étudier la fonction numérique de la variable réelle f définie par f(x) = ;C:i On note (C) sa
courbe représentative dans le plan muni d’'un repére orthonormé (0,7,)) d’unité graphique 1 cm.
Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire
Soit g la fonction définie sur R par g(x) = x3 + 3x + 8.
1.a) Etudier les variations de g sur R.
b) Montrer que U'équation g(x) = 0 admet sur R une solution unique a dans lintervalle [-1,6 ; —1,5].
¢) Donner un encadrement de a a 1072 prés.
2.) Déduire des questions précédentes le signe de g(x) sur R.
Partie B : Etude de la fonction numérique f
1.a) Déterminer le domaine de définition Dy de la fonction f.
b) Montrer que Vx € Dy, f'(x) = x X (x“(i(fl))z.
c¢) Déduis — en le sens de variation de f sur son ensemble de définition qu’on notera D;.
d) Dresser le tableau de f.
3

2.) On admet que Vx € Dy, f(a) = Sa.

En déduire en encadrement de f(a) a 1072 pres.

3.a) Démontrer qu'il existe des nombres réels a, b, c et d tels que : Vx € Dy, f(x) = ax + b + cxrd

x2+41°

b) Montrer que la courbe (C) admet une asymptote oblique (A) a l'infinie dont on donnera U'équation.
¢) Etudier la position relative de (C) par rapport a (A).

4.) Déterminer les abscisses des points B et B’ de (C) admettant une tangente parallele a (4).

5.) Construire la courbe (C) et (A).

[ PROBLEME 2 ]

On désir étudier la fonction numérique de la variable réelle f définie sur ] —1; +oo[ par f(x) = 11;;3. On

note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’'un repére orthonormé (0,7,j) d’unité graphique
2 cm.

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur R par g(x) = 2x3 — 3x% — 1.

1.) Calculer les limites de g en —co et en +o.

2.) Etudier le sens variation de g et dresser son tableau de variation.

3.a) Démontrer que l'équation g(x) = 0 admet une solution unique a et que :

1,6 <a <1,7.

b) Déduis — en le signe de g sur R.

Partie B : Etude de la_ fonction numérique f

1.) Calculer les limites de f en —1 et en 4+ puis interpréter graphiquement les résultats.

2.a) Démontrer que : Vx €] —1; +oo[, f'(x) = (fi(Tx;)z-

b) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
¢) Donner une équation de la tangente (T) a (C) au point d'abscisse 0.
d) Etudier la position de (C) par rapport a (T).

3.a) Montrer que Vx € Dy, f(a) = % X 11:;2.
b) En déduire en encadrement de f(a) a 1072 prés.

4.) Tracer (T) et (C).

[ PROBLEME 3 ]

V2 —
On désir étudier la fonction numérique de la variable réelle f définie par : f(x) = —g + xx 1 On note

(C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (0,7,)) d’unité graphique 2 cm.
Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire
Soit g la fonction définie sur |1; +oo[ par : g(x) = 2 — x?vVx2 — 1.




1.a) Déterminer l'ensemble de définition D de la fonction f.
b) Calculer la limite de g en +oo
c) Etudier le sens de variation de g et dresser son tableau de variation.
2.a) Démontrer que l'équation g(x) = 0 admet une solution unique a et que 1 < a < 2.
b) Donner un encadrement puis une valeur approchée de a a 107! prés.

. (Vx€]l; al,g(x) >0
3.) Justifier que : {Vx €la ; +oof, g(x) < 0"
Partie B : Etude de la fonction numérique f
1.) Etudier la parité de f .
2.a) Calculer la limite de f en +oo.
b) Démontrer que la droite (D) d’équation y = —g + 1 est asymptote a (C) en +oo.
¢) Etudier la position de (C) par rapport a (D) sur]1; +ool.
3.) Etudier la dérivabilité de f en 1 puis interpréter graphiquement le résultat.

, ’ x

4.a) Démontrer que : V x €]1; 4+, f'(x) = %
b) Dresser le tableau de variation de f.
5.a) Démontrer que : f(a) = —% + %

b) Déduis — en une valeur approchée de f(a) a 1071 prés.
6. Tracer (C) et (D).

[ PROBLEME 1 ]

On considere la fonction numérique g définie par g(x) = x ++/|x? — 1|

de représentation graphique (C,) dans le plan muni un repére orthonormé (0,1,)).
Partie A : Etude d’une fonction irrationnelle

1.a) Sur quel ensemble la fonction g est — elle définie ?

b) Ecrire g sans le symbole de la valeur absolue.

c) Etudier la continuité et la dérivabilité de g en —1 et en 1.

Interpréter graphiquement ces résultats.

2.a) Déterminer les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.

b) Calculer la dérivée g' de g puis étudier le sens de variation de g.

¢) Dresser le tableau de variation de g.

3.a) Montrer que l'équation g(x) = 0 admet une unique solution « telle que —1 < a < 0.
Donner une valeur approchée de a a 1072 prés.

b) Déduis — en le signe de g sur son ensemble de définition.

4.a) Montrer que la droite (D) d’équation y = 2x est une asymptote oblique a (C,) en —oo.
b) Déterminer l'équation de la tangente (T) a (C,) au point d’abscisse nul. ¢) Construire (C;) ; (T) et
(D).

Partie B : Etude d’une fonction réciproque

Soit f la restrictionde g a [1; +ool.

1.) Démontrer que f réalise une bijection de [1; +oo[ vers un intervalle I que l'on précisera.
2.) On note f~1 la bijection réciproque de f.

a) Déterminer 'ensemble de définition de f~1.

b) Ecrire explicitement f 1.

c¢) Construire la courbe (C-1) de f~7.

[ PROBLEME 5 (Cf Composition Régionale du Premier Semestre Grand Lomé 2015) ]

1

Soit f une fonction définie sur [% ; ml, par f(x) = Ttcosx

et (C) sa courbe dans le plan muni de repére
orthonormé (0,1,]).

1.a) Calculer la dérivée f' de la fonction f.

b) Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau variation.

2.a) Montrer f que réalise une bijection de [g ; [ sur un intervalle ] a préciser.
b) La réciproque f~1 est —elle dérivable sur ] ? Justifier.




3.a) Déterminer Uantécédent de 2 par =1
b) Calculer (f~1)'(2).

4.a) Montrer qu'une primitive de f sur [g n[, est une fonction définie par : F(x) = tan ( ) +t;teR.

b) Déterminer la primitive de qui prend la valeur 2 en g

[ PROBLEME 6 ]

On considere la fonction h définie sur [-1; +oo[ par h(x) = 2x —3 +Vx + 1.

1.) Déterminer le sens de variation de h sur [—1; +oo[ puis déterminer h( [—1; +oo[).

2.a) En déduire que l'équation h(x) = 0 a une solution unique a dans [—1; +oo[.

b) Montrer que 0 < a < 1.

¢) Donner un encadrement a 1072 prés de a.

3.) On désigne par h~! la bijection réciproque de h.

a) Calculer h(0) puis déterminer (h=1)'(—2).

b) Quel est le sens de variation de h™1.

4.) On désigne par (C) et (C") les représentations graphiques respectives de h et h~! dans un repére
orthonormé (0,1,]).

a) Comment obtient — on (C") a partir de (C).

b) Tracer Uallure de chacune des courbes (C) et (C") dans le repéere (On utilisera des couleurs
différentes).

[ PROBLEME 7 ]

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par : f(x) =1 + —— \/_ de représentation

graphique (Cy) dans le plan muni d’un repére orthonormé (0,7,)).

Partie A : Etude de la fonction numérique f.

1.a) Vérifier que la fonction f est définie sur l'ensemble | — o0 ; —1[ U] 1; +oo].

b) Calculer les limites de f aux bornes de son domaine de définition Dy puis interpréter graphiquement
les résultats obtenus.

2.a) Montrer que la fonction f est dérivable sur son ensemble de définition puis vérifier que :

' _ -1
Vx € Dy, f'(x) = Ry

b) Donner le sens de variation de f.

c¢) Dresser le tableau de variation de f et vérifier que f([2;3]) < [2;3].

d) Montrer que l '‘équation f(x) = x admet une unique solution a et que a € [2 ; 3].
e) Déduis — en le signe de f sur son ensemble de déﬁnition.

3.a) Montrer que pour tout x € [2;3],|f'(x)| < — 3\/_

b) Déduis — en que pour tout x € [2;3],|f(x) — af <5 Ix—al
4.a) Montrer que f réalise une bijection de |1 ; +00[ sur un intervale | que l'on précisera.
b) Calculer f(3) puis déduire la valeur exacte de (f 1)’ (4+3‘/—)

x—1

¢) Montrer que pour tout x € J, f 71 (x) = T

5.) On désigne par (C f—l) la courbe de f~. Représenter les courbes (Cy) et (Cf—l).

Partie B : Etude d’une primitive.

Soit g une fonction numérique de la variable réelle x définie par :
gx)=x—B+2V2)+VxZ—1et (Cy4) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repere
orthonormé (0,1,)).

1.) Calculer g'(x) puis déduire que g est une primitive de la fonction f qui s‘annule en 3.

b) Calculer les limites de g aux bornes de son ensemble de définition que l'on précisera.

2.) Déduire de la partie A, le sens de variation de g puis dresser son tableau de variation.

3.) Etudier les branches infinies de g.

4.) Construire la courbe (C;) dans le méme repére que les autres courbes.




[ PROBLEME &8 ]

x(x—2)

Soit f la fonction définie par : f(x) = { x-1 .

x+/|x2—x| six=>0
On note par (Cy) la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (0,1,]).
1.a) Déterminer le domaine de définition Dy de f puis calculer les limites de faux bornes de ce domaine.
b) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0 et 1.
Interpréter graphiquement les résultats.
2.) Calculer f'(x) sur chaque intervalle ou f est dérivable.
3.a) Résoudre dans 10 ; 1|, l'inéquation 2vx? —x+1—2x <0
b) En déduire le signe de f'(x) sur ]0; 1[ puis étudier son signe sur les autres intervalles.
4.) Dresser le tableau de variation de f.
5.a) Montrer que (C;) admet une asymptote oblique (A;) en +oo.
b) Etudier la position relative de (C) par rapport a (A;) sur ]1; +oo[.
6.a) Montrer que (C;) admet une asymptote oblique (A;) en —oo.
b) Etudier la position relative de (Cp) par rapport a (A;) sur] — o ; 0[.
7.) Construire (C;) et ses asymptotes.
8.) Soit g la restriction de f a lintervalle I =]1; +oo|.
a) Montrer que g est une bijection de I sur un intervalle | a préciser.
b) La bijection réciproque g~ de g est-elle dérivable sur | ?
Calculer (g~1)'(2).
¢) Expliciter (g~1)(x) pour x € J.
d) Construire (C,-1) la courbe de g~" dans le méme repére que (Cy).

six <0

[ PROBLEME 9 (CI Devoir Survelllé du Premier Semestre Lycée Lomé port 2021 - 2022) ]

Partie A : Résolution d’une inéquation irrationnelle

Résoudre dans R l'inéquation suivante : Vx? —1 < 1.
Partie B : Etude d’une fonction irrationnelle

1+4/|1—x2
x

Soit f la fonction numérique sur R définie par f(x) = |, (C) est sa courbe représentative dans un
plan rapporté a un repere orthonormé (0, 1,)).
1.a) Montrer que l'ensemble de définition D, de f est R".
b) Etudier la parité de f. Interpréter graphiquement ce résultat.
c) Calculer les limites de f aux bornes de D.
2.a) Ecrire f(x) sans le symbole valeur absolue suivant les valeurs de x.
b) Etudier la dérivabilité de f en —1 et en 1.
Interpréter graphiquement ces résultats.
LI vy €] —1;0[U]0; 1]

x2V1—x2’

—Vx2= :

’ LV v €] - o0 —1[U]1; o]

b) Etudier le signe de f'(x) suivant les valeurs de x.

(On pourra se servir de la Partie A)

c¢) Donner le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.
4.) Etudier les branches infinies de (C).

5.) Tracer (C) et ses asymptotes éventuelles dans le plan.

Partie C : Etude d’une fonction réciproque

1.) Montrer que la restriction h de f a Uintervalle I =]\/2 ; +oo[ est une bijection sur un intervalle | a
déterminer.

2.) La bijection h™! est-elle dérivable sur | ? Justifier.

3.) Calculer f(V/5) puis en déduire la valeur exacte de (h™*)’ (%g)

4.a) Dresser le tableau de variation de h™1.
b) Tracer la courbe (C") de h™! dans le méme repére que (C).

10 ) DroDOSEés D3 V] KAN'] HO. Directe

3.a) Montrer que f'(x) =




[ PROBLEME 10 (CfComposition Régionale du Premier Semestre Grand Lomé 2021) ]

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire

Soit la fonction g définie sur R par g(x) = 2x — V1 + x2.

1.a) Démontrer que Vx € R, 2v1 + x? —x > 0.

b) Etudier les variations de la fonction g.

2.a) Montrer que 'équation g(x) = 0 admet une solution unique a.

b) Vérifier que a = ?
c¢) Déduire le signe de g sur R.

Partie B : Etude d’une fonction numérique f

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 2V1 + x2 — x et (£) sa courbe représentative dans le plan
muni d’'un repére orthonormé. On note (D) et (D) les droites d’équations respectivesy = —3x ety = x

1.) Etudier les limites de f en +oo et en —co

2.) Montrer que Vx € R, f'(x) = \/gliix)z

3.) Donner le tableau de variation de la fonction f

4.a) Démontrer que les droites (D) et (D") sont des asymptotes a la courbe (C) respectivement en — et
en +oo.

b) Préciser les positions relatives de (C) par rapport aux droites (D) et (D")

5.) Tracer la courbe (C).

6.) Soit h la restriction de f a lintervalle | — oo ; «af

a) Démontrer que h est une bijection de | — oo ; a] sur un intervalle ] que l'on déterminera.

b) On note h™? la bijection réciproque de h. Calculer h(0) et (h™1)'(2).

¢) Construire (C"), la courbe de h™! dans le méme repére que (C).

[ PROBLEME 11 (Cf Composition Régionale du Premier Semestre Grand Lomé 2022) ]

On considere la fonction numérique f définie de R vers R par :f(x) = x +/|x? — 2x — 3|.

On note (Cy) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (0,7,)).
Partie A : Etude d’une fonction irrationnelle

1.) Déterminer l'ensemble de définition Dy de la fonction f.

2.) Ecrire la fonction f sans le symbole de valeur absolue.

3.) Etudier la continuité de f sur son ensemble de définition.

4.a) Etudier la dérivabilité de f en —1 et en 3 puis interpréter graphiquement les résultats.
b) Etudier la dérivabilité de f sur son ensemble de définition.

5.) Calculer la dérivée f' de la fonction f.

6.a) Résoudre dans R l'inéquation : Vx? —2x —3+x—1 < 0.

b) Résoudre dans R l'inéquation : V—x? +2x+3 —x+1 < 0.

¢) En déduire le sens de variation de f.

7.) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition puis étudier les branches infinies
8.) Dresser le tableau de variation de f puis tracer sa courbe (Cy).

Partie B : Etude d’une fonction réciproque

Soit g la restriction de f sur| — o ; —1].

1.) Montrer que g admet une bijection réciproque g~?.

2.) Trouver l'ensemble de dérivabilité de g™*.

3.) Calculer (g~1)'(0).

4.) Expliciter g~ (x) puis tracer sa courbe (C,-1) dans le méme repére que (Cy).




