
 

 

EXERCICE 3 

1)a- Etudions les variations de 𝑔(𝑥) = 𝑥 + 1 + 2𝑥𝑙𝑛(−𝑥) 

          𝐷𝑔 = {𝑥 ∈ ℝ −𝑥⁄ > 0} 

          𝐷𝑔 =] − ∞; 0[ 

● 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = − ∞         car {
𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
𝑥 + 1 = −∞  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

2𝑥𝑙𝑛(−𝑥) = −∞
 

● 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0⁻

𝑔(𝑥) = 1                  𝑐𝑎𝑟 {
𝑙𝑖𝑚
𝑥→0⁻

(𝑥 + 1) = 1  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0⁻

2𝑥𝑙𝑛(−𝑥) = 0
 

●g est continue et dérivable sur ] − ∞; 0[ et on a : 

𝑔′(𝑥) = 3 + 2 𝑙𝑛(−𝑥) 

𝑔′(𝑥) = 0 ⟺ 2 𝑙𝑛(−𝑥) = −3 

                                                                                                ⇔ 𝑥 = −℮−
3

2 

 

g est strictement croissant sur ] − ∞; −℮−3/2[ et décroissant sur [−℮−
3

2[ 

b) Calculons g(-1) 

g(-1)=0 

c) Déduisons-en le signe de g(x) 



 

 

●∀ 𝑥𝜖] − ∞ ; −1[ ; 𝑔(𝑥)𝜖] − ∞ ; 0[ 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑔(𝑥) < 0 

●∀𝑥𝜖] − 1 ; 0[ ; 𝑔(𝑥)𝜖]0 ; 1[ 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑔(𝑥) > 0 

2)a-Etudions la continuité de f en 0 

● 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

𝑥 + 1 + 𝑥2 𝑙𝑛(−𝑥) = 1 𝑐𝑎𝑟 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

𝑥 + 1 = 1 𝑒𝑡 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0−

𝑥2 𝑙𝑛(−𝑥) = 0
 

 

● 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

(𝑥 + 1)2℮−𝑥 = 1 𝑐𝑎𝑟 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

(𝑥 + 1)2 = 1 𝑒𝑡 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

℮−𝑥 = 1 

●f(o)=1 

Alors f est continue en 0 car 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0⁻

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0⁺

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) = 1 

b) Etudions la dérivabilité de f en 0 

● 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0⁻

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0⁻
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0⁻

𝑥+1+𝑥2 𝑙𝑛(−𝑥)−1

𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0⁻
[1 + 𝑥𝑙𝑛(−𝑥)] = 1 𝑐𝑎𝑟 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0⁻
𝑥𝑙𝑛(−𝑥) = 0 

● 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0⁺

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0⁺

(𝑥+1)2℮−𝑥−1

𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥⟶0⁺
𝑥 + 2 − [

(𝑒−𝑥−1)

−𝑥
] = 1 𝑐𝑎𝑟 𝑙𝑖𝑚

𝑥⟶0⁺
𝑥 + 2 = 2 𝑒𝑡 𝑙𝑖𝑚

𝑥⟶0⁺

𝑒−𝑥−1

−𝑥
= 1       

Conclusion 𝑓′
𝑔

(0) = 𝑓′
𝑑

(0) = 1.  Alors f est dérivable en 0 de nombre dérivé 1 

3)a-Calculons limites de f en -∞et +∞ 

● 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶−∞

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶−∞

𝑥 + 1 + 𝑥2 𝑙𝑛(−𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶−∞

𝑥[1 +
1

𝑥
+ 𝑥𝑙𝑛(−𝑥)] = −∞ 𝑐𝑎𝑟 

 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶−∞

𝑥 = −∞; 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶−∞

1

𝑥
= 0 𝑒𝑡 𝑙𝑖𝑚

𝑥⟶−∞
𝑥𝑙𝑛(−𝑥) = −∞ 

● 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶+∞

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶+∞

(𝑥 + 1)²℮−𝑥 = 0 𝑐𝑎𝑟 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶+∞

𝑒−𝑥 = 0  

b) Prouvons que ∀𝑥 ∈] − ∞ ; 0[ 𝑓′(𝑥) = 𝑔(𝑥) 

∀𝑥 ∈] − ∞; 0[; 𝑓 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒 𝑒𝑡 𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑒𝑡 𝑜𝑛 𝑎: 𝑓′(𝑥) = 1 + 2𝑥𝑙𝑛(−𝑥) +
𝑥2

𝑥
  

𝑓′(𝑥) = 𝑥 + 1 + 2𝑥𝑙𝑛(−𝑥) = 𝑔(𝑥) 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 ∀𝑥 ∈] − ∞; 0[; 𝑓′(𝑥) = 𝑔(𝑥) 

c) Justifions que∀𝑥 ∈ [0; +∞[; 𝑓′(𝑥) = (1 − 𝑥2)℮−𝑥  



 

 

f est continue et dérivable sur [0 ;+∞[ 𝑒𝑡 𝑜𝑛 𝑎 𝑓′(𝑥) = 2(1)(𝑥 + 1)℮−𝑥 − ℮−𝑥(𝑥 + 1)² 

𝑓′(𝑥) = (𝑥 + 1)℮−𝑥[2 − (𝑥 + 1)] 

𝑓′(𝑥) = (1 + 𝑥)(1 − 𝑥)℮−𝑥  

Alors 𝑓′(𝑥) = (1 − 𝑥2)℮−𝑥 ∀𝑥 ∈ [0 ; +∞[   

d) Dressons alors le tableau des variations de f 

 

●∀𝑥 ∈] − ∞ ; 0[∪]1 ; +∞[ ; 𝑓′(𝑥) < 0𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑓 𝑒𝑠𝑡 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑑é𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑟 ] − ∞ ; −1]𝑒𝑡 [1 ; +∞[ 

●∀𝑥 ∈] − 1 ; 1[ 𝑓′(𝑥) > 0 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑓 𝑒𝑠𝑡 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡 𝑠𝑢𝑟 [−1 ; 1] 

 



 

 

 

4)a- Démontrons que l’équation f(x)=x admet dans [0 ;+∞[ une solution unique 𝛼 

Posons ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑥 

H est continue et dérivable sur ℝ 𝑒𝑡 𝑜𝑛 𝑎 ℎ′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) − 1 

∀𝑥 ∈ [0; +∞[; ℎ′(𝑥) < 0; 𝑑𝑜𝑛𝑐 ℎ 𝑒𝑠𝑡 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑑é𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑟 [0; +∞[. 

ℎ(1) × ℎ (
3

2
) < 0 𝑑𝑢 𝑐𝑜𝑢𝑝 𝑙′é𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 ℎ(𝑥) = 0 𝑐′𝑒𝑠𝑡 à 𝑑𝑖𝑟𝑒 

 𝑓(𝑥) = 𝑥 𝑎𝑑𝑚𝑒𝑡 𝑑𝑎𝑛𝑠 [0; +∞[ 𝑢𝑛𝑒 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑢𝑛𝑖𝑞𝑢𝑒 𝛼𝜖]1;
3

2
[ 

b) Démontrons que ∀𝑥 ∈ [1 ;
3

2
[ 𝑓(𝑥) ∈ [1 ;

3

2
]  

Posons I= [1;
3

2
] 



 

 

●f est strictement décroissante sur [1 ; +∞[ donc 𝑓 ([1;
3

2
]) = [𝑓 (

3

2
) ; 𝑓(1)] =[

25

4
℮−

3

2; 4℮−1] 

Or [
25

4
℮−

3

2; 4℮−1] ⊂ 𝐼 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 ∀∈ [1;
3

2
[, 𝑓(𝑥) ∈ 𝐼 

c) Démontrons que pour tout 𝑥 [1;
3

2
] ; │𝑓′(𝑥)│ ≤

1

2
 

●∀𝑥 ∈ 𝐼 ;  −
5

4
≤ −𝑥2 + 1 ≤ 0 ; 𝑑𝑜𝑛𝑐 │1 − 𝑥2│ ≤

5

4
 

●Pour tout 𝑥 ∈ 𝐼; ℮−
3

2 ≤ ℮−𝑥 ≤ ℮−1  𝑑𝑜𝑛𝑐 │℮−𝑥│ ≤ ℮−𝑥 

Ainsi pour tout 𝑥 ∈ [1 ;
3

2
]  ; │𝑓′(𝑥)│ ≤

1

2
𝑐𝑎𝑟│𝑓′(𝑥)│ ≤

5

4𝑒
𝑒𝑡

5

4𝑒
≤

1

2
 

d) Déduisons-en que ∀𝑥 ∈ 𝐼 │𝑓(𝑥) − 𝛼│ ≤
1

2
│𝑥 − 𝛼│ 

∀𝑥 ∈ [1;
3

2
] ; │𝑓′(𝑥)│ ≤

1

2
 

D’après le théorème d’inégalité des accroissement finis on a : 

│𝑓(𝑥) − 𝑓(𝛼)│ ≤
1

2
│𝑥 − 𝛼│ 𝑜𝑟 𝑓(𝛼) = 𝛼 𝑎𝑖𝑛𝑠𝑖 ∀𝑥 ∈ 𝐼 

│𝑓(𝑥) − 𝑓(𝛼)│ ≤
1

2
│𝑥 − 𝛼│ 

5)a- Démontrons que ∀𝑥𝜖𝐼𝑅 𝑓(𝑥) = ℮−𝑥(2𝑥 − 2) − 𝑓′(𝑥) 

𝑓(𝑥) + 𝑓′(𝑥) = (𝑥 − 1)2℮−𝑥 + (1 − 𝑥2)℮−𝑥 

                                                                                             =℮−𝑥(𝑥2 + 2𝑥 + 1 + 1 − 𝑥2) 

𝑓(𝑥) + 𝑓′(𝑥) = (2𝑥 + 2)℮−𝑥 ⇒ 𝑓(𝑥) = (𝟐𝒙 + 𝟐)℮−𝒙 − 𝒇′(𝒙)    𝒄𝒒𝒇𝒅 

b) Calculons  𝑃 = ∫ (2𝑥 + 2)℮−𝑥2

0
 dx 

Posons 𝑢(𝑥) = 2𝑥 + 2 𝑒𝑡 𝑣′(𝑥) = ℮−𝑥  

               𝑢′(𝑥) = 2 𝑒𝑡 𝑣(𝑥) = −℮−𝑥 



 

 

𝑃 = [−℮−𝑥(2𝑥 + 2)]0
2+2∫ ℮−𝑥2

0
𝑑𝑥 

 𝑃 = 4℮ − 8℮−2  

c)Déduisons 𝒜 

𝓐= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 × 𝑢. 𝑎
2

0
 

𝓐=∫ [(2𝑥 + 2)℮𝑥2

0
− 𝑓′(𝑥)]𝑑𝑥 × 𝑢. 𝑎 

𝓐=(𝑃 − [𝑓(𝑥)]0
2) × 𝑢. 𝑎 

𝓐=𝑃 − (9℮−2 − 1) × 𝑢. 𝑎 

𝓐=4℮ + 1 − 17℮−2  × 𝑢. 𝑎   

6)a- Etudions les branches infinies de la courbe (C) de f 

● 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑙𝑎 𝑑𝑟𝑜𝑖𝑡𝑒 𝑑′é𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑦 = 0 𝑒𝑠𝑡 𝑎𝑠𝑦𝑚𝑝𝑡𝑜𝑡𝑒 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙𝑒 à ( 𝐶)𝑎𝑢 𝑣𝑜𝑖𝑠𝑖𝑛𝑎𝑔𝑒 𝑑𝑒 + ∞ 

● 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= −∞ alors (C) admet une branche parabolique de direction l’axe des ordonnées au 

voisinage de −∞ 

b) Construisons (C) 

 

  

 

 

 

 



 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 


