CORRIGE PREPA BAC 2024 MATHS TS, PARTIE 1 sFomesoutra

ca soalra

EXERCICE 1
x 1
fFGY)=1+Z+xin(1+3)
f(O) =1
1- Etudions la continuité de f en O :
Ona:

= - x 1
Ll_;}(l)f(x) = chl;rg (1 +§+xln[1 +;])

- s
— Ll;r’r(n) [1 + > + xin(x + 1) — xln(x)]

Lt_rqr(z) xln(x+1) =0
>
i_l._‘l;ré xln(x) =0
>
. x
il_?;t& X (1 +§) =1
>
Donc f est continue a droite de O.

f n’est pas définie a gauche de O.

Jl(i;rg f(x) = 1car

Etudions la dérivabilité de f en O :

lim f(G) ; fFC0) = lim [1 + ; + xin(x + 1) — xln(x)]
> >
Jlti;rgf(x) :f(o) — 400 car Lié% E,:—-i- In (1 +;1(.)] = i

Donc f n’est pas dérivable en 0. La courbe (€) de la fonction f
admet au point O une tangente verticale.
2-a) Déterminons I'ensemble de définition D de f :

1
D={x€1R/ 1+-;>Oetx¢0}u{0}

D = J]—oo; —1[ U ]O; +oo]
Calculons la dérivée premiére [’ et la dérivée seconde " de f:
Vx € ]—o0; —1[ U ]O; +oo[

’ 1 1 2
f(x)=§+l"(1+§)_x+1
1 x 1 2
fre) = (_F) G+ G dere I = e

b) Etudions le sens de variation de f’:

V x € |—oo; —1[, f""(x) > 0 donc f'est strictement croisante sur
J—oo; —1[

vx € ]0; +oof, f"(x) < O0donc f'est strictement décroisante
sur |0; +oof.

Déterminons les limites de f"en —oo et en +oo:
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lim Peey= 1t [1+z (1+1) :
x—[oqloof(x)_x—?-nw 2 n X x+1
1
lim f'(x) = lim f'(x) =
X-—00 X—+00

Déduction : f'est strictement croisante sur ]—oo; —-1[ et

1
lim f'(x) == donc f'est croissante ¥ x € |-o; —1[.

X——00 2
F100) >3
2
1
f'(x) >§=a fl(x)>0
vx € ]0; +oof, f'(x) > 0, f'est strictement croissante
sur ]0; +oo[

f' strictement croissante sur]0; +oof et

1
lim f'(x) == donc f'est strictement croissante Vx € ]0; +oo[

X=+=—00

f'(x) >‘2'
Fo)>5= 10> 0

Vx €]0; +oo[, f'(x) > 0, f'est strictement croissante
sur ]0; +oof
d’oll f’ est positive sur chacun des intervalles |—oo; —1[ et sur
10: + oof.
3- Déterminons les limites de f aux bornesdeD:

lim f(x)= lim [1 += 5 + xln (1 + 1)]

X=r=00 X==00

= lim E-i-——ln(1 +%)

A== 2

1
X
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( 1
m(1+3)]
lim 1 =1
lim f(x)=—c car {*7° 2
" oy
| Jlim (1+3)=—o
' T R
ngmf(x) = x-—loToo -2- xin ' x
- £+ ln(l +3c')
x_l“TOO 2 l
X
i [ln (1 + %)]
lim 1 =1
li?};f(x) = —00 car 7"""‘” =
: Xy
| Jim (145) =+
[ 1
lim [ln(l +—)] = —00
x—=-1 x
Jlim f(x) =+oo car 4 B | xn 1
s | Jim (1+3) =3

<

Dressons le tableau de variation de f :
—00 = 0 +00

K s

4- a) Montrons que la droite (A) d'équation y = 2+§ est

asymptote a (C) :
1
Jlim f(x) - (2 + ZZE) = lim [xln (1 + ;)]
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1
in{l+=
lim f(x)—(2+;)= lim |-1+ n( x)

X——c0 x——00

L

Jim @~ (2+3) =0

xlil"w f(x)— (2 + ;) = 0 donc la droite (A) d'équationy = 2 +22C-
est asymptote a (C).
b) Courbe :

0

5-) g(x) = f(x) —x sur[3;5]
a) Montronsque Y x € [3;5],0 < f'(x) < %:
f' est strictement décroissante sur [3; 5] donc
Vvx€[3;5.Ff'5) < f'(x)=f'(3):
, 1 6y 1
£'(5) =§+zn(§)—g> 0
, 1 A A 2
F@=5+(3)-3<3
Dol Vx € [3;5],0 < f'(x) <3

Montrons que V¥x € [3;5],g'(x) <0
Vx€|[3;5],9'(x)=f'(x)—1

or
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Ona: f'(x) _<_§=$f’(x)—1 S—%<O
DouVx€([3;5],0<g'(x)—1<0.

b) Montrer que g(x) = 0 admet une unique solution a:

g est continue et strictement décroissante sur (3;5].

De plus g(3) = 0,36 et g(5) = 0,59. Donc I'équation gx)=0
admet une unique solution « € [3; 5].

¢) Montrons que V x € [3;5], |f(x) — a| S%Ix —al:

f est dérivable sur [3; 5]

v x €[3;5], [0 Sg et comme a € [3;5]en appliquant le

théoréme des accroissements finisa f entre xetaona:
2
If(x) = f(@) =35lx—al or

or f(a) =a d'on ¥x € [3;5],|f(x) — al <Z|x —al.
d) On définit la suite (U )n €IN par Up=3 et V nE IN,
Uns1 = fF(Un).
2 n

i) Démontrons que n € IN, |U;,, — al <2 (—37) :
f est continue et strictement croissante sur [3;5].
Donc Vx € [3;5], f(3) < f(x) = f(5)
Or f(3) = 3,36 et f(5) =4,4donc 3 < f(x) <5

U, = 3 donc Uy € [3;5]
Supposons que pour un entier naturel k = 0, Uy € [3;5].
Ona: Ugyq = F(Uy). Comme Uy € [3;5], f(U) € [3; 5.
D'ouVn € IN, U, € [3; 5]
En utilisant (5¢) et en remplagant x par U, ona:
Vn €N Uy —al £2|Upy —al

2
Uy — al <2|Up —al

2
|U2—a|$§|l.11—a|

2
lUn - (ll = ;lUn—l == (Zl

-
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En multipliant membre a4 membre les inégalités et en simplifiant
ona:
vn €lIN,|U, —a|<() o — al
Or3<a <S5 et Uy =3 équivautadire que |Uy — a| < 2

i 2\"
D'oit Vn € IN, U, — a| <2(2)
ii) Déduisons la limite de (U,,) n € IN :

mn

vneIN,|U,—al < ZG) et

n

2
lim (—) =0 donc lim (U)" =«
3 n—++oo

n—s+coo

Déterminons une valeur approchée de aa 0,2 prés pour que
n
U, — @l < 0,2, il suffit que 2(3) <0,2
(0,1)
2

n(3)
= n = 5,68

= n=6

=n=

Donc Ug est une valeur approchée dea a 0,2 pres.

EXERCICE 3
Partie A &
o) = 1= %%
1- Etudions les variations de la fonction f:
Déterminons le domaine de définition: Df = IR

Calculons les limites aux bornes de Df:
lim f(x) = lzm (1 x2eX) = —ow car lim (—x*e™) = -

X—4—00 X=—-0

lim f(x)— llm (1 1+ e™¥) =1 car lzm (—x £7%) =0

X—=+o0
Donc lzm f(x) =—o0 ; x‘_{'&f(x) =

xX——00

Calculons la fonction dérivée :
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f est dérivable sur IR comme somme de deux fonctions
dérivables :
f'(x) =x(x-2)e™*
Si £7()
v x € IR, e > 0; le signe de f’(x) dépend alors de celui de
x(x-2)
x(x-2)=0=x=0ou x=2
X -0 0 2 400
PRy Y e B - o
V x €]—o0;0[U]2; +oof, f'(x) >0
v x€]0;2[,f'(x) <0
Pourx € {0;2} f'(x) =0

Sens de variation :
* f est strictement croissante sur ]—oo; 0[et sur ]2; +oo],
* f est strictement décroissante sur ]0; 2[.

Tableau de variation de f:

X -0 2 400

0
f'(x) 0 < -+
1

f(x) /' \ /'

2) Déduisons que I'équation f(x) = 0 a une solution et une seule
notée a :

v x € ]0; +oo[, f(x) = f(2) > 0 donc I'équation f(x) = 0 n'admet
pas de solution dans ]0; +oo.

Sur]—oo; O, f est continue et strictement croissante; de plus
f(J]—o0; 0)= ]—o0; 1[ qui contient 0, par conséquent I'équation
f(x) = 0 admet une unique solution a dans ]—oo; 0[.
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Donnons une valeur approchée 3 10 “?présde a :

f(0)=1 = §{0) >0

f(-1)=1-e = f(-1)<O0

donc -1 < a < 0 daprés le théoréme des valeurs
intermédiaires.

f(-0,71)<0,f(-0,70) >0=-0,71 < a<-0,70

Une valeur approchée 2 102 présde a est:-0,71

3- Tracons la courbe (C) représentative de f dans un repere
orthonormé Cherchons les asymptotes :
lim f(x) = 1 Donc ladroite (D) d'équation y = 1 estasymptote

X—400

horizontale a (C) en +oco.
Branche infinie & — o :

1
x 1 lim — =0
lim fx) = lim |—— xe"‘) = 4-oo car x——co X
i B e lim —xe™ = —c0

——00

Donc la courbe (C ) admet une branche parabolique de direction
(oy).

A

v
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4) a- Montrons que pour toutx =0, e* =1.
x>0=e*>e’=1 doncvx=0, e* =1

A 3
b- Montrons que 0 < [ x* e dx S%

T A3 . -
0<[ix*e™™dx< = onsaitque:0<x=1l<e =e X |

et on sait aussi quee ™™ >0,V x € IR
D<e*<1 = 0<x%e *<x?car x* =0
y S

A - A A = x3
< 2 X < 2 < 2 X <z
O_IOX e dx_fox dx=>0__f0x e dx_30 3

A X A3
Donc 0< [yx*e™dx=<—

Partie B

1) Vérifions que pour tout réel x, f”(x) + 2f'(x) + f(x) = —2e7*+1
f(X)=1-x2e*; f'(x)=x(x-2)e™™;

f'(x) = (—x? +4x- 2 )e™™

f”(x) + 2f’'(x) + f(x)

o (—x2+4ax-2)e*+2(x2-2x)e ¥ +1-x*e™*

=14 (—x2 + 4x- 2+ 2x%- 4x- x*- x?)e™* = 1+ (-2)e™*
Donc f”(x) +2f'(x) +f(x) =—2e7* +1

2- Déterminons F(x) :

(%) + 2£'(x) + f(x) = 1 — 2e7*

f(x)=1—2e*—f"(x) — 2f'(x)

FGO) =x+2e™ —f'(x) — 2f(x) + k
FO)=0=2—-f(0)-2f(0)+k=0=k=0

Donc FX)=(@*+2x+2)e*+x—2

3-'a) Calculons I'aire A(A) en cm? :
AQ) = ( fg‘ (1 —f(x)) dx) UA avec 1UA = 4cm?

AQ) = ([x — F(x)]}) x 4 cm?
AQ) = [4(—2% — 21— 2)e™* + 8]cm?
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b- Déterminons la limite de A(A) lorsque A tend vers +oo :
lim A(A) = lim [4(—A%? — 2A — 2)e™? + 8]cm? = 8 cm?

X—-+00 X—++0o
lim A(X) = 8 cm?

X—>+00
Partie C
1) Résolvons I'équation y" + 2y +y=0:
L’équation caractéristique est : r’+r+1=0
24+r+1=0 r+1)?=0=>r=-1
La solution générale est P: x+— (ax + b)e™ ou a€lRetb €IR.
Px)=(ax+b)e™ a€lR,belR
2) Démontrons que g + f est une solution de (E,) :
g solutionde (E) = g"(x) + g (x) +g(x) =0
Soitx € IR, (g+0)"(x) + 2(g+H'(x) + (g+H(x) =
(8”0 +2g'(0) + g(x)) + (F"(x) + 2f'(x) + f(x))
=f")+2f'(x) + f(x)carg"(x) + 2g'(x) + g(x) =0
=1 —2e *d'aprés 1) de B précédemment trouvé.
D’oli (g + f) estune solution de (E1).
Démontrons que h — f est une solution de (Ez).
Soitx€IR, (h-H"X)+2h-H'xX)+(h-H) =
(h"”(%) + 2h’(x) +- h(x)) - (f"(%) + 2f' (%) + f(x))
=1—2e*)—-(1-2e)=0
D’otl (h — f) est une solution de (Ez).
Déduisons I'ensemble des solutions de (E1) :
Posonsh=g+ favecg=P:
L'ensemble solution est: h:x+ (ax + b)e ™ + 1 — x%e™*
h(x) =(—x%*+ax+b)e ™+ 1 aveca€IR, bEIR
3) Déterminons la solution ¢ de (E:) telle que @(0) = ¢'(0) =0:
p(x) =(—x?+ax+ble ™™+ 1
@'(x) = (—2x+a+x*—ax—ble™
@0)=0=b+1=0=b=-1
P DV=0=a—b=0=a=-1
Onaenfin:@x) = (—x*—x—1)e ¥+ 1
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Partie D

g.(x) = (—x* + ax + a)e™ + 1
1- Montrons que les courbes (C;) passent par un méme point fixe
i
Poura=1, g(xX)=(=x*+x+1)e™*+1
Poura=0, go(x)=—x%*+1
g,(x) =gy(x) & (—x*+x+ e +1= —x%e ¥+ 1
x+1=0=x=-1
g.(-1)=1—e doul(—1;1—e) donc les courbes (C,) passent
toutes par un méme point fixe [ .

2- On suppose a # -2. Démontrons que la fonction g, admet deux
extrémums dont I'un est obtenu pourx =0
g.(x) = (—x*+ax+a)e™*+1
g.(x) = (-2x+a+x*—ax—a)e™

=(x*—(a+2)x)e”*
Le signe de go(x) dépend de celui de x* — (a+ 2)x car e™* >0
Orpour a# -2, x—X(x-(a+2)) s'annuleenOeten(a + 2)
en changeant de signe. Par conséquent g,(x) et ga(a+ 2) sont
des extrémums de g,.
3) Donnons une équation cartésienne de I":
Ma(a + 2;g.(a+2))
Posonsx=a+2 ety=g,(@+2)
y=[-(a+2)?+aa+2)+ale”@*?
y=1-(4+a)e ™+ 1d'ol (MN: y=1-(x+2)e™+1car a= x+2

FIN DE LA CORRECTION
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