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PROBLÈME 1 
PARTIE A 
1. �� �  � 

2.  

a. lim	
��
��� � lim	
�� � � ��1 � �	² � 1�   
����
������ �  �∞ 

Car � lim	
�� � � � �∞
lim	
�� �	² � 0   

b. 
��� �  !√	²#��	$!√	²#�#	$!√	²#�#	$ � 	²#��	²!√	²#�#	$   
 ���� � %√�²#%#�  

On en déduit que :  lim	
#�
��� �  lim	
#� �
	���# &'²#��   

����
#����� � ( 

Car � lim	
#�� � �∞
lim	
#� �	² � 0   

�)� admet une asymptote 
horizontale d’équation * � ( au 
voisinage de �∞. 

3.  

a. lim	
���
��� � 2�� �  lim	
�∞√�²� 1 � �  

                                                                  � lim	
�� !√	²#�#	$!√	²#��	$!√	²#��	$  

� lim	
�� �
�	���# &'²#��  

����
������� � -�� � ( 

b. . � / � , √�² � 1 1 √�²  2 √�² � 1 1 |�|  
Or |�| 4 �, . � / �  

D’où . � / � , √�5 � 1 1 � 2 √�² � 1 � � 1 0  2 
��� 1 0  

En conclusion : . � / � , ���� 1 0 
 
 


��� � 2� � 6�5 � 1 � � 
                     �  �√	²#��	 � ���	�  
 On en déduit que : . � / �, ����� � -�� 1 0 

c. lim	
���
��� � 2�� � 0.  

Alors �)� admet une asymptote 
oblique d’équation * � �-� au 
voisinage de  �∞. . � / �, �
��� � 2�� 1 0 .  
Alors �)� est au dessus de son 
asymptote oblique. 

4.  

a. 
7��� �  	√	8#� � 1 � 	�√	8#�√	8#�  

                            � �!√	²#��	$√	²#�   

. � / �, �7��� � �����√�²#%  

b.  . � / � , √�² � 1 1 0 . 
Alors le signe de 
7��� dépend de 
celui de �
���.  
Par conséquent : . � / �, 
7��� 9 0  
On en déduit que :  
Sur �, 
 est strictement décroissante 

� �∞                              �∞               


7��� � 

 

 
��� 

 �∞ 

                                       0     

 

c. 
 est dérivable sur � donc continue 
sur cet ensemble ; de plus 
 est 

strictement décroissante sur � . 
Alors 
 réalise une bijection de � sur  : � ;0; �∞=  
Soit > / :,  
��� � > 2  √�5 � 1 � � � >      2  √�5 � 1 � > � � 2  �² � 1 � �> � ��5       2  �² � 1 � >²� 2�> � �²  2  1 � >² � 2�>    
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2  � � ��?²5? � @���>�   

On en déduit que : 

     .� / ;(; �∞= , ��%��� � %��²-�  

5. �A�: > � 
7�0��� � 0� � 
�0�  
7�0� � 1 et 
�0� � 1 �C�: * � � � % 
6. Voir graphique 

7. Pour la construction de �ΓE� on 
remarquera que �ΓE� et �Γ� sont 
symétriques par rapport à la droite 
d’équation > � � 

 

 
 
PARTIE B 

1. 
��� � � 2 √�5 � 1 � 2� 

               2 F 2� 4 0�5 � 1 � 4�²   
               2 H � 4 0� �  I √JJ

   
               2 � � √JJ     

On conclut donc que : 

 √KK  est l’unique solution de 
l’équation ���� � � 

2. 
 étant décroissante,  . � / L�5 ;  JMN , 
 OJMP Q 
��� Q 
 O�5P   2 
�5 Q 
��� Q √R5 � �5 2 
�5 Q 
��� Q JM  

(Car √R5 � �5 S 0,61 Q JM) 

Donc . � / L%- ;  KUN, %- Q ���� Q KU 
 ′��� � ���	�√	²#�  . � / L�5 ;  JMN , �M Q �² Q V�W  2 RM Q �²� 1 Q 5R�W  2 √R5 Q √�² � 1 Q RM  2 MR Q �√	²#� Q 5√R  2 5R Q ��	�√	²#� Q J5√R  

 (Car �5 Q 
��� Q JM ) 2 � J5√R Q 
7��� Q � 5R  2 5R Q |
7���| Q J5√R Q 5√R  

Donc . � / L%- ;  KUN , |�7���| Q -√X 

3.  

a. Par définition, YZ � �5 / L�5 ;  JMN . [ / \, supposons que Y] / L�5 ;  JMN 
et montrons que Y]#� / L�5 ;  JMN 
En effet : Y] / L�5 ;  JMN ^ 
�Y]� / L�5 ;  JMN 
Car d’après 2.a,  . � / L�5 ;  JMN, �5 Q 
��� Q JM    

Or 
�Y]� � Y]#� 

D’où Y]#� / L�5 ;  JMN si Y] / L�5 ;  JMN 
On conclut donc que : . _ / \, `_ / L%- ;  KUN  

b. √JJ / L�5 ;  JMN, Y] / L�5 ;  JMN et . � / L�5 ;  JMN , |
7���| Q 5√R  

Donc d’après l’inégalité des 
accroissements finis on a : a
�Y]� � 
 O√JJ Pa Q 5√R aY] � √JJ a  
Or 
�Y]� � Y]#� et 
 O√JJ P � √JJ   

D’où . _ / \, a`_#% � √KK a Q -√X a`_ � √KK a  
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c. En partant de l'inégalité précédente, 
on a : [ � 0 ^ aY� � √JJ a Q 5√R aYZ � √JJ a  
[ � 1 ^ aY5 � √JJ a Q 5√R aY� � √JJ a  
[ � 3 ^ aYJ � √JJ a Q 5√R aY5 � √JJ a  
    c [ � [ � 1 ^ aY] � √JJ a Q  

5√R aY]�� � √JJ a  
Faisons le produit membre à 
membre de ces [ inégalités. 
On obtient après simplification :  aY] � √JJ a Q O 5√RP] aYZ � √JJ a  
aYZ � √JJ a � a�5 � √JJ a S 0,07 Q 1 

^ aY] � √JJ a Q O 5√RP] aYZ � √JJ a Q O 5√RP] e 1  

On en déduit que : . _ / \, a`_ � √KK a Q O -√XP_
  

d. lim] 
#� O 5√RP] � 0 car 0 9 5√R 9 1 

On en déduit que la suite �`_� 

converge et ���_ 
#�`_ � √KK  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PROBLEME 2 f
��� � � ln � � � � 1  hi � 1 0
�0� � 1    �� � =0; �∞=  
PARTIE A 

1. lim	 
Z
��� � lim	 
Zj � ln � � � � 1   ���� 
(���� � %  

Car � lim	 
Zj� ln � � 0lim	 
Zj��� � 1� � 1   
���� 
(���� � ��(�  

Alors � est continue en 0 lim	 
Z ��	����Z�	�Z � lim	 
Z�ln � � 1� � �∞  

���� 
( �������(���( � �∞  

Alors � n’est pas dérivable en 0 
Interprétation graphique  
Au point �0; 1� la courbe �k� admet 
une demi-tangente verticale dirigée 
vers le bas 

2. �7��� � �l � . � / ;0; 1=, 
7��� 9 0  . � / ;1; �∞=, 
7��� 1 0  
On en déduit que :  
Sur ;0; 1=, 
 est décroissante 
Sur ;1; �∞=, 
 est croissante 
Tableau de variations de � 

 lim	 
#�
��� � lim	 
#�� Oln � � 1 � �	P  ���� 
#����� � �∞ 

Car 

mn
o lim	 
#�� � �∞lim	 
#� ln � � �∞

lim	 
#� �	 � 0   
3. �A�: > � 
7�p��� � p� � 
�p� �C�: * � � � % � q 

 
 
 

� 0                   1               �∞ 
7���         �          0         � 


��� 
 1                                    �∞  

 
 
                   0 
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4. Tracer de �A� et �k� 
 

 
 
 
PARTIE B r��� � 2 � 
���  

1. 
��� � r��� � 2��ln � � 1� . � / =0; �∞=, 2� 4 0 alors le signe 
dépend de celui de �ln � � 1� ln � � 1 1 0 ^ � 1 p  . � / =0;  p=, 
��� � r��� Q 0  . � / =p; �∞=, 
��� � r��� 4 0   
On en déduit que : 
Sur =0;  p=, �k� est en dessous de �Γ� 
Sur =p; �∞=, �k� est au dessus de �Γ� 

2. r��� � �
��� � 2 
Soit �kE� la courbe symétrique de �k� 
par rapport à l’axe des abscisses ; la 
courbe �Γ� est l’image de �kE� par la 
translation du vecteur 2st 
(voir la figure) 

3. u�v� � @w e x !r��� � 
���$y�z{  x !r��� � 
���$y�z{   � x 2��1 � ln ��y�z{   
Intégration par parties  

f@��� � 1 � ln �|7��� � 2�  ^ }@7��� � � 1�|��� � �²   
x !r��� � 
���$y�z{   � ��5����� 	��{z � x �y�z{   � LJ5 �² � �² ln �N{

z
  

x !r��� � 
���$z{ � z²5 � J5 v² � v² ln v  @w � 4��²  ���� � �-q² � ��² � U�² �l �� ��² 

4. lim{ 
Z u�v� � 2p² car � lim{ 
Zv² � (lim{ 
Zv² ln v � 0  
� � ���� 
( ���� � -q- 

Interprétation graphique  u  représente l’aire en cm² du 
domaine plan délimité par les 
courbes �k� et �Γ� et les droites 
d’équations � � 0 et � � p 
 
PARTIE C 

1. �7��� � ��7��� 
D’après PARTIE A.2 . � / ;0; 1=, r7��� 1 0  . � / ;1; �∞=, r7��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur ;0; 1=, r est croissante 
Sur ;1; �∞=, r est décroissante 
Tableau de variation de � 

 
Sur =0; 1;, r 1 0  
(Car . � / =0; 1;, r��� / =1; 2;) 
Sur ;1; �∞=, r est continue car 
dérivable et est strictement 
décroissante. Alors r réalise une 
bijection de ;1;  �∞= sur ;�∞;  2= et 0 / ;�∞;  2=   
Donc l’équation r��� � 0 admet une 
unique solution � et � / ;1; �∞= 

2.  

a. f r�3� � 0,70 1 0r�4� � �0,54 9 0   
On a : ��K� e ��U� 9 0 

Alors � / � � =K; U; 
 
 
 
 

� 0                   1                   �∞ r7���         �          0         � 

r��� 
                     2                   

 
 
 1                                       �∞ 
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b. r��� � 0 2 �� ln � � � � 1 � 0 
                2 ln � � 1 � �	  

                2 � � p�#&'  ���� � ( 2 q%#%� � �  
Déduction  
On sait que � est l’unique solution 
de l’équation r��� � 0 sur =3; 4;.  
On en déduit que � est l’unique 

solution de l’équation p�#&' � � sur =3; 4; 
3. Φ��� � p�#&';  �� � : � =3; 4; 
a. �7��� � � %�² q%#%� 9 0 . � / =K; U; 

On en déduit que Φ est décroissante 
 
 
 
 
 
 
 

b. D’après le tableau de variation de Φ, 
on a : . � / =3; 4;, 3,49 Q Φ��� Q 3,79  
Or =3,49 ; 3,79; � =3; 4; 

D’où  . � / =K; U;, ���� / =K; U; 
c. . � / =3; 4;, 9 Q �² Q 16 2 ��W Q �	² Q �V et 3 Q Φ��� Q 4 2 J�W Q �	² p�#&' Q MV  2 � MV Q Φ7��� Q � J�W  2 J�W Q |Φ7���| Q MV  

On conclut que : . � / =K; U;, |�7���| Q U�  

4. f YZ � 3Y]#� � Φ�Y]�  
a. YZ � 3 / =3; 4; . [ / \, supposons que Y] / =3; 4; 

et montrons que Y]#� / =3; 4; Y] / =3; 4; ^ Φ�Y]� / =3; 4;  
Car d’après 3b),  . � / =3; 4;, Φ��� / =3; 4;  
Or par définition, Y]#� � Φ�Y]�  
D’où Y]#� / =3; 4; si Y] / =3; 4; 

On conclut donc que : . _ / \, `_ / =K; U; 

b. � / =3;  4;, Y] / =3;  4; et . � / =3;  4;, |Φ7���| Q MV  

Donc d’après l’inégalité des 
accroissements finis on a : |Φ�Y]� � Φ���| Q MV |Y] � �|  
Or Φ�Y]� � Y]#� et Φ��� � � d’où 
 . [ / \, |Y]#� � �| Q MV |Y] � �| 
Déduction 
En partant de l'inégalité précédente, 
on a : [ � 0 ^        |Y� � �| Q MV |YZ � �|  [ � 1 ^        |Y5 � �| Q MV |Y� � �|  [ � 3 ^        |YJ � �| Q MV |Y5 � �|  
    c [ � [ � 1 ^ |Y] � �| Q MV |Y]�� � �|  
Faisons le produit membre à 
membre de ces [ inégalités. On 
obtient après simplification :  |Y] � �| Q OMVP] |YZ � �|  |YZ � �| � |3 � �|  3 Q � Q 4 ^ �1 Q 3 � � Q 0  ^ |YZ � �| Q 1  ^ |Y] � �| Q OMVP] |YZ � �| Q OMVP] e 1  

On en déduit que : . _ / \, |`_ � �| Q OU�P_
  

c. lim] 
#� OMVP] � 0 car 0 9 MV 9 1 

On en déduit que la suite �`_� 
converge et ���_ 
#�`_ � � 

d.  OMVP] Q 10�5 ^  |Y] � �| Q 10�5 

Or OMVP] Q 10�5 2 �[ ln VM Q �2 ln 10 2 [ 4 �� �Z�� J��� 5  2 [ 4 5,67  
Donc |Y] � �| Q 10�5 , . [ 4 6 
Le plus petit entier cherché est 6 
 
 
 
 
 
 
 

�  3                           4  Φ7���                 � 

Φ��� 
 3,79                                   

 
 
                        3,49                 
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PROBLEME 3 
��� � √� · p�	;  �� � =0; �∞=  
PARTIE A 

1. lim	 
Z ��	����Z�	�Z � lim	 
Z �√	 e p�	 � �∞ car 

Hlim	 
Z �√	 � �∞pZ � 1   
���� 
( �������(���( � �∞  

Alors � n’est pas dérivable en 0 
Conclusion  
La  courbe �k� admet à l’origine O 
du repère une demi-tangente 
verticale dirigée vers le haut 

2. . � 1 0, 
7��� � �5√	 · p�	 � √� · p�	 

2 
7��� � √	·z�'
5	 � 5	√	·z�'

5	   2 O��5	5	 P √� · p�	  

On conclut donc que : . � 1 0, �7��� � O%�-�-� P e ����  . � /  ;0;  �∞=, 2� 1 0 et 
��� 1 0 
Le signe dépend de celui de 1 � 2� 
Par conséquent : . � /  N0;  �5L , 
7��� 1 0  . � /  N�5 ;  �∞L , 
7��� 9 0  

On en déduit que : 

Sur N0;  �5L, 
 est croissante 

Sur N�5 ;  �∞L , 
 est décroissante 

Tableau de variation de � 

 
 

3. lim	 
#�
��� � lim	 
#� �√	 e 	z' � 0 ���� 
#����� � ( 

Car } lim	 
#� �√	 � 0lim	 
#� 	z' � 0  

On conclut donc que : La courbe �k� 
de 
 admet une asymptote 
horizontale d’équation > � 0 au 
voisinage de �∞ 

4. Tracer de �k� 
 

 
5.  

a. ��v� � @| e x 
²���y�{Z  x 
²���y�{Z � x �p�5	y�{Z   
Intégration par parties 

f @��� � �|7��� � p�5	  ^ H @7��� � 1|��� � � �5 p�5	    
x 
²���y�{Z � L� �5 �p�5	NZ

{ �
x �5 p�5	y�{Z   

x 
²���y�{Z � LO� �5 � � �MP p�5	NZ
{
  

x 
²���y�{Z � �M � �M �2v � 1�p�5{  @| � 64��J  ��v� � 16�1 � �2v � 1�p�5{���J  
b. lim{ 
#���v� � 16 

Car � lim {
#�2vp�5{ � 0lim	 
#�p�5{ � 0   
 
PARTIE B 

1. r��� � ln � � 2�  
a. . � / ;0; �∞=, 
��� � � 2 √� · p�	 � �  2 � · p�5	 � �²  2 p�5	 � �  2 �2� � ln �  2 ln � � 2� � 0  

Donc . � / ;(; �∞=, ���� � � 2 ���� � ( 
 
 
 
 

� 0                   
�5                   �∞ 
 ′���         �          0         � 


��� 
                     

�5√z                   

 
 

  0                                         0 
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b.  �7��� � - � %� 1 0 . � / ;(; �∞= 
On en déduit que : 
Sur ;0; �∞=, r est croissante 
Tableau de variation de � 

 
 
 
 
 
 
 
 lim	 
Zr��� � �∞ car lim	 
Zj ln � � �∞ lim	 
#�r��� � �∞ car lim	 
#� ln � � �∞ 

 
Déduction  
Sur ;0; �∞=, r est continue car 
dérivable et est strictement 
croissante 
Alors r réalise une bijection de ;0;  �∞= sur ;�∞; �∞= et  0 / ;�∞; �∞=  
Donc l’équation r��� � 0 admet une 
unique solution � dans ;0;  �∞= 

c. fr�0,4� � �0,12 9 0r�0,5� � 0,30 1 0    
On a :  ��(, U� e ��(, X� 9 0 

Alors � / =(, U; (, X; 
2. � étant aussi solution de l’équation 
��� � �, alors � est l’abscisse du 

point d’intersection de �k� et la 
droite d’équation > � � 

3.  
a. Sur =0,4; 0,5;, 
 est croissante 

Par conséquent : . � / =0,4; 0,5;,   
�0,4� Q 
��� Q 
�0,5�  2 0,42 Q 
��� Q 0,43  
Or =0,42; 0,43; � =0,4; 0,5; 
D’où . � / =(, U; (, X;, ���� / =(, U; (, X; 

b. 
7��� � O��5	5	 P e 
��� . � / =0,4; 0,5;, MR Q 2� Q 1  2 0 Q 1 � 2� Q �R et 1 Q �5	 Q  RM 2 0 Q ��5	5	 Q �M  et 0,4 Q 
��� Q 0,5 2 0 Q O��5	5	 P e 
��� Q ��  

2 0 Q |
7���| Q ��  

Donc . � / =(, U; (, X;, |�7���| Q %� 

4. f YZ � 0,4Y]#� � 
�Y]�  
a. YZ � 0,4 / =0,4; 0,5; . [ / \, supposons que Y] / =0,4; 0,5; et montrons que Y]#� / =0,4; 0,5; Y] / =0,4; 0,5; ^ 
�Y]� / =0,4; 0,5;  

Car d’après 3a),  . � / =0,4; 0,5;, 
��� / =0,4; 0,5;  
Or par définition, Y]#� � 
�Y]�  
D’où Y]#� / =0,4; 0,5; si   Y] / =0,4; 0,5;  

On conclut donc que : . _ / \, `_ / =(, U; (, X; 
b. � / =0,4; 0,5;; Y] / =0,4; 0,5; et . � / =0,4; 0,5;, |
7���| Q ��  

Donc d’après l’inégalité des 
accroissements finis on a : |
�Y]� � 
���| Q MV |Y] � �|  
Or 
�Y]� � Y]#� et 
��� � �  

D’où . _ / \, |`_#% � �| Q %� |`_ � �|  
c. En partant de l'inégalité précédente, 

on a : [ � 0 ^        |Y� � �| Q �� |YZ � �|  [ � 1 ^        |Y5 � �| Q �� |Y� � �|  [ � 3 ^        |YJ � �| Q �� |Y5 � �|  
    c [ � [ � 1 ^ |Y] � �| Q �� |Y]�� � �|  
Faisons le produit membre à 
membre de ces [ inégalités. On 
obtient après simplification :  |Y] � �| Q O��P] |YZ � �|  |YZ � �| � |0,4 � �|  0,4 Q � Q 0,5 ^ �0,1 Q 0,4 � � Q 0  ^ |YZ � �| Q 0,1  ^ |Y] � �| Q O��P] |YZ � �| Q O��P] e 0,1    

On en déduit que : . _ / \, |`_ � �| Q (, % e O%�P_
  

 

�  0                       �∞      r7���                 � 

r7��� 
                           �∞        

 
 
    �∞                                   
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d. lim] 
#� O��P] � 0 car 0 9 �� 9 1 

On en déduit que la suite �`_� 
converge et ���_ 
#�`_ � � 

5. 0,1 e O��P] Q 10�R ^  |Y] � �| Q 10�R 

Or 0,1 e O��P] Q 10�R 2 �3[ ln 2 Q �4 ln 10  2 [ 4 M �� �ZJ �� 5   2 [ 4 4,42  
Donc |Y] � �| Q 10�R , . [ 4 5 
L’entier cherché est _( � X 
 
PARTIE C ���� � x √� · p��y�	Z ;  �� � =0; �∞=  

1. � est la primitive de 
 qui s’annule 
en 0. 
Par conséquent : �7��� � ���� � √� · q�� 
Déduction  . � / =0; �∞=, 
��� 4 0 2 �7��� 4 0 
On en déduit que � est croissante 

2.  

a. . � 4 0, O√� � �5P5 4 0 2 � � √� � �M 4 0  2 √� Q � � �M  

Donc . � 4 0, √� Q � � �M   
b. . � 4 0, √� Q � � �M   2 √� · p�� Q O� � �MP p��  2 x √� · p��y�	Z Q x O� � �MP p��y�	Z   

Donc . � 4 (, ���� Q x O� � %UP q�� ��(   

c. Intégration par parties  

H@��� � � � �M|7��� � p��  ^ f @7��� � 1|��� � �p��    
x O� � �MP p��y�	Z    
� L� O� � �MP p��NZ

	 � x p��y�	Z   

x O� � �MP p��y�	Z � L� O� � RMP p��NZ
	
  

x O� � %UP q�� ��( � XU � O� � XUP q��  

d. . � 4 0, � � RM 4 0 et p�	 4 0  2 O� � RMP p�	 4 0  2 � O� � RMP p�	 Q 0  2 RM � O� � RMP p�	 Q RM  2 ���� Q x O� � �MP p��y�	Z Q RM  

Donc . � 4 (, ���� Q XU 
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PROBLEME 4 
PARTIE A 

H
��� � � ln O	#5	 P   hi � 1 0
�0� � 0    
 �� � =0. �∞= 

1.  
a. lim	 
Z
��� � lim	 
Z� ln�� � 2� � � ln � ���� 
(���� � ( 

Car � lim	 
Z� � 0lim	 
Zj� ln � � 0  
���� 
(���� � ��(�  

Alors � est continue en 0 

b. lim	 
Z ��	����Z�	�Z � lim	 
Z ln�� � 2� � ln � 

���� 
( �������(���( � �∞  

Car lim	 
Zj ln � � �∞  

Alors � n’est pas dérivable en 0 
c. lim	 
#�
��� � lim	 
#�� ln O1 � 5	P 

Posons ¡ � 5	 �� 1 0�  

Si � 
 �∞, alors ¡ 
 0 et lim¢ 
 Z 5¢ ln�1 � ¡� � lim¢ 
 Z2 ����#¢�¢ � 2 

Donc ���� 
#����� � - 

2.  
a. . � / ;0; �∞=,  
7��� � ln O	#5	 P � � e �5	² e 		#5  

On a donc �7��� � �l O�#-� P � -�#- 

D’autres parts : 
77��� � �5	�	#5� � 5�	#5�8  �77��� � �U���#-�-   
b. . � / ;0; �∞=, 
77��� 9 0 

On en déduit que : 
Sur ;0; �∞=, 
7 est strictement 
décroissante 
Tableau de variation de �7 

 
 
 
 
 
 
 

lim	 
#�
7��� � lim	 
#� ln O	#5	 P � 5	#5  ���� 
#��7��� � ( 

Car } lim	 
#� 	#5	 � 1
lim	 
#� 5	#5 � 0  

Déduction  
D’après le tableau de variation de 
7, . � / ;0; �∞=, 
7��� 1 0 

c. Tableau de variation de � 
Sur ;0; �∞=, 
 est croissante 

 
 
 
 
 
 
 

 
3. A l’origine O du repère la courbe �k� 

admet une demi tangente verticale 
dirigée vers le haut 
Au point A d’abscisse 2,  �C�: * � O�l - � %-P � � %  

Au voisinage de �∞, �k� admet une 
asymptote horizontale d’équation > � 2 
 

 
4.  
a. . � / ;0; �∞=, 
��� � � 2 � Oln O	#5	 P � 1P � 0 et � £ 0 2 ln O	#5	 P � 1 

� 0                        �∞   
77���                 � 


7��� 
  

 
                         
                           0 

�  0                       �∞      
7���                 � 


��� 
                           2        

 
 
    �∞                                   
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 2 	#5	 � p 2 � � 5z�� 

Donc . � / ;(; �∞=, ���� � � 2 � � -q�% 

b. La courbe �kE� de la réciproque 
�� 
de 
 et la courbe �k� sont 
symétriques par rapport à la droite 
d’équation > � � (Voir figure) 
 
PARTIE B 

1. u��� � x 
���y�5¤ � x � ln O	#5	 P y�5¤  

Intégration par parties 

}@��� � ln O	#5	 P|7��� � � 2 }@7��� � �5	�	#5�|7��� � �5 �²     
u��� � L�5 �² ln O	#5	 PN¤

5 � x 		#5 y�5¤   

u��� � L�5 �² ln O	#5	 P � � � 2 ln�� � 2�N¤
5
 

Car 
		#5 � 1 � 5	#5 

On a donc : ���� � - � - �l - � %- �² �l O�#-� P � � �- �l�� � -�  

2. � lim¤ 
Z�² ln O¤#5¤ P � 0lim¤ 
Z� � 0   
Alors lim¤ 
Zu��� � 2 

Interprétation graphique  lim¤ 
Zu��� � 2 est l’aire en unité 

d’aire du domaine délimité par la 
courbe �k�, l’axe des abscisses et 
les droites d’équations � � 0 et � � 2 
PARTIE C @��� � 5		#5 ;  �¥ � ;0. �∞=  �¦�:    r��� � �r7��� � @���  

1. 
��� � �
7��� � � ln O	#5	 P � � Oln O	#5	 P � 5	#5P   2 
��� � �
7���  � � ln O	#5	 P � � ln O	#5	 P � 5		#5  2 
��� � �
7��� � 5		#5 � @���  

On en déduit que : � possède la propriété �§� 

2. ¨��� � ©�	�	 ;  �© � �ª � ;0. �∞= 
Supposons que r possède la 
propriété �¦� 
On a : .� / ;0; �∞=,   
      r��� � �r7��� � @���  ^ �¨��� � �!�¨���$7 � @���  ^ �¨��� � �¨��� � �²¨7��� � @���   ^ ¨7��� �  � ¥�	�	²   ^ ¨7��� �  � 5	�	#5� � �	#5 � �	  

Alors «7��� �  %�#- � %�  si � possède 
la propriété �§� 
Réciproquement : 
Supposons que .� / ;0; �∞=, ¨7��� �  �	#5 � �	  

On a : O©�	�	 P7 � �	#5 � �	  ^ � �	² r��� � �	 r7��� � �	#5 � �	 ^ r��� � �r7��� � � 	²	#5 � � ^ r��� � �r7��� � 5		#5 � @��� 

Alors � possède la propriété �§� 
si «7��� �  %�#- � %� 
On vient ainsi de montrer que : 
g possède la propriété �¦� si et 
seulement si : pour tout � 
appartenant à ;0. �∞=,   ¨7��� � �	#5 � �	  

3. Déduction  .� / ;0; �∞=,  ¨7��� � �	#5 � �	  2 ¨��� � ln�� � 2� � ln � � ¬;  ¬ / �  

 2 ¨��� � ln O	#5	 P � ¬; ¬ / �   

Or  r��� � �¨��� 
On en déduit que : ���� � � �l O�#-� P � ­�;   ­ / � 

Les éléments de (E) sont les 
fonctions ¨ définie sur ;0; �∞= par : r��� � � ln O	#5	 P � ¬� ; ¬ / �    
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PROBLEME 5 
]��� � z�®'
z'#� ;  �� � �  et  Y] � x 
]���y��Z   

PARTIE A 
Étude de la fonction 
] 

1. On suppose [ � 0 

a. lim	 
#�
Z��� � lim	 
#� �z'#� � lim	 
#� z�'
�#z�' ���� 
#��(��� � ( car ���� 
#�q�� � ( lim	 
��
Z��� � lim	 
�� �z'#� � 1  ���� 
���(��� � % car ���� 
��q� � ( 

b. �(7��� � � q��q�#%�- .� / �, 
Z7��� 9 0   
On en déduit que : 
Sur �, 
Z  est strictement 
décroissante 
Tableau de variation de �( 

 

c. I O0; �5P 
Z�2 e 0 � �� � 
Z���  � 
Z���� � 
Z���   � �z�'#� � �z'#�   � z'
�#z' � �z'#�  � z'#�z'#� � 1  �(�- e ( � �� � �(��� � - e %-  

Alors ° O(; %-P est un centre de 

symétrie de �±(� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

d. Traçons �²Z� 

Tangente en I O0; �5P �C�: * � � %U � � %-  

 
2. On suppose que [ 4 1 

a. lim	 
#�
]��� � lim	 
#� z��®j&�'
�#z�' � 0 ���� 
#��_��� � ( 

Car � lim	 
#�p�	 � 0lim	 
#�p��]#��	 � 0  
lim	 
��
]��� � lim	 
�� z�®'

�#z' � �∞  ���� 
���_��� � �∞ 

Car � lim	 
��p	 � 0lim	 
��p�]	 � �∞   
b. Les fonctions � ³ p�]	 et � ³ p	 � 1 sont dérivables sur � et 

comme .� / �, p	 � 1 £ 0 alors 
]: � ³ z�®'
z'#� est dérivable sur � 


]7��� � �]z�®'�z'#���z��®�&�'�z'#��8   

          � �z�®'�]z'#]#z'��z'#��8   

On conclut donc que :  .� / �, �_7��� � �q�_��_#�_#%�q���q�#%�-   

c. .� / �, p�]	 1 0; �p	 � 1�5 1 0 et .[ 4 1, �[ � �[ � 1�p	� 1 0 et par 
suite .� / �, 
]7��� 9 0 
On en déduit que : 
Sur �, 
]est strictement décroissante 
Tableau de variation  

 
 
 
 

� �∞                            �∞   
Z7���                 � 


Z��� 
 1 

 
                         
                               0 

� �∞                          �∞    
]7���                 � 


]��� 
 �∞ 

 
                         
                               0 
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d. 
]�0� � �5 

Alors le point ° O(; %-P appartient à 

toutes les courbes �±_� 
e. Traçons �²�� dans le même repère 

que �²Z� 

Tangente en I O0; �5P �C�: * � � KU � � %-  

3. Interprétation graphique    Y] est l’aire en unité d’aire du 
domaine plan délimité par la courbe �²]�, l’axe des abscisses et les 
droites d’équations � � 0 et � � 1 YZ � x 
Z���y��Z � x z�'

�#z�' y��Z   YZ � =� ln�1 � p�	�;Z�   

Donc on a : YZ � ln O 5zz#�P 

 
PARTIE B 
Étude de la suite �Y] � 

1. Étude d’une suite auxiliaire � ]́ �  
Pour tout [ , on pose ]́ � x p�]	�Z y� 

a. ]́ � L� �] p�]	NZ
�
 

µ_ � %_ � %_ q�_  

b. � lim] 
#� �] � 0lim] 
#�p�] � 0  
Alors ���_ 
#�µ_ � ( [ ]́ � 1 � p�]  ���_ 
#��_µ_� � % car ���_ 
#�q�_ � ( 

2. Comparaison de �Y] � à � ]́ � 
a. . � / =0; 1;, 1 Q p	 Q p 2 2 Q p	 � 1 Q p � 1 et  

 p	 � 1 Q 2p	 Q p	 � p 
On conclut donc que : . � / =(; %;, - Q q� � % Q -q� 

b. Déduction  2 Q p	 � 1 Q 2p	  2 z�'
5 Q �z'#� Q �5  

2 z��®j&�'
5 Q z�®'

z'#� Q z�®'
5   2 �5 x p��]#��	y��Z Q x 
]���y��Z   Q �5 x p�]	�Z y�   

 

On en déduit que : . _ 4 %, %- µ_#% Q `_ Q %- µ_ 

c. . [ 4 1, �5 ]́#� Q Y] Q �5 ]́ 

Or lim] 
#� ]́ � lim] 
#� ]́#� � 0 

D’où  0 Q lim] 
#�Y] Q 0 

On conclut donc que : ���_ 
#�`_ � ( 

D’autres parts : . [ 4 1, �5 �[ ]́#�� Q [Y] Q �5 �[ ]́�  

Or lim] 
#��[ ]́� � lim] 
#��[ ]́#�� � 1  

D’où  
�5 Q lim] 
#��[Y]� Q �5 

On conclut donc que : ���_ 
#��_`_� � %-  

3. Étude d’une suite associée à �Y]  � 
On pose : ¶] � ∑ Y¸]̧¹�  et 
 �] � ∑ ´̧]̧¹�  

a. . º 4 1, �̧ Q 1 ^ 0 Q z�»
¸ Q p�¸ 

Par conséquent : 0 Q ∑ z�»
¸]̧¹� Q ∑ p�¸]̧¹�   

2 0 Q ∑ z�»
¸]̧¹� Q p�� e O��z�®

��z�&P  

Or . [ 4 1, 1 � p�] Q 1 

D’où 0 Q ∑ z�»
¸]̧¹� Q z�&

��z�& e 1 

On a donc : ( Q ∑ q�¼
¼_¼¹% Q %q�%  

b. . � / =º; º � 1;, �¸#� Q �� Q �̧
 

D’où d’après l’inégalité de la 
moyenne on a : �¸#� �º � 1 � º� Q x ½��¸#�¸ Q�̧ �º � 1 � º�  

Alors on a : %¼#% Q x  ��¼#%¼ Q %¼ 

Par la suite on a : �¸#� Q =ln �;¸̧#� Q �̧
  

Soit  %¼#% Q �l�¼ � %� � �l ¼ Q %¼ 
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c. Déduction  ∑ �¸#�]̧¹� Q ∑ ln�º � 1� � ln º]̧¹� Q∑ �̧]̧¹�   ∑ �¸#�]̧¹� Q ln�[ � 1� Q ∑ �̧]̧¹�   

Ou encore  ∑ �¸#�]��¸¹� Q ln [ Q ∑ �̧]��¸¹�   

Or ∑ �¸#�]��¸¹� � �1 � ∑ �̧]̧¹�  

On en déduit que : ∑ �̧]̧¹� Q ln [ � 1 et 

 ln�[ � 1� Q ∑ �̧]̧¹�  

D’où on a : �l�_ � %� Q ∑ %¼_¼¹% Q �l _ � %  

d. �] � ∑ ´̧]̧¹� � ∑ x p�¸	�Z y�]̧¹�  �] � ∑ O�̧ � z�»
¸ P]̧¹�   

�] � ∑ �̧]̧¹� � ∑ z�»
¸]̧¹�  

Or 0 Q ∑ z�»
¸]̧¹� Q �z�� et 

 ln�[ � 1� Q ∑ �̧]̧¹� Q ln [ � 1 

D’où on a : �l�_ � %� � %q�% Q �_ Q �l _ � %  

En passant à la limite, on a : �∞ Q lim] 
#��] Q �∞  

car lim] 
#� ln [ � �∞ 

Donc ���_ 
#��_ � �∞ 

Par ailleurs : . [ 1 1,   ���]#���� ] � �z�� e ��� ] Q �®�� ] Q 1 � ��� ]   

En passant à la limite, on a : 1 Q lim] 
#� �®�� ] Q 1  

Car 

� lim] 
#� ���]#���� ] � lim] 
#�1 � ��� ] e ln O1 � �]P � 1lim] 
#� ln [ � �∞    
Donc ���_ 
#� �_�l _ � % 

e. . º 4 1, �5 ´̧ #� Q Y¸ Q �5 ´̧  2 �5 ��]#� � �́� Q ¶] Q �5 �]  

On en déduit que : ���_ 
#�¾_ � �∞ et ���_ 
#� ¾_�l _ � %- 

 

PROBLEME 6 
PARTIE A r��� � �2� � 1�p�5	 � 1; �© � �  

1.  ���� 
������ � �∞ 

Car � lim	 
���2� � 1� � �∞lim	 
��p�5	 � �∞   
���� 
#����� � % 

Car � lim	 
#�2�p�5	 � 0lim	 
#�p�5	 � 0   
2. �7��� � �U�q�-� . � / ;�∞; 0=, r7��� 1 0   . � / ;0; �∞=, r7��� 9 0  

On en déduit que : 
Sur ;�∞; 0=, r est croissante 
Sur ;0; �∞=, r est décroissante 
Tableau de variations de � 

 
3. Sur ;�∞; 0=, r est continue car 

dérivable et est strictement 
croissante. Alors r réalise une 
bijection de ;�∞; 0= sur ;�∞; 2= et  
0 / ;�∞; 2= donc l’équation r��� � 0 
admet une unique solution  � / ;�∞; 0=  
Sur =0; �∞=, r��� / ;1; 2; donc on a r��� £ 0 
Montrons que �1 9 � 9 0 fr��1� � 1 � p² 9 0r�0� � 2 1 0   ;  
On a : r��1� e r�0� 9 0  
Alors �1 9 � 9 0 

4. Signe de r��� . � / ;�∞; �=, ���� 9 0 . � / ;�; �∞=, ���� 1 0 
 
 
 
 

� �∞               0               �∞ r7���         �          0         � 

r��� 
                      2                   

 
 

 �∞                                    1             
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PARTIE B 
��� � �1 � ��p�5	 � 1 � �; �� � �    
1. lim	 
��
��� � lim	 
��p�5	�1 � � � p5	 � �p5	� ���� 
������ � �∞ 

 

Car 

m¿n
¿o lim	 
��p�5	 � �∞lim	 
���p5	 � 0lim	 
��p5	 � 0lim	 
��1 � � � �∞

  
���� 
#����� � �∞ 

Car mn
o lim	 
#�p�5	 � 0lim	 
#��p�5	 � 0lim	 
#�1 � � � �∞  

2. �∆�: > � �� � 1 lim	 
#�=
��� � >; � lim	 
#��1 � ��p�5	  ���� 
#�=���� � *; � ( 

Car � lim	 
#�p�5	 � 0lim	 
#��p�5	 � 0  
Alors la droite �∆�: * � �� � % est 
une asymptote oblique à la 
courbe �Á� en �∞ 
 
Position de �Á� par rapport à �∆� . � / ;�∞; �1=, 
��� � > 9 0  . � / ;�1; �∞=, 
��� � > 1 0  
On en déduit que : 
Sur ;�∞; �%=, �Á� est en dessous 

de �∆� 
Sur ;�%; �∞=, �Á� est au dessus 

de �∆� 
3. 
7��� � p�5	 � 2�1 � ��p�5	 � 1 2 
7��� � �=�2� � 1�p�5	 � 1;  

Don on a : �7��� � ����� 
Déduction  
D’après PARTIE A on a : . � / ;�∞; �=, 
7��� 1 0   . � / ;�; �∞=, 
7��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur ;�∞; �=, 
 est croissante 
Sur ;�; �∞=, 
 est décroissante 
 

Tableau de variations de � 

 
4. Sur =0; �∞=, 
 est continue car 

dérivable et est strictement 
décroissante. Alors 
 réalise une 
bijection de =0;  �∞= sur ;�∞; 2; et 0 / ;�∞; 2;  donc l’équation 
��� � 0 
admet sur =0; �∞= une solution et 
une seule Â. 
Justification de l’encadrement  

H 
�1� � 0,27 1 0
 OJ5P � �0,37 9 0   
On a : ��%� e � OK-P 9 0   

Alors % Q Ã Q K-   

5. 
��Â� � �1 � Â�p5Ä � 1 � Â 2 
��Â�  � p5Ä�1 � Â � �1 � Â�p�5Ä�  2 
��Â� � p5Ä
�Â�  
Or 
�Â� � 0  

D’où on a : ���Ã� � ( 
Déduction  
On en déduit que – Â est solution de 

l’équation 
��� � 0 sur L� J5 ; �1N 
6. Traçons �∆� et �k� 

 

 

� �∞               �               �∞ 
7���         �          0         � 


��� 
                    
���                   

 
 

 �∞                                 �∞              
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PARTIE C � 1 �1  
1.  Voir figure 
2. u��� � @w e x �
��� � >�y����  x ����� � *� ���% � x �% � ��q�-� ���%   

Intégration par parties  

f@��� � 1 � �|7��� � p�5	   ^ H @7��� � 1|��� � � �5 p�5	   
x �
��� � >�y����   � L� �5 �1 � ��p�5	N��

�
 � x �5 p�5	y����   

� LO� �5 � � JMP p�5	N��
�

  

x �
��� � >�y���� � z²M � �M �2� � 3�p�5�  @w � 4��²  ���� � =q² � �-� � K�q�-�; ��² 

3. � lim� 
 #�2�p�5� � 0lim� 
 #�p�5� � 0   
Alors ���� 
 #����� � q² 

 
PARTIE D Æ��� � �1 � ��p�5	 � 1;   �Ç � : � L1; J5N  

1. Æ��� � � 2 �1 � ��p�5	 � 1 � �  2 �1 � ��p�5	 � 1 � � � 0  2 
��� � 0 
Déduction   Â étant l’unique solution de 

l’équation 
��� � 0 sur L1; J5N donc Â 

est aussi l’unique solution de 
l’équation Æ��� � �. 

2. È7��� � ��-� � %�q�-�  . � / L1; J5N , Æ7��� 9 0  

On en déduit que : 

Sur L1; J5N , Æ est décroissante 

   
  
 
 
 
 
 

 

Déduction  . � / L1; J5N , 1,12 Q Æ��� Q 1,27  

Or =1,12 ; 1,27; � L1; J5N 
D’où . � / L%; K-N , È��� / L%; K-N 

3. . � / L1; J5N , 2 Q 2� Q 3 2 3 Q 2� � 1 Q 4 et  p�J Q p�5	 Q p�5  2 3p�J Q �2� � 1�p�5	 Q 4p�5  2 �4p�5 Q Æ7��� Q �3p�J  2 3p�J Q |Æ7���| Q 4p�5  

Donc . � / L1; J5N , |Æ7���| Q Mz² 
Déduction . � / L1; J5N , |Æ7���| Q Mz²  
D’après l’inégalité de la moyenne 
On a : ax Æ7���	Ä y�a Q Mz² |� � Â|  2 É=Æ���;Ä	 É Q Mz² |� � Â| 2 |Æ��� � Æ�Â�| Q Mz² |� � Â|  2 |Æ��� � Æ�Â�| Q Mz² |� � Â|  
Or Æ�Â� � Â d’après PARTIE D1. 

D’où . � / L%; K-N, |È��� � Ã| Q Uq² |� � Ã|  
4. YZ � 1 et . [ / \, Y]#� � Æ�Y]� 

a. YZ � 1 / L1; J5N . [ / \, supposons Y] / L1; J5N et 

montrons que Y]#� / L1; J5N Y] / L1; J5N ^ Æ�Y]� / L1; J5N  
Car . � / L1; J5N , Æ��� / L1; J5N  
Or par définition Y]#� � Æ�Y]� 

D’où  Y]#� / L1; J5N si Y] / L1; J5N 
On conclut donc que : . _ / \, `_ / L%; K-N 

 
 
 
 
 
 
 

�  1                           
J5   Æ7���                 � 

Æ��� 
 1,27                                   

 
 
                        1,12                 
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b. On sait que : . � / L1; J5N , |Æ��� � Â| Q Mz² |� � Â|  
Prenons � � Y] on a : |Æ�Y]  � � Â| Q Mz² |Y]  � Â|  
Par définition Y]#� � Æ�Y]�  
 

Donc  . _ / \, |`_#% � Ã| Q Uq² |`_  � Ã|  
c. En partant de l'inégalité précédente, 

on a : [ � 0 ^        |Y� � Â| Q Mz² |YZ � Â|  [ � 1 ^        |Y5 � Â| Q Mz² |Y� � Â|  [ � 3 ^        |YJ � Â| Q Mz² |Y5 � Â|  
    c [ � [ � 1 ^ |Y] � Â| Q Mz² |Y]�� � Â|  
Faisons le produit membre à 
membre de ces [ inégalités. On 
obtient après simplification :  |Y] � Â| Q O Mz²P] |YZ � Â|  |YZ � Â| � |1 � Â|  1 Q Â Q J5 ^ � �5 Q 1 � � Q 0  ^ |YZ � �| Q �5 Q 1  

^ |Y] � �| Q O 4p²P] |YZ � �| Q ÊO2pP2Ë]
  

On en déduit que : . _ / \, |`_ � Ã| Q O-qP-_
  

d. lim] 
#� O5zP5] � 0 car 0 9 5z 9 1 

On en déduit que la suite �Y]� 
converge et lim] 
#�Y] � Â 

e. On sait que : O5zP5] Q 10�J ^  |Y] � �| Q 10�J 

Or O5zP5] Q 10�J 2 �2[�1 � ln 2� Q �3 ln 10  2 [ 4 J �� �Z5����� 5�  2 [ 4 11,25  
Donc on a: |Y] � �| Q 10�J . [ 4 12 
C’est à partir de _ � %- que l’on 
est sûr que `_  représente une 
valeur approchée de Ã à %(�K 
près? 

PROBLEME 7 r: �# Ì �  

    � ³ �#	²J	²��   

PARTIE A 

1. �© � L0; √JJ L Í N√JJ ;  �∞L 
���� 
#����� � %K  ���� 
�√KK �� ���� � �∞ 

���� 
�√KK �j ���� � �∞ 

�7��� � � ���K�²�%�-  
 . � / �© , �3�² � 1�5 1 0 et �8� Q 0 
Par conséquent : . � / �©, r7��� Q 0  
On en déduit que :  
Sur �©, g est décroissante  

 
2. Tracer des courbes de r et de ln 

 
 

 

             � 
0                √JJ            �∞ 

r′���  �                � 

r��� 
 -1  �∞ 

 
           �∞                    

�J 
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3. Æ��� � ln � � r��� �Ç � N0;  √JJ  L Í N  √JJ ;  �∞L  È7��� � %� � ���K�²�%�- 1 0 . � / ÏÈ 

On en déduit que : 
Sur �Ç, Æ est strictement croissante  
Des limites des fonctions g et ln, on 
déduit : ���� 
(È��� � �∞ ���� 
�√KK �� È��� � �∞ 

���� 
�√KK �j È��� � �∞ 

���� 
#�È��� � �∞ 

Tableau de variation de È 

 

Sur chacun des intervalles N0;   √JJ  L et N  √JJ ;  �∞L, Æ est dérivable donc 

continue et est strictement 
croissante sur chacun de ces 
intervalles.  
Alors Æ réalise une bijection de 
chacun de ces intervalles sur � et 
0 / �. 
Par conséquent l’équation È��� � ( admet deux solutions �% 
et �- telles que :  �% / N(;  √KK  L  et  �- / N  √KK ;  �∞L  
 C’est-à-dire 0 9 �� 9 √JJ 9 �5 

 Montrons que 0 9 �� 9 1 9 �5 9 2  

H  Æ�1� � �1 9 0Æ�2� � ln 2 � R�� 1 0   
On a : ;%; -= � N  √KK ;  �∞L et  È�%� e È�-� 9 0, alors  % 9 �- 9 2  
 
 

Par conséquent : 

 0 9 �� 9 √JJ 9 1 9 �5 9 2   

Donc on a : ( 9 �% 9 1 9 �- 9 2 
 
Déduction  
Signe de Æ��� . � / ;(; �%=, È��� 9 0 . � / N�%;  √KK L  , È��� 1 0  

 . � / N√KK ;  �-L , È��� 9 0  

  . � / ;�-;  �∞=, È��� 1 ( 
 
PARTIE B 
 
��� � 	 �� 	�	²#��8 

1. �� � ;0; �∞= 

7��� � ��#�� 	�!	8#�$8�M	8!	8#�$ �� 	�	8#��Ð   

� 	²#�#���J	²� �� 	�	²#��Ñ � ���J	²�O� '²j&Ñ'²�& # �� 	P�	²#��Ñ     

�7��� � �%�K�²�È�����²#%�K  si � £ √KK  

2. lim	 
#�
��� � lim	 
#� �� 		 e 	²�	²#��8  ���� 
#����� � ( 

Car } lim	 
#� �� 		 � 0
lim	 
#� 	²�	²#��8 � 0  

lim	 
Zj
��� � lim	 
Zj� ln � e ��	²#��8  ���� 
(j���� � ( 

Car � lim	 
Zj� ln � � 0
lim	 
Zj ��	²#��8 � 1  

lim	 
Zj ��	�	 � lim	 
Zj ln � e ��	²#��8    ���� 
(j ����� � �∞  

Car � lim	 
Zj ln � � �∞
lim	 
Zj ��	²#��8 � 1  

3. .� / �� ; ��² � 1�J 1 0 alors le signe 

de 
7��� dépend de celui de 
 �1 � 3�²�Æ��� 1 � 3�² � 0 2 � � I √JJ   

 

             � 
0                    √JJ                  �∞ 

Æ7���  �  � 

Æ��� 
                  �∞                   �∞     

 �∞             �∞ 
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D’après PARTIE A, et la règle des 
signes, on a : . � / ;0; ��=, 
7��� 9 0 . � / ;��;  �5 =, 
7��� 1 0 . � / ; �5 , �∞=, 
7��� 9 0  
On en déduit que  
Sur ;0; ��=, 
 est décroissante 
Sur ;��;  �5 =, 
 est  croissante 
Sur ; �5 , �∞=, 
 est décroissante 
Tableau de variation de � 
 

 
4. Allure de �Γ� 

 

 
 

5. . � /  �Ò;   �	 �  	�	²#�� � 	²#��	²	�	²#��    
Soit %���²#%� � %� �  ���²#%�  
On en déduit que : � ³ �l � � %- �l��²� %� est une 

primitive de la fonction � Ó  %���²#%�   
sur  ;(; � ∞= 

6. � /  ;0; 1= , Ô��� �  x 	 �� 	�	²#��8�¤ y� 

Intégration par parties  

 H @��� � ln �|′��� � 	�	²#��²    ^ � @′��� � �	|��� � � �5 e �	²#�
  

Ô��� � L � �� 	5�	²#��N¤
� � �5 x �	�	²#��8�¤ y�  

� L � �� 	5�	²#�� � �5 Oln � � �5 ln��² � 1�PN¤
�
 

� � �� 5M � �� ¤5�¤²#�� � �5 Oln � � �5 ln��²� 1�P 

Õ��� � � �l -U � %U �l��²� %� � �² �l �-��²#%�  
7. u��� � @w e !�Ô���$ @w � 16 ��²  ���� � OU �l - � U �l��²� %� ���² �l ��²#% P ��²  

 
Et on a : ��� �
 (Ö��� � U �l - 

Car � lim ¤
 Z�² � 0lim ¤
 Zj�² ln � � 0  
Cette limite est l’aire en cm² du 
domaine limité par  �)� , l’axe des 
abscisses et les droites 
d’équations � � ( et � � % 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  �     0    ��          �5    �∞ 
 
 ′���         -    0     +     0    - 


��� 
   0                      
��5� 

 
����                                             
                            0                                                    
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PROBLEME 8  
PARTIE A 
��� � � � 4 � �M ln|�|  

1. �� � �Ò et pour � élément de �Ò  �7��� � U�#%U�   

. � / N�∞; � �ML , 
7��� 1 0   . � / N� �M ; 0L, 
7��� 9 0 . � / ;0; �∞=, 
7��� 1 0  
 On en déduit que : 

Sur N�∞; � �ML, 
  est croissante  

Sur N� �M ; 0L , 
 est décroissante  

Sur ;0; �∞=, 
 est croissante 
Tableau de variation de � 

 lim	
��
��� � lim	
�� O� � 4 � �M ln����P  

Posons ¡ � �� ;  
Si � Ì �∞ alors ¡ 
 �∞ et lim¢
#� O�¡ � 4 � �M ln ¡P  � lim¢
#�¡ O�1 � M¢ � �M �� ¢¢ P � �∞   
Car 

m¿n
¿o lim¢
# � �� ¢¢ � 0

lim¢
# � M¢ � 0lim¢
# �¡ � �∞
  

Alors ����
�� ���� � �∞ 

 lim	
Z
��� � lim	
Z O� � 4 � �M ln|�|P  ����
(���� � � ∞ car ����
( �l|�| � �∞ 

lim	
#�
��� � lim	
#�� O1 � M	 � �M �� 		 P  

 ����
#����� � �∞ 

Car 

m¿n
¿o lim	
#� �� 		 � 0

lim	
#� M	 � 0lim	
#�� � �∞
  

 
2. . � / ;�∞; 0= ; 
��� 9 0 

Par ailleurs : 
Sur;0; �∞=, 
 est dérivable donc 
continue et est strictement 
croissante. 
Alors 
 réalise une bijection de ;0;  �∞= sur ;�∞ ;  �∞= et  0 / ;�∞ ; �∞=  
Donc  l’équation ���� � ( admet, 
une solution unique � dans ;(; �∞= 
�
�3� � �1 � �M ln 3 9 0
�4� � �M ln 4 1 0         
 

On a : ��K� e ��U� 9 0 
D’où  K 9 � 9 4 

3. De tout ce qui précède, on déduit 
que : 

    . � / ;�∞; (= ; ���� 9 0 
 . � / ;( ; �= ; ���� 9 0 

     . � / ;� ; � ∞= ; ���� 1 0 
 
PARTIE B . � / �Ò,   Æ��� � � � 1 � J��W �² � �� �² ln|�| et  Æ�0� � 1 �Ç � �  

1. lim	
 ZÆ��� � 1 car lim	 
 Z�² ln|�| =0 ����
 (È��� � È�(� 

Alors la fonction È est  
continue en 0 lim	
Z Ç�	��Ç�Z�	�Z � lim	
Z1 � J��W � � �� � ln|�| .  

 ����
( È����È�(���( � % car ����
(� �l|�| � ( 

Alors  È est  dérivable en 0 et  È7�(� � %   
2. Æ7��� � 1 � J�� � � �M � ln|�| � �� �  Æ7��� � 1 � 4� � �M � ln|�| 

    � �∞        � �M             0          �∞       
7���       �        0     �             � 


��� 

 
 

            
��×��� MM                      �∞                                        

 
 �∞          �∞      �∞               
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2 Æ7��� � � O�	 � 4 � �M ln|�|P  

Or 
 O�	P � �	 � 4 � �M ln a�	a 
             � �	 � 4 � �M ln|�| 

D’où  . � / �Ò, È7��� � � � O%�P 

3. On sait que : �	 / ;�∞; 0=  2 � / ;�∞; 0=  
�	 / ;0 ; � =  2  � / N�¤  ;  �∞L       �	 / ;� ;  �∞= 2 � / N0 ; �¤L 
D’après PARTIE A3 . � / ;�∞; 0=, � 9 0 et 
 O�	P 9 0 . � / N0 ; �¤L , � 1 0 et 
 O�	P 9 0 . � / N�¤  ;  �∞L , � 1 0 et 
 O�	P 1 0 

Par conséquent : . � / ;�∞; 0=, Æ7��� 1 0  . � / N0 ; �¤L , Æ7��� 1 0   . � / N�¤  ;  �∞L , Æ7��� 9 0  

On en déduit que : 
Sur N�∞; �¤L , Æ  est croissante  

Sur N�¤  ;  �∞L , Æ est décroissante  lim	
��Æ���   � lim	
��� � 1 � J��W �² � �� �² ln����  

Posons ¡ � �� ;   
Si � Ì �∞ alors ¡ 
 �∞ et lim¢
#� � ¡ � 1 � J��W ¡² � �� ¡² ln ¡ � �∞  

Car lim¢
#� ln ¡ � �∞  

Alors ����
��È��� � �∞ lim	
#�Æ���  � lim	
#��² O�	 � �	² � J��W � �� ln �P � �∞  ����
#�È��� � �∞ 

Tableau de variation de È 

4. �AZ�: > � � � 1 
Tracer de �kÇ� 

 
 Unité : 2 cm 

5.  

a. u�v� = x Æ����{ y� u�v� �  x O� � 1 � J��W �²P�{ y� ���  x �² ln|�| y��{   

Calculons x �² ln|�| y��{  
Intégration par parties :  

f@��� � ln|�|| ′��� � �²    on a : � @′��� � �	|��� � �J �J   
Ø �5 ln|�| y��

{  

� L�J �J ln|�|N{
� � x �J �5y��{   

� L�J �J ln|�| � �V �JN{
�
  

u�v� � L�5 �² � � � V��MM �J �  �5M �J ln|�|N{
�
  

 ���� � %-X%UU � %- �²� � � �%%UU �K �  %-U �K �l �  

b. lim{
 ZjvJ ln v � 0 

Alors ����
 (j ���� �  %-X%UU 

 
 
 
 
 
 
 
 

  �      �∞                  
�¤              �∞    Æ7���         +             0             -     

Æ��� 

 
 

 

                    
 O�¤P 

 
 �∞                                  �∞              
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PARTIE C 
1.  
a. g est une fonction paire.  r7��� � � �M	 9 0 , . � 1 0  

Alors r est une fonction 
décroissante sur ;0; � ∞= 
Tableau de variation de � 
 

 
                                                                                                                             
 
 
 
 
 

On en déduit que : r�=3; 4;� � =r�4�; r�3�; � =3,65 ; 3,73;  
Or =3,65 ; 3,73; � =3; 4; 

D’où  ��=K; U;� � =K; U; 
b. r��� � �   2 4 � � � �M ln|�| � 0   2 
��� � 0  � étant l’unique solution de 

l’équation  ���� � (, alors � est 
aussi l’unique solution de 
l’équation ���� � � car ces deux 
équations sont équivalentes 

a. YZ � 3 / =3; 4;.  
Supposons que Y] / =3; 4; pour tout 
entier [ puis montrons que  Y]#� / =3; 4;  
En effet : Y] / =3; 4;  ^  r�Y]� / =3; 4; 
Car r�=3; 4;� � =3; 4; 
Or par définition Y]#� �  r�Y]� 
D’où Y]#� / =3; 4; si Y] / =3; 4; 

On conclut  donc que : . _ / \, `_ / =K; U; 
C’est-à-dire K Q  `_ Q U 

b. r7��� � � �M	    3 Q  � Q 4 2  � ��5 Q r7��� Q � ��W ��W Q |r7���| Q ��5  

 
 

On déduit donc que .� / =K; U;, |�7���| Q %%- 

On sait que � / =3; 4; .� / =3; 4;, en appliquant l’inégalité 
des accroissements finis à 
l’intervalle de bornes �� ; �� on a : 
 |r��� � r���| Q ��5 |� � �|.  
Or r��� �  �  

D’où .� / =K; U;, |���� � �| Q %%- |� � �|  
c. On sait que 3 Q  Y] Q 4.  

Donc en faisant � � Y] dans la 
relation précédente on a : |r�Y]� � �| Q ��5 |Y] � �|   
Or par définition : Y]#� �  r�Y]�  

D’où . _ / \, |`_#% � �| Q %%- |`_ � �|  
Déduction : 
En partant de l'inégalité précédente, 
on a : [ � 0 ^        |Y� � �| Q ��5 |YZ � �|  [ � 1 ^        |Y5 � �| Q ��5 |Y� � �|  [ � 3 ^        |YJ � �| Q ��5 |Y5 � �|  
    c [ � [ � 1 ^ |Y] � �| Q ��5 |Y]�� � �|  
Faisons le produit membre à 
membre de ces [ inégalités. 
On obtient après simplification :  |Y] � �| Q O ��5P] |YZ � �|  |YZ � �| � |3 � �|  
  3 Q � Q 4   2 �4 Q �� Q �3  2 �1 Q YZ � � 9 0  2 |YZ � �| Q 1 2 |Y] � �| Q O ��5P] |YZ � �| Q O ��5P] e 1  

On en déduit que : . _ / \, |`_ � �| Q O %%-P_
  

d. Comme r est strictement 
décroissante sur ;0; � ∞=, r��� �  � et Y]#� �  r�Y]�, on a : 
 
 

� 0                         �∞      r7���              �    

r��� 
 �∞  

 
 

                         �∞ 
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 Y] 9 � ^  r�Y]� 1 �  
             ^ Y]#� 1 �  
             ^ Y] 9 � 9 Y]#� 
D’autres parts : Y] 1 � ^  r�Y]� 9 �  
            ^ Y]#� 9 �  
            ^ Y]#� 9 � 9 Y] 
 

On conclut donc que : � est compris entre deux termes 
consécutifs de la suite  �`_� 

Par ailleurs : 
On pourra remarquer que `( 9 � 9 `% et montrer alors par 
récurrence que pour tout entier ¼ : `-¼ 9 � 9 `-¼#% 

e. Il suffit de résoudre O ��5P] Q ��ZZ pour 

obtenir |Y] � �| Q 10�5 
On trouve que le plus petit entier _( à partir duquel cette inégalité 
est vraie est  _( � -.  
D’où l’encadrement :  `- 9 � 9 `- � %(�- 
Une calculatrice fournit Y5 S 3,675.  
On peut donc prendre � S K, �� 
avec la précision %(�-. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PROBLEME 9 
PARTIE A 
��� � 2 � �� 		#� ; �� � �#Ò  

1. r��� � 1 � � � � ln � ; �© � �#Ò    
a. �7��� � � �l � . � / ;0; 1=, r7��� 1 0   . � / ;1 ; �∞=, r7��� 9 0   

On en déduit que : 
Sur ;0; 1=, r est croissante  
Sur ;1 ; �∞=, r est décroissante  ���� 
(���� � % lim	 
 #�r��� � lim	 
 #�1 � ��1 � ln ��  ���� 
 #����� � �∞ 

 
Tableau de variation de �  
 � 0                   1               �∞ r7���           +          0       - 
 r��� 

                      2                            
 

  1                                   �∞  
 

b. Sur ;0; 1;, r��� £ 0  car  . � / ;0; 1;, r��� / ;1; 2;  
Sur ;1 ; �∞=, r est  continue car 
dérivable et est strictement 
décroissante.  
Alors r réalise une bijection de ;1 ; �∞= sur ;�∞; 2=et 0 / ;�∞; 2= 
donc l’équation r��� � 0 admet une 
solution unique �Z / ;1 ; �∞= 
f r�3,5� � 0,125 1 0r�3,6� � �0,008 9 0   

On a : ��K, X� e ��K, �� 9 0 
Alors �( / ;K, X ; K, �= 

c. Signe de r��� . � / ;0 ; �Z=, r��� 1 0   . � / ;�Z ; �∞=, r��� 9 0 
2.  

a. �7��� � �#%�� �l ����#%�² � �������#%�² . � / �#Ò , ��� � 1�² 1 0 
Alors  
7��� est du même signe que r���.  
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Par conséquent : . � / ;0 ; �Z=, 
7��� 1 0   . � / ;�Z ; �∞=, 
7��� 9 0 
On en déduit que : 
Sur ;0 ;  �Z=, 
 est croissante 
Sur ;�Z ; �∞=, 
 est décroissante ����
 (���� � �∞ 

Car �lim	
 Z ln � � �∞
lim	
 Z �	#� � 1   

lim	
 #�
��� � lim	
 #�2 � �� 		 e 		#�  ����
 #����� � - 

Car } lim	
 #� �� 		 � 0lim	
 #� 		#� � 1  
Tableau de variations de � 

 
� �Z� � 2 � �� 	Ù	Ù#�  

Or r� �Z� � 0 2 ln �Z � 	Ù#�	Ù  

D’où �� �(� � - � % �( 

Encadrement de �� �(� 3,5 Q �Z Q 3,6  2 0,27 Q � 	Ù Q 0,28  2 2,27 9  
� �Z� 9 2,28  
b. (D) : > � 2  ���� � * � �l ��#%    . � / �#Ò ,  � � 1 1 0 

Alors le signe de 
��� � > est celui 
de ln � 
Par conséquent : . � / ;0; 1=, 
��� � > 9 0 .� / ;1; �∞=, 
��� � > 1 0  
On en déduit que :  
Sur ;(; %=, �Á� est en dessous de �Ï� 
Sur ;%; �∞=, �Á� est au dessus de �Ï� 

 

Tracer de �k� 
 

 
 

c. . � / �Ò, ����� � ���� 
Alors � est une fonction paire 
D’autre part : 
 . � 1 0, ���� � 
��� 

On en déduit que : 
Sur ;(; �∞=, �Á� � �)� 

Sur ;�∞; (=, �)� est la symétrique 
de �Á� par rapport à l’axe des 

ordonnées. (Voir figure) �)� � �Á� Í Ú�Û; Üt�!�Á�$ 

PARTIE B 
1. :��� � x �� 		#��� y�;  � 4 1 

a. :��� est l’aire en unité d’aire du 
domaine plan limité par la courbe �k�, la droite ��� et les droites 
d’équations � � 1 et � � � 

b. Ô��� � x �� 		�� y� � L�5 �ln ��²N�
�
 

Õ��� � %- ��l ��²   
c. ¬��� � x �� 		²�� y� 

Intégration par parties :  

  H@��� � ln �|′��� � �	²
 ^  � @′��� � �	|��� � � �	

  
¬��� � L� �� 		 N�

� � x �	8�� y�   

 
 

� 0                   �Z              �∞ 
7���               +     0          - 


��� 
                   
� �Z�                              

 
 �∞                                   2   
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¬��� � L� �� 		 � �	N�
�
    

­��� � ��%��l ��   ¬7��� � �� ��² 4 0 . � 4 1 

On en déduit que : 
Sur =1; �∞=, ¬ est croissante lim�
 #� ¬��� � 1  

Tableau de variation de ­ 
 
t 1                        �∞ ¬7���            + 
 ¬��� 

                             1                             
 
0                           

 
On en déduit que : . � 4, ( Q ­��� Q % 

2. . � 4 %, %� � %�#% � %���#%� 4 (  
D’autres parts : � 4 1 2 � � 1 4 �   
          2  ��� � 1� 4 �²  
          2 �	�	#�� Q �	²  

On conclut donc que : . � 4 %, ( Q %� � %�#% Q %�²  
Déduction : . � 4 1 , ln � 4 0 et 0 Q �	 � �	#� Q �	²  ^ 0 Q �� 		 � �� 		#� Q �� 		²   ^ 0 Q x �� 		 y� � x �� 		#��� y� Q x �� 		²���� y�  

Donc on a : ( Q Õ��� � ���� Q ­���  

3. 0 Q �5 �ln ��5 � :��� Q ¬��� Q 1  
^ 0 Q �5 � Ý������ ��² Q ���� ��²  ^ �5 � ���� ��² Q Ý������ ��² Q �5  

lim�
#� ���� ��² � 0   
Alors ����
#� ������l ��² � %- 

 
 
 
 
 

PARTIE C 
1. Æ��� � 
��� � �; �Ç � =1; �∞= 
a. È7��� � �7��� � % . � / ;�Z;  �∞=, 
7��� 9 0 et donc . � / ;�Z;  �∞=, Æ7��� 9 0  

On en déduit que : 
Sur ;�Z;  �∞=, Æ  est décroissante  

b. �77��� � !�K#-�²#�$�Þ�����K�²#U�#%�������K#-�²#��²  . � / =1; �Z; ; r7��� 9 0 et r��� 4 0 
Donc ��J � 2�²� ��r7��� 9 0 et  �3�² � 4� � 1�r��� 4 0  
Par conséquent : . � / =1; �Z;, 
77��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur =1; �Z;, 
7 est décroissante 
Par conséquent :   . � / =1; �Z;,  
7��Z� Q 
7��� Q 
7�1�   

Alors ( Q �7��� Q ��%�U  

c. . � / =1; �Z;;  0 Q 
7��� Q ©���M    ^    0 Q 
7��� Q �5  ^ 1 Q 
7��� � 1 Q � �5 9 0  ^ Æ7��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur=1; �Z;, Æ décroissante  

2.  
a. Æ est dérivable donc continue et 

strictement décroissante sur =1; �∞= 
Elle réalise alors une bijection de =1; �∞= sur Æ�=1; �∞=� � ;�∞ ; 1; et 
0 / ;�∞ ; 1;.  
D’où l’équation È��� � ( admet 
une unique solution � / =%; �∞=  f Æ�2� � 0,23 1 0Æ�3� � � 0,73 9 0   

On a :  È�-� e È�K� 9 0 
Alors - 9 � 9 3 Æ��� � 0  2   
��� � �  

Alors � est l’unique solution de 
l’équation ���� � � sur =%; �∞= et 
on a : - Q � Q K 
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b. 
 est croissante sur =2 ;  3; . � / =2 ;  3;,  
�2� Q 
��� Q 
�3�  2 2,23 Q 
��� Q2,27 
 
Or =2,23 ;  2,27; � =2 ;  3; 
D’où 2 Q 
��� Q 3  

Donc . � / =- ;  K;, ���� / =- ; K; 
c. =2 ;  3; � =1; �Z;.  

Donc 
 ′ est décroissante sur =2 ;  3; . � / =2 ;  3;, 
7�3� Q 
7��� Q 
7�2� 
 2 0,015 Q 
7��� Q 0,09 Q �V 

Donc . � / =- ;  K;,  ( Q �7��� Q %� 

d. . � / =2 ;  3;, en appliquant  à 
l’intervalle de bornes ��;  �� 
l’inégalité des accroissements finis, 
on a : |
��� � 
���| Q �V |� � �|  
Or 
��� � � 

D’où . � / =- ;  K;, |���� � �| Q %� |� � �|  
3.  
a. YZ � 2 / =2 ;  3; . [ / \, supposons que Y] / =2 ;  3; 

et montrons que Y]#� / =2 ;  3; 
En effet : Y] / =2 ;  3; ^ 
�Y]� / =2 ;  3;  
Car . � / =2 ;  3;, 
��� / =2 ; 3;  
Or par définition Y]#� � 
�Y]� 
D’où Y]#� / =2 ;  3; si Y] / =2 ;  3; 

On conclut alors que : . _ / \,   `_ / =- ;  K; 
On sait aussi que : . � / =2 ;  3;, |
��� � �| Q �V |� � �| 
Prenons � � Y] 
On a : |
�Y]� � �| Q �V |Y] � �|  
Or par définition Y]#� � 
�Y]� 

D’où . _ / \, |`_#% � �| Q %� |`_ � �|  
 
 
 
 
 
  

b. En partant de l'inégalité précédente, 
on a : [ � 0 ^        |Y� � �| Q �V |YZ � �|  [ � 1 ^        |Y5 � �| Q �V |Y� � �|  [ � 3 ^        |YJ � �| Q �V |Y5 � �|  
    c [ � [ � 1 ^ |Y] � �| Q �V |Y]�� � �|  
Faisons le produit membre à 
membre de ces [ inégalités. 
On obtient après simplification :  |Y] � �| Q O�VP] |YZ � �|  |YZ � �| � |2 � �|  2 Q � Q 3  2  �1 Q YZ � � Q 0  2 |YZ � �| Q 1  2 |Y] � �| Q O�VP] |YZ � �| Q O�VP] e 1  

Donc . _ / \, |`_ � �| Q O%�P_
 

c. 0 9 �V 9 1 alors lim] 
 #� O�VP] � 0 

On en déduit que la suite �`_� 
converge et ���_ 
 #�`_ �  � 
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PROBLEME 10 
PARTIE A 
��� �  √� p��	;  �© � =0; �∞=  

1. 
��� �  √� p��	 

        � √	e√	√	 e p e p�	 

        � z√	 e �p�	  ���� �  q√� e �q�  
On a donc : ���� 
 #� ���� � ( 

Car } lim	 
 #�  z√	 � 0lim	 
 #�  	z' � 0  
La courbe �k� admet une asymptote 
horizontale d’équation > � 0 

2. . � 1 0 ; �7��� � �%�-��-√� q%�� . � / ;0; �∞=, 2√� 1 0 et p��	 1 0 
Alors le signe de 
7��� dépend de 
celui de 1 � 2� 1 � 2� 1 0 ^ � 9 �5   
Par conséquent : .� / N0; �5L , 
7��� 1 0  .� / N �5 ;  �∞L , 
7��� 9 0    
On en déduit que : 
Sur N0;  �5L, 
 est croissante  

Sur N �5 ;  �∞L , 
 est décroissante 

Tableau de variation de � 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. Tracé de �k� : 
  

 
 
 

4.  
a. Voir figure 
b. � � @| e ß x 
5���y��Z  x 
5���y��Z � x �p5�5	y��Z   

Intégration par parties 

 f @��� � �|7��� � p5�5	  ^ H @′��� � 1|��� � � �5 p5�5	   
x �p5�5	y��Z � L� �5 �p5�5	NZ

�   �  

x �5 p5�5	y��Z   

x �p5�5	y��Z � L� �M �2� � 1�p5�5	NZ
�
  

x �p5�5	y��Z � z8�JM   @| � 8��J  à � �á Oq-�KU P ��K � -á�q- � K���K  

 
PARTIE B Y] � x 
���]#�] y�  

1. Y]   est l’aire en unité d’aire du 
domaine plan limité par la 
courbe �k�, l’axe des abscisses et 
les droites d’équations � � [ et � � [ � 1 

2. 
 est décroissante sur =1;  �∞=.  
D’où . [ 4 1 et . �, [ Q � Q [ � 1   
On a : 
�[ � 1� Q 
��� Q 
�[�  
En appliquant l’inégalité de la 
moyenne sur , on a :  
�[ � 1�=[ � 1 � [; Q x 
���y�]#�] Q
�[�=[ � 1 � [;  

Donc . _ 4 %, 
 ��_ � %� Q   `_ Q ��_� 

 
 

   � 0                   
�5               �∞ 
7���           +         0           -    


��� 
 

                    �z5 

 
0                                        0 
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3. On déduit de cette inégalité que : 
�[ � 2� Q   Y]#� Q 
�[ � 1� Q   Y] Q 
�[�  

C’est-à-dire . _ 4 % , `_#% Q   `_ 
Ceci montre que �`_� est une 

suite décroissante. 
4. lim	 
 #� 
��� � 0  

D’où lim] 
 #� 
�[� � lim] 
 #�
�[ � 1� � 0 

On déduit que �`_� est 
convergente et  ���_ 
 #�`_ � ( 

 
 
PARTIE C 

1.  
a. � est l’unique primitive de 
 

s’annulant pour � � 1 
b. On en déduit que : . � 4 %,  �7��� � ���� 

D’après l’étude de 
 dans PARTIE A . � / =1; �∞=, 
��� 1 0 
Par conséquent : 
Sur =1; �∞=, � est croissante 

2.  

a. . � 4 0, !√� � √2$5 4 0   2 � � 2√�√2 � 2 4 0  
Donc  . � 4 (, �� � -� 4 -√-√� 

b. Déduction . � 4 1, �� � 2� 4 2√2√�  2 (� � 2�p��� 4 2√2√�p���   
D’où . � 4 1,   x �� � 2�p���y�	� 4 2√2 x √�p���y�	�    2  2√2���� Q x �� � 2�p���	� y�  

On en déduit que : . � 4 %, ���� Q %-√- x �� � -��% q%�� �  

c. Intégration par parties  

 f@��� � � � 2|7��� � p���  ^ f @′��� � 1|��� � �p���   
x �� � 2�	� p���y�  � =��� � 2�p���;�	 � x p���	� y�  � =��� � 2�p����p���;�	  x �� � 2�	� p���y� � =��� � 3�p���;�	  x �� � -��% q%�� � � U � �� � K�q%��    
 
 
 

Déduction . � / =1; �∞=, �� � 3� 1 0 ; p��	 1 0 2 �� � 3�p��	 4 0  2 ��� � 3�p��	 Q 0  2 4 � �� � 3�p��	 Q 4  2 x �� � 2�	� p���y� Q 4  2 ���� Q �5√5 x �� � 2�	� p���y� Q 5√5        

 2 ���� Q √- 
D’autre part : . � 4 1, 
��� 4 0  2 x 
���y� 4 0	�  . � 4 1 2 ���� 4 (  

On en déduit que : . � 4 %, ( Q ���� Q √- 
 

3.  
a. ¶] �  Y� �  Y5 � â � Y]�� 

    � x 
���y�5� � x 
���y�J5 � â �x 
���y�]]��   
D’après la relation de Chasles on a : ¾_ � x ���� �_%   

b. ¶] � ��[� 2 0 Q ¶] Q √2   
La suite �¶]� est croissante et 
bornée.  
On en déduit que �¶]� est 
convergente  
On sait que : 0 Q ¶] Q √2 
D’où en passant à la limite, on a : 0 Q lim] 
 #�¶] Q √2                

Soit ( Q ã Q √- 
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PROBLEME 11 
PARTIE A 
��� � p�	 cos �  ;  �� � �  

1. �7��� � �q���çèé � � é�l ��  . � / �, p�	 1 0  
Ceci montre bien que �7��� est du 
signe de  ��çèé � � é�l �� 

2. cos � � sin � � √2 O√55 cos � � √55 sin �P  

� √2 Ocos êM cos � � sin êM sin �P     

Donc  çèé � � é�l � � √- çèé O� � áUP . � / L� ê5 ;  ê5N , O� � êMP / L� JêM ;  êMN   
                                                 

 cos O� � êMP Q 0   2 �JêM Q � � êM Q � ê5    2 �ê5 Q � Q � êM  cos O� � êMP 4 0   2 �ê5 Q � � êM Q êM   2 �êM Q � Q ê5   
7��� � �√2 cos O� � êMP  

Par conséquent : . � / L� ê5 ;  �êM N , 
7��� 4 0  . � / L� êM ;  ê5N , 
7��� Q 0 

On en déduit que : 
Sur L� ê5 ;  �êM N , 
 est croissante 

Sur  L� êM ;  ê5N , 
 est décroissante 

 
 
 
 
 
 

3. Tableau de variations  
 
 
 
 
 
 
 
 

Les coefficients directeurs des 
tangentes : 

 
 
 
 

 

 
 

4.  
a. �7��� � 
���  2  =�ë � w� cos � � �ë � w� sin �;p�	 � p�	 cos �  

Par identification on a : 

Fë � w � 1ë � w � 0   ì �w � � �5ë � �5
   

���� � q��
- ��çèé � � é�l ��  

b. u � @w e x 
���y�í8� í8  

u � x 
���y�í8� í8   

u � 25 î� Oê5P � � O� ê5Pï ��5  

� � -X e qá-�q� á-- ��²  
Ou encore � � -XðÈ Oá-P ��-  

 
 

  � � ê5              
�êM                ê5 
7���          +         0           - 


��� 
                   √55 píÐ                            

 
0                                    0   

� � ß2 
�ß4  0 ß2 
7��� pê5 0 -1 � p�ê5  
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PARTIE B 

1.  
 ON– ê5 ;  0LP � N0; √55 píÐ  L   
2 . � / N– ê5 ;  0L,   
� 9 0 9 
��� 9 √55 píÐ  

2 . � / N– á- ;  (L , ���� £ �   

D’autres parts : 
 O– ê5P � 0 2 
 O– ê5P £– ê5  
�0� � 1 2 
�0� £ 0  
On conclut donc que : . � / L– á- ;  (N , ���� £ �  

C’est-à-dire que sur l’intervalle L– á- ;  (N, il n’existe pas de point 

d’intersection de �)� avec la droite �∆� : * � � 

2. ñ��� �  p� 	 cos � � �;  �ò � L0; ê5N 
a. ó�(� � % et ó Oá-P � � á- 

b. ó7��� � �7��� � % . � / L0;  ê5N , 
7��� 9 0 2 ñ7��� 9 0 

Sur L0;  ê5N,  ñ est  décroissante 

Tableau de variation de ó  
 
 
 
 
 
 

c. ñ est continue car dérivable sur N0; ê5N et est strictement décroissante 

sur cet intervalle. ñ réalise alors une 

bijection de N0; ê5N sur N� ê5  ;  1N et  

0 / N� ê5  ;  1N. 
Donc l’équation ó��� � ( admet 

une unique solution � dans N(; á-N  ó��� � ( 2 ���� � � 
 
 

d. Â � 
�1� � p�� cos 1 

 ;0 ; 1=  � N0; ê5N  
H ñ�0� � 1 1 0ñ�1� � Â � 1 9 0    

On a : ó�(� e ó�%� 9 0 
D’où � /  ;( ; %= c’est-à-dire � 9 1 

D’autres parts : 
 étant décroissante sur ;0 ; 1=   
On a :  � 9 1 2 
�1� 9 
��� 

Or 
��� � � et Â � 
�1�  
D’où   Â 9 �  

On a : Ã 9 � et � 9 1 
Donc Ã 9 � 9 1 

3. On considère la suite �Y]� définie 
par son premier terme YZ � 1 et 
 . [ / \, Y]#� � 
�Y]� 

a. YZ � 1 donc on a : Â Q YZ Q 1. 
Supposons  Â Q Y] Q 1 pour tout 
entier [ puis montrons que 
 Â Q Y]#� Q 1 
En effet : Â Q Y] Q 1 ^  0 Q Â Q Y] Q 1      
                    ^ 
�1� Q  
�Y]� Q 
�0� 
Car 
 est décroissante sur =0 ; 1; 
Or par définition Y]#� � 
�Y]� 
D’où Â Q Y]#� Q 1 si Â Q Y] Q 1 

On conclut donc que : . _ / \,  Ã Q `_ Q % 
b. On pose ô � |
7�Â�| 
77��� � 2 e�	sin � 1 0 . � / N0; ê5N  

On en déduit que :  
Sur N0;  ê5N , 
7 est croissante  

Par conséquent : Â / ;0 ; 1= � N0; ê5N  2 
7�0� 9 
7�Â� Q 
7 Oê5P                             2  �1 9 
7�Â� Q  �p� í8 2 p� í8 Q |
7�Â�| 9 1  
On a donc : |�7�Ã�| 9 1 

Ce qui montre que :  ö 9 1 
 
 

  � 0                          ê5 ñ7���            � 

ñ��� 
 1                                             

 
                         � ê5         
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D’autres parts : . � / =Â; 1;, on a : 
7�Â� Q 
7��� Q 
7�1� 9 0   2  |
7���| Q |
7�Â�| 
Donc . � / =Ã; %;, |�7���| Q ö 

c. Appliquons l’inégalité des 
accroissements finis  à l’intervalle de 
bornes �� ; Y] � 
On a : |
�Y]� � 
���| Q ô|Y] � �| .  
Or Y]#� � 
�Y]� et 
��� � � 

Donc . _ / \, |`_#% � �| Q ö|`_ � �| 
En partant de cette inégalité, on a : [ � 0 ^        |Y� � �| Q ô|YZ � �|  [ � 1 ^        |Y5 � �| Q ô|Y� � �|  [ � 3 ^        |YJ � �| Q ô|Y5 � �|  
    c [ � [ � 1 ^ |Y] � �| Q ô|Y]�� � �|  
Faisons le produit membre à 
membre de ces [ inégalités.  
On obtient après simplification :  |Y] � �| Q ô]|YZ � �|  |YZ � �| � |1 � �|  0 9  � 9 1  2 �1 9 YZ �  � 9 0  2 |YZ � �| 9 1  2 |Y] � �| Q ô]|YZ � �| Q 1 e ô] 

On en déduit que : . _ / \, |`_ � �| Q ö_ 
d. lim] 
 #�ô] � 0 car ô 9 1 

On n’en déduit que la suite �`_�  
est convergente et ���_ 
 #�`_ �  � 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PROBLEME 12 
PARTIE A @��� � 2� � √1 � �² ;  �¥ � �  

1. @��� � 0 2 2� � √1 � �5 � 0   2  √1 � �5 � 2�   2  F 2� 4 01 � �² � 4�²     
2  H � 4 0� � I √JJ      2 � � √JJ    

¾� � F√KK ÷  

2. @�0� � �1 9 0  d’où le tableau de 
signe suivant : 

 
 
 
 . � / N�∞ ; √KK  L , ø��� 9 0  

. � / N √KK  ;  �∞L , ø��� 1 0  

 
PARTIE B 

1. r��� � � � 2√1 � �² ;  �© �  �   

a. Les fonctions � ³ � et � ³ 1 � �²  sont dérivables sur � 
car ce sont des fonctions polynômes 
D’autres parts : 
 . � / �, 1 � �² 1 0  

Alors la fonction � ³ √1 � �²  est 
dérivable sur � 

On conclut donc que : r: � ³ � � 2√1 � �² est dérivable 
sur � comme combinaison linéaire 
de deux fonctions dérivables sur � 

b. �7��� � √%#�²�-�√%#�² �  � ø���√%#�² 
c. . � / �, √1 � �²  1 0  

Alors le signe de r7��� dépend de 
celui de �@��� 
Par conséquent : .� / N�∞ ; √JJ  L  , r7���  1 0 

.� / N √JJ  ;  �∞L , r7���  9 0  

� �∞          √JJ                 �∞    @���       �        0        � 
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2. lim	 
 � �r��� � lim	 
 � �� �1 � 2�1 � �	²�   

lim	 
 # �r��� � lim	 
 # �� �1 � 2�1 � �	²� 

���� 
 � ����� � �∞; ���� 
 # ����� � �∞ 

Tableau de variations de  �   
 

 
3.  

a. lim	 
 � � ©�	�	 �  lim	 
 � � �1 � 2�1 � �	8� 

���� 
 � � ����� � K   

Et lim	 
 � ��r��� � 3��   � lim	 
 � � !�2� � 2√1 � �5$ �  lim	 
 � � 5
 	��#��# &'²� � 0  

 ���� 
 � ������ � K�� � (  

Alors la droite d’équation * � K� 
est une asymptote oblique à (C) 
au voisinage de  � ∞ 

lim	 
 # � ©�	�	 � lim	 
 # � �1 � 2�1 � �	²�   

���� 
 # � ����� � �%   
Et lim	 
 # ��r��� � �� � lim	 
 # � !2� � 2√1 � �5$ 

 � lim	 
 # � �5
	��#��# &'²� � 0  

���� 
 # ������ � �� � (  

Alors la droite d’équation * � �� 
est une asymptote oblique à (C) 
au voisinage de � ∞ 

b. . � Q 0, > � 3� et r��� � > � 
�5�	#√�#	² 9 0   

 

On n’en déduit que :   
(C) est en dessous de l’asymptote 
d’équation > � 3�. . � 4 0, > � �� et r��� � > � 

�5	#√�#	² 9 0   
On en déduit que :   
(C) est en dessous de l’asymptote 
d’équation  > � �� 

c. Représentation graphique 

 

 
 
 
PARTIE C 

1. Æ���� � �r��� 2 Æ���� � �� � 2√1 � �5  2 Æ���� � �� � 261 � ����²  
D’où . � / �,  È��� � � � -√% � �² 

2. (C) : > � � � 2√1 � �5   2 > � � � �2√1 � �² Q 0    2 �> � ��5 � 4�1 � �5� ; > � � Q 0 2 �C� : �> � ��5 � 4�1 � �5�;  > Q � �Γ� : > � � � 2√1 � �5   2 > � � � 2√1 � �² 4 0    2 �> � ��5 � 4�1 � �5� ; > � � 4 0 2 �Γ� : �> � ��5 � 4�1 � �5� ;  > 4 �   
Or  ú��, >� / �5 >⁄ Q � ü@  > 4 � ý � �5 .  
D’où (C) Í �Γ�: �> � ��5 � 4�1 � �5�  

On a donc 
(C) Í �)�: *- � -�* � K�- � U � ( 

  �  �∞               √JJ              �∞       r7���           +          0           - 

r��� 
                    - √3                           

 �∞                                 �∞    
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3. !– >$5 � 2������>� � 3����5 � 4 � >5 � 2�> � 3�5 � 4.  

Donc si le point  þ��, >� / �C� Í �Γ� 
alors le point þ′���, �>� / �C� Í �Γ� 
On en déduit que :   
L’origine O du repère est un centre 
de symétrie de �C� Í �Γ� 

4. �Γ� est donc la réunion de �C� et de 
sa symétrique de par rapport à 
l’origine O du repère.  �)� � ��� Í ÚÛ!���$ 

(Voir le graphique) 

PARTIE D 
��� � �√1 � �² � ln!� � √1 � �²$  
1.  
a. . � / �, 1 � �5 1 �5  2   √1 � �² 1 √�²  

Or √�² � |�| 
D’où  . � / �, √% � �- 1 |�| 

b. �� � �� / � � � � √1 � �² 1 0� . � / �, √1 � �5 1 |�| 4 ��    2  � � √1 � �5 1 0 . � / � 
On en déduit que : Ï� �  � 

2. 
7��� � √1 � �5 � 	8√�#	8 � �# '6&j'8	#√�#	8 

         � �#5	²√�#	² � �√�#	² � 5��#	²�√�#	²   
7��� � 2√1 � �²   r��� � � � 2√1 � �² � � � 
7���  
D’où une primitive de � sur � est 
par exemple la fonction G définie 

par : «��� � %- �² � ���� 

3. �� @w e x !�� � r���$�Z y� 

   �  @w e L� �5 �² � ¨���NZ
�   @w � 4��²  

 �� 4!√2 � ln!1 � √2$$��² 
 
 
 
 
 

PROBLEME 13 
PARTIE A 
��� � ��	²5#	  ;  �� � � � ú�2ý 

1. . � /  �� ,   �� � 2 � J	#5 � �	²#M�J	#5 � ��	²	#5 � 
���  

D’où . � /  Ï� , ����=�� � - � K�#- 

2. �7��� � ���²#U�#%���#-�-  . � /  �� , �� � 2�5 1 0   
 Alors le signe de 
7��� dépend de 
celui de ��² � 4� � 1  ��² � 4� � 1 � 0  ∆7� 3  �� � �2 � √3 ; �5 � �2 � √3 
Par conséquent : . � / ��∞; �2 � √3�, 
7��� 9 0 .� / ��2 � √3 ;� 2 � √3� , 
7��� 1 0 .� / ��2 � √3; �∞�, 
7��� 9 0   
On en déduit que : 
Sur ��∞; �2 � √3�,  
 est décroissante 
Sur��2 � √3 ;� 2 � √3�, 
 est croissante 
Sur ��2 � √3 ;  �∞�,  
 est décroissante  ����
������ � �∞ ����
�-����� � �∞ ����
�-j���� � �∞ ����
#����� � �∞ 

Tableau de variation de � 

 
La droite d’équation � � �2 est une 
asymptote verticale à (C) 
D’autres parts : 
Posons > � �� � 2 lim	
���
��� � >� � lim	
#��
��� � >� � 0  

    � �∞ � �2 � √3  �2  �2 � √3   � ∞ 
7���       �   0    �         �    0     � 


��� 
 �∞              �∞        4 � 2√3 

  
   
     4 � 2√3             �∞        �∞ 
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Alors la droite d’équation > � �� � 2 
est une asymptote oblique de (C). 
Tracer de (C) 
 

 
 

3. Soit I le point d’intersection des 2 
asymptotes : f � � �2> � �� � 2  2   f  � � �2> � 4     
Alors ���-; U�  
�2 e ��2� � �� � 
���  �  
��4 � �� � 
��� � � � 4 � 2 � J�	�5 � � � 2 � J	#5 � 8  ��- e ��-� � �� � ���� � � � - e U 

Alors ���-; U� est un centre de 
symétrie de (C) 

4. �� @w e x !> � 
���$5�� y� x !> � 
���$5�� y� � x J	#5 y�5��   

                           � =3 ln�� � 2�;��5   x !> � 
���$5�� y� � 6 ln 2  @w � 1 ��²  ����� � �l -  ��² 
PARTIE B ñ��� � � ����8 �5#��� � ;  �ò � �  

1. ñ�ß � �� � � ����8�ê���5#����ê��� � ñ���  

Car sin�ß � �� � sin � ñ est périodique de période 2ß donc 
l’étude de ñ peut se faire sur un 
intervalle d’amplitude 2ß et  on 
complète la courbe représentative 

de ñ par des translations de vecteur ô2ß�t ; ô étant un entier relatif.  
D’autres parts : ñ�ß � �� � ñ���  

Or L� ê5 ; ê5N Í Lê5 ; Jê5 N � L� ê5 ; Jê5 N et . � / L� ê5 ; ê5N ;  �ß � �� / Lê5 ; Jê5 N 
D’où une étude des variations de ó sur L� á- ; á-N permet de construire 
entièrement la courbe 
représentative de ó  

2.  

a. 
77��� � �W�	#5�Ñ 9 0, . � / ;�2; �∞= 
Sur ;�2; �∞=, 
7 est décroissante  
On en déduit que : 
Sur=�1; 1;, 
7 est décroissante  
7�=�1; 1;� � =
7�1�; 
7��1�;   

Alors �7�=�%; %;� � L� -K  ;  - N 
b. ñ��� � 
�sin ��  2  ñ7��� � cos � e 
7�sin ��  

Donc . � / �,  �7��� � �7�é�l �� çèé � 
c.  
7 est continue car dérivable et est 

strictement décroissante sur ;�1; 1= 
Alors 
7 réalise une bijection de ;�1; 1= sur N� 5J ; 2Let 0 / N� 5J ; 2L 
Donc  l’équation �7��� � ( admet 
une unique solution �( dans ;�%; %=. �1 9 �Z 9 1  2   	!  � / N– ê5 ; ê5L � sin � � �Z  

On a donc : ñ7��� � 
7�sin �� cos �  
          � 
7��Z� cos �  ñ7��� � 0  

Car . � / N– ê5 ; ê5L cos � 1 0 et 
7��Z� � 0 
On conclut donc que : � est l’unique solution de 

l’équation ó7��� � ( dans N– á- ; á-L 
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d. ñ��� � � ����8 ¤5#��� ¤  

Or ñ7��� � 0  2  
7�sin �� � 0 2 sin � � �2 � √3   

Car �2 � √3 9 �1 

D’où ñ��� � 
!�2 � √3$  

On a donc ó��� � U � -√K 
3.  
a.  � 0 ß6 

ß4 
ß3 ñ��� 12 

310 4 � √214  
4 � √326  

 ñ7�0� � � �M   

b. ñ7��� � 
7�sin �� cos �  . � / L0; ê5N , cos � 4 0 et d’après les 

variations de 
, 0 Q sin � Q 1 ^ 
7�sin �� 9 0  
Car =0; 1; � ��2 � √3; �∞� 
Par conséquent : . � / L0; ê5N , ñ7��� Q 0  

On en déduit que : 
Sur L0; ê5N, ñ est décroissante 

 

 

4. Æ��� � ñ��� � � et �Ç � � È7��� � ó7��� � % 9 0 . � /   L(; á-N  
On en déduit que : 
Sur L0; ê5N , Æ  est décroissante  Æ étant continue et strictement 

décroissante sur L0; ê5N, alors Æ réalise une bijection de L0; ê5N 
dans L� ê5 ;  �MN et 0 / L� ê5 ;  �MN  
Donc l’équation È��� � ( admet 
une unique solution � / L(; á-N Æ��� � 0 2  ñ��� � �  

D‘où  � est aussi l’unique  
solution de l’équation ó��� � � 

sur L(; á-N  
 
PARTIE C 

1. YZ � 0  et 0 / L0; �5N donc  YZ / L0; �5N 
. [ / \, supposons que Y] /  L0;  �5N 
puis montrons que Y]#� /  L0;  �5N 
En effet : 0 Q Y] Q �5 Q ê5    ^  ñ Oê5P Q ñ�Y]� Q ñ�0�  

Car ñ est décroissante 
On a alors 0 Q ñ�Y]� Q �5  

Or par définition ñ�Y]� � Y]#� 

D’où Y]#� /  L0;  �5N si Y] /  L0;  �5N  
On conclut donc que : . _ / \, `_ /  L(; %-N 

2. 
7étant décroissante sur ;�2; �∞= 
alors elle est décroissante sur =0;  1; 
On a : 
7�=0;  1;� � L� 5J ; � �MN   2  . � / =0;  1;, � 5J Q  
7��� Q � �M  2  . � / =0;  1;, �M Q  |
7���| Q  5J  

Donc . � / =(;  %;,  |�7���| Q  -K 
Par ailleurs : ñ7��� � cos � e 
7�sin ��  2 |ñ7���| Q |
7�sin ��|    

� 0                                             
ê5       ñ7���                                  �  

ñ��� 

 �5  
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Car . � / L0; �5N � L0; ê5N , |Cos �| Q 1  

Or  . � / L0; �5N, sin � / =0;  1; 
D’où  . � / L0; �5N, |ñ7���| Q |
7�sin ��| Q 5J 

On en déduit que : . � / L(; %-N, |ó7���| Q -K 

3. . � / L0; �5N ;  |ñ7���| Q 5J  et 

. [ / \, Y] /  L0;  �5N .  
Appliquons l’inégalité des 
accroissements finis à l’intervalle de 
bornes ��; Y] �.  
On a : |ñ�Y]� � ñ���| Q 5J |Y] � �|  
Or ñ�Y]� � Y]#� et ñ��� � � 

D’où . _ / \, |`_#% � �| Q -K |`_ � �| 
4. En partant de cette inégalité on a : [ � 0 ^        |Y� � �| Q 5J |YZ � �|  [ � 1 ^        |Y5 � �| Q 5J |Y� � �|  [ � 3 ^        |YJ � �| Q 5J |Y5 � �|  

    c [ � [ � 1 ^ |Y] � �| Q 5J |Y]�� � �|      
Faisons le produit membre à 
membre de ces [ inégalités.  
On obtient après simplification :  |Y] � �| Q O5JP] |YZ � �|  0 Q � Q �5  et YZ � 0   2  � �5 Q YZ � � Q 0  2 |YZ � �| Q �5  2 |Y] � �| Q O5JP] |YZ � �| Q �5 e O5JP]

 

Donc . _ / \, |`_ � �| Q %- O-KP_
 

lim]
#� �5 O5JP] � 0  

Car 0 9 5J 9 1 

On en déduit que la suite �`_� 
converge vers � 

 
 
 

PROBLEME 14 
PARTIE A �
�: >7 � 2> � 2�p5	 � 1�  

1. r��� � w�p5	 � ë r7��� � �2w� � w�p5	  r7��� � 2r��� � 2�p5	 � 1�  2 wp5	 � 2ë � 2p5	 � 2  
Par identification :  F� � -� � %  et ���� � -�q-� � % 

2. > � � � r 
Supposons que > est solution de �
� 
On a : >7 � 2> � 2�p5	 � 1�  ^ �� � r�7 � 2�� � r� � 2�p5	 � 1�  ^ �7 � 2� � 2�p5	 � 1� � �r7 � 2r�  ^ �7 � 2� � 0  
Car r7 � 2r � 2�p5	 � 1� 
Alors � est solution de ��E� si * 
est solution de ��� 
Réciproquement 
Supposons que � est solution de �
E� 
On a : r7 � 2� � 0 ^ �7 � 2� � 0 et r7 � 2r �2�p5	 � 1� ^ �7 � r7 � 2�� � r� � 2�p5	 � 1�  ^ �� � r�7 � 2�� � r� � 2�p5	 � 1� ^ >7 � 2> � 2�p5	 � 1�  
Alors * est solution de ��� si � est 
solution de ��E� 

On vient ainsi de montrer que : * est solution de ��� si et 
seulement si � est solution de ��E� 

3. �7 � 2� � 0 2 �7 � 2� 
Alors � � öq-�; ö / � 

Déduction : 
Soit > une solution de �
� > � � � r  
Alors * � öq-� � -�q-� � %;  ö / � 

4. 
��� � ôp5	 � 2�p5	 � 1 et 
�0� � 0 
�0� � 0 2 ô � �1  
On a donc ���� � �-� � %�q-� � % 
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PARTIE B 
��� � �2� � 1�p5	 � 1; �� � �  
1.  

a.  � lim	
��2�p5	 � 0lim	
��p5	 � 0   
Alors ����
������ � % 

On en déduit que : 
La courbe �k� admet une asymptote 
horizontale �∆� d’équation > � 1 au 
voisinage de �∞ 

b. �∆�: > � 1 
��� � > � �2� � 1�p5	  . � / �, p5	 1 0; alors le signe 
dépend de celui de �2� � 1�  
Par conséquent : . � / N�∞; �5L , 
��� � > 9 0  . � / N �5 ;  �∞L , 
��� � > 1 0  

On en déduit que : 

Sur N�∞; %-L , �Á� est en dessous 

de �∆� 
  Sur N %- ;  �∞L , �Á� est en dessus 

de �∆� �k� � �∆� 2 
��� � >  
                2 � � �5 et > � 1 

Alors Ö O%- ; %P 

2. � lim	
#�p5	 � �∞lim	
#��2� � 1� � �∞    
Alors ����
#����� � �∞ 

D’autres parts : 

lim	
#� ��	�	 � �∞ car } lim	
#�p5	 � �∞
lim	
#� O5	��	 P � 2  

Alors la courbe �k� admet une 
branche parabolique de direction 
l’axe des ordonnées 

3. �7��� � U�q-� . � / �, p5	 1 0  
Alors le signe dépend de celui de 4�  
Par conséquent : . � / ;�∞;  0=, 
7��� 9 0  . � / ; 0 ;  �∞=, 
7��� 1 0  
 
 

On en déduit que : 
Sur ;�∞;  0=, 
 est décroissante 
Sur ; 0 ;  �∞=, 
 est croissante 
Tableau de variation de � 

 
4. Tracer de �k� et �∆� 

 
 

 
 

5.  

a.  I =x =1 � 
���;y�&8Z � x �1 � 2��p5	y�&8Z  
Intégration par parties  

f@��� � 1 � 2�|7��� � p5	  ^ H @7��� � �2|��� � �5 p5	    
I � L�5 �1 � 2��p5	NZ

&8 � x p5	y�&8Z  

I � =�1 � ��p5	;Z
&8  

I � q �--  

b. I est l’aire en unité d’aire du domaine 
plan délimité par la courbe �k�, la 
droite �∆� et les droites d’équations � � 0 et � � �5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  �  �∞             0                 �∞       
7���       �           0        � 


��� 
  1                                   �∞          

 
                     0                  
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PARTIE C 
1. J =x �2� � 1�p5	y�Z�� � =�� � 1�p5	;��Z  

D’après PARTIE B5)  
Donc J  � -q�- � % 

2. ¬ � x �2� � 1�²pM	y�Z��  
1ère Intégration par parties  f@��� � �2� � 1�²|7��� � pM	  ^
H@7��� � 2�2� � 1�|��� � �M pM	    
¬ � L�M �2� � 1�5pM	N��

Z � �5 x �2� � 1�pM	Z�� y�   

2ème Intégration par parties  

f@��� � 2� � 1|7��� � pM	  ^ H @7��� � 2|��� � �M pM	     
x �2� � 1�pM	Z��    � L�5 �2� � 1�pM	N��

Z � 
�5 x pM	Z�� y�    

On a donc ¬ � L�M �2� � 1�5pM	 � 14 �2� � 1�p4� � 18 p4�N��
Z

  

¬ � LO�²� 32 � � 58P p4�N��
Z

  

­ � X� -Xq�U�   

3. � � @| e ß x 
5���y�Z��  x 
5���y�Z��   � x =�2� � 1�²pM	 � 2�2� �Z�� 1�p5	 � 1;y�      � x �2� � 1�5zÐ'y�Z��  �2 x �2� � 1�p5	y�Z�� � x y�Z��   x 
5���y�Z��  � ¬ � 2Ô � 1    x 
5���y�Z�� � 4p�5 � 5R� p�M � J�  @| � 8 ��J  à � á��-Xq�U � K-q�- � K���K 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PARTIE D 
1. � � �� �5 2 ln � � 2� et � � p5	 

On en déduit que : > � 1 � �2� � 1�p�5	  
D’autre part : � 4 1 ^ ln � 4 0 
         ^ �� �5 4 0  

         ^ � 4 0  �Γ�: > � ��2� � 1�p�5	 � 1;  � 4 0   
2. �Γ�: > � ��2� � 1�p�5	 � 1 ;  � 4 0 2 �Γ�: > � 
����;  � 4 0   

Construction . � 4 0; �� Q 0  �Γ� est donc la symétrique de la 
partie de �k� correspondant à ;�∞; 0; par rapport à l’axe des 
ordonnées 
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PROBLEME 15 
��� � 1 � p�	 � 2p�5	;  �� � �  
 
PARTIE A ¦�¡� � 1 � ¡ � 2¡²;  �� � �  

1. ∆� 9 ¡� � � �5 ;  ¡5 � 1  

  . � / N�∞; � %-L , §��� 9 ( 

. � / Ë� %- ; %Ê , §��� 1 ( . � / ;%; �∞=, §��� 9 ( 

2. ¦�¡� � �2 O¡ � �5P �¡ � 1� 2 ¦�¡� � �2¡ � 1��1 � ¡�   
Or 
��� � ¦�p�	� d’où  ���� � �-q�� � %��% � q���  . � / �, 2p�	 � 1 1 0  
Alors le signe de 
��� dépend de 
celui de 1 � p�	  1 � p�	 1 0 ^ � 1 0  
Par conséquent : . � / ;�∞; (=, ���� 9 0 . � / ;(; �∞=, ���� 1 0 

3. On en déduit que : 
Sur ;�∞; (=, �Á� est en dessous de 

l’axe des abscisses 
Sur ;(; �∞=, �Á� est au dessus de 

l’axe des abscisses 
 
PARTIE B 

1. � lim	
#�p�	 � 0lim	
#�p�5	 � 0  
Alors ����
#����� � % 

On en déduit que : �k� admet une asymptote 
horizontale d’équation > � 1 au 
voisinage de �∞ 

2. 
��� � 1 � p�	 � 2p�5	 

        � p�5	 O �z�8' � z�'
z�8' � 2P  

Donc ���� � q�-��q-� � q� � -� 
 
On en déduit que : ����
������ � �∞ 

Car mn
o lim	
��p�5	 � �∞lim	
��p5	 � 0lim	
��p	 � 0   

3.  
a. �7��� � �q�� � Uq�-� 
b. 
7��� � p�5	��p	 � 4� . � / �, p�5	 1 0  

Alors �7��� a le même signe que �U � q�� 4 � p	 1 0 ^ � 9 2 ln 2  
Par conséquent : . � / ;�∞;  2 ln 2=, 
7��� 1 0  . � / ; 2 ln 2 ; �∞=, 
7��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur ;�∞;  2 ln 2=, 
 est croissante 
Sur ; 2 ln 2 ; �∞=, 
est décroissante 

c. Tableau de variation de � 
 
 
 
 
 
 
 
�2 ln 2� � V�  

4.  
a. �AZ�: > � 
7�0��� � 0� � 
�0� 

Alors �C(�: * � K� 
b. ���: > � 1 �k� � ���  2 p�	 � 2p�5	 � 0   2 p�5	�p	 � 2� � 0  2 p	 � 2 car . � / �,  p�5	 £ 0 2 � � ln 2  et > � 
�ln 2� � 1  

Et donc Ö��l - ; %� 
c. 
��� � > � p�5	�p	 � 2� . � / �,  p�5	 1 0 

Alors le signe dépend de celui de p	 � 2 p	 � 2 1 0 2 � 1 ln 2  
Par conséquent : . � / ;�∞; ln 2=, 
��� � > 9 0   . � / ;ln 2 ; �∞=, 
��� � > 1 0  
 
 
 
 

  �  �∞        2 ln 2         �∞       
7���       �        0        � 


��� 
                  

V�                             

 �∞                            1 
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On en déduit que : 
Sur ;�∞; ln 2=, �k� est en dessous de ��� 
Sur ;ln 2 ; �∞=, �k� est au dessus de ��� 

5. �A�: > � 
7�ln 2��� � ln 2� � 
�ln 2� 

Donc �C�: * � %- � � % � �l --  

6. 
�� ln 2� � �5 �k� passe par le point de 
coordonnées �� ln 2 ; �5� 
 
Tracer de �k� 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PARTIE C 
1. u � @w e x !1 � 
���$�� 5Z y� 

 x !1 � 
���$�� 5Z y�  � =p�	 � p�5	;Z�� 5 

 x !1 � 
���$�� 5Z y�  � �M  @w � 4��²  
On a donc � � % ��² 

2. v 1 ln 2 ;  u�v� � 4 x =
��� � 1;{�� 5 y� 
a. ���� est l’aire en cm² du domaine 

plan délimité par la courbe �Á�, la 
droite �Ï� et les droites 
d’équations � � �l - et � � � 

b. u�v� � 4=�p�	 � p�5	;�� 5{  ���� � !% � Uq�� � Uq�-�$��² 
� lim{ 
#�p�{ � 0lim{ 
#�p�5{ � 0   

Alors ���� 
#����� � % 

3. ´ � ß x 
5���Z� �� 5 y� 
5���  � �1 � 2p�	 � 3p�5	 � 4p�J	 � 4p�M	�y�  ´ � ß L� � 2p�	 � J5 p�5	 � MJ p�J	 � p�M	N� �� 5
Z

  µ � á O%�� � �l -P ø�  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



50 Problèmes Type BAC + Corrigés                         LOVI  Yawo  Mawulolo 

 

 - 107 - 

 

PROBLEME 16 
PARTIE A r��� � �3 � ln � � �	 ;  �© � ;0; �∞=  

1. � lim	
Zj ln � � �∞
lim	
Zj �	 � �∞   

Alors ����
(j���� � �∞ 

� lim	
#� ln � � �∞
lim	
#� �	 � 0    

Alors ����
#����� � �∞ 

2. �7��� � � �#%�²  . � / ;0; �∞=, �² 1 0 et � � 1 1 0 
Alors . � / ;0; �∞=, r7��� 9 0 
On en déduit que : 
Sur ;0; �∞=, r est décroissante 
Tableau de variation de r 

 
3. Sur ;0; �∞=, r est continue car 

dérivable et est strictement 
décroissante. 
Alors r réalise une bijection de ;0;  �∞= sur ;�∞; �∞= et  0 / ;�∞; �∞=  
Donc l’équation ���� � ( admet 
une unique solution � dans ;(; �∞=  
Montrons que � / [0,4 ; 0,5] f r�0,4� � 0,4 1 0r�0,5� � �0,3 9 0   

On a : ��(, U� e  ��(, X� 9 0 
Alors � / [0,4 ; 0,5] 

4. r est décroissante et r��� � 0 
On en déduit que : . � / ;(;  �=, ���� 1 0 

    . � / ;�; �∞=, ���� 9 0 
5. : � x r���y�¤&Ð  

a. . � / L�M ;  �N , r��� 4 0 

 
 

On en déduit que : : est l’aire en unité d’aire du 
domaine plan délimité par la courbe 
de r, l’axe des abscisses et les 
droites d’équations � � �M et � � � 

b. : � =�3� � ln �;&Ð
¤ �  x ln � y�¤&Ð  

Calculons x ln � y�¤&Ð  

Intégration par parties  

H@��� � ln �|7��� � 1 ^ H@7��� � �	|��� � �     
x ln � y�¤&Ð � =� ln �;&Ð

¤ �  x y�¤&Ð   

Donc : � =�2� � �1 � �� ln �;&Ð
¤  

: � �2� � �1 � �� ln � � �5 � J5 ln 2  

Or r��� � 0 2 ln � � �3 � �¤ 

D’où � � � � %� � �- � K- �l - 

 
PARTIE B 
��� � p�	�3 � ln ��; �� � ;0; �∞=  

1.  

a. H lim	 
Zj ln � � �∞pZ � 1   
Alors ���� 
(j ���� � �∞ 

b. 
��� � p�	�3 � ln �� 
        � 3p�	 � p�	 ln �  
        � 3p�	 � �z' · ln �  

Donc ���� � Kq�� � �q� · �l ��  

ca 

m¿n
¿o lim	 
#�p�	 � 0lim	 
#� 	z' � 0

lim	 
#� �� 		 � 0
  

Alors ���� 
#� ���� � ( 

c. Déduction �k� admet une asymptote verticale 
d’équation � � 0 et une asymptote 
horizontale d’équation > � 0 au 
voisinage de �∞  

2. 
7��� � �p�	�3 � ln �� � z�'
	  
7��� � p�	 O�3 � ln � � �	P  

Donc on a : �7��� � q�� · ���� 
 

� 0                                        �∞      r7���                    �  

r��� 

   �∞ 

 

                                          �∞      
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3. 
��� � p�¤�3 � ln �� 
Or r��� � 0 2 ln � � �3 � �¤ 

D’où ���� � q��
� � %�q� 

Encadrement de ����  0,4 Q � Q 0,5  2 1,49 Q p¤ Q 1,64  2 0,59 Q �p¤ Q 0,82  2 1,21 Q �¤z� Q 1,69  

On en déduit que : %, - Q ���� Q %,�  à X e %(�% près 
4. . � / ;0; �∞=, p�	 1 0  

Donc le signe de 
7��� dépend de 
celui de r��� 
Par conséquent : . � / ;0;  �=, 
7��� 1 0   . � / ;�; �∞=, 
7��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur ;0;  �=, 
 est croissante 
Sur ;�; �∞=, 
 est décroissante 
Tableau de variation de � 

 
 
 
 
 
 
 

5. 
��� � 0 2 p�	�3 � ln �� � 0 2 ln � � �3 car p�	 £ 0 2 � � p�J  
Alors �Á� coupe l’axe des 
abscisses aux points de 
coordonnées �q�K; (�  

6. Tracer de �k� 
 

 

PARTIE C Æ��� � �J#�� 	 ;  �Ç � =0,4 ;  0,5;  
1. r��� � 0 2 �3 � ln � � �	 � 0  2 3 � ln � � �	  2 �J#�� 	 � �  2 Æ��� � �  

On en déduit que : � est l’unique solution de l’équation Æ��� � � d’après PARTIE A, � est 
l’unique solution de l’équation  r��� � 0  

2. Æ7��� � ��	�J#�� 	�8 9 0 . � / =0,4 ;  0,5;  
On en déduit que : 
Sur =0,4 ;  0,5;, Æ est décroissante 

 
 
 
 
 
 
 

Déduction 
D’après les variations de Æ, . � / =0,4 ;  0,5;, Æ��� / =0,43 ;  0,47;  
Or =0,43 ;  0,47; � =0,4 ;  0,5; 

D’où . � / =(, U ;  (, X;, È��� / =(, U ;  (, X; 
3. . � / =0,4 ;  0,5;, 0,4 Q � Q 0,5 2 �0,91 Q ln � Q �0,69  2 2,09 Q 3 � ln � Q 2,31  2 4,36 Q �3 � ln ��5 Q 5,33  2 1,74 Q ��3 � ln ��5 Q 2,66  2 0,37 Q �	�J#�� 	�8 Q 0,57   2 �0,57 Q Æ7��� Q �0,37  2 0,37 Q |Æ7���| Q 0,57 Q JR   

Donc . � / =(, U ;  (, X;, |È7���| Q KX     
 
 
 
 
 
 
 
 

  � 0               �          �∞       
7���       �        0        � 


��� 
               
���                             

 �∞                         0 

� 0,4                                   0,5      Æ7���                    �  

Æ��� 

 0,47  

 

                                         0,43      
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4. YZ � 0,45  et Y]#� � Æ�Y]� . [ / \ 
a. YZ � 0,45 / =0,4 ;  0,5;  . [ / \, supposons que Y] / =0,4 ;  0,5; et montrons que Y]#� / =0,4 ;  0,5;  Y] / =0,4 ;  0,5; ^ Æ�Y]� / =0,4 ;  0,5; 

Car . � / =0,4 ;  0,5;, Æ��� / =0,4 ;  0,5; 
Or par définition Y]#� � Æ�Y]� 
D’où Y]#� / =0,4 ;  0,5; si Y] / =0,4 ;  0,5; 

On conclut donc que : . _ / \, `_ / =(, U ;  (, X; 
b. � / [0,4 ; 0,5] ; Y] / =0,4 ;  0,5; et  

On sait que  . � / =0,4 ;  0,5;, |Æ7���| Q JR  

D’où d’après l’inégalité de la 
moyenne on a : ax Æ7����®¤ y�a Q JR |Y] � �|  ^ É=Æ���;¤�®É Q JR |Y] � �|  ^ |Æ�Y]� � Æ���| Q JR |Y] � �|  
Or Y]#� � Æ�Y]� et Æ��� � � 

Donc . _ / \,  |`_#% � �| Q KX |`_ � �|  
c. En partant de cette inégalité on a : [ � 0 ^        |Y� � �| Q JR |YZ � �|  [ � 1 ^        |Y5 � �| Q JR |Y� � �|  [ � 3 ^        |YJ � �| Q JR |Y5 � �|  

    c [ � [ � 1 ^ |Y] � �| Q JR |Y]�� � �|      
Faisons le produit membre à 
membre de ces [ inégalités.  
On obtient après simplification :  |Y] � �| Q OJRP] |YZ � �|  |YZ � �| � |0,45 � �|  0,4 Q � Q 0,5  2 �0,05 Q YZ � � Q 0,05  2 |YZ � �| Q �5Z  

2 |Y] � �| Q OJRP] |YZ � �| Q �5Z e OJRP]
  

Donc . _ / \, |`_ � �| Q %-( e OKXP_
 

 
 
 
 

d. Déduction lim] 
#� OJRP] � 0 car 0 9 JR 9 1 

On en déduit que : 
La suite �`_� est convergente et  ���_ 
#�`_ � � 

e. On sait que : �5Z e OJRP] Q 10�R ^ |Y] � �| Q 10�R  

Or 
�5Z e OJRP] Q 10�R 

2 OJRP] Q 2 e 10�R  2 �[ ln ORJP Q ln 2 � 5 ln 10  2 [ 4 R �� �Z��� 5�� R��� J   2 [ 4 21,18  
D’où |Y] � �| Q 10�R . [ 4 22 
A partir de la valeur _( � -- de _ 
on est sûr que `_  représente une 
valeur approchée de � à %(�X près 
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PROBLEME 17 
PARTIE A 
��� � �²p�	;  �� � �  

1. Calcul des limites  ���� 
#� ���� � ( ���� 
�� ���� � �∞ 

2. �7��� � �-� � �²�q�� 
3. . � /  �, p�	 1 0 

Alors le signe de 
7��� dépend de 
celui de �2� � �²� 2� � �² � 0 2 � � 0 ou � � 2 
Par conséquent : . � / ;�∞; 0=, 
7��� 9 0   . � / ;0; 2=, 
7��� 1 0   . � / ;2; �∞=, 
7��� 9 0   
On en déduit que : 
Sur ;�∞; 0=, 
 est croissante 
Sur ;0; 2=, 
 est décroissante 
Sur ;2; �∞=, 
 est croissante 
Tableau de variation de � 

 
4. �A�: > � 
E��1��� � 1� �  
��1� 

Alors �C�: * � q�K� � -� 
5. Tracer de  �A� et �k� 

 

 
 
 
 
 
 
 

PARTIE B 
1. Ô � x �p�	�Z y� 

Intégration par parties  f @��� � �|7��� � p�	  ^ f @7��� � 1|��� � �p�	    
Ô � =��p�	;Z� � x p�	�Z y�  Ô � =��� � 1�p�	;Z�  Õ � % � -q  

2. 
7��� � 
��� � �2� � �²�p�	 � �²p�	 
On a donc �7��� � ���� � -�q�� 

3. Déduction 
7��� � 
��� � 2�p�	  2 
��� � 2�p�	 � 
7���  2 x 
���y� � x !2�p�	 � 
7���$�Z�Z y�  2 x 
���y� � x 2�p�	�Z�Z y� �x 
7����Z y�  2 x 
���y� � 2 x �p�	�Z�Z y� �=
���;Z�   
On en déduit que : x ���� � � -Õ � ��%�%(   

Car 
�0� � 0 
4. u � @w e x 
���y��Z  x 
���y� � 2 � Rz�Z   @w � 16 ��²  � � %� O- � XqP  ��²  

 
PARTIE C 

1. La droite d’équation > �  
�2� coupe �k� en deux points d’abscisses 
respectives 2 et � comme l’indique 
le graphique et on a : � / : � =�1; 0;  

2. r��� � O� 5zP p'8 ;  �© � : � =�1; 0;  r��� � �  2 O� 5zP p'8 � � 2 �p� '8 � � 5z  2 �²p� 	 � Mz² � 4p� 5  2 
��� �  
�2�  
On en déduit que : � est l’unique solution de 
l’équation ���� � �  car d’après 
1.), � est l’unique solution de 
l’équation ���� �  ��-� sur � 

�  �∞       0             2         �∞      
7���     �        0     �     0     � 


��� 

 �∞                  4p�5   

 

              0                               0 
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3. . � / =�1; 0;, � �5 Q 	5 Q 0 2 p� &8 Q p'8 Q 1  2 � 5z Q O� 5zP p'8 Q � 5
z  Ñ8   

Or Ê� 5z  ;  � 5
z  Ñ8 Ë � =�1; 0; 

D’où . � / =�%; (;, ���� / =�%; (; 
4. r7��� � O� �zP p'8 . � / =�1; 0;, � �5 Q 	5 Q 0  2 p� &8 Q p'8 Q 1  2 � �z Q O� �zP p'8 Q � �

z  Ñ8   2 
�

z  Ñ8 Q |r7���| Q �z 

Donc . � / =�%; (;, |�7���| Q %q 

5. Déduction 
On sait que � / =�1; 0; et . � / =�1; 0;, |r7���| Q �z  

D’après l’inégalité de la moyenne, on 
a : Éx r7���	¤ y�É Q �z |� � �|  ^ |=r���;¤	 | Q �z |� � �|  ^ |r��� � r���| Q �z |� � �|  
Or r��� � � d’après PARTIEC  2.) 

D’où . � / =�%; (;, |���� � �| Q %q |� � �|  
6. YZ � �0,5 et Y]#� � r�Y]� . [ / \ 
a. YZ � �0,5 / =�1; 0; . [ / \, supposons que Y]  / =�1; 0; 

et montrons que Y]#�  / =�1; 0; 
En effet : Y]  / =�1; 0; ^ r�Y]� / =�1; 0;  
Car . � / =�1; 0;, r��� / =�1; 0;  
Or par définition Y]#� � r�Y]� 
D’où Y]#� / =�1; 0; si Y] / =�1; 0; 

On conclut donc que : . _ / \, `_  / =�%; (; 
 
 
 
 
 
 
 

b. On sait que : . � / =�1; 0;, |r��� � �| Q �z |� � �|  
Remplaçons � par Y] dans cette 
inégalité 
On a : |r�Y]� � �| Q �z |Y] � �|  
Or par définition Y]#� � r�Y]�  

D’où  . _ / \,  |`_#% � �| Q %q |`_ � �|  
c. En partant de cette inégalité on a : [ � 0 ^        |Y� � �| Q �z |YZ � �|  [ � 1 ^        |Y5 � �| Q �z |Y� � �|  [ � 3 ^        |YJ � �| Q �z |Y5 � �|  

    c [ � [ � 1 ^ |Y] � �| Q �z |Y]�� � �|      
Faisons le produit membre à 
membre de ces [ inégalités. 
On obtient après simplification :  |Y] � �| Q O�zP] |YZ � �|  |YZ � �| � |�0,5 � �|   �1 Q � Q 0  2 �0,5 Q YZ � � Q 0,5  2 |YZ � �| Q �5  

2 |Y] � �| Q O�zP] |YZ � �| Q �5 e O�zP]
   

Donc . _ / \, |`_ � �| Q %-q_ 

d. lim] 
#� �5z® � 0 car 0 9 �z 9 1 

On en déduit que : 
La suite �`_� est convergente et  ���_ 
#�`_ � � 

e. On sait que : . [ / \, |Y] � �| Q �5z® 

Donc 
�5z® Q 10�W ^ |Y] � �| Q 10�W  

Or 
�5z® Q 10�W 2 �[ Q �6 ln 10 � ln 2  2 [ 4 6 ln 10 � ln 2  2 [ 4 13,12  

D’où |Y] � �| Q 10�W .[ 4 14  
On conclut donc que : 

La plus petite valeur de _ cherché 
est donc _( � %U 
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PROBLEME 18 
PARTIE A r��� � 1 � �² � 2�² ln �  ;   �© � ;0; �∞=  

1. �7��� � �U�² �l � . � / ;0; �∞=, 4�² 1 0  
Alors le signe de r7��� dépend de 
celui de � ln � � ln � 1 0 2 � 9 1  
Par conséquent : . � / ;0;  1=, r7��� 1 0   . � / ;1; �∞=, r7��� 9 0  
Calcul des limites  
 ���� 
(j���� � % 

Car � lim	 
Zj�² � 0lim	 
Zj�² ln � � 0  
���� 
#����� � �∞ 

Car � lim	 
#��² � �∞lim	 
#� ln � � �∞  
Tableau de variations de � 

 
2. Sur ;0;  1;, r��� 1 0 car r��� / ;1;  2; 

Sur ;1; �∞=, r est continue car 
dérivable et est strictement 
décroissante. 
Alors r réalise une bijection de ;1;  �∞= sur ;�∞; 2= et 0 / ;�∞; 2=.  
Donc l’équation ���� � ( admet 
une solution unique � / ;%; �∞=  f r�1,89� � 0,02 1 0r�1,90� � �0,02 9 0   

On a : ��%, ��� e  ��%, �(� 9 0 
Donc %, �� 9 � 9 1,90 

3. Signe de r��� . � / ;(;  �=, ���� 1 ( 
   . � / ;�; �∞=, ���� 9 ( 

 
 
 

PARTIE B 
��� � �� 	�#	² ;  �� � ;0; �∞=   
1. Calcul des limites ���� 
(j���� � �∞ 

Car � lim	 
Zj ln � � �∞
lim	 
Zj �	²#� � 1    

lim	 
#�
��� � lim	 
#� �� 		 e 	�#	²  ���� 
#����� � ( 

Car } lim	 
#� �� 		 � 0lim	 
Zj 		²#� � 0  
Déduction �k� admet une asymptote verticale 
d’équation � � 0 et une asymptote 
horizontale d’équation > � 0 au 
voisinage de �∞ 

2. 
7��� � &'��#	²��5	 �� 	��#	²�8  

2 
7��� � �#	²�5	² �� 		��#	²�8   

Alors �7��� � ������%#�²�- 
D’après PARTIE A . � / ;0;  �=, 
7��� 1 0  . � / ;�; �∞=, 
7��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur ;0;  �=, 
 est croissante 
Sur ;�; �∞=, 
 est décroissante 
Tableau de variations de � 
 

 
3. 
� �� � �� ��#�² 

Or r��� � 0 2 1 � �² � 2�² ln � � 0  2 ln � � �#¤²5¤²   

D’où �� �� � %-�² 
 
 
 

� 0                   1                 �∞      r7���            �        0         � 

r��� 

                     2 

 

  1                                      �∞     

� 0                   �                �∞      
7���            �        0         � 


��� 

                  
� �� 

 

  �∞                                 0     
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Encadrement de �� �� 1,89 9 � 9 1,90  2 7,1442 9 2�² 9 7,22  2 0,1385 9 �5¤² 9 0,1399  

Donc à - e %(�K près on a : (, %K� 9 �� �� 9 0,140 
4. �A�: > � 
7�1��� � 1� � 
�1� 

Alors �C�: * � %- � � %- 

5. Tracer de �A� et �k� 

 
PARTIE C ���� � x 
���y�	� ;  �� � ;0; �∞=  

1. � est la primitive de 
 sur ;0; �∞= 
qui s’annule en 1. 
Donc � est dérivable sur  ;(; �∞= . � / ;(; �∞=, �7��� � ���� 

2. . � 4 1, �1 � ��² � 1 � 2� � �² 2 �² Q 1 � �² Q �1 � ��²  2 ���#��² Q ��#�² Q ��²  2 �� ���#��² Q �� ��#�² Q �� ��²    

Car . � 4 1, ln � 4 0 

Donc . � 4 %, �l ��%#��- Q ���� Q �l ��²  

3. :��� � x �� ��8 y�	�  et Ô��� � x �� ���#��8 y�	�  

 
 

a. Calcul de :��� 
Intégration par parties  

�@��� � ln �|7��� � ��² ^ � @7��� � ��|��� � � ��
    

:��� � L� �� �� N�
	 � x ��² y�	�   

:��� � L� �� �� � ��N�
	
  

���� � % � �l �� � %�  

b. Calcul de Ô��� 
Intégration par parties  

� @��� � ln �|7��� � ���#��² ^ � @7��� � ��|��� � � ��#�
     

Ô��� � L� �� ��#�N�
	 � x ����#�� y�	�   

Or 
����#�� � �� � ��#� et � 1 0 

D’où  Ô��� � L� �� ��#� � ln O ��#�PN�
	
  

Õ��� � �l - � �l O �%#�P � �l �%#�  

c. On sait que : . � 4 1, �� ���#��8 Q 
��� Q �� ��²   2 x �� ���#��8 y�	� Q x 
���y�	� Q x �� ��² y�	�   2 Ô��� Q ���� Q :���  
On en déduit que : . � 1 1 �l - � �l O �%#�P � �l �%#� Q ����  Q % � �l �� � %�  

4. Soit � 1 1 
a. Interprétation graphique de ����  ���� est l’aire en unité d’aire du 

domaine plan délimité par la 
courbe �k�, l’axe des abscisses et les 
droites d’équations � � 1 et � � � 

b. u � lim	 
#����� Ô��� Q ���� Q :���  2 lim� 
�∞Ô��� Q lim� 
�∞���� Q lim� 
�∞:���  
lim	 
#�Ô��� � ln 2 car } lim� 
�∞ ln O 	�#	P � 0lim� 
�∞ �� 	�#	 � 0   
lim	 
#�:��� � 1 car } lim� 
�∞ �� 		 � 0lim� 
�∞ �� 		 � 0  

On en déduit que : �l - Q  � Q % 
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PARTIE D 
1. ¨7��� � � �	² �7 O1�P � �7���;  � 1 0 2 ¨7��� � � �	² 
 O�	P � 
���   2 ¨7��� � � �	² L
 O�	P � �²
���N    

Donc . � 1 0; «7��� � ( 

Car 
 O�	P � ��²
��� 

2. ¨7��� � 0 2 ¨��� � ¬; ¬ / � 
On a ¨�1� � ¬ � ��1� � ��1� � 0  

Donc . � 1 0;  ¨��� � ( 

3. . � 1 0;  ¨��� � 0 2  ���� � � O1�P 

Posons ¡ � �	   
Si � 
 0�, ¡ 
 �∞ 

Alors ���� 
(j���� � ����
#����� � � 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PROBLEME 19 
PARTIE A r��� � � � p	��;  �© � �     

1.  
a. �7��� � % � q��% 1 � p��1 1 0 2 � 9 1  . � / ;�∞; 1=, r7��� 1 0   . � / ;1; �∞=, r7��� 9 0   

On en déduit que : 
Sur ;�∞; 1=, r est croissante 
Sur ;1; �∞=, r est décroissante 

b. ��%� � ( r�1� est le maximum de r sur �  2 . � / �, r��� Q r�1� � 0 
Donc . � / �, ���� Q ( 

c. . � / �, r��� Q 0 2 � � p	�� Q 0  2 �p�	 � p�� Q 0  

Donc . � / �, �q�� Q %q 

D’autres parts : �p�	 Q �z 2 �p�	 Q �z 9 1  

D’où . � / �, % � �q�� 1 0 

2. 
��� � ���	z�' ;   
a. �� � ú� / �/1 � �p�	 £ 0 ý 1 � �p�	 £ 0 est toujours vrai car . � / �, 1 � �p�	 1 0  

Et donc Ï� � � 
��� � ���	z�' � ��� '�'  

Donc . � / �, ���� � q�q��� 

b. Calcul des limites ���� 
�� ���� � ( 

Car � lim	 
��p	 � 0lim	 
� � � � �∞  
���� 
#� ���� � % car ���� 
#��q�� � ( 

c. �7��� � q���%����%��q���- . � / �, p�� 1 0  et �1 � �p�	�5 1 0 
Alors le signe de 
7��� dépend de 
celui de  1 � � 1 � � 1 0 2 � 9 1  
Par conséquent : . � / ;�∞; 1=, 
7��� 1 0   . � / ;1; �∞=, 
7��� 9 0   
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On en déduit que : 
Sur ;�∞; 1=, 
 est croissante 
Sur ;1; �∞=, 
 est décroissante 
Tableau de variation de � 

 
d. �A�: > � 
7�0��� � 0� � 
�0� 

Alors �C�: * � � � % 
e. Tracer de �A� et �k� 

 

 
3.  
a. Image de =0; 1; et =1; �∞= par 
 ��=(; %;� � L%; qq�%N  

    ��=%; �∞=� � N%; qq�%N  
b. Déduction . � / =0; 1;, 1 Q 
��� Q pp�1  . � / =1; �∞=, 1 9 
��� Q pp�1  

On en déduit que : . � / =(; �∞=, % Q ���� Q qq�%  

 
PARTIE B 

1. : � x 
����Z y� 
Interprétation graphique  : est l’aire en unité d’aire du 
domaine plan délimité par la 
courbe �k�, l’axe des abscisses et 
les droites d’équations 
 � � 0 et � � 1  

2. Ô] � x �]p�]	�Z y�; [ entier non nul 

a. Ô� � x �p�	�Z y� 

Intégration par parties  f @��� � �|7��� � p�� ^ f @7��� � 1|��� � �p��     

Ô� � =��p�	;Z� � x p�	�Z y�  Ô� � =��� � 1�p�	;Z�  Õ% � % � -q  

b. ���� � �w�5 � ë� � ��p�5	  
 Æ��� � �²p�5	 �7��� � =�2w�² � �2w � 2ë�� � ë � 2�;p�5	  �7��� � Æ���  2 �2w�² � �2w � 2ë�� � ë � 2� � �² 

2
m¿n
¿ow � � �5ë � � �5� � � �M

   
Et  ���� � � %U �-�- � -� � %�q�-� 

Déduction Ô5 � x �5p�5	�Z y� � x Æ����Z y�  Ô5 � =����;Z�   
On en déduit que : Õ- � %U O% � Xq²P  

3. Y] � 1 �  Ô� �  Ô5 � â �  Ô]; . [ / \Ò 
a. . � / �, 1 � �p�	 � �5p�5	 � â � �]p�]	 � 1 � �p�� � ��p���2 � â � ��p���[  

Or 1 � w � w² � â � w] � �� �®j&
���  

Donc . � / �, % � �q�� � �-q�-� � â � �_q�_�  � %���q���_j%
%��q��   

b. Déduction 1 � �p�	 � �5p�5	 � â � �]p�]	  � ���	z�' � 	®j&z��®j&�'
��	z�'   � 
��� � �]#�p��]#��	
���  

D’après la linéarité de l’intégrale, 
on a : x y��Z � x �p�	y��Z � x �5p�5	y��Z �â � x �]p�]	y��Z   � x 
���y� � x �]#�p��]#��	
���y��Z�Z   2 1 �  Ô� �  Ô5 � â �  Ô]  � : � x �]#�p��]#��	
���y��Z  2 Y] � : � x �]#�p��]#��	
����Z y�  

Donc . _ / \Ò, � � `_ � x �_#%q��_#%������%(  �  
 
 

� �∞               1                  �∞      
7���            �        0         � 


��� 

                    
zz�� 

 

  0                                         1 
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c. D’après A 1.c, on a : . � 4 0, 0 Q �p�� Q 1p  2 0 Q �]#�p��]#��	 Q �z®j&  
Et D’après A 3.b, on a : 1 Q 
��� Q zz��  2 0 Q �[�1p��[�1��
��� Q pp[�1�p�1�  

Donc . � 4 (, ( Q �_#%q��_#%������ Q %q_�q�%�  
d. Déduction 0 Q �]#�p��]#��	
��� Q �z®�z���   2 0 Q x �]#�p��]#��	
���y��Z Qx �z®�z����Z y�  

On en déduit que : ( Q � � `_ Q %q_�q�%�  
Convergence de la suite �Y]�  0 Q : � Y] Q �z®�z���  2 : � �z®�z��� Q Y] Q :  lim] 
#� �z®�z��� � 0 car 0 9 �z 9 1 

On conclut donc que la suite �`_� 
converge vers � 

4. 0 Q : � Y5 Q �z8�z��� 
Alors  `- Q � Q `- � %q-�q�%� 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PROBLEME 20  

H
��� � �� � 1�p��	  hi � Q 1
��� � 5	 � ln �        hi � 1 1   ;  �� � �  

PARTIE A 
1. Continuité en 1 lim	 
 ��
��� � lim	 
 ���� � 1�p1�� � 2  lim	 
 �j
��� � lim	 
 �j 2� � ln � � 2  
�1� � 2  ���� 
 %����� � ���� 
 %j���� � ��%� 

Alors � est continue en 1 
Dérivabilité en 1 lim	 
 �� ��	������	�� � lim	 
 �� �	#��z&�'�5	��   

Posons ¡ � 1 � � 
Si � 
  1� alors ¡ 
  0# et  lim¢
 Zj �5�¢�z��5�¢ � p¢ � 2 · z���¢ � �1  

Car � pZ � 1lim¢
 Zj z���¢ � 1   
Donc ���� 
 %� �������%���% � �% 

lim	 
 �j ��	������	�� � lim	 
 �j
2��ln ��2	��   

Posons ¡ � � � 1 
Si � 
  1# alors ¡ 
  0# et  lim¢
 Zj 5��¢#�� ���¢#���5�¢#��¢�¢#��   � lim¢
 Zj � 5¢#� � ���¢#��¢ � �3  

Car } lim¢
 Zj 5¢#� � 2
lim¢
 Zj ���¢#��¢ � 1  
Donc ���� 
 %j �������%���% � �K 

lim	 
 �� ��	������	�� £ lim	 
 �j ��	������	��   

Alors � n’est pas dérivable en 1 
Interprétation graphique  
Au point �1; 2�, �k� admet deux demi-
tangentes d’équations : !A©$: > � �� � 3  �A½�: > � �3� � 5  
Le point �1; 2� est donc un point 
anguleux pour �k�   
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2.  
a. Calcul des limites ���� 
 ������ � �∞ 

Car � lim	 
 ���� � 1� � �∞lim	 
 ��p1�� � �∞   
���� 
 #����� � �∞ 

Car � lim	 
 �� 5	 � 0lim	 
 �� ln � � �∞    
b. lim	
�� ��	�	 � lim	
�� O	#�	 P p��	 

����
�� ����� � �∞  

Car } lim	 
 �� O��1� P � 1lim	 
 ��p1�� � �∞  
����
 #� ����� � (  

Car } lim	 
 �� 5	² � 0
lim	 
 �� ln �� � 0   

Interprétation graphique  �k� admet une branche parabolique de 
direction l’axe des ordonnées au 
voisinage de �∞ et une branche 
parabolique de direction l’axe des 
abscisses au voisinage de �∞ 

3. Cas où  � 9 1 �7��� � ��q%�� . � / ;�∞; 1=, p1�� 1 0  
Alors le signe de 
7��� dépend de 
celui de – � �� 1 0 2 � 9 0  
Par conséquent : . � / ;�∞; 0=, 
7��� 1 0  . � / ;0; 1=, 
7��� 9 0  
Cas où � 1 1 
7��� � � 5#		²   . � / ;1; �∞=, �² 1 0 et 2 � � 1 0 
Par conséquent : . � / ;1; �∞=, 
7��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur ;�∞; 0=, 
 est croissante 
Sur ;0; 1=, 
 est décroissante 
Sur ;1; �∞=, 
 est décroissante 
 
 
 

Tableau de variation de �  

                                                                  
4. Sur ;1; �∞=, 
 est continue car 

dérivable et est strictement 
décroissante. 
Alors 
 réalise une bijection de ;1;  �∞= sur ;�∞; 2= et 0 / ;�∞; 2= 
Donc l’équation ���� � ( admet 
une unique solution � sur ;%; �∞= f 
�2,3� � 0,03 1 0
�2,4� � �0,04 9 0   

On a : ��-, K� e ��-, U� 9 0 
Donc -, K 9 � 9 2,4 

D’autres parts : 
Sur ;�∞; 1;; 
��� � 0 2 � � �1 
Donc l’autre point d’intersection de �k� avec l’axe des abscisses est le 
point de coordonnées ��1; 0� 

5. Tracer de �k� 
 

 
 
PARTIE B 

1.  
a. u � x 
���y�¤�  2  u � x O5	 � ln �P y�¤�   2 u � x 5	 y�¤� � x ln �¤� y�  

Intégration par parties  

H@��� � ln �|7��� � 1 ^ H@7��� � �	|��� � �     
 

� �∞          0            1        �∞      
7���         �      0  � �1    �3 � 


��� 

                 p     

                              2  

  �∞                                  �∞ 
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x ln �¤� y� � =� ln �;�¤ � x y�¤�   2 u � =�2 � �� ln � � �;�¤  
On a donc : � � � � % � �- � �� �l � 

b. On sait que : 
 
��� � 0 2 ln � � 5¤  

D’où � � � � K � U� 
Avec ¼ � %;� � �K et  � U 

c. 2,3 9 � 9 2,4 2 �0,7 9 � � 3 9 �0,6 et  1,66 9 M¤ 9 1,73  

Donc on a : (, � 9 � 9 %, % 

2. � � ß x 
5���y�Z��  x 
5���y�Z�� � x �� � 1�5p5�5	y�Z��   
1ère intégration par parties  H@��� � �� � 1�5|7��� � p5�5	 ^
H@7��� � 2�� � 1�|��� � � �5 p5�5	     
x 
5���y�Z�� � L� �5 �� � 1�5p5�5	N��

Z �
x �� � 1�p5�5	y�Z��   
2ème Intégration par parties  

H@��� � �� � 1�|7��� � p5�5	 ^ H @7��� � 1|��� � � �5 p5�5	     
x �� � 1�p5�5	y�Z��   � L� �5 �� � 1�p5�5	N��

Z � x �5 p5�5	y�Z��    

Donc on a : x 
5���y�Z��   � L� �M �2�² � 6� � 5�p5�5	N��
Z

  

2 x 
5���y�Z�� � zÐ�Rz8
M   

Donc :  à � áq-
U �q- � X�ø� 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PARTIE C f ���� � p��>��� � � � 2p�  , � 9 0   
1. � � p�� 2 � � � ln � et  > � � ln � � 2p� �� 	 � � ln � � 5	  

Par ailleurs : � 9 0 2 �� 1 0  
         2 p�� 1 1  
         2 � 1 1  
On a : �Γ�: > � 
���;  � 1 1  

On conclut donc que : �)� est la partie de �Á�   
correspondant à � 1 % 

2. !́t��� f �7��� � �p��>7��� � 1 � 2p�  , � 9 0  

2 f�7�� ln 2� � �2>7�� ln 2� � 2    
µ!!t�� �l -� O�-   -P 

Représentation graphique  þ�� ln 2��2; 1 � ln 2�  
(Voir graphique) 
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PROBLEME 21 

H
��� � �� � 1� ln O	#�5 P    hi � 1 �1
��1� � 0  ;  
 �� � =�1; �∞=   
 
PARTIE A 

1. Continuité en �% lim	 
 ��j
��� � lim	 
 ��j�� � 1� ln O	#�5 P  

Posons ¡ � 	#�5  

Si � 
  �1#, alors ¡ 
  0# et lim¢
 Zj2¡ ln ¡ � 0  

Donc lim	 
 ��j
��� � 0 ���� 
 �%j���� � ���%� 

Alors � est continue en �% 
Dérivabilité en �% lim	 
 ��j ��	�������	#� � lim	 
 ��j ln O	#�5 P  lim	 
 ��j ln O	#�5 P � lim¢
 Zj ln ¡ � �∞   

���� 
 �%j ��������%��#% � �∞  

Alors � n’est pas dérivable en �% 
Interprétation graphique  
Au point de coordonnées ��1; 0�, �²� 
admet une demi-tangente verticale 
dirigée vers le bas 

2. . � 1 �1, 
7��� � ln O	#�5 P � 1 
7��� � 0 2 ln O	#�5 P � �1  

                2 	#�5 � p��  

                2 � � 5z � 1  
7��� 1 0 2 ln O	#�5 P 1 �1  

                2 	#�5 1 p��  

                2 � 1 5z � 1  

Par conséquent : . � / N�1; 5z � 1 L, 
7��� 9 0 . � / N 5z � 1; �∞L, 
7��� 1 0 

On en déduit que : 
Sur N�1; 5z � 1 L , 
 est décroissante 

Sur N 5z � 1; �∞L , 
 est croissante 

 
 
 

3.  
a. �AZ�: > � 
7�0��� � 0� � 
�0� 

Alors �C(�: * � �% � �l -�� � �l - �A��: > � 
7�1��� � 1� � 
�1�  
Alors �C%�: * � � � % 

b. Tableau de variation de � 
 
 
 
 
 
 
 

 
4. Tracer de �²� 

 

 
 
PARTIE B .� 1 �1,  
On pose u��� � x 
���y��Z  

1. Intégration par parties 

H@��� � ln O	#�5 P|7��� � � � 1  ^
� @7��� � �	#�|��� � �5 �� � 1�5     
u��� � L�5 �� � 1�5 ln O	#�5 PNZ

� �
x �5 �� � 1�y��Z   
 
 
 

� �1                
5z � 1         �∞      
7���            �        0         � 


��� 

   0                               �∞ 

 

                  � 2p                         
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� L�5 �� � 1�5 ln O	#�5 P � �M �� � 1�5NZ
�
  

���� � %- �� � %�- �l O�#%- P �%U �� � %�- � %U � �l --   

2. Posons @ � �#�5  

Si � 
  �1# alors @ 
  0#  et lim¥
 Zj2@² ln @ � @² � �M � �� 55 � �M � �� 55   

Car lim¥
 Zj@² ln @ � 0 et lim¥
 Zj@² � 0 

Donc ���� 
�%� "�% ���� � %U � �l --  

3.  

a. u� � @w e � lim� 
��� "�� � x 
���y��� � 

lim� 
��� "�� � x 
���y���   

� lim� 
��� "�� O� x 
���y�Z� � x 
���y��Z P  

� lim� 
��� "�� Ox 
���y��Z � x 
���y��Z P  

� lim� 
��� "��!u��� � u�1�$  

@w � 4 ��²  
Donc on a : 

�% � U# ���� 
�%� "�% ���� � ��%�$   

b. lim� 
��� "�� u��� � �M � �� 55   

u�1� � � JM � �� 55   

On en déduit que : �% � U ��² 
 
PARTIE C 

1. Sur =0; �∞=, r est continue car 
dérivable et est strictement 
croissante. 
Alors � réalise une bijection de =(; �∞= sur � � =� �l - ; �∞=  

2. �C′� est la symétrique de la partie de  �C� correspondant à =0; �∞= par 
rapport à la droite d’équation > � � 
(Voir le graphique) 
 
 

3. u5 � @w e x !r����� � 
���$y�Z� �� 5  2 u5 � 4 O� x 
���y�Z� �� 5 �x r�����Z� �� 5 y�$  2 u5 � 4 Ox 
���y�� �� 5Z �x r�����Z� �� 5 y�P  
Or par symétrie : x r�����Z� �� 5 y� � � x 
����Z y�  
D’où   u5 � 4 Ox 
���y�� �� 5Z � x 
����Z y�P  

On a donc : �- � U!��� �l -� � ��%�$ 
 
PARTIE D f���� � 2p�� � 1>��� � �2�p��   , � / �  

1. � � 2p�� � 1 2 p�� � 	#�5  et 

                     2 � � ln O	#�5 P 

Par conséquent : > � � �� � 1� ln O	#�5 P � �
���  

Par ailleurs : � / � 2 p�� 1 0  
         2 2p�� � 1 1 �1  
         2 � 1 �1  

En conclusion : �)�: * � �����;  � 1 �1 �)� et ��� sont donc symétriques 
par rapport à l’axe des abscisses 

 
2. Pour la construction, voir graphique 
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PROBLEME 22 
PARTIE A 

1. r��� � �	#��8
	²#� ;  �© � � 

a.  �7��� � -�%��²��%#�²�- . � / �, �1 � �²�5 1 0  
Alors le signe de r7��� dépend de 
celui de 1 � �² 1 � �² � 0 2 � � I1  
Par conséquent : . � / ;�∞; �1=, r7��� 9 0  . � / ;�1; 1=, r7��� 1 0   . � / ;1; �∞=, r7��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur ;�∞; �1=, r est décroissante 
Sur ;�1; 1=, r est croissante 
Sur ;1; �∞=, r est décroissante 
Tableau de variations de � 

 
b. D’après ce tableau de variation 0 est le minimum de r sur �  2 est le maximum de r sur � 

Par conséquent : . � / �, ( Q ���� Q - 

c. r77��� � M	!	Ð�5	²�J$��#	²�Ð  

�77��� � U���²�K��%#�²�K   . � / =1; �∞=, 4� 1 0  et  �1 � �²�J 1 0  
Alors le signe de r77��� dépend de 
celui de �² � 3 �² � 3 2 � � I√3  
Par conséquent : . � / �1; √3�, r77��� 9 0  . � / �√3; �∞�, r77��� 1 0  
On en déduit que : 
Sur �1;  √3�, r7 est décroissante 
Sur  �√3; �∞�, r7 est croissante  
 
 
 

d. Déduction 
Tableau de variations de �7 

 
 
 
 
 
 
 

 
D’après ce tableau : . � / =1; �∞=, � �M Q r7��� Q 0   

On en déduit que : . � / =%; �∞=, |�7���| Q %U  

2. 
��� � 1 � ln=r���; ; �� � �\ú�1ý 
a. �7��� � -�%��²��%#�²���#%�- . � / �� , �1 � �²� 1 0  et  �� � 1�5 1 0  

Alors le signe de 
7��� dépend de 
celui de 1 � �² 1 � �² � 0 2 � � I1  
Par conséquent : . � / ;�∞; �1=, 
7��� 9 0  . � / ;�1; 1=, 
7��� 1 0   . � / ;1; �∞=, 
7��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur ;�∞; �1=, 
 est décroissante 
Sur ;�1; 1=, 
 est croissante 
Sur ;1; �∞=, 
 est décroissante 
Tableau de variations de � 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

� �∞    �1            1           �∞ r7���      �     0     �     0      � 

r��� 

 1                       2             

 

              0                           1      

�  1               √3               �∞ r77���      �           0          �     

r7��� 

 0                                    0 

 

                � �M                            

� �∞    �1            1         �∞ 
7���      �            �     0      � 


��� 

 1                   1 � ln 2            

 

      �∞    �∞                     1     
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b. Tracer de !k�$ 
 
 

 
c. Sur =0; �∞=, 1 est le minimum de 
 1 � ln 2 est le maximum de 
 

Donc . � / =(; �∞=, % Q ���� Q % � �l -  9 2  
car �l - 9 1 

d. �7��� � �Þ�������  

D’après 1.) . � / =1; 2;,  
On a : |r7���| Q 14  et 1 Q r��� Q 2 2  |r7���| Q 14  et 

�5 Q �©�	� Q 1  

2 a©Þ���©�	� a Q �M  

Donc . � / =%; -;, |�7���| Q %U 

e. L’équation 
��� � � admet : 
Deux solutions si � / ;�∞; 1= 
Une solution si � � 1 
Deux solutions si � / ;1; 1 � ln 2= 
Une solution si � � 1 � ln 2 
Zéro solution si � / ;1 � ln 2 ; �∞= 
 
PARTIE B YZ � �R et Y]#� � 
�Y]� . [ / \ 

1. Voir figure 

2. Y� � 1 � ln O���JP S 1,32 

On a : 1 9 Y� 9 2  . [ / \Ò, supposons que 1 9 Y] 9 2  
et montrons que 1 9 Y]#� 9 2 1 9 Y] 9 2 ^ 1 9 
�Y]� 9 2  
Car . � / =1; 2; � =0; �∞=, 1 9 
��� 9 2 
Or par définition Y]#� � 
�Y]� 

D’où 1 9 Y]#� 9 2 si 1 9 Y] 9 2 
On conclut donc que : . _ / \Ò, % 9 `_ 9 2 

3. Æ��� � 
��� � �; �Ç � =1; 2; 
a. È7��� � �7��� � % . � / =1; 2;, 
7��� 9 0  2 
7��� � 1 9 0   

Par conséquent : . � / =1; 2;, Æ7��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur =1; 2;, Æ est décroissante 

b. Déduction 
��� � � 2 Æ��� � 0  
Sur =1; 2;, Æ est continue car 
dérivable et est strictement 
décroissante f Æ�1� � ln 2 1 0Æ�2� � �0,4 9 0   

On a : È�%� e È�-� 9 0 
Alors l’équation È��� � ( admet 
une unique solution � comprise 
entre 1 et 2 ce qui montre aussi 
que � est l’unique solution de 

l’équation ���� � � 
4. On sait que : 

 . � / =1; 2;, |
7���| Q �M  ; � / =1; 2; et . [ / \Ò, Y] / =1; 2; 
D’où d’après l’inégalité de la 
moyenne on a . [ / \Ò : ax 
7����®¤ y�a Q �M |Y] � �|  ^ É=
���;¤�®É Q �M |Y] � �|  ^ |
�Y]� � 
���| Q �M |Y] � �|  
Or 
��� � � et 
�Y]� � Y]#� 

D’où . _ / \Ò, |`_#% � �| Q %U |`_ � �|  
Déduction 
En partant de cette inégalité on a : [ � 1 ^        |Y5 � �| Q �M |Y� � �|  [ � 2 ^        |YJ � �| Q �M |Y5 � �|  [ � 3 ^        |YM � �| Q �M |YJ � �|  
    c [ � [ ^        |Y] � �| Q �M |Y]�� � �|      
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Faisons le produit membre à 
membre de ces �[ � 1� inégalités. 
On obtient après simplification :  |Y] � �| Q O�MP]�� |Y� � �|  |Y� � �| � a1 � ln O���JP � �a  1 9 � 9 2  2 �1 � ln O���JP 9 Y� � � 9 ln O���JP  2 �0,68 9 Y� � � 9 0,32 9 0,68  2 |Y� � �| 9 0,68 Q 1  2 |Y] � �| Q O�MP]�� |Y� � �|  Q O�MP]�� e 1  

On en déduit que : . _ / \Ò, |`_ � �| Q O%UP_�%
 

Par ailleurs : lim]
 #� O�MP]�� � 0 car 0 9 �M 9 1 

Alors la suite �`_�  
converge vers �  et on a : ���_
 #�`_ � � 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PROBLEME 23 
PARTIE A r��� � 1 � �1 � ��p�	;  �© � �  

1. �7��� � �� � -�q�� . � / �, p�	 1 0  
Alors le signe de r7��� dépend de 
celui de � � 2  
Par conséquent :  . � / ;�∞; 2=, r7��� 9 0   . � / ;2; �∞=, r7��� 1 0   
On en déduit que : 
Sur ;�∞; 2=, r est décroissante 
Sur ;2; �∞=, r est croissante 
Tableau de variation de � 

 
 
 
 
 
 
  

Calcul des limites ����
 ������ � �∞ 

Car � lim	
 ���1 � �� � �∞lim	
 ��p�	 � �∞   
����
 #����� � % 

Car � lim	
 #�p�	 � 0lim	
 #��p�	 � 0  
2. r décroît sur ;�∞; 2= et croît sur ;2;  �∞= alors r�2� est le minimum 

de r sur � 
Par conséquent : . � / �, r��� 4 r�2�   
Or r�2� � 1 � p�2 1 0 

Alors . � / �, ���� 1 0 
 
PARTIE B 
��� � � � 1 � �p�	;  �� � �  

1. 
7��� � r��� 
Donc d’après PARTIE A : . � / �,   
7��� 1 0 
On en déduit que : 
Sur �, r est croissante 
 
 
 
 

�  �∞            2                �∞ r7���      �           0          �     

r��� 

 �∞                                   1 

 

                1 � p�5                           
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2. Calcul des limites ����
 ������ � �∞ 

Car � lim	
 ��� � 1 � �∞lim	
 ���p�	 � �∞   
����
 #����� � �∞ 

Car � lim	
 #�� � 1 � �∞lim	
 #��p�	 � 0   
Tableau de variation de � 

 
 
 
 
 
 

 
3. Sur �, 
 est continue car dérivable et 

est strictement croissante 
Alors 
 réalise une bijection de � sur ;�∞; �∞= et 0/ ;�∞; �∞=  
Donc l’équation ���� � ( admet une 
unique solution � dans �  
Vérification  f
�0� � �1 9 0
�1� � p�� 1 0   

On a : ��(� e ��%� 9 0 
Alors ( 9 � 9 1 

4. ���: > � � � 1 lim	
 #�=
��� � >; � lim	
 #��p�	 � 0  

Alors la droite ��� est une asymptote 
oblique à �²� au voisinage de �∞ 
Position de �±� et �Ï� 
��� � > � �p�	  . � / �, p�	 1 0  
Alors le signe de 
��� � > dépend 
de celui de � 
Par conséquent : . � / ;�∞; 0=, 
��� � > 9 0   . � / ;0; �∞=, 
��� � > 1 0   
On en déduit que : 

Sur ;�∞; (=, �±� est en dessous 
de�Ï� 

Sur ;(; �∞=, �±� est au dessus  
de �Ï� 

 
 
 

5. Coordonnées de A 
La tangente en A à �²� a pour 
coefficient directeur 
7��&� ��� a pour 
coefficient directeur 1 
On a donc : 
7��&� � 1  2 �1 � �'�p��' � 0 2 �' � 1 car p��' 1 0 >& � 
�1� � p��   

Donc Ö�%; q�%� 

6. �A�: > � 
E�0��� � 0� � 
�0� 
Alors �C�: * � -� � % 

7. Tracer de ���, �A� et �²� ainsi que la 
tangente à �²� en A 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

�  �∞                             �∞ 
7���                     �              


��� 

                                     �∞ 

 �∞                                           



50 Problèmes Type BAC + Corrigés                         LOVI  Yawo  Mawulolo 

 

 - 125 - 

 

8. u�v� � @w x =
��� � >;{Z y� x =
��� � >;{Z y� � x �p�	{Z y�  
Intégration par parties  f @��� � �|7��� � p�	 ^ f @7��� � 1|��� � �p�	     x �p�	{Z y� � =��p�	;Z{ � x p�	y� {Z   2 x �p�	{Z y� � =��� � 1�p�	;Z{  2 x �p�	{Z y� � 1 � �v � 1�p�{   @w � 4��²  
Donc ���� � U=% � �� � %�q�� ; ��² 

� lim{
 #�vp�{ � 0lim{
 #�p�{ � 0    
Alors ����
 #����� � U 

 
PARTIE C 

1. . � / �, 
��� � 0 2  � � 1 � �p�	 � 0  2  �p	 � p	 � � � 0  2 p	 � ��p	 � 1�  2 z'
z'#� � �  

Alors . � / �, ���� � ( 2 q�
q�#% � � 

2. Æ��� � z'
z'#� ;  �Ç � =0 ;  1; 

a. È7��� � q��q�#%�- 1 0 . � / =( ;  %; 
On en déduit que : 
Sur =0 ;  1;, Æ est croissante 

 
 
 
 
 
 
 

b. Déduction 
D’après ce tableau de variation, . � / =0 ;  1;, Æ��� / L12 ;  zz#�N  
Or L�5 ;  pp�1N � =0 ;  1; 

D’où . � / =( ;  %;, È��� / =( ;  %; 
3. È77��� � q�!%�q-�$�q�#%�U   . � / =0 ;  1;, z'�z'#��Ð  1 0  0 Q 2� Q 2 2 1 Q p5	 Q p5  

2 1 � p5 Q 1 � p5	 Q 0   
Par conséquent : . � / =0 ;  1;, Æ77��� Q 0  
On en déduit que : 
Sur =0 ;  1;, Æ7 est décroissante 
Et . � / =0 ;  1;, Æ7�1� Q Æ7��� Q Æ7�0� 2 z�z#��8 Q Æ7��� Q �M  

Donc . � / =( ;  %;, ( Q È7��� Q %U  

4. f YZ � 0Y]#� � Æ�Y]�  
a. YZ � 0 / =0 ;  1; . [ / \, supposons que Y] / =0 ;  1; 

et montrons que Y]#� / =0 ;  1;  
En effet : Y] / =0 ;  1; ^  Æ�Y]� / =0 ;  1;  
Car . � / =0 ;  1;, Æ��� / =0 ;  1; 
Or par définition Y]#� � Æ�Y]� 
D’où Y]#�  / =0 ;  1; si Y] / =0 ;  1; 

On conclut donc que : . _ / \, `_ / =( ;  %; 
b. On sait que : 

 . � / =1; 2;, |Æ7���| Q �M  ; � / =0; 1; et . [ / \, , Y] / =0; 1; 
D’où d’après l’inégalité de la 
moyenne on a . [ / \ : ax Æ7����®¤ y�a Q �M |Y] � �|  ^ É=Æ���;¤�®É Q �M |Y] � �|  ^ |Æ�Y]� � Æ���| Q �M |Y] � �|  
Or Æ��� � � d’après 1.) et Y]#� � Æ�Y]�  

D’où . _ / \,  |`_#% � �| Q %U |`_ � �|  
c. Déduction 

En partant de cette inégalité on a : [ � 0 ^        |Y� � �| Q �M |YZ � �|  [ � 1 ^        |Y5 � �| Q �M |Y� � �|  [ � 2 ^        |YJ � �| Q �M |Y5 � �|  
    c [ � [ � 1 ^ |Y] � �| Q �M |Y]�� � �|      
Faisons le produit membre à 
membre de ces [ inégalités. 
 
 

�  0                                 1 Æ7���                     �              

Æ��� 

                                 zz#� 

 �5                                           



50 Problèmes Type BAC + Corrigés                         LOVI  Yawo  Mawulolo 

 

 - 126 - 

 

On obtient après simplification :  |Y] � �| Q O�MP] |YZ � �|  |YZ � �| � |��|  0 Q � Q 1  2 �1 Q �� Q 0  2 |YZ � �| Q 1  2 |Y] � �| Q O�MP] |YZ � �| Q O�MP] e 1  

Donc . _ / \, | `_ � �| Q O%UP_
 

Par ailleurs : lim]
 #� O�MP] � 0 car 0 9 �M 9 1 

Alors la suite �`_� converge et ���_
 #�`_ � � 

Ceci montre que la suite �`_� 
converge vers � 

d. D’après ce qui précède, î14ï¸ Q 10�W ^ É Y¸ � �É Q 10�W 

Or O�MP¸ Q 10�W 2 �º ln 4 Q �6 ln 10  2 º 4 J �� �Z�� 5   2 º 4 9,96  
Donc É Y¸ � �É Q 10�W . º 4 10 
Par exemple, pour ¼ � %(,  `¼ est 
une valeur approchée à %(�� près 
de � 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PROBLEME 24 
PARTIE A 
��� � p�	 sin � ; �� � �  

1. On sait que : . � / �, �1 Q sin � Q 1 et p�	 1 0 
D’où . � / �, on a : �q�� Q ���� Q q�� 

Déduction  ����
 #���q��� � ����
 #�q�� � ( 

Alors ����
 #����� � ( et la courbe !Á�$ admet une asymptote 
horizontale d’équation * � ( au 

voisinage de �∞ 
2. 
7��� � p�	�cos � � sin �� 

Or cos � � sin � � √2 O√55 cos � � √55 sin �P  � √2 Ocos êM cos � � sin êM sin �P  

D’où  . � / �, on a : �7��� � √-q�� çèé O� � áUP 

3. . � / L� ê5 ;  ßN , √2p�	 1 0 

Alors le signe de 
7��� dépend de 

celui de cos O� � êMP . � / L� ê5 ;  ßN , � � êM / L� êM ;  RêM N et  cos O� � êMP � 0 2 � � êM � ê5  

                         2 � � êM 
Par conséquent : . � / L� ê5 ;  êMN , 
7��� 4 0  . � / L êM ;  ßN , 
7��� Q 0  

On en déduit que : 
Sur L� ê5 ;  êMN , 
 est croissante 

Sur L êM ;  ßN , 
 est décroissante 

Tableau de variations de �  
 
 
 
 
 
 
 
 

 

�  � ê5                
êM                   ß 
7���            �        0          �     


��� 

 
                 

√55 p� ß4                  �pí8                                     0      
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4. Tracer des courbes !k�$, �k�� et�k5�  
 

 
5.  
a. 
��� � 0 2 sin � � 0 

               2 � � ôß  
Sur  �, les  points communs de !Á�$ et l’axe des abscisses sont 
les points de coordonnées �öá; (�, ö / (  
 

Sur L� á- ;  áN, les  points communs 

de !Á�$ et l’axe des abscisses 
sont les points de coordonnées �(; (� et �á; (� 

b. 
��� � �p�	 2 sin � � �1 
                     2 � � � ê5 � 2ôß 

Sur  �, les  points communs de !Á�$ et �Á%� sont les points de 
coordonnées O– á- � -öá ; � qá -  �-öáP , ö / ( 

 

Sur L� á- ;  áN, le point commun de !Á�$ et �Á%� est le point de 

coordonnées O� á- ; � qá - P  

c. 
��� � p�	 2 sin � � 1 
                  2 � �  ê5 � 2ôß   

Sur  �, les  points communs de !Á�$ et �Á-� sont les points de 
coordonnées O á- � -öá ; q� á -  �-öáP , ö / (  

Sur L� á- ;  áN, le point commun de !Á�$ et �Á-� est le point de 

coordonnées Oá- ; q� á - P 

6. . � / �, |
���| � |p�	 sin �| Q p�	 
Donc p�	 Q 10�5 ^  |
���| Q 10�5  
Or p�	 Q 10�5 2 � 4 2 ln 10 
D’où . � 4 - �l %( , |����| Q %(�- 
On en déduit que : � � - �l %( 
 
PARTIE B 

1. 
7��� � p�	�cos � � sin �� 
77��� � �2p�	 cos �  
�J���� � 2p�	�cos � � sin ��  
�M���� � �4p�	 sin �  
On a donc : 
�M���� � �4
���  2 
��� � � �M 
�M����   

2. 
��� � � �M 
�M���� 2 
��� � � �M �
�J�����7
   

On en déduit que : ���� � � %U ��K����  

3. : � x p�	 sin � y�êZ  : � L� �5 p�	�cos � � sin ��NZ
ê
  

� � q�á#%-   

 
PARTIE C :] � x 
���y��5]#��ê5]ê   

1. :Z � x 
���y�êZ � : 
Interprétation graphique  :Z est l’aire en unité d’aire du 
domaine plan délimité par la courbe !k�$, l’axe des abscisses et les 
droites d’équations � � 0 et � � ß 

2. :] � L� �5 p�	�cos � � sin ��N5]ê
�5]#��ê

 

:] � z��8®j&�í#z�8®í
5   

Donc . _ / \, �_ �   q�-_á
- �  q�á � %� 
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3. :]#� � z�8�®j&�í
5 �  p�ê � 1� Ý®j&Ý® � p�5ê 2 :]#� � p�5ê e :]  

Alors la suite ��_�_/\  est une suite 
géométrique de raison q�-á et de 

premier terme �( � q�á#%-  

4. 0 9 p�ê 9 1 
Alors la suite ��_�_/\ est 

convergente et ���_
 #��_ � ( 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PROBLEME 25 
PARTIE A r��� � �� � 1�p	 � �²;  �© � �   

1. �7��� � ��q� � -� . � / �, p	 � 2 1 0  
Alors le signe de r7��� dépend de 
celui de � 
Par conséquent : . � / ;�∞; 0=, r7��� 9 0   . � / ;0; �∞=, r7��� 1 0   
On en déduit que : 
Sur ;�∞; 0=, r est décroissante 
Sur ;0; �∞=, r est croissante 
Tableau de variations de � 

 
 
 
 
 
 

 ����
 �� ���� � �∞ 

Car ) lim	
 ���p	 � 0lim	
 ��p	 � 0lim	
 ���² � �∞  
����
 #� ���� � �∞ 

Car ) lim	
 #��� � 1� � �∞lim	
 #�p	 � �∞lim	
 #��² � �∞   
2. Sur =0; �∞=, r est continue car 

dérivable et est strictement 
croissante. 
Alors r réalise une bijection de =0;  �∞= sur =�1; �∞= et 0 / =0; �∞= 
Donc l’équation ���� � ( admet 
une solution  � et une seule  sur 
l'intervalle =(; �∞= 
Hr O�5P � �0,57 9 0r�1� � 1 1 0    

On a : � O%-P e  ��%� 9 0 

Donc � est dans l'intervalle � � L%- ; %N 
 
 

�  �∞            0                 �∞ r7���      �           0          �     

r��� 

 �∞                              �∞ 

 

                �1                            
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3. Signe de r��� . � / ;(;  �=, ���� 9 0 
   . � / ;�; �∞=, ���� 1 0 

 
PARTIE B 
��� � z'

z'#	 ; �� � =0; �∞=     
1. . � 4 0, 
��� � � 2 z'

z'#	 � �  2 �� � 1�p	 � �² � 0  2 r��� � 0  
Donc les équations ���� � �   

  et ���� � (  sont équivalentes 
sur  =(; �∞= 

D’après PARTIE A 2, � est la seule 
solution de l’équation r��� � 0 sur =0;  �∞=  

Par conséquent : � est aussi la seule solution de 
l’équation ���� � � 

2.  

a. �7��� � ���%�q��q�#��- . � / =0; �∞=, p	 1 0, �p	 � ��5 1 0   
Alors le signe de 
7��� dépend de 
celui de � � 1  
Par conséquent : . � / =0;  1=, 
7��� 9 0  . � / =1; �∞=, 
7��� 1 0  

b. lim	
 #� 
��� � lim	
 #�  ��#	z�' ����
 #� ���� � % car ����
 #��q�� � ( 

c. Tableau de variations de � 
 
 
 
 
 
 
 

d. Construction de �k� �AZ�: > � 
7�0��� � 0� � 
�0�  
Alors �C(�: * � �� � % 

 �C%�: * � qq�%  

 

 
 
PARTIE C 

1. 
 décroît sur L�5 ; 1N . � / L�5 ; 1N , pp�1 Q 
��� Q 2√p2√p�1   2 0,73 Q 
��� Q 0,76  2  
��� / =0,73; 0,76; � L�5 ; 1N  
Donc . � / L%- ; %N , ���� / L%- ; %N 

2. H Y� � �5Y]#� � 
�Y]�  ,   . [ 1 1   
a. Y� � �5  / L�5 ; 1N . [ / \Ò, supposons que Y] / L�5 ; 1N 

et montrons que Y]#� / L�5 ; 1N 
En effet : Y] / L�5 ; 1N ^  
�Y]� / L�5 ; 1N  
Car . � / L�5 ; 1N , 
��� / L�5 ; 1N 
Or par définition, Y]#� � 
�Y]� 

D’où Y]#�  / L�5 ; 1N si Y]  / L�5 ; 1N 
On conclut donc que : . _ / \Ò, `_ / L%- ; %N  

b. �7��� � � �%���q��q�#��- �5 Q � Q 1  2 0 Q 1 � � Q �5 et √p Q p	 Q p 2 0 Q �1 � ��p	 Q z5  
Par ailleurs : 5√z#�5 Q p	 � � Q p � 1  

2 !5√z#�$8
M Q �p	 � ��5 Q �p � 1�5  2 ��z#��8 Q ��z'#	�8 Q M!5√z#�$8  

D’où on a : 0 Q ���	�z'�z'#	�8 Q 5z!5√z#�$8 Q 5z!5√z$8  

�  0                  1               �∞ 
7���      �             0          �     


��� 

 1                                     1 

 

                   
zz#�                           
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2 � �5 Q 
7��� Q 0  

Donc � / �, |�7���| Q %- 

c. On sait que � / :, |
7���| Q �5 ; � / : 

et . [ 1 1, Y]�� / L�5 ; 1N 
D’après l’inégalité de la moyenne on 
a . [ 1 1, ax 
7����®�&¤ y�a Q �5 |Y]�� � �|  ^ É=
���;¤�®�&É Q �5 |Y]�� � �|  ^ |
�Y]��� � 
���| Q �5 |Y]�� � �|  
Or 
��� � � d’après PARTIE B1et Y] � 
�Y]��� 

Donc . _ 1 1, |`_ � �| Q %- |`_�% � �|  
d. Démonstration par récurrence  |Y� � �| � a�5 � �a  �5 Q � Q 1  2 � �5 Q Y� � � Q 0  

2 |Y� � �| Q O�5P�
  . [ 1 1, supposons que 

 |Y]�� � �| Q O�5P]��
et montrons que |Y] � �| Q O�5P]

 

En effet : |Y]�� � �| Q O�5P]��
  

^ �5 |Y]�� � �| Q O�5P]
  

Or |Y] � �| Q �5 |Y]�� � �| d’où |Y] � �| Q �5 |Y]�� � �| Q O�5P]
  

D’où |Y] � �| Q O�5P]
 si  

|Y]�� � �| Q O�5P]��
  

On conclut donc que : . _ / \Ò, |`_ � �| Q O%-P_
   

 
 
 
 
 
 

e. lim]
 #� O�5P] � 0  car 0 9 �5 9 1 

Alors la suite �`_� converge et ���_
 #�`_ � � 

Ceci montre que �`_� converge 
vers � 

f. On sait que |Y] � �| Q O�5P]
 

Donc O�5P] Q 10�× ^ |Y] � �| Q 10�× 

Or O�5P] Q 10�× 2 [ 4 × �� �Z�� 5  

                         2 [ 4 23,25  
Donc |Y] � �| Q 10�× . [ 4 24 
A priori il suffit de calculer les 24 
premiers termes de la suite pour 
obtenir une valeur approchée de �  à 10 - 7 près 
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PROBLEME 26 
PARTIE A r��� � �² � 2 ln � ; �© � ;0; �∞=  

1. �7��� � -��²�%��  . � / ;0; �∞=, � 1 0  
Alors le signe de r7��� dépend de 
celui de �² � 1 �² � 1 � 0 2 � � I1 et 
 �1 * ;0; �∞=  
Par conséquent : . � / ;0;  1=, r7��� 9 0  . � / ;1; �∞=, r7��� 1 0  
On en déduit que : 
Sur ;0;  1=, r est décroissante 
Sur ;1; �∞=, r est croissante 

2. r croît sur ;0;  1= et décroît sur ;1;  �∞= 
Alors r�1� est le minimum de r sur ;0;  �∞= 
Par conséquent : . � / ;0; �∞=, r��� 4 r�1�  
Or r�1� � 1 1 0 

D’où . � / ;(; �∞=, ���� 1 0 
 
PARTIE B 
��� � 	5 � �#�� 		 ;  �� � ;0; �∞=  

1. lim	
 Zj
��� � lim	
 Zj 	5 � �	 �1 � ln �� ����
 (j���� � �∞ 

Car 

m¿n
¿o lim	
 Zj 	5 � 0

lim	
 Zj �	 � �∞lim	
 Zj ln � � �∞
  

Interprétation graphique  
L’axe des ordonnées est une 
asymptote à la courbe �k�  

2.  
a. lim	
 #�
��� � lim	
 #� 	5 � �	 � �� 		  ����
 #����� � �∞ 

Car 

m¿n
¿o lim	
 #� 	5 � �∞

lim	
 #� �	 � 0
lim	
 #� �� 		 � 0

  
 
 

b. �∆�: > � 	5 lim	
 #�=
��� � >; � lim	
 #� �	 � �� 		   ����
 #�=���� � *; � ( 

Alors la droite �∆� est une 
asymptote oblique à la courbe �Á� 

c. Position de �Á� par rapport à �∆� 
��� � > � �#�� 		   . � / ;0; �∞=, � 1 0  
Alors le signe de 
��� � > dépend 
de celui de 1 � ln � 1 � ln � 1 0 2 � 1 �z  

Par conséquent : . � / N0; �zL , 
��� � > 9 0  . � / N�z ;  �∞L , 
��� � > 1 0  

On en déduit que : 
Sur N(; %qL , �Á� est en dessous  

de �∆� 
  Sur N%q ;  �∞L , �Á� est au dessus  

de �∆� �k� � �∆� 2 
��� � >  
                2 � � �z  

Et > � 
 O�zP � �5z 

Donc Ö O%q ;  %-qP 

3. . � / ;0; �∞=, 
7��� � 	²�5 �� 	5	²  

Alors . � / ;(; �∞=, �7��� � ����-�-  . � / ;0; �∞=, 2�² 1 0 et d’après 
PARTIE A, r��� 1 0 donc  . � / ;0; �∞=, 
7��� 1 0  
On en déduit que : 
Sur ;0; �∞=, 
 est croissante 
Tableau de variation de � 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

� 0                                 �∞ 
7���                     �              


��� 

                                 �∞ 

 �∞                                         



50 Problèmes Type BAC + Corrigés                         LOVI  Yawo  Mawulolo 

 

 - 132 - 

 

4. La tangente �A� en B a pour 
coefficient directeur 
7��+�  �∆� a pour coefficient directeur 

�5  �A�//�∆� 2 
7��+� � �5   2 	,8�5 �� 	,5	,8 � �5  2 ln �+ � 0  2 �+ � 1 et >+ � 
�1� � J5 

Donc - O%; K- P  

5. Sur ;0; �∞=, 
 est continue car 
dérivable et est strictement 
croissante. 
Alors 
 réalise une bijection de ;0;  �∞= sur ;�∞; �∞= et  0 / ;�∞; �∞=.  
Donc l'équation ���� � ( a une 
solution unique � / ;(; �∞= 
Justification de l’encadrement  fr�0,34� � �0,06 9 0r�0,35� � 0,03 1 0    

On a ��(, KU� e ��(, KX� 9 0 
Donc (, KU 9 � 9 0,35 

6. Traçons �k� et les droites �∆� et �A� 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PARTIE C �] � p®�88 ; [ / \  
1.  

a. �]#� � p®�&8  	®j&	® � p&8 � √p  

On a  �_#% � �_√q 
Alors ��_� est une suite 

géométrique de raison √q et de 
premier terme �( � %q 

b. √p 1 1 alors la suite ��]� est 
croissante 

2. w] � 4 x O
��� � 	5P y�	®j&	® ;  [ / \ 

a. Interprétation graphique  w] est l’aire en ��² du domaine plan 
délimité par la courbe �k�, l’axe des 
abscisses et les droites d’équations � � �] et � � �]#� 

b. w] � 4 x O�	 � �� 		 P y�z®�&8
z®�88   

w] � 4 Lln � � �5 �ln ��5Nz®�88
z®�&8

  

w] � 4 Êî]��5 � �5 O]��5 P5ï � î]�55 � �5 O]�55 P5ïË  w] � 4 O5]#�� P  

Donc �_ � -_#%-  

 
On en déduit que : w]#� � w] � 1  
 

On a �_#% � �_ � % 
Alors ��_� est une suite 

arithmétique de raison % et de 
premier terme �( � %- 
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PROBLEME 27 
]��� � ��� 	�®
	² ;  �� � ;0; �∞=  

PARTIE A 
1. 
���� � �� 		²  lim	
 Zj
���� � lim	
 Zj �	² e ln �  ����
 (j�%��� � �∞ 

Car � lim	
 Zj �	² � �∞lim	
 Zj ln � � �∞  
lim	
 #�
���� � lim	
 #� �� 		²   ����
 #��%��� � ( 

On en déduit que : 
L’axe des ordonnées et l’axe des 
abscisses sont des asymptotes à �k�� 

2. . � / ;(; �∞=, �%7��� � %�- �l ��K  . � / ;0; �∞=, �J 1 0    
Alors le signe de 
�7��� dépend de 
celui de 1 � 2 ln � 1 � 2 ln � 1 0 2 � 9 √p  
Par conséquent : . � / �0; √p�, 
�7��� 1 0  . � / �√p; �∞�, 
�7��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur �0;  √p�, 
� est croissante 
Sur �√p; �∞�, 
� est décroissante 
Tableau de variation de �% 

 
 
 
 
 
 
 

 
3. �A��: > � 
�7�1��� � 1� � 
��1� 

Alors �C%�: * � � � % 

4. 
5��� � ��� 	�8
	²  lim	
 Zj
5��� � lim	
 Zj �	² e �ln ��5  ����
 (j�-��� � �∞ 

Car � lim	
 Zj �	² � �∞lim	
 Zj�ln ��5 � �∞  

lim	
 #�
5��� � lim	
 #� O�� 		 P5
  

����
 #��-��� � ( car ����
 #� �l �� � ( 

On en déduit que : 
L’axe des ordonnées et l’axe des 
abscisses sont des asymptotes à �k5� 

5. . � / ;(; �∞=, �-7��� � - �l ��%��l ���K  . � / ;0; �∞=, �J 1 0     
Alors le signe de 
57��� dépend de 
celui de ln � �1 � ln �� ln � 1 0 2 � 1 1  1 � ln � 1 0 2 � 9 p  
Par conséquent : . � / ;0;  1=, 
57��� 9 0  . � / ;1;  p=, 
57��� 1 0   . � / ; p;  �∞=, 
57��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur ;0;  1=, 
5 est décroissante 
Sur ;1;  p=, 
5 est croissante 
Sur ; p; �∞=, 
5 est décroissante  
Tableau de variations de 
5  

 
 
 
 
 
 
 

PARTIE B 
1. �%��� � �-��� � �l ��%��l ���-  . � / ;0; �∞=, �5 1 0       

Alors le signe de 
���� � 
5��� 
dépend de celui de ln � �1 � ln �� 
D’après PARTIE A5, on a : . � / ;0;  1=, 
���� � 
5��� 9 0  . � / ;1;  p=, 
���� � 
5��� 1 0   . � / ; p;  �∞=, 
���� � 
5��� 9 0  
On en déduit que : 

Sur ;(;  %=, �Á%� est en dessous de �Á-� 
Sur ;%;  q=, �Á%� est au dessus de �Á-� 

Sur ; q;  �∞=, �Á%� est en dessous de �Á-� 
 
 

� 0                  √p             �∞ 
�7���      �             0          �     


���� 

                    
�5z                  

 

  �∞                               0            

� 0           1           p         �∞ 
57���       �    0    �      0         �     


5��� 

   �∞                 
�z²                  

 

              0                          0            
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2. Tracer de �k�� et �k5� 

 
 
PARTIE C :] � x 
] ���d�z� ; [ / \  

1. ���� � �#�� 		  �7��� � � �l ��²   

Déduction :� � x 
� ���d�z� � x �� 		² d�z�   

D’après 1), � ³ ���� est une primitive de � ³ � �� 		²  

On a donc :� � � x �7���d�z�  :� � L� �#�� 		 N�
z
  

�% � % � -q  

2. :]#� � x ��� 	�®j&
	² d�z�  

Intégration par parties  

H@��� � �ln ��]#�|7��� � �	²
 ^

}@7��� � �[ � 1� ��� 	�®
	|��� � � �	

   
:]#� � L� ��� 	�®j&

	 N�
z �  �[ � 1� x ��� 	�®

	² d�z�     

Alors �_#% � � %q � �_ � %��_ 

3. :5 � � �z � 2:� 

D’où   �- � - � Xq u � @w e x !
���� � 
5���$z� y�  
D’après la linéarité : u � @w e �:� � :5� @w � 20��²  � � -( O�% � KqP ��²  

 
PARTIE D 

1. Démonstration par récurrence ��! :� � :� � 1 � 5z � 1 � �z O1 � ��!P  . [ / \Ò, supposons que  �]! :] � 1 � �z O1 � ��! � �5! � â � �]!P et 

montrons que 
��]#��! :]#� � 1 � �z O1 � ��! � �5! � â � �]! � ��]#��!P    

On sait que : :]#� � � �z � �[ � 1�:]  

Par conséquent : �]! :] � 1 � �z O1 � ��! � �5! � â � �]!P  ^ :] � [! L1 � �z O1 � ��! � �5! � â � �]!PN  ^ �[ � 1�:] � �[ � 1�[! L1 ��z O1 � ��! � �5! � â � �]!PN    ^ � �z � �[ � 1�:] � � �z � �[ � 1�! L1 � �z O1 � ��! � �5! � â � �]!PN ^ :]#� � � �z � �[ � 1�! L1 ��z O1 � ��! � �5! � â � �]!PN  ^ ��]#��! :]#� � � �z e ��]#��!  �1 � �z O1 � ��! � �5! � â � �]!P   ^ ��]#��! :]#�  � 1 � �z O1 � ��! � �5! � â � �]! � ��]#��!P 

si  
�]! :] � 1 � �z O1 � ��! � �5! � â � �]!P 

 
On conclut donc que : . _ / \Ò, %_! �_ � % � %q O% � %%! � %-! � â � %_!P  
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2. . � / =1; p;, 0 Q ln � Q 1 2 0 Q �ln ��] Q 1  2 0 Q ��� 	�®
	² Q �	²  2 0 Q x ��� 	�®

	²z� y� Q x �	²z� y�  

Or x �	²z� y� � L� �	N�
z � 1 �  �z  

D’où 0 Q :] Q 1 �  �z Q 1  

On conclut donc que : . _ / \Ò,  ( Q �_ Q % 
3. 0 Q :] Q 1 2 0 Q �]! :] Q �]!  2 0 Q 1 � �z O1 � ��! � �5! � â � �]!P Q �]!  2 p � z]! Q 1 � ��! � �5! � â � �]! Q p  

On a lim]
 #�p � z]! � p car lim]
 #� z]! � 0 

On en déduit que : ���_ 
 #� O% � %%! � %-! � â � %_!P � q  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PROBLEME 28  
PARTIE A �
�: >7 � > � � � 1  

1. Calcul de x �� � 1�p�y�	�  
Intégration par parties  f@��� � � � 1|7��� � p� ^ f@7��� � 1|��� � p�     
x �� � 1�p�y�	�   � =�� � 1�p�;�	 � x p�y�	�   x �� � 1�p�y�	� � =�� � 2�p�;�	  x �� � %�q� ��% � �� � -�q� � q  

2.  
a. 
��� � ����p�	 2 ���� � 
���p	 et 
7��� � �7���p�	 � ����p�	  

Supposons que 
 est solution 
de �
�, on a :  . � / �, 
7��� � 
��� � � � 1 ^ �7���p�� � ����p�� � ����p�� � � � 1   ^ �7���p�	 � � � 1   ^ �E��� � �� � 1�p�  
Alors : . � / �,  �7��� � �� � %�q� si � est solution de  ��� 
Réciproquement  
Supposons que . � / �,   �7��� � �� � 1�p	 ,  
On a : =
���p	;7 � �� � 1�p	 ^ 
7���p� �  
���p� � �� � 1�p�  ^ 
7��� � 
��� � � � 1  
Alors � est solution de  ��� si . � / �, �7��� � �� � %�q�  

En conclusion : � est solution de ��� si, et 
seulement si, pour tout  � de �, �7��� � �� � %�q� 

b. D’après 1), �7��� � �� � 1�p	  2 ���� � x �� � 1�p�y�	� � ¬, ¬ / �  

Donc . � / �,  on a : ���� � �� � -�q� � q � ­, ­ / � 
3.  
a. 
��� � ����p�	  

On en déduit que : ���� � � � - � q%�� � ­q��, ­ / � 
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b. 
��� � � � 2 � p��	 � ¬p�	  et 
�1� � 0     ^ ¬p�� � 0  ^ ¬ � 0  
Donc . � / �, ���� � � � - � q%�� 

 
PARTIE B 
��� � � � 2 � p��	;  �� � �  

1.  
a. �7��� � % � q%��  1 � p��	 1 0 2 � 1 1  

Par conséquent : . � / ;�∞; 1=, 
7��� 9 0  . � / ;1; �∞=, 
7��� 1 0  
On en déduit que : 
Sur ;�∞; 1=, 
 est décroissante 
Sur ;1; �∞=, 
 est croissante 

b. lim	 
 ��
��� � lim	 
 ��p�	��p	 � 2p	 � p�  ���� 
 ������ � �∞ 

Car ) lim	 
 �∞p�	 � �∞lim	 
 �∞�p	 � 0lim	 
 �∞p	 � 0   
���� 
 #����� � �∞ 

Car � lim	 
 #�� � 2 � �∞lim	 
 #�p�	 � 0   
Tableau de variations de 
 
 � �∞           1           �∞ 
7���       �        0      � 
 
��� 

�∞                        �∞  
 
 
                0                

 
2.  
a. > � � � 2 lim	 
 #�=
��� � >; � lim	 
 #�p · p�	 � 0  

Alors la droite  �Ï�, d’équation  * � � � -, est une asymptote 
oblique à la courbe !Á�$ au 
voisinage de �∞  
 
 

b. 
��� � > � p��	 1 0 . � / � 
On en déduit que : 

Sur �, !Á�$ est au dessus de �Ï� 

3. Tracer de ��� et !k�$ 
 

 
 
PARTIE C 

Soit �Z un nombre réel strictement 
positif. 

1. ¶� � x �
��� � >�	ÙZ y� � x p��		ÙZ y� ¶� � =�p��	;Z	Ù  ¾% � q � q%��( 
2. r��� � p��	;  �© � � 
a. �7��� � �q%�� 9 ( . � /  � 

On en déduit que : 
Sur �, r est décroissante 
 � �∞                        �∞ r7���                    � 
 r��� 

�∞                           
 
 
                               0               
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Traçons !k©$ 

 
b. ¶� � x p��		ÙZ y� � x r���	ÙZ y� 

Interprétation géométrique  ¶� est donc l’aire en unité d’aire du 
domaine plan limité par la 
courbe !k©$, l’axe des abscisses et 
les droites d’équations � � 0 et � � �Z 

3. '��Z; 0� ; 3!�Z; r��Z�$ �A�: > � r7��Z��� � �Z� � r��Z�  
Coordonnées du point ² r7��Z��� � �Z� � r��Z� � 0  2 � � �Z � ©�	Ù�©Þ�	Ù� � 1 � �Z 

Donc ±�% �  �(; (� 

4. ui4p�'3²� � &+e&55 � ©�	Ù�e�5  
Car '3² est un triangle rectangle en ' �6 q�Ö-±� � q%��(-   

 
Vérification  ¶� � 2¶5 � p � p��	Ù � 2 e z&�'Ù5   

Donc on a bien : ¾% � -¾- � q 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PROBLEME 29 
PARTIE A 

1. r��� � 2� � �� � 1� ln�� � 1� ;   �© � ;1; �∞=  
a. lim	 
 �r��� �  lim	 
 �j2� � �� � 1� ln�� � 1�   

Posons ¡ � � � 1 
Si � 
  1#, ¡ 
  0# et  lim¢ 
 Zj2¡ � 2 � ¡ ln ¡ � 2  

Car � lim¢ 
 Zj2¡ � 2 � 2lim¢ 
 Zj¡ ln ¡ � 0   
Alors ���� 
 %���� � - 

b. . � / ;%; �∞=,   �7��� � % � �l�� � %�  
c. 1 � ln�� � 1� 1 0 2 � 9 p � 1 ¾;%; #�= � ;%;  q � %= 
d. . � / ;1;  p � 1=, r7��� 1 0 . � / ;p � 1; �∞=, r7��� 9 0  

On en déduit que : 
Sur ;1;  p � 1=, r est croissante 
Sur ;p � 1; �∞=, r est décroissante 

e. Sur =p � 1; pJ � 1;, r est continue 
car dérivable et est strictement 
décroissante puis on a : r�p � 1� e r�pJ � 1� � �pM 9 0  
Alors l’équation ���� � ( a une 
solution unique, notée � dans 
l’intervalle =q � %; qK � %; 
 

Signe de ���� : . � / ;%;  �=, ���� 1 0 
    . � / ;�; �∞=, ���� 9 ( 

2. ñ��� � ���	²���	 ;  �ò � ;1; �∞= 
a. lim	 
 �ñ��� � lim	 
 �j ���	²���	  

Posons ¡ � �² � 1 
Si � 
  1#, ¡ 
  0# et  lim¢ 
 Zj �� ¢√¢#� � �∞  

Car � lim¢ 
 Zj ln ¡ � �∞lim¢ 
 Zj√¡ � 1 � 1  
Alors ���� 
 %ó��� � �∞ 
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lim	 
 #�ñ���   

� lim	 
 #�
�� 	²#��O�� &'²P	     � lim	 
 #�2 �� 		 � �	 e ln O1 � �	²P  ���� 
 #�ó��� � ( 

Car 

m¿n
¿o lim	 
 #� �� 		 � 0

lim	 
 #� �	 � 0
lim	 
 #� �	² � 0

  
b. ñ7��� � 8'²'²�& � ���	²���	²  2 ñ7��� � 5	²��	²��� ���	²���	²�	²���   

On a donc : . � / ;%; �∞=, ó7��� � ���²��²��²�%�  
  
Et comme �²��² � 1� 1 0  
Alors ó7��� est du même signe 
que ���²� 

c. . � / �1; √��, �² / ;1;  �=  . � / �√�; �∞�, �² / ;�; �∞=  
Par conséquent : . � / �1; √��, ñ7��� 1 0   . � / �√�; �∞�, ñ7��� 9 0   
On en déduit que : 
Sur �1;  √��, ñ est croissante 
Sur �√�; �∞�, ñ est décroissante 
 
PARTIE B 
��� � ��!z8'��$z' ; �� � ;0; �∞=   

1. . � / ;0; �∞=, p	 / ;1; �∞= et  ñ�p	� � ��!�z'�8��$z' �  ��!z8'��$z'   

Donc . � / ;(; �∞=, ���� � ó�q�� 
2. Déduction des limites 
a. Posons ¡ � p	 

Si � 
  0, ¡ 
  1 et lim¢ 
 �ñ�¡� � �∞ 

Alors ���� 
 (���� � �∞ 

Si � 
  �∞, ¡ 
  �∞ et  lim¢ 
 #�ñ�¡� � 0  

Alors ���� 
 #����� � ( 

 

b. �7��� � q�ó7�q�� . � / ;0; �∞=, p	 1 0  
Alors le signe de �7��� dépend de 
celui de ó7�q�� . � / �0; ln!√�$�, p	 / �1; √��  . � / �ln!√�$; �∞�, p	 / �√�; �∞�   
Par conséquent : . � / �0; ln!√�$�, 
7��� 1 0  . � / �ln!√�$; �∞�, 
7��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur �0;  ln!√�$�, 
 est croissante 
Sur �ln!√�$; �∞�, 
 est décroissante 
 

Et comme � croît sur �(; �l!√�$� 
et décroît sur ��l!√�$; �∞� , alors � admet un maximum en �l!√�$ 

3. Par suite, on a : . � / ;0; �∞=, 
��� Q 
!ln!√�$$  2  
��� Q ���¤���√¤   

Or r��� � 0 2 ln�� � 1� � 5¤¤�� 

D’où . � / ;(; �∞=, ���� Q -√���% 
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4. Représentation graphique de !k�$ 
Tableau de variations de � 
 � 0               ln!√�$        �∞ 
7���     �            0          � 
 
 
��� 

                  
5√¤¤�� 

 
 
    �∞                            0 

 � S 10 et 
��� S 0,70 
��� � 0 2 ln�p5	 � 1� � 0  
               2 p5	 � 2  
               2 � � �5 ln 2 � ln!√2$ !k�$ coupe l’axe des abscisses au 
point de coordonnées !ln!√2$ ; 0$ 
 

 
 
PARTIE C 

1. 
7��� �  
��� � p	 e 5z8'�!z8'��$ ��!z8'��$z8'�z8'��� � 
��!z8'��$z'  
7��� �  
��� � 5z'

z8'��  

Or z'
z'�� � z'

z'#� � z8'#z'�z8'#z'
z8'�� � 5z'

z8'��  

 

D’où �7��� �  ���� � q�
q��% � q�

q�#% 
Ce qui montre bien que � est 
solution  de l’équation 

différentielle : *7 � * � q�
q��% � q�

q�#% 

2. Æ��� � z'
z'�� � z'

z'#� 

a. Une primitive � de Æ sur ;0; �∞= est 
par exemple la fonction définie par : ���� � �l�q� � %� � �l�q� � %� 

Soit ���� � �l Oq��%q�#%P 

b. Déduction 
7��� �  
��� � z'
z'�� � z'

z'#� � Æ���  2  
��� � Æ��� � 
7���  
On en déduit qu’une primitive � de 
 
sur ;0; �∞= est par exemple la 
fonction définie par : ���� � ���� � ���� 

Soit ���� � �l Oq��%q�#%P � �l!q-��%$q�  

3. u � @w e x 
�����!√¤$��!√5$ y� 

x 
�����!√¤$��!√5$ y� � =����;��!√5$��!√¤$
  

x 
�����!√¤$��!√5$ y�  

� ln 3 � 5√¤¤�� � ln O√¤��√¤#�P  

� � L�l K � -√���% � �l O√��%√�#%PN ø�  
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PROBLEME 30 
PARTIE A r��� � � ln � � � � 1; �© � ;0; �∞=  

1. Calcul des limites ���� 
 (���� � % 

Car H lim	 
 Z� ln � � 0lim	 
 Z � � � 1 � 1  
lim	 
 #�r��� � lim	 
 #�� Oln � � 1 � �	P  ���� 
 #����� � �∞ 

Car 

mn
o lim	 
 #�� � �∞lim	 
 #� ln � � �∞

lim	 
 #� �	 � 0   
2. �7��� � �l � . � / ;0; �∞=, ln � 1 0 2 � 1 1  

Par conséquent : . � / ;0;  1=, r7��� 9 0  . � / ;1; �∞=, r7��� 1 0   
On en déduit que : 
Sur ;0;  1=, r est décroissante 
Sur ;1; �∞=, r est croissante 
Tableau de variation de � 
 � 0               1              �∞ r7���          �     0       � 
 
 r��� 

  1                              �∞ 
 
 
                 0                 

 
Déduction 
D’après ce tableau de variation, r 
atteint son minimum en 1 et r�1� � 0 

Par conséquent : . � / ;(; �∞=, ���� 4 ( 
3. �k� � �k′� 2 r��� � ln � 2 � ln � � � � 1 � ln � � 0  2 �� � 1��ln � � 1� � 0  2 � � 1 ou ln � � 1 2 � � 1 ou � � p 

Alors �Á� et �Á′� ont deux points 
communs d’abscisses 
respectives % et q 
 
 

Par ailleurs : � ln � � � � 1 Q ln �  2 r��� � ln � Q 0  2 �� � 1��ln � � 1� Q 0  
Tableau de signe 
 � 0        1         p       �∞ � � 1     �   0   �          � ln � � 1     �        �   0     � r��� � ln �     �   0   �   0     � 
 
D’après le tableau de signe, on a : . � / =%; q;, � �l � � � � % Q �l �  

4.  
a. Ô � x �� � 1� ln � y�z�  

Intégration par parties  

� @��� � ln �|7��� � � � 1 2 � @7��� � �	|��� � �5 �² � �    
Ô � LO�5 �² � �P ln �N�

z � x O�5 � � 1P y�z�   

Ô � LO�5 �² � �P ln � � �M �² � �N�
z
   

Õ � q-  �KU   

b. ui4p�∆� � @w e x !ln � � r���$y�z�  
car sur =1; p;, �k� est en dessous de �k′� x !ln � � r���$y�z�   �  x ��� � 1��ln � � 1�y�z�   � � x �� � 1� ln � y�z� � x �� � 1�y�z�   � �Ô � L�5 �� � 1�5N�

z � z²�Mz#RM   @w � 4 ��²  
Donc �6 q�∆∆∆∆� � �q² � Uq � X� ��² 
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PARTIE B 
��� � �	�� ln � ;  �� � ;1 ; �∞=  
1. lim	 
 #�
��� � lim	 
 #� 		�� e �� 		  ���� 
 #����� � ( 

Car } lim	 
 #� 		�� � 1
lim	 
 #� �� 		 � 0  
���� 
 %���� � ���� 
 % �l ���% � %  

 

2. 
7��� � '�&'  ��� 	�	���8 � 	���	 �� 		�	���8  

�7��� � � ��������%�-  . � / ;1; �∞=, ��� � 1�5 1 0  
Alors le signe de 
7��� dépend de 
celui de � r��� 
Par conséquent : . � / ;1; �∞=, 
7��� Q 0  
On en déduit que : 
Sur ;0; �∞=, 
 est décroissante 
Tableau de variation de � 
 � 1                                �∞ 
7���                   �      
 
 
��� 

   1                                   
 
 
                                      0 

 
3. Tracer de la courbe !k�$ 

 

 
 
 
PARTIE C 

1. Sur ;1; �∞=, 
 est continue car 
dérivable et est strictement 
décroissante.  
Alors 
 réalise une bijection de ;1;  �∞= sur ;0; 1= et 

�5 / ;0; 1=. 
Donc l’équation ���� � %- admet 
une unique solution notée � 

Montrons que K, X 9 � 9 3,6 
�;3,5; 3,6=� � ;0,492; 0,501= et �5 / ;0,492; 0,501=  
Alors on a :  K, X 9 � 9 3,6 

2. Æ��� � ln � � �5 � � �5 ;  �Ç � ;1; �∞= 
a. 
��� � �5 2 �	�� ln � � �5 2 ln � � �5 � � �5 � 0   2 ln � � �5 � � �5 � � � 0 � �   2 ln � � �5 � � �5 � �  

Donc ���� � %- 2  È��� � � 

 
Déduction  � étant solution de l’équation 
��� � �5  alors  � est aussi solution 

de l’équation Æ��� � � car ces deux 
équations sont équivalentes 

b. È7��� � %� � %- 1 ( . � / ;%; �∞= 
On en déduit que : 
Sur ;1; �∞=, Æ est croissante 

c. : � =3; 4; Æ�=3; 4;� � =3,09; 3,88; et =3,09; 3,88; � =3; 4;  
Donc . � / �, È��� / � 

D’autres parts : 3 Q � Q 4  2 �M Q �	 Q �J  2 JM Q �	 � �5 Q RW  2 JM Q Æ7��� Q RW  2 JM Q |Æ7���| Q RW  

Donc on a aussi : . � / �, |È7���| Q X�  

 
3. YZ � 3 et pour tout [ 4 0, 

 Y]#� � Æ�Y]� 
a. On sait que :  . � / =3; 4;, |Æ7���| Q RW    

D’où d’après l’inégalité de la 
moyenne on a . [ / \ : ax Æ7����®¤ y�a Q RW |Y] � �|  ^ É=Æ���;¤�®É Q RW |Y] � �|  



50 Problèmes Type BAC + Corrigés                         LOVI  Yawo  Mawulolo 

 

 - 142 - 

 

^ |Æ�Y]� � Æ���| Q RW |Y] � �|  
Or Æ��� � � d’après 1.) et Y]#� � Æ�Y]�  

D’où . _ / \,  |`_#% � �| Q X� |`_ � �|  
b. En partant de cette inégalité on a : [ � 0 ^        |Y� � �| Q RW |YZ � �|  [ � 1 ^        |Y5 � �| Q RW |Y� � �|  [ � 2 ^        |YJ � �| Q RW |Y5 � �|  

    c [ � [ � 1 ^ |Y] � �| Q RW |Y]�� � �|      
Faisons le produit membre à 
membre de ces [ inégalités. 
On obtient après simplification :  |Y] � �| Q ORWP] |YZ � �|  |YZ � �| � |3 � �|  3 Q � Q 4  2 �4 Q �� Q �3  2 �1 Q YZ � � Q 0  2 |YZ � �| Q 1  2 |Y] � �| Q ORWP] |YZ � �| Q ORWP] e 1  

Donc . _ / \, | `_ � �| Q OX�P_
 

c. . [ / \, | Y] � �| Q ORWP]
et 

lim] 
 #� ORWP] � 0 car 0 9 RW 9 1 

Alors la suite �`_� converge 
et on a : ���_ 
 #� `_ � � 

4. On sait que É Y¸ � �É Q ORWP¸
 donc ORWP¸ Q 10�J ^ É Y¸ � �É Q 10�J 

Or ORWP¸ Q 10�J 2 �º ln OWRP Q �3 ln 10  2 º 4 J �� �Z��O78P   

2 º 4 37,88  
On a donc É Y¸ � �É Q 10�J . º 4 38 `¼ est une valeur approchée de � 
à %(�K près pour ¼ � K� par 
exemple. 
 
 
 

PROBLEME 31 
PARTIE A 
��� � ln�� � 1� et r��� � 5		#5 ;  �� � �© � =0; �∞=  

1. Variations de � 
7��� � �	#� 1 0 . � / =0; �∞=  
On en déduit que : 
Sur =0; �∞=, 
 est croissante 
Tableau de variation de � 
 � 0                                �∞ 
7���                   �      
 
 
��� 

                                 �∞    
 
 
0                                       

 
Variations de � r7��� � M�	#5�8 1 0 . � / =0; �∞=   
On en déduit que : 
Sur =0; �∞=, r est croissante 
Tableau de variation de � 
 � 0                                �∞ r7���                   �      
 
 r��� 

                                 2     
 
 
0                                       

 
2. Æ��� � 
��� � r���; �Ç � =0; �∞= 
a. È7��� � %�#% � U��#-�- � �²��#%���#-�- 4 ( . � / =0; �∞=   

On en déduit que : 
Sur =0; �∞=, Æ est croissante 

b. Æ�0� � 0 
c. Æ  étant croissante sur =0;  �∞= et Æ�0� � 0 alors  . � / =0; �∞=, Æ��� 4 0  2 ln�� � 1� � 5		#5 4 0  

D’où l’inégalité : �%�      -��#- Q �l�� � %� . � / =(; �∞= 
d. Interprétation graphique  

Sur =0; �∞=, la courbe �k� est en 
dessous de la courbe �Γ� 
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3. Traçons �k� et �Γ� 
7�0� � r7�0� � 1 et 
�0� � r�0� � 0 
 
Alors à l’origine Û  du repère, les 
courbes �Á� et �)� admettent une 
même tangente �9� d’équation : �9�: * � � 

 

 
 
PARTIE B 

1. ñ��� � ln�� � 1� � �; �ò � =0; �∞= ó7��� � � ��#% Q ( . � / =(; �∞=  
On en déduit que : 
Sur =0; �∞=, ñ est décroissante 

2. ñ��� � ln � � ln O1 � �	P � �; � 1 0 lim	 
 #�ñ��� �  lim	 
 #�� O�� 		 � �	 ln O1 � �	P � 1P      ���� 
 #�ó��� � �∞ 

Car 

m¿n
¿o lim	 
 #�� � �∞

lim	 
 #� �� 		 � 0
lim	 
 #� �	 � 0

  
ó�(� � ( 

Déduction ñ étant décroissante sur =0; �∞= et ñ�0� � 0  
Alors . � / =0; �∞=, ñ��� Q 0 

On en déduit l’inégalité : �-�      �l�� � %� Q �  . � / =(; �∞= 
3. : � x ln�� � 1� y��Z  

Intégration par parties  

H@��� � ln�� � 1�|7��� � 1 ^ H@7��� � �	#�|��� � �     
: � =� ln�� � 1�;Z� � x 		#� y��Z   

En remarquant que 
		#� � 1 � �	#�  

On a : : � =�� � 1� ln�� � 1� � �;Z� 
Donc � � - �l - � % 

4. Déduction Ô � x �� � ln�� � 1��y��Z   Ô � x �y��Z � x ln�� � 1� y��Z    Ô � L�5 �²NZ
� � :  

On en déduit que : Õ � �- �l - 
D’autres parts : ¬ � x O 5		#5 � ln�� � 1�P y��Z    ¬ � x 5		#5 y��Z � x ln�� � 1� y��Z   

En remarquant que : 
5		#5 � 2 � M	#5 

On a : ¬ � =2� � 4 ln�� � 2�;Z� � :  

On en déduit que : ­ � K � �l O U�%P 

5. Interprétation géométrique de Õ et ­ 
 Õ est l’aire en unité d’aire du 
domaine plan délimité par la 
courbe  �Á�, la tangente �9� et les 
droites d’équations :  � � ( et � � % 
 ­ est l’aire en unité d’aire du 
domaine plan délimité par les 
courbes  �Á� et �)� et les droites 
d’équations : � � ( et � � % 
 
PARTIE C 

1. @�0� � 1 et si � £ 0, @��� � ����#	�	 ; 
   �¥ �  =0; 1;  
Continuité sur ;(; %; 
La fonction  � ³ ln�1 � �� est 
continue sur ;�1; �∞= donc 
continue sur ;0; 1; 
La fonction � ³ �	 est continue sur �Ò donc continue sur ;0; 1; 
On en déduit que : 

La fonction � ³ 
����#	�	  est continue 

sur ;0; 1; comme produit de deux 
fonctions continues sur ;0; 1; 
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Etudions la continuité de ø en 0 lim	 
 Z@��� � lim	 
 Z ����#	�	 � 1  lim	 
 Z@��� � @�0�  

Alors @ est continue en 0 
La fonction ø étant continue sur ;(; %; et continue en (,  alors elle 

est continue sur  =(; %; 
2. On pose : : � x @���y��Z  

        �1�          5		#5 Q ln�� � 1�    

        �2�           ln�� � 1� Q � 
De ces deux inégalités on a : 5		#5 Q ln�� � 1� Q �;   � 4 0  2 5	#5 Q ����#	�	 Q 1 . � £ 0  2 x 5	#5 y� Q x ����#	�	 y��Z Q�Z x y��Z   

Donc on a bien : x -�#-  � Q ; Q %%(   

Déduction =2 ln�� � 2�;Z� Q : Q 1  
 - �l OK-P Q ; Q %  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PROBLEME 32 
PARTIE A 
��� � ln!√1 � � � 1$ ; �� � ;0; �∞=  

1. Calcul des limites ���� 
 (���� � �∞ 

Car � lim	 
 Z√1 � � � 1 � 0#
lim¢ 
 Zj ln ¡ � �∞   

���� 
 #����� � �∞ 

Car � lim	 
 #�√1 � � � 1 � �∞lim¢ 
 #� ln ¡ � �∞   
2. Dérivée �7��� � √%#�#%-�√%#�  . � / ;0; �∞=, 2� 1 0 et √1 � � 1 0 

Alors . � / ;0; �∞=, 
7��� 1 0 
On en déduit que : 
Sur ;0; �∞=, 
 est croissante 
Tableau de variation de � 
 � 0                                �∞ 
7���                   �      
 
 
��� 

                                 �∞   
 
 
  �∞                                   

 
3. Ordonnée de Ö 

 �& � 3 alors >& � 
�3� � 0 
Donc  Ö�K; (� 

Coordonnées de -, § et � �+ � RM et >+ � 
 ORMP � � ln 2 

Donc  - OXU ; � �l -P �� � �+ � RM et >� � 0 

Donc § OXU ; (P �< � 0 et >< � >+ � � ln 2 
Donc ��(; � �l -� 
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Tracer de �k� 
 

 
PARTIE B 
Soit 4 la rotation de centre = et 
d’angle 

ê5 ;  4�þ� � þ7 
1. 4�þ� � þ7 2 �7 � p>í8� 
a. �7 � i� 
b. �7 � i>7 � i�� � i>� � �> � i� 

On en déduit que : f�7 � �**7 � �   et par suite f � � *7* � ��7   
c. D’après ce qui précède : 

Si þ��; >� alors son image þ7��>;  �� 
Par conséquent : Ö7�(;  K�;  -7 O�l - ; XUP ; §7 O(; XUP  

2. r��� � p�5	 � 2p	;  �© � � 
a. þ��; >� / �k� ^ f � / ��> � 
���   

^ f >7 1 0��7 � 
�>7�   
^ H >7 1 0��7 � ln!61 � >7 � 1$   
^ H >7 1 0p�	Þ � 61 � >7 � 1   
^ H >7 1 0p�	Þ � 1 � 61 � >7    

^ H >7 1 0!p�	Þ � 1$5 � 1 � >7    
^ H >7 1 0>7 � p�5	Þ � 2p�	Þ    
^ f�7 / �© � �>7 � r��7�    
Car p�5	Þ � 2p�	Þ 1 0 . �7 / � 
Alors le point ?7 image de ? par   

appartient à la courbe �)� si ? 
appartient à la courbe �Á� 

b. Tracer de �Γ� 
(Voir figure) 
 
PARTIE C 

1. x r���y��� 5Z � L� �5 p�5	 � 2p�	NZ
�� 5

 

x r���y��� 5Z � ���   

2.  
a. Le domaine �∆� a même aire que le 

domaine plan �∆E� délimité par les 
segments ='E=;, ==�E; et =�E3E; et 
l'arc de courbe �Γ� d'extrémités 3E 
et 'E 

On a donc : � � ø�x ���� ��l -(   

Soit � � %%� e ø�  

b. : � x ln!√1 � � � 1$y�J8Ð � x 
���J8Ð y�  

u � ui4p�=�3¦� � x 
���J8Ð y�  

Car sur LRM ; 3N, la courbe �k� est en 

dessous de l’axe des abscisses u � =� e =¦ � :  � � XU �l - � �  

Déduction : � RM ln 2 � u  

Donc on a : � � %( �l -�%%�  
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PROBLEME 33 
PARTIE A Æ��� � �p	 � 2p	 � 2; �Ç � =0; �∞=  

1. Dérivée È7��� � �� � %�q� . � / =0; �∞=, p	 1 0  
Alors le signe de Æ7��� dépend de 
celui de �� � 1� � � 1 1 0 2 � 1 1  
Par conséquent : . � / =0; 1=, Æ7��� 9 0   . � / ;1; �∞=, Æ7��� 1 0  
On en déduit que : 
Sur =0; 1=, Æ est décroissante 
Sur ;1; �∞=, Æ est croissante 
Tableau de variation de È 
 � 0                1                �∞ Æ7���        �        0         � 
 Æ��� 

0                                  �∞ 
 
 
               2 � p 

 

2. Æ OJ5P � �5 O4 � pÑ8P 

Sur : � LJ5 ; 2N , Æ est continue car 

dérivable et est strictement 
croissante puis on a : Æ OJ5P e Æ�2� � 4 � pÑ8 9 0  

Alors l’équation È��� � ( admet 
une unique solution � dans LK- ; -N 

C’est-à-dire  qu’il existe un unique 
réel � appartenant à l’intervalle � � LK- ; -N tel que  È��� � ( 

3. On déduit de ce qui précède que : . � / =(;�=, È��� 9 0 
    . � / ;�;  �∞=, È��� 1 0 

 
PARTIE B 
��� � z'��	² ;  �� � ;0; �∞=  

1. lim	 
 Z 
��� � lim	 
 Zj �	 e z'��	  

 ���� 
 ( ���� � �∞ 

Car } lim	 
 Zj �	 � �∞
lim	 
 Zj z'��	 � 1  

lim	 
 #� 
��� � lim	 
 #� z'
	² � �	²   ���� 
 #� ���� � �∞ 

Car } lim	 
 #� �	8 � 0
lim	 
 Zj z'

	8 � �∞  
2. 
7��� � 	8z'�5	z'#5		Ð  

Donc . � / ;(; �∞=, �7��� � �q��-q�#-�K   

Déduction 
7��� � ©�	�	Ñ   . � / ;0; �∞=, �J 1 0  
Alors le signe de 
7��� dépend de 
celui de r��� 
Par conséquent : . � / =0; w=, 
7��� 9 0  . � / ;w; �∞=, 
7��� 1 0   
On en déduit que : 
Sur =0; w=, 
 est décroissante 
Sur ;w; �∞=, 
 est croissante 
Tableau de variations de � 
 � 0                w                �∞ 
7���        �        0         � 
 
��� 

  �∞                            �∞ 
 
 
                  
�w� 

 

3. 
�w� � z@���²  

Or Æ�w� � 0 2 p� � � 5��5 

D’où 
�w� � � 8@�8 ���²  

On a donc : ���� � �%����-� 
Déduction w / LJ5 ; 2N donc w 1 0 et w � 2 9 0 

On en déduit que : ���� 1 ( 
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4. Tracer de �k� 
 

 
 
PARTIE C 

1. . � / =0; �∞=, Æ��� � 0 2 2p	 � 2 � �p	  2 2p	�1 � p�	� � �p	  2 2�1 � p�	� � �  
Car . � / =0; �∞=, p	 £ 0   

Alors . � / =(; �∞=, È��� � ( 
équivaut à -�% � q��� � � 

2. r��� � 2�1 � p�	�; �© � LJ5 ; 2N r7��� � 2p�	  J5 Q � Q 2  2 2p�5 Q 2p�	 Q 2p� Ñ8  2 0,27 Q r7��� Q 0,45  2 0,27 Q |r7���| Q 0,45 Q 0,5  

Donc . � / LK- ; -N , |�7���| Q %- 

3. H �Z � J5�]#� � r��]�  
On admet que, pour tout entier [, �] 
appartient à : 

a. On sait que :  . � / LJ5 ; 2N , |r7���| Q �5    � / LJ5 ; 2N et . [ / \, �] / LJ5 ; 2N 
D’où d’après l’inégalité de la 
moyenne on a . [ / \ : Éx r7���	®� y�É Q �5 |�] � w|  ^ É=r���;�	®É Q �5 |�] � w|  ^ |r��]� � r�w�| Q �5 |�] � w|  

Or r�w� � w d’après 1.) et par 
définition r��]� � �]#�  
 

D’où . _ / \, |�_#% � �| Q %- |�_ � �| 
Par ailleurs : 
En partant de cette inégalité on a : [ � 0 ^        |�� � w| Q �5 |�Z � w|  [ � 1 ^        |�5 � w| Q �5 |�� � w|  [ � 2 ^        |�J � w| Q �5 |�5 � w|  
    c [ � [ � 1 ^ |�] � w| Q �5 |�]�� � w|      
Faisons le produit membre à 
membre de ces [ inégalités. 
On obtient après simplification :  |�] � w| Q O�5P] |�Z � w|  |�Z � w| � aJ5 � wa  J5 Q w Q 2  2 �2 Q �w Q � J5  2 � �5 Q �Z � w Q 0  2 |�Z � w| Q �5 Q 1  

2 |�] � w| Q O�5P] |�Z � w| Q O�5P] e 1  

Donc . _ / \, | �_ � �| Q %-_ 

b. . [ / \, | �] � w| Q �5®  et  lim] 
 #� �5® � 0 car 0 9 �5 9 1 

Alors la suite ��_� converge et  
on a : ���_ 
 #� �_ � � 

c. On sait que É �¸ � wÉ Q �5» donc �5» Q 10�J ^ É �¸ � wÉ Q 10�J 

Or 
�5» Q 10�J 2 �º ln 2 Q �3 ln 10  2 º 4 J �� �Z�� 5   2 º 4 9,96  

On a donc :  É �¼ � �É Q %(�K . ¼ 4 %(  �¼ est une valeur approchée de � 
à %(�K près pour ¼ � %( par 
exemple 
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PROBLEME 34 
PARTIE A 
��� � �� � 3�p� '8 ;  �� � �   

1. Calcul des limites ���� 
 ������ � �∞ 

Car } lim	 
 ���� � 3� � �∞
lim	 
 ��p� '8 � �∞   

���� 
 #����� � ( 

Car } lim	 
 #�p� '8 � 0
lim	 
 #��p� '8 � 0  

2. Dérivée �7��� � ��� � %�q� �-   . � / �, p� '8 1 0  
Alors le signe de 
7��� dépend de 
celui de �� � 1. �� � 1 1 0 2 � 9 �1  
Par conséquent : . � / ;�∞; �1=, 
7��� 1 0  . � / ;�1; �∞=, 
7��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur ;�∞; �1=, 
 est croissante 
Sur ;�1; �∞=, 
 est décroissante 
Tableau de variation de � 
 � �∞            �1               �∞ 
7���           �       0         � 
 
��� 

2√p 
 
 �∞                                    0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. Construction de la courbe �Γ� de 
 
��� � 0 2 � � �3  
Alors �)� coupe l’axe des 
abscisses au point de 
coordonnées ��K; (� 
 

 
 

4. : � x �p� '8y�Z�J  
Intégration par parties  

H @��� � �|7��� � p� '8  ^ H @7��� � 1|��� � �2p� '8     
: � L�2�p� '8N�J

Z � 2 x p� '8y�Z�J   

: � L�2�� � 2�p� '8N�J
Z

  

� � �U � -q K-  
Déduction u � @w e x 
���Z�J y�  x 
���Z�J y� � x �p� '8y�Z�J �3 x p� '8y�Z�J    
x 
���Z�J y� � : � 3 L�2p� '8N�J

Z
  

x 
���Z�J y� � 4p  Ñ8 � 10  

� � OUq K- � %(P e ø�  

5.  
a. Graphiquement, la droite d’équation > � 3 coupe �Γ� au point d’abscisse 0 et en un deuxième point dont 

l’abscisse � / ;�2; �1= 
Alors l'équation ���� � K admet 
deux solutions dans  � qui sont  ( 
et � 
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Montrons que �- 9 � 9 � K- 

� 
��2� � p
 O� J5P � J5 p� AÐ S 3,17   
Comme K / ;q; K, %�= 

Alors on a bien :  �- 9 � 9 � K- 

b. Discussion suivant les valeurs de � 
du nombre de solution de l’équation 
��� � � 
Si � / ;�∞; (;, il y a une solution 
Si � / �(; -√q�, il y a deux solutions 
Si � � -√q, il y a une solution 
Si � / �-√q; �∞�, il n’y a pas de 
solution 
 
PARTIE B r��� � 3 Op'8 � 1P ; �© � �  

1. 
��� � 3 2 �� � 3�p� '8 � 3 2 � � 3 � 3p  '8  2 3 Op  '8 � 1P � �   
Donc ���� � K 2 ���� � � 

2.  
a. Dérivée première et seconde �7��� � K- q�-  et �77��� � KU q�-  

Vérification  r7��� � J5 p�8   
Or 
��� � 3 2 p�8 � ¤#JJ  

D’où �7��� � �#K-  

b. . � / �, r77��� 1 0 
On en déduit que : 
Sur �, r7 est croissante 
D’autres parts : . � / �, r7��� 1 0  
On en déduit que : 
Sur �, r est croissante   

3. : � =�2;  �; 
a. r�=�2;  �;� � =�1,9;  � ; 

Or =�1,9;  � ; � =�2;  �; 
Donc pour tout � appartenant à �, ���� appartient à � 

b. �2 Q � Q � 2 r7��2� Q r7��� Q r7���  2 0,55 Q r7��� Q ¤#J5   

Or �2 9 � 9 � J5 2 �5 Q ¤#J5 Q JM 

D’où 0,5 Q 0,55 Q r7��� Q ¤#J5 Q JM 

On conclut donc que : pour tout � 
appartenant à �,   %- Q �7��� Q KU 

c. On en déduit que : . � / =�2;  �;, x �5 y� Q x r7���y�¤	 Q x JM y�¤	¤	   2 �5 =�;	¤ Q =r���;	¤ Q JM =�;	¤  2 �5 �� � �� Q  r��� � r��� Q JM �� � ��  
Or �2 Q � Q � d’où � � � 4 0 
On a donc pour tout � de 
l’intervalle  �, ( Q %- �� � �� Q  ���� � ���� Q KU �� � �� 

4.   YZ � �2 et Y]#� � r�Y]�; [ / \ 
a. Démonstration par récurrence  YZ � �2 / : � =�2;  �;  

Supposons que . [ / \, Y] / : 
et montrons que Y]#� / : 
En effet : Y] / : ^ r�Y]� / :  
Or par définition Y]#� � r�Y]�  
D’où Y]#� / : si Y] / : 

On conclut donc que pour tout 
entier  _, `_ appartient à 

l'intervalle  � 
 
Justification des inégalités :  
En prenant � � Y] dans l’inégalité 
3c), on a :  0 Q  r��� � r�Y]� Q JM �� � Y]�  

Or Y]#� � r�Y]�  
D’où pour tout entier  _,     0000Q  � � `_#% Q KU �� � `_� 

Par ailleurs : [ � 0 ^ 0 Q  � � Y� Q JM �� � YZ�          [ � 1 ^ 0 Q  � � Y5 Q JM �� � Y��         [ � 2 ^     0 Q  � � YJ Q JM �� � Y5�     
    c [ � [ � 1 ^ 0 Q  � � Y] QJM �� � Y]��� 

Faisons le produit membre à 
membre de ces [ inégalités. 
On obtient après simplification :  
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0 Q  � � Y] Q OJMP] �� � YZ�  �2 9 � 9 � J5  2 0 9 � � YZ 9 �5 Q 1  2 0 9 � � YZ Q 1  0 Q  � � Y] Q OJMP] �� � YZ� Q OJMP] e 1  

Donc pour tout entier _, on a : ( Q  � � `_ Q OKUP_
  

b. lim]
 #� OJMP] � 0 car 0 9 JM 9 1 

Alors la suite �`_� est 
convergente et on a ���_
 #�`_ � � 

c. On sait que 0 Q  � � Y] Q OJMP]  
2 |� � Y]| Q OJMP]

  

Donc OJMP¸ Q 10�5 ^  |� � Y]| Q 10�5  

Or OJMP¸ Q 10�5 2 º 4 �5 �� �Z��OÑÐP   

2 º 4 16,007  
Donc |� � `_| Q %(�- . ¼ 4 %� 

 
Le plus petit entier cherché est 
donc ¼ � %� `%� représente une valeur 
approchée de � à %(�- près 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PROBLEME 35 
PARTIE A 
��� � ln�p	 � p�	� ;  �� � =0; �∞=  

1.  

a. � lim	
 #��p	 � p�	� � �∞lim¢
 #� ln ¡ � �∞   
Alors ����
 #����� � �∞ 

b. . � / =0; �∞=,  
��� � ln p	�1 � p�5	�  
        � ln p	 � ln�1 � p�5	�   
Or ln p	 � � 

D’où pour tout � appartenant à 
l’intervalle =(; �∞= on a : ���� � � � �l�% � q�-�� 

c.  Soit ���: > � � lim	
 #��
��� � >� � lim	
 #� ln�1 � p�5	� ����
 #������ � *� � (  

Car H lim	
 #�p�5	 � 0ln 1 � 0   
Alors �Á� admet comme 

asymptote oblique la droite �Ï� 
d’équation * � � 

d. 
��� � > � ln�1 � p�5	� . � / =0; �∞=, p�5	 1 0  2 1 � p�5	 1 1  2 ln�1 � p�5	� 1 ln 1 � 0  
Donc . � / =(; �∞=, ���� � * 1 0 

 
On en déduit que sur  =(;  �∞=, �Á� est au dessus de �Ï� 

2. Dérivée �7��� � q�� q��
q�# q�� � q�!%� q�-�$q�# q��   . � / =0; �∞=, p	 1 0  et p�	 1 0 

Alors le signe de 
7��� dépend de 
celui de 1 �  p�5	 1 �  p�5	 4 0 2 � 4 0  
Par conséquent : . � / =0; �∞=, 
7��� 4 0  
On en déduit que : 
Sur =0; �∞=, 
 est croissante 
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Tableau de variation de � 
 � 0                                �∞ 
7���                   �      
 
��� 

                                 �∞    
 
 ln 2                                      

3. Tracer de ��� et �k� 

 
 
PARTIE B ���� � x ln�1 � p�5��	Z y�;  � / =0; �∞=  

1. Interprétation géométrique de ���� . � 1 0, ���� � x �
��� � ��	Z y�  

Alors ���� est l’aire en unité d’aire 
du domaine plan délimité par la 
courbe �Á�, la droite �Ï� et les 
droites d’équations � � ( et � � � 

2. Dérivée �7��� � ln�1 � p�5	� car par 
définition � est la primitive sur =0;  �∞= de la fonction  � ³ ln�1 � p�5	� qui s’annule en 0. . � / =0; �∞=, 1 � p�5	 1 1  
Par conséquent :  . � / =0; �∞=, �7��� 1 0  
On en déduit que : 
Sur =0; �∞=, � est croissante 

3. Soit w 1 0 
a. � / =1; 1 � w; 2 1 Q � Q 1 � w 

Donc pour tout � appartenant à 
l’intervalle  =%; % � �;, on a : %�#% Q %� Q %  

b. Inégalité des accroissements finis  ��#� Q �� Q 1  2 x ��#� y��#�� Q x �� y��#�� Q x y��#��   2 ��#� =�;��#� Q =ln �;��#� Q =�;��#�  

Donc on a : ��#% Q �l�� � %� Q � 

4. Soit � 1 0 
Prenons w � p�5� dans l’inégalité 
précédente, on a : z�8B
z�8B#� Q ln�p�5� � 1� Q p�5�  2 x z�8B

�#z�8B y� Q x ln�1 � p�5��	Z y� Q	Zx p�5�y�	Z   

Or x ln�1 � p�5��	Z y� � ���� 

D’où x q�-�
%#q�-�  � Q ���� Q x q�-� ��(�(  

Et par suite : L� �5 ln�1 � p�5��NZ
	 Q ���� Q

L� �5 p�5�NZ
	
  

Donc on a bien : %- �l - � %- �l!% � q�-�$ Q ���� Q %- � %- q�-�   

5. D’après le théorème des 
gendarmes on a : �5 ln 2 Q lim	
 #����� Q �5  

Car � lim	
 #� ln�1 � p�5	� � ln 1 � 0lim	
 #�p�5	 � 0    
Or lim	
 #����� � ℓ 

D’où %- �l - Q D Q %- 

6. Y] � x ln�1 � p�5��]#�] y�, [ / \ 
a. Soit Æ��� � ln�1 � p�5�� ; �Ç � =0; �∞= È7��� � �-q�-�

%#q�-� 9 0 . � / =(; �∞=  
On en déduit que : 
Sur =0; �∞=, Æ est décroissante et Æ�0� � ln 2 1 0  

Donc . � / =(; �∞=, È��� 1 0 
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Par conséquent : . � / =[; [ � 1;,   0 Q Æ�[ � 1� Q Æ��� Q Æ�[�  
L’inégalité de la moyenne donne : 2  0 Q x Æ���]#�] y� Q Æ�[�  

Or x Æ���]#�] y� � Y] 

D’où pour tout entier naturel  _,  
on a : ( Q `_ Q �l�% � q�-_� 

b. On a en passant à la limite : 
  0 Q lim]
 #�Y] Q 0  

Car lim]
 #� ln�1 � p�5]� � ln 1 � 0 

Donc  ���_
 #�`_ � ( 

7. ¶] � YZ � Y� � â � Y], [ / \ 
a. ¶] � x ln�1 � p�5���Z y� � x ln�1 �5�p�5�� y� � â � x ln�1 � p�5��]#�] y� 

D’après la relation de Chasles,  ¶] � x ln�1 � p�5��]#�Z y�  

Donc on a : ¾_ � ��_ � %� 
b. lim]
 #�¶] � lim]
 #���[ � 1� � lim]
 #���[� 

On sait que ����
 #����� existe 

Alors la suite �¾_� est convergente 
Par ailleurs : 
On a  

�5 ln 2 Q lim	
 #����� Q �5 en 

passant à la limite 
On en déduit que : %- �l - Q ���_
 #�¾_ Q %-  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PROBLEME 36 
PARTIE A r��� � ln�1 � �� � 5��#� ;   �© � ;�1; �∞=  

1. Dérivée �7��� � ��%�%#��-  . t / ;�1. �∞=, �1 � ��5 1 0   
Alors le signe de r7��� dépend de 
celui de � � 1 
Par conséquent : . t / ;�1; 1=, r7��� 9 0  . t / ;1; �∞=, r7��� 1 0  
On en déduit que : 
Sur ;�1; 1=, r est décroissante 
Sur ;1; �∞=, r est croissante 

2. lim�
 ��r���  � lim�
 ��j ��#� !�1 � �� ln�1 � �� � 2�$  ����
 �%���� � �∞ 

Car � lim�
 ��j ��#� � �∞lim�
 ��j�1 � �� ln�1 � �� � 0  
����
 #����� � �∞ 

Car � lim�
 #� ln�1 � �� � �∞
lim�
 #� 5��#� � 2   

3. Sur =1; �∞=, r est continue car 
dérivable et est strictement 
croissante. 
Alors r réalise une bijection de =1;  �∞= sur =ln 2 � 1; �∞= et 0 / =ln 2 � 1; �∞=  

Donc l’équation ���� � ( admet 
une unique solution � dans =%; �∞= 

C’est-à-dire qu’il existe un réel � 
et un seul dans l’intervalle  =%; �∞= tel que : ���� � ( 

Encadrement de � f r�3� � �0,1 9 0r�4� � 0,009 1 0   
On a ��K� e ��U� 9 0 

Alors K 9 � 9 4 
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fr�3,9� � �0,002 9 0r�4,0� � 0,009 1 0    
On a ��K, �� e ��U, (� 9 0 

Alors à %(�% près, K, � 9 � 9 4,0 
4. Tangente à �k� en l’origine = du 

repère �A�: > � r7�0��� � 0� � r�0�  �C�: * � �E 
Tableau de variation de � 
 � �1               1            �∞ r7���           �       0      �      
 r���   �∞                          �∞    

 
 
              ln 2 � 1                    

 

 
 

5.  
a. ��#� � w � F�#� 2 ��#� � ��#�#F�#�  . � / ;�1; �∞=,  on a : � � w� � w � ë 

Par identification : F � � %� � � � (  
Donc � � %,� � �% et �%#� � % � %%#� 

b. x r���y�	Z  � x ln�1 � �� y� � 2 x ��#� y�	Z	Z   

Calculons x ln�1 � �� y�	Z  
Intégration par parties  

H@��� � ln�1 � ��|7��� � 1 2 H @7��� � ��#�|��� � 1 � �    
x ln�1 � �� y�	Z   � =�1 � �� ln�1 � ��;Z	 � x y�	Z    

Donc x ln�1 � �� y�	Z   � =�1 � �� ln�1 � �� � �;Z	  

Par suite : x r���y�	Z  � =�3 � �� ln�1 � �� � 3�;Z	  x ���� ��( � �K � �� �l�% � �� � K�  

c. u � @w e x � r���y�¤Z  x � r���y�¤Z � � x r���y�¤Z   x � r���y�¤Z � 3� � �3 � �� ln�1 � ��  @w � 4 ��²  
Donc � � U=K� � �K � �� �l�% � ��;��² 

Or r��� � 0 2 ln�1 � �� � 5¤�#¤ 

D’où u � 4 L3� � �3 � �� e 5¤�#¤N 
On a donc bien : � � U����K��#%  

d. Encadrement de � 3,9 9 � 9 4,0  2 0,9 9 � � 3 9 1  et  15,6 9 4� 9 16  2 14,04 9 4��� � 3� 9 16  
D’autres parts :  4,9 9 � � 1 9 5,0  2 0,2 9 �¤#� 9 0,204  

On a donc : -, � 9 � 9 3,2 
 
PARTIE B 
��� � p�	 ln�1 � p5	� ;  �� � �  

1. La fonction � ³ ln�1 � p5	� est 
dérivable sur � car la fonction � ³ 1 � p5	 est dérivable sur � et 
 . � / �, 1 � p5	 1 0. On sait par 
ailleurs que la fonction � ³ p�	 est 
dérivable sur �  
Alors la fonction � est dérivable 
sur � comme produit de deux 
fonctions dérivables sur � 
7��� � �p�	 ln�1 � p5	� � 5z'

�#z8'  
7��� � �p�	 Lln�1 � p5	� � 5z8'
�#z8'N  �7��� � �q����q-�� . � / �, p�	 1 0,  

Alors 
7��� et r�p5	� sont de signes 
opposés 
7��� � 0 2  r�p5	� � 0  2 p5	 � �  �7��� � ( 2 � � �l √� 

2. Posons � � p5	 
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Si � ³ �∞, � ³ 0 et  lim�
 Z ����#��√� � lim�
 Z√� e ����#��� � 0  

Car } lim�
 Z√� � 0
lim�
 Z ����#��� � 1  

Alors ����
 ������ � ( 

3. lim	
 #�
��� � lim	
 #�p�	 ln p5	�1 � p� 5	� � lim	
 #�p�	 ln p5	 � p�	 ln�1 � p� 5	�  � lim	
 #�2�p�	 � p�	 ln�1 � p� 5	�  ����
 #����� � ( 

Car ) lim	
 #��p�	 � 0lim	
 #�p�	 � 0lim	
 #�p� 5	 � 0  
4.  D’après PARTIE A, . � / ;0;  �=, r��� 9 0  . � / ;�; �∞=, r��� 1 0  

Or p5	 / ;0;  �= 2 � / ��∞; ln √�� et  p5	 / ;�; �∞= 2 � / �ln √� ; �∞� 
Par conséquent : � / ��∞; ln √��, 
7��� 1 0  � / �ln √� ; �∞�, 
7��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur ��∞; ln √��, 
 est croissante 
Sur �ln √� ; �∞�, 
 est décroissante 
Tableau de variations de � 
 � �∞           ln √�         �∞ 
7���           �      0      �      
 
��� 

            
! ln √�$               
 
 
 0                               0   

 
5. 
 atteint son maximum pour ln √� et 

ce maximum est 

 
! ln √�$ � ����#¤�√¤   

Or d’après PARTIE A5,  ln�1 � �� � 5¤�#¤  

D’où 
! ln √�$ � 5¤��#¤�√¤  
On a bien �! �l √�$ � -√�%#� 

6. 3,9 9 � 9 4,0   2 0,2 9 �¤#� 9 0,204 et  1,9 9 √� 9 2,0   2 0,7 9 5√¤�#¤ 9 0,8  

Alors une valeur approchée de ce 
maximum par excès est donc (, �  

7.  Tracer de �Γ� 
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PROBLEME 37  
PARTIE A 
��� � 	 �� 		#�   si � 1 0 et 
�0� � 0;  �� � =0; �∞=  

1. Continuité en ( 

lim	
 Z
��� � 0 car � lim	
 Zj� ln � � 0
lim	
 Zj �	#� � 1   

����
 (���� � ��(� 

Alors � est continue en ( 
Dérivabilité en ( lim	
 Z ��	����Z�	�Z � lim	
 Zj �� 		#� � �∞  

Car � lim	
 Zj ln � � �∞
lim	
 Zj �	#� � 1   

����
 ( �������(���( � �∞  

Alors � n’est pas dérivable en ( 
2. r��� � ln � � � � 1; �© � ;0; �∞= 
a. Dérivée �7��� � % � %� 1 0 . � / ;(; �∞=  

On en déduit que : 
Sur ;0; �∞=, r est croissante 
Tableau de variation de � 
 � 0                                �∞ r7���                 �      
 r��� 

                                �∞    
 
 
  �∞                                 

 
b. Sur ;0; �∞=, r est continue car 

dérivable et est strictement 
croissante. 
Alors r réalise une bijection de ;0;  �∞= sur ;�∞; �∞= et 0 / ;�∞; �∞=  
Donc l’équation r��� � 0 admet une 
solution Â et une seule dans ;0; �∞=  fr�0,27� � �0,03 9 0r�0,28� � 0,007 1 0    
On a ��(, -�� e ��(, -�� 9 0  
Alors (, -� Q Ã Q (, -� 
 
 

3. Dérivée . � 1 0, 
7��� � ��� 	 #���	#���	 �� 	�	#��8   2 
7��� � �� 	#	#��	#��8   

Donc . � 1 0, �7��� � �Þ�����#%�- 
Déduction . � 1 0, �� � 1�5 1 0  
Alors le signe de 
7��� dépend de 
celui de r7��� 
D’après 2b) 
Sur ;0; �∞=, r croît et r�Â� � 0 
On a donc : . � / ;0;  Â=, r��� 9 0  . � / ; Â;  �∞=, r��� 1 0  
Par conséquent : . � / ;0;  Â=, 
7��� 9 0  . � / ; Â;  �∞=, 
7��� 1 0  
On en déduit que : 
Sur ;0;  Â=, 
 est décroissante 
Sur ; Â;  �∞=, 
 est croissante 
Tableau de variations de � 
 � 0                Â             �∞ 
7���        �        0      �      
 
��� 

  0                             �∞ 
 
                  
                �Â   

 
�Â� � Ä �� ÄÄ#�   

Or r�Â� � 0 2 ln Â � �Â � 1 

D’où 
�Â� � �Ä�Ä#��Ä#�  

On a bien ��Ã� � � Ã 
4. Limite ����
 #����� � �∞ 

Car � lim	
 #� 		#� � 1lim	
 #� ln � � �∞  
lim	
 #�=ln � � 
���; � lim	
 #� �� 		#� � 0  ����
 #�=�l � � ����; � ( 

Car } lim	
 #� 		#� � 1
lim	
 #� �� 		 � 0  
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Interprétation graphique  �k� et �Γ� sont asymptotes au 
voisinage de �∞ 

5. Traçons �k� et �Γ� 
Tableau de � ³ ln � 
 � 0                                �∞ ln7���                 �      
 ln��� 

                                �∞    
 
 
  �∞                                 

 

 
 
PARTIE B Æ��� � p. p&';  �Ç � ;0; �∞=   

1. Sur =0;  Â;, 
��� / =�Â; 0; donc 
��� £ 1 
Sur ;Â; �∞=, 
 est continue car 
dérivable et est strictement 
croissante. 
Alors 
 réalise une bijection de ;Â; �∞= sur ;�Â; �∞= et 1 / ;�Â; �∞=  
Donc l’équation ���� � % admet 
une solution � et une seule dans =(; �∞= et � / ;Ã; �∞= 
�=3,5; 3,7;� � =0,97; 1,02;  

On a % / =(, ��; %, (-;  
D’où K, X Q � Q K,� 

Pour la représentation du point 
d’abscisse �, voir le graphique 

2.  
��� � 1 2 	 �� 		#� � 1 2 1 � �	 � ln �  2 p�#&' � p. p&' � �  2 Æ��� � �  

Donc les équations ���� � % et  È��� � � sont équivalentes 

3. È7��� � � %�- e È��� 9 0  . � / ;0; �∞=   
On en déduit que : 
Sur ;0; �∞=, Æ  est décroissante 

4. Pour tout élément � de =3,5; 3,7;, 
a. Æ��� / =Æ�3,7�; Æ�3,5�; � =3,56; 3,61; 

Or =3,56; 3,61; � =3,5; 3,7;  
Donc È��� appartient aussi à =K, X; K,�; 

b. Æ7��� � � �	² e Æ��� Æ77��� � 5	#�	Ð e Æ��� 1 0   
On en déduit que Æ7 est croissante 
Par conséquent : Æ7�3,5� Q Æ7��� Q Æ7�3,7� 9 0  2 |Æ7�3,7�| Q |Æ7���| Q |Æ7�3,5�|  
Or |Æ7�3,5�| � 0,29 Q �J  

D’où |È7���| Q |È7�K, X�| Q %K 

c. On sait que |Æ7���| Q �J et � / =3,5; 3,7;  
Alors d’après l’inégalité de la 
moyenne on a : 
 Éx Æ7���y�	¤ É Q �J |� � �| ^ |=Æ���;¤	 | Q �J |� � �|  ^ |Æ��� � Æ���| Q �J |� � �|  
Or Æ��� � � d’après 2)  

D’où |È��� � �| Q %K |� � �| 
 

5. Y]#� � Æ�Y]� et YZ � 3,5 
a. Pour tout [ 4 0,  prenons � � Y] 

dans l’inégalité 4c) 
On a :  |Æ�Y]� � �| Q �J |Y] � �| 
Or Æ�Y]� � Y]#�  

D’où pour tout entier  _ 4 (, |`_#% � �| Q %K |`_ � �|  
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b. En partant de cette inégalité on a : [ � 0 ^        |Y� � �| Q �J |YZ � �|  [ � 1 ^        |Y5 � �| Q �J |Y� � �|  [ � 2 ^        |YJ � �| Q �J |Y5 � �|  
    c [ � [ � 1 ^ |Y] � �| Q �J |Y]�� � �|      
Faisons le produit membre à 
membre de ces [ inégalités. 
On obtient après simplification :  |Y] � �| Q O�JP] |YZ � �|  |YZ � �| � |3,5 � �|  3,5 Q � Q 3,7  2 �3,7 Q �� Q �3,5  2 �0,2 Q YZ � � Q 0  2 |YZ � �| Q 0,2 � �R  

2 |Y] � �| Q O�JP] |YZ � �| Q O�JP] e �R  

On en déduit donc que pour tout 

entier  _ 4 (, |`_ � �| Q %X · O%KP_
 

c. lim]
 #� �R · O�JP] � 0 car 0 9 �J 9 1 

Alors la suite �`_� converge et ���_
 #�`_ � � 

d. On sait que |Y] � �| Q �R · O�JP]
 

Donc  �R · O�JP¸ Q 10�J ^ ÉY¸ � �É Q 10�J  

Or 
�R · O�JP¸ Q 10�J 2 � ln 5 � º ln 3 Q �3 ln 10  2 º 4 J �� �Z#�� R�� J   2 º 4 7,75  
Donc É`¼ � �É Q %(�K . ¼ 4 � 

On en déduit que `¼ est une 
valeur approchée à %(�K près du 
nombre réel  � pour ¼ � � par 
exemple 
 

 
 
 
 
 

PROBLEME 38 
��� � Jz'��z'#� ;  �� � �  

PARTIE A 
1.  
a. . � / �, 
���� � 
��� � Jz�'��z�'#� � Jz'��z'#�   � J� z'

�#z' � Jz'��z'#�   � 5�z'#��z'#�   

Donc  . � / �, ����� � ���� � - 
Déduction 
���� � 
��� � 2  ��- e ( � �� � ���� � - e %  

On n’en déduit que le point Ö�(; %� 
est un centre de symétrie de �)� 

b. Calcul des limites ����
 ������ � �% car ����
 ��q� � ( 

� lim	
 #�p	 � �∞
lim¢
 #� J¢��¢#� � 3   

Alors ����
 #����� � K 

c. Dérivée 
7��� � Mz'�z'#��8  . � / �, 
7��� 1 0  
On en déduit que : 
Sur �, 
 est croissante 
Tableau de variation de � 
 � �∞                            �∞ 
7���                 �      
 
��� 

                                   3  
 
 
  �1                                 

 
2.  
a. �T�: > � 
7�0��� � 0� � 
�0�  

Alors �H�: * � � � % 
b. ñ��� � 
��� � �� � 1�; �ò � �  . � / �, ñ7��� � 
7��� � 1 2 ñ7��� � �z8'�5z'���z'#��8 � � �z'���8�z'#��8  
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Donc on a bien : ó7��� � � Oq��%q�#%P- . � / �   . � / �, ñ7��� Q 0  
On en déduit que :  
Sur �,  ñ est croissante ñ�0� � 0  
Par conséquent : . � / ;�∞; 0=, ñ��� 9 0  . � / ;0; �∞=, ñ��� 1 0  

c. �T�: > � � � 1 et 
��� � > �  ñ��� 
D’après ce qui précède : 
Sur ;�∞; (=,  �)� est en dessous de �H� 
Sur ;(; �∞=,  �)� est au dessus de �H� 

3. Tracer de �T� et �Γ� 
 

 
 
PARTIE B 

1.  
a. 
��� � � 2  
��� � � � 0  2  
��� � � � 1 � �1  2  
��� � �� � 1� � �1  

Or ñ��� � 
��� � �� � 1�  
D’où ���� � � si et seulement si ó��� � �% 

b. Sur �, ñ est continue car dérivable 
et est strictement décroissante 
Alors ñ réalise une bijection de � 
sur N lim	
 #�ñ���; lim	
 ��ñ���L � ;�∞; �∞= 
et �1 / ;�∞; �∞= 
Donc l’équation ó��� � �% admet 
une unique solution � dans � et 
par équivalence � est l’unique 
solution de l’équation ���� � � 
 
 
 

ñ�;2; 3=� � ;�0,47; �1, 18= et  �1 / ;�0,47; �1, 18=  
D’où � / ;-; K= 
Tout ceci montre bien que la 
droite �Ï� d’équation * � � coupe 
la courbe �)� en un seul point 
dont l’abscisse �    est comprise 
entre 2 et 3 

2.  

a. . � / �, 
��� � Mz'�z'��z'#� � Mz'��z'#��z'#�   

Donc  . � / �, ���� � �% � Uq�
q�#% 

On en déduit qu’une primitive sur � 
de 
 est par exemple la fonction � 
définie sur � par : ���� � �� � U �l�q� � %� 

b. u � @w e x �
��� � >�¤Z y� car sur =0;  �;, �Γ� est au dessus de �D� x �
��� � >�¤Z y�  � L�� � �5 �² � 4 ln�p	 � 1�NZ
¤
  x ����� � *��(  �  � � %- �² � � � U �l - � U �l�q� � %� 
��� � � 2 p¤ � �#¤J�¤  

Donc � � LU �l - � %- �² � � � U �l�K � ��N ø�  

 
PARTIE C : � =2; 3; 

1.  
a.  . � / �,  
7��� � Mz'�z'#��8 � �z'#� � F�z'#��8  2 �z'#�#F�z'#��8 � Mz'�z'#��8  2  wp	 � w � ë � 4p	  

Ce qui donne par identification : F w � 4ë � �4  
Donc . � / �, �7��� � U O %q�#% � %�q�#%�-P  

b. Déduction 2 Q � Q 3  2 p5 � 1 Q p	 � 1 Q pJ � 1  2 0,04 Q �z'#� Q 0,12 et �0,0144 Q � ��z'#��8 Q �0,0016  
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2 0,025 Q �z'#� � ��z'#��8 Q 0,118  2 0,1 Q 
7��� Q 0,47  2 |
7���| Q 0,47 Q �5  

Donc  . � / �, |�7���| Q %- 

c. On sait que . � / :, |
7���| Q �5 et � / : 
Alors d’après l’inégalité de la 
moyenne on a : . � / :, Éx 
7���y�	¤ É Q �5 |� � �| ^ |=
���;¤	 | Q �5 |� � �|  ^ |
��� � 
���| Q �5 |� � �|  
Or 
��� � � d’après PARTIE B1) 
D’où  . � / �, |���� � �| Q %- |� � �|  

2. f YZ � 3Y]#� � 
�Y]�  ºü@4 [ / \  
a. Pour tout entier naturel [,  prenons � � Y] dans l’inégalité précédente 

On a :  |
�Y]� � �| Q �J |Y] � �| 
Or 
�Y]� � Y]#�  
D’où pour tout entier naturel  _, |`_#% � �| Q %K |`_ � �| 
En partant de cette inégalité on a : [ � 0 ^        |Y� � �| Q �5 |YZ � �|  [ � 1 ^        |Y5 � �| Q �5 |Y� � �|  [ � 2 ^        |YJ � �| Q �5 |Y5 � �|  
    c [ � [ � 1 ^ |Y] � �| Q �5 |Y]�� � �|      
Faisons le produit membre à 
membre de ces [ inégalités. 
On obtient après simplification :  |Y] � �| Q O�5P] |YZ � �|  
Donc pour tout entier naturel  _,  |`_ � �| Q %-_ |K � �|  

b. 2 Q � Q 3 ^ 0 Q 3 � � Q 1  ^ |3 � �| Q 1  ^ |Y] � �| Q �5® |3 � �| Q �5® e 1  

On en déduit que pour tout entier 
naturel  _, |`_ � �| Q %-_ 

On sait que ÉY¸ � �É Q �5» 

Donc 
�5» Q 10�J ^ ÉY¸ � �É Q 10�J  

Or 
�5» Q 10�J 2 �º ln 2 Q �3 ln 10 

                     2 º 4 J �� �Z�� 5  

                     2 º 4 9,96  
D’où on a É`¼ � �É Q %(�K . ¼ 4 %( 
 `¼ est une valeur approchée de � à %(�K près pour  ¼ � %( par 
exemple 
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PROBLEME 39 
�0� � J5 et 
��� � 2� ln � � 	8
5 � � � J5 ;  �� � =0; �∞=  

PARTIE A r��� � 2 ln � � � � 1; �© � ;0; �∞=  
1. Calcul des limites ����
 (���� � �∞ car ����
 (j �l � � �∞ 

lim	
 #�r��� � lim	
 #�� O2 �� 		 � 1 � �	P  ����
 #����� � �∞ 

Car 

m¿n
¿o lim	
 #�� � �∞

lim	
 #� �� 		 � 0
lim	
 #� �	 � 0

  
Dérivée �7��� � -���   . � / ;0; �∞=, � 1 0  
Alors le signe de r7��� dépend de 
celui de 2 � � 
Par conséquent : . � / ;0;  2=, r7��� 1 0  . � / ;2; �∞=, r7��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur ;0;  2=, r est croissante 
Sur ;2; �∞=, r est décroissante 
Tableau de variation de � 
 � 0                2              �∞ r7���         �       0       � 
 r��� 

          �1 � 2 ln 2                    
 
    �∞                           �∞    

 
2. Sur ;0;  2=, r est continue car 

dérivable et est strictement 
croissante. 
Alors r réalise une bijection de ;0;  2= sur ;�∞; �1 � 2 ln 2= et  0 / ;�∞; �1 � 2 ln 2=  
Donc l’équation ���� � ( admet 
une unique solution dans ;(;  -= % / ;(;  -= et ��%� � ( alors % est 
l’unique solution de l’équation ���� � ( sur ;(;  -= 

Par ailleurs : 
Sur =2; �∞=, r est continue car 
dérivable et est strictement 
décroissante. 
Alors r réalise une bijection de =2;  �∞= sur ;�∞; �1 � 2 ln 2; et  0 / ;�∞; �1 � 2 ln 2;  
Donc l’équation ���� � ( admet 
une unique solution � dans =-; �∞=  
Déduction r�1� � r��� � 0 d’où d’après le 
tableau de variation de r, on a : . � / ;(;  %=, ���� 9 0 

 . � / ;%;  �=, ���� 1 0 
     . � / ;�; �∞=, ���� 9 0 

3. fr�3,5� � 0,005 1 0r�4� � �0,227 9 0  
On a ��K, X� e ��U� 9 0 

Alors 3,5 Q � Q U 
 
PARTIE B 

1. . � 1 0, 
7��� � 2 ln � � 2 � � � 1 
Alors . � 1 (, �7��� � ���� 

D’après PARTIE A 2) . � / ;0;  1=, 
7��� 9 0  . � / ;1;  �=, 
7��� 1 0  . � / ;�; �∞=, 
7��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur ;0;  1=, 
 est décroissante 
Sur ;1;  �=, 
 est croissante 
Sur ;�; �∞=, 
 est décroissante 

2.  
a. lim	
 #�
��� � lim	
 #��5 O2 �� 		 � �5 � �	 � J5 e �	8P  ����
 #����� � �∞ 

Car 

m¿¿
n
¿¿o

lim	
 #��5 � �∞
lim	
 #� �� 		 � 0
lim	
 #� �	 � 0
lim	
 #� �	8 � 0

  
b. lim	
 Z 
��� � J5 car lim	
 Z� ln � � 0 ����
 ( ���� � ��(� 

Alors � est continue en ( 
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c. lim	
  Zj ��	����Z�	 � lim	
  Zj2 ln � � 	5 � 1 

����
  (j �������(�� � �∞  

Car lim	
  Zj ln � � �∞ 

Conclusion : 
La courbe �Á� de � admet au point 
de coordonnées O(; K-P une demi-
tangente verticale dirigée vers le 
bas 

3.  

a. 
��� � 2� ln � � ¤8
5 � � � J5 

Or r��� � 0 2 ln � � ¤��5  

D’où 
��� � �5 ��5 � 4� � 3�  

Et donc 
��� � �5 �� � 1��� � 3�  

3,5Q � Q 4 2 R� Q 
��� Q J5 

Sur ;(;  �;, ���� / L(; K-N et ��%� � ( 

Donc % est l’unique solution de 
l’équation ���� � ( sur ;(;  �; 

Par ailleurs : 
Sur ;�; �∞=, 
 est continue car 
dérivable et est strictement 
décroissante. 
Alors 
 réalise une bijection de ;�; �∞= sur ;�∞; 
���= et 0 / ;�∞; 
���=   
Donc l’équation ���� � ( admet 
une unique solution Ã dans ;�; �∞= 

b. f
�5� � 0,09 1 0
�6� � �0,9 9 0  
On a ��X� e ���� 9 0 

D’où X Q Ã Q � 
4.  
a. �Ï�: * �  È��� � �- �l X � U�� � U ∆��� � 
��� � Æ���;  �∆ � =5; �∞=  ∆7��� � �7��� � �7�X� � ���� � ��X� . � / =5; �∞=, ∆7��� 9 0   

Car sur =5;  �∞=, r est décroissante 
On en déduit que : 
Sur =5; �∞=, ∆  est décroissante 
Par conséquent : 
Pour tout � 4 5, ∆��� Q ∆�5� 2  
��� � Æ��� Q 0  
Donc pour tout � 4 X, ���� Q È��� 

b. Æ��� � 0 2 � � 55� �� R 

Alors �Ï� coupe l’axe �Û�� au 
point d’abscisse � � --� �l X 

D’après ce qui précède : 
Sur=5; �∞=, �k� est en dessous de ��� 
Et par ailleurs : �k� et ��� coupent l’axe �=�� 
respectivement aux points 
d’abscisses Â et v. 

Donc on a bien Ã Q � 
5. Tableau de variation de � 

 � 0           1           �      �∞ 
7���      �     0     �    0    � 
 
 
��� 

J5                      
���     

 
  
              0                  �∞             

 

 
 
PARTIE C ���� � �5 ln � � 	Ñ

W � �5 � J5 � � �J ;    �� � ;0; �∞=   
1. �7��� � 2� ln � � � � 	8

5 � 2� � J5 . � / ;0; �∞=, �7��� � 
��� et ��1� � 0   
Donc � est sur l’intervalle ;(; �∞= 
la primitive de � qui s’annule au 
point 1 
C’est-à-dire que . � / ;(; �∞=, ���� � x ���� ��%   

2. On pose u � x 
���y�Ä�  
a.  �7��� � 
��� 4 0 . � / =5;  Â;      
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On en déduit que : 
Sur =5;  Â;, � est croissante 

Par conséquent : ��X� Q ��Ã�                 �%� 

b. u � x 
���y�Ä�  
D’après la relation de Chasles, on a :  u � x 
���y�R� � x 
���y�ÄR   

Or x 
���y�R� � ��5� par définition et  x 
���y�ÄR Q x Æ���y�ÄR   d’après 
PARTIE B 4a)  

D’où  � Q ��X� � x È��� �ÃX  
D’autres parts : Â Q v et sur =Â;  v;, ��� est au 
dessus de l’axe �=��   

Alors x È��� ��Ã 4 ( car c’est une aire 

Déduction 
 x Æ���y�{R � x Æ���y�ÄR � x Æ���y�{Ä   

 2 x Æ���y�{R 4 x Æ���y�ÄR   

Car x Æ���y�{Ä 4 0 

On a alors : ��5� � x Æ���y�ÄR Q ��5� � x Æ���y�{R   

Or u Q ��5� � x Æ���y�ÄR  

D’où � Q ��X� � x È��� ��X      �-� 

3. Les inégalités �1� et �2� montrent 
que  ��X� Q � Q ��X� � x È��� ��X   

Car ��Â� � x 
���y�Ä� � u 

x Æ���y�{R � =�ln 5 � 2��5 � 4�;R
88� JK8  x Æ���y�{R � M5� �� R � 25 ln 5 � 30  ��5� � 25 ln 5 � ��WJ   

Donc on a : -X �l X � %%�K Q � Q U-� �l X � -�K   

 
Ce qui donne : %, X� Q � Q %, X� à %(�- près 

 
 
 
 
 

PROBLEME 40 
PARTIE A 
��� � p	 � 2p'8;  �� � �  

1. Dérivée �7��� � q� � q�- � q�- Oq�- � %P 

. � / �, p'8 1 0  
Alors le signe de 
7��� dépend de 

celui de p'8 � 1 p'8 � 1 1 0 2 � 1 0  
Par conséquent : . � / ;�∞; 0=, 
7��� 9 0   . � / ;0; �∞=, 
7��� 1 0  
On en déduit que : 
Sur ;�∞; 0=, 
 est décroissante 
Sur ;0; �∞=, 
 est croissante 
Tableau de variation de � 
 � �∞             0              � ∞ 
7���      �           0       � 
 
 
��� 

0                               �∞ 
 
  
                �1              

 ����
 ������ � ( 

Car } lim	
 ��p	 � 0
lim	
 ��p'8 � 0  

lim	
 #�
��� � lim	
 #�p'8 Op'8 � 2P   

����
 #����� � �∞ car ����
 #�q�- � �∞ 

2. 
��� � 0 2 p'8 Op'8 � 2P � 0 2 p'8 £ 0 et  p'8 � 2  2 � � 2 ln 2  
Alors �Á� coupe l’axe des abscisses 
au point de coordonnées �- �l - ; (� 

Par ailleurs : 
�0� � �1  
Alors �Á� coupe l’axe des ordonnées 

au point de coordonnées �(; �%� 
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3. Tracer de �Á� 
 

 
 

4. Soit v 9 0 
a. u�v� � @w e x �
���y�Z{  

x �
���y�Z{ � L�p	 � 4p'8N{
Z
   

x �
���y�Z{ � 4 � p{ � 4pL8  @w � 4 ��²  ���� � U îU � q� � Uq�-ï  ��² 
Déduction 

} lim{ 
��p{ � 0
lim{ 
��pL8 � 0   

Alors ���� 
������ � %� 

b. ��v� � @| e ß x 
5���Z{ y� x 
5���Z{ y�  � x Op5	 � 4pÑ'8 � 4p	PZ{ y�     
x 
5���Z{ y� � L�5 p5	 � �J pÑ'8 � 4p	N{

Z
  

x 
5���Z{ y�   � ��J � O�5 p5	 � �J pÑ'8 � 4p	P  

à��� � á L%%K � O%- q-� � �K qK�- � Uq�PN ø�  

m¿n
¿o lim{ 
��p5{ � 0

lim{ 
��pÑL8 � 0lim{ 
��p{ � 0
   

Alors ���� 
��à��� � %%áK  

 
 

PARTIE B 

1. 
7��� � 1 2 p	 � p'8 � 1 � 0 2 f ¡ � p'8 1 0¡5 � ¡ � 1 � 0   ∆� 5  ¡� � ��√R5 9 0 ; ¡5 � �#√R5 1 0  p'8 � �#√R5 2 � � 2 ln O�#√R5 P  

Donc Ã � - �l O%#√X- P est l’unique 

solution de l’équation �7��� � % 


�Â� � O�#√R5 P5 � 2 O�#√R5 P  

D’où on a : ��Ã� � %� √X-  

2.  
a. r��� � 
��� � �; �© � � r�Â� � 
�Â� � Â � 

�� √R5 � 2 ln O�#√R5 P �� √R5 9 0  et   �#√R5 1 1 2 ln O�#√R5 P 1 0  

              2 �2 ln O�#√R5 P 9 0  

              2 �� √R5 � 2 ln O�#√R5 P 9 0  

On en déduit que : ��Ã� 9 ( r7��� � 
7��� � 1  
D’après la question 1)  r7��� � 0 2 � � Â  
Par conséquent : . � / ;�∞;  Â=, r7��� 9 0  . � / ;Â; �∞=, r7��� 1 0  
On en déduit que : 
Sur ;�∞;  Â=, r est décroissante 
Sur ;Â; �∞=, r est croissante 

b. Sur ;�∞;  Â=, r est continue car 
dérivable et est strictement 
décroissante.  
Alors r réalise une bijection de ;�∞;  Â= sur ;r�Â�;  �∞= et 0 /;r�Â�; �∞= 
Donc l’équation ���� � ( admet une 

unique solution � dans ;�∞;  Ã= ��(� � �% 9 ���� � ( 2 � 9 ( 
Par ailleurs : 
Sur ;Â; �∞=, r est continue car 
dérivable et est strictement 
croissante.  
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Alors r réalise une bijection de ;Â; �∞= sur ;r�Â�;  �∞= et 0 / ;r�Â�; �∞=  
Donc l’équation ���� � ( admet une 

unique solution � dans ;Ã; �∞= ��Ã� 9 0 � r��� 2 Ã 9 ë 
 

Conclusion : 
Les équations ���� � ( et ���� � � 
étant équivalentes, alors l’équation ���� � � admet exactement deux 
solutions � et � avec � 9 0 9 Ã 9 � 

3. Dérivée seconde �77��� � q� � %- q�- � q�- Oq�- � %-P  

. � / �, p'8 1 0  
Alors le signe de 
77��� dépend de 

celui de p'8 � �5 p'8 � �5 1 0 2 � 1 �2 ln 2  
Par conséquent : . � / ;�∞; �2 ln 2=, 
77��� 9 0  . � / ;�2 ln 2 ; �∞=, 
77��� 1 0  
On en déduit que : 
Sur ;�∞; �2 ln 2=,  
7 est décroissante 
Sur ;�2 ln 2 ; �∞=,  
7 est croissante 
Tableau de variation de �7  
 � �∞       �2 ln 2          �∞ 
77���        �        0       � 
 
 
7��� 

0                               �∞ 
 
  
                � �M              

 
4. D’après le tableau  

précédent, 
7 atteint son minimum 
pour � � �2 ln 2 et 
7��2 ln 2� � � �M  

Donc . � / �, �7��� 4 � %U 

Déduction 
D’après PARTIE A, . � / ;�∞; 0;, 
7��� Q 0  
On en déduit que :   . � / ;�∞; (;, � %U Q �7��� Q (  

 

5. �Z � Â et �]#� � 
��]� . [ / \ 
a. D’après PARTIE A,  . � / ;�∞; 0;, 
��� / ;�1 ; 0;  

Or ;�1 ; 0; � ;�∞; 0; 
D’où . � / ;�∞; (;, ���� / ;�∞ ; (; 

Déduction �� � 
��Z� � 
�Â� � �� √R5 Q 0  

Supposons que . [ 4 1, �] Q 0 et 
montrons que �]#� Q 0   
En effet : �] Q 0 ^ 
��]� Q 0  
Car . � / ;�∞; 0;, 
��� / ;�∞ ; 0; 
Or �]#� � 
��]� par définition 
D’où �]#� Q 0 si �] Q 0 

On peut donc conclure que : . _ 4 %, �_ Q ( 
b. On sait que . � / ;�∞; 0;,  |
7���| Q �M  ;  w 9 0 et . [ 4 1, �] Q 0  

Alors d’après l’inégalité de la 
moyenne on a : . [ 4 1, Éx 
7���y�	®� É Q �M |�] � w|  ^ É=
���;�	®É Q �M |�] � w|  ^ |
��]� � 
�w�| Q �M |�] � w|  
Or 
�w� � w et 
��]� � �]#� 

D’où  . _ 4 %, |�_#% � �| Q %U |�_ � �|  
Déduction 
En partant de cette inégalité, on a : [ � 1 ^        |�5 � w| Q �M |�� � w|  [ � 2 ^        |�J � w| Q �M |�5 � w|  [ � 3 ^        |�M � w| Q �M |�J � w|  
    c [ � [ � 1 ^ |�] � w| Q �M |�]�� � w|      
Faisons le produit membre à 
membre de ces �[ � 1� inégalités. 
On obtient après simplification :  |�] � w| Q O�MP]�� |�� � w|   
�� � �� √R5   w 9 0  2 �w 1 0  2 �� √R5 9 �� � w 9 0  
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2 |�� � w| 9 a�� √R5 a  2 |�� � w| Q √R��5   

Donc . _ 4 %, |�_ � �| Q O%UP_�% |�% � �| Q √X�%- · O%UP_�%
 

c. . [ 4 1,  |�] � w| Q √R��5 · O�MP]��
 

lim]
 #� √R��5 · O�MP]�� � 0 car 0 9 �M 9 1 

Donc la suite �|�_ � �|� converge 
vers 0 et par conséquent, la suite ��_� converge vers � 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PROBLEME 41 
PARTIE A 
��� � � ln O	#5	 P � 	M � �5 pour � 1 0 

et 
�0� � �5 ;  �� � =0; �∞= 
1. r��� � ln�� � 2� � ln � � 5	#5 � �M ; �© � ;0; �∞=  
a. Dérivée �7��� � � U��#-�- 9 0 . � / ;(; �∞=  

On en déduit que : 
Sur ;0; �∞=, r est décroissante 

b. lim	
 #�r��� � lim	
 #� ln � O1 � 5	P � ln � � 5	#5 � �M  lim	
 #�r��� � ln O1 � 5	P � 5	#5 � �M  

����
 #����� � %U  

Car } lim	
 #� 5	 � 0
lim	
 #� 5	#5 � 0  

c. r�;0; �∞=� � N lim	
 #�r���; lim	
 Zjr���L 
��;(; �∞=� � N%U ;  �∞L  

 
Par conséquent : . � / ;(; �∞=, ���� 1 0   
 

d. r�=2;  3;� � =r�3�;  r�2�; r�=2;  3;� � =0,36; 0,44;  
Par conséquent :  . � / =2;  3;,  0,36 Q r��� Q 0,44   
Or 0,44 9 �5 

D’où . � / =-;  K;, ���� 9 %- 

2.  

a. lim	
 Zj� ln O	#5	 P � lim	
 Zj� ln O1 � 5	P 

Posons ¡ � 5	 

Si � 
  0#, ¡ 
  �∞ et lim¢
 #� 5¢ ln�1 � ¡�  � lim¢
 #� 5�¢#��¢ · ����#¢��#¢ � 0     
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Car } lim¢
 #� 5�¢#��¢ � 2
lim¢
 #� ����#¢��#¢ � 0  

On conclut que ����
 (j� �l O�#-� P � ( 

On en déduit que : ����
 (j���� � %-  

Et par suite : ����
 (j���� � ��(� 

Alors � est continue en ( 

b. lim	
 Zj ��	����Z�	�Z � lim	
 Zj ln O	#5	 P � �M 

����
 (j �������(���( � �∞  

Car � lim	
 Zj 	#5	 � �∞lim¢
 #� ln ¡ � �∞  
Alors � n’est pas dérivable en ( 
Interprétation graphique  
La courbe �k� de 
 admet au point O�5 ; 0P une demi-tangente dirigée 

vers le haut 

c. 
7��� � ln O	#5	 P � � L �5	�	#5�N � �M �7��� � ���� 1 0 . � / ;(; �∞= 
On en déduit que : 
Sur ;0; �∞=, 
 est croissante 

3.  

a. lim	 
#� � ln O	#5	 P � lim	 
#� � ln O1 � 5	P 

Posons ¡ � 5	 

Si � 
  �∞, ¡ 
  0 et lim¢
 #� 5¢ ln�1 � ¡� � lim¢
 #�2 ����#¢�¢ � 2  

Car lim¢
 #� ����#¢�¢ � 1  

On conclut que ���� 
#� � �l O�#-� P � - 

b. On en déduit que ���� 
#����� � �∞ 

Car } lim	 
#� � ln O	#5	 P � 2
lim	 
#� 	M � �5 � �∞   

 
c. �∆�: > � 	M � R5 lim	 
#��
��� � >� � lim	 
#�� ln O	#5	 P � 2  

 

���� 
#������ � *� � ( 

Car lim	 
#� � ln O	#5	 P � 2 

Alors la droite �∆� est une 
asymptote oblique à �Á� au 
voisinage de �∞ 

4. Tracer de �k� 
Tableau de variation de � 
 � 0                                 �∞ 
7���                   � 
 
 
��� 

                               �∞ 
 
 
�5                             

 

 
 
PARTIE B : � =2; 3;  

1.  
a. Æ��� � 
��� � �; �Ç � : È7��� � �7��� � % � ���� � % 

Car 
7��� � r��� 
On sait que : . � / =2; 3;, r��� 9 �5 

Par conséquent : . � / =-; K;, È7��� 9 � %- 9 0  

b. On en déduit que : 
Sur =2; 3;, Æ est décroissante Æ étant continue car dérivable et 
strictement décroissante telle que Æ�2� e Æ�3� � �0,08 9 0 
Alors l’équation È��� � ( admet 
une unique solution  � dans � 

2.  
a. On sait que . � / =2; 3;, 0 9 r��� 9 

�5 

Or 
7��� � r��� 

D’où . � / �, ( 9 �7��� 9 %- 



50 Problèmes Type BAC + Corrigés                         LOVI  Yawo  Mawulolo 

 

 - 167 - 

 

b. On sait que . � / :, |
7���| Q �5 et � / : 
Alors d’après l’inégalité de la 
moyenne on a : . � / :, Éx 
7���y�	¤ É Q �5 |� � �| ^ |=
���;¤	 | Q �5 |� � �|  ^ |
��� � 
���| Q �5 |� � �|  
Or 
��� � � d’après 1b) 

D’où  . � / �, |���� � �| Q %- |� � �|  
3. YZ � 2 et Y]#� � 
�Y]�  . [ / \ 
a. Par hypothèse, Y] / : . [ / \ 

Prenons . [ / \, � � Y] dans 
l’inégalité précédente 
On a : |
�Y] � � �| Q �5 |Y]  � �| 
Or Y]#� � 
�Y]� 

D’où . _ / \, |`_#% � �| Q  %- |`_ � �| �%� 

En partant de cette inégalité, on a : [ � 0 ^        |Y� � �| Q �5 |YZ � �|  [ � 1 ^        |Y5 � �| Q �5 |Y� � �|  [ � 2 ^        |YJ � �| Q �5 |Y5 � �|  
    c [ � [ � 1 ^ |Y] � �| Q �5 |Y]�� � �|      
Faisons le produit membre à 
membre de ces [ inégalités. 
On obtient après simplification :  |Y] � �| Q O�5P] |YZ � �|  2 Q � Q 3  ^ �1 Q 2 � � Q 0  ^ |2 � �| Q 1  ^ |Y] � �| Q O�5P] |YZ � �| Q O�5P] e 1  

On en déduit que pour tout entier 

naturel  _, |`_ � �| Q O%-P_
           �-� 

b. lim]
 #� O�5P] � 0 car 0 9 �5 9 1 

Alors la suite �|`_ � �|� converge 
vers (  et par conséquent, la suite �`_�_/\ converge vers � 
 
 
 

c. On sait que |Y] � �| Q O�5P]
 

Donc O�5P] Q 10�J ^ |Y] � �| Q 10�J  

Or O�5P] Q 10�J 2 �[ ln 2 Q �3 ln 10 

                         2 [ 4 J �� �Z�� 5  

                         2 [ 4 9,96  
D’où on a |`_ � �| Q %(�K . _ 4 %( 
 `_( est une valeur approchée de � à %(�K près pour _( � %( par 
exemple 
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PROBLEME 42 
��� � p	�� � 1; �� � �  
PARTIE A 

1. Dérivée �7��� � q��% 1 ( . � /  � 
On en déduit que : 
Sur �, 
 est croissante 
Tableau de variation de � 
 � �∞                              �∞ 
7���                   � 
 
��� 

                               �∞ 
 
 
 �1                             

 ����
 ������ � �% car ����
 ��q��% � ( ����
 #����� � �∞ car ����
 #�q��% � �∞ 

 
Tracer de la courbe �Á� de � 
 

 
 

2.  
a. Sur �, 
 est continue car dérivable et 

est strictement croissante.  
Alors � réalise une bijection de � 

sur  Õ � ;�%; �∞= 
b. . > / ;�1; �∞=, 
��� � > 2 p	�� � > � 1  2 � � 1 � ln�> � 1� � 
���>�  

Donc ��%��� � % � �l�� � %� ; � 1 �% 
c. Tracer la courbe �Γ� de 
�� �)� et �Á� sont symétriques par 

rapport à la droite d’équation * � � 
(Voir le graphique) 

3. ñ��� � 
��� � � 
a. lim	
 #�ñ��� � lim	
 #�p	�p�� � p�	 � �p�	�  ����
 #�ó��� � �∞ 

Car ) lim	
 #�p	 � �∞lim	
 #�p�	 � 0lim	
 #��p�	 � 0   
b. ó7��� � q��% � % p	�� � 1 1 0 2 � 1 1  

Par conséquent : . � / ;�∞; 1=, ñ7��� 9 0  . � / ;1; �∞=, ñ7��� 1 0  
On en déduit que : 
Sur ;�∞; 1=, ñ est décroissante 
Sur ;1; �∞=, ñ est croissante 
Tableau de variation de ó 
 � �∞             1              �∞ ñ7���         �        0      � 
 ñ��� 

�∞                            �∞ 
 
 
                 �1          

 
D’après ce tableau : 
Sur �, ñ est continue car dérivable 
et est strictement monotone sur 
chacun des intervalles;�∞; 1= et ;1;  �∞= 
Alors ñ réalise une bijection de 
chacun de ces deux intervalles sur ;�1; �∞= et 0 / ;�1; �∞= 

Donc l’équation ó��� � ( admet 
deux solutions telles que � / ;�∞; %= et � / ;%; �∞=.  

On a bien � 9 ë 
c. Déduction 

 
Les deux équations ó��� � ( et ���� � � étant équivalentes, on 

déduit de ce qui précède que � et � sont les seules solutions de 
l’équation ���� � � 
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Hñ�2� � �0,28 9 0ñ OR5P � 0,98 1 0    
On a ó�-� e ó OX-P 9 0 donc - 9 ë 9 X- 

4. u � @w e x !
����� � 
���$F� y� ou 

encore u � 2@w e x !� � 
���$F� y� à 
cause de la symétrie du domaine par 
rapport à la droite d’équation > � � x !� � 
���$F� y� � L�5 �5 � p	�� � �N�F  

x !� � 
���$F� y�  � �5 �ë5 � w5� � ë � w � p��� � pF��  

Or f
�w� � w
�ë� � ë 2 fp��� � w � 1pF�� � ë � 1   
D’où x !� � ����$��  � � %- ��- � �-� @w � 4 ��²  � � U��- � �-���² 
 
PARTIE B r��� � ln�� � 1� � 1;  � / : � L2; R5N  

1. . � / :, 
��� � � 2 p	�� � � � 1  2 � � ln�� � 1� � 1  2 r��� � �  
Alors sur �, l’équation ���� � � 
équivaut à l’équation ���� � � 

2.  
a. 2 Q � Q R5 2 3 Q � � 1 Q ×5  2 1,09 Q ln�� � 1� Q 1,25  2 2,09 Q r��� Q 2,25  

Or =2,09;  2,25; � L2; R5N 
D’où . � / �, ���� / � 

b. . � / :, r7��� � �	#� 2 Q � Q R5 2 3 Q � � 1 Q ×5   2 0 Q 5× Q r7��� Q �J  

Donc . � / �, ( Q �7��� Q %K 

c. On sait que . � / :, |r7���| Q �J et ë / : 
Alors d’après l’inégalité de la 
moyenne on a : . � / :, Éx r7���y�	F É Q �5 |� � ë| 

^ |=r���;F	| Q �5 |� � ë|  ^ |r��� � r�ë�| Q �5 |� � ë|  
Or r�ë� � ë d’après 1) 

D’où  . � / �, |���� � �| Q %- |� � �|  
3. MZ � 2 et M]#� � r�M]� . [ 4 0 
a. MZ � 2 / : . [ 4 0, supposons que M] / : et 

montrons que M]#� / : 
En effet : M] / : ^  r�M]� / :  
Car . � / :, r��� / : 
Or M]#� � r�M]� par définition 
D’où M]#�  / : si M]  / : 

On peut donc conclure que . _ 4 (,N_ / � 
b. Prenons  � � M] . [ 4 0 dans 

l’inégalité 2c) 
On a : |r�M]� � ë| Q �5 |M] � ë| 
Or M]#� � r�M]� 

D’où . _ 4 (,  |N_#% � �| Q %K |N_ � �|  
c. En partant de l’inégalité précédente, 

on a : [ � 0 ^        |M� � ë| Q �J |MZ � ë|  [ � 1 ^        |M5 � ë| Q �J |M� � ë|  [ � 2 ^        |MJ � ë| Q �J |M5 � ë|  
    c [ � [ � 1 ^ |M] � ë| Q �J |M]�� � ë|      

Faisons le produit membre à 
membre de ces [ inégalités. 
On obtient après simplification :  |M] � ë| Q O�JP] |MZ � ë|  2 Q ë Q R5  et MZ � 2 2 � �5 Q MZ � ë Q 0  2 |MZ � ë| Q �5  

2 |M] � ë| Q O�JP] |MZ � ë| Q O�JP] e �5  

Donc . _ 4 (, |N_ � �| Q %- · O%KP_
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d. lim]
 #� O�JP] � 0 car 0 9 �J 9 1 

Alors la suite �|N_ � �|� converge 
vers (  et par conséquent la suite �N_�_/\ converge vers � ���_
 #�N_ � � 

e. On sait que ÉMO � ëÉ Q �5 · O�JPOet par 

conséquent : 

 
�5 · O�JPO Q 10�5 ^ ÉMO � ëÉ Q 10�5 

Or  
�5 · O�JPO Q 10�5 2 � ln 2 � P ln 3 Q �2 ln 10  2 P 4 5 �� �Z#�� 5�� J   2 P 4 4,82  
D’où ÉN� � �É Q %(�-  . � 4 X 

 
Par exemple pour � � X, N� est 
une valeur approchée de � à %(�- 
près 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PROBLEME 43 
PARTIE A �
�: >7 � 2> � 5�#z�8'  

1. >7 � 2> � 0  2 >7 � 2>  2 > � ôp5	; ô / �  >�0� � 1 2 ô � 1  
Donc la solution de l’équation *7 � -* � ( qui prend la valeur 1 
en 0 est la fonction définie sur � 
par : * � q-� 

2. 
��� � p5	r���;  �� � �  
et 
�0� � ln 2 

a. r��� � p�5	
��� ��(� � ��(� � �l - 
b. 
7��� � 2p5	r��� � p5	r7��� 

Donc  �7��� � q-�=�7��� � -����; 
c. 
 est solution de �
� 2 
7��� � 2
��� � 5�#z�8'  2 p5	=r7��� � 2r���; � 2p5	r���  � 5�#z�8'  2 p5	r7��� � 5�#z�8'  2 r7��� � 5z�8'

�#z�8'  

Alors � est solution de ��� si, et 

seulement si �7��� � �-q�-�
%#q�-� 

d. Déduction r7��� � �5z�8'
�#z�8' � ¥Þ�	�¥�	�   

Avec @��� � 1 � p�5	  
Par conséquent : r��� � ln�1 � p�5	� � ¬; ¬ / �   r�0� � ln 2 2 ¬ � 0  
Et  donc r��� � ln�1 � p�5	�  
D’autres parts :   
��� � p5	r���  

Alors ���� � q-� �l�% � q�-�� 
 
PARTIE B 
��� � p5	 ln�1 � p�5	� ; �� � �  

1. Æ��� � ln�1 � p�5	� � z�8'
�#z�8' 

a. Limite en �∞ ����
 #�È��� � ( car ����
 #�q�-� � ( 
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b. Dérivée È7��� � � -q�U�
!%#q�-�$- 9 0 . � / �  

On en déduit que : 
Sur �, Æ est décroissante 

c. On déduit du sens de variation Æ Æ��� � N lim	
 #�Æ���; lim	
 ��Æ���L  È��� � N(; ����
 ��È���L  
Par conséquent : . � / �, È��� 1 0 

2. 
7��� � 2p5	 Lln�1 � p�5	� � z�8'
�#z�8'N �7��� � -q-�È��� . � / �, 2p5	 1 0  

Alors 
7��� est du même signe que Æ��� 
Par conséquent : . � / �, �7��� 1 0 

3. lim	
 #�
��� � lim	
 #� ��!�#z�8'$z�8'  

Posons ¡ � p�5	 
Si � 
  �∞, ¡ 
  0 et  lim¢
 Z ����#¢�¢ � 1  

On conclut donc que ����
 #����� � % 

D’autres parts : 
��� � p5	 ln�1 � p�5	�  � p5	 ln p�5	�p5	 � 1�  � p5	=ln p�5	 � ln�p5	 � 1�;   ���� � q-�=�-� � �l�% � q-��; 
Déduction lim	
 ��
���  � lim	
 �� � 2�p5	 � p5	 ln�1 � p5	�   ����
 ������ � ( 

Car � lim	
 ��2�p5	 � 0lim	
 ��p5	 � 0   
4. Tableau de variation de � 

Sur �, 
 est croissante 
 � �∞                              �∞ 
7���                   � 
 
��� 

                                  1 
 
 
 0                             

5. Représentation de �k� 
Tangente à l’origine du repère �C�: * � �- �l - � %�� � �l - 
 
 

 
 
PARTIE C 

1. On remarque que : ��#z�8' � �z�8'��#z�8'� � z8'
�#z8' � �5 e ¥Þ�	�¥�	�   

Avec @��� � 1 � p5	 
D’où une primitive sur �, de la 
fonction � ³ %%#q�-� est par 
exemple la fonction définie sur � 
par � ³ %- �l�% � q-�� 

 u � @w e x 
���Z�� y�  

On sait que 
7��� � 2
��� � 5�#z�8'  

Donc 
��� � �5 
7��� � ��#z�8' 

Par conséquent : x 
���Z�� y� � L�5 
��� � �5 ln�1 � p5	�N��
Z

  

x 
���Z�� y� � 1 � �5 �1 � p�5� ln�1 � p5�  @w � 25 ��²  � � -X L% � %- �% � q�-� �l�% � q-�N ��²   
 
PARTIE D YZ � 0 et Y]#� � 
�Y]� . [ / \ 

1. 
�=0; 1;� � =
�0�; 
�1�; � =ln 2 ; 0,93; 
Par conséquent : . � / =0; 1;, 
��� / =ln 2 ; 0,93;  
Or =ln 2 ; 0,93; � =0; 1; 

D’où . � / =(; %;, ���� / =(; %; 
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Déduction YZ � 0 / =0; 1;  . [ 4 0, supposons que Y] / =0; 1; 
et montrons que Y]#� / =0; 1; 
On déduit de ce qui précède que : Y] / =0; 1; ^ 
�Y]� / =0; 1;  
Or 
�Y]� � Y]#� 
D’où Y]#� / =0; 1; si Y] / =0; 1; 

On peut donc conclure que : . _ 4 (, `_ / =(; %; 
2. Démonstration par récurrence  YZ � 0 et Y� � 
�YZ� � ln 2 

On a donc Y� 1 YZ . [ 4 0, supposons que Y]#� 1 Y] 
et montrons que Y]#5 1 Y]#� 
On déduit du sens de variation de 
 
que : Y]#� 1 Y] ^ 
�Y]#�� 1 
�Y]�  
Or 
�Y]#�� � Y]#5 et 
�Y]� � Y]#� 
D’où Y]#5 1 Y]#� si Y]#� 1 Y] 

On peut donc conclure que : . _ 4 (, `_#% 1 `_ et que la suite �`_� est croissante 
Déduction 
On sait que . [ 4 0, Y] / =0; 1; �Y]� étant croissante et majorée, par 
exemple par 1, alors elle converge 

3. Soit � � lim]
 #�Y] 

On a :  
��� � 
 O lim]
 #�Y]P � lim]
 #�
�Y]�   

 Car 
 est continue sur � 
Donc 
��� � lim]
 #�Y]#�  

Or lim]
 #�Y]#� � lim]
 #�Y] � �  

D’où ���� � � 
D’autres parts : . [ 4 0, 0 Q Y] Q 1  

En passant à la limite, on a : ( Q ���_
 #�`_ Q % 

C’est-à-dire que � / =(; %; 
 
 
 
 
 
 
 

PROBLEME 44 
��� � ��#z' et r��� � ��#z�' �� � �© � �  
PARTIE A 

1.  
a. Dérivée �7��� � � q��%#q��- 9 0 . � / �  

On en déduit que : 
Sur �, 
 est décroissante 

b. lim	
 #�
��� � lim	
 #� z�'
z�'#� ����
 #����� � ( car ����
 #�q�� � ( ����
 ������ � % car ����
 ��q� � ( 

 
On déduit de ces résultats que : �Á� admet deux asymptotes 
horizontales d’équation * � ( au 
voisinage de �∞ et d’équation * � % au voisinage de �∞ 

c. Ω O0; �5P 
�2 e 0 � �� � 
��� � 
���� � 
���  � ��#z�' � ��#z' � z'
z'#� � ��#z' � 1  

 ��- e ( � �� � ���� � - e %-  

Alors Q O(; %-P est un centre de 

symétrie de �Á� 
 

d. On note �A� la tangente à �k� au 

point Ω O0; �5P 

Le coefficient directeur de  �C� est �7�(� � � %U  
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e. Tracer de �A�et �k� 
Tableau de variation de � 
 � �∞                              �∞ 
7���                   � 
 
��� 

1 
 
 
                                      0                            

 

 
 

2.  
a. r��� � ��#z�' et 
���� � ��#z�' 

Donc ���� � ����� 
 

On en déduit que : 
La courbe �)� de � est l’image de 
la courbe �Á� de � par rapport à la 
symétrie orthogonale d’axe �Û; Üt� 

b. 
��� � r��� �  
��� � 
���� � 1 
d’après 1c) 

On a : 
��	�#©�	�5 � �5  

Alors la courbe �)� de � est 
l’image de la courbe �Á� de � par  
la symétrie orthogonale d’axe la 

droite d’équation * � %- 

c. �A′� est la tangente à �Γ� au point 

Ω O0; �5P 

On a r7��� � �
7��� 
Donc le coefficient directeur de �C′� est : �7�(� � ��7�(� � %U 

d. Représentation de �A′� et �Γ� 
(Voir la figure) 
 
 
 
 
 

PARTIE B 
On note : � x 
����Z y� et 

 Ô � x r����Z y� 

1. : � Ô � x 
����Z y� � x r����Z y� : � Ô � x !
��� � r���$�Z � x y��Z   

Donc on a :  � � Õ � % 
2.  
a. . � / �, 

��#z�B � �z�BO &��B# �P 
Or 

�z�B � p� d’où 
��#z�B �  zBzB#� 

b. ��#z�B � zBzB#� � ¥Þ���¥���  

Avec @��� � p� � 1 
On en déduit qu’une primitive 
de � sur  �, est par exemple la 
fonction « définie sur � par «��� � �l�q� � %� 
Par conséquent : Ô � x r����Z y� � =ln�p� � 1�;Z�  Õ � �l Oq#%- P  

3. On sait que : � Ô � 1 

D’où � � % � �l Oq#%- P 

4.  
a. . � / =0; �∞=, �� Q 0 Q � 2 p�	 Q p	  2 0 9 1 � p�	 Q 1 � p	  2 ��#z' Q ��#z�'  

Donc . � / =(; �∞=, ���� Q ���� 

b. u � @w e x !r��� � 
���$y��Z  x !r��� � 
���$y��Z   � x r���y��Z � x 
���y��Z   x !r��� � 
���$y��Z � Ô � :  @w � 16 ��²  
Donc � � %��Õ � �� ��² 

On en déduit que : � � %� L�% � - �l Oq#%- PN ��²  

 
 
 
 
 
 



50 Problèmes Type BAC + Corrigés                         LOVI  Yawo  Mawulolo 

 

 - 174 - 

 

PARTIE C Æ��� � p�	 ln�1 � p�	�  
et ���� � x Æ���y�	Z   �Ç � �< � =0; �∞=  

1.  
a. � est la primitive de È sur =(; �∞= 

qui s’annule en (  
b. On en déduit que :  �7��� � È��� . � / =0; �∞=, p	 1 0 et  1 � p�	 1 1 2 ln�1 � p�	� 1 0  

Par conséquent : . � / =0; �∞=,�7��� � Æ��� 1 0  
On en déduit que : 
Alors sur =0; �∞=, � est croissante 

2.  

a. Æ7��� � p	 ln�1 � p�	� � p	 e �z�'
�#z�' Æ7��� � Æ��� � ��#z�' � Æ��� � r���  

Donc È��� � È7��� �  ���� 
b. ���� � x Æ���y�	Z  ���� � x !Æ7��� �  r���$y�	Z   ���� � =Æ��� � ¨���;Z	  

Don on a : ���� � �q� � %� �l�q� � %� � �q� � - �l - 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PROBLEME 45 
PARTIE A 
��� � �� 		² � � � 1; �� � ;0; �∞=  

1. r��� � �J � 2 ln � � 1; �© � ;0; �∞= 
a. Dérivée �7��� � K�- � -� � K�K�-�   . � / ;0; �∞=, � 1 0  

Alors le signe de r7��� dépend de 
celui de 3�J � 2 3�J � 2 1 0 2 � 1 �5JÑ

   

Par conséquent : 

. � / R0; �5JÑ  S , r7��� 9 0  

. � / R�5JÑ ;  �∞ S , r7��� 1 0   

On en déduit que : 

Sur R0; �5JÑ  S , r est décroissante 

Sur R�5JÑ ;  �∞ S , r est croissante 

b. On déduit de ce qui précède que r 

atteint son minimum pour � � �5JÑ
  

Par conséquent : 

. � / ;0; �∞=, r��� 4 r ��5JÑ �  

Or r ��5JÑ � � 5J O1 � ln 5JP � 1 1 0 

D’où . � / ;(; �∞=, ���� 1 0 
2.  

a. 
7��� � &'e	8�5	 �� 		Ð � 1 

�7��� � �K�- �l �#%�K   

On a donc 
7��� � ©�	�	Ñ  . � / ;0; �∞=, �J 1 0  
Alors 
7��� et r��� sont de même 
signe 
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b. Calcul des limites ����
 (j���� � �∞ 

Car 

mn
o lim	
 Zj �	8 � �∞lim	
 Zj ln � � �∞lim	
 Zj� � 1 � 1   

����
 #����� � �∞ 

Car � lim	
 #� �� 		8 � 0lim	
 #�� � 1 � �∞  
Tableau de variation de � 
D’après 1), . � / ;0; �∞=, 
7��� 1 0 
On en déduit que :  
Sur ;0; �∞=, 
  est croissante 
 � 0                                �∞ 
7���                   � 
 
��� 

                                  �∞ 
 
 
 �∞                             

 
c. �∆�: > � � � 1 ����
 #������ � *� � ����
 #� �l ��² � (  

Alors la droite �∆�: * � � � % est 
une asymptote oblique à �Á� au 
voisinage de �∞ 
Position de �Á� et �∆� 
��� � > � �� 		²   . � / ;0; �∞=, �² 1 0  
Alors le signe de 
��� � > dépend 
de celui de ln � ln � 1 0 2 � 1 1  
Par conséquent : . � / ;0;  1 =, 
��� � > 9 0  . � / ;1; �∞ =, 
��� � > 1 0   
On en déduit que : 
Sur ;(;  % =,  �Á� est en dessous de �∆�  
Sur ;%; �∞ =,  �Á� est au dessus de �∆�  
 

d. �A�: > � 
7�1��� � 1� � 
�1� 
 
D’où �A�: > � 2� � 2 
 

3. Tracer de �C� et  �∆� puis �Á� 
 

 
 
 
PARTIE B 
Soit v 1 1 

1. u� v� � @w e x �
��� � >�{� y� x �
��� � >�{� y� � x �� 		²{� y�  

Intégration par parties  

H@��� � ln �|7��� � 1�²    2 } @7��� � �	|��� � � �	
   

x �
��� � >�{� y� � L� �� 		 N�
{ � x �	²{� y�  

x �
��� � >�{� y� � L� �� 		 � 1�N�
{
  

x �
��� � >�{� y� � 1 � �� {{ � 1{  �� �� � O% � �l �� � %�P ø�  

2. } lim{
 #� �� {{ � 0
lim{
 #� 1{ � 0   

Alors ����
 #��� �� � % 

Et donc ; � % 

3. u� v� � T5 U 1 � �� {{ � 1{ � 12 U 2v � 2 ln v � 2 � v  U �2 ln v � v � 2 � 0  U 2 ln v � v � 2 � 0   �
� 
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Donc l’équation : �� �� � ;- est 
équivalente à l’équation ��� 

4. Soit Æ la fonction définie sur =1;  �∞= 
par : Æ�v� � 2 ln v � v � 2 È7��� � -� � % � -���   . v / =1; �∞=, v 1 0   
Alors le signe de Æ7�v� dépend de 
celui de 2 � v 2 � v 1 0 2 v 9 2  
Par conséquent : . v / =1;  2=, Æ7�v� 1 0  . v / ;2; �∞=, Æ7�v� 9 0  
On en déduit que : 
Sur =1;  2=, Æ est croissante 
Sur ;2; �∞=, Æ est décroissante 
Tableau de variation de È  
 v 1               2               �∞ Æ7�v�         �      0       � 
 Æ�v� 

               2 ln 2           
 
 
 1                              �∞ 

 lim{
 #�Æ�v� � lim{
 #�v O2 �� {{ � 1 � 5{P  ����
 #�È��� � �∞ 

Sur =1;  2;, Æ�v� / =1; 2 ln 2; donc Æ�v� £ 0  
Sur ;2; �∞=, Æ est continue car 
dérivable et est strictement 
décroissante.  
Alors Æ réalise une bijection de ;2;  �∞= sur ;�∞; 2 ln 2= et  0 / ;�∞; 2 ln 2=  

Donc l’équation È��� � ( admet 
une unique solution � dans ;-; �∞= 
On conclut alors que � est 

l’unique solution sur =%;  �∞= de 
l’équation ��� f Æ�5� � 0,21 1 0Æ�6� � �0,41 9 0   

On a È�X� e È��� 9 0  
Alors X 9 w 9 6 

 
 
 

PARTIE C YZ � 5 et .[ / \,Y]#� � ñ�Y]� où ñ��� � 2 ln � � 2; �ò � ;0; �∞= 
1.  
a. YZ � 5 / =5; 6; . [ / \, supposons que Y] / =5; 6; 

et montrons que Y]#� / =5; 6; Y] / =5; 6; ^ 5 Q Y] Q 6  
 ^ 2 ln 5 � 2 Q 2 ln Y] � 2 Q 2 ln 6 � 2 ^ 5,21 Q ñ�Y]� Q 5,58  
Or ñ�Y]� � Y]#� et  =5,21; 5,58; � =5; 6;  
D’où Y]#� / =5; 6; si Y] / =5; 6; 

On conclut donc que : . _ / \, `_ / =X; �; 
b. ó7��� � -� 1 0 . � / ;(; �∞= 

On en déduit que : 
Sur ;0; �∞=, ñ est croissante YZ � 5; Y� � ñ�YZ� � 5,21  
On a donc Y� 1 YZ . [ / \, supposons que Y]#� 1 Y] 
et montrons que Y]#5 1 Y]#� Y]#� 1 Y] ^ ñ�Y]#�� 1 ñ�Y]�  
Or ñ�Y]#�� � Y]#5 et ñ�Y]� � Y]#� 
D’où Y]#5 1 Y]#� si Y]#� 1 Y] 
 

On conclut donc que : . _ / \, `_#% 1 `_ et par 
conséquent la suite �`_� est 

croissante 
 

c. La suite �`_� étant croissante et 
majorée par exemple par 6, alors 
elle est convergente 

2.  
a. . � / =5; 6;, 5W Q 5	 Q 5R  2 �J Q ñ7��� Q 5R  

Par conséquent : . � / =5; 6;, |ñ7���| Q 5R  

b. On sait que w / =5; 6; et 
 . [ / \, Y] / =5; 6; 
Alors d’après l’inégalité de la 
moyenne on a : . [ / \, ax ñ7���y��®� a Q 5R |Y] � w| ^ É=ñ���;��®É Q 5R |Y] � w|  ^ |ñ�Y]� � ñ�w�| Q 5R |Y] � w|  
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Or ñ�w� � w car les équations ñ��� � � et �
� sont équivalentes et ñ�Y]� � Y]#� 
D’où . _ / \, |`_#% � �| Q -X |`_ � �|  

c. En partant de cette inégalité on a : [ � 0 ^        |Y� � w| Q 5R |YZ � w|  [ � 1 ^        |Y5 � w| Q 5R |Y� � w|  [ � 2 ^        |YJ � w| Q 5R |Y5 � w|  
    c [ � [ � 1 ^ |Y] � w| Q 5R |Y]�� � w|      
Faisons le produit membre à 
membre de ces [ inégalités. 
On obtient après simplification :  |Y] � w| Q O5RP] |YZ � w|  5 Q w Q 6  ^ �1 Q YZ � w Q 0  ^ |YZ � w| Q 1  ^ |Y] � �| Q O5RP] |YZ � w| Q O5RP] e 1  

On en déduit que pour tout entier 

naturel  _, |`_ � �| Q O-XP_
            

d. lim]
 #� O5RP] � 0 car 0 9 5R 9 1 

Alors la suite �|`_ � �|� converge 
vers (  et par conséquent, la suite �`_�_/\ converge vers � 

3. On sait que |Y] � w| Q O5RP]
 

Donc O5RP] Q 10�J ^ |Y] � w| Q 10�J  

Or O5RP] Q 10�J 2 �[ ln OR5P Q �3 ln 10  2 [ 4 J �� �Z��O88P   

2 [ 4 7,53  
D’où on a |`_ � �| Q %(�K . _ 4 � 

 `_ est une valeur approchée de � à %(�K près pour _ � %( par 
exemple 
 
 
 

PROBLEME 46 
PARTIE A  f
��� � 2��1 � ln �� pour � 1 0
�0� � 0    �� � =0; �∞=  

1. Continuité en ( 

lim	
 Zj
��� � 0 car � lim	
 Zj� ln � � 0lim	
 Zj2� � 0   
����
 (j���� � ��(� 

Alors � est continue en ( 
Dérivabilité en ( ����
 (j �������(���( � �∞  

Car lim	
 Zj ln � � �∞ 

Alors � n’est pas dérivable en ( 
Interprétation graphique  
A l’origine = du repère, �k� admet 
une demi-tangente verticale dirigée 
vers le haut 

2.  
a. Dérivée 
7��� � � ln �  . � / ;0; �∞=, � ln � 1 0 2 0 9 � 9 1  

Par conséquent : . � / ;0;  1=, 
7��� 1 0  . � / ;1; �∞=, 
7��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur ;0;  1=, 
 est croissante 
Sur ;1; �∞=, 
 est décroissante 

b. H lim	
 #�2� � �∞lim	
 #� ln � � �∞  
Alors ����
 #����� � �∞ 

c. Tableau de variation de � 
 � 0               1               �∞ 
7���         �      0       � 
  
��� 

                 2           
 
 
 0                              �∞ 

 
3.  
a. Coordonnées de  X �Y � 1; >Y � 
�1� � 2  
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Donc X�%; -� et la tangente à �Á� 
au point X a pour coefficient 
directeur �7�%� � ( 
 
Coordonnée de Z 
��� � 0  2 � � 0 ou ln � � 1 2 � � 0 ou � � p 
Donc Z�q; (� et la tangente à �Á� 
au point Z a pour coefficient 
directeur �7�q� � �% 
 
Coordonnées de [ 
7!�\$ � 2  2 � ln �\ � 2  2 �\ � p�5 et >\ � 6p�5 
Donc [�q�-; �q�-� et la tangente à �Á� au point [ a pour coefficient 
directeur �7�q�-� � - 
 

b. Tracer de �Á� 
 

 
 
PARTIE B 

1. ñ��� � 
���;  �ò � =1; �∞= 
a. D’après les variations de 
: 

Sur =1; �∞=, ñ est continue car 
dérivable et est strictement 
décroissante.  
Alors ó réalise une bijection de =%; �∞= sur Õ � ;�∞; -; 
 
 
 

b. �ÁE� et la partie de �Á� 
correspondant à  =%; �∞= sont 
symétriques par rapport à la 
droite d’équation * � �  
(Voir le graphique) 

2. r��� � 2��ln � � 1�; �© � =0; �∞= r��� � �
��� et �� � �© 
Alors �)� et �Á� sont symétriques 
par rapport à l’axe des abscisses 
(Voir le graphique) 
 
PARTIE C 

1. Soit v / ;0; p= :�v� � x � ln �z{ y�   
Intégration par parties  

�@��� � ln �|7��� � � 2 � @7��� � �	|��� � �5 �5     
:�v� � L�5 �5 ln �N{

z � x �5 �y�z{   

:�v� � L�5 �5 ln � � �M �5N{
z
  

���� � q-
U � �-

U � %- �- �l �  

2. Déduisons u�v� � x 
���z{ y� u�v� � 2 x �z{ y� � 2 x � ln �z{ y�      u�v� � =�5;{z � 2:  ���� � q-
- � K- �- � �- �l �  

 
Interprétation géométrique  u�v� représente l’aire en unité d’aire 
du domaine plan délimité par la 
courbe �k�, l’axe des abscisses et 
les droites d’équations � � w et � � p 

3. lim�
 Zu�v� � z8
5   

Car � lim�
 Zjw5 ln w � 0lim�
 Zjw5 � 0   
Donc � � q-

-  

4. Déduction �k� et �Γ� étant symétrique, on a : u � uE en unité d’aire 
Or @w � 4 ��²  

D’où �7 � -q- ��² 
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PROBLEME 47 
PARTIE A 

1. r��� � 5	8
	8#� � ln��5 � 1� ;  �© � =0; �∞=  

a. Dérivée �7��� � -��%#���%�����²#%�-   . � / =0; �∞=, 2� 4 0; ��² � 1�5 1 0 
et 1 � � 1 0 
Alors le signe de r7��� dépend de 
celui de 1 � �  1 � � 1 0 2 � 9 1  
Par conséquent : . � / =0;  1=, r7��� 1 0   . � / ;1; �∞=, r7��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur =0;  1=, r est croissante 
Sur ;1; �∞=, r est décroissante 
Tableau de variation de � 
 � 0               1               �∞ r7���         �      0       � 
 r��� 

             1 � ln 2           
 
 
 0                              �∞ 

 ����
 #����� � �∞ 

Car 

m¿n
¿o lim	
 #� 5	²	²#� � 2lim	
 #��5 � 1 � �∞lim¢
 #� ln ¡ � �∞

  
b. Sur =1; �∞=, r est continue car 

dérivable et est strictement 
décroissante.  
Alors r réalise une bijection de =1;  �∞= sur ;�∞; 1 � ln 2; et  0 / ;�∞; 1 � ln 2; 
Donc l’équation ���� � ( admet 
une solution unique � dans 
l’intervalle  =%; �∞= 
H r O×MP � 0,105 1 0r�2� � �0,009 9 0   

On a : � O�UP e ��-� 9 0 

Alors �U Q � Q - 

2. D’après le tableau de variation de r, 
on a : . � / =(;  � =, ���� 1 0 

    . � / =�; �∞ =, ���� 9 ( 
 
PARTIE B 

H
��� � ���	²#��	  si � £ 0 
�0� � 0    
�� � �  

1.  lim	
 Z  ��	����Z�	�Z � lim	
 Z ���	²#��	²  

����
 (  �������(���( � %  

Car � lim	
 Z�² � 0
lim	
 Z ���¢#��¢ � 1  

Alors � est dérivable en ( et �7�(� � % 
Interprétation graphique  
A l’origine = du repère, �k� admet 
une tangente d’équation de 
coefficient directeur 
7�0� � 1 et 
d’équation > � � 

2. 
���� � �
��� . � / � 
Alors � est une fonction impaire 

Déduction  
La courbe �Á� de � est symétrique 
par rapport à l’origine du repère 

3. . � / =0; �∞=,   
7��� � ©�	�	8   si � £ 0 et 
7�0� � 1 . � / ;0; �∞=, �5 1 0   
Alors le signe de 
7��� dépend de 
celui de r��� 
Par conséquent : . � / =0;  � =, 
7��� 1 0  . � / =�; �∞ =, 
7��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur =0;  � =, 
 est croissante 
Sur =�; �∞ =, 
 est décroissante 
Tableau de variation de � 
 � 0               �               �∞ 
7���         �      0       � 
 
��� 

               
���     
 
 
 0                              0 
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lim	
 #�
��� � lim	
 #�
�� 	²O�# &'²P	    

 � lim	
 #�2 e �� 		 � �	 e ln O1 � �	²P  

 ����
 #����� � ( 

Car 

m¿n
¿o lim	
 #� �� 		 � 0

lim	
 #� �	 � 0
lim	
 #� �	² � 0

  
 

4. ñ��� � ln�� � 1� � �;  �ò � ;�1; �∞=  
a. ó7��� � ���#% . � / ;�1; �∞=, � � 1 1 0  

Alors le signe de ñ7��� dépend de 
celui de – � 
Par conséquent : . � / ;�1;  0=, ñ7��� 1 0  . � / ;0; �∞=,  ñ7��� 9 0 
On en déduit que : 
Sur ;�1;  0=, ñ est croissante 
Sur ;0; �∞=, ñ est décroissante 
Tableau de variations de ó 
 � �1              0             �∞ ñ7���         �        0       � 
 ñ��� 

                   0     
 
 
 �∞                           �∞ 

 ����
 �%jó��� � �∞ 

Car � lim	
 ��j�� � 1� � 0#
lim¢
 Zj ln ¡ � �∞   

����
 #�ó��� � �∞ 

Car

� lim	
 #�� � �∞
lim	
 #� ���	#��	 � lim	
 #� 	#�	 e ���	#��	#� � 0   

 
 
 
 
 
 

b. On déduit de ce qui précède que : ñ atteint son maximum en 0 et ñ�0� � 0  
Donc . � / ;�%; �∞=, ó��� Q ( 

Ceci montre bien que : . � 1 �%, �l�% � �� Q � 
c. La tangente en 0 a pour équation > � � 
��� � > � ���	²#���	²	   . � / �, �² 4 0 1 �1  

Alors ln�1 � �²� Q �² d’après 4b) 
Par conséquent : . � / ;�∞;  0=, 
��� � > 1 0  . � / ;0; �∞=, 
��� � > 9 0  
On en déduit que : 
Sur ;�∞;  0=, �k� est au dessus de 
sa tangente en 0 
Sur ;0; �∞=, �k� est en dessous de 
sa tangente en 0 

5. Tracer de �Á� 
 

 
 
PARTIE C ���� � x 
���y�	Z  ;  �� � �  

1. Soit 4 1 0 ��4� � x 
���y�]Z  est l’aire en unité 
d’aire du domaine plan limité par la 
courbe �k�, l’axe des abscisses et 
les droites d’équations � � 0 et � � 4 
Par ailleurs : ���4� � x 
���y��]Z � � x 
���y�Z�]  
est l’aire du domaine plan limité par 
la courbe �k�, l’axe des abscisses et 
les droites d’équations � � �4 et � � 0 
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Or ces deux domaines sont 
symétriques par rapport à l’origine 
du repère  
D’où �� � et ��� � sont les aires de 

domaines isométriques du plan 
Déduction 
Deux domaines isométriques du 
plan ont même aire. 
D’où ��� � � �� � 
On en déduit que � est une 
fonction paire 

2. � est la primitive de 
 sur � qui 
s’annule en 0 
Par conséquent : . � / �, �7��� � 
���  
Et d’après les variations de 
: . � / ;�∞;  0=, �7��� 9 0  . � / ;0; �∞=, �7��� 1 0  
On en déduit que : 
Sur ;�∞;  0=, � est décroissante 
Sur ;0; �∞=, � est croissante 

3.  
a. . � / =0;  1;, 0 Q 
��� Q � 2 0 Q x 
����Z y� Q x �y��Z   

Or x 
����Z y� � ��1� et 

 x �y��Z � L�5 �²NZ
� � �5   

D’où on a bien : ( Q ��%� Q %- 

b. . � 4 1, on a : �5 4 1et donc : �5 Q �5 � 1 Q �5 � �5  2 �5 Q �5 � 1 Q 2�5  2 ln��5� Q ln��5 � 1� Q ln�2�5�  

Donc . � 4 %, �l��²�� Q �l��²#%�� Q �l�-�²��  

c. . � 4 1, x ������	� y� � L�5 �ln ��5N�
	
 

x �l�����%  � � %- ��l ��-  

 
Déduction :  . � 4 1, x ����²��	� y� Q x ����²#���	� y� Q x ���5�²��	� y�  2 x ����²��	� y� Q x 
���	� y� Q x ���5�²��	� y�  

Or x 
���	� y� � x 
���Z� y� � x 
���	Z y� � � x 
����Z y� � x 
���	Z y�  � ���� � ��1�   
 
 

D’où on a  . � 4 %, x �l��²���%  � Q ���� � ��%� Q x �l�-�²���%  �  

Posons f @ � �5| � 2�5 ^ f y@ � 2�y� � 2√@ y�y| � 4�y� � 2√2√| y�   
              ^ } y� � ½¥5√¥y� � √5½^5√^

     
On en déduit que : x ����²��	� y� � �5 x ���¥�¥√	� y@ � ��W �ln ��5 

Et x ���5�²��	� y� � x ���^�^√	� y| � �� �ln ��5 

Et par conséquent : . � 4 %, ��%� � %%� ��l ��- Q  ���� Q ��%� � %� ��l ��-  lim	
 #� ln � � �∞ et 0 Q ��1� Q �5 

Alors ����
 #����� � �∞ 

D’autres parts : . � 4 1,   ����	 � ��W O�� 	√	 P5 Q ��	�	 Q ����	 � �� O�� 	√	 P5
  lim	
 #� �� 	√	 � 0 et lim	
 #� ����	 � 0 

Alors ����
 #�  ����� � ( 

 
Interprétation graphique  
La courbe de � admet une branche 
parabolique de direction l’axe des 
abscisses au voisinage de �∞ 

4. Tableau de variations de � 
 � 0                                �∞ �7���                   �       
 ���� 

                                  �∞ 
 
 
 0                              � étant une fonction paire, sa courbe 

est symétrique par rapport à l’axe 
des ordonnées 
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PROBLEME 48 
PARTIE A r��� � � � 1 � �� 	5 ;   �© � ;0; �∞=  

1. Dérivée �7��� � % � %-� 1 0 . � / ;(; �∞=  
On en déduit que : 
Sur ;0; �∞=, r est croissante 
Tableau de variation de � 
 � 0                                �∞ r7���                   �       
 r��� 

                                  �∞ 
 
 
 �∞                             

 ����
 (j���� � �∞ 

Car � lim	
 Zj� � 1 � �1lim	
 Zj ln � � �∞   
����
 #����� � �∞ 

Car H lim	
 #�� � 1 � �∞lim	
 #� ln � � �∞   
 

2. r�1� � 0 
Déduction : r étant croissante et r�1� � 0 alors : . � / ;(;  %=, ���� 9 ( 

   . � / ;%; �∞=, ���� 1 ( 
 
PARTIE B 
��� � √� � �� 	5√	 ; �� � ;0; �∞=  

1. lim	
 Zj 
��� � lim	
 Zj√� � �5√	 e ln � ����
 (j ���� � �∞ 

Car 

m¿n
¿o lim	
 Zj√� � 0

lim	
 Zj �√	 � �∞lim	
 Zj ln � � �∞
  

����
 #� ���� � �∞ 

Car } lim	
 #�√� � �∞
lim	
 #� �� 	√	 � 0   

2. 
7��� � �5√	 � &'e√	� &8√'e�� 	
5	  


7��� � 5	�5#�� 	M	√	 � 	��#JK'85	√	   

Or r��� � � � 1 � �� 	5  

D’où �7��� � ����-�√� 

3. . � / ;0; �∞=, 2�√� 1 0  
Alors le signe de 
7��� dépend de 
celui de r��� 
Par conséquent : . � / ;0;  1=, 
7��� 9 0  . � / ;1; �∞=, 
7��� 1 0  
On en déduit que : 
Sur ;0;  1=, 
 est croissante 
Sur ;1; �∞=, 
 est décroissante 
Tableau de variation de � 
 � 0                 1             �∞ 
7���          �       0       � 
 
��� 

  �∞                          �∞    
 
 
                   1          

 
4. ���� 
#������ � √�� � ����
 #� � �l �-√� � ( 

Déduction 
Au voisinage de �∞, �Á� et �Á(� 

sont asymptotes 

5. 
��� � √� � � �� 	5√	  . � / ;0; �∞=, 2√� 1 0  
Alors le signe de 
��� � √� dépend 
de celui de � ln �. � ln � 1 0 2 � 9 1  
Par conséquent : . � / ;0;  1=, 
��� � √� 1 0  . � / ;1; �∞=, 
��� � √� 9 0  
On en déduit que : 
Sur ;0;  1=, �k� est au dessus de �kZ� 
Sur ;1; �∞=, �k� est en dessous de �kZ� 
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6.  Tracer de �Á� et �Á(� 
 

 
 
PARTIE C Y] � ∑ �] 
 O1 � _]P]_¹� ; [ 1 0  

1. Ô � x 
���y�5�  
a. Interprétation géométrique Ô est l’aire en unité d’aire du 

domaine plan limité par la courbe �k�, l’axe des abscisses et les 
droites d’équations � � 1 et � � 2 

b. Calcul de x �� 	5√	 y�5�  

Intégration par parties  

H@��� � ln �|7��� � �5√	
 ^ H @7��� � �	|��� � √�   

x �� 	5√	 y�5� � �√� ln ���5 � x �√	5� y�  x �� 	5√	 y�5� � �√� ln � � 2√���5  

x �l �-√�  �-% � - � -√- � √- �l -  

c. Ô � x 
���y�5� � x √�y�5� � x �� 	5√	 y�5�  

Ô � L5J �Ñ8N�
5 � x �� 	5√	 y�5�   

Õ � %(√-��K � √- �l -  

 
2. Démonstration par récurrence  

Soit ô / \, 0 Q ô Q [ � 1 
On sait que  
 est croissante sur =1;  �∞= 
Vérifions la propriété au rang 1 
Pour [ � 1, ô � 0 et on a : . � / =1; 2;, 
�1� Q 
��� Q 
�2�  
Et d’après l’inégalité de la moyenne on 
a : 
�1� Q x 
���5� y� Q 
�2�  
Par conséquent : 
 
 O1 � 01P Q x 
���5� y� Q 
 O1 � ��P 

. [ 1 0, supposons que . ô,  0 Q ô Q [ � 1,  
 O1 � _]P Q x 
���y�5� Q 
 O1 � _#�] P 

et montrons que . ô,  0 Q ô Q [ 
 
 O1 � _]#�P Q x 
���y�5� Q 
 O1 � _#�]#�P 

En effet : . ô,  0 Q ô Q [  
Si 0 Q ô Q [ � 1, on a par hypothèse 

 
 O1 � _]P Q x 
���y�5� Q 
 O1 � _#�] P 

Or 1 Q 1 � _]#� Q 1 � _] 

D’où l’inégalité �%� : 
 O1 � _]#�P Q 
 O1 � _]P Q x 
���y�5�   

D’autres parts : 
Si 1 Q ô Q [, alors 0 Q ô � 1 Q [ � 1 
et on a par hypothèse 
 O1 � _��] P Q x 
���y�5� Q 
 O1 � _]P  

Or 1 Q 1 � _] Q 1 � _#�]#�  

D’où l’inégalité �-� : x 
���y�5� Q 
 O1 � _]P Q 
 O1 � _#�]#�P  

Les inégalités �%� et �-� montrent 
que . ô,  0 Q ô Q [,   
 O1 � _]#�P Q x 
���y�5� Q 
 O1 � _#�]#�P   

Si . ô,  0 Q ô Q [ � 1, 
 O1 � _]P Q x 
���y�5� Q 
 O1 � _#�] P  

On peut donc conclure que : . _ 1 0 et . ö,  ( Q ö Q _ � %, � O% � ö_P Q x ���� �-% Q � O% � ö#%_ P  

3. On déduit de ce qui précède que : �] 
 O1 � _]P Q �] x 
���y�5� Q �] 
 O1 � _#�] P  2 ∑ 1[ 
 O1 � ô[P[�1ô�0 Q [ e 1[ x 
���y�21 Q∑ 1[ 
 O1 � ô�1[ P[�1ô�0    

Or Y] � ∑ �] 
 O1 � _]P]��_¹Z ��] 
 O1 � ]]P  ; x 
���y�5� � Ô et  Y] � �] 
 O1 � Z]P � ∑ �] 
 O1 � _#�] P]��_¹Z   

D’où on a bien :  `_ � ��-�_ Q Õ Q `_ � ��%�_   
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4. Y] � ��5�] Q Ô Q Y] � ����]  2 � 
�2�[ Q Ô � Y[ Q � 
�1�[   2 �Ô � 
�2�[ Q �Y[ Q �Ô � 
�1�[   

Donc Õ � ��%�_ Q `_ Q Õ � ��-�_  

Déduction lim]
 #� ����] � lim]
 #� ��5�] � 0  

Alors en passant à la limite, on a :  Ô Q lim]
 #�Y] Q Ô  
On en déduit que : ���_ 
#�`_ � Õ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PROBLEME 49 
PARTIE A 
���� � �� � 1�p�	 ,   
5��� � ��p�	 ,   
J��� � �� � 1�p�	  �
1 � �
2 � �
3 � �  

1.  
a. Dérivée �%7 ��� � ��q�� . � / �, p�� 1 0  

Alors le signe de 
�7��� dépend de 
celui de – �. 
Par conséquent : . � / ;�∞; 0=, 
�7��� 1 0  . � / ;0; �∞=, 
�7��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur ;�∞; 0=, 
�  est croissante  
Sur ;0; �∞=, 
� est décroissante 

b. Calcul des limites ����
 ���%��� � �∞ 

Car � lim	
 ���� � 1� � �∞lim	
 ��p�	 � �∞   
����
 #��%��� � ( 

Car � lim	
 #�p�	 � 0lim	
 #��p�	 � 0  
c. Tableau de variations de �% 

 � �∞            0              �∞ 
�7���          �      0       � 
 
���� 

                  1               
 
 �∞                               0 

 
2. Dérivée 
57��� � �� � 1�p��  . � / �, p�� 1 0     

Alors le signe de 
57��� dépend de 
celui de � � 1. 
Par conséquent : . � / ;�∞; 1=, 
57��� 9 0  . � / ;1; �∞=, 
57��� 1 0  
On en déduit que : 
Sur ;�∞; 1=, 
5 est décroissante  
Sur ;1; �∞=, 
5 est croissante 
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Tableau de variation de �- 
 � �∞             1            �∞ 
57���          �       0       � 
 
5��� 

 �∞                            0     
 
 
                 p��          

 ����
 ���%��� � �∞ 

Car � lim	
 �� � � � �∞lim	
 ��p�	 � �∞   
����
 #��%��� � ( car ����
 #��q�� � ( 

3.  
a. Dérivée �K7 ��� � �- � ��q�� . � / �, p�� 1 0  

Alors le signe de 
�7��� dépend de 
celui de 2– �. 
Par conséquent : . � / ;�∞; 2=, 
J7��� 1 0  . � / ;2; �∞=, 
J7��� 9 0  
On en déduit que : 
Sur ;�∞; 2=, 
J  est croissante  
Sur ;2; �∞=, 
J est décroissante 

b. Calcul des limites ����
 ���K��� � �∞ 

Car � lim	
 ���� � 1� � �∞lim	
 ��p�	 � �∞   
����
 #��K��� � ( 

Car � lim	
 #�p�	 � 0lim	
 #��p�	 � 0  
c. Tableau de variation de �K 

 � �∞            2              �∞ 
J7���          �      0       � 
 
J��� 

                 p�5               
 
 �∞                               0 

 
4. Position de �Á%� et �Á-� 
���� � 
5��� � �2� � 1�p�	  . � / �, p�	 1 0  

Alors le signe de 
���� � 
5��� 
dépend de celui de 2� � 1. 
Par conséquent : . � / N�∞; � �5L , 
1��� � 
2��� 9 0  . � / N� �5 ;  �∞L , 
1��� � 
2��� 1 0  

On en déduit que : 
Sur N�∞; � %-L, �Á%� est en dessous de �Á-� 
Sur N� %- ;  �∞L, �Á%� est au dessus de �ÁK� 

 
Positions de �Á%� et �ÁK� 
���� � 
J��� � 2p�	 1 0 . � / �  

Alors sur  �, �Á%� est au dessus de �ÁK� 
 
Positions de �Á-� et �ÁK� 
5��� � 
J��� � �1 � 2��p�	  . � / �, p�	 1 0  
Alors le signe de 
5��� � 
J��� 
dépend de celui de 1 � 2�. 
Par conséquent : . � / N�∞; �5L , 
2��� � 
3��� 1 0  . � / N�5 ;  �∞L , 
2��� � 
3��� 9 0  

On en déduit que : 
Sur N�∞; %-L, �Á-� est au dessus de �ÁK� 
Sur N%- ;  �∞L, �Á-� est en dessous de �ÁK� 

 
5. Tracer de  �Á%�, �Á-� et �ÁK�  
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PARTIE B 
Soit v 1 �1 

1. 
�7��� � 
1��� � ��p�� � �� � 1�p�� �%7 ��� � �%��� � q�� 
Alors �% est une solution de 

l’équation différentielle 
 *7 � * � q�� 

Déduction 
���� � p�	 � 
�7��� 
On en déduit qu’une primitive de 
� sur � est par exemple la fonction définie 
sur � par : �%��� � �q�� � �%��� � ��� � -�q�� 

2. u�v� � @w e x 
���� y�{��  x 
���� y�{�� � =��� � 2�p�	;��{   x 
���� y�{�� � p � �v � 2�p�{  @w � 4 ��²  
Donc ���� � U=q � �� � -�q��; ��² 
Déduction 

� lim {
#�p�{ � 0lim {
#�vp�{ � 0   
Alors ��� �
#����� � Uq 

3. `�v� � @w e x !
J��� � 
5���${&8 y� 

x !
J��� � 
5���${&8 y�  

� x �2� � 1�p�	{&8 y�   

Intégration par parties  f@��� � 2� � 1|7��� � p�	 ^ f @7��� � 2|��� � �p�	     
x !
J��� � 
5���${&8 y�  

� =��2� � 1�p�	;&8
{ � 2 x p�	{&8 y�  � =��2� � 1�p�	;&8
{  

x !
J��� � 
5���${&8 y�  

� 2p� &8 � �2v � 1�p�{   
 @w � 4 ��² 

Donc a��� � U L-q� %- � �-� � %�q��N ��²  

 
 
 
 

Déduction 

 � lim {
#�p�{ � 0lim {
#�vp�{ � 0  
Alors ��� �
#�a��� � �q� %-  

 
PARTIE C 
��� � 
���� � 
J��� � 2p�	 . � / �  

1. Y] � x 
����]#�� �� 5] �� 5 y� Y] � =�2p�	;] �� 5�]#�� �� 5  
 `_ � %-_  

 
2. ¶] � Y� � Y5 � â � Y] ¶] � 

�5 � �58 � â � �5® � �5 e �� &8®� � &8  ¾_ � % � %-_  

En passant à la limite, on a : lim ]
#� ¶] � 1  

Car 0 9 �5 9 1 et lim ]
#� �5® � 0 

Alors la suite �¾_� converge vers % 
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PROBLEME 50 
��� � p�	 sin � ; �� � �  
PARTIE A 

1.  
a. Dérivée 
7��� � p�	�cos � � sin ��  

Vérification 
7��� � √2p�	 O√55 cos � � √55 sin �P  

         � √2p�	 Ocos êM cos � � sin êM sin �P 

Donc �7��� � √-q�� çèé O� � áUP 

b. � / =0; 2ß; 2 O� � êMP / LêM ; VêM N 
Par conséquent : cos O� � êMP � 0  2 � � êM � ê5 ou � � êM � Jê5  2 � � êM ou � � RêM  

çèé O� � áUP 1 ( .� / L(; áUN Í ÊXáU ; -áË 
Déduction .� / =0; 2ß;, √2p�	 1 0  
Alors le signe de 
7��� dépend de 

celui de cos O� � êMP 

D’après ce qui précède : .� / L0; êMN , 
7��� 1 0  .� / LêM ; RêM N , 
7��� 9 0  .� / LRêM ; 2ßN , 
7��� 1 0  

c. Tableau de variation de � sur =(; -á; 
Sur L0;  êMN et sur LRêM ; 2ßN,  
 est croissante 

Sur LêM ; RêM N , 
 est décroissante 

Tableau de variation de �  
 � 0         

êM            
RêM         2ß 
7���     �    0    �     0     � 

 
��� 
       √55 p� íÐ                     0 

 
 0                   - √55 p� 8íÐ            

 
 
 
 

Tangente à �Á� en ( et -á �C(�: * � � �C-á�: * � q� -á�� � -á� 
2.  
a. Points de rencontre de �Á� et �Á%� �k� � �k��  2 sin � � 1  2 � � ê5 � 2ôß, ô / (  

Alors sur l’intervalle =(; -á;, �Á� 
rencontre �Á%� aux points 
d’abscisse á-  
 
Points de rencontre de �Á� et �Á-� �k� � �k5�  2 sin � � �1  2 � � � ê5 � 2ôß, ô / (  

Alors sur l’intervalle =(; -á;, �Á� 
rencontre �Á-� au point  
d’abscisse  Ká-  

b. 
7 Oê5P � √2p�í8 cos JêM � �p�í8 et 

 
 Oê5P � p� í8 sin ê5 � p� í8 

�7 Oá-P � �q�á- et � Oá-P � q� á- 

Alors �Á� et �Á%� ont une même 
tangente au point d’abscisse á- 

 
D’autres parts 
7 OJê5 P � √2p�Ñí8 cos ×êM � p�Ñí8  et 
 OJê5 P � p�Ñí8 sin Jê5 � �p�Ñí8    

�7 OKá- P � q�Ká-   et � OKá- P � �q�Ká-  

Alors �Á� et �Á-� ont une même 
tangente au point d’abscisse Ká-  
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c. Représentons  �Á� , �Á%� et �Á-� 
 

 
3. Φ��� � e�5ê
�� � 2ß�; �Φ � � � e�5ê=p�	#5ê sin�� � 2ß�;  � e�	 sin�� � 2ß�  
Φ��� � e�	 sin �  
Car sin�� � 2ôß� � sin �  . ô / (   
On a donc  ���� � ���� et Ï� � Ï� 

Alors les courbes �Á� et �Á′� 
coïncident 

 
PARTIE B 

1.  
a. On sait que : 
77��� � �2p�	 cos �  
7��� � p�	�cos � � sin ��  
��� � p�	 sin �  

Par conséquent : 
 
77��� � 2
7��� � 2
��� � 0 
On conclut donc que � est 
solution de l’équation 
différentielle : *77 � -*7 � -* � ( 
 
Déduction  2
��� � �2
7��� �  
77���  

D’où ���� � � %- !-�7��� � �77���$ 

b. Une primitive sur � de � est par 
exemple la fonction définie sur � 
par : � ³ � %- !-���� � �7���$ 

c. ���� � x 
���y�	Z  ���� � L� �5 !2
��� � 
7���$NZ
	
  

���� � L� z�B
5 �cos � � sin ��NZ

	
     

���� � %- � q��
- �çèé � � é�l ��  

2. 3_ � x 
���y��_#��ê_ê ; ô / \ 

Soit ¶] �  3Z � 3� � â � 3] 
a. ¶] �  x 
���y�êZ � x 
���y�5êê � â �x 
���y��]#��ê]ê  

D’après la relation de Chasles : ¶] �  x 
���y��]#��êZ   

Or x 
���y�	Z � ���� 

D’où ¾_ � �!�_ � %�á$ 
 

b. Déduction ¶] � �5 � z��®j&�í5 �cos�[ � 1�ß � sin�[ � 1�ß�  2 ¶] � �5 � ��1�] z��®j&�í
5   

Car cos�[ � 1�ß � ��1�]#� � ���1�] 2 a¶[ � 12a � p��[�1�ß2   2 a¶[ � 12a Q p�[ß2   lim ]
#� z�®í
5 � 0 car 0 9 p�ê 9 1 

Alors la suite �¾_� admet une 
limite et ��� _
#�¾_ � %- 

3.  
a. 
��� � p�� sin � . � / �, p�� 1 0  

Alors le signe de 
��� dépend de 
celui de sin � sin � 4 0  2 � / =2ôß; �2ô � 1�ß;, ô / (  sin � Q 0  2 � / =�2ô � 1�ß;  2�ô � 1�ß;, ô / (  
Par conséquent : 
 . � / =ôß; �ô � 1�ß; 
On a : 
��� 4 0 si ô est pair ^ x 
���y��_#��ê_ê 4 0  ^ 3_ 4 0  
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Et on a : 
��� Q 0 si ô est impair ^ x 
���y��_#��ê_ê Q 0  ^ 3_ Q 0  
On conclut donc que : -ö 4 (, si ö est pair 

     -ö Q (, si  ö est impair 
b. 3Z � x 
���y�êZ � ��ß� 

-( �   % �   q�á-  3_ � x 
���y��_#��ê_ê   � x 
���y��_#��êZ � x 
���y�_êZ   � �!�ô � 1�ß$ � ��ôß�  � ��1�_ z��bj&�í
5 � ��1�_ z�bí

5   3_ � ��1�_p�_ê O  �# z�í
5 P  

On a bien : -ö � ��%�öq�öá-( 
 

c. A] �  |3Z| � |3�| � â � |3]| 
On sait que : |3_| � p�_ê3Z car |��1�_| � 1 
Par conséquent : A] �  3Z � p�ê3Z � â � p�]ê3Z   �  3Z�1 � p�ê � â � p]_ê�  �  3Z e ��  z��®j&�í

�   �   z�í   

Donc C_ � -(%   �   q�á !% �   q��_#%�á$  

 lim ]
#�  p��]#��ê � 0 car 0 9 p�ê 9 1 

Alors C_ admet une limite lorsque _ tend vers l’infini et on a : ��� _
#�C_ � -(%   �   q�á � %  #  q�á
-�% � q�á�  

 
d. ¶ �  lim ]
#�¶] et A �  lim ]
#�A] 

Vérification �c � �d � 2 � 5�� � z�í��# z�í � M�#  z�í  

Or 3Z �   � #  z�í
5   

D’où on a bien : %¾ � %C � --(  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


