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PROBLEME 1

PARTIE A

1.
2.

a.

lim f(x) = lim —x( /1+12+ 1>
X—>—00 X—>—00 X

lim f(x) = +o
X——00

( )_ (Va2+1-x)(Va2+1+x)  x%+1-x?
&)= —Fmmm - e

1
f&) =

On en déduit que :
lim f(x) = lim

1
x>t x>+ x( /1+l+1>
x2

lim f(x) =0

X—+0oo

X—+00

lim x = 400
C [

lim lz =0
xX—+00 X
(I') admet une asymptote
horizontale d’équation y =0 au

voisinage de +oo.
lim (f(x) +2x) = lim vx®+1+x
X——00 X——00

— i (Vx?+1+x) (VaP+1-x)
- x—1>r—noo (vx2+1—x)

= lim

1
X=—® —x( /1+i2+1>
X

Jim (f(x) +2x) =0

VxER,\/m>\/x_2'
= Vx2+ 1> |x|
Or|x|=x,Vx€R
DouvVx€eR,Vx2+1>x
SVxZ+1-x>0

= f(x)>0

Enconclusion: VxeR, f(x) >0

fO)+2x=+x2+1+x
1 1

x*+1—x - f(x)
On en déduit que :

VxeR, (f(x) +2x) >0

o

xl_i)r_noo(f(x) +2x) = 0.

Alors (T') admet une asymptote
obliqgue d’équation y = —2x au
voisinage de —oo.

VxeER (f(x)+2x)>0.

Alors (T) est au dessus de son
asymptote oblique.

, . x 4 xX= x2+1
o) =mm- 1=
_ —(Vx*+1-x)

Vx3+1

vx€eER, f'(x) e (€}

Va1
Vx€ER,Vx?2+1>0.
Alors le signe de f'(x) dépend de
celui de —f(x).
Par conséquent:Vx € R, f'(x) <0
On en déduit que :
Sur R, f est strictement décroissante

X —00 +o0

f'(x) +

\o

f)

f est dérivable sur R donc continue
sur cet ensemble ; de plus f est
strictement décroissante sur R .
Alors f réalise une bijection de R sur
I =1]0; +oof

Soity €1,
fx)=y & Vx?2+1—-x=y
S Vx2+l=y+x

S x24+1=(y+x)?
S x2+1=y%+ 2xy + x?
& 1 —y2=2xy
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_ 1=y 4
<:)x——2y =u"(y)

On en déduit que :

1-x2
2x

Vx €]0; +oof, f1(x) =

. (M:y = f(0)(x—-0)+f(0)
f'(0)=1etf(0)=1

(M:y=x+1

. Voir graphique
. Pour la construction de (I'') on
remarquera que ([I")et (I') sont
symétriques par rapport a la droite
d’équation y = x

PARTIE B
f)=xeoVxt+1=2x
{ 2x =0
x2 +1 = 4x?
X =
(5
ox=t
On conclut donc que :
V3

Y est 'unique solution de

I'équation f(x) = x
. f étant décroissante,

veels ()= =1 (2)

1 V5 o1
@gﬁf(x)ﬁg—z
@ESf(X)<Z
CarB_l~061<?

2 2 4

. Par définition, Uy =3 € |3 ]

1 3

) 2’ 4

vV n € N, supposons que U, € %; Z]

et montrons que U, ,, € E ﬂ
En effet :

1 3 1 3
Un€ |35 3] = rwo e 3]
Car d’'apres 2.a,

1 3| 1 3
Vx€E > Z],;Sf(x)ﬁz
Or f(Un) = Un+1

3

Dol Uy, € E ﬂ si U, € E Z]

On conclut donc que :
vneNU,els; 3]

el el

1 3 , 2

—-. Z < =
vrels 3] el
Donc d’aprés I'inégalité des
accroissements finis on a ;

rwd-r (S = Elo -5
Or f(Uy) = Unss et £ (5) = 5
D'ou Vn €N,
s o Lo
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c. En partant de l'inégalité précédente,
ona:

n=0= [ -2 <l =]
e e b
il LR EE L
N L INE oS

Faisons le produit membre a
membre de ces n inégalités.

On obtient apres simplification :
V3 n V3
jvn =51= () oo -5
-2 = -2 = 007 <1
= [ =% = ()" [on- 2] = (3)' 1
On en déduit que :

enen o, 2= ()

. 2\" 2
d. nllrfoo(ﬁ) —Ocar0<ﬁ<1

On en déduit que la suite  (U,,)

converge et lim U, = AE

n -+oo 3

PROBLEME 2

{f(x) =xlnx—x+4+1six>0
f(0)=1

Dy = [0; +oo[

PARTIE A

. )lcl_r)r%)f(x) = xll_)rg+xlnx—x+ 1

li%f(x) =1

1ir51+x Inx =0

X —

Can Jim (cx+1) =1

. x -0t

limf (x) = £(0)

Alors f est continue en O
lim f()-f(0)

lim === =3161£I})(lnx—1)=—oo

i LO—1© _
x -0 x—0

—Q0

Alors f n’est pas dérivable en 0
Interprétation graphigue

Au point (0; 1) la courbe (€¢) admet
une demi-tangente verticale dirigée
vers le bas

. f(x) =Inx

vxel0;1[,f'(x) <0
Vx€]l;+oof, f'(x) >0

On en déduit que :

Sur ]0; 1], f est décroissante
Sur ]1; +oof, f est croissante
Tableau de variations de  f

X
f'(x) - 0 +

f@) \O /'

lim f(x) = lim x(lnx—1+§)

X >+ X =+

lim f(x) = 4o
X >+

( lim x = 400

X —>+00
lim Inx = 4o
Cars ,Siw +
. 1
lim = =0
X o+ X

3. M:y=f'(e)x—e)+f(e)

(M:y=x+1-—e
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4. Tracer de (T) et (C)

-t ()
PARTIE B
gx) =2—f(x)

1. f(x) —g(x) =2x(Inx —1)
V x € [0; +oo[,2x = 0 alors le signe
dépend de celui de (Inx — 1)
Inx—-1>0=>x>e¢
Vx€[0;el,f(x) —gx) <0
Vx € le; +oof f(x) —g(x) =2 0
On en déduit que :

Sur [0; e], (€) est en dessous de (T)
Sur [e; +oo[, (€) est au dessus de (IN)

2. glx)=—f(x) +2
Soit (€") la courbe symétrique de (C)
par rapport a 'axe des abscisses ; la
courbe (I') est I'image de (C") par la
translation du vecteur 2j
(voir la figure)

3. AQ) = ua x f;(g(x) — f(x))dx

(g — f(x))dx
= f; 2x(1 —Inx)dx
Intégration par parties

{u(x) =1-Inx
v'(x) = 2x

(g0 = f(x))dx
= [xz(l‘l“’“)]fl + f; xdx

3.2 2 €
= [—x - X lnx]
2 A

u'(x) = —%

v(x) = x?

2.

a.

[ = f®) =S =22+ 212
ua = 4cm?

A(A) = (2e* — 64* + 42%1In A) cm?

limA2 =0
A -0

lim A(1) = 2e? car
Jim A(2) = Ze lim22In 2 = 0

A =1im A1) = 2¢€>
A—-0

Interprétation graphigue

A représente I'aire en cmz2 du
domaine plan délimité par les
courbes () et (T') et les droites
d’équationsx =0etx =e

PARTIE C

. g'(x)=—f(x)

D’apres PARTIE A.2
vxel0;1[,g'(x) >0
Vx€]|l;+oo[,g'(x) <0

On en déduit que :

Sur ]0; 1], g est croissante

Sur ]1; +oof, g est décroissante
Tableau de variation de g

X 0 1 + o0
g'x) + 0 -
2
90 / \
1 —00

Sur [0;1],g >0
(Carvxe[0;1],g(x) €[1;2])

Sur ]1; +oo[, g est continue car
dérivable et est strictement
décroissante. Alors g réalise une
bijection de ]1; +oo[ sur |—oo; 2] et
0 € |—oo; 2]

Donc I'équation g(x) = 0 admet une
unique solution a et a € ]1; +oo|

{ g(3)=070>0
g(4) =—-054<0

Ona: g(3)xg4) <0
Alors a €1 = [3;4]
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. gx) =0 —xlnx+x+1=0
<:)1nx=1+%

1
o x =el'x

gx)=0 el*s = x

Déduction

On sait que a est l'unique solution
de I'équation g(x) = 0 sur [3; 4].
On en déduit que a est l'unique

1
solution de I'équation e**x = x sur
[3; 4]

1
3. d(x) =e'*x; Dy =1 = [3;4]
1
L@ (x) = —%e”i <0VxE€E[3;4]

On en déduit que ® est décroissante

X 3 4

@' (x) —

3,79

d(x) \
3,49

. D’apres le tableau de variation de @,
ona:

Vx €[3;4],3,49 < ®(x) < 3,79

Or [3,49;3,79] c [3; 4]

Dou Vx € [3;4], ®(x) € [3;4]

. Vx€[3;4,9<x*< 16
oi<i<leatz<ok) <4
16 X 9

1+%<f

3 1
= —=<e
16 x

= —gs d'(x) < -2

16
3 4
< Y < =
<:)16_|C13(x)|_9

On conclut que :
vx € [3;4] |0 ()| <3

{ UO - 3
" WUpyr = cD(Un)
. Uy=3¢€ [3; 4]

V n € N, supposons que U,, € [3;4]
et montrons que U,,,, € [3;4]

U, €[3;4] = ®(U,) € [3;4]

Car d’'apres 3b),

V x € [3;4], (x) € [3; 4]

Or par définition, U,,,; = ®(U,,)
Dol U, € [3;4] si U, € [3;4]

On conclut donc que :
vneN,U, € [3;4]

b. a € [3; 4], U, € [3; 4] et

Vx € [3; 4]0/ (0)] <2

Donc d’aprés I'inégalité des
accroissements finison a :

B (U,) = d(@)] < 2|U, — al
Or®(U,) =U,;, et ®(a) = a dou
VneN,|U,,, —al S%IUn —af
Déduction

En partant de l'inégalité précédente,
ona:

n=3= |U3—a|S§|U2—a|

n=n—-1=|U, - «al S%IUn_l—aI
Faisons le produit membre a
membre de ces n inégalités. On
obtient aprées simplification :

N\
U —al < (3) 1Uo — al
Uy —al =3 - «a
3<a<4=-1<3-a<0
=|U,—a| <1

n n

= |U, — af S(%) Uy — a| S(g) X1

On en déduit que :
4 n
vneN,|U, -al < (%)

lim (g)n:OcarO<§<1

n -+

On en déduit que la suite (U,,)
convergeet lim U, =a

n —->+oo

n
(!) <102= U, —al <107
n
Or (f) <102 < —nln< —2In10
9 4

In10
Sn =
In3-In2

< n=5,67
Donc |U, —a| <1072,Vvn=>6
Le plus petit entier cherché est 6
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PROBLEME 3
fx) =vx-e™; Dy =[0; +oof
PARTIE A

) limw= lim — X e~* = +o00 car
x -0 1x— x —»0Vx
@%ﬁ=+“
ed =1
fE-f© _

lim 400
x -0 x-0

Alors f n’est pas dérivable en O
Conclusion

La courbe (€) admet a l'origine O
du repere une demi-tangente
verticale dirigée vers le haut

. Vx>0,f’(x)=ﬁ-e‘x—\/§-e‘x

Vx f VX

, e—X 2 e—X

<:>f(x)= xe ™  2xyx-e
1-2x L o,—X

= (G- e

2x 2x
On conclut donc que :

Vx> 0,f () = (22) x fx)

2x

Vx € ]0; +oo[,2x >0et f(x) >0
Le signe dépend de celui de 1 — 2x
Par conséquent :

Vx€ ]0; %[,f’(x) >0
Vx€ E +00[,f’(x) <0
On en déduit que :

Sur ]0; %[ f est croissante

Sur E +oo[,f est décroissante
Tableau de variation de _f

x |0 - +o0
f + 0 —
1
f(x) / 2e \
0 0

. o L X
. xlirllwf(x) —xlirlloo&xex 0

lim f(x) =0

X >+

. 1
w0
lim = =

Car

=

On conclut donc que : La courbe (C)
de f admet une asymptote
horizontale d’équation y = 0 au
voisinage de +o

Tracer de (C)

¥
1

o r 1 2

a. V(1) = uv x fo/lfz(x)dx

fo/lfz(x)dx = fo/lxe‘zxdx
Intégration par parties

ulx) =x u'(x) =1
{U’(X) =e % = {v(x) = _%e—Zx
£ dx = [~ xe ]+
f;%e‘zxdx

2 A
[} F odx = |(-3x _i)e-Zx]o
foflfz(x)dx = i —i(zg +1)e 2

uv = 64cm?
V(1) = 16[1 — (21 + 1)e " ?]|em?

. lim V(1) =16
A >+

;LlirP 2e724 =0
Car{* ™™
lim e 24 =0
X —>+00
PARTIE B

g(x) =Inx + 2x
Vx€|0; +oof, f(x) =x
SAVxe*=x

S x-e ¥ =x2

Se =g

& —2x =Inx
Slnx+2x=0

Donc V x € |0; +oo],
fW)=x=gkx) =0
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w

g'(x) = 2+i> 0V x €]0; +oof
On en déduit que :

Sur ]0; +ool, g est croissante
Tableau de variation de g

X 0 +oo
g'(x) +
+ oo
e /'
—00
chlg})g(x) = —oo car xll_)rng Inx =—o0

lim g(x) = +oocar lim Inx = +o0

X >+ 00 X >+

Déduction

Sur ]0; +oo, g est continue car
dérivable et est strictement
croissante

Alors g réalise une bijection de
10; +oo[ sur |—oo; +oof et

0 € ]—o0; +oof

Donc I'équation g(x) = 0 admet une
unigue solution a dans ]0; +oo

{g(0,4) =-0,12<0
g(0,5) = 0,30 > 0

Ona: g(0,4)x g(0,5) <0
Alors a € [0,4;0,5]

. a étant aussi solution de I'équation

f(x) = x, alors «a est I'abscisse du
point d’'intersection de (C) et la
droite d’équation y = x

Sur [0,4; 0,5], f est croissante

Par conséquent :

V x € [0,4;0,5],

f(0,4) < f(x) < £(0,5)

=042 <f(x) <043

Or [0,42;0,43] < [0,4; 0,5]

D'ol V x € [0,4;0,5], f(x) € [0,4;0,5]

’ 1-2x

Fo0=(E2) x )

Vv x € [0,4; o,5],§ <2x<1

©0<l-2r<cetl<—<?
< et04<f(x) <05

=08
2X
)X f(x) <3

'S

<:)0S(

2x

S0<If/@I<;

Donc V x € [0,4;0,5], |f ()| <3

{ U, = 0,4

Uns1 =ﬂf(Uﬁ)

. Uy =04 €[0,4;0,5]

Vv n € N, supposons que

U, €[0,4;0,5] et montrons que
U,., €[0,4;0,5]

U, € [0,4;0,5] = f(U,) € [0,4;0,5]
Car d’'apres 3a),

V x €[0,4;0,5], f(x) € [0,4;0,5]

Or par définition, U, = f(U,)
D'ou U, € [0,4;0,5] si

U, €[0,4;0,5]

On conclut donc que :
vneNU, €[0,4;0,5]

. ¢ €[04;0,5];U, €[0,4;0,5] et

v x €[0,4;0,5],If (0l <3
Donc d’aprés I'inégalité des
accroissements finis on a ;

f W) - F@I| <510, —al
Or f(Uyp) = Upy,y €t f(a) =

D'ou Vn €N,
1
|lln+1 _'alfE gllln _'Cll

. En partant de l'inégalité précédente,

ona:

n=0= |U1—a|S§IUO—a|
n=1= IUZ—algélUl—aI
n=3= |U3—a|S§|U2—a|

n=n—-1=|U, - «al S§|Un_1—6¥|
Faisons le produit membre a
membre de ces n inégalités. On
obtient aprées simplification :
U, —al < (2)" Uy — al

n al = 8 0 a
Uy — al = 10,4 — a
04<a<05=-01<04—-a<0
= |U,—a| <0,1

n n

= |U,—a| < (%) Uy — a| < (%) x 0,1

On en déduit que :
1 n
VneN,|U,—al <0,1x (E)
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lim (%)n:OcarO<%<1

n -»+oo

On en déduit que la suite  (U,,)
convergeet lim U, =a

n—>+oo
0,1 % @n <1075

= |U,—al|<107°
Or 0,1 x @n <1075

< —3nln2<-41n10

4In10

3In2

S n > 4,42

Donc |U, —a| <1075,vn=>5
L’entier cherché est ny, =5

Sn =

PARTIE C
F(x) = [[VE e tdt; Dp = [0; +oof
. F est la primitive de f qui s’annule

en 0.
Par conséquent :

Fx)=f(x)=Vx-e™

Déduction
Vx€[0; +oof,f(x) =0 F'(x) =0
On en déduit que F est croissante

. VtZO,(\/E—%)ZZO
<:>t—\/f+%20

<:)\/?St+i
Dochtzo,\/ESt+%
VEZOVESt+s
@ﬁ-e‘ts(t+%)e‘t

o [IVE-etde < [ (t+2)etat

Donc vVt =0,
F(x) < [} (t + i) e tdt

. Intéqgration par parties
1 / _
{u(t) = t+Z:>{ u'(t) =1

v'(t)=et v(x) = —e™
N (t + i) e~tdt
-~ [— (t + i) e‘t]: + [ e~tdt

X (t + i) e~tdt = [— (t + Z) e‘t]o

(e+3)etde =2~ (x+3) e

d. szo,x+§20ete—xzo
(z)(x+z)e‘x2

0
@—(x+—)e‘xS

3

4 4
S F(x) < fox (t +i)e‘tdt S;
Donc Vx = 0,F(x) S%
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=

N

PROBLEME 4
PARTIE A
— et (22) o
{f(x) —xln( . ) six>0
f(0)=0

limf(x) = limxIn(x + 2) —xInx
x =0 x =0

}Cill(l)f(x) =0

limx =0
x -0

Car[lim xlnx=0

x -0t

limf(x) = £(0)

Alors f est continue en O

lim 27 © _ i In(x+2)—Inx
x =0 X— x -0

lim /®2~© _

x -0 X—

400

Car lim Inx = —oo
x =0t

Alors f n’est pas dérivable en 0
lim f(x) = lim xIn (1 +§)

X >+ ch—)+oo
Posons X = - (x>0)

Six —» 400, alors X - 0 et

lim 2In(1 + X) = lim 2240 _ 5
X-0X X-0 X

Donc lim f(x) =2
X >+

Vx €]0; +oof,
() = In (XF2) — 2 X
f(x)—ln(x) x X — X

Onadonc f'(x) =In (_) _z

D’autres parts :

1" _ -2 2
f1x) = x(x+2) + (x+2)2

fr@) =0

x(x+2)2

Vx €]0; +oof, f"(x) <0

On en déduit que :

Sur ]0; +oof, f' est strictement
décroissante

Tableau de variation de  f’

0 400

X
f”(X) _

fl (X) \

0

C.

4.
a.

lim f'(x) = lim In (ﬂ)—i

X >+00 X =400 X x+2

lim f'(x) =0

X >+

. x+2
lim —=1
X —>+00 X

Car 5
lim —=20
x =>+00 X+2
Déduction
D’apres le tableau de variation de f',
Vx €]0; +oof, f'(x) >0
Tableau de variation de  f
Sur ]0; +oof, f est croissante

0 o

X
f'(x) +

2

/

— 00

f(x)

. A l'origine O du repere la courbe (C)

admet une demi tangente verticale
dirigée vers le haut
Au point A d’abscisse 2,

(T):y = (1n2 —%)x+ 1
Au voisinage de 4+, (C) admet une
asymptote horizontale d’équation

y =2

¥

w

)

1 3

Vx€]0; +oof, f(x) =x
ox(n(22)-1)=0etx#0
(:)ln(xxﬁ):1
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x+2
S —=¢e
x

= X =

|~

e—1

Donc V x € ]0; +oo],

f(x)=x=>x=£

. La courbe (C") de la réciproque f~1
de f et la courbe (C) sont
symetriques par rapport a la droite
d’équation y = x (Voir figure)

PARTIE B
. Al) = f;f(x)dx = falen (xxi) dx
Intégration par parties
2 —
u(x) =In (x: ) - w(x) = x(x+2)

v'(x) ==
(D) 45

In (x+2) +x—2In(x + 2)]
2

v'(x) =x
ac@= [t
A(a) = Exz

X
Car—=1
xX+2 X+2

On adonc:

_ 1 2 a+2
A(a) —Z—ZInZ—Ea ln(T)—a+
2In(a + 2)

lim a? ln(a)—O

a -0

lima =0
a —0

Alors limA(a) = 2
a -0

Interprétation graphique
limA(a) = 2 est I'aire en unité

a -0

d’aire du domaine délimité par la
courbe (C), 'axe des abscisses et
les droites d’équations x = 0 et

x =2

PARTIE C

u(x) =—; D, =]0.400[

(P): g(x) —xg'(x) = u(x)

L fG) —xf'(x)

= xIn(%7) —x (In (57) - 55)

< f(x) —xf'(x)

=xlIn (xxi)—xln(x”)+m

e flx) —xf'(x) = u(x)

Onen dedun que :
f posséde la propriété  (P)

2. () =22; Dy = Dg = 10.+0]

Supposons que g possede la
propriété (P)
Ona:Vx € ]0; +oo],

g(x) —xg'(x) = ulx)
= xG(x) — x(xG(x))’ = u(x)
= xG(x) — xG(x) — x°G' (x) = u(x)
= G'(x) = X2

xZ
=6 x)= —

2 1 1

x(x+2) T ox+2  x

Alors G'(x) = %—i si g posséde

la propriété (P)
Réciproquement :
Supposons que Vx € ]0; +oo],

1 1
=5

g(x) 1 1
Ona: (x) R 1
=>——g(x)+ g() E_;
=>g(x)—xg(x)——x’iz+x

= gx) —xg'(x) = — = u(x)

Alors g possede la propriété (P)

siG(x)= — -1

x+2 X
On vient ainsi de montrer que :

g posséde la propriété (P) si et
seulement si : pour tout x

appartenant a]0.+oo],
1

6'() = 5=
. Déduction
Vx € ]0; +oo[

1
6@ =53
S6(x)=In(x+2)—-Inx+K;
KeR

=60 =mn(22)+ KK eR
Or g(x) = xG(x)

On en déduit que :
g(x) =xIn (x+2) +Kx; KeR

Les éléments de (E) sont les
fonctions G définie sur ]0; +oo[ par :

g(x)—xln( )+Kx KeR
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PROBLEME 5
fn(X) = xiq’ Df =R et

Tl = fo fn(x)dx
PARTIE A
Etude de la fonction f,
. On supposen =0

. 1
xlir-lr-loofo (X) xhrPoo eX+1

e—x

m
x >+o00 1+e™*

lim f,(x) = 0 car 11m e*=0

X o+
xlirzloofo(x) 11m vl
lim fo(x) = 1 car lim e* =0
X o—00
W=

VxER, fy'(x) <0

On en déduit que :

Sur R, f, est strictement
décroissante

Tableau de variation de_ fq

—00

+ o0

X
fol(x) -

1
fo(x)

0

\
ee

fo(2 X0 —x)+ fo(x)
= fog_x) +1fo(x)

e X+1

eX+1
_e* 1
1+eX eX+1
e*+1
eX+1

fo(2X0—x) + folx) =2 x>
Alors I(O; %) est un centre de
symétrie de (Cy,)

d. Tracons (C,)
Tangente en I(O; %)

(T):y = —ix+%

b

N
<y

2. Onsuppose quen > 1

e—(n+1)x

A A0 = i e =0
lim f,(x) =0
X o+
lirP e *=0
X —>+00
Car lim e~™*Dx = o
X —>+00 —nx
11m fn(x) = 11m ; — =+
llm fn(x) =
X ©>—00
lim e* =
X —>—00
Car lim e ™ = 400
X ——00

b. Les fonctions x — e ™ et
x — e* + 1 sont dérivables sur R et
comme Vx e R,e* +1 # 0 alors

fa

_ nx(ex+1) —e —-(n-1)x
fn (x) - (ex+1)2

_ —e ™ (ne*+n+eX)

— (e*+1)2

On conclutdonc que : Vx € R,
’ _ —e ™ (n+(n+1)e¥)
fn (x) - (ex+1)2

C. VxER e™™ >0; (e¥*+1)%? >0 et
vn=>1,(n+ (n+1)e*) >0 et par
suiteVx €R, f,,' (x) <0
On en déduit que :

Sur R, f,est strictement décroissante
Tableau de variation

400

X
fn,(x) —
fu ()
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N

 fa0) =2

Alors le point I(O; %) appartient a
toutes les courbes (C,)
Tracons (C;) dans le méme repere
que (Co)

1
Tangente en I(O; E)

M):y = —%x+%

Interprétation graphigue

U,, est I'aire en unité d’aire du
domaine plan délimité par la courbe
(C,), 'axe des abscisses et les
droites d’équations x=0etx=1

Uy = f fo(x)dx = fo
Up=[-In(1+e™)]}
Doncona: U, = ln( +1)

1+e™*

PARTIE B
Etude de la suite (U,,)

. Etude d’une suite auxiliaire (V )

Pour toutn , on pose V, f e ™ dx
-[e]
0
1 1
V, ——e™
n n
lim -==0
n-+oon

lim e ™ =0

n —»+oo
Alors lim V,, =0

n —+oo
n,=1—e™

lim (nV,)=1car lime™ =0

n ->+o n ->+o

Comparaison de (U, ) a (V)
Vx€e[0;1],1<e*<e

S 2<e*+1<e+1let
e*+1<2e*<e*+e

On conclut donc que :
Vx€e[0;1],2<e*+1<2€F

Déduction
2<e*+1<2e*

e * 1 1
= —< <-
2 eX+1 2
e—(n+1)x e~ Nx e—nx
(=1

T eX+1 T 2

2
1,01 _ 1
‘:)Efo e~y < [ f (x)dx
101 _
Szfo e ™ dx

On en déduit que :

[y

1
Vn21,oVe SU S5V,

VN 21,2V S U, <2V,

Or lim V, = lim Vn+1 =0

n —->+oo n —->+oo

D'oll 0 < lim U, <0

n—+oo

On conclut donc que :
lim U, =0

n-+o

D’autres parts :
vn=>1, l(11Vn+1) <nU _l(nV)
Or lim (nV) = 11m (nVn+1) =1

n e
D’ou E< lim (nUn) <—

n -»+oo

On conclut donc que :
lim (nU,) =-

n ->+oo

. Etude d’une suite associée a (U, )

On pose : S, = Xp-, U, et
tn = 2p=1Yp

-p
. szl,%31=>0se—3e—19

14
Par conséquent

OSZ” _<Z e’ P

e - _1 1—e_n
©0< Y- p< x(—)
OrVn>11—e_“Sl

-p e~
< —<
Dol 0 < Y- - —

1

On a donc :

< i
0 Zp 1 /] e—1

. Vtep;p+1],—

+1 t
D’ou d’'apres I megahte
moyenne ona:

—(p+1—p)<
;(P‘l‘l—P)

p+1 dt
%

1 +1dt
Alorson a: stfp <

Par la suite on a :

1 p+1 1
[ < =
- <[Int],”" <

. 1 1
Soit ESln(p+1)—lnpS;
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: Déduction PROBLEME 6
<Y ln(p+1)—Inp < PARTIE A
Z 1?1’“ - g(0) = @x+ De > +1; Dy = R
p= 1p 1.
b1 <In(+1) < 3 Jim g(x) = -
Ou encore xlim 2x+1)=—o
1 ——00
Zn 1 < Inn < Zn 1; Car lim e_Zx — too
1 X >—00 -
Or Z$=1m =—1+Yp-13 Jim g(x) =1
On en déduit que : lim 2xe-2% =
=< Car {*~*
p= 15 Inn+1 et lir},l 2% =
X >+00
ln(n + 1) S Zp=1p 2 gl(x) — _4xe—2x
D'ouiona: Vx€|]-;0[,g(x) >0
In(n+1) SZ$=1lSlnn+1 Vx €]0;+oof, g'(x) <0
P On en déduit que :
by =2pa1Vp =25 fy 7P dx Sur ]—oo; 0[, g est croissante
£ —yn (1 _ 2) Sur ]0; +oo, g est décroissante
A N Tableau de variations de g
e
th = g=1;_ g 17 X —00 0 400
Oro<2p- —S—et g' ) + 0 —

e—1 2

ln(n+1)£2p=1gﬁlnn+1 g(x)
D'ouona:

ln(n+1)—i£tnﬁlnn+1 —® 1

En passant ala limite, ona: 3. Sur ]—o; 0[, g est continue car
too < lim t, < 400 dérivable et est strictement
car liT Inn = 400 croissante. Alors g réalise une
n —+0oo . .
: — bijection de ]—oo; 0[ sur |—oo; 2[ et
Done nlll-ll-lootn =t 0 € ]—o0; 2[ donc I'équation g(x) = 0
Par ailleurs: vn > 1, admet une unique solution
1n§n+1)_%x%glt_nsl+li a € ]—o0; 0]
nn e— nn nn nn . .
En passant a la limite, on a : Sur [0; +oof, g(x) € ]1;2] donc on &
1< lim %<1 g(x) # 0
~ notoewlnn = Montrons que -1 < a <0
Car {g(—l) =1-e*<0_
nllrrw‘“fz;” lim 1+ xIn (1+3)=1 g(0)=2>0 '
lim Inn = 4o Ona:g(-1)xg(0)<0
EE— Alors -1 <a <0
Donc lim - =1 4. Signe de g(x)
VP21,V SU, <2V Vxe]-o;alglx) <0
2 2 Vx€la+xo,gkx) >0

1 1
= E(tn+1 - Vl) < Sn < Etn
On en déduit que :

S 1
lim S, =+owet lim —==
n-+oo n-o+oolnn 2
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PARTIE B
fX) =14+x)e ™ +1-x; Dy =R
lim f(x)

X >—00

= lim e ?*(1 + x + e?* — xe?*)

X >—00

xlilzloof (x) -®

( lim e™%* = 40

X —>—00

lim xe?* =0

Car{ *77°
lim e?* =0
X >—00
| lim 14+ x = —c0
X ——00
lim f(x) = —c
X >+

( lim e 2 =90
X —>+00
Car{ lim xe™?* =0

X —>+00

lim1—x=—o

X —>+00
. (A)y=—x+1
lim [f(x) —y] = lim (1+x)e ¥
X =+ X =t

Jim [f(x) —y] =0

lim e™2* =0
Car{*~*®
lim xe ™%* =0
X —>+00

Alors la droite (A):y = —x + 1 est
une asymptote oblique a la
courbe (€) en 4+

Position de (€) par rapporta (A)
Vx€]-oo;—1[ f(x) —y <0
Vx€]-1;,+oo[,f(x) —y>0

On en déduit que :

Sur |—o0; —1[, (C) est en dessous
de (A)

Sur |—1; +oo[, (€C) est au dessus
de (A)

Cff(x)=e =21+ x)e”** -1
S f'(x) = —[Qx+ 1)e > + 1]

Donona: f'(x) =—g(x)

Déduction

D’apres PARTIE Aon a:
Vx€]-w;alf'(x)>0
Vx€la;+oof, f'(x) <0

On en déduit que :

Sur |—oo; [, f est croissante
Sur ]a; +o[, f est décroissante

Tableau de variations de f

X —00 a +o00
f(x) + 0 -
f(a)
f(x)

4. Sur [0; +oof, f est continue car

dérivable et est strictement
décroissante. Alors f réalise une
bijection de [0; +oo[ sur |—oo; 2] et

0 € ]—o0; 2] donc I'équation f(x) =0
admet sur [0; +oo[ une solution et
une seule S.

Justification de I'encadrement

f(1) =027 >0
{f (2)=-037<0

Ona:f(l)xf(§)<0

Alors 1SBS%

fER=A-Pe*f +1+p

= f(=p)

=e?P[1 -+ (1+ Be %]
= f(=p) =e*f(B)
Orf(B) =0

Douona: f(—B)=0

Déduction
On en déduit que - S est solution de

I'équation f(x) = 0 sur [—%; —1]

6. Tracons (A) et (C)
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PARTIE C

t>-1

. Voir figure

L AWM =uax [ (FGx) —y)dx
[0 @) - ydx = [ (1 + x)e>*dx
Intégration par parties

{u(x) =1+x { u'(x) =1

v'(x) =e v(x) = —%e‘zx

S50 — y)dx
= _1(1 -|-x)e_2x ‘ -I—f_t l6‘:‘_2xd.')C
[ 2 ]_1 12
t
=|(=3x-2)eL,

f_tl(f(x) —y)dx = e:z — i(zt +3)e 2t
ua = 4cm?

A(t) = [e? — (2t + 3)e ?] cm?

lim 2te %t =0

t >+

lim e %t =0

t—> 4+

Alors lim A(t) = e*

t—> 4+

PARTIE D
h(x) = (1 +x)e ™ +1;
3
,=1=[1]
. h(x) =x
S Q+x)e¥®+1=x
S (A+x)e ™ +1—-x=0
e f(x)=0
Déduction
B étant 'unique solution de
I'équation f(x) = 0 sur [1;%] donc 8
est aussi l'unique solution de
I'équation h(x) = x.
. h(x)=-2x+1)e %
Vx€ [ ] h'(x) <0
On en déduit que :
Sur [1; %] , h est décroissante

X 1 3

e -

1,27

h(x) \
1,12

Déduction

Vxe [1;%],1,12 < h(x) < 1,27
or[1,12;1,27] c [1;3]

Dou Vxe€e [1;%],h(x) € [1;%]

L VxE [1;%],232x£3

S 3<2x+1<4et

e3<e ™ <e?
©3e3<(2x+1)e?* < 4e?
S —4e 2 <h'(x) < —-3e3
S 3e 3 < | (x)] <4e™?
Donc V x € [ ] |h'(x)] <
Déduction

Vxe[ ]Ih’(x)l

4

2

4

e2

D’apres l'inégalité de la moyenne
Ona:

<Zlx— Bl
=>|[h(t)2|<ilx—ﬂl
& |h(x) —h(B) < - = |x — Bl
& |h(x) —h(B)| = - ~1x — Bl

Orh(B)=pd apres PARTIE D1.

Dou Vx € [13]
|lh(x) - Bl < = ~|x - Bl

. UO == 1etvn€ N, UTL+1 == h(Un)
Up=1¢€|1;3]

¥ n € N, supposons Uj, € [1;3] et
montrons que U,,, € [1;%]

Un € [1:3] = nwy) € |13
CaerE[ ] h(x)E[ ]

Or par définition U,, ., = h(U,)
D'oll Uyys € |12 si U, € |12

On conclut donc que :
vneN,U, €|
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. On sait que :

vxe |13 In@) - Bl < S 1x - Bl
Prenonsx =U,ona:
(U, = Bl < = |U, = B

Par définition U,,,, = h(U,,)

Donc Vn € N,
4
Uns1 — Bl < 1U, — B

. En partant de l'inégalité précédente,
ona:

n=0= |U,-Bl<|U,-pl
n=1= |2_[>)|S§|U1 Bl
n=3=  |Us—pl<|U,—pl

' 4
n=n-1=|U,~ Bl < 5|y — I

Faisons le produit membre a
membre de ces n inégalités. On
obtient apres simplification :

U, — Bl < (%) 10, — Bl
1Uo = B1 =11~ I

1<p<: :>——<1—a<0

= |U, —a| < (e) Up — al < [@Zr

On en déduit que :
2 2n
vnenN, U, - gl < ()

lim (E)Zn:OcarO<§<1

' n-+o \e
On en déduit que la suite (U,,)
converge et lim U, =f

) n —+oo
. On sait que :
2 2n
()" <102 = |, —al <107
2 2n _3
or (%) <10
< —2n(1-In2) <-3In10
3ln10
2(1-In2)
<n>11,25
Doncona:|U, —a| <1073vVn > 12
C'est a partirde n =12 que l'on
est sr que U, représente une
valeur approchée de pa1073
pres?

Sn >

PROBLEME 7
g:R" - R

1+x?
X —
3x%-1

PARTIE A
1. Dy = [0; Z[U]S; +oo

lim g(x) =

X —+00
lim X)) =—
W_g( )

x -5

3
lim g(x) =+

wlr—n

x-| 5

3

(x) - (3x2 1)2
Vx€D,;,(3x*-1)>*>0et—8x <0
Par conséquent :

Vx€Dy,g'(x) <0
On en déduit que :
Sur D, g est décroissante
0 oK +o0
X 3
g (x) - =
-1 +0q
g(x) \ \
1
_m =
3

2. Tracer des courbes de g et de In

¥
21 (Ce)
A (Cl
7
-1 o i / 1 2 3
e
-2+

-83-




50 Problemes Type BAC + Corrigés

LOVI Yawo Mawulolo

. h(x) =Inx —g(x)
o= £[0] 2. s

h(x)——+(321)2>OVxEDh

On en déduit que :

Sur Dy, h est strictement croissante
Des limites des fonctions g et In, on
déduit :

limh(x) =

x -0
lim _h(x) =+

x| 5

3
lim h(x) = —
«~(3)
3
lim h(x) = +o

X >+

Tableau de variation de h

0 o +o0
x 3
h'(x) + +
+ o0 -+ 00
o || 7
—Q0 —Q00

Sur chacun des intervalles ]O; g [ et
] ?; +oo[, h est dérivable donc
continue et est strictement
croissante sur chacun de ces
intervalles.
Alors h réalise une bijection de
chacun de ces intervalles sur R et
OeR.
Par conséquent I'équation
h(x) = 0 admet deux solutions  x;
et x, telles que :

NE V3,
x1 E]O, ?I: et xz E] ?, +OO[
Cest-a-dire 0 < x; < g < X
Montronsque 0 <x; <1<x,<?2

h(1)=-1<0

h(2) = 1n2—%> 0
Ona: ]1;2[c] \/3_5; +oo[et
h(1) x h(2) < 0,alors 1 < x, < 2

Par conséquent :

0<x <C<1<x, <2

Doncona: 0<x;<1<x,<?2

Déduction
Signe de h(x)

Vx€|O; xq, h(x) <0
Vxe]xl, [ h(x) >0
Vxe]\;—_;xz[, h(x) <0
V x € |xy; +of, h(x) >0

PARTIE B
f(X) __ xInx

(x2+1)2

(1+lnx)(x +1)%-4x2(x%+1) Inx
(x2+1)*
(1 3x2)(

(x2+ 1)3

) =

_ x*+1+(1-3x%)Inx
(x2+1)3

x+1

7+ lnx)

(1-3x3h(x) Si x % E
z+1)3

f'(x) =
Inx x2

lim f(x) = lim —X oD

X —+00 X >+00 X

lim f(x) =0

X —+0o

.1
lim r;x =0
X —>+OO
Car "

=0

im
x »+00 (x%+1)2

xll_)r51+ flx) = xh_)r51+x In x X =y

i /G) =0

lim ;—1

{ 1ir51+x Inx =0
Car{”*”
x -0t (x*+1)?2

Cf) 1
x11—>r{)l+ x x11—>r{)l+ Inx % (x*+1)2
lim [® f(x) —
x -0t x
{ 1in(’)1+ Inx = —
Car{*”~
x11—>r1(;1+ (x2+1)2 =1

. Vx € D¢ ; (x*+ 1) > 0 alors le signe

de f'(x) dépend de celui de
(1-3x%h(x)

1-3x2=0=sx=+—

“ |G
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D’apres PARTIE A, et la régle des
signes, on a:

Vx€elo;xl ff(x)<0
Vx€lx;x[f'(x)>0
Vx€lx,,+oof,f(x) <0

On en déduit que

Sur ]0; x4 [, f est décroissante
Sur ]x;; x, [, f est croissante

Sur | x,,+[, f est décroissante
Tableau de variation de_ _f

X 0 X4 X, +oo
@] -0 + 0
0 (xz)

s \f (1 )/ \

4. Allure de (T)

¥

x  x*+1-x?

«, 1 —
5. Vx € RY x (x*+1)  x(x?*+1)

1 x
Soit (2+1) T x (x+1)

On en déduit que :

x—Inx— %ln(x2+ 1) est une

primitive de la fonction x -
x(x%+1)

sur ]0; + oof

6. a € 10;1[, J(a) = [F 225 dx

a (x%+1)2
Intégration par parties

ulx) = lnx
{v( )_ 2+1)2 :{

u'(x) =

v(x) = —% :

x%+1

1
x
X

](a)z[—lnxll_i_l 1 1

2(x?%+1) 27 x(x?+1)2

= [2(;:2) (lnx — —ln(x + 1))]

a
=z, Tna ——(lnoc——ln(a +1))

4 2(a®+1) 2

In 2 a’lna

Jla) = ——+= ln(a2+ 1) — @D

. Ala) = ua x (—](a))

ua = 16 cm?

Aa) = (4 In2 —4In(a?2+1) +
8a’lna 2
a’+1 )cm

Etona: limOA(a) =41In2
a—

lima?2=0

Car{, 0
lim a?lna =0
a-0

Cette limite est I'aire en cm2 du
domaine limité par (T) , I'axe des
abscisses et les droites
d’équations x =0etx =1
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PROBLEME 8
PARTIE A

fx)=x—4+ ilnlxl
. Dy = R et pour x €élément de R*

f,(x) — 4x+1

4x
Vx € ]—00; —i[,f’(x) >0
VxE€ ]— %;0[, f'(x) <0
Vx €]0; +oof, f'(x) >0
On en déduit que :
Sur]—oo; —%[,f est croissante

Sur |- ;0 , f est décroissante
4

Sur ]0; +oo], f est croissante
Tableau de variation de f

X | —o0 —= 0 400

f'x) + 0

4
f () / \

lim f(x) = lim (x -4+ lln(—x))
X——00 X——00 4
Posons X = —x;

Six — — alors X - +w et

lim (—X 44 l1nX)

X—>+0o0 4
4 1InX

= lim X(—1+——-—)=_oo

X400 X 4 X

((lim 2% =0
X>+o00 X
Car lim = =0
X—>+ 0 X
lim X = 4+

X—=+ ©

Alors lim f(x) = —oo
X—>—00

. . B 1
}Cl_r)r(l)f(x) = }Cl_r)r(l) (x 4+ 4lnlxl)

limf(x) = — oo car limIn|x| = —oo

x—0 x—0

- i _ 4 1lnx
x1—1>I-|I-1c>of(x) - x1—1>r-|poox (1 X + 4 x )

lim — =0

. Vx E€]-00;0[;f(x) <0

Par ailleurs :

Sur]0; +oo[, f est dérivable donc
continue et est strictement
croissante.

Alors f réalise une bijection de
10; +oo[ sur ]—o0; oo et

0 € ]—o0; +oof

Donc I'équation f(x) = 0 admet,
une solution uniqgue a dans

10; +oo]

[f(S) = —1+-In3<0

f@ =-n4>0

Ona: f3)xf(4) <O
Dou3<a<4

. De tout ce qui précede, on déduit

que :

Vx €]-0;0[;f(x) <0
VxeE]0;al;f(x) <0
VxEl]a;+oo[;f(x)>0

PARTIE B
Vx € R

h(x) =x+1- %xz— élenlxl et
h(0) =1
Dh B [R

. limh(x) =1 car lim x2In|x| =0
x—0 x—0

}Lnah(x) = h(0)

Alors la fonction h est
continue en 0

x—0 X— x—0 16 8
lim 2@272© _ 4 car limx In|x| =0
x>0 x—0 x—0

Alors h est dérivable en 0 et
h ) =1

ey =131, _1 _1
.h(x)=1 S X 4xlnlxl X

h'(x) =1—4x — ixlnlxl
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S h'(x) =x (i— 4 —ilnlxl)
orr(€) =24+
=%— 4 —ilnlxl

D'ou Vx € R*, h'(x) = fo)

. On sait que :
%E]—OO;O[ S x € ]-o0;0f

iE]O;a[ S xe]i;+00[

%E]a; +00[<:)x6]0;§[
D’apres PARTIE A3
Vx€J]—oo;0[,x <0 etf(i) <0
VxE]O;i[,x>0etf(§)<0
Vxe]i; +oo[,x>0€tf(%)>0
Par conséquent :

Vx €]—oo;0[,h'(x) >0

Vx€ ]O;%[,h’(x) >0

Vx€ ]i ; +00[ ,h'(x) <0
On en déduit que :

Sur ]—oo; i[ h est croissante

Sur ]i ; +oo[,h est décroissante

lim h(x)
e 31 1
= lim x4+ 1—=—x2—=x%In(—x)
Xm0 16 8

Posons X = —x;

Six — — alors X - +w et

lim —X+1-2x2_lx?nx=—c
Xo+00 16 8

Car lim InX = 4o

X—>+o0
Alors lim h(x) = —o
X——00
lim h(x)
X—>+00
= lim x2(1+i—£—11nx) = —o0
x>+ X x2 16 8
lim h(x) = —
xX—+ 00

Tableau de variation de h

X —co 1 +o0

) n 0 :
1

h(x) /

Tracer de (Cy)

(Ch)

Unité : 2 cm

5.
a. A = [, h(x) dx

1 31
AR = [, (x +1 —Exz) dx —
1 1
S f/1 x2In|x| dx

Calculons f; x2In|x| dx
Intégration par parties :

{u(x) = In|x| ona: { u'lx) = i

v'(x) = x? v(x) = §x3

1
flenlxldx
2
—_ |13 ] _ (i1 2
= [3x In|x| R /; Sx?dx
1
= [3x31n|x| —lx3]
3 9 2
AA) = Ex2+x — 2 x3 - ix3 lnle]

1
144 1

125 12 49134 13
AQ) = 17— A=A+ 2%+ -2%Ina

b. limA3InA=0
A- 0t

Alors lim A(A) = 123
-0t 144
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PARTIE C

. g est une fonction paire.
"(x) = — =
g'(x)= 4x<0, Vx >0

Alors g est une fonction
décroissante sur |0; + oo
Tableau de variation de g

X 0 400

g' (x) -

— 00

g(x) \

+ o0

On en déduit que :

g([3;4]) = [g(4); g(3)] = [3,65;3,73]
Or [3,65 ;3,73] C [3; 4]

D'ou g([3;4]) < [3;4]

. gx) =x

<:)4—x—iln|x| =0

e f(x)=0

a étant 'unique solution de
I'équation f(x) = 0, alors «a est
aussi I'unique solution de
I'équation g(x) = x car ces deux
équations sont équivalentes

. Uy, =3€[3;4].

Supposons que U, € [3;4] pour tout
entier n puis montrons que

U,.1 € [3; 4]

En effet :

U, €[3;4] = g(U,) € [3;4]

Car g([3;4]) < [3;4]

Or par définition U,,,, = g(U,,)
Dot U,,,, € [3;4] si U, € [3;4]

On conclut donc que :
vneN,U, €[3;4]
Cest-a-dire 3< U, <4

() = — L
9 () =—
3<x<4o —éSg’(x)S—i

1 1 16
— < ! < —
16_|g (x)|_12

On déduit donc que
vx € [3;4], 19’0 <

On sait que «a € [3; 4]

Vx € [3;4], en appliquant I'inégalité
des accroissements finis a
I'intervalle de bornes (a;x) ona:

() ~ 9@ < ;5 1x —al.
Org(a) = a

D'ou Vx € [3;4],
1
lg(x) —al < |x - a

. Onsaitque3 < U, <4.

Donc en faisant x = U,, dans la
relation précédente on a :

19(U) — al < =1U, —a
Or par définition : U,,, = g(U,)

D'ou Vn €N,
1
—_ <_ —_
U 11 “|—12|Un al

Déduction :
En partant de l'inégalité précédente,
ona:

n=0= |U1—a|S$IU0—a|
n=3= |U3—a|S$IU2—a|

1
n=n—1=|U, —«qf SEIUn_l—aI
Faisons le produit membre a

membre de ces n inégalités.
On obtient aprés simplification :

n
U, —al < () 10 —al
Uy — al = [3 — «a
3<a<s4
S 4< —a< -3
=-1<U;—a<0
S |Uy—al <1

U, —al < (%)nwo—od < (1—12)n><1

On en déduit que :

vneN, |U, - al s(%)"

. Comme g est strictement

décroissante sur ]0; + oo,
gla)=aetlU,,, = glU,),ona:
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U, <a= glU,) >a

= U,;1 >«

= U, <a<U,;4
D’autres parts :
U,>a= glU,) <a

= U, <a

= U <a<U,

On conclut donc que :
a est compris entre deux termes
conseécutifs de la suite  (U,)

Par allleurs :
On pourra remarquer que
U, < a < U, et montrer alors par

récurrence que pour tout entier p:

UZp <a< U2p+1

. , 1\" 1
. Il suffit de résoudre (—) < — pour

12 100

obtenir |U,, — a| < 1072
On trouve que le plus petit entier
n, a partir duquel cette inégalité
est vraie est ny = 2.
D’ou I'encadrement :

U2<a<U2+10_2

Une calculatrice fournit U, = 3,675.
On peut donc prendre a = 3,68
avec la précision 1072,

PROBLEME 9
PARTIE A

Inx

f(x)=2+m;Df=R*+

. g(x)=1+x—xInx; D; =R}
. g (x)=—Inx

vxel0;1[,g'(x) >0
Vx€]|l;4+mo[,g (x) <0

On en déduit que :

Sur ]0; 1[, g est croissante

Sur ]1; +o], g est décroissante

limg(x) =1
x -0

lim g(x) = xl_i)rilool +x(1—1Inx)

X — +00

lirP gx) = —

Tableau de variation de g

X 0 1 + o0
g'(x) + 0 -
2

g(x) . / \:oo

. Sur]0;1],g(x) # 0 car

vx€]o;1], g(x) €]1;2]
Sur ]1; +oo[, g est continue car
dérivable et est strictement
décroissante.
Alors g réalise une bijection de
]1; 4oo[ sur]—oo; 2[et 0 € |—o0; 2]
donc I'équation g(x) = 0 admet une
solution unique x, € ]1; +oo[

9(3,5) =0,125>0
{g(3,6) =-0,008<0

Ona: g@3,5)xg(3,6)<0
Alors x, € 13,5;3,6[

. Signe de g(x)

Vx€]0; x[ glx) >0
V x € ]xg; +oof, g(x) <0

f,(x) _ x+1-xInx _  g(x)

x(x+1)? - x(x+1)2
Vx€eER,,x(x+1)2>0
Alors f'(x) est du méme signe que
gx).
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Par conséquent :

Vx€0; xo[, f'(x) >0
Vx€lxg;+oof, f'(x) <0

On en déduit que :

Sur ]0; x,[, f est croissante
Sur ]x, ; +[, f est décroissante

liny/ ) = -

lin})lnx=—oo

X—

Car T
m—=1

1
x— 0x+1

lim f(x) = lim 2+1n—x><—

X +00 x>+ x+1

lim f(x) =2

X— +00

. Inx
lim —

X 0 xo 40
f'() + -
f(x )
f(x) ’ \
flxo) =2+

XO+1

Org(xy) =0 Inx, =

X0

D'oll f(xg) =2+
X0

Encadrement de f( xp)
35 < x <36

(:)027<—<028

= 2,27 < f(x0)<228
. (D):y=2

Inx
fx)—y=—
VxeR, x+1>0
Alors le signe de f(x) — y est celui
delnx
Par conséquent :
vxe]0o;1[, f(x)—y <O
Vx € ]1; +oof, f(x) —y >0
On en déduit que :

Sur ]0; 1], (€) est en dessous de (D)
Sur]1; +oo[, (€) est au dessus de (D)

Tracer de (C)

__________ _..mn ©

c. Vx€eR* F(—x) = F(x)
Alors F est une fonction paire
D’autre part :
Vx>0F(x)=f(x)
On en déduit que :
Sur ]0; +oo[, (€) = ()
Sur |—o0; 0[, (T') est la symétrique
de (€) par rapport a I'axe des
ordonnées. (Voir figure)

M =@ USyH((®)

PARTIE B
1. I(t) _ ft lnx

a. I(t) est I'aire en unité d’aire du
domaine plan limité par la courbe
(C), la droite (D) et les droites
d'équationsx =letx =t

;=1

b. J(©) = [{ % dx = [Fan 0]
J@® = 0np)?
C. K(t) tinx

Inteqratlon par parties .
u(x) =lnx u'(x) =-
{ v'(x) =i - v(x) = —=
K(t) _ [_lnx] +f
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K@ =[-2=-1f

X X

K(t) _ t—-1-Int

t
K'()==20Vt21
On en déduit que :
Sur [1; +oo[, K est croissante
lim K(t) =1

t— +oo

Tableau de variation de K

t 1 +00
K'(t) +
1
K(t)
O /

On en déduit que :
Vt> 0<K(lt)<1

1 1 1
Vx21, —-——= =
x  x+1 x(x+1)

D’autres parts :
x=>2lex+1=>2x

< x(x+ 1) = x?
1 1

x(x+1) = «x2

On conclut donc que :
vi>1,0<s--——<i

x  x+1 = x?

Déduction :
Vx=>1,Inx>0et

1 1 1
0<-——<-—
X x+1 x?

OSInx_lnxSlnx
xl x+1 lxz |
tinx tInx tinx
< E—— — —_ <
=0< [ —dx— [ —odx < [ —dx

Doncona: 0<J(t)—I(t) < K(t)

.0 S%(lnt)z—l(t) <K@t <1

—0<i- 1 o 2
2 (Int)? (Int)?

1 1 1(t) 1

2 (no?—

1
li =0
t—1>£-noo (Int)?

(Int)2 ™ 2

Alors lim o _1
t—+o0 (Int)? 2

=

N

PARTIE C

h(x) = f(x) —x; D, = [1; 4]

h(x)=f(x) -1

V x € |xg; +oof, f'(x) < 0 etdonc

V x € |xy; +oo[,h'(x) <0

On en déduit que :

Sur |x,; +o[, h est décroissante
' _ (x3+2x%+x) g’ (0)—(3x*+4x+1) g (x)

f (.X') - [x3+2x2+x]?

Vx €[l xo];9'(x) <0etg(x) =0

Donc (x3 + 2x2+ x)g'(x) < 0 et

Bx2+4x+1)gx) =0

Par conséquent :

Vxell xl f'(x) <0

On en déduit que :

Sur [1; x,], f' est décroissante

Par conséquent :

Vx €[l xol, f'x) < f'(x) < f'(D)

Alors 0 < f'(x) <22

Vx € [1; xl; 03f’(x)£¥
= OSf’(x)S%
=>1Sf’(x)—1£—%<0

= h'(x) <0
On en déduit que :
Sur[1; x,], h décroissante

h est dérivable donc continue et

strictement décroissante sur [1; +oo[

Elle réalise alors une bijection de

[1; +oo[ sur h([1; +oo[) = ]—o0; 1] et

0€ ]|—o;1].

D’ou I'équation h(x) = 0 admet

une unique solution a € [1; +oo[
h(2) =023>0

{h(3) =—-0,73<0

Ona: h(2)xh(3)<0
Alors 2 < a <3

h(X) =0 & f(x) =X

Alors a est I'unique solution de
I'équation f(x) = x sur [1;+oo[ et
ona:2<a<3
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w

f est croissante sur [2; 3]
Vxe€el[2; 3]
fR)<fx)=<f@B)

< 2,23 < f(x) <2,27

Or[2,23; 2,27] c [2; 3]
D'oll 2 < f(x) <3

Donc Vx € [2; 3], f(x) € [2; 3]

[2; 3] < [1; x,].

Donc f est décroissante sur [2; 3]
vx€[2; 3L f'B)=f'(x) < f'(2)
< 0,015 < f'(x) <0,09< -

Donc Vx€[2;3], 0<f'(x) <

O | =

. Vx €[2; 3], en appliquant a

I'intervalle de bornes (x; a)
I'inégalité des accroissements finis,
ona:

1
If (%) = fla)] <5 lx —a
Orf(a) =a

Dou Vx € [2; 3],
1
If(x) —al <5 lx—al

Uy =2€[2; 3]

vV n € N, supposons que U, € [2; 3]
et montrons que U,,, € [2; 3]

En effet :

U,€2;3]= fU, e[2; 3]
Carvxel[2; 3] f(x)e[2;3]

Or par définition U, = f(U,,)

Dot U,., €[2; 3]siU, € [2; 3]

On conclut alors que :
vneN, U,€[2; 3]

On sait aussi que :
Vx€[2;3]If() —al <;lx—al
Prenons x = U,

Oona:|f(U,) —al <5 |Uy —al

Or par définition U,.,, = f(U,)

Dou Vn €N,
1
|Un+1 - al < ;lUn - al

1 ) 1n\"
c. 0<=<1alors lim (—) =
9 n- 4o \9

b. En partant de l'inégalité précédente,
ona:

n=0= |U1—a|S§IUO—a|

1
n=n—-—1=|U, —«qf S;|Un_1—a’|
Faisons le produit membre a

membre de ces n inégalités.
On obtient aprés simplification :

n
U, —al < (5) 1Up—al
Uy —al = 12—l
2<a<3
& —-1<U;—a<0
S |U,—al <1

s |U, —al < (%)nIUO—aI < G)nxl
<

Donc Vn €N, |U,, — af

On en déduit que la suite  (U,,)
convergeet lim U, = a

n-—- +o
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PROBLEME 10

PARTIE A
f(x) = Vxe'™; D, = [0; +oo[
. f(x) = Vxel™®
Vaxx —x
= XeXe
_i\/i -x
= ;X xe
e X
fx) = ﬁxe_x
On adonc:
lim f(x)=0
X >+
. e _
lim = =0
X > +o0 €

La courbe (€) admet une asymptote
horizontale d’équation y = 0

Vx>0 f(x) =%e1‘x

V x €]0; +oo[,2vx >0etel™ >0
Alors le signe de f'(x) dépend de
celuide 1 —2x

1-2x>0 = x<-

Par conséquent :

Vx € ]O; %[,f’(x) >0

Vx € ]% +00[,f’(x) <0
On en déduit que :

Sur ]O; %[ f est croissante

Sur ] %; +oo[,f est décroissante
Tableau de variation de f

X 0 400

f'(x)

1
2
+ 0 -
e
2

/'f\.

f)

0 0

3. Tracé de (C) :

4.
a. Voir figure

b. V =uv x nfolfz(x)dx
fol f2(x)dx = fol xe? X dx
Intégration par parties
{ u(x) =x { u'(x) =1

v’(x) — ez—2x U(X) — _%eZ—Zx

1, 2-2x 1 ookt
[ xe? ?*dx = |—>xe +
0 2 0

11 —
f _ez Zxdx
02

1
fol xe? 2Xdx = [—i(Zx + l)ez‘zx]o

1 _ e?-3
J, xe* #dx =

uv = 8cm?

2_
V =8n (%) cm?® = 2n(e? — 3)em?®

PARTIE B

n+1

Up=[,  f©dt
1. U, estlaire en unité d’aire du
domaine plan limité par la
courbe (C), 'axe des abscisses et
les droites d’équations x = n et
x=n+1
2. f est décroissante sur [1; +oo].
Douvn=>letvtn<t<n+1
Ona:f(n+1)<f()<f(n)
En appliquant l'inégalité de la
moyenne sur, on a:
fu+Din+1-nl < [T f(e)dt <
f(M)n+1—n]
Donc vn=>1,
fm+1) < U, < f(n)
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=

On déduit de cette inégalité que :
f+2)< Upyy S f(n+ 1) < Uy < f(n)

Cest-a-dire vn>1,U,,;, < U,
Ceci montre que (U,,) est une
suite décroissante.

lim f(x)=0

X — +00

Dou lim f(n)= lim f(n+1)=0
n- 4o n-— 4o

On déduit que (U,) est
convergenteet lim U, =0

n-— +o

PARTIE C

F est 'unique primitive de f
s’annulant pour x =1
On en déduit que :

vx=>1, F(x)=f(x)

D’apres I'étude de f dans PARTIE A
Vx €[1; +oof, f(x) >0

Par conséquent :

Sur [1; 4+oo[, F est croissante

a. vt>0,(Vi—v2) >0

St—20/tV2+2=>0

Donc Vt=>0,(t+2)>2/2Vt

Déduction

Vi>1,(t+2) > 2V2Vt

& (t+2)er™t = 2V2Vte' !
DouVvx=>1,

J] (t+2)e'tde = 2v2 [[ Vie'Tde
& 2V2F(x) < [ (t+2)eltdt

On en déduit que :
1 —
Vx>1F(x) < ﬁfl"(w 2) el~tdt

Intégration par parties

u(t) =t+2 u'lx) =1
{v’(t) — el t {v(x) = —elt
[t +2) et tdt
= [—(t+2e ) + [ettde
= [-(t+2)e' -]
[t +2) et tdt = [—(t + 3)e' "]}

Ji(t+2)ertdt =4 — (x + 3)e'™*

w

Déduction

Vx€[l; 4o, (x+3)>0;el™ >0
S (x+3)el™ >0

o —(x+3)el™*<0
S4—(x+3)el™¥ <4

PR flx(t +2)el tdt < 4

& F(x) S%ff(t‘l'z)el_tdtﬁ%
e F(x) <42

D’autre part :

Vt=>1,f(t)=0

s [[fOdt=0vx=>1

S F(x) =0

On en déduit que :
Vx>10<F(x) <2

Sn = U1 + U2 + ..+ Un—l
= flzf(t)dt + f;f(t)dt + ot
[ fdt

D’apres la relation de Chasles on a :

S, = J; f(Odt

.S, =F(n) = 0<S5,<2

La suite (S,,) est croissante et
bornée.

On en déduit que (S,,) est
convergente
Onsaitque: 0 < S, <2

D’ou en passant a la limite, on a:
0< lim S, <V2

n - +oo

Soit 0 <I<+2
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PROBLEME 11

PARTIE A
f(x) =e¥cosx ; D =R
. f'(x) = —e *(cosx + sinx)

VxER e *>0
Ceci montre bien que f'(x) estdu
signe de —(cosx + sinx)

. cosx + sinx

= ﬁ(?cosx+gsinx)

T LT,
= \/E(COSZCOSX + smzsmx)

Donc cos x + sinx = V2 cos (x — %)

VxE[—E;E],(x—E)E —3—71;2]
2’ 2 4 4’ 4

Wl

S —<x

4 =2
f'(x) = =2 cos (x —%)

Par conséquent :
T -7 ’

VxE€E [_E’ T] f (x)=0
mT T

VxEe€ _Z; E] ,f’(X) <0

On en déduit que :
Sur [—E; _—”],f est croissante
2 4

Sur [—%; g]f est décroissante

3. Tableau de variations

20 S
f'(x) + 0 -
25
f(x) 2
0 / \0

Les coefficients directeurs des
tangentes :

X T TT0 T
2 a_
f (x) ez 0 -1 ez

4,
a. F'(x) = f(x)
& [(b—a)cosx —(b+a)sinx]e™
=e*cosx
Par identification on a :
1
{b —a=1 a=-=3
>
b+a=0 p=21
2

F(x) = %x(—cosx + sin x)

b. A =ua X f_EEf(x)dx

A= f_ng(x)dx

A =25 (F (g) —F (— g)) cm?
2o 2
2

A =25 X% cm?

Ou encore

A = 25sh (g) cm?
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PARTIE B
A5 - 2
S Vx e _E' O_,

x<0<f(x)<ge%

) =x

S Ve _—g; 0_
D’autres parts :

F(-3)=0er(-5) =3
fO) =1 f(0)#0

On conclut donc que :
VXxE [—g; O],f(x) * X

C’est-a-dire que sur l'intervalle

[—g; 0], il n’existe pas de point
d’intersection de (I') avec la droite
Q):y=x

. o(x) = e *cosx —x D(pz[O; %]
a. (p(0)=1et(p(§)=—§
@' (x) =f'(x) -1

VxE€E [0; g],f’(x)<0<:)<p’(x)<0

Sur [0; g] @ est décroissante
Tableau de variation de ¢

x 0 %
@' (x) -
1
00 | T~

. @ est continue car dérivable sur
]O; %] et est strictement décroissante
sur cet intervalle. ¢ réalise alors une
bijection de ]O; E] sur]—E ; 1] et
2 2

V3
0e€e ]—; ; 1]
Donc I'équation ¢(x) = 0 admet
une unique solution e« dans ]O; g]

pa@)=0< f(la) =«a

CB=f)=et

cos1
10:1] c]o; g]

{ 0 =1 >0
p(1)=-1 <0

Ona: @(0)xe(1)<0
Dol a € ]0;1[ c'est-a-dire a<1

D’autres parts :

f étant décroissante sur ]0; 1]
Ona:

a<l o f1)<f(a)

Or f(a) =aetp = f(1)

Dou f<a

Ona: f<aeta<l1
Donc p<a<1

. On considere la suite (U,,) définie

par son premier terme U, = 1 et
VneN, Uy, = f(U,)

. Uy=1doncona:pB<U,<1.

Supposons f < U, <1 pour tout
entier n puis montrons que
ﬁ = Un+1 <1
En effet :
B<U, <1 =0<B<U,<1

= f(1) = fU < £(0)
Car f est décroissante sur [0; 1]
Or par définition U,,, = f(U,)
Doupf <U,,<1sif<sU,<1

On conclut donc que :
vneN, p<U,<1

. On pose k = |f'(B)|

f"(x) =2e*sinx >0Vx€ ]O; %]
On en déduit que :

Sur ]O; %] ,f" est croissante

Par conséquent :

gelo;ifc o]
Sro<fr@=f3)

o —1<f(B) < —e 2
sez<|f(Bl<1

Onadonc: |[f'(B)l <1
Cequimontreque: k<1
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D’autres parts :
vx€e|[B;1],ona:
ffB<f<fA<o
= |f'l=I1f' (Bl

Donc Vxe [B;1], Iff ()| <k

. Appliquons l'inégalité des
accroissements finis a l'intervalle de
bornes (a; U, )

Ona:

If(U) — f(@)] < k|U, — al .

OrUpy =fUp) etf(a) =a

Donc Vn € N,
|Un+1 - al < klun - al

En partant de cette inégalité, on a :

n=n—-1=|U, - a| <k|U,_, — «f
Faisons le produit membre a
membre de ces n inégalités.

On obtient apres simplification :

U, — a| < k™|U, — «af

Uy —al =1 - «al

0<ax<li

& -1<Uyj— a<0

= U, —al <1

S |U, —al <k™MUy—al <1 Xk

On en déduit que :
vneN,|U, —al <k®

lim k" =0cark<1

n - +oo

On n’en déduit que la suite  (U,,)
est convergente et liT U,=«
n-—- (00]

PROBLEME 12
PARTIE A

u(x) =2x—-+v1+x?; D, =R

. u(x) =0 2 2x—V1+x2=0

=S V14 x2 =2x

{ 2x =0
14+ x2=4x?
x=0
(z){ V3
x =+—
3
(:)x=§
(V3
sz = {3}

. u(0) = -1 < 0 d'ou le tableau de

signe suivant :

X —00 ? 400
u(x) — 0 +
VxE]—w;?[, ulx) <o
vV x E]\g—§ ; +00[,u(x) >0
PARTIE B

. g(x) =x—-2v1+x% D;= R

a. Les fonctions x — x et

x — 1+ x? sont dérivables sur R
car ce sont des fonctions polyné6mes
D’autres parts :

VxeER1+x*>0

Alors la fonction x +— /1 + x2 est
dérivable sur R

On conclut donc que :
g: x — x — 2V1 + x2est dérivable
sur R comme combinaison linéaire
de deux fonctions dérivables sur R

,(x) _ V1+x*-2x _ u(x)
- 9 T Vivxz V1+x?

. VxeERV1I+x2>0

Alors le signe de g'(x) dépend de
celui de —u(x)

Par conséquent :

Vxe]—OO; ?[,g’(x) >0
V3
3

Vx E] ; +00[,g’(x) <0

-97 -




50 Problemes Type BAC + Corrigés

LOVI Yawo Mawulolo

. lim g(x) = lim x<1+2 f1+i2>
X > — 00 X —> — 00 X
x Eng(x) N x1—1>r-|r-loox <1 2\} L+ x2>

lim g(x) = —; lim g(x) = -
X —> — X -+ ©

Tableau de variations de g

X —00 g + o0
g'(x) + 0 -
V3

. lim 29— gim <1+2/1+iz>
X—>—00 X X —> — 00 X

lim 22 =3
X — — 00

Et lim (g(x) —3x)
X —> — 00
= lim (—Zx —2V1+ xz)

x - -
. 2

= lim ——=0

X=>=—® x<1+ /1+%>

Jim (g(x) —3x) =0

Alors la droite d’équation y = 3x
est une asymptote oblique a (C)
au voisinage de — o

lim 2% = lim <1—2/1+i2>
X—>4+0c0 X X > + o X

lim 22 =1
X—>+o00 X

Et lirJrrl (g(x) +x)
X = (00
= lim (Zx —2V1+ xz)

X — + oo

= lim mE——

X+ x<1+ /1+%>
liIP gx)+x)=0
X - (00]
Alors la droite d’équation y = —x
est une asymptote oblique a (C)

au voisinage de + o

. Vx<0,y=3xet
-2

900~y = < 0

On n’en déduit que :

(C) est en dessous de I'asymptote
d’équation y = 3x.
Vx=0,y=—xet

) -y=—F=

) y x+V1+x2
On en déduit que :
(C) est en dessous de I'asymptote
d’équation y = —x

<0

. Représentation graphique

PARTIE C

. h(=x) = —g(x)

& h(=x) = —x+2V1+x2
S h(—x) = —x+ 21+ (—x)?

Dou Vx €R, h(x) =x+2V1+ x?

. (C)iy=x—-2Vv1+x?

Sy—x=-21+x*<0

S @-x)2=414+x*);y—x<0
= 0:(-—x?=41+x%); y<x
(D) :y=x+2V1+x2
Sy—x=2V1+x2>0

S (@y—x2=40+x?);y—x=0
eM:(y-x*=40+x%);y=2x
Or

{xy) ER*/y<xouy=2x}=R*.
D'ot (C) U (D): (y —x)* = 4(1 + x?)

On a donc
CuM:y*—2xy—3x2—4=0
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(-9) = 2= (=y) — 3(=x0) -

= y? — 2xy — 3x% — 4.

Donc si le point M(x,y) € (C) u (I
alors le point M'(—x, —y) € (C) u (I")
On en déduit que :

L’origine O du repére est un centre
de symétrie de (C) U (I)

. (") est donc la réunion de (C) et de
sa symétrique de par rapport a
I'origine O du repere.

(M) = (0 uS,((0)

(Voir le graphique)

PARTIE D
flx) =xv1+x2+ ln(x +vV1+ x2)

. VXER, 1+ x?>x?
& V14 x2>Vx?
Or Vx2 = |x|

Dol Vx € R, V1 + x% > |x|

. Dr={xeR/x+V1+x*> 0}

Vx ER,V1+x2>|x|=>—x
S x+V1i+x2>0VxeER

Onendeduitque: Df= R

14—

’ _ 7 x? V1+x2
S @) =Vttt et s

_142x? 1 2(1+x?)
Vi+x?  1+x? V1+x?

f'(x) =2Vv1 + x?
gx) =x—-2Vv1+x2=x—f'(x)

D’ou une primitive de g sur R est
par exemple la fonction G définie

ar: G(x) = x*— f(2)

. A=ua X fol(—x —g(x))dx
L 1
= ua X [—Exz— G(x)]0

ua = 4cm?

A= 4(V2 +In(1 + V2))cm?

PROBLEME 13

PARTIE A
flx) = ; Dr =R \ {2}
3 —x2+4-3 1—x2
_x+2_m_ x+2 _x+2_f(x)
D'ou Vx € Df, f(x)=—x + 2 —%
’ _ —(x*+4x+1)
RAC (x+2)2

Vx€ D, (x+2)>0

Alors le signe de f'(x) dépend de
celuide —x?—4x —1
—x?—4x—-1=0

A'=3

x;==2—3 x,=-2++3

Par conséquent :

Vx€|-0o; —2—V3[f'(x) <0
Vx € |-2—=+35-2+V3[, f'(x) > 0
Vx € ]—2 +4/3; +00[,f’(x) <0

On en déduit que :

sur |-o; —2 =73,

f est décroissante

Sur]-2 —v/35-2++3],

f est croissante

Sur |-2 ++3; +o],

f est décroissante

Jim £2) =
lim f(x) =4
11m f(x) —0

x—>-2%

lim f(x) =

X—+0o0

Tableau de variation de f

X |—0—=-2-v3 -2 -24V3 4+
f'(x) - 0 + + 0 -
4-23

e \/ N
4+23 —®» -®

La droite d’équation x = —2 est une
asymptote verticale a (C)

D’autres parts :

Posons y = —x + 2

Jim (F(x) = y) = lim (f() =) =0
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Alors la droite d’équation y = —x + 2
est une asymptote oblique de (C).
Tracer de (C)

) 1t

. Soit | le point d’intersection des 2
asymptotes :

x=-2 x=-2
{y=—x+2=’ { y =4
Alors 1(—2;4)
f(2><( 2) =)+ f(x)

= f(- 4—x)+f(x)
=x+4+2- —x4+2-——=8

—Xx—2 xX+2

fC2x(-2)—-x)+f(x)=8=2%x4
Alors I(—2;4) est un centre de
symétrie de (C)

CA=uax [’ (y—f(x))dx
- f@)dx = [°, —dx

— Bint+ DT,
S5 (v = f(x)dx = 6In2

ua = 1 cm?
A= 6In2 cm?
PARTIE B
o(t) = 12+211r:1tf’ b, =R
Cplr—6) = T = (1)

Car sin(mr — t) = sint

@ est périodique de période 2w donc
I'étude de ¢ peut se faire sur un
intervalle d’'amplitude 2w et on
compléte la courbe représentative

de ¢ par des translations de vecteur

k2ni ; k étant un entier relatif.
D’autres parts :

p(m—1t) —<P(t)3 ;
EN EHEER
Vte[—; z (n—t)e[E 37"

D’ou une etude des variations de
m .
@ sur [— ;;;] permet de construire

entierement la courbe
représentative de ¢

a. f”(x)— 2)3<0‘v’xe] 2; +oof

Sur |-2; +oo[,f est décroissante
On en déduit que :
Sur[—1; 1], f’ est décroissante

frA=11D = [f"); f'(=1D)]

Alors f(-1,1) =|-2; 2|

. () = f(sint)

& @' (t) =cost X f'(sint)

Donc VteR, f'(t) = f'(sint) cost

f' est continue car dérivable et est
strictement décroissante sur |—1; 1]
Alors f' réalise une bijection de
1-1;1] sur]—g; z[et 0€ ]—%; 2[
Donc I'équation f'(t) = 0 admet
une unique solution t, dans
1—-1;1].
1<t <1

m T .
& 3Ala € ]_E;E[/ sina =t
Onadonc:
¢'(a) = f'(sina) cosa

= f'(t,) cosa

@'(a) =0
CarvVa € ]—g,g[ cosa > 0 et
f'ty) =0

On conclut donc que :
a est 'unique solution de

I'équation ¢’'(t) = 0 dans ]—— —[
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1-sin?a
) (p(a) " 2+sina
Or¢'(a) =0

& f'(sina) =0

S sina=-2++3
Car—2—-+3< -1

D’ol ¢(a) = f(—2 ++/3)

Onadonc ¢(a) =4—-2V3

t (0| ] T r
6| 4 3
p®) | 113 14-+v2|4-+3
2110] 14 26
"0) = -1
¢'(0) = —+

. @'(t) =f"'(sint) cost

Vte [O;g],cos t > 0 et d'aprés les
variations de f,

0<sint<1= f'(sint) <0

Car [0;1] € |=2 ++/3; +oo|

Par conséquent :

Vite [o;g],q)'(t) <0

On en déduit que :

Sur [0; g] @ est décroissante

tD

o' (t)0 [T 1

O
e

75

4. h(t) =) —tetD, =R

Kit)=¢'®)-1<0vte [0
On en déduit que :

Sur [O; %] ,h est décroissante

h étant continue et strictement
décroissante sur [O; %] alors

h réalise une bijection de [O;%]

dans [—E; 3] et0 e [—E; 1]
2 4 2 4

Donc I'équation h(t) = 0 admet

une unique solution @ € [O;g]

h(@) =0 < ¢(0) =80

D‘ou @ est aussi l'unique
solution de I'équation ¢@(t) =t

sur [0;%]

. Uy =0 et0 € |0; 5| donc U, €0; ]

PARTIE C

N[ R
—

Vv n € N, supposons que U,, € [O- =

puis montrons que U, ,, € [O; %
En effet :

1
0<U, < > <

T

2

= ¢0(5) < W) < ¢(0)

Car ¢ est décroissante
Onaalors 0 < (U,) < %

Or par définition ¢ (U,) = U,
D0l Uy, € [0; 2| si U, € [0; 5]

On conclut donc que :
vneNU,e€ |o; ]

2. f'étant décroissante sur |—2; + o[

alors elle est décroissante sur [0; 1]
ona: f/([0; 1) = -2 - ]

e vxelo; 1], —gg fl(x) < -
e vxeln1] ;< If <2

Donc v x € [0; 1], |f'(x)| < >
Par ailleurs :

@'(t) = cost X f'(sint)

e o' ()| < |f'(sint)]

Lol

w
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Carvte [o; %] c [0; g],|cOst| <1
Or Vte [0; %] sint € [0; 1]

D’ou

vee|o 3] lo'@I<IfGinol <2

On en déduit que :
1 , 2
Vte [0; 5], lp' (D] <3

1 , 2

vee|o i) lp'@l<? et

1
vneN,U, € [0;3].
Appliquons l'inégalité des
accroissements finis a l'intervalle de
bornes (6; U,, ).
Ona:

2
|(p(Un) - (P(g)l < glUn - 9'
Or o(Uy) = Upy, et @(0) =6

D'oll V1L E N, |Upyy — 0] <2 |U, - 6]

. En partant de cette inégalité on a :

n=0=  |Uy—60]<2|U;— 0|

n=n—1=|Un—9|S§|Un_1—9|

Faisons le produit membre a
membre de ces n inégalités.
On obtient apres simplification :

V=01 < ()" 10, - 6l
0<O<-etly=0
© —2<Uy—0<0
<:)|U0—9|S%

= U~ 01 < (2) 10, -0l <2x (2)

12\
Donc VvneN,|U, — 0| SE(E)

lim 1(3)n =0

n—-+oo 2 \3

Car0<§<1

On en déduit que la suite  (U,,)
converge vers 0

PROBLEME 14
PARTIE A

(E):y' =2y =2(e**—-1)

. g(x) =axe*®* +b

g (x) = 2ax + a)e**
g'(x) —2g(x) = 2(e** - 1)
& ae?® —2b =2e** =2
Par identification :

a=2 _ 2x
{bzletg(x)—er +1

.yYy=z+g

Supposons que y est solution de (E)
Ona:y' —2y=2(e*-1)
=z+g) -2(z+g)=2(*-1)
=z —2z=2*-1)- (9" —29)
=2z —-2z=0

Carg —2g =2(e?** —1)

Alors z est solutionde (E')siy
est solution de (E)
Réciproguement

Supposons gue z est solution de
(E)

Ona:g'—2z=0

=z —2z=0etg' —2g =

2(e?* —1)

=z +g9 —-2(z+g) =2(*-1)
= (z+g9) —-2(z+g) =20*-1)
=y -2y =2(e*-1)

Alors y est solution de (E) si z est
solution de (E')

On vient ainsi de montrer que :
y est solution de (E) si et
seulement si z est solution de (E')

. Z2 =2z2=0 27 =2z

Alors z = ke**; ke R

Déduction :
Soit y une solution de (E)

y=z+g

Alors y = ke** + 2xe** +1; ke R

f(x) =ke*™ +2xe** +1etf(0)=0

=0 k=-1

Onadonc f(x) = (2x—1)e**+1
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PARTIE B
f(x) =@x—-1De* +1; D; =R

lim 2xe?* =0

X——00

lim e?* =0

X—>—00

Alors lim f(x) =1
X——00

On en déduit que :

La courbe (€) admet une asymptote
horizontale (A) d’équationy =1 au
voisinage de —oo

. (A):y=1

fx) —y=(2x—1)e*

vV x € R,e?* > 0; alors le signe
dépend de celui de (2x — 1)

Par conséquent :

VxE-—OO; %[,f(x)—y<0
Vxeé; +00[,f(x)—y>0
On en déduit que :

Sur_—oo; %[ (@) est en dessous
de (A)

Sur ]% +oo[, (€) est en dessus
de (A)

O =)= f)=y

<:)x=%ety=1

Alors A G 1)

lim e?* = 4
X—>+0oo
lim 2x — 1) = +o

X—+ 00

Alors lim f(x) = +oo
X—+0o0

D’autres parts :

o lim e?* = 4+
. —+400
lim £ = 4o car{ * 2x—1
x-too X lim ( )= 2
X—>+00

X

Alors la courbe (¢) admet une
branche parabolique de direction
I'axe des ordonnées

. f'(x) = 4xe**

VxeRe* >0

Alors le signe dépend de celui de 4x
Par conséquent :

Vx€]-o; O f'(x) <0

Vx€]0; +oof,f'(x) >0

On en déduit que :

Sur |—o0; 0], f est décroissante
Sur ] 0; +oof, f est croissante
Tableau de variation de f

x —00 0 +o0
f'(x) = 0+
1 +00
f@) \\\\‘O////”

. Tracer de (C) et (A)

(CJ

1 1
I =[2[1 — f(x)]dx = [2(1 — 2x)e**dx
Intégration par parties
{u(x) =1-2x {u'(x) = -2

v'(x) = e?* v(x) = %er

1 1
E (1- Zx)ezx]z + fgezxdx
1

| = [ - x)e®T;

ix

. | est 'aire en unité d’aire du domaine

plan délimité par la courbe (C), la
droite (A) et les droites d’équations

x=0e'[x=l
2
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PARTIE C

o J :f_ol(Zx — De?dx = [(x — 1)e?*]°,

D’apres PARTIE B5)

DoncJ =2e%2-1

K= f_ol(Zx — 1)%*dx
1°" Intégration par parties
u(lx) = 2x —1)2

{ v'(x) = e** =
{u’(x) =202x—-1)

v(x) = ie‘”

_ |1 1\2,4x 0
K = [4(2x 1)2e ]_
%ffl(Zx — et dx
2°M° Intégration par parties
{u(x) =2x—1 - u'(x) T 2

v'(x) = e** v(x) = Ze‘“‘

0 4
f_1(2x —1)e** 0
_ |1 4 100 4
= [E(Zx — e x]—1 — - e dx
On a donc
K =[F@x— 1% - 1 (2x — e + ze¥]

K=[(=Gx+g)en]

0

1

5—25¢~%

K = 3

.V =uv X nf_olfz(x)dx

2 f2(0)dx

= [° [(2x — 1)%* + 2(2x -
1)e?* + 1]dx

= [0 (2x — 1)?*"dx

+2 f_01(2x — DeXdx + f_ol dx
[0 f20)dx =K +2] +1
f_olfz(x)dx =4e% — %e“* —g
uv = 8 cm3

V =n(-25e* +32e%—-3)cm3

PARTIE D
x=1n7t<:)1nt=2xett=e2x
On en déduit que :
y=1—Qx+ 1)e **

D’autre part :

t>1=1Int>0
Int

=>TZO
=x=0
M:y=—Qx+1e > +1;, x>0

.My =(-2x—1)e > +1; x>0

S M:y=f(x);x=0
Construction

Vx>0, —x<0

(I') est donc la symétrique de la
partie de (C) correspondant a
]—o0; 0] par rapport a I'axe des
ordonnées
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voisinage de 4o
Cf)=1+e* =

_ 1
=e Zx( -
e—X

ze—Zx
e—X

+ e=2x 2)

Donc f(x) = e ?*(e?* + e* — 2)

On en déduit que :  lim f(x) = —oo

50 Problemes Type BAC + Corrigés LOVI Yawo Mawulolo
PROBLEME 15 lim e™2* = +oo
— -x __ -2x. — X—>—00
fx)=1+e 2e7°%; D =R Car lim e2* = 0
X—>—00
PARTIE A Jim e* =0
PX)=1+X-2X%3Dp =R 3
. A=9 . a. f'(x) =—e™*+4e %
X1 = -, XZ = 1 b f’(x) = e_zx(_ex + 4)
2 —-2x
vX € |- —2,PC0) <0 vieRe™ >0
) Alors f'(x) ale méme signe que
1 (4—e")
VXe ]——; 1[,p(x) >0
2 4—e*>0=x<2In2
VXEIL '1"°°['P(X) <0 Par conséquent
P =-2(X+) X -1) Vx €]—o0; 2In2[f'(x) >0
SPX)=QRX+1D0-X) VXE]ZIIHZ_; +oo[, f'(x) <0
Or f(x) = P(e™*) d’od On en deduit que : .
fx) = 2e*+1)(1—e™) Sur |—o0; 2In 2|, f est croissante
VxER2e ™ +1>0 Sur]2In2; +ool, fest décroissante
celuidel —e™* x —00 2In2 +o00
1-e™*>0=>x>0 £ (x) + 0 —
Par conséquent : 9
Vx €]—o0;0[f(x) <0 (x) 8
Vx €]0; +oof, f(x) >0 f / \
. On en déduit que : —® 1
Sur ]—o?; o[, () est en dessous de £(2In2) = 9
I'axe des abscisses 8
Sur ]0; +[, (€) est au dessus de 4. ,
I'axe des abscisses a. (Ty):y =f"(0)(x—0)+ f(0)
Alors (Ty):y = 3x
PARTIE B b. (D):y=1
lirP e =0 () =)
X—+00 —-X —2X
. Zox S e ™t —2e =0
xl—1>r-l¥looe =0 = e‘zx(ex -2)=0
Alors lim f(x) =1 Se¥=2carVxeR, e?*#0
X—>+0o0 _ _ _
On en déduit que : ©x=In2 ety=f(In2)=1
(€) admet une asymptote Etdonc A(In2;1)
horizontale d’équation y = 1 au c. f(x)—y=e?*(e*—-2)

VxER, e ?*>0

Alors le signe dépend de celui de
e*—2

e*—2>0=x>1In2

Par conséquent :
Vx€|-oo;In2[,f(x) —y <0
Vx€lln2; +oof, f(x) —y>0
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On en déduit que :
Sur ]—o0;1n 2[, (€) est en dessous de
(D)
Sur ]In2; +oo[, (C) est au dessus de
(D)

5. Me:y=f'(In2)(x —In2) + f(In2)

Donc (T):y = %x 4122

2
6. f(—In2) = -5
(€) passe par le point de
coordonnées (—1n2; —5)

Tracer de (C)
¥

PARTIE C

. A =ua X f;nz(l — f(x)) dx

folnz(l - f(x)) dx = [e™* — e 2¥]i1?
folnz(l —f(x))dx =

ua = 4cm?

1
4

Onadonc A =1cm?

S A>In2; AQ) = 4[5 [f(x) - 1]dx
. A(A) est I'aire en cm2 du domaine

plan délimité par la courbe (€), la
droite (D) et les droites
d’équations x =In2etx =41

. AQ) = 4[—e* + e )],

A) = (1 —4e™* + 4e2*)cm?

lim e =0
A >+

lim e 24 =0

A —>+00
Alors llim A) =1

-+

V= nf_olnzfz(x) dx

f2(0)
= (1+2e™* —3e™2* — 4e73% + 4e~*¥)dx

0
.3 _ 4 _ _
V=7r[x—26 X4Ze X4 - ¥ —p 4"]
2 3 —In2

V=n(§+ln2)uv
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PROBLEME 16

PARTIE A

g(x) =-3 —lnx+§; D, = 10; +oof
lim Inx = —oo

x—0t

{ lim 1 +o0
x-0t x

Alors limg(x) = +o
x-0t

{ lim Inx = 4o
X—+00

. 1
lim ==0
X+ X

Alors lim g(x) = —

X—+o

g =55
Vx€]0; +o,x*>0etx+1>0
Alors V x € ]0; +oo[,g'(x) <0
On en déduit que :

Sur ]0; +oo[, g est décroissante
Tableau de variation de g

x U | OO oo [

g’ ()0 (IR [0

O [H o]
g ;
(T — oo [T

. Sur ]0; +[, g est continue car

dérivable et est strictement

décroissante.

Alors g réalise une bijection de

]0; +oo[ sur |—oo; +oof et

0 € J—o0; +oof

Donc I'équation g(x) = 0 admet

une unique solution « dans

10; +oof

Montrons que «a € [0,4 ; 0,5]
g(0,4)=04>0

{g(O,S) =-0,3<0

Ona: g(0,4)x g(0,5) <0
Alors a €[0,4; 0,5]

. g est décroissante et g(a) =0
On en déduit que :

Vx€elo; a,glx)>0
Vx€la; +o[,g(x) <0

1= [ g(x)dx
. VxEE; a],g(x)ZO

On en déduit que :

I est l'aire en unité d’aire du
domaine plan délimité par la courbe
de g, 'axe des abscisses et les

droites d’équations x = % etx =a

I =[-3x+Inx]{ - [ Inx dx
4 4

Calculons [i Inx dx
4
Intégration par parties

u(x) =lnx u'(x) = i
{ v'(x) =1 - {v(x) =x
JfInxdx = [xInx]§ — [i"dx

4 4
Donc I = [-2x+ (1 —x) Inx]?
4

I=—2a+(1—a)lna+%+§1n2

Org(a)=0=>1na=—3+i

Dot I=a+1—24+3In2
o 2 2

PARTIE B
f(x) =e™*(@B +1Inx); Dy = ]0; +oof

x -0t
e’ =1

' {lim lnx = —0

Alors J}Ll})1+ f(x) = -

. f(x) =e*(3+1Inx)

=3e*+e*lnx
= 3e™* +eix-lnx

Donc f(x) =3e™™* + eixl"—x

X

lim e *=0

X —>+00

X >+ X

Alors lim f(x) =0

X >+

. Déduction

(€) admet une asymptote verticale
d’équation x = 0 et une asymptote
horizontale d’équation y = 0 au
voisinage de +o

. f'(x) =—e*@B +1nx) +ex;x

flx)=e* (—3 —Inx +§)

Doncona: f'(x)=e™-g(x)
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3. f(a)=e ™ *(B+1Ina)
Orgla)=0<Ina = —3+%

Dot f(a) ==

ae%

Encadrement de  f(«a)
04<a<0,5

< 1,49 < e® < 1,64
< 0,59 < ae* < 0,82

= 1,21 < — < 1,69
ae

On en déduit que :
1,2 < f(a)<1,7 a5x1071 pres

4. Vx €]0; +o[,e™ >0
Donc le signe de f'(x) dépend de
celui de g(x)
Par conséquent :
vxelo; al,f'(x) >0
Vx€la; +oof, f'(x) <0
On en déduit que :
Sur ]0; af, f est croissante
Sur |a; +oof, f est décroissante
Tableau de variation de _f

X 0 a 400
f'(x) + 0 -
(x) /(a)
fx
N,
5. f(x) =0

S e *B+Inx)=0
S Inx=-3care™#0
Sx=e 3
Alors (€) coupe l'axe des
abscisses aux points de
coordonnées (e~3;0)

6. Tracer de (C)

¥y

©

PARTIE C
1
h(x) = o D, =104; 0,5]
1. glx) =0

(:)—3—1nx+i=0

<:>3+lnx=%

3+Inx
= h(x) =x
On en déduit que :
a est 'unique solution de I'équation
h(x) = x d’aprés PARTIE A, a est
I'unique solution de I'équation
glx) =0 )
2. h'(x) = m <0VxE€ [0,4; 0,5]

On en déduit que :
Sur [0,4; 0,5], h est décroissante

x| 0,4 [T 5 T
h' (o) [ (I [T
O 0,47

h(C)O) O ﬁ
(0,43

Déduction

D’apres les variations de h,

vx €[0,4; 05], h(x) € [0,43; 0,47]
Or [0,43; 0,47] c [0,4; 0,5]

D’ou
vxe[0,4;0,5],h(x)€[0,4; 0,5]

3. Vx€[04;05],04<x<0,5
< —-091<Inx <-0,69
< 2,09<3+Inx <231
< 436 < (3+1nx)?<5,33
& 1,74 < x(3 +1nx)? < 2,66

& 037 <—————<0,57

— x(3+Inx)2 —

& —0,57 < h'(x) < —0,37
037 < | (x) <057 <2

Donc Vx € [0,4; 0,5],|h'(x)]| <

u|w
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B

Uy =045 etU,,, =hU,)VneN
Uy, =045 € [0,4; 0,5]

V n € N, supposons que

U, € [0,4; 0,5] et montrons que
U,.; €[0,4; 0,5]

U, €[04; 0,5 = h(U,) €[0,4; 0,5]
CarVvx € [0,4; 0,5],h(x) € [0,4; 0,5]
Or par définition U,,,, = h(U,,)

D'ou U,,, € [0,4; 0,5] si U, € [0,4; 0,5]

On conclut donc que :
vneNU, €[0,4; 0,5]

a€[0,4;0,5];U, €[04; 0,5] et
On sait que

vx €[04; 0,5 [N <

D’ou d’apres I'inégalité de la
moyenne on a :

|faUn h'(x) dx| < %IUn —a

= |[h)]e"| < 21Uy — al

= |h(Uy) = h(@)] <2|U, - al
OrU,., =h(U,) eth(a) =a

Donc Vn € N,
3
|Un+1 - al < ElUn - al

En partant de cette inégalité on a :

n=0= |U1—a|S§|U0—a|
n=1= |U2—a|S§|U1—a|
n=3= |U3—a|S§|U2—a|

3
n=n—-1=|U, — «al S§|Un—1—a|
Faisons le produit membre a

membre de ces n inégalités.
On obtient apres simplification :

n
U, —al < (2) 10 —al
|Uy — a] =10,45 — a|
04<a<05
< —-005<U;,—a <005

1
— < —
s U, ozI_20

= U, —al < (%)nlUO—aI S%x(%)n

n
Donc vn €N, |U,, — af s%x(g)

d. Déduction

lim (g)n=00ar0<§<1

n —+oo

On en déduit que :
La suite (U,,) est convergente et
lim U, =a

n ->+o

. On sait que :

1 En -5 _ -5
Lx(2) <10°= U, -al<10

or £ x(2) <107
n
= (g) <2x10°°
= —nln(g) <In2-5In10
5Iln10-In2

In5-1n3
Sn=>21,18

Dou |U, —al| 107>V n > 22

A partir de la valeur ny=22den
on est sr que U, représente une
valeur approchée de a a 1075 prés

S n =
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PROBLEME 17

PARTIE A

f(x) =x*" Dy =R
1. Calcul des limites

lim f(x)=0

X —>+00

lim f(x) = +oo
X >—00

f'(x) = (2x—x*)e™

VxeE Re™*>0

Alors le signe de f'(x) dépend de
celui de (2x — x?)

2x —x*=0=x=00ux=2
Par conséquent :
Vx€]-o0[f'(x)<0
Vxe€]o;2[,f'(x)>0
Vx€]2; +oof,f'(x) <0

On en déduit que :

Sur |—o0; 0[, f est croissante
Sur ]0; 2[, f est décroissante
Sur ]2; +oo], f est croissante
Tableau de variation de _f

W N

x| = oo [T oo
f' ()0 [IIE (CIIITTTIITR (TS
O + oo [IIIITIIIIFe 2 [
fL

4. (T):y=f(=Dx+1)+ f(=1)

Alors (T):y = e(3x—2)

5. Tracer de (T) et (C)

=A%

©

PARTIE B

L] = folxe‘xdx

Intégration par parties

ulx) =x u'(x)=1
{v’(x) =e* = {v(x) =—e*
] =[—xe™*]} + fole‘x dx
J=[-(x+1De ]

j=1-2

)+ f(x) = (2x — ;Z)e‘x + x%e™*

Onadonc f'(x) + f(x) = 2xe™*

. Déduction

frO) +fx) = 2xe™

& f(x) =2xe™ = f'(x)

= folf(x)dx = fol(er‘x — f'(x)) dx
= folf(x)dx = f01 2xe™* dx —

[} () dx

= folf(x)dx =2 fol xe *dx —

[f ()15

On en déduit que :

[} F0dx = 2] - f(1)

Car f(0)=0

. A =uaXx folf(x)dx

1 5
Jo fl)dx =2 —=
ua = 16 cm?

A=16(2—§) cm?

PARTIE C

. La droite d’équation y = f(2) coupe

(€) en deux points d'abscisses
respectives 2 et « comme l'indique
le graphique etona: a €l =[—1;0]

L g(x) = (—E)eg; D, =1=[-1;0]

gx) =x i}
= (et
S xe 2z = _2
e
= xle X —;—éle‘2
o f(x) = f(2)

On en déduit que :

a est 'unique solution de
I'équation g(x) = x car d’aprés
1.), a est 'unique solution de
I'équation f(x) = f(2)sur I
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o

vx€[-1;0,--<2<0

X

5= (-

1 X
1 x
Se 2<ez2<1
X
<:)—1S(—l eES—%
e e ei

Donc Vx € [-1;0],|9'(x)| <

Déduction

On sait que a € [—1;0] et

vx € [-1;0]lg' @) <

D’apres l'inégalité de la moyenne, on

a .
X 1
|fag (t) dt| S;Ix—al
1
= [lgO]zl < lx —a

= 1g() —g@| < -|x —a
Or g(a) = a d’'aprés PARTIEC 2.)

D’ou
vx€[-1;0]1g(x) —al < lx—al

Uy=-05etU,,;, =gU,)VneN
U, =—0,5 € [-1;0]

Vv n € N, supposons que U, € [-1;0]
et montrons que U,,, € [—1;0]

En effet :

U, € [-1;0] = g(U,) € [-1;0]
Carvx € [-1;0],g(x) € [-1;0]

Or par définition U,,,, = g(U,)

Dot U,,., € [-1;0] si U, € [-1;0]

On conclut donc que :
vneN, U, €[-1;0]

b. On sait que :

Vxe€[-1;0],|gx) —al Sélx —af
Remplacgons x par U, dans cette
inégalité

ona:|g(,) —al <-|U, - al

Or par définition U,,.; = g(U,)

Dou Vn eN,
1
Upss — al < 21U, — al

. En partant de cette inégalité on a :

n=0= |U1—a|S§|UO—a|
n=1= IUZ—algélUl—aI
n=3= |U3—a|S§|U2—a|

n=n—1=|U, —«qf SéIUn_l—aI
Faisons le produit membre a
membre de ces n inégalités.
On obtient aprés simplification :
1 n
U, —al < (3) |Us —al
Uy —al =[-05 — «af
-1<a<0
= —-05<5U;—a<0,5
S |Uy—al < %

o 10—t = () 10 et =2 (2)'

1
Donc VneN,|U, — «af <za

lim %=Ocar0<§<1

n—-+oo 2€

On en déduit que :
La suite (U,,) est convergente et
lim U, =a«a

n —-+oo

: Onsaitque:VneN,IUn—aISZ%

Donckins 1076 = |U, — a| < 1076
Or — <106

2em
< n<-6In10+1In2
<n=>6ln10—-1n2

& n > 13,12
Dou |U, —a| <10"°vn > 14

On conclut donc que :
La plus petite valeur de n cherché
estdonc ny, = 14

-111-




50 Problemes Type BAC + Corrigés

LOVI Yawo Mawulolo

PROBLEME 18

PARTIE A

gx) =1+ x%—2x%Inx ;
D, = 10; +oof

. g (x) = —4x*Inx

V x € ]0; +oo[,4x2> 0
Alors le signe de g'(x) dépend de
celuide —Inx
—lnx>0e=x<1

Par conséquent :
vxelo; 1[,g'(x) >0
Vx €]l +of,g'(x) <0
Calcul des limites

Jig ) = 1

1ir51+x2 =0
X -
Car lim x2lnx =0
x -0t
lim g(x) = —
X >+
lim x2= +o
X >+
Car lim Inx = 4+
x—>+00

Tableau de variations de g

x| O (IR oo [T

g’ (x) [TIIIITITITE [T

O
g0

[ T AT oo (1]

. Sur ]0; 1],g(x) > 0car g(x) € ]11; 2]

Sur ]1; +oo[, g est continue car

dérivable et est strictement

décroissante.

Alors g réalise une bijection de

11; +oo[ sur |—oo; 2[ et 0 € |—o0; 2.

Donc I'équation g(x) = 0 admet

une solution unique a € ]1; 4+
g(1,89) =0,02>0

{9(1,90) =—-0,02<0

Ona: g(1,89) x g(1,90) <0
Donc 1,89 < a < 1,90

. Signe de g(x)

vxelo; al,glx)>0
Vx€la; +o[,g(x) <0

Cf(x) =

PARTIE B
In x
f(x) - 1+x2; Df - ]O; +OO[
. Calcul des limites
Jim £ = -
lirg Inx = —o0
car{*"”
im =1
x -0t x%+1
. _ . ln_x X
xllr-}’-loof(x) — xllr-lr-loo x X 1+x?
lim f(x) =0
X o+
lim “‘7" -0
Car {* * _o

x 1—>r(r)1+ x%+1
Déduction
(€) admet une asymptote verticale
d’équation x = 0 et une asymptote
horizontale d’équation y = 0 au
voisinage de +o
%(1+x2)—2xlnx

(14x%)2
, _ 1+x*-2x’Inx
<=>f (x) — x(1+x?)?

Alors f'(x) = —2%

- fle) =

x(14x?)2
D’aprés PARTIE A
vx€lo; af, f/(x) >0
Vx€la; +oof, f'(x) <0
On en déduit que :
Sur ]0; af, f est croissante
Sur |a; +ool, f est décroissante
Tableau de variations de  f

x01 | O (I (IR oo (T
(o) [] [N (TS (]

O | [f o) O

feog M

[—oo

oic

Ina

1+a?

Org(a) =0
S14a2-2lna=0
1+a?

2a?

Slna =

Dol f(a) = —

2a?
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Encadrement de f( a)
1,89 < a < 1,90
& 7,1442 < 2a? < 7,22

© 0,1385 < — < 0,1399
Donca 2x 103 présona:
0,138 < f(a) < 0,140
4. (M:y=f"MO-1D+f1)
Alors (T):y = %x —%
5. Traceyr de (T) et (C)

PARTIE C
F(x) = [F f(©)dt; Dy = ]0; +oo]
1. F estla primitive de f sur ]0; +oo[
qui s'annule en 1.
Donc F est dérivable sur ]0; +oo
Vx €]0; +oof, F'(x) = f(x)
2.Vt=>1,(1+t) =1+2t+ ¢
stP<1+t2<@+1t)

1 1 1

(1+0)" — 1482 ~ ¢?
Int Int Int

(1+t)° — 142 — &2

Carvt>1,Int>0

Int Int
> .
Donc Vt>1,—— o2 <f) <

3. I(x) = [ Zrdt et (x) = f"“‘—t

1 (1+t)2

dt

a. Calcul de I(x)
Intégration par parties

[u(t) = 1n t [ u'(t) =

vi(e) = v(t) =
I(x)=[—lnt] + [ Edt
o=

I(x) =1-"2—-

b. Calcul de J(x)
Intégration par parties

iu(t)—lnt [ u(t)—
V()—m v(t) =

J(x) = [ 112]1+f1

t(1+1)
11

r ———iett>0
t(1+t)  t 1+

i 9 = [ 2 e ()]

1+t

1+t

dt

1
J(x) =In2 +ln(1 x) —ﬁ
c. On sait que :
Int Int
Vi1, n)z_f(t)<“—
PN fx lnt xInt
1 (1+t)2
= Jx) < F(x) < I(x)
Onendeéduitque: vx>1
In 2 +ln( ) ES F(x)
<1-2%_1
X X
4. Soitx > 1
a. Interprétation graphique de F(x)

F(x) est I'aire en unité d’aire du
domaine plan délimité par la
courbe (@), 'axe des abscisses et les
droites d’équationst =1ett = x

b. A= lim F(x)

X >+

Jx) < F(x) < 1(x)

= lirfoo](x) < lirfooF x) < lim I(x)

=1In2 car {xll)rl]w hl( +x) ="

lim —=0
x —>+4o00 1+x

lim 2% _ g
lim I(x) =1car{*>*t° ”*

lim J(x)

X —>+00

o lim %= o

X >+ X

On en déduit que :
In2< A<1
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PARTIE D
1 6'()=-=F(3)—F@x); x>0
S6W=-%f(3) -
=60 =-5|f(§) +¥f@)]
| Donc Vx>0; G'(x)=0
Car f G) = —x?f(x)
2. G'(x)=0=Gx)=K;K€eR
OnaG(l)=K=F(1)—F(1)=0
| Donc Vx> 0; G(x) =0 |
3. Vx>0,6x) =0 F)=F(3)
Posons X Z%
Six - 0", X 5 400
Alors lim F(x) = lim F(X) = A
x -0t X—>+00

PROBLEME 19
PARTIE A
gx)=x—-e* D, =R

. g x)=1-e*1

1-e1>0=x<1
Vx€]J]-oo;1[,g'(x) >0

Vx €]l +oo[,g'(x) <0

On en déduit que :

Sur |—oo; 1], g est croissante
Sur ]1; +[, g est décroissante

.g1)=0

g(1) estle maximum de g sur R
eoVrxeRgX)<g(1) =0

Donc vxeR,gx) <0

. VxeR, gx) <0

ox—e¥l<o
Sxe*—e1<0

Donc vxeR, xe™* <

Q=

D’autres parts :
— 1 _ 1
xe xSZ@xe xS;<1

DouvxeR, 1—xe*>0

Cflx) =
a. Dp={xeR/1—xe™*#0}

1

1-xe~*’

1 — xe™™ #+ 0 est toujours vrai car
VvxeR 1—xe™*>0

Et donc Df=R

1 1
f(x) T 1-xe~X 1—eix
_ e
Donc vxeR, f(x) = pra
. Calcul des limites
lim f(x)=0
X —o—00
lim e* =
X —>—00
Car lim —x =+
X =00
lim f(x)=1car limxe™*=0
X o+ X —>+0o0
e *(1-x)

. f (.X') = (1_xe—x)2

vxeRe™*>0et(l—xe™)?>0
Alors le signe de f'(x) dépend de
celuide 1 —x

1-x>0=x<1

Par conséquent :

Vx€]J]—oo;1[, f'(x) >0

Vx €]l +oof, f'(x) <0
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On en déduit que :

Sur |—oo; 1], f est croissante
Sur |1; 4+oo[, f est décroissante
Tableau de variation de  f

x| — oo [ITIIITITITHITTITTITIITIIT oo [T

f'(x) 0 [IIIIITH (TS ]

O (T - O
e—-1

f)0 n ; @
1(0] 1C

- (M:y = f'(0)(x = 0) + f(0)

Alors (T):y=x+1

. Tracerde (T) et (C)

!

€

.. Image de [0; 1] et [1; +oo[ par f

£q0;1) = |1, 2

e—1

(15 +oo]) = [1; =]

. Déduction
vxe[0;1],1 < f(x) Si

Vxe [l +oof, 1< f(x) <=

On en déduit que :
Vxe[0; +oo[ 1< f(x) <=

PARTIE B
1= folf(x) dx

Interprétation graphique

I est I'aire en unité d’aire du
domaine plan délimité par la
courbe (C), 'axe des abscisses et
les droites d’équations
x=0etx=1

 n = fol x™e ™™ dx;n entier non nul
= folxe‘x dx

Intégration par parties

{ ulx) =x :>{ u'(x)=1

v'(x) =e* v(x) =—e7*

w

Ji = [—xe™*§ + fole‘x dx
Ji=[=(x+De ™ g

2
]1=1_;

H(x) = (ax? + bx + c)e™%*

h(x) = x%e~2*

H'(x) = [-2ax* + (2a — 2b)x + b — 2c]e™?*
H'(x) = h(x)

o —2ax*+ (2a — 2b)x + b — 2c = x?

1
fa=-2
2

@{b=—l
2
1

Gl

Et H(x) = —i(sz +2x+ 1)e

Déduction
I, = fol x%e X dx = fol h(x) dx
> = [H(x)]%

On en déduit que :

=3(1-3)

U,=1+ 1+, ++ J,VneN"
VxeR,

1+ xe ™ +x%e 2 4+ oo 4 x"e™™
=1+xe ™+ (xe )%+ -+ (xe ™))"

_ on+1
Orl+a+a®+-+a®=2

1—-a

Donc vx e R,

14 xe™ 4+ x2¢7" 4 .o 4 xre ™
_ 1_(xe—x)n+1

1-xe *

. Déduction

14+ xe ¥4+ x%e 2 4.4 xe™™
1 xn+1e—(n+1)x

1-xe™* 1-xe™*
— f(x) _ xn+1e—(n+1)xf(x)
D’apreés la linéarité de 'intégrale,
ona:
f01 dx -1I- f01 xe *dx + folxze‘zxdx +
et [ x"e T dx
R _ (t.n+1,-(n+1)
= [, f)dx — [ x™ e MDX f(x)dx
‘:’1"‘1]1"‘]2"‘”'"‘ Jn
=] - fo xn+1e—(n+1)xf(x)dx

sU,=1- fol xMH e~ (DX £(x) dx

Donc v n € N¥,
1I-U, = f01 xtle~ (DX (x) dx
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c. DapréesAl.c,ona:
Vx>0, OSxe‘xS%

n+1,—-(n+1)x 1
S 0<x""e S

Et D'apres A 3.b,on a:
1<f(0) <=
=0< xn+1e—(n+1)xf(x) < m

Donc vx >0,
0< xn+1e—(n+1)xf(x) <

d. Déduction
n+1,—(n+1)x
0 <x™le flx) < =D

= 0< f01 x"le~ (DX £ () dx <

1
en(e-1)

1 1
fO e(e—-1) dx
On en déduit que :
1
0<I-Uy,=< e(e-1)

Convergence de la suite (U,,)
0<I-U,<

N = en(e-1)
1
(:)I_en(e—n <U,=<I
lim =0car0<i<1
n-+owetle—1) e

On conclut donc que la suite  (U,,)

converge vers I
1

e?(e-1)
Alors U, <I<U,+

_1r
e2(e-1)

PROBLEME 20
{f(x) =(x+Del™*six<1

f(x)=§—lnx six>1
PARTIE A

. Continuité en 1

lim f(x) = lim (x+ 1)el™ =2
x—-1" x—>1_2
xll_)rr%+f(x) = xll_)ﬂ};— Inx =2

fAH=2

lim f(0) = lim, f() = £(1)
Alors f est continue en 1

Dérivabilité en 1
- 1-x_
lim [O@ _ o GHDetr 2
x->17  x-1 x> 1" x—1
Posons X =1—x
Six—> 1 alorsX - 0t et
_ X_ X_
lim (ZX)—eZ=eX_2.e 1_ 4
X- o0t -X X
e =1
X_
Car lim € 1_ 1
X-0t X

Donc lim f¥7® _ _4

x—->1" x—1

2
. flo-f) . yTnx—2
AT TS
Posons X =x—-1
Six— 1t alors X - 0t et
11m 2—(X+1)1n(X+1)—2(X+1)

X- ot X(X+1)
— i 2 In(x+1)
T xsot  X+1 x
) 2
im —=2

X- o0t X+1

. In(X+1)
lim

-3

Car

=1

X-0t X
Donc lim f2=/@ _ _3
x—-1t x—1

lim fx)-f(1) + lim fx)-f(1)

x->1" x-1 x->1t  x-1

Alors f n’est pas dérivable en 1
Interprétation graphigue

Au point (1; 2), (¢) admet deux demi-
tangentes d’équations :
(T,):y=-x+3

(Ty):y=-3x+5

Le point (1;2) est donc un point
anguleux pour (C)
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N

Calcul des limites

lim f(x) = —
X > —00
lim (x+1) =—o0
Car{*7 77
lim e'™ = 4o
X = —00
lim f(x) = —
X > +0o0
lim ==
Car{ x—>—xX
lim lnx =+
X — — 00
lim 22 = 1im (ﬂ) el™>
Xo— X X—>—0 X
lim 2 = 4o
xX—»>—oo X
lim (Ll) =1
Car X > —00 X
lim e'™ = 4o
X = —00
lim 2 =0
x> +o00 X
lim xizz 0
X > —c0
Car lim nx _ 0

X > —00 X
Interprétation graphigue
(€) admet une branche parabolique de
direction I'axe des ordonnées au
voisinage de — et une branche
parabolique de direction I'axe des
abscisses au voisinage de +o
Casoux<1

f'(x) = —xe'™

Vx €]—oo;1[,el™* >0

Alors le signe de f'(x) dépend de
celui de -x

—x>0x<0

Par conséquent :
Vx€]-o0[f'(x)>0
vxe]o;1[,f'(x) <0
Casoux>1

fle) = -2

Vx€]l; +oo[,x*>0et2+x>0
Par conséquent :

Vx €]l +oof, f'(x) <0

On en déduit que :

Sur |—o0; 0[, f est croissante

Sur ]0; 1[, f est décroissante
Sur ]1; +oo], f est décroissante

Tableau de variation de f

x [

f'0f

O
fL

. Sur |1; 4+o[, f est continue car

dérivable et est strictement

décroissante.

Alors f réalise une bijection de

11; 4oo[ sur ]—oo;2[ et 0 € |—o0; 2]

Donc I'équation f(x) = 0 admet

une unique solution a sur [1; 4+ oo
f(2,3) =0,03>0

{f(2,4) =—-0,04<0

Ona: f(2,3) xf(2,4) <0
Donc 2,3 <a<24

D’autres parts :

Sur|—o;1];f(x) =0 = x = -1
Donc l'autre point d’intersection de
(C) avec I'axe des abscisses est le
point de coordonnées (—1;0)

. Tracer de (C)

!

(&7

PARTIE B

: A = flaf(x)dx

S A= fla(z—lnx)dx
S A= flazdx - flalnx dx
Intégration par parties

u(x) =Ilnx u'(x) =
{ v'(x)=1 = {

R xIr

v(x) =
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f Inx dx = [xInx]§ f dx
S A=[2—-—x)Inx +x]{

On adonc:
A=a-1+2—-a)lna

b. On sait que :
f(a')=0<:)lna=§

D’ou cﬂ=a—3+§
Avec p=1;q=-3etr=4

C. 23<a<24
o —07<a—3<—06et
1,66 < 2 < 1,73

Doncona: 009<A<1,1

2. V= nfo f?(x)dx
f fz(x)dx—f (x + 1)%e?™2%dx
1ere intégration par parties
u(x) = (x + 1)?

{u’(x) =2(x+1)

2—2x

v(x) = —%e
fo f2(x)dx = [—l(x + 1)2(32_2"]0 +

-1
f (x + 1)e? **dx
Zeme Intégration par parties

{u(x)—(x+1)=>{ u(x)—l

U’(X) — ez—Zx U(X) — 2 2x

fo (x + 1)e? ?*dx

= [——(x+ De?” 2"] +f
Doncona: f_lfz(x)dx

= [—l(sz + 6x + 5)62‘2"](i1
= f f?(x)dx =

2 Zxdx

e*—5e2

Donc :

V= T(e2 — 5uv

. x=¢et

PARTIE C

x(t) =et
{y(t) =t+2et’
St=—Ilnxet
—lnx+§

t<o0

y=—Inx+2e"n¥ =

Par ailleurs :
t<0e= -t>0
Set>1
Sx>1
Ona:(M:y=f(x); x>1

On conclut donc que :
(T') est la partie de (€)
correspondanta x> 1

x'(t) = —et

Vo) {y'(t) = 1420t <0
{x’(—an) =—
y'(=In2) =2

V(~In2) (‘g)

Représentation graphigue
M(—In2)(2;1—-1n2)
(Voir graphique)
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PROBLEME 21 3.
flx) = (x+1)1n(ﬂ) six>—1 a. (Ty):y =f"(0)(x—0)+ f(0)
f(=1) =2 0 ; Alors (Ty):y=(1—-1In2)x—In2
D, = [~1; +oo] (T):y = fWE - D+ f(1)
d ’ Alors (T1):y=x—-1
PARTIE A b. Tableau de variation de f
: C?ntinuité en .—1 » O] 1 - 1
lim f(x) = lim (x+1)In (—) e ey
x> -1+ x—>—1% 2 f' ()0 (TS [T ]

x+1

Posons X = —- O (O IR oo (]
Six > —1%,alorsX » 07 et foO
Xlin(r)1+2X InX =0 e |||||||||||||||||||||||

Donc lim f(x) =0
x - =1t

H

lixpﬁf(x) = f(-1) 4. Tracer de (C)

Alors f est continueen -1
Dérivabilité en —1
lim L97CY = iy g (x—ﬂ)
x - —1% x+1 x - —1% 2
lim In (x—ﬂ) = lim InX = —oo
x—- -1t 2 X- o0t .
lim w = —00 «
x—- -1t x+1 : ©
Alors f n’est pas dérivableen -1
Interprétation graphigue *T?Z%
Au point de coordonnées (—1;0), (C) e —
admet une demi-tangente verticale ~
dirigée vers le bas
"(x) = In (22
.Vx>—1,f(x)—ln(2)+1 %
f’(x)zO(z)ln(xT+1 =—-1
1
S = e
sx=2-1
2y PARTIE B

f’(x)>0<:>ln(7)>—1 vt > -1,

= xTﬂ > g1 On pose A(t) = fotf(x)dx

o x> E_ 1 1. Intégration Eirl parties
Par conséquent : {u(x) =1In (T) =
vee|-1i-1] f(0) <0 ”(x())=x+11

u'(x) =—
Vxe]g—l; +00[,f’(x)>0 [ . x+1 ,
On en déduit que : v(x) = +1)
Sur ]—1- 2.1 [ f est décroissante A(t) = [3 (x +1)?In (x—ﬂ)]t —
e ’ 2 2 /g

Sur ] S -1; +oo[,f est croissante fot%(x + 1)dx
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=D)L+ 1)2]2

A(t) =2 (t+1)%In (”1) -
S+ 1?41+ 22

t+1
. Posonsu = T

Sit—-> —1talorsu - 0t et
In2 1 In2

llmZu Inu —u? +7 1 2 _1,1n2

u- 0% 2 4 2

Car llmu lnu—Oet llr{)lu =0
u—

In2

Donc tllrpl A(t) == + —

t>-1

. Ay =uax <tli_)n_11 - f(x)dx)
lim — [ f ()

= lim (= £ Fdx — [ f)dx)
= tim, (I FOOdx — [ f i)

= lim (A — A(D))

ua = 4 cm?

Doncon a:

Ay = 4( lim A®) — A1)

t>-1

In2

11m A(t) = -+—
51
In 2

A1) = -2422

Onen deduit que :
A, =4 cm?

PARTIE C

. Sur [0; + [, g est continue car
dérivable et est strictement
croissante.

Alors g réalise une bijection de

[0; +oo[sur I =[—1In2; oo

. (C") est la symétrique de la partie de
(C) correspondant a [0; +oo[ par
rapport a la droite d’équation y = x
(Voir le graphique)

. Ay, =ua x f_olnz(g‘l(x) — £(x))dx

oA, =4(— [0, f0dx +

0 -
iz 97100 dx)
S A, =4 (f 2
[ 1y 871G )
Or par symétrie :
0 _ 1
Jo1n, 07 () dx = — [ f(x) dx
D’ou
c/qz B

f(x)dx +

4(f; ™ fO0dx — [ £(x) dx)

Onadonc:
Ay = 4(A(-1n2) — A(1))

PARTIE D
x(t) =2et-1
{y(t)_ sot 'LER
.x=2e‘t—1<:)e‘t=x7+1 et
x+1
S t=In (2)

Par conséquent

— G+ DI (3) = —f ()
Par ailleurs :
tERe=et>0
=2et—1>-1
Sx > -1

En conclusion :
M:y=—f(x); x>-1
(') et (€) sont donc symétriques
par rapport a 'axe des abscisses

. Pour la construction, voir graphique
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PROBLEME 22

PARTIE A
_ e+D)? _
. gx) = et D, =R

, 2(1-x?)
g'(x) = ey
VxeR (1+x%)?>0
Alors le signe de g'(x) dépend de
celui de 1 — x?
1-x*=0=x=+1
Par conséquent :
Vx€]-ow; —1[, g'(x) <0
vxe]-1;1[, g'(x) >0
Vx€]l; +of, g'(x) <0
On en déduit que :
Sur |—o0; —1], g est décroissante
Sur ]—-1; 1], g est croissante
Sur ]1; +oo[, g est décroissante
Tableau de variations de g

x| — oo 1 (TR oo [

g’ (x) U] ([TIITHS [TITTITTITITE [T ]

O 1 [ e (T Ty
g Od

. D’apres ce tableau de variation
0 est le minimum de g sur R
2 est le maximum de g sur R

Par conséquent :
VxeERO0O<gk) <2

4x(x*—2x%-3)

- 900 = —
' _ 4x(x*-3)
9"'(x) = (1+x%)3
Vx €|[1l; +oof,4x > 0 et
(1+x5)3>0

Alors le signe de g"'(x) dépend de
celui de x? — 3

x*-3 o x=+/3

Par conséquent :

Vx€ [1; \/§[,g”(x) <0

Vx € |V3; +oof,g"(x) >0

On en déduit que :

Sur [1; V3], g’ est décroissante
Sur [V3; +|, g’ est croissante

d. Déduction

Tableau de variations de g’

x| (1 (T3 (OO 4 o0 C

g'' (x) [ [TITH (TS [T

[ O ([ D (]
g' ()0 O : L
I im

D’aprés ce tableau :
Vx € [1; +oo[,—§ <g'(x)<0

On en déduit que :
v x € [1; +ool, lg' @) < 5

2. f(x) =1+In[g(x)]; Dy = R\{-1}
f(x) =

2(1-x%)
(1+x») (x+1)2
Vx€D;,(14+x*)>0 et
(x+1)2>0
Alors le signe de f'(x) dépend de
celui de 1 — x?
1-x*=0=x=+1
Par conséquent :
Vx€l]-oo; =1, f'(x) <0
vxe]-1;1[, f'(x) >0
Vx€l|l; +of, f'(x) <0
On en déduit que :
Sur |—o0; —1], f est décroissante
Sur |-1; 1], f est croissante
Sur ]1; +oof, f est décroissante
Tableau de variations de  f

x| —oo [T 1 (I oo ]

£l mmpﬂmmmm

Ol 1 I 4+ In 2 I
feO0 /

O
(MM — oo [[I— o0 1
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b. Tracer de (C;)

. Sur [Oj +oo],
1 est le minimum de f
1+ In2 estle maximum de f

Donc V x € [0; +oof,
1<f(x)<1+1n2 <2
carln2<1

li _ g,(x)
. f(x) =
D'apres 1.) V x € [1; 2],
Ona:|g'|<;etl<g(x) <2
' 1 411
e lglsget;<——=<1
PN |g (x)
g(x)

1

4

Donc Vx € [1;2],|f ()] <

P

. L'équation f(x) = m admet :

Deux solutions sim € |—oo0; 1]

Une solution sim =1

Deux solutions sim € ]1;1 + In 2|
Une solutionsim =1 +1n 2

Zéro solutionsim € ]1 +1n2; +oof

PARTIE B

Uy =§et Upy = fUDVREN
. Voir figure

Uy =1+In(2) =132

13
Ona:1<U;<?2

Vv n € N*, supposons que 1 < U, < 2
et montronsque 1 < U, <2
1<U,<2=1<fU,) <2
CarV x € [1;2] c [0; +oo],

1<f(x) <2
Or par définition U, = f(U,,)

w

Doul<U,<2si1<U,<?2

On conclut donc que :
VneEN,1<U,<?2

h(x) = f(x) = x; D, = [1; 2]
h(x)=f(x) -1
vxe[1;2],f'(x) <0

o flx)-1<0

Par conséquent :
Vx€e[1;2,h(x) <0

On en déduit que :

Sur [1; 2], h est décroissante

. Déduction

fX)=xo h(x)=0

Sur [1; 2], h est continue car

dérivable et est strictement
décroissante

{h(l) =n2>0
h(2)=-04<0

Ona: h(1)xh(2)<0
Alors I'équation  h(x) = 0 admet
une unique solution a comprise
entre 1 et 2 ce qui montre aussi

gue a est I'unique solution de
I'équation f(x) = x

On sait que :

vx e [L2]If' ()l <
vneN,U, €[1;2]
D’ou d’aprés I'inégalité de la
moyenneonaVn € N*:

Un !
[0 f1 G dx| < 21U, — al

1

= [[f()]"] < 51U, — al

= IfU) - f(@)] < U, - al
Or f(@) = a et f(Up) = Unyy

N

ca € [1;2] et

D'ou Vn € N7,
1
|Un+1 - (Xl < ZlUn - (Xl

Déduction
En partant de cette inégalité on a :

n=2= |U3—a|Si|U2—a|
n=n— IUn—aISiIUn_l—aI
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Faisons le produit membre a PROBLEME 23
membre de ces (n — 1) inégalités. PARTIE A
On obtient aprés simplification : gx)=1+1—-x)e™ Dy =R
1 n—-1 l — _ -X
U, —al<(3) U, —al 1 g'(x) = (x - 2)e
18 VxeRe ™ >0
Uy —al = |1 +In (E) - Ol| Alors le signe de g'(x) dépend de
1<a<?2 celuide x — 2
. 18 _ 18 Par conséquent :
=3 1+ln(13)<U1 a<ln(13) Vx € ]—w;2[, g'(x) < 0
& —068<U; —a<032<0,68 vx €2 +oog'(x) >0
< |U;—af<068=<1 . On en déduit que :
o —al<(2) W-al <(3) x1 Sur ]—o; 2[, g est décroissante
On en déduit que : Sur ]2; +oof, g est croissante

-1 Tableau de variation de g
vneN, U, —al < (3)

Par ailleurs : x| 5 oo [T oo (]
n-1 "(x)[ [TOTHS (T [T

lim (3) =Ocar0<3<1 9

n- +o 4

4 O + oo [T ¢
Alors la suite  (U,) g()O O &
converge vers a etona: 1 — e~ 2HIIITIIITIIT

limU,=«a
n— +oo Calcul des limites

lim g(x) = +o

ar

lim e™ = 4+

X— —0

lim g(x) =1

X— +o0

lim xe™* =0

X— +00
2. g décroit sur |—oo; 2[ et croit sur
12; +oo[ alors g(2) est le minimum
de g sur R
Par conséquent :
VxeR gkx) =g(2)
Org2)=1-¢e2%>0

lim e™ =
Car{*>**

Alors Vx € R, g(x) >0

PARTIE B
fx)=x—-1+xe™; D =R
1. f'(x) =g&x)

Donc d’aprés PARTIE A :
VXER, f'(x)>0

On en déduit que :

Sur R, g est croissante
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. Calcul des limites

lim f(x) = —o0
X— — 00
lim x—1=—o
X— —00
Car lim xe™ = —
X— —0

lim f(x) = 4o
X— +o

lirP x—1=+o
X— (0]
Car lim xe™* =0
X— +00
Tableau de variation de f
x| & oo [T oo [
f' (o) (I [
O I oo O
fd O
— oo (THATIITITITITTT I

. Sur R, f est continue car dérivable et
est strictement croissante

Alors f réalise une bijection de R sur
]—o0; +oo[ et O€E |—o0; +o0]

Donc 'équation f(x) = 0 admet une
unique solution a dans R

Vérification
{ f(0)=-1<0
f)=e1>0

Ona: f(0O)xf(1)<o0
Alors 0<a<1

. D):y=x-1
lim [f(x) —y] = lim xe™* =0
X— +00 X— +oo

Alors la droite (D) est une asymptote
oblique a (C) au voisinage de +o

Position de (C) et (D)

f) —y=xe™™

VxeERe™*>0

Alors le signe de f(x) — y dépend
de celui de x

Par conséquent :
Vx€]-0;0[f(x) —y<0
Vx€]0; +oof, f(x)—y>0

On en déduit que :

Sur]—o0; 0[, (€C) est en dessous
de(D)

Sur ]0; +oof, (C) est au dessus
de (D)

5.

Coordonnées de A

La tangente en A a (C) a pour
coefficient directeur f'(x,) (D) a pour
coefficient directeur 1

Onadonc:

flxa) =1

S (1-xp)e ™ =0

S xy=1care ™ >0
ya=fQ)=e?!

Donc A(1; e™1)

6.

(T):y = £ (0)(x = 0) + £(0)

Alors (T):y=2x—-1

7.

Tracer de (D), (T) et (C) ainsi que la
tangente a (C) en A

s+
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. AQ) = ua fol[f(x) —yldx

S = yldx = [ xe ™ dx
Intégration par partie,s
R
fOAxe‘x dx = [—xe ]} + fole‘xdx
= f;xe‘x dx = [-(x + 1)e *]¢
= f;xe‘x dx=1—- Q1+ 1De™*
ua = 4cm?

Donc A(A) = 4[1 — (A + 1)e *] cm?

{ lim e =0
A—> +00

lim e =0
Ao+

Alors lim A(4) =

A—> +00

PARTIE C

. VxER, f(x)=0
S x—1+xe™*=0
S xe*—e*+x=0
Se*=x(e*+1)

e*
eX+1
Alors VxE]Rf(x)—O x+1—x
.h(x)= =[0; 1]
.h(x)—(x1)2>OVxE[0 1]

On en déduit que :
Sur [0; 1], h est croissante

x| QI

h'(x) 0] (IR (]

[ WD

h(x)C] D ]]]Tm;

2

. Déduction
D’aprées ce tableau de variation,

e

vxelo; 1], h(x)e[- -
Or[g,ﬁ—llc[o,l]

D'ou Vx€[0; 1],h(x) € [0; 1]

144 x(l ezx)
CR'(x) = o
vxel0; 1], m >0

0<2x<2=1<e? <e?

S 1-e?2<1-e¥*<0

Par conséquent :

vxel[0; 1],h"(x) <0

On en déduit que :

Sur [0; 1], h' est décroissante
Eth €[0; 1],A’ (1) < h'(x) < h'(0)
< h'(x) < ~

(e +1)2 —

Donc Vx € [0; 1],0 < h'(x) Si

{ UO=0
' Un+1=h(Un)
CUy=0€[0; 1]

Vv n € N, supposons que U, € [0; 1]
et montrons que U,,,, € [0; 1]

En effet :

U, €[0; 1] = hU,) €[0; 1]
Carvx€e|[0; 1],h(x) € [0; 1]

Or par définition U,,,, = h(U,,)
DouU,,, €[0; 1]siU, €[0; 1]

On conclut donc que :
vneNU,€[0; 1]

. On sait que :

vxe[L2LINMI<; ac
vneN,,U, €[0;1]
D’ou d’apres I'inégalité de la
moyenneonaVn € N:

Un 1,
| 1 () dx| < 21U, — a
= [[h®)]g"| < 71U, —al
= |h(Uy) = h(@)| <5 |U, — al
Or h(a) = a d'aprés 1.) et
Upt1 = h(Un)

[0;1] et

D’ou VnEN
|Un+1 al < - |U —(Xl

. Déduction

En partant de cette inégalité on a :

n=1= IUZ—aISiIUl—aI

1
n=n—-1=|U, - «al SZIUn_l—aI
Faisons le produit membre a
membre de ces n inégalités.
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On obtient apres simplification :
n

U, —al < (5) 10 —al

Uy — al = |—al

0<ac<l1l

S -1<-a<0

s |U,—al <1

U, —al < (2) W —al < () x1

Donc vneN,| U, — al S(Z)n

Par ailleurs :
n
lim (3) :Ocar0<3<1
4 4

n— +o

Alors la suite (U,) converge et
lim U, =

n—- +oo

Ceci montre que la suite (U,,)
converge vers «a

. D’aprés ce qui précede,

1 p
(Z) <10°=|U, —a| <107°

1\P -6
or(3) <10
< —pln4 <-6In10

3In10
In2

& p =996
Donc | U, —a| <107V p > 10

Par exemple, pour p =10, U, est
une valeur approchée a 107 prés
de a

<:>p>

PROBLEME 24
PARTIE A

f(x) =e *sinx; Dy =R

. On sait que :

VxER —-1<sinx<lete™*>0

DouVvVxeR,ona:
—e*<f(x)<e™*

Déduction
lim (e ™) = lime™*=0
X— +0o X— +00
Alors lirP f(x) = 0 et la courbe
X— (00

(e;) admet une asymptote

horizontale d’équation y =0 au
voisinage de +oo

. f'(x) = e *(cosx — sinx)

Or cosx —sinx
V2 N
=42 ~ Cosx ——sinx

b4 LT,
= \/E(COSZCOSX - smzsmx)

Dou VvxeR,ona:

f(x) =V2e* cos(x+g)

. VxE€ [— %; n],\/ie‘x>0

Alors le signe de f'(x) dépend de
celui de cos (x + E)

Vxe[—g;n]x+ e[
cos(x+”)—0(:>x+z=
4 4

Par conséquent :

vie|-5 2 0 zo0
Vxé€E [%; n],f’(x) <0

On en déduit que :

Sur [— %; %]f est croissante
Sur [% n] ,f est décroissante
Tableau de variations de  f

xO | B Z I IR )
2 4

f'(x) 0 [TITITITITE (TITTTTTITITITITE [

— | (I ¢ %
f ol
= / N
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4.

o

Tracer des courbes (C;), (¢;) et(C,)

(€7,

w@n

f(x) =0 sinx=0
S x =kn

Sur R, les points communs de
(€;) et 'axe des abscisses sont
les points de coordonnées
(km;0), k€ Z

Sur [— g; n], les points communs

de (¢;) et l'axe des abscisses

sont les points de coordonnées
(0;0) et (m; 0)

f(x) =—e™* & sinx = -1
S x=— §+2kn

Sur R, les points communs de
(€;) et (€,) sont les points de
coordonnées

(- §+2k7r;—e%_2k”),kez

Sur [— g; n'], le point commun de
(€r) et (€y) estle point de

, T s
coordonnées (— i eZ)

f(x) =e* o sinx=1
S x = §+2kn

Sur R, les points communs de
(€;) et (€;) sont les points de
coordonnées

(Z+ an;e_%_Zk”),k €z

Sur [— g; n], le point commun de
(€5) et (€,) est le point de
coordonnées (E; e 7)

2

. Vx€eER|f(x)| =|e*sinx| <e™

Donce ™ <1072 = |f(x)] <1072
Ore*<10?<=x>2In10

Dol Vx=>2In10,|f(x)| < 1072
Onendéduitque: a=2In10

PARTIE B

. f'(x) = e *(cosx — sinx)

f"(x) = —2e*cosx

f®(x) = 2e*(cos x + sin x)
f®(x) = —4e *sinx
Onadonc:

fF® ) = —4f(x)

S fl) =—2fD)

Cf@) =1 fP @)

=) =—1[fPw]

On en déduit que :
F( = = f®

1
I

mw _ .
J, e *sinxdx

e
[— % e *(cosx + sin x)]

T
0

e "+1
2

I =

I, = [—%e‘x(cosx + sinx)]

PARTIE C
n+)m
n _-J;nn

f(x)dx

Ly = fonf(x)dx =]

Interprétation graphique

I, est I'aire en unité d’'aire du
domaine plan délimité par la courbe
(¢), 'axe des abscisses et les

droites d’équations x =0 etx =
@n+)n

2nm
e—(2n+1)7t+e—2n7t

L, = .

e nm

Donc VneN, I, = .

(e™+1)
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e—z(n+1)n

(e T™+1)

e "o, =e X,

RS
Iny1

In

Alors la suite  (I,,),ey €St une suite
géométrique de raison e 2" et de

. e +1
premier terme IO =

. 0<e ™1

Alors la suite  (I,) ey €St
convergenteet lim I, =0

n— +oo

PROBLEME 25
PARTIE A
gx) =(x—1e*+x% D; =R

. g (x) =x(e*+2)

VxeRe*+2>0

Alors le signe de g'(x) dépend de
celui de x

Par conséquent :
Vx€|]-;0[,g'(x) <0

Vx€]0; +of,g'(x) >0

On en déduit que :

Sur |—o; 0[, g est décroissante
Sur ]0; +oof, g est croissante
Tableau de variations de g

x| [5 oo (IO oo []

g’ (x) 0 [IH (TS [T

O + oo [ITTIIIITIIIIIITIE- oo O
g)d O ﬁ :
— 1 DA T

lim g(x) = +o

lim xe* =0
X— —00
Car hm ex =
X— —00
lim x2= 4o

X— —0

lim g(x) = +oo

X— + o0

lim (x —1) =+

X— +0o

Car lim e* = +o0

X— +00

lim x2= +o

X— +00

. Sur [0; +[, g est continue car
dérivable et est strictement
croissante.
Alors g réalise une bijection de
[0; +oo[ sur [—1; +o[ et 0 € [0; +oo]
Donc I'équation g(x) = 0 admet
une solution «a et une seule sur
l'intervalle [0; +oo

{g (3)=-057<0

g =1>0

Ona: g(%)x g(1) <o
Donc a est dans l'intervalle

1= [

-128 -




50 Problemes Type BAC + Corrigés

LOVI Yawo Mawulolo

. Signe de g(x)

Vvxel0; a,glx) <0
Vx€la; +oof,g(x) >0

PARTIE B

f@) = -2-;D; = [0; +oo]
. Vx=20,f(x) =x

eX

=

=X
eX+x

S x—1De*+x2=0
= gx)=0

Donc les équations f(x) = x
et g(x) = 0 sont équivalentes
sur [0; +oof

D’apres PARTIE A 2, a est la seule
solution de I'équation g(x) = 0 sur
[0; +oof

Par conséquent :
a est aussi la seule solution de
I'équation f(x) =x

& f'0) = G
Vx € [0; +o[,e* > 0,(e*+x)2>0
Alors le signe de f'(x) dépend de
celuidex —1

Par conséquent :
vxel[0o; 1, f'(x) <0
Vx €[l +oof,f'(x) >0

lim f(x) = lim

X 400 X—= 4o 1txe”
lim f(x) =1car 11m xe*=0
X— +00

. Tableau de var|at|ons de f

x| T (TR oo

f'e)0

O 1 (YT o
fL

. Construction de (C)

(To):y = f'(0)(x = 0) + £(0)

Alors (Ty):y=—x+1

(Ty):y =—

e+1

)

PARTIE C

Vxe[ 1]—<f()<

. f décroit sur [1- 1]

2/e+1

& 0,73 < f(x) < 0,76
& f(x) €[0,73;0,76] c E 1]

Donc Vx € E;l],f(x) € [%;1]

|

.U

Ulzz
Upsr = fU) , YR >1
1 1
=5 €l

vV n € N*, supposons que U, € E 1]

et montrons que U,,,, € E 1]
En effet :

U €51 = Fw) e 3:1]
Carvxe E;l],f(x) € E;l]

Or par définition, U,

= f(Uy)

Dol U,,, € [%;1] siU, € [%;1]

On conclut donc que :
vneN,U,e€ |51

-f()

(1 x)e*
(eX+x)2

SxSl

1
@031—x55et\/ESexSe
@OS(l—x)exSE
Par ailleurs :

2\/_+1
2

<e*+x<e+1

@@S (e*+x)? < (e + 1)?
1 < 1 < 4 _
(e+1)2 = (eX+x)2 = (24e+1)
D'ouona:
(1-x)e* 2e < 2e
T (X002 T (2ve+1)” T (2ve)’
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@—%Sf’(x)SO

Donc x € I, |f'(x)| S%

. Onsaitquexel,|f'(X)|<-;a€l

etvn>1,U,, €51

D’apres l'inégalité de la moyenne on
avn>1,

|faUn—1 f’(x) dx| < %lUTl—l — al

= |[f ]| < |Upy — al

= |f Un-1) = f(@ < |1Uns ~ al
Or f(a) = a d'aprés PARTIE Blet
U, = f(Un—1)

N |-

Donc Vn>1,
1
|Un - al < ElUn—l - al

. Démonstration par récurrence
1
Uy —al = |3~ qf

%Sa31

© - <U—a<0
1 1
S |U, —al < (E)
vV n > 1, supposons que
1 n-1
Uy — ] < (E) et montrons que
1 n
Un =l < 3)
En effet :
1 n-—1
Upr—al<(5)
1 1
= 3WUns =l = (3)
Or |U, — al < 2|,y — al d'od
1 1\"
U = al <3 1Uny —al < (3)
- \" .
Dou |U, — a| < (E) Si

W —al < (3"

On conclut donc que :
1 n
vneN,|U, —al < (5)

e.

n
lim (1) =0car0<=<1
n- +oo \2 2

Alors la suite (U,,) converge et
lim U, =a

n—- +oo

Ceci montre que (U,,) converge
vers a

n
On sait que |U,, — a| < (%)
1 n
Donc (E) <1077 = |U,—a| <1077
n
or(}) <107 e n> 10
2 In2

< n = 23,25
Donc |U, —a| <1077V n > 24

A priori il suffit de calculer les 24

premiers termes de la suite pour

obtenir une valeur approchée de
a a10 7 prés
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PROBLEME 26

PARTIE A

g(x) =x*—2Inx; Dy =]0; +oo[
,( )_ 2(x*-1)

vV x € ]0; +00[,x >0

Alors le signe de g'(x) dépend de
celui de x* — 1
*—-1=0=x=+1et

—1 ¢ ]0; +oo[

Par conséquent :

vxelo; 1[,g'(x) <0

Vx€l]l; +of,g'(x) >0

On en déduit que :

Sur ]0; 1], g est décroissante

Sur ]1; +ool, g est croissante

. g croit sur ]0; 1[ et décroit sur
11; +oof

Alors g(1) est le minimum de g sur
10; +oof

Par conséquent :

vV x €]0; +oof,g(x) = g(1)
Org(1)=1>0

D'ou Vx €]0; +oof, g(x) >0

PARTIE B
Fa =%+
xlir(r)l"'f(x)

1+1nx

; DF =10; +oo[
= 11m f+1(1+lnx)
x— 0t 2 X

Jim ) = -

( limZ=0

x— 0t 2
Car lim 1- 400
x- 0t x
L lim Inx = —o
x—=0
Interprétation graphique
L’axe des ordonnées est une
asymptote a la courbe (C)

Inx

. lim f(x) = 11m + +—
X— 4+
11m f(x) = +oo
x> +00
lim =+
x— +00 2
Car lim ==0
X— +00 X
lim 2% =
X—> +00 X

b. (4):y 22
lir_ll_l [f(x)—y]= 11m x+ln7x

Tim [£G0) — y] = 0
Alors la droite  (A) est une
asymptote oblique a la courbe (€)

. Position de (€) par rapporta (A)

1+lnx

fo) —y =22
VxE€E ]O, +00[,x >0

Alors le signe de f(x) — y dépend
deceluide 1+ Inx

1+Inx>0 <:>x>§

Par conséquent :

VxE]O; i[,f(x)—y<0

Y x EE; +00[,f(x)—y> 0

On en déduit que :
Sur ]0; %[ (@) est en dessous

de (A)
Sur E +oo[, (€) est au dessus
de (A)
=) ef (x)1=
=X = ;

1

Ety=£(3) =2

Donc A4 (1- i)

. Vx €]0; +oof, f'(x) =

x?-21Inx

2x2

Alors Vx € ]0; +oof, f'(x) = (x)

Vx €]0; +oof,2x* >0etd apres
PARTIE A, g(x) > 0 donc

Vx €]0; +oof, f'(x) >0

On en déduit que :

Sur ]0; +oof, f est croissante
Tableau de variation de _f

x| O (IS oo [

£ (o) O | (CIIITITITITITITIER (T

U [T H oo
fonio

—oo [HHT
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4. Latangente (T) en B a pour
coefficient directeur f'(xz)

(A) a pour coefficient directeur %

(M//@) & f'(x5) =3
xg?-2lnxg 1
2xp? o E

< lInxg =0

3
Donc B(l,z)

5. Sur ]0; +oof, f est continue car
dérivable et est strictement
croissante.
Alors f réalise une bijection de
10; +oo[ sur |—oo; +oo[ et
0 € |—o0; +o0.
Donc I'équation f(x) = 0 a une
solution unique a € ]0; +oo[
Justification de I'encadrement
9(0,34) = —0,06 <0
{ 9(0,35) = 0,03 >0
Ona g(0,34) x g(0,35) < 0
Donc 0,34 < a < 0,35
6. Tracons (C) et les droites (A) et (T)

PARTIE C

n-2
Xx,=ez2;neN

Ona x,.1 = x,\e
Alors (x,) est une suite
géométrique de raison +/e et de

. 1
premier terme  x, = -

. Ve > 1 alors la suite (x,,) est

croissante

. Ay = 4f;n"“ (f(x) —g)dx; neN
a. Interprétation graphique

a, estl'aire en cm?du domaine plan
délimité par la courbe (C), I'axe des
abscisses et les droites d’équations
X =x, etx =Xx,4q

n-1
e2 (1  Inx
. A, = 4fenT—2 (;+T)dx

n-1

ez
a, =4 [lnx + % (In x)z]enT—z
oot )20

a, = 4 (2n8+1)

2n+1
Donc a, = =

On en deéduit que :
Apyr — A =1

Alors (a,) est une suite
arithmétique de raison 1 et de

. 1
premier terme ao =
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PROBLEME 27
(Inx)™
fuG) = 2% by = 10; oo
PARTIE A

1
. f1(x) =22

: .1
= — X
xll)rg+ f1(x) xl_l)r51+ = Inx

x2

lim f1(x) = —o

1
lim — = +oo
Car{ x=0*x
lim Inx = —o0
x— 0

xl—1>r-|1:100f1 (x) - xl—1>r-|1:loo x2

Inx

lim f,(x) =0

X— +00

On en déduit que :
L’'axe des ordonnées et I'axe des
abscisses sont des asymptotes a

¢y

. Vx€]0; +oof, f1/(x) =
Vx €]0; +oof,x3 >0
Alors le signe de f;'(x) dépend de
celuidel1—-2Inx
1-2lnx >0 x<+e

Par conséquent :

vx€|0; Vel fi'(x) >0

Vx € |Ve; +oof,f;'(x) <0

On en déduit que :

Sur 0; Ve, f; est croissante

Sur |Ve; +oo], f; est décroissante
Tableau de variation de _ f,

1-2Inx

x3

x 01| O [T e [ + oo

£, (o) 0 JIHER CMIITITTIICAINTES (I

[l W
f1(0) 0 ] ze T

[1=H oo [T

Ty = O&x-D+ /1)

Alors (T{):y=x—-1

(Inx)?

: fz(x) =T

. TR 2
Jim f,(0) = lim, = (Inx)

xl_i}(T)sz(x) =+

lim lz = +o0
Car{ *>0%*
lim (Inx)? = +oo
x— 0%

lim f,(x) = lim (lnTx)z

X— +00 X— +00

] .1
lim f,(x) =0car lim —==0
X 4o X—> 400 X

On en déduit que :
L’'axe des ordonnées et I'axe des
abscisses sont des asymptotes a
(c;)

5. Vx €]0; +oof, f,' (x) = —Zlnx(x13—lnx)
Vx €]0; +oof,x3 >0
Alors le signe de f,'(x) dépend de
celuide Inx (1 —Inx)
Inx>0=x>1
l1-lnx>0sx<e
Par conséquent :
vx€elo; 1[5 (x) <0
vxell e[, (x) >0
Vx€le +oof, 5, (x) <0
On en déduit que :
Sur ]0; 1], f, est décroissante
Sur ]1; e[, f, est croissante
Sur | e; +oo], f, est décroissante
Tableau de variations de_f,

x 0 | 0 I (TR oo
() ] IIIER CAICIER CHITNCNITNES ()

o IE!]
fz(x)ED ; ¢

PARTIE B

1. f1(x) — f2(x) = 2
Vx €]0; +oof,x% >0
Alors le signe de f;(x) — f,(x)
dépend de celuide Inx (1 —Inx)
D’aprés PARTIE A5, on a:
Vx €]0; 1[ 1(x) — fo(x) <0
vx €]l el fi(x) - fo(x) >0
Vx€]e +oof fi(x) — f(x) <0
On en déduit que :

Inx(1-Inx)

Sur ]0; 1],
(C,) est en dessous de (C;)
Sur |1; e,
(€,) estau dessus de (C,)
Sur | e; +oo],
(C,) est en dessous de (C;)
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2. Tracer de (G,) et (C,)

2

(=]

PARTIE C
I, = flefn (x)dx;n €N

. F(x) _ 1+)lcnx

F'(x) = —=
Déduction
= [*fi (dx = [{ 22 dx
D apres 1),
x +— F(x) est une primitive de
X — — lnzx
* e
Onadonc I, = — fl F'(x)dx
1+Ilnx]¢
Il B [_ X ]1
2
11 - 1 - ;
(l )n+1
' ITl+1 = fle r”;z

Intégration par parties
u(x) = (Inx)"*?!

{ v'(x) = l
u'x)=mnm+ 1)
v(x) = —-

(In x)"+1 €
Inyr = [_ ]1

(n+1) fle dx

=

(ln x)"

(Inx)"
Alors 1,4 = —%+ (n+ DI,

3.

I = —=+2I,

Dol I,=2-2

A = ua X fle(fl(x) — fo(x)) dx
D’apreés la linéarité :
A=uax I, —1I,)

ua = 20cm?

A =20(-1+2)cm?

PARTIE D

. Démonstration par récurrence

1 2 1 1
Sh=hL=1-2=1-2(1+1)
vV n e N7, supposons que
Sh=1-2(14+ 44+ et

1
montrons que 1)| In+1

=1-2(1+ 242+t

(n+1)')
Onsaltque.ln+1:—Z+(n+1)ln
Par conséquent :
Th=1-(14 T4t
= I, —n'[l—-(1+ oot
=>(n+1)1n=(n+1)n![1—
(g gr )
= =2+ + Dl =—=+ (+ 1!
(1= ( g4+
= Iy ===+ (n+ D1 -
S(1+gagt )

(n+1)'I"Jr1 - _e (n+1)!

+1-2(1+s+o+ ot o)
1 4
(n+1)! H1

1——(1+ R

(n+1)')
si 21, —1—-(1+ to et

On conclutdonc que: Vn e N,
Sh=1- (141454 +2)
n:
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. Vx€[l;e],0<Inx<1

=0<(nx)"<1
(Inx)™

S 0< <—
éc(lnx)x el
<:>O<f dx < 1;dx
11¢ 1
Offlzdx—[—ﬂl— -

Dot 0<l,<1->-<1

On conclut donc que :
vneN, 0<I,<1

.0, =21

<:>O<—I L
nl

<=>0<1——(1+ +otet) <
ri n!
<:>e——<1+ -+ + “t—<e
On a 11m e—i—ecar lim <=0
n—- +o n! n— +oo n!

On en déduit que :
. 1 1 1
lim (1+3+2++2)=e

n- +o

N

3.
a.

PROBLEME 28
PARTIE A

(E):y+y=x—-1

. Calcul de [[(t — Detdt

Intégration par parties
u®)=t-1 u'(t) =1
{ v'(t) = et = {v(t) =et
J (€= 1Detde

= [(t = Det]¥ — [ etdt

J (e = Detdt = [(t — 2)e']}

J{(t—Detdt = (x —2)e* + e

fx) =z(x)e™ & z(x) = f(x)e* et
f'(x)=2z'"(x)e ™ —z(x)e™
Supposons que f est solution

de (E),ona:

VXER f'(x)+f(x)=x—-1

= z'(x)e*—z(x)e*+z(x)e*=x—-1
=zx)e*=x-1

=7 =((x—1)e"

Alors: Vx€eR, z'(x) =(x—1)e* si
f est solution de (E)
Réciproguement

Supposons que V x € R,

z'(x) = (x — De*,

Ona:[f(x)e*] = (x — 1)e*

= f'(x)e*+ f(x)e* =(x—1)e*
=f(+fx)=x-1

Alors f est solution de (E) si
VxeER, z'(x) =(x—1)e*

En conclusion :

f est solution de (E) si, et
seulement si, pour tout x de R,
Z(x)=(x—1)e*

. D’'apres 1),

z'(x) = (x—1)e*
= z(x) = [[(t—1De'dt + K,K €R

Donc Vx€R, ona:
zx)=(x—2)e*+e+ K, KeR

f&x) = z(x)e™

On en déduit que :
fxX)=x—-2+el™ +Ke* K€eR

-135-




50 Problemes Type BAC + Corrigés

LOVI Yawo Mawulolo

=

N

fx)=x—2+el™ +Ke™ et

f(1)=0
= Ke 1=0
= K=0

Donc Vx€ER, f(x) =x—2 +el™

PARTIE B
x)=x—-2+4+e% D, =R

f i

fl(x)=1—el™*

1l—el™>0=x>1

Par conséquent :
Vx€]-o;1[,f'(x) <0

Vx €]l +oof, f'(x) >0

On en déduit que :

Sur |—o0; 1[, f est décroissante
Sur ]1; +oo], f est croissante
lim,f)

= lim e ™*(xe* — 2e* + e)

X > —
lim f(x) = 4+
X > —00

lim e™ = +o0

X = —

Car{ lim xe* =0
X > —o
lim e* =0
X = —
lim f(x) = +o
X > +oo
liril x —2 = +4o00
X - (0]
Car lim e *=0
X — +00
Tableau de variations de [
X —00 1 +o00
f'(x) — 0 +
400 + oo
fG) \ /'
0
y=x-—2

. U T
m [fG) -yl = lim e-e

Alors la droite (D), d’équation
y = x — 2, est une asymptote
oblique a la courbe (€;) au
voisinage de +oo

b. fx) —y=e'™>0Vx€eR

On en déduit que :
Sur R, (€;) est au dessus de (D)

3. Tracer de (D) et (C;)

>

PARTIE C

Soit x, un nombre réel strictement
positif.
X X -
LS = [°(F@) = y)dx = [;° e'* dx
S = [—e'*]°

S, =e—el™

2. glx) =e'* D, =R

a. g(x)=—el""<0vxe R
On en déduit que :
Sur R, g est décroissante

X —00 + oo
g'x) —
400

\0

g(x)
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Tragons (C,)

T
NN

PROBLEME 29

PARTIE A

L gx)=2x—(x—1)In(x —1);
Dy =11; +oo[

. lim g(x)
x—>1

= 1irr11+2x—(x—1)1n(x—1)
X =

Posons X =x—1

Six—> 17, X-> 0t et

lim 2X4+2—-—XInX =2

X-ot

lim 2X+2=2

Car {¥ 20"

b. §; = foxo el ™ dx = foxog(x) dx
Interprétation géomeétrigue
S, est donc l'aire en unité d’aire du
domaine plan limité par la
courbe (¢, ), 'axe des abscisses et
les droites d’équations x = 0 et
X = X

3. A(x;0); B(xoig(xo))
(T):y = g'(x0) (x — %) + g(x0)
Coordonnées du point C
g'(xo)(x —x9) + g(x9) =0

g(xo) _
g'(xg) 1+ X

= X :::xO'_

lim XInX =0
X -0t
Alors lin;g(x) =2
X -
. Vx€E|1; +oo,

gx)=1-In(x—-1)

.1-Inx—-1)>0=x<e+1

S]l; t+oo] = ]1: e+ 1[

.Vx€ell; e+ 1[,g'(x) >0

Vx€le+1; +oo[,g'(x) <0

On en déduit que :

Sur ]1; e + 1], g est croissante

Sur le + 1; +o[, g est décroissante

. Sur [e + 1; e3 + 1], g est continue

car dérivable et est strictement
décroissante puis on a :
gle+1)xgle3+1)=—-e*<0

Donc €(1 + x,;0)

4. Aire(ABC) = 2BXAC _ g("g’“

Car ABC est un triangle rectangle en A

Alors I'équation g(x) = 0 aune
solution unique, notée «a dans
I'intervalle [e + 1; e3 + 1]

1-x,
Aire(ABC) = ——

Vérification
S;+2S5, =e—el™0 +2x -

el=Xo

Signe de g(x) :
vxell; a[,glx) >0
Vx€la; +o[,g(x) <0

. limp(x) = lim
x—-1

Donconabien: §;+2S,=e

In(x*-1)

o) = ; Dy =11; +oof

x
In(x?-1)

x -1t x
Posons X = x* -1
Six—> 1%, X - 0t et

lim —X = —

X >0t VvX+1
lim InX = —o0
X-ot

Car
Xlir1(1)+\/X +1=1

Alors lime(x) = —
x—1
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lirE p(x) b. f'(x) = e*¢'(e*)
X > (0]
L 1nx2+1n(1—i) VxE ]O; .-I_OO[’ex > 9 2
= th _ X Alors le signe de f’(x) dépend de
Y 1 celui de ¢’ (e*)
= lim 255+ 2xin (1) vx € |0; In(va)|,e* € |1; va]
Jim o(x) =0 v x € |In(va); +oo, e* € [Va; +|
lim 2% =0 Par conséquent :
X2 e X vx €]0; In(Va)[,f'(x) >0
Car x1—1>r-l;-loo; =0 Vx € |In(va); +oof, f'(x) <0
lim ~ =0 On en déduit que :
x b x: ) Sur J0; In(Va)[, f est croissante
LX) = %r:(x_l) Sur |[In(va); +oo|, f est décroissante
, 2x%—(x?-1) In(x?-1)
=4 X) =
') X (x*~1) Et comme f croitsur ]0; In(vVa)|
On a donc: 6 et décroit sur |In(va); +oo| , alors
Vx €L +ool, 9" (%) = 5 s f admet un maximum en In(va)
3. Par suite, on a:
Et comme v x €]0; +oo[, f() < f(In(vx))
xz(x2—1)>0 JEN f( ) <ln(a 1)
Alors ¢'(x) est du méme signe
que g(x?) Orgla) =0 In(a—1) = ﬂ

. Vx €| Val,x?€]1; af Ja

-1

D'ou V x € ]0; +oo[f(x)<2

Vx€ ]\/E; +00[,x26 la; +oof
Par conséquent :

vVx €|l Val,o'(x) >0

Vx € [Va; +oof,¢'(x) <0

On en déduit que :

Sur |1; Val, ¢ est croissante

Sur [Va; 4+, ¢ est décroissante

PARTIE B
fl) =2, Dy =10; +o0l
. Vx€]0; +oo[ € ]1; +oof et

ln((ex)z—l) In(e?*-1)

pe*) =

Donc V x E ] ; +00[,fgx) = @(e*)

N

Déduction des limites
. Posons X = e*
Six » 0,X- 1let )}imlgo(X) =—

Alors limf(x) = —
x—-0

Six » 400, X - 4+ et
XlirE pX)=0

Alors li111 fx)=0
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. Représentation graphique de (C;)
Tableau de variations de f

x |0 In(Va) +00
ffo || + 0 -
2va
f(x) / \
—o 0

a=10et f(a) = 0,70
fx)=0=In(e*-1)=0
e =2
S x = %an = In(v2)
(¢) coupe I'axe des abscisses au
point de coordonnées (In(v2);0)

PARTIE C
)+ fx)

2e2%—(e2*-1)In(e?*-1) In(e?*-1)

— X
=e" X
eZX(ezx_l) ex
, _ 2e*
fre)+ f) =5~
Or
eX eX  eXyeX—e2X4e¥  2e%
eX—-1 e¥+1 e2x—1 e2x—1
eX e*

Dot f'(x) + f(x) = o= ———
Ce qui montre bien que f est
solution de I'équation

différentielle :

e* e*

y t Y= e*—1 e*+1

. h(x) =
a. Une primitive H de h sur ]0; +oo[ est

e* e*

eX—1 eX+1

par exemple la fonction définie par :

H(x) =In(e*—1) —In(e*+ 1)
Soit H(x) = In (ex—1)

e*+1

. Déduction

e* e*

FO+ fO) = 5= b

© f(x) =h(x) - f'(x)

On en déduit qu’une primitive F de f
sur ]0; +oo[ est par exemple la
fonction définie par :

F(x) = H(x) — f(x) ,
Soit F(x) =1n (ex_l) _ In(e-1)

eX

e*+1
In(Va)

. A=uaxfln(ﬁ) f(x)dx

iy £ dx = P

fllnn((\}g) f(x) dx
\/5—1)

_ _ 2
=In3 0{_1+ln(\/ar1

A= [ln3 —Z—f+ In (\/\g:)] ua
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PROBLEME 30

PARTIE A

g(x) =xInx—x+1; Dy =]0; +oof
. Calcul des limites

lin})g(x) =1

limoxlnsz
X —
Car{lim —x+1=1

x—0

lim g(x) = lim x(lnx—1+%)

X =+ X =+

lim g(x) = 4+
X > +0o0

{ lim x = 400

X = +0o

Car lim Inx =+

X — +00

. g (x) =Inx

Vx€]0; +o[,[lnx >0= x> 1
Par conséquent :

vxe]o; 1[,g'(x) <0

Vx €]l +oof,g'(x) >0

On en déduit que :

Sur ]0; 1], g est décroissante
Sur ]1; +oo[, g est croissante
Tableau de variation de g

X 0 1 400
g'(x) - 0 +
1 4o
g(x) \ /
0
Déduction

D’apres ce tableau de variation, g
atteint son minimum en 1 et

g(1)=0

Par conséquent :
Vx€|0; +oo[,g(x) =0

. @)=Y= gkx)=Inx
Sxlnx—x+1—-Inx=0
Sx-1(nx—-1)=0
Sx=1oulnx=1
Sx=1oux=c¢e

Alors (C) et (€") ont deux points
communs d’abscisses
respectives 1ete

Par ailleurs :
xInx—x+1<Inx

= gx)—Inx <0

S x-1D(nx—-1)<0
Tableau de signe

X 0 1 e + oo
x—1 -0 + | +
Inx —1 — - 0 +
gx) —Inx + 0 — 0 +

D’apreés le tableau de signe, on a :
vx€[l;e],xInx—x+1<Inx

: ] = fle(x — 1D Inxdx

Intégration par parties
u(x) =lnx w(x) = %
v’(x)zx—l(:) v(x) =%x2—x
] = [ze — x) 1nx]j - fle Gx — 1) dx
] = [(%xz — x) Inx — ixz + x]e

1

eZ -3

]: 4

. Aire(A) = ua X fle(lnx — g(x))dx

car sur [1; e], (€C) est en dessous de
(&)
fle(lnx — g(x))dx
= fle —(x—1D(nx — 1dx
= — fle(x —Dlnxdx + fle(x — 1)dx
_ _] n E (X _ 1)2]e _ e’—4e+5

1

4
ua = 4 cm?

Donc Aire(A) = (e? — 4e + 5) cm?
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PARTIE B
f(x) =ﬁlnx; D =]1; +oof
Inx

. . b
= —_— X —
X l—1>r-r|-loof(x) x1—1>r-|r-loo x—1 X

lim f(x) =0

X >+

:  im E
) = i 2% = 1

__ x—1-xInx
(x-12  x(x-1)2

fl) =- 22

x(x—1)2

Vx€]l; +oof,x(x —1)2 >0
Alors le signe de f'(x) dépend de
celuide — g(x)

Par conséquent :

Vx €]l +oof,f'(x) <0

On en déduit que :

Sur ]0; +oo], f est décroissante
Tableau de variation de _f

1 + o0

X
[0 -

1

. Tracer de la courbe (C;)

¥

PARTIE C

. Sur |1; 4+o[, f est continue car
dérivable et est strictement
décroissante.

Alors f réalise une bijection de

11; +oo[sur]0;1[et§e 10; 1].
Donc 'équation f(x) = % admet
une unique solution notée «a

Montrons que 3,5 <a <36
f£(3,5;3,6[) =10,492;0,501[ et
% € 10,492; 0,501

Alorsona: 3,5<a<3,6

2. h(x) = lnx+%x+%; Dy, =11; +oof

1

. f(x)=§(:>—1nx=l

1 xl1 2
@1nx—5x+5=0

(E)lnx—%x+%+x=0+x

1 1
(:>1nx+5x+5=x

Donc f(x) = % < h(x) =x

Déduction
a étant solution de I'équation

f(x) :% alors « est aussi solution

de I'équation h(x) = x car ces deux
éguations sont équivalentes

. h'(x)=§+§>0v:ce]1; +oo|

On en déduit que :
Sur |1; +oo[, h est croissante

. 1=1[3;4]

h([3; 4]) = [3,09; 3,88] et
[3,09; 3,88] c [3; 4]

Donc Vx €I, h(x) €l

D’autres parts :
3<x<4

0
A

IA
+

S RIRR -

g0 03¢
b [wd Jwd [~
IN
—
N
IN

A
=
=
=

=

Donc on a aussi :
5
vxel|h(x)| < P

. Uy, = 3 et pour toutn = 0,

Uns1 = h(Un)

. On sait que :

v €34l Il <]
D’ou d’aprés I'inégalité de la
moyenneonaVn e N:

Un 5
|1 () dx| < 21U, — a

= |[h]g"] < 21U, —a
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= [h(Uy) = R(@)| <2|U, — al

Or h(a) = a d’'aprés 1.) et
Upi1 = h(Un)

D'ou Vn €N,
5
Upss — al < 31U, —al

. En partant de cette inégalité on a :

5
n=0= |U1—a|Sg|U0—a|

5

5

5
n=n—1=|U, — «q| Sg|Un_1—a|
Faisons le produit membre a

membre de ces n inégalités.
On obtient aprés simplification :

n
U, —al < (3) 1U — al
Uy —al = |3 —al
3<a<s4
S —4< —-a< -3
S -1<Uj—a<0
S |U,—al <1
n n
(:)lUn—aIS(Z) IUO—aIS(%) x 1

Donc vneN,|U, — al S(%)n

. VneN|U,—al S(Z)net

lim (z)n=00ar0<§<1

n-— +oo

Alors la suite (U,,) converge
etona: lim U,=a

n- +o

: 5\
. Onsaitque |U, —a| < (g) donc
(&) <10 =|U, —a| < 10°
or (%) <102

< —pln (S) <-3In10
PN > 3In10
P =)

& p=>3788
Onadonc |U, —a| <103 vp > 38
U, est une valeur approchée de «
a1073 prés pour p = 38 par
exemple.

PROBLEME 31
PARTIE A

fG) =In(x+1) et glx) = ==

. Variations de f

f'(x) =XL>OVxE [0; +oof

+1
On en déduit que :

Sur [0; +oo], f est croissante
Tableau de variationde f

0 400

X
f'(x) -

0

Variations de g

l4 —_ 4 .
g'(x) = Y >0Vx€[0; +oof

On en déduit que :
Sur [0; +oo[, g est croissante
Tableau de variation de g

X 0 +00

g’ (x) +

9(x) /
0

. h(x) = f(x) — g(x); Dy, = [0; +oo[

1 4 x
! —_——_ = >
a. h'(x) x+1  (x+2)2 (x+Dx+2)2 0
V x € [0; +oof

On en déduit que :
Sur [0; +oo], h est croissante

. h(0)=0
. h étant croissante sur [0; +oo[ et

h(0) = 0 alors

Vx € [0; +oof,h(x) =0

(E)ln(x+1)—2—xZO
xX+2

D’ou l'inégalité :
(1) % <In(x+1) Vxe€[0; +oof

. Interprétation graphigue

Sur [0; +], la courbe (C) est en
dessous de la courbe (T')
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3. Tragons (C) et (T
f'(0)=g'(0)=1etf(0)=g(0)=0

Alors a l'origine O du repére, les

courbes (@) et (I') admettent une

méme tangente (D) d’équation :
@):y=x

PARTIE B
1. ¢(x) =In(x+1) —x; D, = [0; +oo[
o'(x) = —ﬁs 0V x € [0; +oof

On en déduit que :
Sur [0; +oo[, ¢ est décroissante

2. p(x) =lnx+ln(1+§)—x;x> 0
lim ¢(x) =
X = +00

lim x(m7x+%ln(1+%)—1)

X >+

lirP @(x) = —o0

( lim x = 4+
X > 400

. Inx
lim —=0
X -+ X

Car

. 1
lim ==0
X—> +00 X

¢(0)=0

Déduction

@ étant décroissante sur [0; +oo[ et
»(0)=0

Alors V x € [0; +oo[,p(x) <0

On en déduit l'inégalité :
(2) In(x+1)<x Vx€[0; +oo]

3. 1= fol In(x + 1) dx
Intégration par parties
My) = 1
{u(x) ,= In(x + 1) _ {u (x) = 7
v'(x) =1 v(x) =x
I =[xIn(x +1)]§ - folﬁdx

En remarquant que — = 1
x+1

Ona:l=[(x+1In(x+1)—x]}

Donc I=2In2-1

. Déduction
] = fol(x —In(x + 1))dx
] = fol xdx — fol In(x + 1) dx

= -

Onendeéduitque: J=-21In2

D’autres parts :
K= f01 (Z—x —In(x + 1)) dx

X+ 2
K=[ 2= dx—folln(x+1)dx

0 x+2 ,
En remarquant que : — = 2 — —

x+2 x+2
Ona:K=[2x—4In(x+2)]5 -1

4

Onendéduitque: K=3+1In (%)

. Interprétation géométrique de Jet K

J est I'aire en unité d’aire du
domaine plan délimité par la
courbe (@), latangente (D) etles
droites d’équations :
x=0etx=1

K est l'aire en unité d’aire du
domaine plan délimité par les
courbes (C) et (T') et les droites
d’équations: x=0etx =1

PARTIE C
1. u(0) =1etsix # 0, u(x) =@;
D, = [0;1]

Continuité sur_]0; 1]

La fonction x — In(1 + x) est
continue sur |—1; +oo[ donc
continue sur ]0; 1]

La fonction x — i est continue sur

R* donc continue sur ]0; 1]
On en déduit que :

. In(1+ .
La fonction x — 2+ ast continue

X
sur ]0; 1] comme produit de deux
fonctions continues sur ]0; 1]
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Etudions la continuitét de uen0

In(1+x) 1

limu(x) = lim
x—-0 x—-0 x
lirnou(x) =u(0)

X -

Alors u est continue en 0

La fonction wu étant continue sur
10; 1] et continue en 0, alors elle
est continue sur [0; 1]

. Onpose: L= folu(x)dx
(1) == <In(x +1)
(2) In(x+1) <x
De ces deux inégalités on a :
%Sln(x+1)§x; x>0

o2 <Ml g yx =0

x+2 — x In( )

1 2 1In(1+x 1
= e < <

Jy Dodx < [y ———dx < [ dx

Donc on a bien :

fy=dx<L<1

+2

Déduction
2In(x+2)]i<L <1

21n(§)§Ls1

PROBLEME 32
PARTIE A

fG) =In(N1+x—1); Dy =10; +oo[

. Calcul des limites

lin})f(x) = —0o0
X —
1im0\/1+x—1=OJr
Car{*~
lim InX = —
X -0t

lim f(x) = +o
X — +0o0

X = +00

lim Vvi+x—1=+4o
Car

lim InX = —c
X -+

. Dérivée

’ _ V14x+1
f (X) B 2xV1+x

Vx€]0; +oo[,2x >0etvl1+x>0
Alors V x € ]0; +oo[, f'(x) >0

On en déduit que :

Sur ]0; +oo], f est croissante
Tableau de variation de f

X 0 + o
f(x) +
+ oo
@) /

. Ordonnée de A4

x,=3alorsy, =f(3)=0

Donc A(3;0)

Coordonnées de B,P et H
5 5
Xp =Zety3 =f(Z) =—In2

Donc B G; —In Z)

xPIxBIZthPIO

Donc P G; 0)

xpy=0etyy =y =—1In2

Donc H(0; —In2)
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=

oo

Tracer de (C)

PARTIE B
Soit r la rotation de centre O et
d'angle %; r(M) =M’
rM) =M o z' = eigz
=iz
x'+iy =ilx+iy) =—y+ix

On en déduit que :
{x ~ 7Y et par suite { =y
y =x y=-x

D’aprées ce qui précéde :
Si M(x; y) alors son image
M'(—y; x)

Par conséquent :

A'(0; 3); B’ (1n2; %) P’ (0; Z)
g(x) = e ?* 4+ 2e*; D, = R
M(x;y) € (C)

y = f(xz)
y >
=’{ —x' = f)
y'>0
=

{ 1n(,/1+y—1)

{ y >0
=

1+y —1
y >0
:{—xﬂ_m

N

{ y' >0

- / 2

(e +1) =1+y

y' >0

: ! !
y'=e * 4 2e¢7*
{x’EDgle

2 4 4
y'=g()

Care ™ +2e™ >0Vx'€R

Alors le point M’ image de M par r
appartient a la courbe (I)si M
appartient a la courbe (€)

-y Tg()dx =

. Tracer de (I

(Voir figure)

PARTIE C

In2 In 2

- ,—2x __ 2 -X
flnz . [ ’ ’ ]
0 gx)dx = ?

0

Le domaine (A) a méme aire que le
domaine plan (A") délimité par les
segments [A'0], [OH'] et [H'B'] et
I'arc de courbe (T") d'extrémités B’
etA

On adonc:
A =ua f;nzg(x)dx
Soit A = % X ua

I=fIn(VI+x—1)dx =[5 f(x)dx

A = Aire(OHBP) — [5 f(x) dx

Car sur E 3], la courbe (C) est en

dessous de I'axe des abscisses
A =0HXO0OP —1

A=2In2 -1
4

Déduction
I = ZIn 2—A

10In2-11
8

Doncona: I =
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PROBLEME 33

PARTIE A

h(x) = xe* — 2e* + 2; D;, = [0; +o[
. Dérivée

h'(x)=(x—1)e*

vV x € [0; +oo[,e* >0

Alors le signe de h'(x) dépend de
celuide (x — 1)
x—1>0=x>1

Par conséquent :
vx€e[0;1[h'(x) <0
Vx€]l; +oof,h'(x) >0

On en déduit que :

Sur [0; 1], h est décroissante
Sur ]1; +oo], h est croissante
Tableau de variation de _h

X 0 1 400

h'(x)

0 +o00
h(x) \ /'
2—e

() =3(1-e2)
Surl = E 2],h est continue car

dérivable et est strictement
croissante puison a :

h(Z)xh(2)=4-e:<0

Alors I'équation h(x) = 0 admet
. . 3
une unique solution a dans [E; 2]

C’est-a-dire qu'il existe un unique
réel a appartenant a I'intervalle

I= E;Z] tel que h(a) =0

. On déduit de ce qui précéde que :

vx€[0;a[,h(x) <0
Vx€la; +oo[,h(x) >0

PARTIE B
fx )——
- Jlim f(x) =

Dy =10; +oof

e¥—1

11m 1x
ot x X

lin}) f(x) =+

. 1
lim - =+
x—->0tx
e¥*-1

Car

lim =1
x—>0t Xx

11m fx) =

lim f(x) =4

x—>+

) =

lim x—Z—O
- 400
Car "_ .

x2e¥-2xe*+2x

x4

Donc V x € |0; +oo],
, _ xe*-2e*+2
f(x) = 3

Déduction

frx) =22

vV x € ]0; +00[,x3 >0

Alors le signe de f'(x) dépend de
celui de g(x)

Par conséquent :
Vxe[0;al,f'(x) <0
Vx€la; +oof, f'(x) >0

On en déduit que :

Sur [0; al, f est décroissante
Sur la; +[, f est croissante
Tableau de variations de  f

X 0 a 400
f'(x) -
400
£ \ /
f(a)
. f(a) _ e%-1
Or h(a) —O@e“ =—i

-2
2

Dol f(a) = —=2—

Onadonc: f(a)=

ala— 2)
Déduction
ae E;Z] donca>0eta—2<0
Onendéduitque: f(a)>0
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4. Tracer de (C)
¥

5T (&

-l
o)
o

(o]
el
(0]

o

=1

o

PARTIE C

1. Vx €[0; +oo[,h(x) =0
& 2e* — 2 = xe*
= 2e (1 —e™) = xe*
S2(l—-e™)=x
CarVx € [0; +oof,e* #0

Alors Vx € [0; +oo[,h(x) =0
équivauta 2(1—e™) =x

2. g(x) =2(1—e); D, = [3;2]
g'(x) =2e7*
%S x <2

3
& 2e?<2e*¥<2e 2

< 0,27 < g'(x) < 0,45
< 027<|9'(x)| <0,45<0,5

Donc Vx € E;Z],Ig'(x)l S%

_3
3 { Yo =5
Xn+1 :g(xn)

On admet que, pour tout entier n, x,,
appartient a I
a. On sait que :

veeliz] lgwl <]

a € E;Z] etvneN,x, € E;Z]
D’ou d’'apres I'inégalité de la
moyenneonaVn € N:
7" g' () dx| <2 |x, — al

= |lg®1"] < lx, —al

= |g(xn) = g(@)| <5 lx, —al

Or g(a) = a d'aprés 1.) et par
définition g(x,) = x,41

N 1
Dou VneN, |x,,1 — al Sglxn—al

Par ailleurs :
En partant de cette inégalité on a :

n=0= le—aIS%Ixo—aI
n=1= Ixz—alsilxl—al

n=2= |x3—a|S%|x2—a|

n=n—1=>|xn—a|S§|xn_1—a|

Faisons le produit membre a
membre de ces n inégalités.
On obtient aprés simplification :

17’1
= al < (5) Ixo —al
| —a|—|§—a|

0 T2
l<as<2

2 3
(:)—ZS—CLS—E
@—iﬁxo—aSO
<:>|x0—a|§§S1

1\" 1\"
(:)lxn—als(z) IxO—aIS(E) x 1

1
Donc VneN,lxn—aISZ—n

1
. VnEN,Ixn—aISZ—n et

lim i:Ocar0<%<1

n - too 2"

Alors la suite (x,,) converge et

ona: lim x,=a
n- +o

1

. On sait que | x, — a| < — donc

~<107% = |x,—a| <107

Or= <1073
2P
& —pln2 < -3In10
PN >3ln10
b= In2
& p =996
On adonc:

|x, —al <103 vp=>10

X, est une valeur approchée de a
a 103 prés pour p = 10 par
exemple
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PROBLEME 34
PARTIE A

fG) = (x+3)e”%; Dy =R
. Calcul des limites

xl—i>lzloof(x) -®

((lim (x+3) = -
car!” _x
lim e 2 =+

\ X —

lim f(x) =0
X >+

X
lim e 2=0
Car{ *7*®

X
lim xe 2=0
X — +00

. Dérivée

F)=-(x+1)e 2

VxE€ R,e_g >0

Alors le signe de f'(x) dépend de
celuide —x — 1.
—x—-1>0=x< -1

Par conséquent :

Vx€]-oo; —1[,f'(x) >0
Vx€]-1; +oof,f'(x) <0

On en déduit que :

Sur |—o0; —1], f est croissante
Sur |—1; +oo], f est décroissante
Tableau de variation de

X —00 -1 400
f'x) + 0 —
2\e

f)

N

—CQ0

3. Construction de la courbe (T') de f
fx)=0=x=-3
Alors (T') coupe I'axe des
abscisses au point de
coordonnées (—3;0)

4. [ = f_03xe_§dx
Intégration par parties

{ ulx) =x { u'(x) =1
x = x
v'(x) =e 2 v(x) = —2e 2

I = [—er_g]: + 2f_03e_§dx

I=[-20c+ 2)e‘§]0_3

3

I=—-4-—2e2

Déduction
A = ua X f_ogf(x) dx

f_03 f(x)xdx = f_03 xe” zdx +

3 f_03 e z2dx

[ fG)dx =1+3 [—Ze_g]:
[ F(0) dx = 4ez — 10

A = (4e§—10) X ua

o,

a. Graphiguement, la droite d’équation
y = 3 coupe (I') au point d’abscisse
0 et en un deuxiéme point dont
'abscisse a € |—-2; —1[
Alors I'équation  f(x) = 3 admet
deux solutions dans R qui sont 0
eta
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N

w

3
Montrons que -2 <a< —5

f(=2)=e

(-3 = ze_% ~ 3,17

2

Comme 3 € Je;3,17(
Alorsonabien: -2<a< —%

Discussion suivant les valeurs de m
du nombre de solution de I'équation

f(x)=m

Sim € |—; 0], il y a une solution
Sim € ]0; 2+/e|, il y a deux solutions
Si m = 2+/e, il y a une solution

Si m € |2Ve; +oo[, il N’y a pas de
solution

PARTIE B
g(x) =3(ez —1); D, =R

f) =3 (x+3)e"1=3

S x+3=3ez
=3(ez-1)=

Donc f(x) =3 < gkx) =x

Dérivée premiere et seconde

g'(x) = %ei et

g/r(x) — %ei

Vérification
! 3 E
g'(a) = €2

a+3

Orf(a)=3=>e%=7

Dou g'(a) = ‘%3

VxeER g'(x)>0

On en déduit que :

Sur R, g’ est croissante
D’autres parts :
VxeER,g'(x) >0

On en déduit que :

Sur R, g est croissante
[ =[-2; a

9([=2; a]) = [-1,9; «]
Or[-1,9; a] c [-2; a]

Donc pour tout x appartenant a
I, g(x) appartienta I

—2<x<a
=g (-2)<g'x=<g (@

a+3

<:)055<g(x)<—

B

3
Or—2<a<——<:> <%<-

4
Dou05<055<g(x)<—sz

On conclut donc que : pour tout  x
appartenanta I, % <g'x) S%

On en déduit que : V x € [-2; «],
al a , a3

[, sdt< [, g'(®dt < [ Sdt

[t < [g®]g < [elg

=30 < g@-gk) <j@-x»
Or-2<x<adola—x=>0

On a donc pour tout x de
I'intervalle 1,

OS%(a—x)S g(a)—g(x)S%(a—x)

Uy=-2etU,,, =9gWU,);n€N
Démonstration par récurrence
Uy=-2€l=[-2; a]
Supposonsque vn € N, U, €1
et montrons que U,,,, € 1
En effet :

U, el = gU,) el
Or par définition U,, ., = g(U,)
DouU,,,€lsiU, €l

On conclut donc que pour tout
entier n, U,, appartient a
l'intervalle I

Justification des inégalités :

En prenant x = U,, dans l'inégalité
3c),ona:

0< g(@—gWU,) <= (a—Uy)
OrUpy, = g(Un)

D’ou pour tout entier n,
0< @ —Upyy <2 (a—U,)

Par ailleurs :

~(@—Up_y)

Faisons le produit membre a
membre de ces n inégalités.
On obtient aprés simplification :
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0< a—U,<(2) (@-Uy
—2<a< -2
©0<a-Uy<-<1
=0<a-U,<1
0< a—UnSG)n(a—UO)SG)nxl
Donc pour tout entier mn,ona:
3

0< a—UnS(Z)n

b. lim G)n=00ar0<2<1

n— +oo

Alors la suite (U,,) est
convergente etona lim U, =«

n— +oo

. 31’1
c. Onsaitque 0 < a—Uns(Z)

3 n
S la-U,| < (Z)
p
Donc G) <1072 = |a—U,| <102

p
Or G) <1072
—-2In10
>_f
TPEE
& p > 16,007
Donc la —U,| <1072V p =17

Le plus petit entier cherché est
donc p =17

U, représente une valeur
approchée de a a 1072 prés

PROBLEME 35
PARTIE A
f(x) =In(e* +e™); Dy = [0; +oof

lim (e*+e™™) = 4o
X— +0o
lim InX =+
X— +o0

Alors lim f(x) = +

X— +o

. Vx €[0; +oof,

f(x) =lne*(1 + e™?*¥)
=Ilne* +In(1 + e %¥)
Orlne* =x

D’ou pour tout x appartenant a
l'intervalle [0; +o[ona:
f(x) =x+1In(1+e %)

Soit (D):y=x
lim (f(x) —y) = lim In(1 + e™%%)
x> 400 X +00

Jim (f(x) -y) =0

lim e™2* =0
Car {x—> +00
In1=20

Alors (€) admet comme
asymptote oblique la droite (D)
d’équation y =x

. fx)—y=In(1+e %)

Vx €[0; +of, e72* >0
Sl+e?>1
h(l+e?)>Inl1=0

Donc Vx € [0; +oof, f(x) —y >0

On en déduit que sur [0; +oo],
(@) est au dessus de (D)

. Dérivée

X . ex(l_ e—Zx)

flo) ==

eX+e”* eX+e”*

Vx€[0; +o[,e* >0 ete™*>0
Alors le signe de f'(x) dépend de
celuide 1 — e ¥
1—e?>0=2x>0

Par conséquent :

Vx€[0; +oof,f'(x) =0

On en déduit que :

Sur [0; +oo], f est croissante
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Tableau de variation de f

0 +00

X
f'x) +
+ oo

In 2

. Tracer de (D) et (C)

PARTIE B
F(x) = [ In(1 + e 2) dt;
x € [0; +oo[

. Interprétation géométrique de
Vx>0, F(x)

F(x)
= [J(f(t) — ) dt

Alors F(x) est 'aire en unité d’aire
du domaine plan délimité par la
courbe (@), la droite (D) etles

droites d’équations t=0ett=x
. Dérivée
F'(x) = In(1 + e™%¥) car par

définition F est la primitive sur
[0; +oo[ de la fonction

x — In(1 + e~?*) qui s’annule en 0.

Vx€[0; +oo[,1+e ¥ > 1
Par conséquent :

Vx €[0; +oo,F'(x) >0

On en déduit que :

Sur [0; +oof, F est croissante

w

Soita >0
€E[l;1+ale1<t<1+a

Donc pour tout t appartenant a
l'intervalle [1;1+ a],ona:

L <l<cq
at+1l t

) Inéqalité des accroissements finis

—< <1
atl 1fa 1 f1+a1
J

1+a
, —odt< —dt< [ dt

o — [t < [Ine]i* < [e]i*

Doncona: —<In(a+1) <a
a+1

Soitx >0
Prenons a = e~2t dans l'inégalité
précédente, on a :

=2t
- <In(e7™?*+1)<e™?

X e-2t 5
e [y odt < < [ In(1+e 2)dt <

foxe‘tht
or [ ln(l + e-Zt) dt = F(x)

e—2tyq

D’ou f dt <F(x) < f e 2tdt
Et par sune :

X
[—%1n(1 + e‘“)] <F(x) <

0

1 _ X
-3¢
2 0

Donc on a bien :

1 _1 -2x 1_1,-2x
;In2 2ln(1+e )SF(x)SZ Se

. D’apres le théoreme des

gendarmes ona:
—ln2 < lim F(x) <—

X— 400
lim In(1+e” 2") =In1=0

X— +00
Car lim e ?* =0
X— +0oo
Or lim F(x) =+¢

X— +o

D'oll 11n2 sesl

U, = fn+1ln(1 +e?)dt,neN
Soit h(t) = In(1 + e~2Y);
Dh = [0; +oo]

h'(t) = PppT: < OVte|[D; +oof

Onen dedun gue :
Sur [0; +oo[, h est décroissante et
h(0)=In2>0

Donc Vt € [0; +oof,h(t) >0
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Par conséquent :
Vte[nn+1]
0<h(n+1)<h() <hn)
L’inégalité de la moyenne donne :
= 0< [Th)dt < h(n)
or [ h(®) dt = U,
D’ou pour tout entier naturel n,
ona: 0<U,<In(1+e?")
b. On a en passant a la limite :
0< lim U, <0

n— +oo

Car lim In(1+e™?) =In1=0
n— +oo
Donc limU,=0
n— +oo

7. S, =Uy+U; +--+U,neN
a. S, = flln(l +e ) dt + flz In(1 +
e 2t)dt + - + fn+1ln(1 +e ) dt
D’apres la relation de Chasles,
S, = fn+1 In(1+e~2t) dt

Doncona: S,=F(n+1)
b. lim §, = hm F(n+1)— 11m F(n)

n— +oo

On salt que l"P F(x) eX|ste
X— [ee]

Alors la suite (S,,) est convergente
Par ailleurs :
On a —1n2 < lim F(x) <1 ~en

X— +0o

passant a la limite
On en déduit que :

—ln2< lim S, <—

n— +o

PROBLEME 36
PARTIE A

2t
g(t) =In(1+¢) ~ T
Dg = ]_1! -I—OO[

. Dérivée

(t) (1+t)2

Vte]-1.4oo[,(1+1)>>0

Alors le signe de g'(t) dépend de
celuidet -1

Par conséquent :
vte]-1;1[,g'(t) <0

Vte]l; +oof,g'(t) >0

On en déduit que :

Sur |-1; 1], g est décroissante
Sur ]1; +oof, g est croissante

tlim g(t)

= t11m+:((1 +t)In(1+1¢t) — Zt)

Ame(o) = +eo

c tlirr}+ﬁ=+oo
ar i
tlir_n A+t)ln(1+¢t)=0

lim g(t) = +

t— +co

2t
m —=2

1
t— 400 1+t

lim In(1+¢t) =
Car {t_’ e

. Sur [1; +[, g est continue car

dérivable et est strictement
croissante.

Alors g réalise une bijection de
[1; +oo[ sur [In2 — 1; +oo[ et
0€[ln2—1; +oof

Donc I'équation g(t) = 0 admet
une unique solution a dans
[1; +oof
C'est-a-dire qu'’il existe unréel «

et un seul dans l'intervalle
[1; +oo[ tel que: g(a) =0

Encadrement de «
{g(3) =-01<0
g(4) =0,009>0

Onag3)xg4)<0
Alors 3<a<4
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{g(3,9) = —0,002 < 0
g(4,0) = 0,009 > 0

Onag(3,9) xg(4,0)<0
Alorsa 1071 prés, 3,9 < a < 4,0

. Tangente a (C) en l'origine O du
repere
(T):y =g'(0)(& —0) + g(0)

(T):y=—-t

Tableau de variation de g

t -1 1 400
g'(t) - 0 +
+ 0 + oo
g(t)
In2-1
©)
.L=a+i<=>L_at+a+b

1+t 1+t 1+t 1+t
Vte]-1;, +o[,0ona:t=at+a+b

Par identification :
{ a=1
a+b=0
Donc a:1,b:—1etizl—i

1+t 1+t
. Jog@®at
= [FIn(1+t)dt -2 foxﬁdt
Calculons [ In(1 + t) dt
Intégration par parties
{u(t) =ln(1+¢) _ { uw'(t) = —
v'(t) =1 v(t) =1+t
[ In(1+t)dt
=[(1+ I+ O] - [, dt
Donc [ In(1 + t) dt
=[1+t)In(1+1¢t) —¢t]}

Par suite :
[Fg®dt = [B+6)In(1 +0) - 3t]3

Jy g@®dt = (3 +x)In(1 + x) — 3x

. A=uax foa—g(t)dt

Jy = g@®)dt = - [ g(tat
foa - g(t)dt =3a — (3 + CZ) 11’1(1 + a)
ua = 4 cm?

Donc
A=4[3a— 3+ a)In(1+ a)]cm?

2a

Org(a)=0(:>1n(1+a)=m
D’oucﬂ=4[3a—(3+a)x12+—“a]

4a(a-3)
a+1

Onadonchien: A=

. Encadrement de A

39<a<4,0

S 09<a—-3<1 et
15,6 < 4a < 16

& 14,04 < 4a(a—3) < 16
D’autres parts :
49<a+1<50

& 0,2 < —— < 0,204
a+1

Onadonc: 2,8<A<3,2

PARTIE B
f(x) =e™In(1+e*); Dy =R

. La fonction x — In(1 + e%¥) est

dérivable sur R car la fonction

x +— 1+ e?* est dérivable sur R et
Vx €R,1+e? > 0.0n sait par
ailleurs que la fonction x — e~ est
dérivable sur R

Alors la fonction  f est dérivable
sur R comme produit de deux
fonctions dérivables sur R

] - = 2 2e*
f'(x) = —e*In(1 +e“*) + Tretn

] - - 2 _ 2e%
f'(x) =—e* [ln(l + e“¥) 1+e2x]

f'(x) = —e*g(e*)

VxeRe™*>0,

Alors f'(x) et g(e?**) sont de signes
OppOSés

ffx) =0 ge**)=0

S e =q

f(x)=0= x=InVa

2. Posons t = e?*
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Six+— —oo,t+— 0 et 6. 39<a<4,0
lim 2240 = Jimy/E x 220 & 02 < - <0204 et
t—0 t t—0 a+1
limVt =0 1,9 <Va <20
t—>0
Cary inaso _ =07<2 <08
t20 L Alors une valeur approchée de ce
Alors lim f (x)=0 maximum par excés est donc 0,8
3. lim f(x) 7. Tracer de (')
X— +0o
= 1ir£1 e *lne?* (1 + e~ %)
X— (00
= lir_ll_l e *Ine?* + e *In(1 + e~ ?¥)
xX— [ee]
= 1ir£1 2xe™ + e *In(1 + e~ ?%)
X— [ee]
lim f(x) =0
X— +o
lim xe™* =0 &
X— +o00
Car 111}:1 e_x - O
X— [ee]
lim e=?* =0
X— +00

4. D’apres PARTIE A,
vte]o; al,g(t) <0
Vte]a;, +oof,g(t) >0
Or e?* €]0; af & x € |—o; InVa] et
e?* € la; +o[ & x € ]1n\/5; +00[
Par conséquent :
x € |—o0; Inval, f'(x) > 0
x € [Inva;+oo[, f'(x) <0
On en déduit que :
Sur |—oo; In+/a|, f est croissante
Sur |InVa; +oo[, f est décroissante
Tableau de variations de f

X | —oo InvVa +o0
f'(x) + 0 -
#(Inva)

f(x)
x o/ \o

5. f atteint son maximum pour In+/«a et
ce maximum est

In(1+a)
f(Inva) ===
Or d’aprés PARTIE A5,
2a
ln(l + a) = E
2a

D'ou f( In \/&) ~ (tava
On a bien f(InVa) = %
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PROBLEME 37
PARTIE A

fG) =T six>0et £(0) =0;
Dy = [0; +oo[
. Continuitéen 0

lirg+x Inx =0
limf(x) = 0 car xq_ 1
x—0 lim —=1
x— 0t x+1

limf(x) = £(0)

Alors f est continueen 0

Dérivabilité en 0
lim £9© _ i,

x>0 x—0 x— 0t x+1 N
lir(r)l+ Inx = —
Car{""
[ lim — =1
x—= 0t x+1
lim L2/ © _ _

x— 0 x—-0

Alors f n’est pas dérivableen 0

. g&x) =Inx+x+1; Dy =10; +oof
. Dérivée

g’(x)=1+§>0\7’xe]0; +oo[

On en déduit que :
Sur ]0; +oo], g est croissante
Tableau de variation de g

X 0 + 00
g'(x) +
+ oo
900 /

. Sur ]0; +[, g est continue car
dérivable et est strictement
croissante.

Alors g réalise une bijection de
10; +oo[ sur |—oo; +oof et

0 € |—o0; 400

Donc I'équation g(x) = 0 admet une
solution B et une seule dans ]0; +oo[

{g(0,27) =—0,03<0
g(0,28) = 0,007 > 0

Ona g(0,27) x g(0,28) < 0
Alors 0,27 < B <0,28

3. Dérivée

’ _ (nx+1)(x+1)-xInx
Vx>0,f(x)= iy

’ _ Inx+x+1
=S =T

1 _ g,(x)
Donc Vx>0, f'(x) = 1)

Déduction

Vx>0,(x+1)2>0

Alors le signe de f'(x) dépend de
celui de g'(x)

D’aprés 2b)

Sur ]0; +oo[, g croitet g(B) =0
On adonc:

vx €0 BLg(x) <0

Vx €]p; +oof,glx) >0

Par conséquent :

Vx€]0; BLf'(x) <0

Vx €]pB; +oof f'(x) >0

On en déduit que :

Sur ]0; BJ, f est décroissante
Sur | B; +oo[, f est croissante
Tableau de variations de g

X 0 B +o0
f(x) - 0 +
0 +o00
—B
_ Bng
@) =2

Orgip)=0=np=—-p-1

N - 1
Dol f(B) = =22

On a bien f(B) =—-pB

. Limite

lim f(x) = 4o

X— +o0

lim — =
Car x— +ooXx+1
lim Inx = 4+
X— +00
i nx = £Col = im0

Jim [Inx - f(x)] = 0

X
m x+1 - 1
X— +0o
Car . Inx
lim —=0
X— 400 X
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Interprétation graphique

(€) et (I) sont asymptotes au
voisinage de +oo

. Tracons (C) et (I")

Tableau de x — Inx

X 0 400
In'(x) +
400
In(x) /
—0o0
PARTIE B

h(x) = e.ei; Dy, =10; oo

. Sur [0; B],f(x) € [-B; 0] donc
flx)#1

Sur |B; +ool, f est continue car
dérivable et est strictement
croissante.

Alors f réalise une bijection de
1B; +oo[ sur ]—p; +oof et
1e€]-B; +of

Donc I'équation f(x) = 1 admet
une solution «a et une seule dans
[0; +o[ et @ € ]B; 4o
f£([3,5;3,7]) =[0,97;1,02]

Ona1e€[0,97;1,02]
Dou 3,5<a<3,7

Pour la représentation du point
d’abscisse a, voir le graphique

f(X) _ 1<:>xlnx_ 1

) x+1_
<:>1+;=lnx

1 1
Seltx=eex=x

= h(x) =x

B

o,

Donc les équations  f(x) =1 et
h(x) = x sont équivalentes

R (x) = —xlth(x) <0

YV x € ]0; +oof

On en déduit que :

Sur ]0; +oo[, h est décroissante
Pour tout élément x de [3,5;3,7],
h(x) € [n(3,7); h(3,5)] = [3,56; 3,61]
Or [3,56;3,61] < [3,5; 3,7]

Donc h(x) appartient aussi a
[3,5;3,7]

LR (x) = —é x h(x)

2x+

R (x) = ==X h(x) > 0

On en déduit que h' est croissante
Par conséquent :

h'(3,5) <h'(x) <h'(37)<0

& [RGB < [ ()] < [h'(3,5)]
Or |n'(35)| = 0,29 <=

D'ou |h'(x)| < |h'(3,5)] <

W | =

On sait que |h'(x)| < é et

a € [3,5;3,7]

Alors d’apres l'inégalité de la
moyenne on a :

|2 h(®)dt| < 2 |x - al

= |[hOT] < 5 1x —al

= |h(x) — h(a)| < ilx — al
Or h(a) = a d’'aprées 2)

Dol |h(x) — a| < § lx — af

Un+1 = h(Un) et UO = 3,5

Pour toutn > 0, prenons x = U,
dans I'inégalité 4c)

Ona: |a(Uy) - al <|U, —al
Or h(Uy) = Upyy

D’ou pour tout entier n = 0,
1
|Un+1 - (Xl < §|Un - (Xl
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. En partant de cette inégalité on a :

n=2=— |U3—a|S§|U2—a|

1
n=n—-1=|U, —al S;IUn_l—aI
Faisons le produit membre a

membre de ces n inégalités.
On obtient apres simplification :

n
U, —al < (3) 10 —al
Uy —al =135 - a
355a<37
& -3,7<—a<-35
= -02<U;—a<0

<:)|UO—aIS0,2=§

= |Up —al < (%)nIUO—aI < G)nxé

On en déduit donc que pour tout

. 1 1\
entier n > 0, |U,, — a| SE'(E)

lim -
n—- +o0 5

1-G)n=00ar0<§<1

Alors la suite (U,,) converge et

limU,=«a
n— +oo

) 1 (1\"
. On sait que |U,, — a s;-(—)

3
Donc

L) <10 = U, — o] < 10
or?. @p <1073

< —In5-pIn3 <£-3In10
3In10+In5

In3
©p=>775

(:)p>

Donc |U,—a|<103vp=>8

On en déduit que U, est une

valeur approchée a 1073 prés du
nombre réel a pour p = 8 par
exemple

=

N

PROBLEME 38
f(x)_ex+1'D_]R

PARTIE A

Vx€ER, f(—x)+ f(x)

_3e7*-1  3e¥*-1
e X+1 eX+1
_3-e*¥  3e*-1
1+e* eX+1
_2(e*+1)
eX+1

Donc Vx €R, f(—x) + f(x) =2

Déduction

fl=0)+f(x) =2

f2x0—-x)+f(x)=2x1

On n’en déduit que le point  A(0;1)
est un centre de symétrie de (I)

Calcul des limites

lime*=0

x> —00

lim f(x) = —1 car
X— —©

lim e* = +

X— +00

3X-1 — 3
X—> +00 X+1

Alors lim f(x) =3
xX— + o0

Dérivée
' _ 4e”
f1e0 = (eX+1)2

VXER f'(x) >0

On en déduit que :

Sur R, f est croissante
Tableau de variation de f

X —00 “+ o0
f'x) +
3
f&) /
-1

(M:y = f'(0)(x = 0) + £(0)

Alors (T):y=x+1

90 =f@-G+1); D, =R

VXeER, @'(x)=f"(x) -1

/ _ —ePr-2e*-1 _ (e¥-1)?
S 9'x) = (eX+1)2  (eX+1)2
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=

Donc on a bien :
x_1\ 2
(p’(x)z—(e 1) VxeR

e*+1

VxER, @' (x) <0

On en déduit que :

Sur R, ¢ est croissante

®(0) =0

Par conséquent :
Vx€]—;0[,px) <0

Vx €]0; +oof,p(x) >0
(Try=x+1letf(x)—y= o)

D’apres ce qui précede :
Sur ]—o; 0],

(T) est en dessous de (T)
Sur ]0; +oof,

(T) est au dessus de (T)

Tracer de (T) et (I')

@

[}
z

/
a9 T 1

PARTIE B

f(x) =x

e f)—x=0

e fx)—x—1=-1
e f)—-(x+1)=-1
Oro(x)=fx)—(x+1)

D'ou f(x) = x si et seulement si
px)=-1

Sur R, ¢ est continue car dérivable
et est strictement décroissante
Alors ¢ réalise une bijection de R

sur ]xEToo(p(x); xl_irg)()<p(x)[ = ]—o00; 40|
et —1 € |—oo; 4o

Donc I'équation ¢@(x) = —1 admet
une unique solution a dans R et
par équivalence «a est l'unique
solution de I'équation  f(x) = x

a. VxeR f(x) =

=

»(12;3[) =1-0,47; —1,18[ et
—1€]1-047; —1,18]

D'ou a € ]12;3]

Tout ceci montre bien que la

droite (D) d’équation y = x coupe
la courbe (T) en un seul point
dont I'abscisse «a est comprise
entre 2 et 3

4e¥—e¥—1  4e*—(e¥+1)

eX+1 eX+1

4e*
Donc VxeER, f(x) =—-1+ )

On en déduit gu’une primitive sur R
de f est par exemple la fonction F
définie sur R par :

F(x)=—-x+4In(e*+1)

. A =uaXx foa(f(x) — y) dx car sur

[0; a], (T') est au dessus de (D)
Sy (F ) —y) dx
= [—x —1x% + 4In(e* + l)r

2 0

[ (@) — ) dx
= _%az—a—4ln2 +4In(e*+1)

— a _ 1ta
fla)=ae=e =T

Donc
A= [4ln2—%a2—a—4ln(3—a)]ua

PARTIE C
I=1[2;3]
Vx€R,
, _ 4e*  a b
f'lo) = (e*+1)2  e¥+1  (e*+1)?
ae*+a+b _ 4e*

(eX+1)2  (e¥+1)?
< ae*+a+b=4e*
Ce qui donne par identification :
{ a=4

b=-4
Donc Vx € R,
’ _ 1 _ 1
f (.X') =4 ( e*+1 (ex+1)2)
. Déduction
2<x<3

oel+l1<e¥+1<e3+1
& 0,04 < — < 0,12 et
eX+1

—0,0144 < — < —-0,0016

(e*+1)2 —
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- 0025< ——— <0118
(e*+1)2

T e*+1
=01<f'(x) <047
< If ()] <047 < -

Donc Vxel, |f'(x)| <

PN =

. Onsaitquevxel, |f'(x)] <-et

a el
Alors d’apres l'inégalité de la
moyenneona:Vvx €|,

|7 F/(®)dt| <5 lx - al
= [f(O] < lx —al

= If(0) - f@] < lx - al
Or f(a) = a d'aprés PARTIE B1)

N

D'ou Vx €I,
1
If(x) —al <-|x—al

U, =3
' {Unﬂ = f(Uy,) pourn €N

. Pour tout entier naturel n, prenons
x = U, dans I'inégalité précédente
ona: |f(Uy) ~al <31U, ~al

Or f(Un) =Upyq

D’ou pour tout entier naturel n,
1
|Un+1 - (Xl < §|Un - (Xl

En partant de cette inégalité on a :

n=1= |U2—a|S%IU1—a|

1
n=n—-1=|U, —al S;|Un—1—a|
Faisons le produit membre a

membre de ces n inégalités.
On obtient apres simplification :

U, —al < (2)" Uy — al

Donc pour tout entier naturel n,
1
Uy —al <213 - al

.25 a<3

=0<3—-a<1
=|3—-al<1
=>|Un—algzin|3—algzinx1

On en déduit que pour tout entier
naturel n, |U,, — a| < zln

. 1

On sait que |U, —a| < -

Donc — < 1073 = |U, — a| < 1073
2p

Or= <107 & —pin2 < —-3In10

3In10
In2

= p>996

(:)p>

D'otiona |U,—a| <1073 vp>10

U, est une valeur approcheée de
aa 103 prés pour p = 10 par
exemple
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PROBLEME 39

f(0) == et

flx) = 2xlnx—xz—2—x+§;

Dy = [0; +oo[

PARTIE A

g(x) =2Inx —x+1; Dy =]0; +oof
. Calcul des limites

limg(x) = —co car lim Inx = —
x>0 x>0t

lim g(x) = lim x(ZlnTx—1+%)

X— +00 X— +00

lim g(x) = —
X— +o

lim x = 40

X— +0oo

. Inx
lim —=0
X—> +00 X

Car{
k lim l=O

X— +00 X

Dérivée

(x) = 2%
9'(x) =—

Vx €]0; +oof,x >0

Alors le signe de g'(x) dépend de
celuide 2 — x

Par conséquent :

vxe€lo; 2[,g'(x) >0

Vx€]2; 4+, g (x) <0

On en déduit que :

Sur ]0; 2], g est croissante

Sur ]2; +oo[, g est décroissante
Tableau de variation de g

X 0 2 + 00
g'(x) + 0 -
—1+2In2
—00 —00

. Sur ]0; 2[, g est continue car
dérivable et est strictement
croissante.

Alors g réalise une bijection de
10; 2[ sur ]—oc0; —1 + 21In2[ et
0€]—o0; —1421In2[

Donc I'équation g(x) = 0 admet
une unique solution dans ]0; 2]
1€]0; 2[et g(1) = 0 alors 1 est
I'unique solution de I'équation
g(x) =0sur ]0; 2]

N

Par ailleurs :

Sur [2; +oo[, g est continue car
dérivable et est strictement
décroissante.

Alors g réalise une bijection de
[2; +oof sur ]—oo; —1 + 21n 2] et
0€]—o0; —1 4 21In2]

Donc I'équation g(x) = 0 admet
une unique solution a dans
[2; +oo]

Déduction
g() = g(a) = 0doudaprés le
tableau de variation de g, on a :

vxelo; 1[gx) <0
Vvxell; al,g(x) >0
Vx€la; +of[,g(x) <0

{g(3,5) = 0,005 > 0
g(4) = —0,227 <0

Onag@3,5)xg4) <0
Alors35<a<4

PARTIE B

. Vx>0,f'(x)=2Inx+2—-x—-1

Alors Vx>0, f'(x) = glx)

D’aprés PARTIE A 2)

vxelo; 1L f'(x) <0

vxe]l al,f'(x) >0

Vx€la;, +oof, f'(x) <0

On en déduit que :

Sur ]0; 1], f est décroissante
Sur |1; af, f est croissante

Sur ]a; +ool, f est décroissante

lim f(x)
X— +00
= lim xz(Zln—x—l—l+§><i)
X= 400 x 2 x 2 x?
lim f(x) = —o0
X— +o0
( lim x? = +oo
X— 400
]
lim = =0
Car< X— 400 X
.1
lim -==0
xX— +00 X
. 1
\xgquz__o

. lim f(x) = 3 car limxInx =0
x>0 2 x>0

lim £(x) = £(0)

Alors f est continueen 0
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lim [ _ lim 2lnx —=—1
x—= 0t X x> 0 2
. f-f(0)
xl—l>r{)l+ x -
Car lim Inx = —
x- 0t
Conclusion :

La courbe (C€) de f admet au point
de coordonnées (O; %) une demi-

tangente verticale dirigée vers le
bas

2
a. f(a)zZalna—a?—a+%

B

Org(a)=0<:)lna=0%1

Dot f(a) =5 (a? — 4a + 3)
Et donc f(a) = (a — 1)(a - 3)

35<a<4o <f(a)<?

sur 10; ], f(x) € [0; 2| et f(1) =0

Donc 1 est I'unique solution de
I'équation f(x) = 0 sur ]0; «af

Par allleurs :

Sur |a; +oof, f est continue car
dérivable et est strictement
décroissante.

Alors f réalise une bijection de
la; +oof sur ]—oo; f(a)[ et

0 € ]—o0; f(a)[

Donc I'équation f(x) = 0 admet
une unique solution B dans
Ja; +oof

{f(S) =0,09 >0
£(6) =—09 <0

Ona f(5)xf(6) <0
Dou5<pB<6

(D):y= h(x) =(2In5-4)x + 4
A(x) = f(x) — h(x); Dy = [5; +o[

N =f&x) - f(5)=gkx —g()

Vx €[5 +oo[,A'(x) <0

Car sur [5; +o[, g est décroissante
On en déduit que :

Sur [5; +oo[,A est décroissante
Par conséquent :

Pour tout x > 5,A(x) < A(5)

< f(x)—h(x) <0

Donc pour tout x =5, f(x) < h(x)

_ 2
b. h(x)—O(z)x—z_lr15

Alors (D) coupe lI'axe (0x) au
point d’'abscisse A = 2

2—1In5
D’aprés ce qui précéde :
Sur[5; +], (€) est en dessous de
(D)
Et par ailleurs :
(€) et (D) coupent I'axe (0x)
respectivement aux points
d’abscisses f et 1.

Donconabien <2

5. Tableau de variation de f

X 0 1 a +o0
f'(x) - 0 4+ 0 -—
- (@)

f&)

VAN

¥
E ®
1 \
s
0| i 1 2 3 4 5 1] 7

L

PARTIE C
x3 3 1
F(x) =x?lnx —=——x%>+>x—=;
6 2 3
2
1. F'(x) = 2xlnx+x—%—2x+§

Vx €]0; +oof, F'(x) = f(x) et
F(1)=0

Donc F est sur l'intervalle ]0; +oo[
la primitive de f qui s’annule au
point 1

C'est-a-dire que V x € ]0; +o],
F(x) = [ f(t)dt

2. On pose A = fff(t)dt
a. F'(x)=f(x)=0Vxe]|5; B]
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On en déduit que :
Sur [5; B], F est croissante

Par conséquent :

F(5) < F(B) (1)

A= fff(t)dt
D’apreés la relation de Chasles, on a:

A= [ f@©dt+ L fode

Or [ f(x)dx = F(5) par définition et
fsﬂf(t)dt < fsﬁ h(t)dt d'aprés
PARTIE B 4a)

D'ol A < F(5) + [ h(t)dt

D’autres parts :
B < Aetsur[B; 1],(D) est au
dessus de I'axe (0x)

Alors f; h(t)dt > 0 car c’est une aire

Déduction

f; h(t)dt = fsﬁ h(t)dt + f; h(t)dt
= f;h(t)dt > fsﬁ h(t)dt

Car f; h(t)dt >0

On a alors :

F(5) + [ h(t)dt < F(5) + [ h(t)dt
Or A < F(5) + [/ n(t)dt

D'otl A < F(5) + [ h(Ddt  (2)

. Les inégalités (1) et (2) montrent
gue

F(5) < A <F(5) + [; h(t)dt

CarF(B) = [/ f(©)dt = A
2
f; h(t)dt = [(In5 — 2)x? + 4x]2" ™"
A _ 4
[{ h()dt = ———25In5 + 30
F(5) =25In5 -

116
Doncon a:

251n5—%scﬂs t %

2—1In5 3

Ce qui donne :
1,56 <A <1,57a107% prés

PROBLEME 40
PARTIE A

f(x) =e*—2ez; Dy =R

. Dérivée

f'(x) =e*— e% = e% (e% — 1)

Vx€eER, eg >0

Alors le signe de f'(x) dépend de
celui de e§ -1

eg —-1>0=x>0

Par conséquent :
Vx€]-o0[f'(x) <0
Vx€]0; +oof,f'(x) >0

On en déduit que :

Sur |—o0; 0[, f est décroissante
Sur ]0; +oof, f est croissante
Tableau de variation de f

X —00 0 + oo
f'(x) - 0O +
0 + 00
e \ /
-1
lim f(x) =0
x> —©
lirP e*=0
Car § x
lim ez =0

xX— —oo0

Jlim, f0) = Jim_e2 (2 ~2)

lim f(x) = +oo car lim ez = +

X— +oo X— +o0

. f(x)=0<:)e§(e§—2)=0

Sez#x0et ez =2
= x=2In2

Alors (€) coupe I'axe des abscisses
au point de coordonnées (2In2;0)

Par ailleurs :

£(0) =-1

Alors (€) coupe I'axe des ordonnées
au point de coordonnées (0; —1)
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3. Tracer de (€)

—\:J 2 3

4, SoitA<0
a. c/l(/l)zuaxf;—f(x)dx
0 x10
—f(x)dx = [—e* + 4
[, —f(x)dx [ e* + eZ]/{‘l
f;—f(x)dx=4+el—4ei
ua = 4 cm?

7
A() = 4 (4 + et — 4e7) cm?

Déduction

lim e =0
A —>—0o0

. 4

lim e2 =0
A —>—0

Alors Alim A(A) =16

b. V(1) = uv x nf/lofz(x) dx
[} F2(x) dx
= f; (ezx _4e7 4ex) dx
f;fz(x) dx = Eezx
J; F2(x) dx

11 1 g 3
=?—(Ee2x——e2 +4ex)

g 3% 0
—-ez2 +4ex]
3 2

V(A) = 13—1 (; e?* — gegz_x + 4e")] uv

lim e?4 =0
A —>—00

. 32

lim e2 =0
A —>—0o0
lim e

A—>—0

/1:

Alors llir_n V(A = HT”

N

PARTIE B

.f’(x)=1<:)ex—e§—1=0

(:,{ X=e2>0
X2—X-1=0
A=5

X =<0, x,=2C50

e§:1+\/_ x=2In (1+2\/_)

1+\/_

1+V/5

Donc B = Zln( )est 'unique
solution de I equatlon ffx)=1

FB) = (5)" — 2 (125)

2

Doliona: f(ﬂ)=1_ﬁ
g(x) = f(x) — x; Dy —R
9B = F(B) - p =2 -2 (25)
- \/_<0 et
1+x/_>1(:)1 (1+2\/_)>0

& —2In (“f)<o
=E 2m(2E) <o

On en déduit que :

gip) <o

g'x)=f"(x)-1

D’aprés la question 1)
gx)=0=x=p

Par conséquent :

Vx €]-o0; BLg'(x) <0
Vx€lB; +of,g'(x) >0

On en déduit que :

Sur |—oo; B, g est décroissante
Sur 18; +ool, g est croissante

. Sur |—oo0; B[, g est continue car

dérivable et est strictement
décroissante.

Alors g réalise une bijection de
]—o0; Bl sur]g(B); +oo[et0 €
19(B); +oo[

Donc I'équation g(x) = 0 admet une
unigue solution a dans |—oo; B[
g0)=—1<g(a)=0=a<0

Par ailleurs :

Sur 18; +ool, g est continue car
dérivable et est strictement
croissante.
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Alors g réalise une bijection de
1B; +oo[ sur [g(B); +oof et
0 € lg(B); +of

Donc I'équation g(x) = 0 admet une
unique solution b dans ]B; +oo[

gB)<0=gb)=B<b

Conclusion :
Les équations g(x) =0et f(x) =x
étant équivalentes, alors I'équation
f(x) = x admet exactement deux
solutions aetbavec a<0<f<b

. Dérivée seconde
X

I x_1 X X r 1
ffx)=e —Ee2=e2(eZ—E)

Vx€eR, eg >0
Alors le signe de f"'(x) dépend de

) x 1
celui de ez —3

eg—%>0<:)x> —2In2

Par conséquent :

Vx€]-o; —2In2[,f"(x) <0
Vx€]-2In2; +oof,f"(x) >0
On en déduit que :

Sur |—oo0; —21n 2],

f' est décroissante
Sur]-21n2; +xof,

f' est croissante

Tableau de variation de _f’

—2In2 400

X
f"(x) — 0 +

f')

. D’apres le tableau
précédent, f’ atteint son minimum

pour x = —2In2 et f'(—2In2) = _i

Donc Vx€eR, f'(x) > —i

Déduction

D’apres PARTIE A,
Vx€]-o;0],f'(x) <0
On en déduit que :

Vx€l-00;0], —s<f(x)<0

o,

xo=petxy =f(lx,)Vn €N
D’aprés PARTIE A,
Vx€]-;0],f(x) €]-1;0]
Or]—-1;0] c J—o0;0]

D'ou V x € |—0;0], f(x) € |—o0; 0]

Déduction

x = fl) = f(B) =<0
Supposonsquevn =>1,x, <0 et
montrons que x,,; < 0

En effet :

X, <0= f(x,) <0

CarVx €]-;0],f(x) € ]—o0;0]
Or x,.1 = f(x,,) par définition
Dol x,,; <0six, <0

On peut donc conclure que :
vn=>1,x,<0

. On sait que V x € |—o0; 0],

f')I<z; a<0etvn=1x,<0
Alors d’apres I'inégalité de la
moyenne on a :

vn=>1, |f;”f’(t)dt| < %Ixn —a|

= |[F@®1F"] < ;1% —al

= |f () = f(@] < 1x, —al

Or f(a) =aet f(x;) = x4y

DouVvVn=>1,
1
X1 — ] < 313, — a

Déduction

En partant de cette inégalité, on a:
1

n=1= Ixz—alszlxl—al

n=2=— |x3—a|Si|x2—a|

n=3= |x4—a|Si|x3—a|

n=n-—1=|x, —al Silxn_l—al

Faisons le produit membre a

membre de ces (n — 1) inégalités.

On obtient aprés simplification :

1 n-1
—al<(3)  Ix—al

_1-+5
T2

X1
a<0
S —a>0
1-+/5
2

0

<X1—a<0
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1- \/_

Donc Vn=>1,

-1 1nn-1
— < (= — <2 -~ (=
ra—al<(3) Ix—al<=7-(3)

_ n—-1
vn=>1, Ixn—a|<E-(l)

_ n—1
lim E(3) —0car0<i<1
N 40 2 4 4

Donc la suite (]x,, — al|) converge
vers 0 et par conséquent, la suite
(x,) converge vers a

. gx) =In(x + 2)

PROBLEME 41
PARTIE A

f(x)—xln(x+2)+ + - pourx>0

etf(o):;, Dy = [0; +°0[

—Inx ———+=;
x+2 4

Dy =10; +oo[

. Dérivée

g’(x)=— 2)Z<0‘v’xE]0 +oo[

Onen dédun gue :
Sur ]0; +oo[, g est décroissante

lim g(x)
X— +0oo
= lim lnx(1+3)—lnx——+l
x— +00 2 4
2 1
Jim G =In(1+2) -2+
1
Jim g(x) =7
lim ==
Car{ *>+e7
lim —=0

. 900; +ooD) = | lim g(x); lim g(x)|

9(0; +oo) = |35 +oo|

Par conséquent :
Vx €]0; +oo[,g(x) >0

- 9([2; 3D =1[g(3); g(2)]

g([2; 3]) = [0,36; 0,44]

Par conséquent : V x € [2; 3],
0,36 < g(x) < 0,44

Or 0,44 < -

D'ou Vx € [2; 3],g(x) <%

a: xlirg)fx In (xzz) = xlirg xIn (1 + %)

Posons X :;
Six—> 0", X > 4+ et
lim —1n(1+X)

X-> 400X
. 2(X+1) In(1+Xx)
= lim . =0
X—- +o0 X 1+X
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lim 2%+ _ 5
X
Car{ ¥~ *®
. In(1+X)
lim =0
X—> 4o 1+X

On conclut que  lim xln( +2) =0

x- 0t X

On en déduit que :

: _1
lim f(x) =

Et par suite :

1im (x) = £(0)

Alors f est continueen 0

lim, L9279 = jim 1n (22) 42
+

x>0t x-— x>0

lim [2~©® _

+ oo
x— 0t x—0
lim 22 = +o0
Car{ x~0* x
lim InX = 400
X— 4+

Alors f n’est pas dérivableen 0
Interprétation graphique
La courbe (C) de f admet au point

(%; 0) une demi-tangente dirigée
vers le haut

. f'(x) =In (x+2) tXx [x(x+2)]

f'(x) = gx) >0VxEe]o; +oo[

On en déduit que :
Sur ]0; +oo], f est croissante

lim xln(xT”)z lim xln(1+§)

X >+ X >+

PosonsX:%
Six > 400, X > 0et
lim —ln(1+X) m 2

X— 400 X X—) 400

Car lim =1

X—> +©

In(1+X)

=2

In(1+X)

lim xln( :2) =2

X o>+

On conclut que

. On en déduit que

lim f(x) =+

x>+
lim xIn (x+2) =2
Car X >+ X
lim - + -=+
x o+o00 4
X 5
) (A).y =3 +E

xlirlloo(f(x) —y) = 11m xln( :2) -2

=

Jim (f(x) —y) =0

Car lim xIn (xzz) =2

x —+00
Alors la droite  (A) est une
asymptote oblique a (€) au
voisinage de +oo
Tracer de (C)
Tableau de variation de f

X 0 400
f'(x) +
400
2
PARTIE B
I=12;3]

h(x) =f(x) —x; D, =1

hFx)=fx)-1=gx) -1

Car f'(x) = g(x)
On sait que : V x € [2;3], g(x) <%

Par conséquent :
Vx€|[2;3],h(x) < —%< 0

. On en déduit que :

Sur [2; 3], h est décroissante

h étant continue car dérivable et
strictement décroissante telle que
h(2) x h(3) = —0,08 < 0

Alors I'équation h(x) = 0 admet
une unique solution «a dans I

Onsaitque Vx € [2;3],0 < g(x) <§
Or f'(x) = g(x)

Dou vVxel0< f'(x) <%
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w

OnsaitqueVvVx €el, |f'(x)] S%et

a el
Alors d’apres l'inégalité de la
moyenneona:Vvx €|,

|2 F/(®)dt| <5 lx - al
= [f(O] < lx —al

= If(0) - f@] < lx - al
Or f(a) = a d'aprés 1b)

D'ou V x € I,
1
f(0) —al <>1x - a

Uy=2etU,,,=fU,) YVneN
Par hypothése, U, € IVn €N
Prenons Vn € N,x = U,, dans
I'inégalité précedente
Ona:|f(U,) -al <;1U, —al
OrUpyq = f(Un)

D'ou
1
VneN, |U,41—al < 5|Un—0l| (1)

En partant de cette inégalité, on a:

n=1= |U2—a|S%IU1—a|

n=n—-1=|U, —«al S%IUn_l—aI
Faisons le produit membre a
membre de ces n inégalités.
On obtient aprés simplification :

1 n
U, = al < (5) 1o — al
2<a<3
= -1<2-a=<0
=|2—-al<1

1\" 1\

= |U, — al S(E) Uy — a S(}) x 1

On en déduit que pour tout entier
n
naturel n, |U,, — al < G) (2)

n
lim (3) =Ocar0<3<1
n- +0o0 \2 2

Alors la suite (|U,, — a|) converge
vers 0 et par conséquent, la suite
(U, )nen CONvVeErge vers a

) 1\"
c. On sait cllue U, — a] < (5)
Donc (3)' <1073 = |U, — a] < 1073
n
or(3)’ <107 & —nIn2 < -3In10

3In10

In 2
< n =996

Sn =

Dotona |U,—a|<103vn=>10

U,, est une valeur approchée de
a a 1073 prés pour ny, = 10 par
exemple
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N

C.

PROBLEME 42
f(x)=e*1-1;, D, =R
PARTIE A

. Dérivée

f(x)=e1>0vxeR

On en déduit que :
Sur R, f est croissante
Tableau de variation de  f

X
') +
f(x)

-1

lim f(x) = —1car lime*1=0
X— —00 X— —00

lim f(x) = +ocar lim e* ! = 400

X— +o0 X— +oo

Tracer de la courbe (@) de f

¥

()

Sur R, f est continue car dérivable et
est strictement croissante.

Alors f réalise une bijection de R
sur J=]-1; +oof

Vy€]-1; +oof,f(x) =y
Serl=y+1
Sx=1+In(y+1) =f"1(y)

| Donc flx)=1+In(x+1);x> -1

Tracer la courbe (I') de f1

(') et (€) sont symétriques par
rapport a la droite d’équation
y=Xx

(Voir le graphique)

w

C.

() = f(x) —x
Jim, o)

= lim e*(e ! —e~

X— +00

X _ xe—x)

lim ¢(x) = +

xX— + o0

lim e* = +
X— +0o

lime™*=0
X— +00

lim xe™* =0

X— +0oo

Car

L o'(x)=e1-1

e l-1>0=x>1

Par conséquent :
Vx€l]-oo;1[,p'(x) <0
Vx€]l; +oo,p'(x) >0

On en déduit que :

Sur |—o0; 1, ¢ est décroissante
Sur |1; +oo[, @ est croissante
Tableau de variation de ¢

X —00 1 ~+00
@' (x) - o +
+ oo + oo
o (x) \ /'
-1

D’apres ce tableau :

Sur R, ¢ est continue car dérivable
et est strictement monotone sur
chacun des intervalles]—oo; 1] et
11; +oof

Alors ¢ réalise une bijection de
chacun de ces deux intervalles sur
]—1; +o[ et 0 € ]—1; +oo|

Donc I'équation ¢(x) = 0 admet
deux solutions telles que
a€]—oo;1[ et b €]1; +oof.

Onabien a<b

Déduction

Les deux équations ¢(x) = 0 et
f(x) = x étant équivalentes, on
déduit de ce qui précede que a et
b sont les seules solutions de
I'équation f(x) =x
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9(2) = 0,28 <0
{<p(§) =0,98>0

Ona¢(2)x<p(§)<0donc 2<b<;

. A =ua X ff(f‘l(x) — f(x)) dx ou
encore A = 2ua X ff(x —f(x))dx a
cause de la symétrie du domaine par
rapport a la droite d’équation y = x
fb(x —f(x))dx = [lxz —eX 14 x]b
a 2 a
[ (x = £0) dx
=%(b2 —a?)+b—a+evl—eb?
fla)=a e l=qg+1
Or{f(b) =b(:){eb‘1=b+1
D’ou fab(x —f(x)dx = %(b2 —a?)
ua = 4 cm?

A = 4(b? — a®*)cm?

PARTIE B
g(x)zln(x+1)+1;x€l=[2; g]
. VxeLf(x)=x

sSe*l=x+1
Sx=h(kx+1)+1

= gkx)=x

Alors sur I, I'équation f(x) =x
équivaut a I'équation g(x) = x

. 2Sx§§(=>3£x+1§%

< 1,09<In(x+1) <1,25

< 2,09 < g(x) <225

Or [2,09; 2,25] c [z; g]

Douvxel,glx)el

. ‘v’xEI,g’(x)zL

5 x+1
ZSxSE(:)3Sx+1S

NN

<:>0S%Sg’(x)£§

Donc VxEI,OSg’(x)S§

. Onsaitquevxel, |g'(x)] < é et
bel

Alors d’apres I'inégalité de la
moyenneona:Vx €,

| g’ (®dt| < lx - b

w

= [[g®I] <3 1x - bl

= |g(x) — g(b)] < 5 |x - b]
Or g(b) = b d'aprés 1)

DouVvVx€el,
1
|9(x) - bl <3|x - b|

wo=2¢€etw,,, =gw,)Vn=0
wy=2€l

Vv n > 0, supposons que w,, € I et
montrons que w,.; € I

En effet :

w, €l = glw,) €I
Carvxel,glx) el

Or w,,,, = g(w,) par définition
Douw,,; €EIsiw, €1

On peut donc conclure que
vn=0w,€l

. Prenons x =w, Vn >0 dans

I'inégalité 2c)
Oona:|gw,) = bl < ;Iw, = bl
Orwpy, = g(Wn)

D'ou Vn >0,
1
[Wns1 = bl < Slw, — b]

En partant de l'inégalité précédente,
ona:

n=0= |W1_b|3§|W0_b|
n=1= Iwz—blgélwl—bl
n=2=— |W3—b|S§|W2—b|

1
n=n—-1=|w, — b| S§|Wn_1—b|
Faisons le produit membre a

membre de ces n inégalités.
On obtient aprés simplification :

wa = b1 < (2)" hwo — bl
2<b<Z etw =2
©—-<w—b<0

& |wo— bl <3

= w15 () lno 01 ()

Donc Vvn = 0,

1
|Wn_b|S_'

()
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lim (g)n:OcarO<§<1

n— +o

Alors la suite  (Jw,, — b|) converge
vers 0 et par conséquent la suite
(W,)nen CONVeErge vers b
limw, =b

n— +oo

. q
. On sait que |w, — b| < % G) et par

consequent :

1 (1\? -2 -2

(%) <107 = lw, — b| < 10

Or % G) <1072

< —In2—-¢qIn3 < -2In10
2In10+In2

=4q = In3

o q > 4,82

Dol |w,—b| <1072 vg=>5

Par exemple pour q =5, w, est
une valeur approchée de b a 1072
pres

PROBLEME 43

PARTIE A

(E): y - Zy = 1+e—2%
1. y'=2y=0

Sy =2y

o y=ke*;keR
y0) =1 k=1

Donc la solution de I'équation

y' — 2y = 0 qui prend la valeur 1
en 0 est la fonction définie sur R
par: y = e**

2. f(x) =e*g(x); Dy =R

et f(0) =In2

a. g = e *f(x)

g(0) = £(0) =In2

b. f'(x) = 2e**g(x) + e** g’ (x)

Donc f'(x) = e**[g'(x) + 2g(x)]

c. f estsolution de (E)

2

o £ - 2f (1) = —
= ezz"[g’(x) +2g(x)] — 2e*g(x)

T 1+e72x 5
2X ! —
e g (X) o 14e—2%
, Ze—zx
= g'(x) = Tio—2x
Alors f est solution de (E) si, et
seulementsi g'(x) = “2e ™
9 " 14e2x
d. Déduction
_ —-2x !
g,(x) _ 2e _u )

1+e~2% ~ u(x)

Avec u(x) =1+ e

Par conséquent :
gx)=In(1+e )+ K;K€ER
g(0)=In2=K=0

Et donc g(x) = In(1 + e™%¥)
D’autres parts :

fx) =e**g(x)

Alors f(x) = e**In(1 + e™%%)

PARTIE B
f(x) =e*In(1+e?); D;=R

—-2x
1. h(x) =In(1 + e 2¥) — =
a. Limite en +co

1+e~2x

lim h(x) =0car lim e ?* =0

xX— + o0 xX— + o0
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. Dérivée

-4
2 _<O0VX€ER

M= ey

On en déduit que :
Sur R, h est décroissante

. On déduit du sens de variation h

AR) = | lim h(; lim no)]
R = [0 lim hCo]

Par conséquent :
VxeR h(x)>0

—-2Xx
. f(x) = 2e* [ln(l +e7%%) — 1j—e‘2x]

f'(x) = 2e**h(x)

Vx€ER 2% >0
Alors f'(x) est du méme signe que
h(x)

Par conséquent :
VxeER f'(x)>0

) ) In(1+e~2%)
lim f(x) = lim ——~*
x— +oof( ) x— +0o e 2x

Posons X = e~ 2%
Six > +00,X > 0et

lim In(1+X) -1

X-=0

On conclut donc que lirP fx)=1
xX— [ee]

D’autres parts :

f(x) =e**In(1 + e %)
=e*lne *(e?* + 1)

= e*[lne ?* + In(e?* + 1)]

f(x) = e?*[-2x + In(1 + e?¥)]

Déduction
lim f(x)
X— —00
= lim — 2xe? + e** In(1 + e?*)

X— —0
lim f(x) =0
x> —00

lim 2xe?* =0

X— —00

lim e** =0

X— —00
. Tableau de variation de _f
Sur R, f est croissante

Car

—C0

X
f'x) +

f(x)

5. Représentation de (C)
Tangente a l'origine du repere

(M:y=2In2-1)x+1In2

R
/
) o

PARTIE C
1. Onremarque que :

1 _ 1 _ e2x _1 % u'(x)
1+e72%  e~2X¥(1+e~2¥)  1+e2* 2 u(x)
Avec u(x) =1+ e?*

D’ou une primitive sur R, de la

. 1
_ —
fonction x +— —— est par

exemple la fonction définie sur R
par x — %ln(l + e%¥)

A=uax [’ f(x)dx

On sait que f'(x) — 2f(x) =
Donc f(x) = f'(0) ~ 1.
Par conséquent :

2 e dx = [ @) — 2@ +e)]
[Cf@dx=1-1(1-e?)In(1+e?)
ua = 25 cm?

2
1+e~2%

A =25 [1 —%(1 —e ) In(1+ ez)] cm?

PARTIE D
Uy=0etU,,,=fU,)VneN

1. £([0;1]) = [f(0); f(1)] = [In2;0,93]
Par conséquent :
Vxe€l[0;1], f(x) € [In2;0,93]
Or [In2;0,93] c [0;1]

D'ou Vx € [0;1], f(x) € [0; 1]
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Déduction

U, =0 € [0;1]

vV n = 0, supposons que U, € [0;1]
et montrons que U,,,, € [0;1]

On déduit de ce qui précede que :
U, € [0;1] = f(U,) € [0;1]

Or f(Up) = Unyq

Dol U,,, € [0;1] si U, € [0;1]

On peut donc conclure que :
vn=0,U, € [0;1]

. Démonstration par récurrence
Uy=0etU, =f(U,) =In2

On a donc U; > U,

v n = 0, supposons que U, ., > U,
et montrons que U,,,, > U, ;1

On déduit du sens de variation de f
que :

Un+1 > Un = f(Un+1) > f(Un)

Or f(Un+1) = Upy, €t f(Un) =Uns1
DouU,,, >U,,;SIU,.; >U,

On peut donc conclure que :
vn>0,U,.; > U, etque lasuite
(U,,) est croissante

Déduction

Onsaitquevn > 0,U, € [0;1]

(U,) étant croissante et majorée, par
exemple par 1, alors elle converge

. Soita = lim U,

n— +oo

Ona:
f@) = (Jim U,) = lim, 1)
Car f est continue sur R
Donc f(a) = lirP Upt1q

n— (00
Or lim

Uppp1= lim U, =«
n— +o n— +o

Dou f(a) =a

D’autres parts :
vn=>00<U,<1

En passant a la limite, on a :
0< limU,<1

n— +oo

C'est-a-dire que a € [0;1]

=

PROBLEME 44

_ 1 _ 1
f(x) T 1tex et g(x) T 1t+ex
D;=D,=R
PARTIE A
Dérivée

’ - _ e*
f'() =7z <O0VxeR

On en déduit que :
Sur R, f est décroissante

x1—1>r-|r-loof(x) ~ xEToo e *+1
lim f(x) =0car lime™*=0
xX— + 00 X— +00

lim f(x) =1car lime*=0
X— —00 X— —0

On déduit de ces résultats que :
(€) admet deux asymptotes
horizontales d’équation y = 0 au
voisinage de +oo et d’équation

y = 1 au voisinage de —

Q(0; 3)
f@2x0=—x)+f(x)=f(—x)+ f(x)
1 1 ¥ 1

1+eX

T 1tex eX+1 1+eX*

f(2xo—x)+f(x)=2><§

Alors Q (0; %) est un centre de
symétrie de (C)

. On note (T) la tangente a (C) au

point Q (O; %)

Le coefficient directeur de  (T) est

f(0)=-3
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. Tracer de (T)et (C)
Tableau de variation de f

X —00 + oo
f'(x) -
1
0
o

)
©
-2 -1 E| i 1 z

1 1
1+e=* et f(_x) _ 1te~*

. gx) =

Donc g(x) = f(=x)

On en déduit que :
La courbe (T) de g estl'image de
la courbe (€) de f par rapport a la
symétrie orthogonale d’axe  (0; j)

)+ = f)+f(=x) =1
d’'aprés 1c)
ona: f)+g() _ 1

Alors la courbe (T) de g est
I'image de la courbe (€) de f par
la symétrie orthogonale d’axe la

droite d’équation y = %

. (T est la tangente a (I') au point

2(0; 5)

Onag'(x) =—f'(x)

Donc le coefficient directeur de
(T)est: g'(0) = —f'(0) =5

. Représentation de (T") et (T')
(Voir la figure)

B

PARTIE B
Onnote [ = folf(t) dt et

J=J, g®)dt

1 1
)= [ f@®)dt+ [, gt)dt
1 1
I+]=[(f®O)+g®) = [ dt
Doncona: I+]J=1
1 1
VteER, = e—t(§+ )
t
Or—=et doll — = ——
e 1+e e‘+1
1 et u®
1+e~t  et+1  u(t)

Avecu(t) = et +1

On en déduit qu’une primitive
de g sur R, est par exemple la
fonction G définie sur R par
Gt) =In(et+1)

Par conséquent :
J = [} g@®dt = [In(e* + DI}

J=mn(3)

. Onsaitquel+/=1

Dot I=1—1In ("’;—1)

Vx€[0; +oo[, —x <0< x
Se*<e”

S0<<l1+e <1+ €
1 1

1+eX — 1+e~X

Donc V x € [0; +oof, f(x) < g(x)

. A =ua X fol(g(x) — f(x))dx

fol(g(x) - f(x))dx
= [, 9dx = [ f(0)dx
fol(g(x) —f(x)dx=J -1

ua = 16 cm?
Donc A =16(J —I) cm?

On en déduit que :
A =16]-1+2n ()| cm?

2
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=

a. h"(x)=e*In(1+e™™) +e* x

PARTIE C

h(x) =e*In(1+e7%)
et H(x) = [ h(Ddt
D, = Dy = [0; +oo[

H est la primitive de  h sur [0; +oo[
qui s'annuleen 0
On en déduit que :

H'(x) = h(x)

Vx € [0; +oo[,e* > 0 et
l+e*>1=In(1+e*)>0
Par conséquent :

Vx € [0; +oo, H (x) = h(x) >0
On en déduit que :

Alors sur [0; +oo[, H est croissante

—-X

1+e=%

RGO = h(x) - —= = h(x) — g(x)

Donc h(x) = h'(x) + g(x)

H(x) = [ h(t)dt

H(x) = [ (h'(6) + g(t))dt
H(x) = [h(t) + G5

Donona:
Hx)=(e*+1)In(e*+1) —xe*—2In2

PROBLEME 45
PARTIE A

f(X) _ Inx

+x —1; Df =]0; +oof

x2

. g(x) =x>=2Inx+1; D; = ]0; +oof
. Dérivée

, _ 2_3_3x3—2
g (x) =3x =

X

Vx €]0; +oo[,x >0
Alors le signe de g'(x) dépend de
celui de 3x3 —2

3

3 -2>0=x>

T

Par conséquent :

Y x E]O; jg[,g’(x) <0
V x E]i/é; +co [,g’(x) >0

On en déduit que :

Sur ]O; 3\/% [,g est décroissante

Sur ]iE +0o0 [,g est croissante

. On déduit de ce qui précéde que g

. .. 32
atteint son minimum pOUf X = \/;
Vx€]0; +oo[,glx) > g <3\/§>

2 2
)—;(1—ln§)+1>0

Org(i/é

Par conséquent :

D'ou Vx € ]0; +oo[,g(x) >0

1
“xx2-2xInx

f) =

x3-21Inx+1
il =220

r gx)
Onadonc f'(x) = 5
Vx €]0; +oof,x3 >0
Alors f'(x) et g(x) sont de méme

signe
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. Calcul des limites

lim f(x) =—
{ xlirg+x_2 =t
Car{ lim Inx = —
x—0
lIimx—1=1
x- 0t

Tableau de variation de _f

D'aprés 1), Vx € ]0; +oo[, f'(x) > 0
On en déduit que :

Sur ]0; +oo[, f est croissante

b 0 400
f'&) +
+ oo
f(x) ////////////'
. (A):y=x—-1
11m =0

AIors la droite (A) y =x—1est
une asymptote obliqgue a (€) au
voisinage de +oo

Position de (€) et (A)

fe)—y="F

VY x € ]0; +00[x >0

Alors le signe de f(x) — y dépend
de celui de Inx

Inx>0e=x>1

Par conséquent :

Vvxelo; 1L f(x)—y <0
Vx€]l, +o[[f(x) —y >0

On en déduit que :

Sur ]0; 1],

(@) est en dessous de (A)
Sur J1; oo,

(@) est au dessus de (A)

- My =fWx-1D+fD)

Dou (T):y =2x—2

3. Tracer de (T) et (A) puis (€)

PARTIE B
SoitA>1

1. AL =ua><fl(f(x) y) dx
INGOE wm—lm

Intégration par parties

{u(x) =Inx { u'(x) = i
1 &

V=7 @ =3
ﬁqm—ww=pgq+f_m
ﬂvm—ww=PH_{

x X
InA 1

f (f(x) — y)dx—l—___

A
InA 1
cﬂ().) = (1—7—1)110,
. InA

1
lim - =0
A—> + 0

Alors lim A(A) =1

A—> 400

Etdonc L =1

InA 1 1
3. 04(/1)——@1———2=5

©24-2InA-2=21
© —-2InA+1-2=0
©2ni-214+2=0 (E)
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Donc 'équation: A(A) = gest
équivalente a I'équation (E)

. Soit h la fonction définie sur [1; +oo|
par : h(/l) =2InA—-21+4+2

W) =2-1=27

VA€l +oo[,/1 >0

Alors le signe de h'(4) dépend de
celuide2 -1

2—-A1>01<2

Par conséquent :

VAE[L; 2[A(A) >0

VA€E]2; +oo[,h' (1) <0

On en déduit que :

Sur [1; 2[, h est croissante

Sur ]2; +oo], h est décroissante
Tableau de variation de _h

A 1 2 400
h'(1) + 0 -
2In2
h(2) / \
1 _

lim (1) = lim A(ZM—H )

A—> + 00 A—> + 0

llm h(4) =

Ao+

Sur [1; 2],h(1) € [1;21n 2] donc
h(1) #0

Sur ]2; +oof, h est continue car
dérivable et est strictement
décroissante.

Alors h réalise une bijection de
12; +oo[ sur |—oo; 21In 2] et

0 €]—o0;2In2[

Donc I'équation h(4) = 0 admet
une unique solution a dans
12; +oof
On conclut alors que a est
I'unique solution sur [1; +oo[ de
I'équation (E)

{ h(5) =0,21>0
h(6) =-041<0

Ona h(5)x h(6)<0
Alors 5<a<6

=

PARTIE C
UO == 5 etvn € N,Un+1 == (p(Un) Ol]
@(x) =2Inx +2; D, =]0; +oof

U, =5 € [5;6]

Vv n € N, supposons que U, € [5; 6]
et montrons que U,,., € [5; 6]

U, €[5;6] =>5<U,<6

= 2In5+2<2nU,+2<2In6+2
:>521<(p(U)<558

Or (p(Un) - n+1 et

[5,21;5,58] c [5; 6]

D'ou U, € [5; 6] si U, € [5; 6]

On conclut donc que :
vneN,U, € [5;6]

. (p’(x)=§>OVxE]0; +oo[

On en déduit que :

Sur ]0; +oo[, ¢ est croissante

Up =5; Uy = ¢(Uy) = 5,21

On adonc U; > U,

Vv n € N, supposons que U,., > U,
et montrons que U, > U, 41
Un+1 > U = (p(Un+1) > (p(Un)
Or go(Un+1) - n+2 et (p(U ) -
D'ou U,y > Upyq SiUppq > Uy

n+1

On conclut donc que :
vneN,U,,, > U, etpar
conséquent la suite (U,,) est
croissante

La suite (U,,) étant croissante et
majorée par exemple par 6, alors
elle est convergente

VY x € [5; 6] -<
< 3 ~< ¢ (x) <:
Par conséquent :

vx € [56]lp' ()] <2

<

(51 N><|N
[ ]

. On sait que a € [5; 6] et

vneN,U, € [5;6]
Alors d’apres l'inégalité de la
moyenne on a:

vneN, |faU" go’(t)dt| < EIUn —a|
= |lp®1g"| < 31U, —al
= lpU,) - (@] <2|U, —al
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Or ¢(a) = a car les équations
@(x) = x et (E) sont équivalentes et

¢(Un)==Uh+1

Dou Vn €N,
2
|Un+1_'a|S;E|Un__a|

. En partant de cette inégalité on a :

n=0= |U1—a|S§|U0—a|
n=1= |U2—a|S§|U1—a|
n=2=— |U3—a|S§|U2—a|

n=n—1=>|Un—a|S§|Un_1—a|

Faisons le produit membre a
membre de ces n inégalités.
On obtient apres simplification :

Zn
U, —al < (3) 1Up —al
55a<6

= -1<U;—a<0
= |U,—al| <1

= U, —«a| < (é)nIUO—aI < (%)nX1

On en déduit que pour tout entier
2 n
naturel n, |U,, —a| < (E)

n
. lim (3) :Ocar0<3<1
n- 4o \5 5

Alors la suite (|U,, — a|) converge
vers 0 et par conséquent, la suite
(U,p)nen CONvVerge vers a

n
. On sait que |U,, — a| < (é)

Donc

(ﬁ)n <1073 = |U, —a| < 1073

Or @n <1073
< —nln G) < -3In10

3In10
en>—

~ )

<n=>753

Dotona |U,—a|<103Vvn=>8

U,, est une valeur approchée de
aa 1073 prés pour n = 10 par
exemple

N

w

PROBLEME 46

PARTIE A

{f(x) = 2x(1 —Inx) pourx >0
f(0)=0

Dy = [0; +oo]

. Continuitéen 0

1ir£1 xlnx=0
. _ x—

dim f() =0cary™ o0 o
x- 0t

Tim f(x) = £(0)

Alors f est continueen 0

Dérivabilité en 0

lim [@©® _

x— 0t x—0

+ oo

Car lim Inx = —
x—=>0

Alors f n’est pas dérivable en 0
Interprétation graphique

A l'origine O du repére, (C) admet
une demi-tangente verticale dirigée
vers le haut

Dérivée
f'(x) =—Inx
Vx€]0; +oof,—Inx >0
S0<x<1
Par conséquent :
vxelo; 1L f'(x) >0
Vx €]l +oof, f'(x) <0
On en déduit que :
Sur ]0; 1], f est croissante
Sur ]1; +oof, f est décroissante
lim 2x = 400
x— 00
{ lim Inx = 4+

X— +00

Alors lim f(x) = —o0
xX— + oo

Tableau de variation de f

X 0 1 +o0
f'x) + 0 -
2
f () / \
0 —00

Coordonnées de N
xy =1; YN:f(l):z
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Donc N(1;2) etlatangente a (C)
au point N a pour coefficient
directeur f'(1) =0

Coordonnée de R
fx)=0

Sx=0o0ulhx=1
Sx=00ux=c¢e¢

Donc R(e;0) et latangente a (€)
au point R a pour coefficient
directeur f'(e) = —1

Coordonnées de Q
f'(xe) =2
S —lnxy, =2

— o2 — Gp2
S xg=e “etyy, = 6e

Donc Q(e™%; 6e2) et la tangente a
(€) au point Q a pour coefficient
directeur f'(e2) =2

. Tracer de (C)

<)

PARTIE B

. @(x) = f(x); D, = [1; +oo[

. D’aprés les variations de f:
Sur [1; +oo], ¢ est continue car
dérivable et est strictement
décroissante.

Alors ¢ réalise une bijection de
[1; +oo[ sur J = ]—0; 2]

. (€') etla partie de (€)

correspondanta [1; +oo[ sont
symeétriques par rapport a la
droite d’équation y =x

(Voir le graphique)

. g(x) = 2x(Inx — 1); Dy = [0; +oo]

g(x) = —f(x) et Dy = D,

Alors (T) et (€) sont symétriques
par rapport a I'axe des abscisses
(Voir le graphique)

PARTIE C

. Soit 1 €]0;¢e[

1) = f;xlnxdx
Intégration par parties

!u(x) =Inx _ { w'(x) :%

v'(x) =x v(x) = %xz

1) = Exz lnx]/e1 - f/,le%xdx

) = Exz Inx — ixz]i

e2 2
I(2) = I+%—%Azlnl

. Déduisons A1) = [, f(x) dx

AA) = Zf;xdx - Zf;xlnxdx
A = [x2]¢ — 21

2
AL = %—3/12 +2%2In A

. limAQ) =—
a—0

Interprétation géomeétrique

A(A) représente l'aire en unité d’aire
du domaine plan délimité par la
courbe (@), 'axe des abscisses et
les droites d’équations x = a et

X =e

eZ
2
lir{)1+a2 Ina=0
Car{*”’
lima® =0
a—0

2
Donc A = %

. Déduction

(€) et (I') étant symétrique, on a:
A = A’ en unité d’aire
Or ua = 4 cm?

Dol A' = 2e? cm?
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PROBLEME 47

PARTIE A
2 2
. g(x) = x;:-l —In(x?>+1);
Dy = [0; +oo[
. Dérivée

, _ 2x(1+x)(1-x)
g (x) - (x2+1)2

Vx €[0; +of,2x = 0; (x2+1)2>0
etl+x>0

Alors le signe de g'(x) dépend de
celuidel —x

1-x>0sx<1

Par conséquent :
vxel0o;1[,g'(x) >0

Vx €]l +of,g'(x) <0

On en déduit que :

Sur [0; 1], g est croissante

Sur ]1; +oo[, g est décroissante
Tableau de variation de g

X 0 1 400
g'(x) + 0 -
1—In2
g(x)
0 —00
lim g(x) = —
xX— + o
[ 1im 2 =2
x— 400 x*+1
Car{ lim x*+1 = 4o
X— +0oo
lim InX = 400
X—- 400

. Sur [1; 4], g est continue car
dérivable et est strictement
décroissante.

Alors g réalise une bijection de
[1; +oo[ sur ]—o0; 1 —In2] et

0 €]—o0;1—1n2]

Donc I'équation g(x) = 0 admet
une solution unigue «a dans
I'intervalle [1; +oo]

{g (()=0105>0
g(2) = —0,009 < 0

Ona:gG)xg(Z)<0
Alors ZSaSZ

. D’apres le tableau de variation de g,

ona:

Vvxel0; a[,glx) >0
Vx€la; +o[,gx) <0

PARTIE B

{f(x) =2 Gix % 0
f(0)=0

lim LO=(©@ _ o InGe

x—=0 x—=0 x= 0 x2

lim [@© _

x— 0 x—-0

1

lirr})xz =0

Car{ ™,

{lim In(X+1) 1

x— 0 X .
Alors f est dérivable en 0 et
f0)=1
Interprétation graphique
A l'origine O du repére, (C) admet
une tangente d’équation de
coefficient directeur f'(0) = 1 et

d’équation y = x

f(=x)=—f(x)VxER

Alors f est une fonction impaire
Déduction
La courbe (C€) de f est symétrique
par rapport a I'origine du repére

. Vx €[0; +oof,

2
Vx €]0; +o[,x? >0
Alors le signe de f'(x) dépend de
celui de g(x)
Par conséquent :
Vxel0; al,f'(x) >0
Vx€la; +o[ f'(x) <0
On en déduit que :
Sur [0; a [, f est croissante
Sur [a; +oo [, f est décroissante
Tableau de variation de f

Frx) =22 six#0etf(0)=1

X 0 a +o0
') + 0 -
(x) f(a)\A
fx /
0 0
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. . lnx2(1+xiz)
SRS = D,
= lim 2 xﬂ+lx1n(1+%)
X X

xX— +0oo X

lim f(x) =0

X— +o

. Inx
lim —=0
X—> 400 X

o) =In(x+1) —x;
Dy, =1-1; +oo]

] —-X
. @'(x) = 1
Vx €]-1;, +o[,x+1>0
Alors le signe de ¢'(x) dépend de
celui de -x
Par conséquent :
Vx€e]-1; 0[,o'(x) >0
Vx€]0; +of, ¢'(x) <0
On en déduit que :
Sur |—1; 0], ¢ est croissante
Sur ]0; +oo[, ¢ est décroissante
Tableau de variations de ¢

X -1 0 400
@' (x) + 0O -
0
@ (x) / \
—00 —00
im0 =
lim (x+1)=0"
Car {*> 71"
lim InX = —o0
X- ot
lim @(x) = —o0
X—> +o
Car
lim x = +
X— + 00
{ 1 In(x+1) — lim x+1 % In(x+1) —0
x— +00 X x>+ X x+1

. On déduit de ce qui précéde que :

@ atteint son maximum en 0 et
®(0) =0

Donc Vx € |-1; +oo[,p(x) <0
Ceci montre bien que :
Vvx>-1In(1+x)<x

. La tangente en 0 a pour équation

y=x
_ In(x*+1)-x?

fe) =y ”
VxeERXx*>0> -1

Alors In(1 + x?) < x* d’apres 4b)
Par conséquent :

Vx€]-oo; OLf(x)—y>0
Vx€]0; +oof, f(x) —y <0

On en déduit que :

Sur |—oo; 0], (C) est au dessus de
sa tangente en 0

Sur ]0; +oo], (€) est en dessous de
sa tangente en 0

. Tracer de (€)

PARTIE C
F(x) = [J f()dt ; Dy =R

. Soitr>0

F(r) = [, f(t)dt est laire en unité
d’aire du domaine plan limité par la
courbe (@), 'axe des abscisses et
les droites d’équations x =0 etx =r
Par ailleurs :

F(=r) = [, f(®dt = - [° f(®)dt
est I'aire du domaine plan limité par
la courbe (@), 'axe des abscisses et
les droites d’équations x = —r et
x=0
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w

Or ces deux domaines sont
symeétriques par rapport a I'origine
du repere

D'ou F(r) et F(—r) sont les aires de
domaines isométriques du plan

Déduction
Deux domaines isométriques du
plan ont méme aire.

D'ou F(—r) = F(r)
On en déduit que F est une
fonction paire

. F est la primitive de f sur R qui

s’annule en 0

Par conséquent :

Vx eERF'(x) = f(x)

Et d’apres les variations de f:
Vx€]—oo; O[F'(x) <0

vV x €]0; +oo[,F'(x) >0

On en déduit que :

Sur |—oo; 0, F est décroissante
Sur ]0; +oo[, F est croissante

Vvxel[0;1], 0 < f(x) <x
& 0< folf(x) dx < folxdx
Or [, f(x) dx = F(1) et

[ xdx = [1xz]2 _1

2 2

D'otonabien: 0<F(1) <

N | =

Vt>1,0na:t?>1letdonc:
t2<t?’+1<t?+t¢?

S t?<t?+1<2t?

& In(t?) < In(t?2 + 1) < In(2t?)

Donc V £ > 1, In(t? < In(t3+1) < In(2t?)

t t
In(t)

= dt = E (In t)z]:

Vle,flx

ff#dt = %(lnx)2

Déduction: VvVt =>1,

x In(t? x In(t?+1) x In(2t?
fl TdtSfl ; dtSfl ; dt
In(

o [P < [TF@ydr < [P ar

Or [[f(®)dt = [ f(®©) dt + [ f(t)dt

=— [ f©dt+ [T f) de
=F(x)—F(Q)

Douona Vt>1,

22t < Fx) - F(1) < [}

In(

2t?) dt
t

Posons
{u=t2 :>{ du = 2tdt = 2\Ju dt
v = 2t2 dv = 4tdt = 2\ 2\v dt

du
dt =%
=
dt = 2
2V

On en déduit que :

x In(t? _1 vVx In(u) _ 1 2
J; =—dt =) ——du=—(nx)

t 1 v
Et par conséquent: VvVx >1,

F(1) + 1—16(ln x)? < F(x) < F(1) + % (In x)2

lim lnx=+ooetOSF(1)Sl

x> +00 2

Alors lim F(x) = +o

xX— + o

D'autres parts: Vx =1,
FQ 1 (ln_x)z S@S@+1(m_x)2

x E Vx x x 8 \Vx
lim 2X—pet lim “X =0
x—>+00\/§ X—= 4+ X

Alors lim @:O

X— +o0 X

Interprétation graphigue

La courbe de F admet une branche
parabolique de direction I'axe des
abscisses au voisinage de 4o

. Tableau de variations de F

X 0 +o0
F'(x) +
+ oo
F(x) /
0

F étant une fonction paire, sa courbe
est symétrique par rapport a I'axe
des ordonnées

&)
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PROBLEME 48
PARTIE A

gx)=x—-1+
. Dérivée

X

In

g’(x)=1+i>OVxE]O; +oo[

On en déduit que :
Sur ]0; +[, g est croissante
Tableau de variation de g

X 0 +00
g' ) +
+ oo
g(x) /
—00
JimgG) - -
lIimx—1=-1
Car {*2 9"
lim Inx = —o0
x—0
lim g(x) = 4+
X— +oo
lir_ll_l x—1=+4o00
X— [o0)
Car{ lim Inx = 4+
X— +00
.g(1)=0
Déduction :

g étant croissante et g(1) = 0 alors :

vxelo; 1,glx) <0

Vxe€|l; +oof,g(x) >0
PARTIE B
fO) = Vx =5 Dy ]o +oof
A, ) = x&naﬁ ~3EXIn®
lim f(x) =
( 11m \/E =0
x- 0t
Car xll)rgl \/—_ = 400
lim Inx = —o0
x—0
lim f(x) =+
x> +00
lir_ll_l Vx = 4o
Car X—’.OO Inx
A = O

1

L Vx——xInx
@) = e —
Inx
2x 2+lnx _ x—1+—=
Inx
Orglx)=x—-1+—
)
D'ou f’ (x) = ol

. Vx€]0; +oof,2xvx >0

Alors le signe de f'(x) dépend de
celui de g(x)

Par conséquent :

vxelo; 1L f'(x) <0

Vx €]l 4o, f'(x) >0

On en déduit que :

Sur ]0; 1], f est croissante

Sur ]1; +oo], f est décroissante
Tableau de variation de

0 1 +o00

X
f'(x)

f ()

<

. Inx
Jim [f() -] = lim —;==0

Déduction
Au voisinage de +, (C) et (Cy)
sont asymptotes

. f(x)

In x
VE=R

V x € ]0; +oo[,24/x > 0

Alors le signe de f(x) —+/x dépend
de celui de —Inx.
—lhx>0e=x<1

Par conséquent :

vx€lo; 1L f(x) —vVx >0

Vx €]1; +oof, f(x) —Vx <0

On en déduit que :

Sur ]0; 1], (C) est au dessus de (C,)
Sur ]1; +], (€) est en dessous de

(Co)
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6. Tracer de (C) et (Cy)

PARTIE C

1 k
Unz2 fasf(14+5)n>0
. ]=f1 f(x)dx

. Interprétation géométrique

J est I'aire en unité d’aire du
domaine plan limité par la courbe
(C), 'axe des abscisses et les
droites d’équations x = 1 et x = 2

2Inx
. Calcul de [/ PR
Intégration par parties

{u(x) =lnx {u’(x) 1
, 1 = x
=55 e = vx

X

21lnx 2 21
J; SGdx = [\/Elnx]1 - J; Fdx

21 2
) %dx = [VxInx — 2vx]

1
2Inx
fl mdx—Z—ZVZ-F VZIHZ

2 2 2Inx
=] f()zc)dxzf1 Vxdx — L R dx
2 3 2Inx
T N e L
]=10\/i—8_ > In 2

. Démonstration par récurrence
SoitkeNO0<k<n-1

On sait que f est croissante sur

[1; +oo]

Vérifions la propriété au rang 1
Pourn=1,k=0etona:
Vx€[1;2],f(D) < flx) < f(2)

Et d’'aprés l'inégalité de la moyenne on
a:f(D) < [/ f(x)dx < f(2)

Par conséquent :

f(1+%)sf12f(x)dxsf(1+%)

VvV n > 0, supposons que V k,
0<k<n-1,

FA+5) < [l reode < £(1+52)

etmontronsque Vk, 0<k<n
k+1

f(1 +$) < [ f(x)dx < f(1 +m)

Eneffet:Vk, 0<k<n
Si0 <k <n-1,ona par hypothése

k 2 k+1
f(l-l—;)Sfl f(x)dxsf(1+7)
Ori1<i+——<1+%

n+1 n
D’ou l'inégalité (1) :

k k 2
f(l-l-m)ﬁf(lﬁ-;) Sfl f(x)dx
D’autres parts :
Sil<k<nalors0<k—-1<n-1
et on a par hypothése

k-1 2 k
f(1+T)Sf1 f(x)def(l +Z)
Or1<1+-<1+:=

n+1
D’ou l'inégalité (2) :

2 k k+1
Frodaesf(1+5) < f(1+52)
Les inégalités (1) et (2) montrent
que
Vk, 0<k<n,

f(l +L) < flzf(x)dx < f(l + k+1)

n+1 n+1

Sivk, 0<k<n-1,
FA+5) < feodx < £(1+52)

On peut donc conclure que :
vn>0etVk 0<k<n-1,

F(1+3) < [ fax < f(1+52)

. On déduit de ce qui précéde que :

SfF(A+E) i) fax < 2 f (1452
S f(1+5) <nx: [ f()dx <
it (1442

OrU, =3pzd>f(1+5) +
SF(1+2) : f fOodx = et

Un =5 f (1+5) + Zidor (1+57)

D’ou on a hien ;
v, 1@y IO

n___ n
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U, -2y, -2

f(2)< J-U, <— o
oy IOg y, <)

Donc]+f(1)< U, <]+f(2)
Déduction
lim L2 = 1im {2=0
n-+oco N n-+4+co N

Alors en passant a la limite, on a :
J< lim U, <]

n— +oo

Onendeduitque: lim U, =]

n —+oo

PROBLEME 49

PARTIE A

filx) = (x + 1)3_x;

fz(x) =

fz(x) = (x - 1)3_x

D]c1 = sz Df =R
. Dérivée

fi(x) = —xe™™
vxeR,e™*>0
Alors le signe de f/(x) dépend de
celui de - x.
Par conséquent :
Vx €]-0;0[ff(x) >0
vV x €]0; +oof, ff(x) <0
On en déduit que :
Sur |—o0; 0[, f; est croissante
Sur 0; +oo[, f; est décroissante

. Calcul des limites

lim f,(x) = -
X— —00

lim (x+1) = -
X— —00
Car lim e™ = 4o

X— —0

lim f;(x) =0
X— +o

lim xe™* =0

X— +0oo

lim e ™*=0
Car{*>**

. Tableau de variations de f,

X —00 0 +00
fi (%) + 0 -
1
fi(x) /' \
—00 O
. Dérivée

fi(x) = (x—De™™
VxeR,e*>0

Alors le signe de f;(x) dépend de
celuide x — 1.

Par conséquent :
Vx€]-oo;1[,f;(x) <0

Vx €]1; +oof, f(x) >0

On en déduit que :

Sur |—o; 1], f, est décroissante

Sur ]1; +oof, f, est croissante
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Tableau de variation de f,

x
fo' (%) - 0 +

£>(x) \ /

lim f,(x) = +oo

lim e™ = 4+

X— —00

lim —x =+
Car{*7.™®

lim f;(x) =0car lim xe™*=0

X— + o0 X— + o0

3.
a. Dérivée

| fi(x) = (2-x)e*

VvxeR,e™*>0

Alors le signe de f{(x) dépend de

celui de 2-x.

Par conséquent :

Vx€E]J]—o0;2[f5(x)>0

Vx €]2; oo, f5(x) <0

On en déduit que :

Sur |—o; 2[, f5 est croissante

Sur ]2; +oo], f; est décroissante
b. Calcul des limites

lim f3(x) = —
X— —00
lim (x —1) = —o0
Jx—> -0
Car lim e™ = 400
X— —00
lim f;3(x) =0
X—> +o0
lirJrrl e *=0
J X— (00
Car lim xe™ =0
X— +00

c. Tableau de variation de f,

X —00 2 +00
fa' (%) + 0 —
o2
—0 0

4. Position de (€4) et (C,)

fi(x) = fo(x) = 2x + 1)e™*
Vx€ERe™*>0

Alors le signe de f;(x) — f,(x)
dépend de celui de 2x + 1.
Par conséquent :

Vx €| =2 f,(0— f,(0 <0
vxe|-3; oo f, () — f,() > 0

On en déduit que :
1
sur |~eo; =]
(C,) est en dessous de (C;)
Sur]—%; +00[,
(€,) estau dessus de (€3)

Positions de  (€,) et (C3)
filx) —f3(x) =2e*>0VxER

Alors sur R,
(€,) estau dessus de (€3)

Positions de (G,) et (€3)
f20) = f3(x) = (1 = 2x)e™
VxeRe™*>0

Alors le signe de f,(x) — f5(x)
dépend de celui de 1 — 2x.
Par conséquent :

vxe |-l f,(0 — f,(0 >0
vxe s +oof,f,(0) — f,(2) <0

On en déduit que :
1
sur |-exi3]
(C,) est au dessus de (€3)
Sur]%; +00[,
(C,) est en dessous de (C3)

5. Tracer de (Cy), (C,) et (€3)

(&)

-185-




50 Problemes Type BAC + Corrigés

LOVI Yawo Mawulolo

PARTIE B
Soit 1> -1
1. filx)+ fl(x) =—xe "+ (x+1e™™*
fi)+f,(x) =e™
Alors f est une solution de
I’équation différentielle
y+y=e™

Déduction
filx) =e™ = fi(x)
On en déduit qu’une primitive de f; sur
R est par exemple la fonction définie
sur R par :
| Fi(0) = —e* — f1(x) = —(x+2)e™* |
2. A1) = ua X f_ll f1(x) dx
J5 i) doc = [—(x + 2)e ]2
f_Al i) dx=e— (A +2)e™?
ua = 4 cm?
Donc A1) = 4[e — (A +2)e *] cm?

Déduction

lim e=* =0
A-+c0

lim et =0
Ao+
Alors 111111 A(A) = 4e
1
3. B() =uax i (fz(x) — fo(x)) dx
2
2
fl (fs(x) - fz(x)) dx
2
= ff(Zx — e *dx
2
Intéqgration par parties

{u(x) =2x—1 :>{ u'(x) =2

v'(x) =e™* v(x) = —e™*
f(fs@) ~ fo()) dx
= [-@x-De*}+2 [f e dx
=[-(2x + 1)e"‘]§1 2
f(fs0) ~ fo()) dx

1
=2e 2— (214 1De*
ua = 4 cm?

Donc
1
B(A) = 4 [Ze_i —(2A+ 1)e"1] cm?

Déduction
lim e % =
A->+00

lim le ™ =0
A=+oo

1

Alors lim B(4) = 8e™ 2
Ao+

’ Un = fnlnz

PARTIE C
f)=filx) = f5(x) =2¢e7*Vx€ER
(n+1)1n2f(x) dx

Un — [—Ze_x] (n+1) In2

nln2

En passant a la limite, on a :
lim §,=1
n—-+oco 1 1
Car0<-<1let lim =—==0
2 n—-+oo 2"

Alors la suite (S,,) converge vers 1
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=

PROBLEME 50

f(x) =e*sinx; Dy =R
PARTIE A

Dérivée

f'(x) = e *(cosx — sinx)
Vérification

f'(x) =+2e7* (—cosx—£51nx)

= \/fe_x (COSZCOSX’ - Slrlell’l X)

Donc f'(x) =+v2e *cos (x + %)

x € [0; 27] <:)(x+z) [n'gn
4 4’ 4
Par conséquent :
cos(x+§)=0
ox+i=loux+Z==
4 2 4 2

T 57
S XxX=—0Ux =—
4 4

cos(x+§)>0\7’xe[0; g]u[%nz

d

Déduction
Vx € [0; 21t],vV2e ™ > 0
Alors le signe de f'(x) dépend de

celui de cos (x + %)

D’apres ce qui précede :

Vx € [0' E] f'(x)>0

5] rr <o

Vx € [T,Zn],f (x)>0

Tableau de variation de f sur [0; 2]
T 51

Sur [O; Z] et sur [T; Zn],

f est croissante

Sur [” 5"] f est décroissante

Tableau de variation de

Vx €

X 10

f'(x)

f)

Tangente a (C)en 0 et 27

(To):y =x
(Ton):y = € *™(x — 2m)

. Points de rencontre de (@) et (C,)

©) =y
Ssinx =1
=>x=§+2kn,kez

Alors sur l'intervalle  [0; 2], (C)
rencontre (€;) aux points
d’abscisse g

Points de rencontre de (C) et (C,)
©) =(c,)

S sinx = -1

S x = —§+2kn,k EZ

Alors sur l'intervalle  [0; 2], (C)
rencontre (€,) au point

, - 3
d’abscisse 7"

_r 3 _r
f' (§)=\/Ze zcosTnz—e z et
Vs Vs
f(z)ze_Esingze_f

2

, (T _r 15 _r
f3)=—ezetf(j)=e
Alors (€) et (€,) ont une méme
tangente au point d’abscisse g

D’autres parts
3

( ) V2e~ zcos——e Tet

3 _3n 3 _3n
f ) =e 251n—=—e 2

3 _3= _3m
)=t er(z)=—
Alors (€) et (€,) ont une méme
tangente au point d'abscisse 3?"
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c. Représentons (€), (€,) et (C,)

¥

©i

3. P(x) =e?"f(x —2m); Dp = R
= e 2" [e **27 sin(x — 2m)]
= e *sin(x — 2m)
d(x) = e *sinx
Car sin(x + 2kn) =sinx VK € Z

Onadonc ®(x)

Alors les courbes (C) et (€")
coincident

PARTIE B
1.

a. On sait que :
f"(x) = —2e*cosx
f'(x) = e *(cosx — sinx)
f(x) =e *sinx
Par conséquent :

"G +2f" ) +2f(x) =0

On conclut donc que f est
solution de I'équation
différentielle : y" +2y'+2y =0

Déduction

2f(x) = =2f"(x) = f"(x)

Dol f(x) = =2 (2f (@) + ' (x))

3.
a.

. Une primitive sur

R de f est par
exemple la fonction définie sur R

par : x — ——(2f(x) + f'(x))
F(x) = [ f(©)dt
F@) = -3 2@ +7®)]|

F(x) = [— eT_t (cost + sin t)]:

F(x) = l—ﬁ(cosx+ sin x)

B, = f(k+1)”f(t)dt k€N

Soit S, = By + B, + -+ B,

Sy =, F(®dt + fnznf(t)dt+ et
f(n-l‘l)ﬂ.'f(t)dt

D’apres la relation de Chasles :
S _ f(n+1)1tf(t)dt
Or fo f(®)dt = F(x)

D'ou S, = F((n+ 1)m)

. Déduction

1 e —-(n+1)m

Su=3-

(cos(n + 1)m + sin(n + 1))

-(n+1)m
=8, =- + ( 1) e
Car cos(n + D =(— 1)"+1 =
—(n+1)71'
~f-1-

~ls -3 <5

~(-D"

—TLTI.'

—nmn

lim =0car0<e™™<1

n—-+oo

Alors la suite (S,,) admet une

limite et lim §,, = z

n—-+oo

f(t) =etsint

VteER e t>0

Alors le signe de f(t) dépend de
celui de sint

sint =0

St e 2km; k+ Dn)keZ
sint <0

ste|Rk+ Dm; 2(k+ D,k eZ
Par conséquent :

Vt€ l[km (k+ 1)m]

Ona: f(t) = 0 si k est pair

= f(k“)”f(t)dt >0
—1 Bk > 0
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Etona: f(t) <0 sik estimpair
= (¥ cpdt <0

km
=>BkS0

On conclut donc que :
B, = 0, si k est pair
B, < 0,si k estimpair

. By = [, f()dt = F(m)

1+ e™

B, =
0 2

(k+1Dm

By = [, f(Odt

= [T f(0)de — [ F(0)dt
= F((k + Dn) — F(kn)

—(k+Dm _
= (—1)F S 4 (~ 1)k

5= Coretn (25

km

On a bien: B, = (-1)ke *"B,

. T = |Bol + Byl + -+ |By|

On sait que :

|B| = e ¥"B, car |(—1)*| =1
Par conséquent :

T,= By+e "By + -+ e ™B,
= By(1+ e ™+ + e™km)

1— e—(n+1)r£
= By x 1t ——

1 — 7T

Donc
T, = Bo (1_ e—(n+1)1't)

1 — e

lim e ™D —pgcar0<e™<1

n—-+oo

Alors T,, admet une limite lorsque

n tend vers l'infini et on a ;
Byo 1+ e ™

n-+o 1 - e™ 2(1—-e™ )

. S= lim S,etT= lim T,

. _n—>-_|-oo n—-+oo
Vérification
1 1 2(1-e7T) 4
=24 =
S T 1+ e T 1+ e T

1+ e 7
Or BO = ze

D’ou on a bien :
1 1 2

s'T B
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