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EXERCICE 1 

 

I. Soit 𝒇𝒏 la fonction numérique définie sur l’intervalle [𝟎; +∞[ par : 

{
𝒇𝒏(𝒙) = 𝒙(𝟏 − 𝒍𝒏𝒙)𝒏 ;  ∀ 𝒏 ∈ ℕ∗ ;  ∀𝒙 > 𝟎

𝒇𝒏(𝟎) = 𝟎
 

Soit (𝒞𝑛) sa courbe représentative dans le repère orthonormé (𝑂 ; 𝐼 ; 𝐽) d’unité graphique 2𝑐𝑚. 

1. a) Montrer que la fonction 𝑓𝑛 est continue à droite en 0. 

b) Etudier la dérivabilité de la fonction 𝑓𝑛 à droite en 0 

c) Calculer les limites 𝑓1(𝑥) , 𝑓2(𝑥) ,
𝑓1(𝑥) 

𝑥
 𝑒𝑡 

𝑓2(𝑥) 

𝑥
 𝑒𝑛 +∞ 

2. Etudier la monotonie des fonctions 𝑓1 𝑒𝑡 𝑓2. 

3. a) Etudier la position relative des courbes (𝒞1) et (𝒞2). 

b) Construire dans le même repère les courbes (𝒞1) et (𝒞2). 

4. Soit la fonction suivante : ℎ(𝑥) = 𝑥²(
3

4
−

𝑙𝑛𝑥

2
) 

a) Montrer que la fonction ℎ est une primitive de 𝑓1 sur ]0; +∞[ 

b) Montrer que lim
𝑥→−∞

∫ 𝑓1(𝑡)𝑑𝑡 =
1

𝑒𝑥

3

4
 ; ∀𝑥 < 0 

II. Soit 𝒖𝒏 = ∫ 𝒇𝒏(𝒙)𝒅𝒙 ; ∀ 𝒏 ∈
𝟏

𝒆
ℕ 

1. a) Montrer que ∀ 𝑛 ∈ ℕ∗ , 𝑢𝑛 ≥ 0 

b) Déterminer le signe de la quantité 𝑓𝑛+1(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥) sur l’intervalle [1 ; 𝑒] 

c) Montrer que ∀ 𝑛 ∈ ℕ∗ , 𝑢𝑛+1 ≥ 𝑢𝑛 

d) Montrer que la suite (𝑢𝑛)𝑛≥1 est convergente. 

2. a) Montrer que ∀ 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑢𝑛+1 = −
1

2
+ (

𝑛+1

2
) 𝑢𝑛 

b) Soit 𝒜 l’aire du domaine du plan délimité par les courbes (𝒞1) et (𝒞2) et par les droites d’équations 

𝑥 = 1 et 𝑥 = 𝑒. 

Calculer 𝒜 en 𝑐𝑚² 
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EXERCICE 2 

I. Pour tout entier naturel 𝒏, on considère la fonction 𝒇𝒏 définie sur ℝ par : 

 𝒇𝒏(𝒙) =
−𝟐𝒆𝒙

𝟏+𝒆𝒙
+ 𝒏𝒙 − 𝟐 

Soit (𝒞𝑛) sa courbe représentative dans le repère orthonormé (𝑂 ; 𝐼 ; 𝐽) d’unité graphique 1cm. 

1. a) Calculer lim
𝑥→+∞

(𝑓𝑛(𝑥) − 𝑛𝑥 + 2) puis interpréter graphiquement le résultat. 

b) Monter que la courbe (𝒞) admet en −∞ une asymptote (Δ𝑛) dont on déterminera une 

équation cartésienne. 

2. a) Montrer que la fonction 𝑓𝑛 est dérivable sur ℝ et que ∀ 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑓𝑛
′(𝑥) =

−2𝑒𝑥

(1+𝑒𝑥)2
+ 𝑛 

b) Montrer que ∀ 𝑥 ∈ ℝ ; 
4𝑒𝑥

(1+𝑒𝑥)2
≤ 1 

c) En déduire le sens de variation de 𝑓𝑛 sur ℝ (On distinguera les deux cas : 𝑛 = 0 et 𝑛 ≥ 1). 

3. a) Détermine l’équation de la tangente à la courbe (𝒞𝑛) au point d’abscisse 0 

b) Construire dans le même repère les courbes (𝒞0) et (𝒞2). 

II. On considère la suite (𝒖𝒏)𝒏≥𝟎 définie par : 𝒖𝟎 = 𝟎 et ∀ 𝒏 ∈ ℕ ; 𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇𝟎(𝒖𝒏) 

1. a) Montrer que l’équation 𝑓0(𝑥) = 𝑥 admet une unique solution 𝛼 dans ℝ  

b) Montrer que : ∀𝑥 ∈ ℝ ; |𝑓0
′(𝑥)| ≤

1

2
 

2. a) Montrer que : ∀𝑛 ∈ ℕ ; |𝑢𝑛+1 − 𝛼| ≤
1

2
|𝑢𝑛 − 𝛼| 

b) En déduire que ∀𝑛 ∈ ℕ ; |𝑢𝑛 − 𝛼| ≤ (
1

2
)

𝑛
|𝛼| 

c) Montrer que la suite (𝑢𝑛) converge vers 𝛼. 


