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EPREUVE DE MATHEMATIQUES

g Exercice n°1 : QCM et Restitution organisée des connaissances 4 points
PartieI: ROC
1. Donner la somme des n premiers nombres entiers naturels et démontrer le résultat par la
suite.

2. Soit u une fonction dérivable sur R, donner la fonction dérivée de x — e*™®) | Puis démon-
trer le résultat.

Partie I1: QCM

Pour chacune des questions, vous indiquerez sur votre copie la lettre correspondante a la
réponse choisie. Le bareme est le suivant : 1 point pour une réponse exacte et 0 point pour une
réponse fausse ou une absence de réponse. Aucune justification n’est demandée et une seule des
quatre propositions est exacte.

1. Le plan est muni du repére orthonormé direct (O, u, 7). Soit M le point d’affixe z =1 —i.
Pour tout entier naturel non nul 7, on désigne par M, le point d’affixe z" .

(a) I'écriture trigonométrique de z” , n = 1 (c) M, appartient a la droite d’équation y =

est (\/})"(cos(ﬂ) +isin(ﬂ)) X.
4 4 (d Un point M, appartient a la droite
(b) Les entiers naturels 7 tels que les points d’équation y=x , si et seulement si,
M, soient sur la droite d’équation y = x (m ) _ " okn ou
sont tels que : (n+ 1) est multiple de 8 ou — 4 .
(n+5) est multiple de 7. (U»OMn) :ﬂ+z+2kﬂ
1

2. On considere la fonction définie sur | —1;1[ par f(x) =

V1i—xZ

Soit F la primitive de f sur ] —1;1[ qui s’annule en 0, et g la fonction définie sur ]—g ; g[
par g(x)=F(sinx).

Alors la dérivée g’ de la fonction g est :

(@ gx=1 (d) g'(x) = f'(x), o1 f estlafonction dérivée
(b) g'(x) =sinx de f.

© g =fx




g Exercice 2 : Géométrie dans I'espace 3 points
Lespace est muni d'un repere orthonormé direct (O, u, V, W) .
On considere les points 1(1,1,0) , J(0,1,1) et K(1,0,—1).

1. (a) Déterminer les coordonnées du vecteur I_j A TI_%

(b) En déduire que les points I, J, et K déterminent un
plan dont une équation est x—y+z=0.

2. Soitle point S(1,—1,1) . Montrer que le volume du s
tétraédre SIJK est égal a %

3. Soit la droite A passant par [ et parallele a la droite (JK) . K
et soit M un point quelconque de A.
(a) Montrer que WA W = ﬁ/\ I_)K
(b) Déterminer alors le volume du tétraedre SMJK. M’

4. Soit h ’'homothétie de centre S et de rapport 2. W
(a) Déterminer une équation du plan plan P’ image du J

plan P par h.

(b) Le plan P’ coupe les demi-droite [SM[, [S][ et [SK]
respectivementen M’ , J' et K'.
Montrer que le volume du solide MJKM'J'K’

K/

est égala —
8 2

:g Exercice 3 : Isométrie du plan 3 points‘

[27] . On considere le

NE

Dans le plan orienté , on considére un carré ABCD tel que (ﬁ) =
point E de la demi-droite [BC) tel que C € [BE] et CE = AC.
1. Faire la figure.
2. () Montrer qu'il existe un seul déplacement f vérifiant f(A) =Cet f(C) =E.
(b) Montrer que f est une rotation dont on précisera ’angle.
(c) Construire le centre Q) de cette rotation.
3. (a) Montrer qu'’il existe un seul antidéplacement g vérifiant g(A) = Cet g(C) = E.
(b) Calculer go f~1(C) et go f~1(E) et en déduire que g = Sizc)© f-

(c) Vérifier que g ne peut pas étre une symétrie orthogonale.

(d) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de g.

ngxercice 4 : Conique et Arithmétique 5 points
Partie I

Dans le plan muni d'un repere (O; 7, 7) . Soit (D) la droite d’équation x = 6.
——
On considere les points E(6;0), F(8;0) et G(6;5). mes (FG, FE) =0+2kn,aveck € Z.

Oesttelque0<6 < z. (On prendra pour unité graphique 0,5 cm))

Soit M un point du plan, la paralléle a (EF) issue de M coupe la droite (EG) en H et la parallele a
(FG) issue de M coupe la droite (EG) en M’. Onnote I'y={M € (P)/ MM' = MF}.

1. Faire la figure.




- —

2. (a) Justifier que mes (MM’,MH) =0+2kn,aveck € Z

MF 1
(b) En déduire que (I'g) , 'ensemble des points M du plan est tel que: —— = .
MH cos6

3. Préciser la nature de (I'g) selon la valeur de 6.

4. Construire la courbe (I'g) correspondanta 6 =0.

/2
5. (a) Préciser lanature | I' 7 | correspondanta 6 = &

6
(b) Ecrire une équation cartésienne de la courbe.

(c) Préciser les éléments caractéristiques de cette courbe (foyers, sommets, éléments de
cette courbe).

(d) Construire (T 7

6
Partie I1
On donne I'égalité 1000 = 13 x 76 + 12. Soit n un entier naturel.

1. Déterminer, suivant les valeurs de 7, le reste de la division euclidienne de 103" par 13.

2. Déterminer, suivant les valeurs de 7, le reste de la division euclidienne de 103"*! + 103" par
13.

3. En déduire le reste de la division euclidienne par 13 de 11.000.000.000000.

4. Quel est le reste de la division euclidienne par 13 de 25 x 1015 + 1.

gExercice 5 : Etude d’'une fonction Logarithme 5 points

Partie I

Pour tout entier naturel non nul 7, on considere la fonction f;, définie sur

I=]0;+0c0[ par [,(0)=0et Vxe€]0,+oo[ fn(x)=+vx(nx)"
et soit (C,,) sa courbe représentative dans un repeére orthonormé (O; T, 7)
1. (a) Vérifier que : Vx €]0,+oo[ ; +x(nx)" = (2n)" (xﬁ In (xﬁ))n , en déduire que f;, est
continue a droite en 0.
(b) Calculer xl—i>IPOO fn(x).
n

o (xﬁ) fn(x)

X

fn(x)
X

(c) Vérifier que : Vx € ]0,+o0] ; = (2n)" - , en déduire xlir+n puis
— 100

X2n
interpréter graphiquement le résultat obtenu.

(d) Calculer , suivant la parité de n , lin(l) fn(x)
=0 X

puis interpréter graphiquement le résultat
obtenu.

2. (a) Montrer que f;, est dérivable sur ]0, +ool et que :

1
Vx€]0,+oo[ ; fr(x)= Ve (nx)""'2n+Inx)

VX



(b) Vérifierque: VYn=2 , f,(x)=0 sietseulementsi (x=1oux=e?")

(c) Etudier, suivant la parité de n, le sens de variation de f,, et donner son tableau de varia-
tions.

(d) Montrer que si n est impaire et n = 3 alors le point d’abscisse 1 est un point d’inflexion
de (C,).

Partie II

Soit a €]1; e[ un réel fixe. On considere la suite numérique (u,),>; définie par :
VrneN* ; u,=fula)

1. (@) Montrer que:VneN*; 0<u,<+e.
(b) Montrer que la suite (u#,),>; est décroissante
(c) Déterminer lim u;.
n—+oo

2. (a) Montrer que pour tout entier n non nul, il existe un unique réel x, € ]1;¢[ tel que :

f n(xp) = 1.
(b) Montrer que la suite (x;),en+ ainsi définie est croissante, en déduire qu’elle est conver-
gente.

3. Onpose: [= lim x,

n—+oo

(@) Montrerque: 1<l<e

1
(b) Montrerque: lim (Inx,)"=—
n—+oo

Vi

(c) Montrerquesi [<e alors nliIP nln(nx,;) = —oo
—+00

(d) En déduire la valeur de .
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Exercice 1. QCM et Restitution organisée des connaissances
Partie | : ROC

1. Soit ne N. . .
Onpose S,:=04+1+4+2+ -+ n= Zk: Zk. Montrons a I'aide de deux méthodes
P " k=0 k=1
I'égalité :
_n(n+1)
Sp= 5

Meéthode 1 : Cette méthode consiste a calculer 25,,.
Ona:

Sp = 1+2+---+n
S = n+n—1+---+1

donc 2S,=(n+1)+(n—14+2)+---+(n+1)= (n+1)+---+(n+1) =n(n+1)

- 7 7
, n termes tous égaux a (n+1)
d'ou le résultat.

Méthode 2 : raisonnement par récurrence.

Pour tout n€ N, on considére P(n) : S,= n(n+1)

2

0
Pour n=0o0na: S5=0= >3 k:w donc P(0) est vérifiée. Supposons le résultat
k=0

pour un certain n€N. On a :

n+1 n

Sip1 = Y _k=n+14+> "k
k=1 k=1

Snt1 = n+1+5, =n+1+
(n+1)(n+2)
2

n(n+1)
2

Sn—0—1 =
donc on a montré P(n)=P(n+1). Ainsi, par le principe du raisonnement par récurrence

on a, pour tout n€N, P(n) : S,= n(n2+1)

2. Soit u une fonction dérivable sur R.
La fonction x — ") est dérivable sur R comme composée des fonctions x — u(x) et

x— €~ toutes dérivables sur R et sa fonction sur R est définie par : x — u/(x)e’().

Démonstration. Soit f : x+— e“®) et xp € R fixé.

e 1™ cas : u est la fonction constante égale a u(xp) sur R.
Dans ce cas, f est la fonction constante égale a e“(®) sur R donc f est dérivable
sur R et pour tout x € R, f/(x)=0=u'(x)e"®).

e 2° cas: u n'est pas la fonction constante égale a u(xp) sur R.
Dans ce cas et puisque que u est continue en xg car dérivable, il existe un intervalle
| centré en xg tel que pour tout x € I, x# xo, u(x)# u(xp). Ainsi, pour tout x €/,

X 7é X0,
f(x)—f(x) _ e')— eulx)
X — X0 o X — Xp
f(x)—f(x) _ e!(x) _ gulx0) o u(x) — u(xo)
x—xo  u(x)—u(x) X — Xo
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Or, x+— €~ est dérivable sur R, donc en particulier sur / et en posant Y =u(x) on a

u(x) _ su(xo) Y _ Y
lim i: lim izeyijzeu(x())
x—xU(x)—u(x0) v-voY—Yo

donc on en déduit :

i 0= 10) _ g [0 o) st)] i
x=xo X X0 X—Xg U(X) — U(X()) X — X0 par produit

ainsi, on a montré que f est dérivable en tout point xo de R et f/(xo) = u'(xp)e" )
d'ou le résultat. O

Partie Il : QCM
On pose z=1—i et pour tout n€ N', z,=z" I'affixe du point M, dans le plan affine complexe.

Ona: z:1—i:\/§<§—"§>:\/§e_ﬁ

1. Pour tout ne ]N*,

LT .NTT

Z,=2z"= (\/ﬁe_’z)n: (V2)re & = (ﬁ)"(cos(—%) + isin(—%))

Ainsi, on a pour tout n€ N, les points M, appartiennent a la droite y = x si et seulement
si arg(z,) = %[n] & —% = %[Tt] < n+1=—4k avec k € Z par suite, on rejette les reponses
a et b. De plus, pour tout n>1, M, appartient 3 la droite y = x si et seulement si

arg(zp) = %[Tt] c'est-dire si et seulement si (4, O—I\/I,:) = %[n] d'ou réponse d.

T, T

2. Pour tout XE] 55

composée de fonctions dérivables et pour tout x € ]—g; g[

[, —1<sinx <1 donc x+ g(x) est dérivable sur ]—g; %[ comme

g'(x) = cos(x)F'(sin(x))

) — cos(x)
gx) 1 —sin%(x)
g(x) = cos (x) _ cos(x)

|cos (x)[carxe]-Z:Z[ cos(x)

d'ou la réponse a.
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Exercice 2. Géométrie dans |'espace
_ L/ -1\ L/ o0 AN
1. a) Aprés calcul on obtient : IJ[ o |, IK| -1 |et UAIK[ -1 |.
1 -1 1
b) D'apres la question précédente, on a 1A IR#@ donc les points |,J et K définissent un
plan de vecteur normal IJ A IK. De plus, ce plan a une équation cartésienne dans le réprére

orthonormée direct (O, 4, vV, w) de la forme : x — y +z+ d =0. Puisque / est un point de
ce plan, alors d =0 par suite I'équation cartésienne cherchée est : x — y +z=0.

2. Soit S(1,-1,1).
S
MK

J/

Figure.

L/ 0 S/ -1\ -/ o0 L (2
Aprés calcul on obtient : SI( 2 ) SJ( 2 ) SK( 1 ) et SI/\SJ( 1 ) Soit V' le volume
1 0 2 2
du tétraédre SIJK en unité de volume alors on a :
vV = %|(§IAS_3)-S—K|

V = %|2><0—|—1><1—2><2|

1
V=3
-1
3. a) Le vecteur KJ a pour coordonnées 1 donc (A) a pour équation paramétrique le
2
systéme :
x=1-t
y=1+t,teR
z=2t

Soit M(x, y;z) € (A) alors il existe t € R tel que x=1—t, y=1+1t et z=2t. Aprés

t—1 t 1
calcul on obtient : MJ —t MKl —1—t |et MJAMK| —1 | parsuite, onen
1-2t —2t—1 1
déduit :
M1 A MK = 1) A TK
b) On a MJ A MK =IJAIK donc %HI\WJ A WH :%HD AIK|| donc les triangles MJK ont

une aire fixe égale a celle du triangle 1JK quelque soit la position du point M sur la droite
(A). De plus, les points M,l,J et K sont coplanaires donc les tétraédre SMJK et SIJK ont
la méme hauteur d'ot V' = V:%.
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Vérifions-le par calcul :

2—4t
—/ -t S({ -1\ —/ o0 S
OnaSM( t42 ) SJ( 2 ),SK( 1 )et SMASJ|l 1—-2t |.Soit V/le volume du tétra-
2t —1 0 2 2 _ ¢

édre SMJK en unité de volume alors on a :

Vv — %|(ST\)IA§J)-ST<|

V= %|(2—4t) X0+ (1—2t)x1—2x (2 1)
;1
V=3
4. a) Soit M de coordonnées (x, y,z) et M’ son image par I'homothétie h les coordonnées (x’,
x'=2x—1
y',z") on a SM'=2SM donc les coordonnées (x’, y’, z') sont par le systéme { y’'=2y —3 .
=X+l z/=2z-1

2
Ainsi, on en déduit y:ﬂ }

2
_Z+1
1=
M(x,y,z)ePe dt Y3 20l gy 1=06 M/(x,y,2) €P ot

P’ est le plan d'équation :
x—y+z=1

b) Notons V" le volume du tétraédre SM’J'K’ en unité de volume on a : V" =8V’ par
suite, le volume en unité de volume du solide MJKM’JK’ est :

y=VvV"-Vv'=8V'— V’z?V’z%

Exercice 3. Isométrie du plan

1. Faisons une figure

E
Q /
C
D
A

B
Figure.
2. a) A, C et E sont trois points non aligné tels que CA = CE alors il existe un unique
déplacement f vérifiant f(A)= C et f(C)=E. Plus précisément :
e ou bien f est une translation

e ou bien f est une rotation.
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b) Puisque (ﬁ#CTE on en déduit que f est une rotation d'angle 9:(A_(i, (ﬁE) De plus,

(AC,CE) = (CA, CE) 4 =T+ X 4 =T = o
. T 4 2 4 4
ainis, 0:—1.

c) Q est le point d'intersection des médiatrices des segments [AC] et [EC].

. a) A, C et E sont trois points non alignés tels que CA = CE alors, il existe un unique

antidéplacement g vérifiant g(A) = C et g(C)=E. Plus précisément :
e ou bien g est une symétrie axiale

e ou bien g est une symétrie glissante

b) fY(C)=Aet f1(E)=C donc gof }(C)=g(A)=Cet gof }E)=g(C)=E.
gof~!est un antidéplacement car composée d'un déplacement et d'un antidéplacement.
De plus, gof ! fixe les points E et C donc, il s'agit d'une symétrie axiale d’axe (BC) ainsi,
on en déduit go f 1= S(Bc) et par conséquent : g =Spcyof

c) Ona gog(A)=g(C)=E#Adonc go g n'est pas I'identité du plan, par suite g n'est
pas une symétrie axiale.

d) Posons (D) et i I'axe et le vecteur de f. On alalors f =tzo S(py= S(p)° ta.
gog(A)=g(C)=E donc 2= AE par suite U:EAE. Soit / le milieu de [CE].

g(A) = t%ﬁEo S(D)(A) = S(D) o %ATE(A) = S(D)(E) =C

donc (D) est la droite paralléle a la droite (AE) passant par | par suite, g est la symétrie

glissante de vecteur %/HE et d'axe la droite (D).

Exercice 4. Conique Arithmétique

1.

Faisons une figure

Figure.

a) Les vecteurs FG et MM’ sont colinéaires donc on en déduit,
— —_—

(FG, FE) = (MM, MH)
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— —
de méme les vecetuers FE et MH sont colinéaires par suite, on a I'égalité :

—_—

(MM, MH) = 0 + 2k=

b) Dans le triangle MM'H on a cosf = M,C:/ C'est-a- dlre = MM’ car cosf # 0 puisque
fe [ ;5[ donc par suite, on en déduit I'équivalence :
MH MF 1
/ —_— —_— T —
Me (Ty) MM = MF@ 0 MF@MH 7

. Pour §=0o0na Me(I'y) < MF=MH donc ([y) est la parabole de foyer F et de directrice

(D). De plus, la fonction 1) : 6 +— 050 &t strictement croissante sur [O;g[ et pour tout

CRS ]O; [, ¥(#) > 1 donc pour 6 € |0; [ (Fp) est une hyperbole.

. Voir figure.

. a) Pour 0:% on a 1 :¥ donc (F%) est une hyperbole de foyer F, de directrice

cosd
23
3 -
b) Dans le repére orthonormé (O, i, j), pour tout M(x,y) on a:
MH? = (x —6)? et MF?=(x —8)%+ y?

(D), d'excentricité

Or M est un point de la conique (Fg), si et seulement si :
6

(87 2= (22 ) oy

Ce qui donne successivement :

x> —16x+ 64+ y? = %(x2 —12x+36)

_12 2 x2_y2_ x? _y2_

donc (F%) est I'hyperbole de centre O, de foyer F(8,0) et F(—8,0), de directrice (D)

d’équation x =6, d'axe focal I'axe des abscisses, de sommet A(4/3,0) et A'(—4+/3,0).

gx et y= —ﬁx.

De plus, (=) admet pour asymptotes les droites d'équations y = &
6

Voir figure.

I

D'aprés I'égalite 1000 =13 x 76 + 12 on en déduit 10 = 12[13] donc on a successivment
10*=3[13], 10°=4[13], 10°=1[13] par suite 103" =1[13] si n est pair et 103" = 12[13]
si n est impair donc le reste de la division euclidienne de 103" par 13 est 1 si n est pair et
12 sinon.

. 10371 11037 =103" x 11 donc a pour reste 11 dans la division euclidienne par 13 si n est

pair et 4 sinon.

. 11.000.000.000.000 = 10'3+ 10'?=10'2 x 11 donc d’apres le question précédente, le reste

de la division euclidienne de 11.000.000.000.000 par 13 est 11.

. 1015 =12[13] et 25 =12[13] donc 25 x 10'° + 1 = 12[13] donc le reste cherché dans la

division euclidienne par 13 est 12.



