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EXERGCICE 1 { 5 points )

et
Cans le plan aientd, on considara un reclangle CADBG 12l que QA = 20C al {O.-“-. . DC}' = I:f[ 2 1.

{ Pour la figure, on prendra OA = 4 {en cm 1}
L.a médiatrice & du segrmen [ OB | coupe la droite [ DA} en 1 et 1a draite (OC Jen I'. Soit 1 12
symetrique du point & par rappor au peint | el I le symetrique du point O par rapport 2 1.

1) & = Monirer gue leg iangles OBJ et OR) sont rectangtes en B.
k — En deduire gue les paints B, J et X sont alignés.

2] Soit § la similiude directe telle que S1) = O et S{0O) = 1"
2 — Daterminer une mesure de 'angle de 5,
b = Mantrer que le point B est e centre de |2 simllitude S
¢ — Donner 12 rapgod de la simililude 5.

3 Soit o la slmilitude indirecte telle qua ofl) = O ato{ G )=,
a = Donnar le rappoar de o .

b — En déduire que |a similitude o« admat un unigue peint invariant que 'en notara £
6~ Délerininer o oo () et en déduira guo 1o paint [} appartient & [a droite (7).
d = Construire s point £ ainsi gque Maxe O da la similituda o

EXERCIGE 2 { 6 points )

Soit @ un nambre camplexe non nul ot B Péquation 2* -2z +1+a*=0,
1} Résoudre dans I'ensemile © des nombres complexas ['Gouation £,

4] Le plan complexe dtand rapportd & un repdne orlhonarmé diract (O,4, v}, on eongidéng les

points A at B d'affices respoclives 1+ia et 1-18.
onpose a=a) tid; aelan résls,
a — Mantrer que les points O, A et B '-'.unt alignés si et ssulementsia, =0,

b = Mantror qua 1os vactaurs Oﬂ at QB sont artficgonaux 5i ot seulement sia | = 1.

3} Onsuppose que a = a™ gl w 5]- ':{ H.[ )

a — verifier que pour toul réel X, ona

. i
T-rn"=2cnat-§-]ﬂ2 .

i
X
1—ﬁ“=-—2i5in[§}a2 .

b — En dédulra Iaerltune sous farme exponanticlle de chasun des nombras complaxes
1+la et 1-ia _
¢ — Dé&terminer a pour qué les paints O, & et B forment un Wiangle isocéla rectangle en Q.



PROBLEME { 10 polnts §
ey : " o , N L
A — On considére la fonction [, définte sur [-1+ = par f{x)l=+' 142 ™ ecton désigne par @) sa

colrbe représentative dans un repana arhenormea (G 0L ) .

1) a - Etudier la dérivabifitd de £, 4 droite de -1,
b — Interpréter graphguement le résuital chiany,
G — Galculsr la limite de f; en + =,
o — Interpréter graphinuement le résuliat ohienu,
2] Dresser e lableau de variation de f,.
4 Donner Mdguation de la tangente 3 45 au point d'abegisee O,
4) Maontrer gue ['aguation f,{x) = x admet une unlquee solution « dans | % + [

el que {1E]:.1~.'1[ .

&} Tracer la courbe ).

8} @ — Montrer que paur lout réelx, ena 1 +x = &

b — Er dibcluire gue pour tautréel 2 = -1, ana A = e_é_.

L
7Y Seolt a un réel supdriour au doal d 1ot S = J1 fjlx) el
a — Ponner une intarprdtation graphigque du réel S(a).
b= Manlrer qua pourtout A = 1, ona 0= S = j’
e

X
B — Pourtout nde IN', on conaldére [ fenction {, définie sur [ 210 @ [ par i) = Jlex @ 0
On deésigne par %, |a courbe représentative de §, dans le repére (O, 1, ! .

1) Maontrer que toutes les caurbes &, pagsent par dous paints fixes dont on déterminera les
COOTdoNNass,

2 & - Montrer gue pour taut node ", Iz courbe %, admet une tangente harizentale en un
point M,
b — On désigne par oy, [abscisse de M, . Eludier la nature de la suite (o ).

31 Etudier Iz position relative des courbas %, el r.a.

= S— _ . .
4] Onposa | :j‘1 N 1 % dx eton désigne par (A 18 suile dafinie pour Wout n de N par
1
Pa= [, (.
a— Calculer I.
4. A
[y — Momtrar que pour tout nde N ana T-8% 5 @l
} 1
& — En décluire que pour tout s e |1, 1], | e'ﬁ_- 1] = @la1,

d ~ Montrar qua | A.=1] = g' W2 {G'TJ"-H .

g — En daduire gue la suite [ A, ) est convergente et donner sa limite.
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EXERCICE 1 [ 6 points )

Soit ABC un triangle rectangle en B tel qua

(BC.BA) = I [2n]. AB=3 et BC=4.

1} Seitf la similitude directe telle que f(4) =B et fiB)=C.
a — Determiner l'angle et |2 rapport de f.
b = Sait H le projsté erthogonal de B sur (AC).
Montrer que H est le centre de f.

2) SeitD=fC).
a — Mantrer que D appartient a la droite (BH).
b = Construire le point D.

3) Soit g la similitude indirecte qui transforme Aen B et B enC. Ondesigne par £ le centre de g.
a = Montrer que fog™ = Sieey.
b — Soit E = g{ G ). Determiner Sgue; (E).
Construire alars le point E.
¢ - Précizer la nature de gog. Maontrer que £ appartient 4 la droite (AC) ainsi qu'a la droite (BE).
d = Ceonsiruire le point £2 &t 'axe A de la similitude g.

EXERCICE 2 ({ 4 points )

Dans |z plan complexe & rapporté 4 un repére orthonermé direct (O,4,v ), on donne le point A
d'affixe 1.

Soit I'application f de & dans & qui & tout paint M d'affixe z associe le peint M' d'affixe 2' tel que

I B 1+
2= ——z+1 - —

N V2
1) Déterminer la nature de f et préciser ses eléments caractéristiques.
2y Snit le point M, d'affixe 2, On pase pour tout entier naturel n, M., = f{M,). On désigne par z, l'affixe
du point M, et par Z, 'affixe du vecteur AM..

a — Montrer que Z, = e?,

b~ Mantrer que pourtout nde IN, Z,= e * .

t—En déduire 'ensemble des valeurs de n pour lesquelles les painis A, M, et M, sont alignes,



PROBLEME (10 points |

Soit f: IR— IR
i

¥ 1— fix) =

1+ "
et soit { %) sa courbe représentalive dans le plan rapporté & un repére orthonormé (O, i)

A~ 1) Dresser le tableau de varation de f,

2} a=Deéterminer les branches infinies de .
b —Tracer [ % ).

3% a—Montrer que f est une bijection de It sur IR,
b — Tracer la caurbe { @' ) représentative de |a fonction réciproque 7 de .
& — Caleuler {'{x) pour x = 0.

X

4) a—“eérifier que pour toutréel xona  fix)=&" - ot
+&
b - Soit & un réel strictement negatif.
Calculer Iaire . ( ) du domaine limité par la courbe %", I'axe des ordonnees et les droites

d'équations respectives . y=h et y=10.

n nl
B - Pour tout entier naturel non nul n et pour tout réel négatif x, on pose Fx)= j 1E :
LR

1) a— Caleuler Fyx) et déduire que lim  Fyix)= Log 2,

H—r — 0D

b= Calculer  lim Fafx) .
X—s — o

. 1
2) a- Montrer que pour tout entier naturel nonnul n, ena  Foax) + Ffx) = = (1= a™).
n
b — Montrer par récurrence surn, gue F(x) admet une limite finie lorsque x tend vers = =.

Dangs Ia suite du probléme on pose R, = lim Fux)
W=t = o

3) a- Vérifier que pourtout réel 1 =0, 2e'= 1+e' =2
h — Montrer gue pour tout entier naturel n = 2 et pourtoutréeelx =0, ona:

23 {(1—e™ = Fox) = (1 =gty

2n 2(n-1)
¢ — En déduire un encadrement de R, pourn = 2.
4) Pour tout réel négatif x et pour tout entier natural nan nuln, on pose Gyx)={=1) Lﬂe“'dt.
(1"

a — Calouler Gg(x) at montrer que  lim - Gyx) = <.
A —m n

b = Montrer gue Ga(x) + Ga(xh+ ... + Gipfx) = = Fq(®) *+ {= 1) " Fpilx)
k-1

(-1
1k

=

5] On pose, pour tout entier naturel nonnuln, U, = p

a — Montrer que U, = Log 2 + (—=1)"" Re., .

b — Mentrer que Ia suite [ U, ) converge et trouver sa limite,
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k ol — - ~ —— ¢ — En déduire un encadrement de Log(1 + ) pourtout t de [0, + = |
EXERCICE 1 ( 4 points ) 4) Pour tout n de IN", on désigne par S, la mesure de I'aire du domaine limité par la courbe €, la
@ étant un réel de lintervalle [ 0, 2z [ ; on pose pour tout nombre complexe z droite &/ el les droites d'équations x =0 etx=n.
- S 1] o il
L Ul i e B a — Montrer que E,l g i +l g 5. 1 & 1 g &
8 2 8 24 2

1) a—Verifierquefy(1+i)=0

b — Montrer que (S,) est convergente vers un réel { dont on donnera un encadrement.
b - En déduire les solutions 2' et 2" dans C de I'équation fu(z) = 0.

2) Dans le plan complexe, rapporté a un repere crthonormé direct ( O, U, v ) on considére les
points A, B et M d'affixes respectives — 1, i3 et — 1 +e”.

a — Montrer que lorsque 8 varie dans [ 0, 2n [ , M varie sur un cercle (%) de centre A dont 3
on précisera |e rayon. 2) a—Montrer que pour xde [0, Log 2] ona 0= f'(x) = s

b — Determiner les valeurs de 0 pour lesquelles |a droite ( BM ) est tangente au cercle (%),

Leg Log2
B — On considére la suite (u,) définie par u; = fn dx et pour tout n de IN, u, = ’; [f'[x}]ﬂ dx
1) Calculer ug et uy.

b = En déduire que pour tout entier naturel n

n
EXERCICE 2 ( 6 points ) 0<u< E] Log 2.

Dans le plan orienté, on considére un cercle @ de centre O et de diamétre [AB]. On désigne

==\ ¢—Calculer alors lim u,
par F |e point de @ tel que [ OB, OF ]E pes {217] et par A la perpendiculaire a (AB) en A. s
La tangente & @ en F coupe la droite A en un point A'. Soit & la parabole de foyer F et de 3) a—Montrer que pour tout xde [0, +=[ ona 1—f"(x)=[f(x)
directrice ( AB ), 1 (3
b — Montrer que pourtout entierntelquen = 2, ona U, S Up 2~ — —]
1) a - Montrer que le point A' appartient a la parabole #°. n-115
b — Préciser la tangente & 2 en A'. ¢ — En déduire que pour tout n de N on a :
2) Scit T latangente 8 & au point B et soit B' le point d'intersection de cette tangente avec la droite n 4 (3™ n 1 (3)"
{ A.F} Ugp = Ug— E AN e Et uzru-'] Uy - L T ] .
; H [ | k=1 2k'1 5 k=1 2 K 5
Montrer que le triangle A'OB' est rectangle.
3} Soit & la droite passant par F et paralléle a (AB) et K le projeté orthogonal de F sur {AB). B B e b = %1._1 1 (3)
a — Soit M un point de G distinct de F et soit H son projeté orthogonal sur la droite (AB). } POrR dIN oNR0ee Wi . T |E
Montrer que si M apbartient a la parabole 97, alors FMHK est un carré, Montrer que ( v, ) converge vers un réel que I'on déterminera.

b — En déduire une construction des deux points d'interseclion de ia droite & avec la parabole &°.

PROBLEME ( 10 points )
Soit f la fonction définie sur [ 0, + = [ par f(x) = x + Log(1 + e %) et soit & sa courbe
représentative dans un repére orthonormé (O, 1, ] )

A —1) a— Dresser le tableau de variation de f.
b — Mantrer que la droite & d'équation y = x est une asympiote 4 @ au voisinage de + =
¢ — Déterminer la position de € par rapporta @
d - Tracer @ et €dans le repére (O, i, ] )

2) a- Montrer que f est une bijectionde [0, + = [ sur [Log 2, + = |
b — Construire la courbe ' représentative de la fonction f~' réciproque de f.
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EXERCICE 1 : ( 4 points )

1) Soit 0 un réel de lintervalle 10, = [.
Résoudre I'équation: zZ2-2iz—1-e**=0

2) Dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé direct (O,U,V), on considére les points
A, M et N d'affixes respectives —1+i, i +&° et i—e” ou 6 estunréelde]0, n[.
a — Montrer que les vecteurs AM et AN sont orthogonaux.

b — Montrer que lorsque 6 varie dans 10, [ les points M et N varient sur un cercle € gue I'on
déterminera.

3) a-— Déterminer en fonction de 8 I'aire .«Z(8) du triangle AMN.
b — Déterminer la valeur de & pour laquelle I'aire .«£(8) est maximale et placer dans ce cas les
points M et N sur le cercle € .

EXERCICE 2 : ( 6 points )

La bissectrice intérieure de I'angle [BC,BA] coupe [AC] en O.
On désigne par H le projeté orthogonal de O sur (AB) et par H' le milieu de [OA] .

1) a — faire une figure.
b — Montrer que le triangle OAB est isocéle et que H est le milieu de [AB] .

2) Soit f la similitude directe telle que : f(By=O et f(H) = H

a — Montrer que le rapport de f est -\;—g et que % est une mesure de son angle.
b — Montrer que H' est le milieu du segment [ Of(A) ].
En déduire que A est le centre de f.

3) Les cercles (I) et (I'') de diamétres respectifs [AB] et [AO] se recoupent en D.
a — Montrer que les points B, O et D sont alignés.
b — Montrer que les triangles BCH et ODH' sont équilatéraux et que f(C) =D
¢ — Montrer que le quadrilatére ADCH est un losange.

4) Soit g = Sowy of, ou Sipy; est la symétrie axiale d'axe (DH).
a — déterminer g(A) et g(C).
b — Montrer que g est une similitude indirecte dont on précisera le rapport.
c— Soit Qle centre de g.

Montrer que QD = %ﬁ ;

Construire alors le centre ) et 'axe A de g.



PROBLEME : ( 10 points )

Dans tout le probléme n désigne un entier naturel non nul.

A —1) Soit g, la fonction définie sur IR par g.(x) = n(x+1) + &*
a — Dresser le tableau de variation de g,
b — Montrer que I'équation g,(x) = 0 admet dans IR une unigue solution «,, .
¢—Prouverque —2<g,< -1
d — En déduire le signe de gn(x) suivant les valeurs de x.

2) Soit f, la fonction définie sur R par f.(x) = ——

n+e*

On désigne par &, la courbe représentative de f, dans un repére orthonormé [O, T, ])
a — Calculer ><1iﬂn_'1mfn(><) , xlln:w f(x) et Xlirmm[fn(x) —x] .
En déduire que la courbe &, admet deux asymptotes que I'on précisera.
Cn - €'9a()
b — Montrer que pour tout x de IR, f'1(x) = —
(n+e”)

¢ — Montrer que fu(cn) = 1 + o,
d — Donner le tableau de variation de f, .

3) a — Etudier la position relative de la courbe €&, et de la droite D d'équation y = x.
b — Etudier la position relative des courbes @, et .1
¢ — Tracer les courbes @ et &, .

( On prendra 2 cm pour unité de longueur ; ondonne o; =~ —1,4 , o, = —1,2).

n
.

0 o]
B-Soient 1= xe*dx et U=[ f(dx.
1

1) Calculer L.

X X X
. X
2) Montrer gue pour tout x de l'intervalle [-1,01], i < % _ g B

n n+e”® n+1

3) Montrer que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite .

n
4) Onpose V,=> U.

k=1

_ k+2 1 1
a — Montrer que pour tout entier naturel non nul k, f —dt £ ——.
k+1 k+1
n
. 1
b — En déduire que —— 2 Log(nt2)-Log 2.
q k§=1 o g (n*+2) - Log

c— Montrer alors que  lim V, =—w.
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Exercice n™1 | 3 points )
Pour chacung des questions suivantes, e seule des trols reponses proposées esf exscte.
Le candidst indiguers zur 2a copie le numene de ls gusstion el ls fellre comespondant & la réponse choisie
Aucure justification v'est demandée,
Ling réponse comecte vaol T pomnl, une reponse fausse ou labzence de reponse vaut & poiit

1) La limite de { x+1+2™ ) quand x fend vers —co estégale 3
ay —oa, bl O e} +ioo.

2) Soit f la fonction définie sur ¥ par fix) =4=,--2’L -1 .
Alors f est une solution de I'équation différentislle
ajiy' =y +2 biy' = 2y 42 o)y = -2y -2

3) La duréa de vie X, exprimés en annéses, d'une maching automatigue suit une |oi exponentielia
de paramétre 0.4,

La probebilité gue la machine ne tombe pas en panne avant 10 ans est égale a
aja”™", b) 1—0.4a™ " c} 1=a~*,

Exercice n® 2 { 5 points }
1} Dans l'annexe ci-jointe (Figure 1 page 3), on & représenté dans un repére othonorma (-::l_:]';. la

B ]

; - |1 i
courbe (¥} de la fanction f dé&finie sur L;. gipar flx) = In"(x)=3inx el les demi- argentes 2 la

courbe { %) aux points d'abscisses raspeciives A el e
@

&) En utifisant ke graphigue :

Montrar que f réalise une bijection de [—. EJ sUr 1--2-2I . [ On note £~ la fonction réciproque
&
de f et {&") la courbe représentative de f ' dans le repéra {03 ) ).

b) Tracer la courbe (@ ) et les demi-dangentes 4 (¥ ) aux points d'abscisses respeciives -2 81 2.
2y 2oit lasuite (apln.q Efinie par a, = f { Inx)"dx.
b |

a) Calouler ay,
b) Mantrer, & l'aide d'une intikgration par parties, que pour tout enier n=1, ap+ =& = (n+1) a,.
¢} Endéduire que az =6 - 2eg.

3) Soll o I'aire de la partie du plan limités par la courbe (%' ) e les droiles dequations x =—2 et
w=10.

i

a) Calculer J- i

1

b} En déduire .aF |
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Exercice n°3 (4 points)
1) Sotdans ZxE l'dquation (B} ; 3x—8y =5, _
Mentrer que les salutions de (E) sonl kes couples (%, ¥ ) tels qua x=8k-1 af y=3k-1

avecke
2) a) Boit n. x et y trais entiers tals que
n=3x+2
nEfy+7
Montrer que (x, v) st une solution de { E).

b) On considére le systéme (S) :::Ezz:

Maritrer que n est solution du systéme (3) si et seulement si n=23 (mod24) .
3)  a) Soit k un entier naturel.
Déterminer ke reste de 2% modulo 2 et le reste de 72 modulo 8.

ounoest un entier .

b} Veérifier que 1991 est une solufion de (S) et montrer que lertier (1991)°°°F -1 ast divisible par 24.

Exercice n"4 (4 points)
Le plan est grienté darg le seng direct,
Dans 'annexe ci-jointe { Figure 2 page 3), OAE est un triangle rectangle isocéle tel gue

e
OA = OB et (OA.0B)=Zor|

On désigne par [ le milieu du segment [AB] et par C et D les symétriques respectifs du paint [ par
rapport & D et & B.

Scit f la similitude directe qui envoie A sur Det O sur C
1) Montrer que f est de rapporl 2 et d'angle g

2) a) Montrer que O est l'orthocentre du tiangle ACD.
b} Soit 1 le projeté orthogonal du point O sur (AC).
Détﬂﬁfﬁriesimﬂgeudwwﬁtw{ﬂﬂ et { AJ) par f et en déduire que T est le centre de la
similitude f.
3) Soit g la similitude indirecte de centre [, qui envode A sur O
a) Vérifier gue g est de rapport 2 ef d'axe {IC). En dédulre g(O).
b) Déterminer les images de © et D par gof 7. En déduire la nature de gof .

4y Soit 1'=f(yet )= gil}
a) Déterminer les images des points 1 et ' pargof ™ |
b} Montrer que les dreites (1), (I'J'}) et {CD) sont cencouranies,

Exercice n®5 (4 points)
L'espace & est muni d'un repére orthonarmé direct (O, 1 K.

On considére le Wetragdre ABCE tel que A{1, 0, 2}, B0, 0. 1), C(0, -1, 3jet AE= ABAAC,
1) &) Verffier que E a pour coordonnees (0, 2, 3).
bl Calculer e volume du tétraédre ABCE .

2) a)Soit & le plan d'éguation .  x—2y -z +5=0_Montrer que 5 est paraliéle au plan (ABC) |

—— =k =

b} Soit K le point définl par 2KE +KC =0 . Calculer les coordonnées du point K et vérifier que
K apparient au plan 'f;""
3180t b I'nomothétie de cenire E qui fransforme le painf C en K,
a) Déterminer e rappori de b .
b) Le plan 3 coupe les arétes [ EA] et | EE] respectivernent an | et 1.
Catculer le volume du téiracdre ELJK
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SECTION : MATHEMATIQUES

EPREUVE : MATHEMATIQUES DUREE : 4 Heures ||COEFFICIENT : 4

Exercice 1 (3 points)

Pour chacune des questions suivantes, une seule des trois réponses proposées est exacle.

Le candidat indiquera sur 5a copie e numéro de la question et la lettre correspondant & la réponse choisie.
Aucune justification n'est demandée

Une réponse correcte vaut 0,75 point, une réponse fausse ou I'absence de réponse vaul 0 point

1) Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct (o, u G], on considére le point A d'affixe 1+ iv3 .

L'image du point A par |a rotation de centre O et d’angle ~-:~ est le point d'affixe

a)—3+i b) V3 —i ¢) -3 i

2) Siz est un nombre complexe non nul d'argument % alors un argument de iz est

. ™ ™
ay —=— UL ol
) S b) 5 € 3
3) Pour tout entier naturel n, on pose a, = 2"+ 3",
alors a,=0(mod5) pour

a) tout entier naturel n pair b) tout entier naturel n ¢} tout entier naturel n impair

4) Un questionnaire a choix multiples (QCM) comporte guatre questions. Pour chaque question,
trois réponses sont proposées dont une seule est exacte, Un candidat répond au hasard a chacune
des quatre questions de ce QCM.

La probabilité pour que ses quatre réponses soient toutes exactes est

i
1 o
a) E b) 51- c) 1=

2

3




Exercice 2 (5 points )

Soit f la fonction définie sur [ 0, 1] parf(x) = In(1 - Jx).
On note (%) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O_. i, ])

1) a) Montrer que  lim LiC
x— 0 X

b) On donne ci-dessous le tableau de variation de la fonction f.

X 0
Fix) =

f(x}lﬂ-——-___________“
— oo

Tracer (€¢). (On précisera la demi-tangente a (%) en O).

2) a) Montrer que f réalise une bijectionde [ 0, 1] sur J-o0, 0] .

(On notera f ™" la fonction réciproque de f et (I') sa courbe représentative dans le repére (D. i ]') ).

b) Tracer (I'). (On précisera la demi-tangente a (I') en O),

3) a) Montrer que, pourtoutx € |-oc, 0], f7'(x) = (e* ‘1}2 .
b) Calculer l'aire 4 de la partie du plan limitée par la courbe (I') et les droites d'équations
x==In2 , x=0 et y=0.

1
¢) En déduire la valeur deL‘ In(1— % )dx .

Exercice 3 (5 points)
Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC isocéle et rectangle en A tel que
{E,KE’]E % !2«].

On désigne par |. J. K et L. les milieux respectifs des segments [ AB |, [BC | ,[ AC | et [JC].

1) Faire une figure.

2) Soit f la similitude directe de centre J, qui envoie A sur K.
a) Déterminer I'angle et le rapport de f,
b} Justifier que flK) =L .
c) Soit H le milieu du segment [ A I |. Justifier que f(I) = H



3) On munit le plan du repére orthonormé direct (&A_'B,A—C),

Soit ¢ l'application du plan dans lui-méme qui & tout point M d'affixe z associe le point M’ d'affixe z'

tel que z'= — ﬂ]f-r -1_+..l

2 2
a) Montrer que ¢ est une similitude indirecte de centre C.
b) Donner les affixes des points I, K, J et H.
c) Déterminer p(l) et o(J).

d) Déduire alors que ¢ = fo sgx), (ol f est la similitude définie dans 2° et sqx) est la symétrie
orthogonale d'axe (1K) ).

4) Soit A l'axe de la similitude indirecte o .
a) TracerA.
b) La droite A coupe les droites (1K) et (HL) respectivementen P et Q .
Montrer que ¢(P) = f(P) et en déduire que o(P)=Q .

Exercice 4 (4 points)

Dans le plan rapporté & un repére orthonormé direct [OT i, T] on considére I'ellipse (E )
2
d'équation x* + -'-“-';- = 1 et on désigne par M le point de coordonnées (cos®, 2 sin 6), ou 6 est un

n
réel de |0, —
I°2

-

1) a) Déterminer, par leurs coordonnées, les sommets et les foyers de (E).
b) Tracer (‘E ) et placer ses foyers.
c) Veérifier que le point M appartient a (‘E ).

2) Soit(T)latangentea (E)en M.
Mmu'erqu'uneéqmﬁnndamdmlempém(o, T]']est 2x cosB +ysinfH-2=0.

3) On désigne respectivement par P et Q les points d'intersection de (T) avec I'axe des abscisses et

I'axe des ordonnées et on désigne par.«Z l'aire du triangle OPQ.
2
a) Montrer que ¢ m.

b) En déduire que l'aire .«/ est minimale si et seulement si M est le milieu du segment [ PQ ].



Exercice 5 (3 points )

1) Résoudre I'équation différentielle y" +y =0.
2) Soit E I'ensemble des fonctions définies et deux fois dérivables sur IR telles que
pour tout x € R, f'(x) + f[% 2 x]'== 0, ouf désigne la fonction dérivée de f.

a) Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = cos x.
Vérifier que g est un élément de E.

b) Soit f un élément de E . Vérifier que, pour tout réel x , " (x) = f' %‘. —x) .

c) En déduire que si f estun élément de E alors f est une solution de I'équation différentielle
Y +y=0
d) Déterminer alors I'ensemble E.
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Exercice 1 (3 points)
Répondre par « Vrai » ou « Faux ». Aucune justification n'est demandée.
1) Le quotient de (— 23) par (—'5) est 4.

2) Sia etb sont deux entiers tels que 64a+ 9b =1 alors les entiers b et 64 sont premiers

entre eux.
3) 147 = 2(mod 12).

4) x2 =0 (mod 8) équivauta x =0 (mod 8).

5) X = 3(mod 4)
Si alors x = 19 (mod 20).

X = 4(mod 5)

6) Sip est un entier premier distinct de 2 alors p? = 1(mod 4).

Exercice 2 ( 4 points)
Le plan est orienté dans le sens direct.
Dans la figure (1) de I'annexe ci-jointe, [AB] et [IJ] sont deux diamétres perpendiculaires

du cercle (%), M est un point variable du cercle (€) tel que (ITIIT\ KII_') = —[21:] et MBEN et

MKFA sont des carrés de sens direct.
1) Montrer que les points E, F et M sont alignés.

2) On désigne par rq etry les rotations d'angleg et de centres respectifs A et B.

a) Montrer que rio r2 est la symétrie centrale de centre 1.
b) Déterminer rior2 (E). En déduire que lorsque M varie, la droite (EF) passe par un point
fixe que I' on déterminera.

3) Soit S la similitude directe de centre A, d'angle % et de rapport\/f .
a) Déterminer S (M).

b) Construire le point G image de F par S.
¢) Montrer que F est le milieu du segment[KG].

d) En déduire que lorsque M varie, la droite (KF) passe par un point fixe P.
Construire P.
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Exercice 3 (4 points)
Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O,u,V) .

On note A le point d’affixe — 2 .
On considére 'équation (E) : 32° — 222 + 4z + 16 = 0.

Soit o € C* et M, N et P les points d'affixes respectives o, %a"‘ et E
oL

1) Montrer que si a. € IR* alors les points M, N et P sont alignés.
Dans la suite de I'exercice on suppose que o n'appartient pas a IR .

2) Montrer que si MNAP est un parallélogramme, alors o est une solution de I'équation (E).

3) Dans cette question onprend o =1+ iv/3.

a) Donner I'écriture exponentielle de chacun des nombres complexes a, %az et §—

o
Placer dans le repére (O,0,V) les points A, M, N et P.

b) Donner I'écriture algébrique de chacun des nombres complexes gaz et g.

Montrer que le quadrilatére MNAP est un parallélogramme.

4) a) Montrer que si a est une solution de (E) alors @ est une solution de (E).
b) En déduire les affixes des points M pour lesquels MNAP est un parallélogramme.

Exercice 4 (5 points)

1) Soit la fonction f définie sur 0, +o[ par f(x)=Inx—xInx+x.

a) Calculer lim f(x); lim f(x) et lim _f_(_)g
X— X—+ 0 X—+ o Y

b) Montrer que pour tout x >0, f'(x) = % - Inx.

2) Dans la figure (2) de l'annexe ci-jointe, %; et &, sont les courbes représentatives dans
un repére orthonormé (OT]) des fonctions g et h définies sur ]0, +oo[ par

g(x)=—;|<— et h(x)=Inx .

%, et €, se coupenten un point d'abscisse p.
a) Par une lecture graphique donner Ile signe de f'(x) .
b) En déduire le sens de variation de f.

c) Montrer que f(B)=p+ % -1.
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3) On désigne par % la courbe représentative de f dans le repére (OT])

a) Etudier la position relative des courbes éset €y,
b) Montrer que la courbe @; coupe I'axe des abscisses en deux points d'abscisses
respectives x; et x; telles que 0,4 <x;<0,5 et 3,8<x2<3,9.

c) Placer dans le repére (O,T.]) les points A (B, 0) et B(0, %)et en déduire une
construction du point de coordonnées (B, f(B) ).
d) Tracer ;.
4) Pour tout réel tde]0, +o[\{p}, on désigne par .#(t) l'aire de la. partie du plan S(t) limitée
par les courbes @get &\ et la droite d’équation x=t1.
a) Montrer que pour tout réel t € |0,+0[\{B}, #£(t) = f(B) — f(t).

b) Soit ty > B . Hachurer S(tp).
c) Montrer qu'il existe un réel unique t;dans [0, B[ tel que & (t) = Z(to).

Hachurer S(t,).

Exercice 5 (4 points)

Dans la figure ci-contre, le solide de
révolution (S) est obtenu en faisant tourner

el B

la portion de la courbe d'équationy = e¥*, x € [1, 2]

autour de I'axe (Ox) . 1
Le but de cet exercice est de calculer le volume ¥V

)

de ce solide .

1) Soit F la fonction définie sur [1, +oo[ par F(x)= Lxe‘mdt.

Vérifier que V = nF(2).

2) Soit G la fonction définie sur [1, +oo[ par G(x)= I 1JE te! dt.
a) Montrer que G est dérivable sur [1, +oo| etque G'(x) =2 ‘F'(x) .
b) En déduire que pour tout réel x de [1, +of , 2 F(x) = G(x) - G(1).
3) a) Montrer que pour tout réel x de [1, +w , G(x) = (JK - 1)e"“_".
b) Calculer alors V.
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figure (1)

figure (2)
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Exercice 1 ( 3 points)

Dans ce qui suit, x et y désignent des entiers.
Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.

a) x’ =x(mod?2).
b) Si x=2 (mod 14) alors x=1 ( mod 7).

c) Si 4x=10y( mod 5) alors x=0 ( mod 5).

. |x=4(mod5)
d) Si alors 8 -5y="17.

y = 5(mod38)
Exercice 2 (6 points)
I - Soit g la fonction définie sur IR par g(x) =e ™ et (I') sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O, i, ]) .
1) Déterminer une équation de la tangente a (I') au point d’abscisse O .

2) a) Montrer que pour tout x>0, l-x<e™ <1.
2

b) En déduire que pour tout x >0, x——<l-¢* <x.

IT - On considere la fonction f définie sur [0,+oo[ par

_1
f(x)=e * s1 x>0

£(0) =0

On désigne par () sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O, i, ]) .

1) a) Calculer la limite de f(x) lorsque x tend vers + .

b) Etudier la continuité et la dérivabilité de fa droite en 0.

c) Dresser le tableau de variation de f.

. 11 . . .
2) a) Montrer que le point I (5,—2] est un point d’inflexion de la courbe (©).
(&

b) Donner une équation de la tangente T a la courbe () au point 1.

3) Dans la figure 1 de I’annexe ci-jointe, on a représenté la courbe (I') dans le repere orthonormé (O, i, ]) .

a) Construire I.
b) Construire la tangente T.

c¢) Tracer la courbe ().
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4) Soit Ag I’aire du domaine plan limité par la courbe (¢), la droite d’équation y = 1 et les droites
d’équations x =k et x =k + 1 ou k est un entier naturel non nul.

. k+1 1|1 1 k+1
a) En utilisant [ 2) b) montrer que In (—j -—— [———} < Ag < ln( ] .
k 2 [k k+1 k

b) Calculer 1im A, .

k >+

5) Pour tout n > 1, on pose S, :ZAk .

k=1

a) Interpréter graphiquement S, .

b) Montrer que In(n+1) 1 [1 - L} <S, < In(n+1).
2 n+1

c) En déduire les limites de S_ et de S, , quand ntend vers I’infini.
n

Exercice 3 ( S points)

Dans la figure ci-contre, ABF est un triangle rectangle isocele tel
que (%,H:) = g [2n],

I est le milieu de [AF] . Les droites (IB) et (AE) se coupent en G I
et EGB est un triangle rectangle isocele en G.

1) Soit fla similitude directe de centre B, d’angle % et de

rapport 72 Déterminer les images des points E et F par f.
2) Soit g la similitude directe qui envoie A en F et F en B.
a) Montrer que g est de rapport J2 et d’angle (—%j .
b) Déterminer la nature de gog et préciser son rapport et son angle.
¢) Montrer que tan(gBI) = % En déduire que GB =2 GA.

d) En déduire que G est le centre de g.

3) Soit r = gof.
a) Montrer que r est la rotation de centre F et d’angle —% .

b) Déterminer r(E). En déduire que EFGH est un carré, ou H est le milieu de [EB].
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EXERCICE 4 (6 points)

Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O,ﬁ, \7) , on considere le point A
d’affixe (-1) et les points M, N et P d’affixes respectives z,z’ etz’ ol z est un nombre complexe non
nul différent de (-1) et de 1.

1) a) Montrer que :

. . . 1+ z . .
(le triangle MNP est rectangle en P ) si et seulement si (—— est imaginaire pur).
V4

. +z xX*+yP+x-i
b) On pose z=x+1y ou x et y sont des réels. Montrer que = s .

z X+ y2
¢) En déduire que ’ensemble des points M tels que le triangle MNP soit un triangle rectangle en P
est le cercle ( I') de diametre [OA], privé des points O et A.
2) Dans la figure 2 de I’annexe ci-jointe, on a tracé le cercle (I") et on a placé un point M d’affixe z
sur ( I') et son projeté orthogonal H sur I’axe ( O,ﬁ).
On se propose de construire les points N et P d’affixes respectives z” et z° tels que le triangle MNP
soit rectangle en P.
a) Montrer que (%G,O—N) = (EO—I\/E)[ZE] puis que (gﬁ,@) = (EO—M)[Zﬂ] .
b) Montrer que OH = OM?.

c) Donner un procédé de construction des points N et P puis les construire .
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EXERCICE 2 figurel

N

ANNEXE

EXERCICE 4 : figure 2
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REPUBLIQUE TUNISIENNE EXAMEN DU BACCALAUREAT
- . SESSION DE JUIN 2012

MINISTERE DE L'EDUCATION | Epreuve : MATHEMATIQUES | Durée: 4 h | Coefficient : 4
SECTION : Mathématiques - SESSION PRINCIPALE

Le sujet comporte 4 pages. La page 4/4 est & rendre avec la copie.

Exercice 1 (3 points)

Le plan est muni d’un repére orthonormé.

Soit f une fonction définie et dérivable sur [%. 5]

telle que sa courbe représentative (C) passe par
les points A(1,0) et B(3, 1). Dans la figure ci-contre,
on a représenté la courbe (C’) de la dérivée f' de la
fonction f.

Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.

1) (C) admet une tangente de coefficient il
directeur -1. '
2) L'aire de la partie hachurée est égale a 1.

3) (C) admet une tangente de coefficient directeur % :
4) Pour tous a et b de [1,3], [f(b)-f(a)<|p-a].
Exercice 2 (5 points)

Dans le plan orienté, AlJ est un triangle quelconque, BAJ et ClJ sont
deux ftriangles isocéles respectivement en B et C tels que

—

(BABJ) = % [27] et (CITJ) = 2 [27]

On désigne par t la translation de vecteur IA et par rget rc les

rotations de méme angle % et de centres respectifs B et C.

1) a) Déterminer r¢(l).
b) Montrer que rgo t(l) = J. _
c¢) En déduire que rgot=rc. :

2) SoitK =t (C).

Montrer que BC = BK et (BC,BK) s—% [27].

—
e

3) Soit D le point du plan tel que le triangle DIA est isocéle en D et (DI,DT() = -g- [29:].

a) Soit O le milieu de [AC].
Montrer que I'image du triangle DIA par la symétrie centrale de centre O est le
triangle BKC.

b) Montrer que ABCD est un parallélogramme.
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Exercice 3 (3 points)

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O, u, v).
On désigne par A le point de coordonnées (3, 2).

Soit N un point de I'axe (O, u) et P le point de 'axe (O, v) tel que ANP estun triangle
rectangle en A.

1) a) Soit les points E(3 ,0) et F(0,2).
Montrer qu'il existe une unique similitude directe S de centre A qui transforme E en F.
Donner son rapport et son angle.

b) Déterminer I'image de I'axe (O, u) par S.
c) En déduire que S(N) = P.
d) Soit M un point d'affixe z et M’ le point d’affixe z’ tel que M’ = S(M).

3. 13 |
Montrerque Z'=-—=iz + L) i
: 2 2

2) a) On note x I'abscisse du point N et y 'ordonnée du point P.
Montrerque 3 x+2y=13. _
b) Determiner les points N et P dont les coordonnées sont des entiers.

Exercice 4 (3 points)
Un laboratoire de sciences physiques dispose d’un ensemble d’oscilloscopes de méme
modeéle. La durée de vie, en nombre d’années, d’un oscilloscope est une variable aléatoire

notée X qui suit la loi exponentielle de paramétre 0,125.
Dans tout I'exercice on donnera les résultats a 10 prés par défaut.
1) a) Montrer que p (X>10) = 0,286,
b) Calculer la probabilité qu'un oscilloscope ait une durée de vie inférieure a 6 mois.
2) Le responsable du laboratoire veut commander n oscilloscopes (n22).
On suppose que la durée de vie d’un oscilloscope est indépendante de celle des autres.

On note p4 la probabilité qu'au moins un oscilloscope ait une durée de vie supérieure a
10 ans.

a) Exprimer p4 en fonction de n.

b) Combien d'oscilloscopes, au minimum, devrait commander le responsable pour que
p1 soit supérieure a 0.999 ?

2/4



Exercice 5 (6 points)

I ] On considére la fonction f, définie sur ]0+oo[ par f,(x)=x*-Inx eton désigne par () sa

courbe représentative dans un repére orthonormé (O, )

1) a) Calculer I?n}fz(x) et lim f,(x).

b) Calculer lim f(x) et interpréter graphiquement le résultat.

X=¥t0 X

c) Dresser le tableau de variation de f,.

2) Dans 'annexe ci-jointe on a tracé, dans le repére (O, i, j), la courbe (L) de la fonction

In et la courbe (C) d'équation y = x2.

a) Soit x > 0. On considére les points M et M2 de méme abscisse x et appartenant
respectivement a (L) et (C). Vérifier que MM, = f,(x).

b) Construire alors dans I'annexe les points de la courbe (I') d’abscisses respectives

2, 1 et \P
e 2
c) Tracer la courbe (') dans le repére (O, i, j) de 'annexe.

Il ]1) Soit k un entier supérieur ou égal a 2.
On considére la fonction f, définie sur ]0,+o0[ par f,(x)=x"-Inx.
a) Déterminer f, la fonction dérivée de f,.

1+Ink
b) Montrer que f, admet un minimum en (j{ égal a +k ;

c) Pour tout réel x > 0, on considére les points M (x,x*) et M (x,In x).

Déterminer la valeur minimale de la distance MMk.

1
2) Pour tout entier k 2 2, on pose u, = K/% ,

a) Vérifier que Inu, = —% et en déduire la limite de (uy).

b) Soit A(1, 0) et A« le point de coordonnées (uk, fi(uk))-

Calculer la limite de la distance AA lorsque k tend vers +oo.
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Epreuve : MATHEMATIQUES - Section : Mathématiques
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Exercice 1 : (3 points)

Pour chacune des affirmations (A1), (Az2), (As) et (As) ci-dessous, répondre par " Vrai " ou

" Faux " en justifiant la réponse.

1) (A1) : Soit n un entier. " Si 33n=0 (mod 2013) alors n=0 (mod 61) *.

(Az) : " L'équation 33 x+ 11y =2013 admet des solutions dans ZxZ ".

el

1+t

dt.

2) Soit F Ia fonction définie par F(x)=[ "

(As) : " F est définie et dérivable sur ]O,+r.0[

(As) : " Pour tout x de I'ensemble de dérivabilité de F, F'(x) = 1+ (Ix )’ “
nx)*

Exercice 2 : (4 points)

Le plan est orienté.

Dans I'annexe ci-jointe (Figure 1), OAB est un triangle rectangle en B de sens direct tel que
(67\..‘(78') g [2n].

A) Soitf la similitude directe de centre O qui envoie B en A.
1) Donner une mesure de I'angle de f et montrer que le rapport de f est égal a 2.
2) Soit C I'image de A par f.
a) Montrer que le triangle OCA est rectangle en A de sens direct et que AC = 2AB.
b) Placer le point C.
B) Soit g la similitude indirecte qui envoie B en A et A en C. On note Q le centre de g.
1) a) Montrer que Q vérifie la relation QC = 4QB .
b) Placer le point Q
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2) Soit G le barycentre des points pondérés (A, 1) et (B, 2) et H son image par g.

a) Vérifier que BG = 3 'BA et en déduire que AH= ;ATC

b) Montrer que BG + AH = QB ; puis montrer que G est le milieu du segment [QH].

c¢) Montrer que la droite (GH) est I'axe de g.

Exercice 3 : (4 points)
L'espace est muni d'un repére orthonormé direct (O.d. V,w )

On considére les points 1(1,1,0) , J(0,1,1) et K(1,0,-1).
1) a) Déterminer les composantes du vecteur 1J  IK.

b) En déduire que les points I, ] et K déterminent un plan P dont une équation est x -y +z=0.

2) Soit le point $(1,-1,1). Montrer que le volume du tétraédre SIJK est égal a -;—

3) Soit la droite A passant par 1 et paralléle a la droile (JK) et soit M un point quelconque de A.
a) Montrer que MI A MK =1 A IK .
b) Déterminer alors le volume du tétraédre SMIK. $

4) Soil h I'homothétie de centre S et de rapport 2. 7

a) Déterminer une équalion du plan P’ image du plan P par h.

b) Le plan P’ coupe les demi-droites [SM), [S J) et [S K) / [

respectivementen M’, I’ et K’.

Montrer que le volume du solide MIKM'J'K” est égal é — =

Exercice 4 : (3 points)

Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct (O,u.v), on considére les points E et F d'affixes

respectives 1 et .

On designe par C; el Czles cercles de centres respectifs E et F et de méme rayon 1.

Soit 0 un réel de lintervalle [0.2x[ . M le point d’affixe 1+ et N le point d'affixe i(1+e'"

1) a) Calculer Aff(EM) et Aff(FN).
b) Montrer que, lorsque 6 varie dans[0,2x[, M varie sur C; et N varie sur C,.
c¢) Montrer que les droites (EM) et (FN) sont perpendiculaires.

2) Soit P le point d'affixe z, telle que z, =(1-i)sin8.e" .

a) Montrer que (EP-)—-sme cosO et calculer ATIRE)
Aff (EM) (FN)

b) Montrer que P est le point d'intersection dbs droites (EM) et (FN).



Exercice 5 : (6 points)

x

|. Soit la fonction ¢ définie sur B* par ¢(x)= % et soit Cy sa courbe représentative dans

un repeére orthonormé (('),7,]).
1) a) Calculer lim @(x) et lim @(x). Interpréter graphiquement les résultats trouveés,

b) Calculer lim @(x) et lim @(x). Interpréter graphiquement les résultats trouvés.
x-»0° X )

c) Montrer que ¢ est strictement décroissante sur chacun des intervalles |-, 0| et ]0, i ao[.

2) Montrer que I'équation @(x)=x admet une solution unique « dans l'intervalle ]-«,0[

et une solution unique 4 dans l'intervalle |0,+ o[ .

I1. On considére la fonction f définie sur . par f(x)=¢€” - x et la fonction g définie sur ]0,+ |
par g(x)=1-x+Inx,
On se propose dans cette partie de déterminer les tangentes communes aux deux courbes Cy et C,.
Dans I'annexe ci- jointe (Figure 2), on a traceé dans le méme repeére (0O, i‘j) les courbes Cg, Cy
et C, des fonctions ¢, f et g et la droite d'équation y = x.

1) Soit a un réel et b un réel strictement positif.
On désigne par A, latangente a la courbe Cy au point A d'abscisse a et par D, la tangente

ala courbe C, au point B d'abscisse b.

a) Donner une équation de A_ et une équation de Dy,
b) Montrer que : (A et D, sont paralléles) si et seulement si (b =e™).
Dans la suite on suppose que A et Dy, sont paralléles, c'est-a-dire b = e™.
eu
e" -1

).

2) a) Montrer que : (A, et Dy, sont confondues) si et seulementsi (a+0 eta=

b) En déduire que A, est tangente a la courbe C; et a la courbe Cq4 respectivement aux

points A(a,f(a)) et B(e ®,g(e”)).(a étant la valeur définie dans la question 1. 2))

c) Montrer que C; et C, admettent une deuxieme tangente commune que 'on précisera.
3) a) Construire dans I'annexe ci- jointe (Figure 2), le point A(a,f(a)).

b) Vérifier que e = f(- a) - a puis construire B(e*,g(e™”)).

c) Tracer A,.
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Exercice 1 ( 4 points)

L'espace est muni d’un repére orthonormé direct (A,i, jj)_ E . H

Soit ABCDEFGH le cube tel que

A—§=6I— ,m:s] etA_E=6E

On désigne par P le plan (ACH) et par Q le plan (EGB).

1) a) Déterminer les composantes du vecteur AC A AH.

b) En déduire une équation du plan P.

c) Montrer que les plans P et Q sont paralléles et donner une équation du plan Q.
2) Soit S la sphere d’équation x24+y?+2z2-2x+2y-2z=0

a) Déterminer le rayon de S et les coordonnées de son centre |.

b) Soit J le projeté orthogonal de A sur le plan Q. Montrer que [AJ] est un diamétre de S.

c) Montrer que la sphére S est tangente a chacun des deux plans P et Q.
3) Soit t la translation de vecteur U =2i+4j+2k.

a) Soit A’ et J’ les images respectives de A et J par t. Déterminer les coordonnées de A’ et J'.
b) Déterminer S' 'image de la sphére S par t.

c) Montrer que S’ est tangente aux deux plans P et Q et déterminer leurs points de contact.
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Exercice 2 (5 points)
Le plan est orienté dans le sens direct.

Dans la figure ci-contre, ABCD est un losange

de centre O tel que (OA,0B) =Z[2r] et AC=3BD.

L
2
1) Soit f la similitude directe qui envoie A en Bet C en D.
a) Déterminer le rapport et 'angle de f.
b) Montrer que O es‘t le centre de f.

2) a) Soit D’ I'image de D par f. Montrer que D’ est I'orthocentre du
triangle ABD et que OA = 90D’

b) Soit B' 'image de B par f. Montrer que BB’'DD’ est un losange.
3) Soitg =fo S (ag).

a) Déterminer la nature de g.

b) Déterminer les images des points O, A, B, C et D par g.

c) Déterminer 'axe A de g.

d) La droite A coupe les droites ( AB), ( BD'), ( DB'’) et ( CD) respectivement en M, N, PetQ.

Montrer que MQ = 3 NP.

Exercice 3 ( 4 points)
1) Soit aun enfier telque a=1(mod10).
a) Montrer que a° +a® +..+a+1=0(mod10) .
b) En déduire que a" =1( mod10?).
(On pourra utiliser l'égalite a”° -1=(a-1)(@° +a’ +..+a+1)).
2) Soit b un entier.

a) Déterminer les restes possibles de b* dans la division euclidienne par 10.

b) En déduire que b* =1( mod10) si et seulementsi b est premier avec 10.

3) Soit b un entier premier avec 10.

a) Montrerque b** =1( mod10?).

b) Déterminer les deux derniers chiffres de 67 .
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Exercice 4 (7points)

Soit f la fonction définie sur ]-%12‘-[ par f(x) =In (1+tanx) et soit (C)sa courbe

représentative dans un repére orthonormé (O,i, j ).

1) a) Montrer que lim J(X)=—0 et lim f(x) =+o.
3 =0

b) Calculer f (x) pour x appartenant a ]—E E[.

4 2
c) Dresser le tableau de variation de f.

2) a) Vérifier que les points O, A[%,In 2)et I(%'—n;—) sont des points de (C).
(On donne tan(gj =2 -1).

b) Montrer que f(% - x) =In2 - f(x) pour tout x ]—%g[ N

(On rappelle que tan(E —xJ WL .1
4 1+ tan x

c) Justifier alors que le point | est un centre de symétrie de la courbe(C).

Dans l'annexe ci-jointe, on a placé les points | et A dans le repére(Qi, j ) .
3) Tracer la courbe (C) dans le repére(O,i, j ) en précisant sa tangente au point O.
4) Ondésigne par Sy la partie du plan limitée par la courbe (C), la droite (OA) et les droites

d'équations x =0et x= g et on désigne par S; la partie du plan limitée par la courbe (C),

la droite (OA) et les droites d’équations x = -g et x=2
a) Justifier que les surfaces Sq et S; ont la méme aire.

b) Calculer alors J‘o; In (1+tanx)dx.

5) a) Montrer que la fonction f réalise une bijection de Pintervalle ]—iﬁ,g—[ sur un intervalle J qu'e
Fon précisera. On note f7'la réciproque de f.

b)Justifier que f~"est dérivable sur J et donner I'expression de (f™')"(x) pour x appartenant a J.

X

e

¢) Donner la valeur de j;nzm{dx.
$lor—
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Exercice 1 (S points)

1) a) Résoudre dans C I’équation (E ): 72 -2z+4=0.

b) Déterminer une €criture exponentielle de chacune des solutions de (E).

2) Dans le plan rapporté a un repére orthonormé direct( O,u, ;) , on considere le cercle (1) de centre O et
de rayon 2 et le point A d’affixe 2 .
: % .

i— —i—
Placer les points B et C d’affixes respectives 2e 3 et 2e 3.

3) Soit B € ]—-ﬂ:,n] et M le point du cercle ( I') d’affixe 2e'9

On désigne par N le point de (I') tel que(OM,ON) = g—[Zn] . Justifier que N a pour affixe 2e k ’J
4) Soitr la rotation de centre A et d’angle —?-*
D

. ;2 . I%
Yoo S

a) Vérifier que la rotation r a pour expression complexe : z'=¢ 3z +2-2¢ 3.

b) Soit F et K les milieux respectifs des segments [BM] et [CN]. Montrer que r(F) =K.
c) En déduire la nature du triangie AFK.

\}
5) a) Montrer que AF?=4- 2:J3 cos (6 +-—E :
. /

b) En déduire I’affixe du point M pour laquelle AF est maximale et construire le triangle AFK
correspondant.

Exercice 2 ( 4 points)

_mﬁ_‘"—

Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC tel que (AB, A(E‘} = -g—-[2a"c] et (BC,BA) = g[zn].

1) Soit f la similitude directe de centre A qui envoie B sur C. Déterminer 1’angle et le rapport de f.
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2) Soit g la similitude indirecte de centre A qui envoie C sur B.
a) Déterminer le rapport de g.

b) Déterminer I’axe Ade g.

¢) Soit D le point défini par AD = %E

Montrer que g(B) = D et en déduire que [BD) est la bissectrice intérieure de I’angle ABC

3) a) Montrer que fog est une symétrie axiale et préciser son axe .

b) On pose D'=1{(D) . Montrer que D' est le symétrique de B par rapport a A.

4) La bissectrice intérieure de ’angle CAD' coupe ia droite (CD ") en un point J .

Soit I le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC. Déterminer f(1).

Exercice 3 ( 4points)

1) On considere dans Zx Z ’équation (E): 47x+53y=1 .
a) Vérifier que (—9,8) est une solution de (E).
b) Résoudre I’équation (E).

c) Déterminer I’ensemble des inverses de 47 modulo 53.
d) En déduire que 44 est le plus petit inverse positif de 47 modulo 53.

2) a) Justifier que 45°% =1 (m0d53) :
b)Déterminer alors le reste de 45'%  modulo 53.

k=105
3) Soit N=1+45+45"+..+45% = > 45,
k=0

a) Montrer que 44 N =10 (mod 53).
b) En déduire le reste de N modulo 53.

Exercice 4 (7 points)

I- Soit f la fonction définie sur [O,TE] par f(x) = g

On désigne par (C,)la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O,Tj).

1) a) Déterminer la dérivée {'et dresser le tableau de variation de f sur [0, 'n:].

b) Montrer que la droite A:x =g- est un axe de symétrie de la courbe (C;).

¢) Soit (T)la tangente a (C;) au point d’abscisse 0.
Justifier que (T)a pour €quation y = X +1.
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2) Soit la fonction g définie sur [0,1] par g(x)=e*V1- x* —1.

On donne ci-contre le tableau de variationde g .

a) Justifier que I’équation g(x)=0 admet dans

I’intervalle ]0,1] une solution unique .
b) En déduire le signe de g(x) sur {0,1].

3) On se propose de déterminer la position relative de (C;)et de

sa tangente (T) au point d’abscisse 0 sur [0, 1‘—} :

2
Soit la fonction h définie sur[O,g:l par h(x) = eSInX _ (x+1).
a) Vérifier que pour tout x € [O, g-] , h'(x)=g(sinXx).
b) Montrer qu’il existe un unique réel P dans [0, lzt-il tel que sin B = a.

. : ; |
c) Déterminer alors I’image par la fonction sinus de chacun des intervalles [0, B] et [ -

ﬁ2-|“

d) Dresser le tableau de variation de h.

TC
¢) En déduire que pour tout x de [0,—} , T(x)=x+1. Conclure.

2
I1

1) a) Montrer que pour toutréei x20 , sinx <x.

b) Déduire alors que pour tout réel x e [O, -g-] ,f(x)<e®.

« o = ’ . X
¢) Dans I’annexe ci-jointe, on a tracé la courbe de la fonction x> e™.

Tracer la droite (T)et la courbe (C;).

/1

| e
2) a) Montrer que _“ Of (x)dx<e—-1 etque j 12 f(x)dx < e[-g— ~ 1).
b) Soit A P’aire de la partie du plan limitée par la courbe (C; ), ’axe (O,f) et les droites
2
d’équations x =0 et x=n. Montrer que %—Ht < A <en-2.
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Exercice 1 (5 points)

Le plan est oriente.

Dans la figure 1 de 'annexe jointe, ABC est un triangle direct, rectangle en A et tel que AB < AC.

La médiatrice du segment [BC] coupe les droites(AB), (AC) et (BC) respectivementen E, F et G.

1) Soit f la similitude directe de centre A et telle que f(B) =

a) Determiner l'angle de f.

b) Montrer que I'mage de la droite (BC) par f est la droite (GF).
c) Déterminer f(C).
2) Le cercle & de diametre [EC] et le cercle % de diametre [EF] se coupent en A et H.

a) Montrerque f(4) = %.

b) Soit | = f(H). Construire le point |.
c) Montrer que le quadrilatere HEIF est un rectangle.

d) La droite (FI) coupe la droite (AE) en un point J. Montrer que f (F)=J.
3) Soit g la similitude indirecte de centre A et telle que g(B) =

a) Montrer que g =S, 0 f.

b) Soit E =f(E). Montrer que E est un point de la droite (AC).

c)Soit F =g(F) et H= g(H). Construire l'image par g du rectangle FHEI
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Exercice 2 (3 points)

On considére dans I'ensemble C I'équation (E) : 2° - (1+2i)m z — (1-i)m® =0, ol m est un nombre
complexe non nul, d’argument 6 € |0,x].
1) a) Résoudre dans C I'équation (E).

On note z, et z, les solutions de l'équation (E).

b) Montrer que ( z,z, est un réel strictement positif ) si et seulement si (B=E;— J

Dans la suite de I'exercice on prend 6 = %E

2) Veérifier que z,z, = \mf V2.

B
3) Soit t un réel strictement positif et m = —‘ﬁ e' 8 . On se propose de construire les points M, et M,,

i

images des solutions z, et z, de I'équation (E), correspondant au nombre complexe m.
Dans la figure 2 de I'annexe jointe ,(D, L"l,ff) est un repere orthonorme direct ;

B et C sont les points d’affixes respectives —g et t;

E est le point d’intersection du demi-cercle 7~ de diamétre [BC] avec l'axe (ﬂ,w_}).

a) Montrer que OE? = OB.OC.
b) En déduire que |m| = OE.

4) a) Construire le point A d'affixe m.
b) En déduire une construction des points M, et M,images des solutions z, et z, de I'équation (E).

(On convient que |z, <|z,)).

Exercice 3 (4 points)

1) Soit a un entier tel que a=1 (rnud 24) et a=1 (mod 54). Montrer que a=1 (mad 104).
2) Soit b = (9217)". Montrer que b=1(mod 5) et b =1 (mod 2*)

3) Pour tout entier naturel n, on pose b, = BP i,

a) Montrer que pour tout entier naturel n, b,,; = (b, +1)5 -1.

b) En déduire que pour tout entier naturel n, b, =b; +5b; +10b> +10b% +5b,.
4) a) Montrer que si 5™ divise b, alors 5™2 divise b°.

b) Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n, b, =0 (mnd 5"”).

5) a) Montrer que (‘SMZ‘H«')EMl

= 1 (mod 625).
b) Montrer que (9217) = 1 (mod 10000).

c) Trouver un entier dont le cube est congru a 9217 modulo 10000.
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Exercice 4 (8 points)

Jx
A) On considere la fonction f définie sur ]0,+oo[ par f(x) = <

T
On note (C¢) sa courbe représentative dans un repére orthonormeé (O,T])

1) @) Calculer lim f(x). Interpréter graphiquement.

x—0t

f
b) Calculer lim f(x) et lim -(xr—) Interpréter graphiquement.

X =00 X—3+00 x

; («E -1)e‘E

2) a) Montrer que pour tout x € 0,4, f (x)

b) Dresser le tableau de variation de f.

c) Tracer la courbe (Cy).
3) Soit A un réel de ]0,1[.On designe par S, l'aire de la partie du plan limitée par (C;), l'axe des

abscisses et les droites d'équations x=X et x=1.

Calculer S, en fonction de A et déterminer lim S,.
A—>07T

B) 1) Soit g, et g, les restrictions de f respectivement a chacun des intervalles ]0,1] et [1+<::o[
Montrer que g, réalise une bijection de ]0.1] sur un intervalle | que I'on déterminera et que g,

réalise une bijection de [1,+| sur l'intervalle |,
2) Soit n un entier naturel non nul.

a) Montrer que I'équation f (x) =e+ % admet dans ]D, +m[ exactement deux soiutions notées

a, et B, tellesque 0 < a, < 1 < B,.

On définit ainsi, pour tout entier naturel non nul n, deux suites réelles (cr.n) et (Bn)

b) Montrer que les suites (an)et (Bn)snnt convergentes et déterminer leur limite.

F

Jx [f(x)—(e+%)} six >0

3) On considére la fonction h définie sur [0,+wf par h(x) = -
1 six=0.

w

On note (C, ) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (Oﬁ)

a) Montrer que h est continue a droite en 0.

b) Déterminer le signe de h(x) pour tout x & [0,+].
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4) Soit H la primitive de h sur [0,4+o0| quis’annule en 0.

X
a) Justifier que les fonctions u : x> I e‘ﬁdt et v:x— 2 +2(J§ —1) e‘E sont continues sur [0+m[
0

et dérivables sur |0, +x].
b) Montrer quepour tout x >0, u(x)=v(x).
c) Donner I'expression de H(x) pour tout x & [0,+0].
5) Soit A, I'aire de la partie du plan limitée par (Ch), 'axe des abscisses et les droites d'equations

x=0etx= B,. Montrer que lim A= 2—%&-

M—+a0
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Exercice 1 (5 points)

Le plan est orienté.

Dans la figure 1 de Pannexe 1 jointe,

SRR, S
ABC est un triangle équilatéral tel que (BC , BA] = %[ZN],

SN, J——
Q est un point intérieur au triangle ABC tel que (AB : AQ] = %[21{],

| et J sont les projetés orthogonaux de Q) respectivement sur les droites (AB) et (AC),
D est le point de la droite (AC) tel que DA =DQ.

1) Montrer que [@AQ_D] = g[Zn].
2) Soit R = S(QD) ) S(Q J)
a) Justifier que R est la rotation de centre Q et d’angle 2—;
b) Soit F =R(J).
Montrer que F est un point de la demi-droite [Ql). Construire le point F.

3) Soit h 'nomothétie de centre Q et telle que h(F) =l Onpose f=hoR.

a) Vérifier que f(J) =1
b) Montrer que f est une similitude directe dont on précisera le centre et 'angie.

J8=1
c) Calculer —— et —. | On donne sin e dee IV |
) oA ° aJ ( ! (12) 242

En déduire que le rapport de f estégala 1+ J3.
4) Soit g la similitude indirecte de centre Q telle que g(J) = |

Ql QA

a) Montrer que g=f o S(QJ).

b) Déterminer le rapport de g.

c) Montrer que 'axe de g est la droite (©D).

d) Montrer que g=ho S(QD).

e) La droite (QD) coupe la droite(BC) en un point K. On pose K' =g(K).

Vérifier que h(K)=K". Construire alors le point K".
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Exercice 2 (3,5 points) e
- H

L’espace est orienté. :
Dans la figure ci-conire ABCDEFGH est un cube d'arréte 1. F K i

(A, AB, AD, ﬁ) est un repére orthonormé direct de I'espace.

1) a) Montrer que EC A ED =AH.

b) Montrer que l'aire du triangle ECD est égale a % A 5

c¢) Calculer le volume du tétraédre AECD. M

2) Soit h 'nomothétie de centre A et de rapport —i— 4

On pose M =h(D).

a) Le plan passant par M et paraliéle au plan (DCG) coupe les segments [AC] et [AG]
respectivement en N et P. Montrer que h(C)=N et h{G)=P.

b) Le plan passant par M et paralléle au plan (ECD) coupe la droite (AE) en un point K.

Calculer le volume du tétraédre AKNM.
3) Soit (S) la sphére de centre le point | (% —;— %) et de rayon R =—\§’—
a) Montrer que la sphére (S) coupe le plan (DCG) suivant un cercle dont on précisera le centre
et le rayon.

b) Soit (S') rimage de la sphére (S) par 'homothétie h.

Montrer que (S") coupe le plan (MNP) suivant un cercle dont on précisera le centre et ie rayon.

Exercice 3 (4 points)
1) Soit x un entier non nul premier avec 53.
a) Déterminer le reste modulo 53 de x52

b) En déduire que pour tout entier naturel k , x°**1 = x (mod 53).
2) Soit l'équation (E4): x?° = 2 (mod 53), o x eZ.
Montrer que 2° est une solution de (E;).

3) Soit x une solution de 'équation (E;).

a) Montrer que x est premier avec 53.

b) Montrer que x%%'= x (mod 53).

¢) En déduire que x=2° (mod 53).
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4) a) Montrer que 2° =35 (mod 53).
b) Donner alors 'ensemble des solutions dans Z de I'équation (E1).

5) On considére dans ZxZ l'équation (E5): 71u-53v = 1.
a) Vérifier que (3, 4) est une solution de 'équation (Eo).
b) Résoudre dans ZxZ Féquation (E,).

x =34 (mod 71)

6) Résoudre dans Z le systéme 59 :
x=7 =2 (mod 53)

Exercice 4 (7,5 points)
Soit f la fonction définie sur [0,+co| par f(x)=e* -1.

On note (Cy) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0, i ])

. f . 2
1) Déterminer lim f(x) et lim _(x_) Interpréter graphiquement.
X —> 400 Xx—>+c X

f
2) a) Montrer que lim -—Q)=+oo. Interpreter graphiquement.
x—0t X

eX

b) Montrer que pour tout x € |0,+x[, f'(x)=
X

2ve” -1 .
c) Dresser le tableau de variation de f.
d) En déduire que e* -1 < veX -1, si et seulement si, x<In(2).
3) Montrer que le point B(In2 , 1) est un point d'inflexion de (Cy).
4) Dans la figure 2 de 'annexe 2 jointe, on a tracé dans le repére (O, 1, ]) la courbe I de

la fonction x :+— e*—1.

a) Etudier la position relative de (Cy) par rapport a I".

b) Tracer la courbe (Cy).

5) Soit g la fonction définie sur [Og [ par g(x)=tan(x).

a) Montrer que g réalise une bijection de [Og [ sur [0,+[. On note g~ sa fonction réciproque.

b) Calculer (g”)(O) et (9‘1)(1).

1
1+x2

c) Montrer que g™ est dérivable sur [0,+«[ et que (9‘1)| (x)=

=
d) Montrer que lim g (x)_ =&
x—>0" X
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6) On pose pour tout x € [0,+], F(x)= joxf(t) dt et G(x)= 2( f(x) - (9—10 f)(x) )
a) Montrer que pour tout x € J0,+wo[, F'(x)=G"(x).
b) En déduire que pour tout x € [0+, F(x)=G(x).
c) Soit A l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (Cf), la courbe I et les droites
d’équations x=0 et x=In2. Montrer que A=1+In2 - %
7) Soit n un entier naturel tel que n> 2.
On désigne par f, la fonction définie sur [In(n),+wx[ par f,(x)= JeX _n.

On note (C,,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O_f ]}

a) Soit G, la fonction définie sur [In(n),+wo[ par G, (x)= 2[fn (x) - g [fnjﬁx)n

X
Montrer que pour tout x e [In(n),+o[ , G, (x)= ( )fn (t) dt
In{n

b) Verifier que pour tout x >in(n), x/e" -n < \/e" = |
En déduire que pour tout x 2In(n), f, (x) < e¥-1.
c) Soit A, l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (Cn). la courbe I et les droites

d’équations x =In(n) et x =In(n+1). Montrer que A, =2 Jn g‘1(i)+ln[—n——J—1.

Jn n+1

d) Déterminer lim Ap.
N +o0
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REPUBLIQUE TUNISIENNE Session principale

MINISTERE DE L’EDUCATION Epreuve : Section :
ese00 Mathématiques Mathémaliques
EXAMEN DU BACCALAUREAT
SESSION 2018

Le sujet comporte six pages numérotées de 1/6 a 6/6.
Les pages 5/6 et 6/6 sont a rendre avec Ja copie.

Exercice 1 (5 points)

Le plan est orienté. Dans la figure ci-contre, i
« DBC est un triangle rectangle en D tel que I
S W E
DB,DCJ;:_-E{zr.] et DB=2DC; N ol
2 = -8
* le point H est le milieu du segment DB] ;
» le point | est le projeté orthogonal du point H sur
la droite (BC):
« le point E est le milieu du segment | 1D ;
e les droites (IH) et (CD) se coupent au point A,
1) Soit R |a rotation de centre H et d'angle ; A

a) Calculer tanCBD. En déduire que g _3

2
b) Montrer alors que R({l)=E.

2) Soit h'homothétie de centre D et de rapport 2. On pose f=hoR.
a) Déterminer f(H).
b) Montrer que f(1)=1.
c) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.
d) Montrer que f(C)=A.
3) a) La droite (CH) coupe la droite {AB) en un point F.

Justifier que les points B, |, Het F sont sur le cercle de diameétre rBH’I

g P gy B .
En déduire que['H- 'F] = {27].

b) Montrer alors que I'image par f de la droite { ID) est la droite (IF).
c) La droite (ID) coupe les droites (CF) et (AB) respectivement en J et © . Montrer que f(J)=F.
d) Montrer que f(F)=%.

4) Montrer que le triangle CAQ est rectangle.
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Exercice 2 (3 points)

Soit 6 un réel non nul.
Dans la figure 1 de I'annexe jointe,

B (O. u, V) est un repére orthonormé direct ;

e % estle cercle de centre O etde rayon 1,
e Eestlepointde & tel que [U.OE] =0[24];

e FetG sontles points d'affixes, respectives, —1 et 1+2 :
» I estle demi-cercle de diametre [FG|;

i/

D est le point d'intersection de I et l'axe to,\} ).

J
1) a) Vérifier que 0D? = 112 .

b) Soit A le point d’affixe Z, =i \} 1+~/é e". Veérifier que z,=0De I 2J. Construire alors le point A,
2) On considére, dans ¢, I'équation (E): 24 T e z 4% =0.

a) Veérifier que z, est une solution de I'équation (E).

b) On désigne par B le point d'affixe zZg. ou zg est la deuxiéme solution de (E).

Déterminer zg. '
3) a) Montrer que les points O, A et B sont alignés.

b) Placer le point C d'affixe Z;=0D e’
Aff(AC) 2

J

¢) Montrer que — = 1+i ).
) 8 Aﬁ(AB) 2 (1+1)

En déduire que le triangle ABC est isocele et que KE",“'AE = "‘1

[ 1
2w |
41cm!

d) Construire alors le point B.

Exercice 3 (7 points)

; : o ; fix)=xInx si x>0,
A) On considere la fonction f definie sur [0,-1 o par i (0)=0
On note (C,) sa courbe représentative dans un repére orthonormé ( O.?,f ]

1) a) Vérifier que f est continue a droite en 0.
b) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0. Interpréter graphiquement.
c) Dresser le tableau de variation de f.

2) Dans la Figure 2 de I’'annexe jointe, on a tracé dans un repére orthonorme ( O,T,T ) la courbe 1
de la fonction X+ +€" et les droites A et A’ d'équations respectives y=x et y=-x.
a) Construire les points Aet B de (C;) d'abscisses respectives e et L

b) Déterminer la position relative de (C¢) et A puis la position relative de (Cy) et A'.
c) Tracer la courbe (C¢)-
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3) Soit S la partie du plan limitée par la courbe (C¢) et les droites A et A’

: . . .1 !
Montrer que l'aire de la partie S est égale a z—l e - 1—2 :
e

B) Soit n un entier naturel.

1 31
On pose u,,=j‘1 t'e'dt et v,= [1 t"e' f(t) dt.

e

1) a) Montrer que 4, >0.

b) Montrer que 0 < u, < —?—? En déduire lim u,.
n+

N4
1
e

c) Montrer que u, ;=€ (n41)u,.

nil
d) Montrer alors que fim (n+1)u =e.
A=t

2) a) Montrer que — - < v, < 0. Déterminer alors lim v, .
e (e ix
b) Vérifier que pour tout te 0.+ [, f(t] = tf(t)-t.

nxl

4
Montrer alors que Vv, -—f_ t e ft)dt —u,.,.

[

: ; i : : e’
c) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que (n+2)v, = it Vi — s
d) Montrer alors que fim (n42] v, = 0.
3
g 3 . o 1 | s N
3) a) Montrer qu'il existe un seul réel o, appartenant a l'intervalle 5.1 | telque flo,)= g
i n

b) Montrer que lim Y 0.
Ny Un

c) Déterminer lIm o .
Mredexy

Exercice 4 (5 points)

A) Soit q un entier naturel.
1) Montrer que g est impair si et seulement si g est impair.

2) Montrer que si q est impair alors q2 = 1[mod 8.

B) On se propose de déterminer I'ensemble A des triplets d’entiers naturels non nuls (m,n, q)
tels que 2™+ 3" =g’

1) Vérifier que le triplet ( 2,1.5 ) est un élément de A.

Dans la suite de I'exercice on suppose que (m, n,q) est un élément de A.
2) a) Montrer que q est impair.

b) Montrer que ° 32" =0(mod 8 ).

c) Montrer alors que m est différent de 1.
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3) On suppose que m = 2.

a) Justifier que les entiers (q~~3"} et (q+3"‘)sont pairs.
b) Soit d = (q—s")/\(q+3").

Montrer que d divise 2q et que d divise 2°™, En déduire que d - 2.
22m~!

¢) Montrer que g-3"=2 etque g+3"=

En déduire que q=2°"?4+1 etque 3" =2""%2.1,
4) Déterminer n et q lorsque m = 2.

5) On suppose que m > 3 .
a) Montrer que 3"=-1{mod 16 ).
b) Déterminer, suivant les valeurs de l'entier naturel k, les restes possibles de 3k dans la division
euclidienne par 16.

c¢) En déduire qu'il n'existe pas de triplets (m.n.q) éléments de I'ensemble A telsque m > 3.

6) Déterminer 'ensemble A.
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MINISTERE DE L’EDUCATION
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SESSION 2019
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Le sujet comporte 4 pages numérotées de 1/4 a 4/4.

La page 4/ 4 est a rendre avec la copie

Exercice 1 : (5 points)

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct. Dans la figure ci-dessous,

¢ est le cercle de centre O et de diamétre[BC],M est le point de [BC] tel que CM=,BC

3

et ¢ est le cercle de diamétre [CM]. | et I sont les milieux respectifs des segments[BM]et [CM].

A et A’ sont deux points du cercle £ tels que AMA'B est un losange et (K(), AB) = %[Zv].

La droite (AC) recoupe le cercle £’ en H.

1)

a) Montrer que les droites (AB) et (HM) sont
paralléles.
b) En déduire que les points H, M et A’ sont alignés.

¢) Montrer que HM =%AB et que HA? = AB? - HM?,

On désigne par S la similitude directe de centre H qui

envoie Aen M.
a) Préciser I'angle de S et montrer que son rapport

estégala 2.

A
b) Déterminer les images par S des droites (Al) et (MH). En déduire S(A').
Montrer que S(I) =1'et en déduire que (HI) est tangente en H au cercle €.

On pose §'=S,,050 S,
a) Veérifier que S’ est une similitude directe dont on précisera le centre et le rapport.

b) La droite (A’'M) recoupe le cercle £ en N. Montrer que le triangle MCN est isocele de

sommet principal C.
¢) Déterminer S'(A). En déduire alors 'angle de S'.
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Exercice 2 : (4 points)

L’espace est rapporté a un repére orthonormé direct (Oﬁ,l”(').
On considére les points A(2,0,1), B(-2,0,1), C(1,1,1) et D(-4,0,-1).

1) a) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.
b) On désigne par P le plan (ABC). Montrer que P est d’équation z = 1.

2) Soit S 'ensemble des points M(x, y, z) de I'espace tels que x*+y?® +z*-4z-1=0.
a) Montrer que S est une sphére dont on précisera le rayon et les coordonnées du centre ().

b) Soit le point I(0, 0, 1), montrer que S et P se coupent suivant le cercle @ de centre | et de

rayon 2.

3) SoitA € R\ {2}, 2,(0, 0,A) et Ry = /(A — 1)Z + 4.

a) Montrer que la sphére S, de centre Q, et de rayon R, coupe P suivant le cercle #"
b) Déterminer A, pourque D € S, .

c) Déterminer les homothéties de I'espace transformant S en S,

Exercice 3 : (5 points)

1) On considére dans Z? I'équation (E):29 x- 13y = 6.
a) Veérifier que (2,4) est une solution de (E).
b) Résoudre dans Z x Z I'équation (E).

Soit dans Z I’équation (E’) : x'° =- 2 [29].

2) Justifier que 2% =1 [29] et en déduire que - 8 est solution de (E’).

3) Soit x,une solution de (E’).
a) Montrer que x,n’est pas un multiple de 29 et en déduire alors que x,”* =1[29].
b) Montrer que x,” =—8 [29] puis que x,=-8 [29].
c) En déduire 'ensemble des solutions dans Z de I'équation (E’).
d) Résoudre dans Z I'équation (x - 3) = -2 [29].

(x - 3)° = -2 [29],

4) Résoudre dans Z le systeme
(x-3)* = -2 [13].
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Exercice 4 : (6 points)

Le plan est muni d’'un repére orthonormé (o, 3 j).

On considere la fonction f définie sur [0, +oc| par f(x) =v1—e™.
1) a) Montrer que f posséde une fonction réciproque g définie sur [0, 1[.
b) Montrer que pour tout x € [0,1 [ ; g(%) = —~In(1—?).
c) Montrer que I'équation g(x) = x admet une solution o sur[0,7 ; 0,8].
d) On donne en annexe la représentation graphique  de la fonction f dans le repére(o,?, })
la premiére bissectrice A et le point A(a, o).
On désigne par ¢’ la courbe de g. Tracer #’ dans le méme repére.
x)
2) Soit ¢ la fonction définie sur [0, 1[ par ¢(x)= [ *tt) dt

2

a) Montrer que y est dérivable sur [0, 1] et que ¢'(x) =

1-x2"
; ; ; 2 2x% _ b . ¢
b) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que pour tout x appartenant a [0, 1, o a +T+—;+n.
S 1+x
c) En déduire que ¢(x)=—2x+In ( = ), xel0, 1.

d) On désigne par .« I'aire de la région du plan située entre les courbes # et #’ et les droites

d’équations respectives x = 0 et x = a.
2

Montrer que .7 = 2(@((1)—%).

3) Soit (u,) la suite définie sur N par u, = Zk ;k .
R=T:4%

Soit n > 1.0n pose pour toutt € [0, 1[, S,(t)= 2 t*".
k=1
3
a) Montrer que j;3 S,(t)dt=u,.
b) Montrer que pour tout t€ [0, 1[, S, (t)=(1-t*") g'(t), ou g' est la dérivée de la fonction g
sur [0, 1[.

V3

c¢) Montrer que pour tout Ostg?, (—==)g() £ S0 < §'0),

3 NE

d) En déduire que (1—2;7) g(—;) < U, £ g(?B)-

4) Montrer alors que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.
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REPUBLIQUE TUNISIENNE session principale

MINISTERE DE L'EDUCATION .
EXAMEN DU BACCALAUREAT 4 Epreuve : Mathématiques | Section : Mathématiques

SESSION 2020
r Durée : 4h Coefficient de I'épreuve : 4

Prpppr

Le sujet comporte 5 pages numérotées de 1/5 a 5/5.
La page 5/5 est a rendre avec la copie.

Exercice 1 : (5 points)
Le plan est orienté. G

Dans la figure ci-contre, ABC est un triangle
direct, non rectangle et non isocéle.

GAC et EBA sont des triangles directs, rectangles A

et isoceles respectivement en G et en E. I

L, K, | et J sont les milieux respectifs des cotés
[BC], [GE], [EL] et[GL]. F et H sont les E

symétriques respectifs de G et J par rapport a L. B

On note 1, et I, les rotations de méme angle g

et de centres respectifs G et E. S| désigne la tH
symeétrie centrale de centre L.

1) a) Déterminer r,<S -r,(A). IF

Caractériser r,<S or,.
b) En déduire que le triangle EFG est rectangle, isocéle.
c) Justifier que le quadrilatére LJKI est un carré.
2) Soit @ la symétrie glissante de vecteur LK etd'axe A passant par|.
ou S

Onpose g=¢o est la symétrie orthogonale d'axe (LE).

Sey
a) Montrer que A = (IH).
b) Montrer que g(J)=1 et g(L)=E.

(LE)

c) Prouver que g est la rotation de centre K et d'angle —g.

3) Soit f l'antidéplacement qui envoie Jen l et L en E.
a) Justifier que f est une symétrie glissante.

b) Donner les éléments caractéristiques de f.
4) Soit M un point du plan. Soient M'et M" les images de M respectivement parf et g.
Montrer que M'et M"sont symétriques par rapport a une droite fixe que I'on précisera.
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Exercice 2 : (4 points)

On munit le plan complexe d’un repére orthonormé direct (O,G,\;).

Dans la figure 1 de I'annexe, (I') est le cercle de centre O et de rayom/f , A, BetC sontles

points d’affixes respectives 1, iv2 et-iv2.
Soit Q un point du cercle (') d’affixe un nombre complexe a, distinct de iv/2 et -i~/2.

1) On désigne par R le point d’affixe a+a.
a) Vérifier que Re (O, ﬁ). Construire R.

b) Déterminer les nombres complexes a pour lesquels O, R et Q sont alignés.
2) Soit P le point du plan d’affixe ia et M un point d’affixe z non nul.
a) Justifier que P est I'image de Q par une rotation que I'on précisera. Construire P.

b) Montrer que A, P et M sont alignés <> (ia+1)z+(ia-1)z=i(a+a).

c) Montrer que (AP) L (OM) < (ia+1)z—(ia-1)z=0.

d) Soit H le projeté orthogonal de O sur (AP). On désigne par Z,,I'affixe du point H.
i(a + 5)

2(ia+1)

(a + 5)

a) Vérifier que N est 'image de H par une similitude que I'on déterminera.

b) Construire le point N.

c) Determiner I'ensemble sur lequel varie le point N lorsque Q varie sur le cercle (I)
privé des points B et C.

Justifier que Z,, =

3) Soit N le point d’affixe Z,, =

Exercice 3 : (4 points)

On considére la suite (a,) définie sur N par a, =2x5" +7.

1) a) Justifier que pour tout entier naturel n, a, est impair.
b) Déterminer suivant les valeurs de n, le reste modulo 8 de 5".
c) Endéduire que pour tout ne N, a, =1(mod 8).

x = 1(mod 8)

x =7(mod 125)

b) Montrer que pour tout n>3, a, =257 (mod 1000).

2) a) Montrer que si alors x = 257 (mod 1000).

c) Quels sont les trois derniers chiffres de (2x Gl 7)(2 x 52021 4 7) ?
3) a) Vérifier que pour tout ne N, 5a, -a,, ,=28.

b) Soitd le PGCD de a,, et a,,.,. Montrer que d est différent de 7.
c) Trouver alors d.
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Exercice 4 : (7 points)

1

1+e

I. Soit f la fonction définie surR par f(x)= =
X

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O.i,j) du plan P.

& e2x

(1+e>)V1+e>

2) a) Déterminer lim f(x) et lim f(x). Interpréter graphiquement les résultats obtenus.
X->+00 X—>»—00

1) Montrer que f est dérivable sur R et que pour tout réel x, f'(x) =

b) Veérifier que pour tout réel x, 0 < f(x) <1.
3) a) Dresser le tableau de variation de f.

b) Montrer que f réalise une bijection f'de R sur un intervalle J que I'on précisera.
c) Montrer que I'équation f(x)=x admet une unique solution a.telle que 0,5 < <0,6.

d) Déterminer le signe de f(x)—x pour tout réel x. Interpréter graphiquement le résultat.
4) Dans la figure 2 de 'annexe, on a construit la droite d'‘équation y = x et on a placé le réel

a sur 'axe des abscisses et le réel g sur I'axe des ordonnées.
a) Tracer la courbe ().

b) Tracer la courbe (C')de i5

5) a) Montrer que la fonction h définie surk par h(x) =x— In(1+V1+e?¥) est
une primitive de f.

b) On désigne par A l'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (Q) 'axe des
abscisses et les droites d'équations respectives x=0 et x=a.
a1+ JE))
e

o+

Montrer que A = +In(

Il. Pourtout k e N*, on considére la fonction F, définie sur [0,+x[, par F,(x) =I (f(t))*dt
0

1) a) Montrer que la fonction F, est croissante sur [0,+oo[,

b) Montrer que pour tout réel te [0+, 0<(f(t)* <e™.

¢) En déduire que pourtout xe[0,+x[, 0< F. (%) s%

d) Montrer alors que la fonction F posséde une limite finie |, quand x tend vers +c.
e) Montrer que klim I, =0.

2) a) En utilisant la question 1.5.a) montrer que |, = - h(0).
b) Montrer que pour tout réel te [0,+, (f(t))® —f(t)=f'(t).
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¢) En déduire que pour tout x>0, F,(x)=F,(x)+f(x)-f(0).

7

d) Montrer que l, = In(1+\/§)4—72.
3) a) Montrer que pour tout x > 0 et pourtout k > 2,

F g 00 =Fay 40 = 5 ((F0) "~ (0) )
=1

b) En déduire que | = k22
k
1
c) Montrerque 1, . =1 - , k>2

. ! 1
d) En déduire |lim 2
o> 3 (2m - 1) (V2) "™

2k+1 Al

K
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EXAMEN DU BACCALAUREAT

REPUBLIQUE TUNISIENNE SESSION 2021 Session principale
’ . Epreuve : Mathématiques || Section : Mathématiques
MINISTERE DE L'EDUCATION
Durée : 4h Coefficient de 'épreuve : 4
* % % ¥ %
Wencripion | | | | | | |

Le sujet comporte quatre pages. La page 4/4 est a rendre avec la copie.

Exercice 1 (5.5 points)
Le plan est orienté dans le sens direct.
Dans la M I’'annexe jointe, OABC est un rectangle de centre I tel que

Q=1 (5:&,53) = % [27] et D le point du segment [OA] tel que OD =OC.
1) a/ Montrer qu’il existe un unique déplacement f qui envoie O sur I et D sur B.
{ n
b/ Montrer que f est une rotation d’angle s

¢/ On note () le centre de f. Construire €.
2) Soit g ’'antidéplacement qui envoie O sur I et D sur B.
a/ Montrer que g est une symétrie glissante.

b/ Soit J le milieu du segment [OI] et K le milieu du segment [BD].
Les droites (JK) et (OA) se coupent au point E.
Montrer que g(E)=..

¢/ En déduire que g =Sk, 0 t53-
8) a/ Montrer que f !0 g =S0a). En déduire que f(E)=J.

b/ Comparer OFE et OJ. En déduire que les droites (0€2) et (JK) sont
perpendiculaires.

Dans la suite, on munit le plan du repére orthonormé direct (0,55,5—(:').
On note z; , z; et zx les affixes respectives des points I , J et K.

%
4) a/ Justifier que z; = ¢'6.
b/ Montrer que zx —z; = cos(ﬁ)e'ﬁ.
¢/ Déterminer une mesure de I’angle orienté ( @,ﬁ ).

5) Soit M un point de la droite (JK) . On désigne par N le symétrique de M par
rapport & (OA) et par P I'image de M par g.

a/ Soit r la rotation de centre E et d’angle —%.
Montrer que r(M)=N.

b/ En déduire que f(N)=P.
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Exercice 2 (4 points)
1) a/ Montrer par récurrence que pour tout n € N, 21" = 1+ 20n (mod 100).
b/ En déduire les deux derniers chiffres de 'entier 20212%%!,
On note E ’ensemble des entiers x € Z tels que pour tout n €N,
x" =1+n(x—1) (mod 100).

2) Vérifier que 21 est un élément de E.
3) Soit x un élément de E.
a/ Montrer que (x—1)?= 0 (mod 100).
b/ En déduire que x =1 (mod 10).
4) Soit g € Z. Montrer que pour tout n€ N, (1+10 ¢)"=1+10 nq (mod 100).
5) Déterminer I'ensemble E.

Exercice 3 (6 points)

1+1
1) Soit ¢ la fonction définie sur ] 0,+oo [ par ¢(x) = e

. On désigne par (%)
sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O,f,f) du plan.
a/ Calculer lix(z)x+ @(x) et xl_ign()()xp(x). Interpréter graphiquement les résultats.

—Inx

b/ Montrer que pour tout x>0, ¢'(x) = a2

¢/ Dresser le tableau de variation de ¢.
d/ Tracer la courbe (%), en précisant I'intersection avec I’axe des abscisses.

Dans la suite de 'exercice, n est un entier supérieur ou égal a 1.

1+In(x+n)

x+n
On désigne par (%,) sa courbe représentative dans le repére (O,i,)) .

a/ En remarquant que ¢,(x) = ¢(x+n), montrer que (%,) est 'image de (¥¢)
par une translation que l'on précisera.

b/ Tracer (%7) dans le repéere (O, i, f).
3) Soit h, la fonction définie sur ] 0,+oo [ par A ,(x) = ¢,(x) — @(x).
a/ Montrer que pour tout x> 1, h,(x) <0.
b/ Montrer que pour tout x de 10,11, A/,(x) <0.
¢/ En déduire que 'équation A ,(x) =0 admet dans l'intervalle ]0,+oco [ une

2) Soit ¢, la fonction définie sur | —n,+oco [ par @,(x)=

unique solution a, et vérifier que = < @a<l
4) a/ Montrer que n+1+ @p4+1 > nt+a,.
b/ Comparer ¢(a,:1) et @(a,).
¢/ Montrer que la suite (a,),>1 est convergente. On note ¢ sa limite.
d/ Justifier que nl_i.rpoo<p(an) = 0. En déduire la valeur de ¢.
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Exercice 4 (4.5 points)
1) Soit F et H les fonctions définies sur [0, +oo[ par

F(x)=/lxe"ﬁdt et H(x)=§—2( 1+ ) e V2,

a/ Montrer que F est dérivable sur [0, +oo[ et donner F'(x).
b/ Montrer que pour tout x >0, F(x) = H(x).
¢/ En déduire que F(0) = H(0).

2) Soit G la fonction définie sur [0, +ool par G(x) = [ " VieVidt.
t
a/ En remarquant que pour tout ¢>0, = i’ montrer a 'aide d’'une
2
intégration par parties que G(x)= ] 2xe~ V= + 2F(x), pour tout x > 0.

2
b/ Justifier que G(0) = g +2F(0).

3) Ci-dessous on a tracé , dans un repére orthonormé, les courbes (%) et (%) des
fonctions f et g définies sur [0,+oo [ par f(x)=e V* et g(x)= xe V=

-1

Pour tout A = 1, on désigne par ./, I'aire en (u.a) de la partie du plan limitée
par (%7), (%) etles droites d’équations respectives x=0 et x=A.

6
a/ Montrer que & = — - 2.
e

b/ Montrer que pour tout A > 1, &) = . + G(1) — F(A).
¢/ Calculer Alim ).

—+00
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SExercice 1 (3 points)

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct ((), 1 1)

Soit 6 € ] 0,w [ On considére dans C I’équation (E) . g2 —2ef g + (ezie — 4) =0

1) Résoudre dans C I’équation (E).On note z; et Z, les solutions de (E) z, est tel que ﬂe( 2y ) <04

2) On considére les points A,B,I,M; et M, d’affixes respectives 1, —1, Cle, z, et 2.

M, M, ]

a) Montrer que I est le milieu du segment

—h

b) Vérifier que IM, = AB.

¢) Dans la figure 1 de 'annexe jointe, on a placé dans le repére (O ALY )ﬁ les points A, B et I.

Construire les points M, et M, .

: 10
3) a) Montrer que les droites (AM?) et (B I\'Il) se coupent au point J d’affixe (—e] 1;

b) Déterminer la valeur du réel 0 telle que Paire du triangle JM; M, soit maximale.
“Exercice 2 (5 points)

Le plan est orienté. Dans la figure 2 de I’annexe jointe,

RN | S—

e  OAB est un triangle rectangle et isocéle en O tel que |BQ |, BA] =" [27(]'
4

e (CBA est un triangle isocéle en C tel que XE:E

_g].

b) On note D = R(C). Justifier que les points O,D etB sont alignés et construire le point D.

= % [27(].

1) Soit R la rotation de centre B et d’angle

a) Vérifier que [R‘ ', BO|= ——% [QW].

¢) Montrer que le triangle ACD est rectangle et isocéle en C.

1/6



2) Soit f la similitude directe telle que f(B) = A et £(O) = C.
a) Montrer que f(A) = D.

.
b) Montrer qu'une mesure de ’angle de f est {_ %]

¢) Soit E = (D). Vérifier que le point E est un point de la droite (AC)-

rem———

d) Montrer que [DA | BE ] = % [Qﬁ] puis construire le point E.

I BT

e) Soit €2 le centre de f. Montrer que |(1B, QE E-—g [211 1

3) On suppose OA = OB =1 et on rapporte le plan au repére orthonormé direct (0,01\,513 )

. a) On note z,'affixe du point C. Montrer que arg( zc) = :i_ [2?].

b) Soit z' = az + b ’expression complexe de f ot a et b sont deux nombres complexes.

Montrer que ai+b =1 et que z. =Db.

(3=
3 " PR ZQ - j- 1 = i

c) On note 2z, I'affixe de ). Vérifier que 2, = 0 et montrer que ———= -
z ;

0

En déduire que 5

76,8 |=- 5[]

4) Montrer que le point €2 est le projeté orthogonal du point B sur la droite (OE) et le construire.

“.Exercice 3 (5,5 points)
Partie A
Soit dans Z X 7Z 1’équation (E):19u+11v =1,
1)a) Vérifier que ( — 4, 7) est une solution de (E).
b) Résoudre dans Z X Z I'équation (E).

2)a) Montrer que u =7 est 'unique entier appartenant a { 1,2,...,10}

tel que 19u=1 (modll).

tel que 11v =1 (modlg).
On considére dans 7 1’équation (Ezog) x’ =x (mod 209).
Partie B

1) Vérifier que les entiers 0 et 1 sont des solutions de (E,mg) ;

2) Décomposer 209 en produit de facteurs premiers.

3) Montrer que 133 et 77 sont des solutions de (Ezog)-
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4} Soit x une solution de (Ezog) ;
a) Montrer que 19 divise X(x—l] et 11 divise X(X —l).

b) Vérifier que X et (X s 1) sont premiers entre eux.

5) Soit X une solution de (E appartenant a {2,3....,208}.

209)
a) Montrer que 19 divise X ou 11 divise X.

b) On suppose que X =19k ot k est un entier.
Montrer que 11 divise (x — 1) puis déduire que x = 133.
c¢) On suppose que 11 divise X. Montrer que X = 77.

2

6) Déterminer les solutions de (Egug) appartenant & {O, 1....,208}.
Partie C
Soit y un entier et X son reste modulo 209.

1) Montrer que y est une solution de (Ezog) si et seulement si X est une solution de (Ezog)'
2) Domnner alors les solutions dans Z de I’équation (Ezt}g)‘

“Exercice 4 (6,5 points)

Partie A

Soit f la fonction définie sur 11,"}— o] par f(x)= —1—
g l Inx

—
On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O: L3 )

1) Calculer lim f(x) et lim f(x). Interpréter graphiquement.
X— 400 X----'r1+

|

2)a) Montrer pour tout X >1, f'(x)= ="
x In"x

b) Dresser le tableau de variation de f.

¢) Tracer (C) )

3) Montrer que I’équation f(x) = x posséde sur }1,4- OO[ une unique solution & et que a<e.
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Partie B

% - Inx et
1) Soit n € N*. Pour tout x > 1, on pose F(x)= f (f(t)) dt et H(x)= f pracl
8]

Ina 8

a) Montrer que H est dérivable sur J1,+OO et calculer H'(x).

b) En déduire que pour tout x >1, H(x)= F(x).

] Il
2) On pose pour tout entier n >1, U11 — f (f(t)) dt.
(a)

1 et
a)Vérifier que pour tout n>1, U = f — dt.

Ina ¢

.n e e “.
b) En déduire que pour tout n > 2, L—I(}— <U < 7 (a“ = 1),
n— 8

n

Q
¢) Montrer que lim —— = 400 puis déterminer lim U
n—-+40C0 qN n—+4oc M
U
d) Calculer lim —2.
n— 400G Qﬂ
k=n
i — E ' (k—2)U
3) Pour tout entier n > 1, on pose Sn = L (k Q)Lk.

a) En intégrant par parties, montrer que pour tout n > 1, U = e—aot + Bl ..

y —
b) Montrer par récurrence que pour tout n > 1, bn = ———l - o (l = 1’1)8— U...
(1 —

¢) Déterminer alors lim —%.

L 1l
N—10C e}
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EXERCICE 1 ( 6 points }

Soit T la fonction définie sur R par %) = Log {27 =254 2 ),
Goit { 4 )sa courbe représentative dans un repére orthanarme {07, ]) .

1} a - Dresser le tableau de varialian de la fanction 1,
b = Montrer gue T droite D déguation x = 1 ast un axe de symétrie de la courbe [
& = Préciser la brancho infinie de (%) au voisinage de & =
d = Tracer la courbe (%)

2) Soit F la fonction définie sur [ o, £ [par Fg= [0 ., dl
y Soil F la fonction definie su [uxz[nnr ()= L T o

a - Montrer qua F ast dérivablo sur [ o, E [ et que Fix =1,

b = En déduire que Fix) = ¥ at quo -[I izdzi = % :

A} a - Alade d'une intéqration par parties, montrer qué

2 1w ox
[ todx=210g2-2 | 7 o5 dx-

oy .
b — Verifier que pour lout réel x onoa ?X?—M = |+ ?% - 211 i

¢ = Coleuler, alors, Paire du domaine limité par la eourbe | @), 'ave des abeciszes e las draites
Oiw=1 el x=2

EXERCICE 2 { 4 points )

Une ume cantient deux boules Blanchos numérotéas 1 el 2 of trols boules rouges numérotées 1, 2 3,
Toutes les boules sont indiscernables au taucher,

10 Ontire simullanément deux boules de F'ume,
a— Calculer la probabilité de chacun das événements suivants -
A« Tirer deux boules de couleurs différentes ».
B« Tirer deux boules de méme numisre ».

b = Sachant que las deux boulas rdes sont de couleurs différentes, calealer la probabilité paur
qu'elles porlent e méme pumdére,

2} Dans cette question, Mépreuve consiste i trer successivement ol sans romise deuy baules de I'Urne.
Soil X laléa numériquee qui ast dgal au nombre de boulas rouges lirtes au cours de celle
dprauve. Diterminer [ loi de probabilitd de X et calouler E(2.



PROBLEME ( 10 points )

L

Sait ABC un triangle rectangle el isostle lel que (ﬁﬁ}- g [2mr].

(pour la figure on prendra AB = BC = 6 [ enom ).

Un désigne par 1, ) el O les milicus rospeclifs da [AB ] [ BC el [AC ).

Soient I' o symétriqua de O par rapport 4 (AB) of ) e symétrique de O par rappont 4 (BC).

Les demi-droiles [ O al [ O ) coupent la cercle de diamdtre [ AC | respectivement en &' ol B

1=1) Sail ¢ o relation do centre O et dangle {--IFJ Ciéterminer Ay el r(B).

2) Seith I'momothélie de centre O et de rapport "';3 .

a— Monlrer gue
b — En déduire h{A") &t h{B"%,

3) On disigne par 5 la similitude directe qui transforme A en L et B en ).
o - Moilrer gue @ 8 = har
by — En diduire les élémenls caractéristiques de 5.

4) Soil Fun point du plan distinet de O el soit P = (). On dézigne par O le projeté orlhogonal
de P aur [OF).
a = Montrer gue la tiangle OPG est reclangle of isoeéle.
= Montrar alors que S(P) = O
o= Mantrar que OBI'A esl un carré, En déduine 5{107,
d — Detarminer 517,

- Seit M oun point de o droite (ABY tel que M« B, { Pour la figure on prondra : M [BA) et
BM =8 {encm) ).
Soit A la méchatrice da |OM].

1} Onpoze S(M) = N Manlrergque {NI=A n (.

2} Sait & la parabole do fopor © o de directrice Ia droite (1),
a = Vérifier que A el C sonl dewx points de 57 el préciser les tangentes & 57 en ces deux paints,
b — Montrer que lorsgue e paint M varle sue (A8 - (B 1a droile (MM reste fangente 4 la
parabale 5
¢ = Conglruire le point de contact de (MM) et de [ &)
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EXERCICE 1 :( 5 points )

Unz urne contiznt trois boules rouges numerctées 1,22 et trois boules blanches
numeérciées 1,1,2.
Une épreuve consiste & firer simultanément frois boules de 'ume.
1) a- Calculer Iz orobabilité de chacun des événements suivants :
A ;o avoir trois boules de méme coulsur =
B : « la somme des nombres inscrits sur les boules tirdes est égale a cing »
b—Soit C I'événement - « avoir au moins une boule rouge qui porte le numéro 2 ».

4
Maontrerguep(C )= E

Z) Soit X laléa numérique qui & chaque tirage assccie le nombre de boules rouges poriant e
numéro 2 obienues.
a — Déterminer la loi de prebabilité de X,
b = Calculer E(X).

3) On répéte 'spreuve précédente n fois (0 =1 ) de suite, en remettant aprés chaque épreuve les

boules tirées dans l'ume.
a — Calculer |a probabilité p,, pour gque I'événement C soit réalisé au moins une fois.

b — Déterminer le plus peiit entier n tel gue p. =0,98.

EXERCICE 2 : ( 5 points )

1.5

1) Sait f lafonction définie sur [0, =« [ par fix) = xe
On désigne par # la courbe représentative de f dans un repére arthonarmeé (O, ).

a—Montrerque lim f{x)=0,
¥—+ ao

b — Drasser |2 tableau de vanation de .
¢ — Construire |a courbe & .

2) Soit (U, ) la suite définie sur IN" par
1 w3
U, = J x'e " dx

a - Calculer U,.
1 e
b—Montrerque pourfouinde W ona:, — =U, = —.
n+1 n+1
En déduire que { U,) est convergenie et trouver sa limite.

.

- e . fn+1 1
4) a— Montrer & l'aide d'une intégration par parties que pour tout nde IN, U, =| TJ U, - 5
L

b — En déduirz I'aire du domaing limité par la courbe # I'axe des zbscisses =t las draites
d'géguations respectives x=0 et x=1.



PROBLEME : ( 10 points )
Soit ABC un friangle isocale direct de sommet principal A

On pase (Eﬁ,ﬁ}sEa[Eﬂ]oﬁ  est un réel de JDE—[

On désigne par O le milieude [BC] etpar Dle symétrique-da A par rapport &8 O,
Soient [ et J les projetés erthogonaux respectifs de O et D sur (AC).

A — 1) Sait f la similitude directe qui transforme O enletDen J.
a — Montrer que f a pour angle o« et pour rapport cos o.
b — Prouver que le centre de i est le point A.
2) On désigne par E le symétrique du point O par rapport au point L.
a~-Mantrerque f(B)=0etquef(C)=E.

b — En déduire que OE =Ccosu.
BC

3) Soit o la similitude indirecte telle que :
ag{B)=0 et s(C)=E.
a — Déterminer le rapport de o.
b - Mentrerque o(O) =1L

4] a- On désigne par Sy, la symétrie orthogonale d'axe (OE).
Montrerque ¢ = Sy of.
b—Montrerque o(D)=A et c{A)=J.

5) Soit Qlzcentredec.
a — Montrer que (oog) (D) = J et en déduire que Q0 appartient & la droite (DJ) -
b - Montrer que © appartient a la droite (BI).
¢ = Construire le point O .
d — Montrer que 0I = (cos’a) 0B . (1)

B - Dans cetie partie on suppose que OC = 1 et on munit le plan du repére orthonormeé direct ( O,0,v )
telque = oG .
1) a— Mentrer gue {EE. ol )= a [2::] et gue O = cos .
b —En déduire que Ol=(cos® ) +(cosa sina) ¥.

¢ — En utilisant la relaiion (1), montrer que les coordonnées x et y du point Q sont telles que
x=2cotg’a et y=colge.

2} Dans cetie question on suppose que les points B et C sont fixes.
Montrer que lorsque o varie dans ] D.%I: le point © varie sur une parabole 5 dont on
précisera le foyer F et la directrice A

3) Le cercle de diamétre [ BF ] coupe la droite (OA) en M et N.

a — Mantrer que les droites { BM ) et { BN ) sont les tangenies &2 # issuss de B.
b — Construire les points de contact de ces deux tangentes avec 5
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EXERCICE 1 ( 5 points )

On dispose de deux urnes indiscernables U, et U..
U, contient 2 jetons noirs et 3 jetons blancs, U; contient 3 jetons noirs et 2 jetons blancs.
1) Une premiére épreuve consiste a tirer un jeton de I'urne U, et un jeton de I'ume U, Calculer la
probabilité de chacun des événements suivants.
A .« Obtenir deux jetons noirs »
B : « Obtenir deux jetons de méme couleur »

C : « Obtenir un jeton blanc et un seul ».
2) Une deuxiéme épreuve consiste & choisir une urme au hasard et & tirer un jeton de cette ume,
a — Montrer que la probabilité de tirer un jeton blanc est égale & 5

b - Calculer la probabilité de tirer un jeton de l'urne U,, sachant qu'il est blanc.

3) Onrépéte la deuxiéme épreuve n fois de suite (n = 2), en remettant chaque fois le jeton tiré dans
son urne d'origine.
Soit X l'aléa numeérique qui est égal au nombre de fois ol on a tiré un jeton blanc.
a - Donner la loi de probabilité de X,
b - Calculer son espérance et sa variance.

¢ - Montrer que pour tout entier n supérieur ou &gal & 2, la probabilité de tirer deux fois un jeton

n
blanc est supérieure ou egale a [E}

EXERCICE 2 { 5 points )
Soit f |z fonction définie sur IR par f['x] ={1+x)e* et soit % sacourbe représentative dans un

repére orthonormeé ( 6.1 )

1) a - Dresser le tableau de variation de f.

b — Tracer la courbe % ( on étudiera les branches infinies ).
v
2) Soit v, = f f(x) dx ol ne N
L0
a — Montrer que pour tout nde IN', v, =2 — (2 + n)e™"

b — Calculer lim Vo -
n—» 4+ =



3
3) Pourtout kde IN" onpose U, = J; 11'{:-:} dx.

n
Montrer que pour tout n de IN*, v, = > u, .

K=
4) a- Montrer que pourtoutk de IN*, u, ={e—1)ke ™™ +(e-2)e "

b — En déduire que pourtout nde IN*, on a:

un=(e—1}‘2ka‘”+ﬂ (1=e").
k=1 e-1

- e
5) Soit S, = Zk e* . Montrerque Iim S§,= ——.
k=1 N—>+e= (e-1)

PROBLEME (10 points )

Soit AFED un carré de cdte 4 cm tel que I{'KIE, A—D} - %i?ﬂi et soit O son centre. On designe
par B et O, les symétriques respectifs de A et O par rapport a la droite ( EF).
A —1) a—Soit r larotation définie par r(F) = E et r(E) = D. Préciser 'angle &t le centre de .,
b-Soit f=ro g, 0l Syp, désigne la symetrie orthogonale d'axe (O0O4),
Montrer que f est la symétrie orthogonale d'axe { OE).

2) Soitr' =t or” o0 tso: désigne la transiation de vecteur OO, et r~" désigne la rotation
réciprogque de r.
a — Montrer que r* est une rotation dont on précisera angle .

b — Déterminer r' (0). En déduire que F est le centre de r' .

3) On désigne par g 'antidéplacement défini par (D) = F et g{O) = O;.
a — Montrer gue g est une symétrie glissante et déterminer sa forme réduite.
b — Soit M un point du plan,
Montrer que [g(M)=r' (M) ] siet seulement si [ f(M) =M ].
¢ — En déduire I'ensemble des points M tels que g(M} =r" (M).

B - Soit s la similitude directe telle que s{A) =F ets(B)=E

1) a— Determiner l'angle et e rapport de s.

b—Montrerque s=roh , ol restlarotation définie dans A-1)a et hm i, est
(A S 5
2 2

.1
I'nomothétie de centre A et de rapport -2- y

2) Soit 0 le centre de s.
a — Montrer que O appartient aux deux cercles de diamétres respectifs [AF] et [BE).
Construire €2 .

b — Montrer que s(E) = O, En déduire que {2, C et B sont alignes,



3) On pose B, = B et pour toul entier naturel n : By, = s{By).
a — Preciser B, et B,.
b — Montrer que pour tout entier naturel non nul, le triangle B,; B, B,.4 est rectangle et les
points B,_,, {2 et B, sont alignés.

¢ — Donner un procédé de construction de B,., a partir de B,_; et B,.

est une suite géometrigue dont on précisera le 1% terme et 1a raison.

4) Pour tout entier naturel n, on pose d, = B, B,.,, = B, BM'

a — Montrer que (d.)__..
: :

b-Secit g, = z d, . Calculer o, en fonction de n et déterminer Im o, .
k=0 MN—ete=

C - On désigne par : | le milieu de [AF], J le milieu de [Ol] et L le symétrique de J par rapport &1
Soit & l'ellipse de sommets A, F, J et L,

1) Construire les foyers G, et G; de & ( G, désigne le foyer qui appartient au segment [ IF ] ).

2} Soit G, = s(G,) ou s est la similitude directe de centre 02, d'angle g— et de rapport %

a — Montrer que la droite (( G: ) est tangente a l'ellipse &.

b — Construire le point de contact M de & et de (0 G-IT )



REPUBLIQUE TUNISIENNE |
MINISTERE DE L’EDUCATION
ET DE LA FORMATION

L

EXAMEN " SECTION : MATHEMATIQUES

DU BACCALAUREAT EPREUVE : MATHEMATIQUES
¥ DUREE : 4heureS COEFFICIENT : 4

'-I.I.I.I.I.I.l.lk. TS --

EXERCICE 1 : ( 6 points )
Soit la fonction f définie sur [ 1, + « [ par f(x) = e~ et soit @ sa courbe représentative dans

un repére orthonormé (O, |, _j').

1) a — Etudier la dérivabilité de f & droite en 1. Interpréter graphiquement le résultat.
b — Dresser le tableau de variation de f,

¢ — Tracer la courbe €.
1+ (Log ¥%)°

2) Soit F la fonction définie sur ]0,1] par F(x) = f f(t)dt.

a — Montrer que F est dérivable sur ]0,1] et que F'(x) = 2 Log x
b — Calculer F(x).

3) Pour tout o =1, on désigne par S(a ) l'aire du domaine limité par la courbe & ['axe des
abscisses et les droites d'équation x=1 et x= o
a—Montrer que S{a )= F(f(a)).

b —Calculer S(c) et lim S(oc)
a— 4+ 00

EXERCICE 2 : ( 4 points )
Une urne contient quatre dés indiscernables au toucher.
Trois dés sont verts et leurs faces sont numérotées 1,2, 3, 4,
et un de est rouge et ses faces sont numérotées 2, 2,4 ,4,6
1) On tire au hasard un dé.
Calculer les probabilités des événements suivants :
A « le dé tiré est rouge »
B « le dé tiré est vert »
2) Une épreuve consiste a tirer au hasard un dé puis le lancer trois fois de suite.
On désigne par C I'événement suivant :
C « obtenir 3 fois de suite un numéro pair »

a— Montrer que p(%) =1 et p(%): %
b — En déduire p(C) .

5,6.
, 6.

3) Soit X l'aléa numérique qui prend pour valeurs le nombre de fois ol I'on a obtenu une face dont
le numéro est pair.
a — Déterminer la loi de probabilité de X.
b — Calculer I'espérance et la variance de X.



PROBLEME : ( 10 points )

Scient A et I deux points du plan et soit R |a rotation de centre I et d'angle —% . On pose

O =R(A) et B = R(O).
1) a — Construire les points O et B.
b - Montrer que le quadrilatére IBOA est un losange.

2) Soit (I') le cercle de centre O et de rayon Ol.
Soit M un point de ce cercle et M’ son image par la rotation R.
a — Montrer que lorsque le point M décrit le cercle (I'), son image M' décrit un cercle (I'') qu'on
précisera et qu'on construira,
b - Soit Q2 le deuxiéme point d'intersection des cercles (') et (I'').
Montrer que si M est différent de 1, les points M, Q et M’ sont alignés.

3) Soit f I'antidéplacement défini par f(A) = O et f(O) =B.
a — Montrer que f est une symétrie glissante. Préciser son axe et son vecteur.
b — Vérifier que f = s,550R 0U S05, désigne la symétrie orthogonale d'axe la droite (OB).
¢ — Déterminer I'ensemble des poeints N du plan tels que R(N) = f(N).

4) Soit C et D les symétriques respectifs de I par rapport a O et B.
On désigne par S la similitude directe définie par S(A) =C et S(O) =D eton pose h =SoR™" .
a — Déterminer h(O) et h{B).
b = En déduire que h est une homothétie dont on précisera le centre et le rapport.
¢ — Déterminer alors les éléments caractéristiques de la similitude S.

5) Soit g la similitude indirecte telle que g(C) =0 et g{D) =B.
a — Déterminer le rapport de g. En déduire que g admet un seul point invariant qu'on notera J.
b — On désigne par (d) 'axe de la similitude g et par E le point d'intersection des droites (d) et (OC).
Soit E’ 'image de E par g. (Il est conseillé de faire une figure d'étude a part pour cette question).

Montrer que E'=% JE.
¢ - Montrer que [&5 J_E.]E- [O_B'. E] [2x].

En déduire que les droites (d) et (CD) sont paralléles.

d - soit C' le symétrique du point C par rapport a |a droite (d). Montrer que E est e centre de gravité
du triangle JCC' et en déduire que EC=-2EO.

e — Construire alors le point E, I'axe (d) et le centre J de la similitude g.
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Exercice n*1 : [ 3 points )
Powr chacune des guesfiions suivarfes, une seuls des rous rdponses proposses s exachs

Le candidat indiguera sur s& cope (& numérne de la guesion f g keifre cormespondant & la reponse chowsie
Avucune jusfification n'esf demandge.

Lime réponse corracte vaut 1 poinl, wne réponse fausse ou | absence de réponss vaul O poaint

|
(%) as .

X

1) Sui1l=f=

Alors | est égale a

1 i
: b) — . L

aj3 }J‘ €] a

. . 1
23 Soit £ = him {In(1-x)+— |. alors

= 1-x

ay £ =1. by £ -0 c) £ =+o0 .

3) Soit n un entier non nul tel que (Sn)A(3° «5° «7) =135 .
Aldors
a) n=0mod3). bin=0(mod5). ¢} n=0(mod 7).

Exercice 1 : (4 points)
Dans l'ensemble C des nombres complexes, on considére 1'équation
(E}: 22 +i{5+1)z° +(10+21)z+8 =0.
1} a) Montrer que |'équation (E) admet une solution réelle que I'on déterminera.
b) Résoudre I"équation (E).
2) Dans le plan 3 muni d"un repérs orthonormé direct {:ﬂ',l;. 1_-.'] . on considére 'application f gui 4 tout
point M daffixe z associe le point M 'd’affixe z' telque 2'={1+1)z.
a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.
b) Soit M un point du plan distinct de O et soit M’ son image par f.
Montrer que le triangle OMM st rectangle isocéle ot en déduire un procédé de construction
du point M*.
3) On considére les poinis A, défims par:
A, le point d"affixe (-1+i} et pour out entier natureln, A__, =f(A }.
a) Placer les points Ag, Ay . Ag ., Ajet Ay
b} Pour quelles valeurs de n, les points O, A, et A, sont-ils alignés 7
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Exercice 3 : (4 points) A 3 D
Le plan est orienté dans le sens direct. Dans la figure

ci-contre . ABCD est un losange de centre O, [ est le

milieu du segment [AB] , J est le milieu du segment [AD]

et (AB.AD) = [2x]. I 0

1} a) Montrer qu’il existe un unique antidéplacement
qui transforme AenBet Ben D, B
b) caractériser f . C

¢) Déterminer I'image du triangle ABD par .
2) Soit § un antidéplacement qui transforme I'ensemble {A,B,D}en 'ensemble {B,C, D} et el que
s(ay=0C.
a) Déterminer 'image du segment [BD] par 5 .
b) En deduire que § est la symétrie orthogonale d'axe (BD) .
3) Soit g un antidéplacement qui transforme I"ensemble {A,B,D} en 'ensemble {B,C.D} et tel que
g(A) = D.
a) Montrer que g(D) = B.
b) Caractériser alors g .

Exercice 4 : (5 points)

[(x)=i(x+2)Im{x+2) s x=-2

1) Soit f la fonction définie sur [-2, 2
F2lpe [ﬂ—z:=u-

et ( #') sa représentation graphique dans un repére orthonormé {D,f,}}-

a} Montrer que f est continue a droite en (-2).
b) Etudier la dérivabilité de [ a droite en (-2).
¢) Donner le tablean de variation de [
2) Soit g la fonction définie sur [-2, 2] par g[x}=flx}—x\|'|4—:cz
et {#") sa courbe représentative dans le repére (0,1, ).
a} Deéterminer la position relative des courbes (%) et (€).
b) Dans I'annexe ci-jointe (page 4), on a tracé la courbe (¥ ) de g.
Tracer la courbe ( #) dans le méme repére.
3) Soit o un réel non nul apparienant a [-2, 2].
On désigne par.ef, l'aire de la partic du plan limitée par les courbes (‘€ ) et (€") et les droites
d'équations respectives x =0 et x = a.
a) Montrer que .sf, ZJ;nxd#—x‘dx.[ﬂndisﬁnguemlesdem cas a> 0 eta < 0).

b} Caleuler .o,
c) Calculer I'aire de la partie du plan limitée par les deux courbes (&) et { ).
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Exercice 5 : (4 points)
Pour tout entier naturel non nul n, on considére la fonction f, définie sur [0.1] par f (x)=e™ —x™*'
1) Ewdier les variations de f, .
2) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, 'équation f, (x) =0 admet une unique solution u
etque u, €]0,1].
On défimit ainsi sur INY, une soite(u, ).
3) &) Soit n un entier naturel non nul et X un réel de lintervalle j0,1] . Comparer les réels f_,(x)
et f (x).

b) Montrer que pour tout n € IN®, fi{ue-)<0.
) Montrer que la suite (u_ ) est croissante et en déduire qu'elle est convergente.

4) a) Montrer que pourn =1, Infu, )=— 2:1-1 :

b) Calculer la limite de la suite u_.
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Exercice 1 ( 3 points )
Pour chacune des questions suivantes, une seule des frois réponses proposées est exacle.

Le candidat indiguera sur sa copie le numéro de la guestion et la lettre correspondant & la réponse choisie.
Aucune justification n'est demandée.

Une réponse correcte vaut 0,75 point, une réponse fausse ou l'absence de réponse vaut 0 point.

1) Soit z un nombre complexe de module 2.
Alors le conjugué Z de z est égal a

2) Dans Le plan muni d'un repére orthonormé direct (0. fl, G) ,on considére les points A et B d'affixes

respectives 1 eti. L'ensemble des points M d'affixe z tel que 5:} estréel est

a) la droite (AB) privée de A
b} le segment [AB] privé de A
c) le cercle de diamétre [AB] privé de A

3) Soit (us) une suite arithmétique de raisan (= In2). Alors la suite (v,,) définie par v, = e est

a) une suite arithmétique de raison (— 2)

b) une suite géométrique de raison (- 2)

c) une suite géométrique de raison (%)

4) La limite de x In{1 +%j quand x tend vers +oc est égale a
a) 0
by 1
c) 2



Exercice 2 (5 points)

Soit f la fonction définie sur IR, parf(x) = x + (x— 1)e™ et soit & sa courbe représentative dans un
repére orthonormé [a. i i). (unité graphique 2 cm)

1) a) Montrer que .

-I!'Em f(x)=+o0

b) Montrer que la droite A d'équation y = x est asymptote & la courbe & au voisinage de +o0 .

c) Déterminer |a position relative de & et A

2) On donne ci-dessous le tableau de variation de la fonction f.

x |0 +o0
i) [ 3 .

=+ o0
o0 |_,__—

a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet, dans IR., une seule solution o et vérifierque 0 < a < %

b) Tracer la droite A etla courbe &
(On précisera la demi tangente 2 & au point d'abscisse 0 et on prendrac = 0,4 ).

3) On désigne par (u, ) la suite définie sur IN" par Uy = j:[f{x}r dx .

a) Calculer u,. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

b) Montrer que pour tout entier naturel nonnuln, 0 < u, < —1—
c) En déduire la limite de la suite (uy, ).

n+1

Exercice 3 (4 points)

On considére les suites (u,) et (v,, ) définies sur IN par

. 2u, + Vv
Up=0 | U 4= "3 .

; 3u, +2v,
vn=1 p vn+1=._H5_ﬂ.

1) Meontrer que pour tout entier naturel nen nuln,  u, < v, .

2) Montrer que la suite (u,) est croissante et que la suite (v, ) est décroissante.

3) Montrer que les suites (u, ) et (v,,) sont convergentes et qu'elles admettent la méme limite.

4) Soit la suite (w,) définie sur Npar w, =8u, +5v,

a) Montrer que (w/,) est une suite constante.

b) En déduire la limite commune des suites (u,) et (v,).



Exercice 4 (5 points)

0

Dans I'annexe ci-jointe (page 4/4), ABCD est un rectangle de centre O et tel que (AB,AC)=

Le point E désigne le symétrique du point A par rapport 4 D.

Soit $ la similitude directe de centre C, de rapport . et dangle z
1) a) Justifier que S(A)=B
b) Montrer que le triangle ACE est équilatéral et en déduire que S(E) = O.
2) Soit Iun point du segment [EO], distinct des points O et E et soit (I") le cercle de centre I et
passant par A.
Les droites (AD) et (AB) recoupent le cercle ( I" ) respectivement en M et P.
a) Tracer (I ) et placer les points M et P.
b) Justifier que le point C appartienta (I").
3) Soit N le projeté orthogonal du point C sur la droite (MP).
a) Montrer que (MP, MC) E%[ZII].
b) En déduire que S(M)=N .

4) Montrer que les points B, D et N sont alignés.

Exercice 5 ( 3 points )
On considére dans Z x Z I'équation (E) 1 3x +4y =-8 .

1) a) Vérifier que (0, — 2) est une solution de (E) .
b) Résoudre dans Z x Z |'équation (E) .

2) Dans le plan rapporté & un repére orthonormé (0. i T) . on considére la droite A dont une équation
est: 3x+4y +8=0 eton désigne par A le pointde A d'abscisse 0,
a) Montrer que si M est un point de A & coordonnées entiéres alors AM est un multiple de 5.
b) Soit N un point de A de coordonnées (x, y) .

Vérifier que AN = -i— Ix.
¢} En déduire que si AN est un multiple de 5 alors x et y sont des entiers.
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Exercice 1(4 points)
Pour chacune des questions suivantes une seule des trois réponses proposées est exacte.
Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et la lettre correspondante & la réponse choisie.
Aucune justification n'est demandée.

ABCD est un carré de centre O tel que

(E,A—D)Eg[zn] et 1 le milieu de [AB].

Soit Siaey , Siep) et S(oy les symétries
d'axes respectifs (BC), ( BD) et (OI) et 0

tes o tes et to les translations de vecteurs

respectifs BD, CD et BC . .

1) L'isométrie S(BC) o] S(BD)O tﬁ-ﬁ est

a) une rotation
b) une translation
c) une symétrie glissante.

2) t- o S(BC) est égale a

a) tf:'_ o S(on
b) tyz oS
C) S(BC)-

. , i
3) Soit rqla rotation de centre O d’angle (-g) et ryla rotation de centre C d’angle (E)'

riars est

a) la symétrie centrale de centre A
b) la translation de vecteurCB
c) la translation de vecteur AD .

4) Soit 8 la similitude direcie de centre B qui transforme D en A. Alors
a) S(A)=0
b) 3(I) =0
c) S(Cy=0.

1/4



Exercice 2 (6 points)

o X
Soit f la fonction définie sur ] 0, +c;o[ par f(x)=(x-- g)e et #; sa courbe
X
représentative dans un repére(O, i, j ).
Kl +
1) a) Montrer que f'(x) = e(x—:lxti).

X
b) Déterminer lim f(x) et lim f{x).
X -0 M ortor

¢) Dresser le tableau de variation de f.
2
2) Montrer que la tangente A a ¢ au point d’abscisse 2 a pour équation y = %—( X —2).

3) On se propose d'étudier la position relative de @; et de sa tangente A .

X
Soit g la fonction définie sur ]0,+ oo[ par g(x) =§~3~. On donne ci-dessous le tableau de
X

variation de g.

X 0 2 3 +00
+0o +o0
g(x)
e’ e’
s 27

p
a) Montrer que I'équation g(x) :% admet dans] 3, +c [ une solution unique « telle que

42<m<4]3.
b) Déduire la position relative de & et A.

4) Justifier I'existence sur ]O.+ oo[ d’'une primitive F de f telle que F(1)=e.

5) Dans I'annexe ci-jointe, on a tracé la courbe représentative @r de la fonction F, la droite A
et le rectangle ABCD telque A(1,e); B(0,e); C(0, F(2)) et D (1, F(2)).

a) Etudier les branches infinies de #:.

b) Tracer la courbe #; dans l'annexe ci-jointe.

6) Soit t ¢ [‘I . 2[ . On désigne par S(t) la partie du plan limitée par la courbe @, 'axe (O, i)

et les droites d'équations x =t et x = 2. On désigne par .« (t) I'aire de S(t) .
a) Exprimer.«/(t) en fonction de F(t).

b) Hachurer S(1) et justifier qu'elle a la méme aire que le rectangle ABCD.
¢) Montrer qu'il existe un unique t, €1, 2[ tel que ,.o%(to)=% A (1)

d) Construire le point de %; d'abscisse tg.

214



Exercice 3 (5 points)

Soit (O,4,V,w)un repére orthonormé direct de l'espace.

Dans la figure ci-contre OABC est un tétraédre

1 est le point de coordonnées (3.3,3).

1) Vérifier que le plan (ABC) a pour équation
2x+2y+z—- 10=0.

2) Soit S la sphére de centre | et de rayon 3.
a) Quelle est la position relative de S et du plan (ABC) ?
b) Montrer que S est tangente aux plans (OAB) , (OAC) et (OBC).

3) Soit k un réel non nul et h I'homothétie de centre O et de rapport k.
On désigne par S, la sphére image de S par h.
a) Montrer que S'est tangente aux plans (OAB) , (OAC) et (OBC).
b) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles S’ est tangente au plan (ABC).

4) Déterminer le centre et le rayon de la sphére tangente intérieurement aux quatre faces
du tétraédre OABC.

Exercice 4 (5 points)

On pose a = 72009 + 72010 + 72011 .

1) Soit n un entier naturel. Discuter suivant les valeurs de n, le reste de 7" modulo 100.
2) Endéduire qu'il existe un entier naturel k tel que a= 100k - 1.

3) a) En utilisant la formule du binéme, montrer que  a'® = 1 (mod 100%).
b) Déterminer les quatre derniers chiffres de a'®.
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REPUBLIQUE TUNISIENNE
MINISTERE DE L'EDUCATION

EXAMEN DU BAGCALAUREAT

SESSION DE JUIN 2011

SECTION: MATHEMATIQUES
MATHEMATIQUES DUREE : 4 heures COEFFICIENT : 4

EXERCICE 1 (3 points)

X cos’t

Soit f la fonction définie sur ]0,+o0[ par f(x)= j] t dt

Répondre par vrai ou faux a chacune des affirmations suivantes, en justifiant la réponse.

1) Pourtoutx>0, f'(x) =0.
2) Pourtoutx>0, f(x)=>0.
3) f(2) < In2.

EXERCICE 2 (6 points)
Pour tout entier naturel p supérieur ou égal a 3, on désigne par f, la fonction définie sur |0, + oo [ par

f(x) = p (Inx) —x, ou In désigne la fonction logarithme népérien. On note ( C, ) la courbe représentative

de f, dans un repére orthogonal (O, T,j) .

A-1) Etudier les variations de la fonction f3: x »3Inx—x.

2) Montrer que I’équation f3(x) =0 admet exactement deux solutions, notées u3 et vs , appartenant
respectivement aux intervalles |1, 3[ et ] 3, + oo [ .
3) On donne ci-dessous, le tableau de variation de f, pour p > 3.

X 0 p +o0
f(x) + -

£ /vp( Inp) —p \

a) Montrer que , pour tout entier naturel p > 3, il existe un unique réel u, appartenant a I’intervalle
11, p[ tel que fi(u,) = 0.

b) Montrer que, pour tout entier naturel p >3, il existe un unique réel v, > p tel que £, (vp) =0.
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On définit ainsi, pour tout entier naturel p > 3, deux suites (up) et (vp).

B- Dans cette partie on se propose d’¢tudier les deux suites (up) et (vp) définies précédemment.
1) Déterminer la limite de la suite (vp).
2) On a représenté dans la figure 1 de ’annexe ci jointe les courbes C; , Cs4, Cs et Cg
représentatives des fonctions f3 , fy , fs et fs.
a) Placer sur I’axe des abscisses les termes us, us, us et us de la suite (up).
b) Représenter sur ’axe des ordonnées les réels f3(u4), f4(us) et fs(ug).

3) a) Montrer que pour tout entier naturel p > 3, fy(u,+1) < 0.

b) En déduire que la suite (u,) est décroissante et qu’elle est convergente.

nu 1 L .. .
2 =—. En déduire la limite de la suite (uy).
u p

¢) Montrer que

EXERCICE 3 ( 5 points)
Dans I’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O,i j, E), on considere les points A(1,3,2),
B(1,-1,-2) et C(2,4,1) .

1) a) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.

b) Montrer qu’une €quation cartésienne du plan (ABC) est 2x—y+z—1=0.

2) Soit S la sphere d’équation x> + y*> + 7> - 6x - 2z - 4 = 0.
a) Déterminer le centre I et le rayon r de la sphére S.

b) Montrer que la sphere S coupe le plan (ABC) suivant le cercle ( I' ) de diamétre[AB] .

c¢) Montrer que la droite (AC) est tangente au cercle (I').

3) Soit h I’homothétie de centre C et de rapport 3 et S' ’image de la sphére S par h.
a) Déterminer le rayon de la spheére S' et les coordonnées de son centre J.
b) Montrer que le plan (ABC) coupe la sphére S'suivant un cercle (I'").

¢) Montrer que la droite (AC) est tangente au cercle (I'') en un point E que I’on précisera.

EXERCICE 4 (6 points)
Le plan est orienté.

Dans la figure 2 de I’annexe ci-jointe, le triangle OAB est rectangle isocéle en O et de sens direct.



H est le projeté orthogonal du point O sur la droite (AB), A' est le point du segment [OH] tel que
1
OA'= 5 OA et H' est le projeté orthogonal du point A" sur la droite (OB).

Soit f la similitude directe de centre O qui envoie A en A'.

1) Déterminer le rapport et I’angle de f.

2) Onnote B'I’image du point B par la similitude directe f.
a) Déterminer la nature du triangle OA'B’.
b) Construire le point B'.
c) Montrer que f(H) = H'.
3) Soit I le milieu du segment [ A'B] et J le milieu du segment [AA'].
a) Montrer qu’il existe un unique déplacement R qui envoie Jen O et I en H.

b) Montrer que R est une rotation dont on déterminera 1’angle.

¢) Soit K le milieu du segment [AB']. Montrer que JK=O0H' et que %,O—H') = —%[271] .
d) Déterminer alors R(K).
e) En déduire que IK=HH' et que (IK) et (HH') sont perpendiculaires.

4) Montrer que le quadrilatére IHK H' est un carré.
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REPUBLIQUE TUNISIENNE EXAMEN DU BACCALAUREAT
©0e SESSION DE JUIN 2012

MINISTERE DE L'EDUCATION | Epreuve : MATHEMATIQUES ! Durée:4 h | Coefficient : 4

SECTION : mathématiques Session de contréle

Le sujet comporte 3 pages.
Exercice 1 (3 points)

Une expérience aléatoire est représentée par I'arbre de probabilité suivant :

0.3 AnNnB
/
\

/
\
/
?\

Répondre par vrai ou faux a chacune des affirmations suivantes en 'justiﬂant la réponse :
1) p(A)=0,6.

2) La probabilité de B sachant A est egale a 0,7.
3) p(B)=0,7.
4) p(AuB) = 0,64.

Exercice 2 (4 points)

Soit a un réel strictement positif.

1) Résoudre dans C I'équation : zZ° - (1+i)az +ia® =0.

2) Le plan est rapporté a un repére orthonormeé direct (O, u,Vv) .
On désigne par A et B les points d’affixes respectives a et ia.
a) Quelle est la nature du triangle OAB ?

b) Déterminer I'affixe du point C tel que OACB soit un carré.

3) Soient P et Q les points du plan tels que les triangles OAP et AQC sont équilatéraux de
sens direct.

V3

a) Montrer que I'affixe de P est égale a (%+i7) a.

b) Calculer I'affixe du point Q.
¢) Montrer que les points B, P et Q sont alignés.
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Exercice 3 (3 points)

1) On considére dans ZxZ I'équation (E) : 7 x+ 18y =9,
a) Montrer que le couple (9,-3) est une solution particuliere de I'équation (E).
b) Résoudre dans Z x Z I'équation (E).

n =6 (mod7)

2) Résoudre alors dans Z , le systéme
n=15 (mod18)

Exercice 4 (5 points)

R

On considere dans le plan orienté un carré ABCD de centre O tel que (AB,AD) = —[2n].

i
2
On note |, J et K les milieux respectifs des segments [AB], [CD] et [AD].

Soit S la similitude directe qui transforme A en O et B en J.

1) Montrer que S est de rapport IE et d'angle % ;

2) a) Déterminer les images des droites (BC) et (AC) par S.
b) En déduire S(C).
3) a) Determiner I'image du carré ABCD par S.
b) En déduire que S(D) = K.
c) Soit Q le centre de S. Montrer que Q est le barycentre des points pondérés
(C,1)et(K,4).
d) Soit E le milieu du segment [OD]. Montrer que SoS(A) = E.

e) Construire Q.

4) Montrer que les droites (AE), (CK) et (DI) sont concourantes.

Exercice 5 (5 points)

1) Soit g la fonction définie sur ]{)+oo[ par g(x) =1+ x—x Inx.
a) Etudier les variations de g.
b) En déduire que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution x, dans ]0, '1-‘30[

Veérifier que 3,5 <xp< 3,6.

c) En déduire le signe de g.
In x
1+x%°

2) Soit f la fonction définie sur ]O+oo[ par f(x) =

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O, i, j) .

2/3



9ix)

a) Calculer f'(x) et vérifi f'i(x)= ————
) (x) et vérifier que f'(x) x(1+x2)‘

b) Dresser le tableau de variation de f.

2 — 1
c) Vérifier que f(yx, )= ;
) g (VX,) 7%,
d) Tracer la courbe (C). (On prendra xo = 3,6)

1
3) Soit (a,) la suite définie sur N* par a_ = Il” f(t) dt.
a) Montrer que la suite (a,) est croissante.

b) Montrer que pour tout x de l'intervalle J0,1[, Inx < f(x) < %ln X .

y o 1+1
c) En deduire que %[]— +nnJ < a, < 1~I+mn

n n
d) Montrer alors que la suite (a,) est convergente et que sa limite appartient a

l'intervalle [%,1].
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REPUBLIQUE TUNISIENNE
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2@ Durée:4 h
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Le sujet comporte 4 pages numérotées de 1/4 a 4/4,

La page 4/4 est a rendre avec la copie.

Exercice 1 : (3 points)
On considére dans Zx7Z , I'équation (E): 2x + 5y = 6.
1) a) Verifier que (3, 0) est une solution de ( E ).
b) Résoudre I'équation ( E ).
2) Soit (x, ¥) une solution de ( E).
a) Quelles sont les valeurs possibles de x Ay ?

b) Déterminer les couples (x , y), solutions de ( E ), tels que xay = 3.

Exercice 2 : (5 points)

Dans I'annexe ci-jointe (Figure 1), (O, i ]) est un repére orthonormé et (C) est le cercle de
centre O passant par les points A(2, 0) et A'(- 2, 0).
1) Soit P(x, y) un point du plan n'appartenant pas a (O. f), H son projeté orthogonal sur
laxe (O,i) et M (XY) le milieu du segment [PH].
a) Exprimer X et Y al'aide de x et y.

b) Montrer que lorsque P varie sur le cercle (C), M varie sur l'ellipse (E)d'équation

x—2+Y’=1.
4

c) Tracer l'ellipse (E) dans le méme repére(O, i, j ).

~
3
2) Soit Py (1.v3) et My (1,5).
La tangente (T) au cercle (C) en P, coupe I'axe des abscisses au point 1.
a) Montrer que I a pour coordonnées (4, 0).

b) Montrer que la tangente a l'ellipse (E) en M, passe par I.
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Exercice 3 : (6 points)
Soit f la fonction définie sur [0+ par f(x)=x-In(1 + x?).
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0.7, } ):s

- 2
I. 1) Montrer que pour tout x appartenanta [0+ [  f'(x)= (1><+ 1)5 .

2) a) Montrer que pour x>0, f(x)=x-2Inx - In(1 + _1;).
X

b) Calculer xli’rpr f(x) et 'l_im‘ KX’Q .

c) Calculer 'I_i.rpr[f(x) - x]. puis interpréter graphiquement le résultat trouvé.
3) Dresser le tableau de variation de f.
4) a) Donner une équation de la tangente A a la courbe (C) au point O.

b) Donner la position relative de la droite A et la courbe (C).

¢) Tracer dans le repére (O, 1, j) la droite A et la courbe (C).

Il. Soit G 1a fonction définie sur [O,E[ par G(x) =Im at - dt.
2 v o1+t

1) a) Montrer que G est dérivable sur [O,—g{ et déterminer sa fonction dérivée.

b) En déduire que pour tout x appartenant a [Og[ G(x)=x.

|
142

|
c) Calculer alors I :

2) On désigne par 4 l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (C), la droite A et

les droites d'équations x=0 et x=1,

a) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que :

Idx

|
[, In(1 +x%)dx =In 2—2+2_[01+x2.

b) En déduire la valeur de 4.
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Exercice 4 : (6 points)

Le plan est orienté.

Dans I'annexe ci-jointe (Figure 2), ABCD est un rectangle tel que AB=1et AD =

I+\/§
2

et FCDE et BFGH sont deux carrés.

1) On pose q=_l;\/§.

a) Montrer que q?=1-q.

b) Verifierque FG = q etque EG = q2.

2) Soit Sy la similitude directe de centre F, d’angle g et de rapport q.

a) Montrer que S4(C) =G,

b) Déterminer I'image du carré FCDE par S;.
3) Soit S; la similitude directe de centre G qui transforme H en E.

Montrer que S; est de rapport q et d'angle -% .
4) On pose h=S;0 Ss.

a) Montrer que h(D) =E.

b) Montrer que h est une homothétie de rapport q2.

¢) Montrer que AE = q° AD et en déduire le centre de h.

d) Montrer que les points A, G et C sont alignés.

e) Soit | =h(E) et J = h(F).

Construire les points J et | et déterminer alors I'image du carré BFGH par S..

5) On considére la suite (a,) définie sur IN par a =q”.

a) Vérifier que ao, a, et a, sont les aires respectives des carrés FCDE, BFGH et GEIJ.

b) On pose pour tout entier naturel n, #,= ag+ a;+...+ a,.

Exprimer /#, en fonction de n et vérifier que la limite de #, est égale a I'aire du

rectangle ABCD.
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Le sujet comporte 4 pages. La page annexe 4/4 est a rendre avec la copie.
Exercice 1 ( 5points)
Le plan est orienté dans le sens direct.

Dans I'annexe ci-jointe ( Figure 1) , IAB est un triangle isocéle en A, O est le
milieu de [BI], OA = 20I et (OI,0A) = g[Zn] .

Soit h 'homothétie de centre | et de rapport 2 et s la similitude directe de centre O,

de rapport 2 et d’angleg.

1) Déterminer h(O) et s().
2) Pour tout point M du plan, on note P son image par h et Q son image
par s.

Soit f 'application qui a un point M du plan associe le point M’ barycentre des
points pondérés (P, 3) et (Q, 1).

a) Soit O'=f(O). Montrer que OO' = é@ et construire le point O’.

SN

b) Soit I' = f(1). Montrer que II" = %m et construire le point I,

3) Dans cette question, on munit le plan du repére orthonormé direct (0,0I, OJ),

ou J est le milieu de [OA] et on note z I'affixe d’'un point M du plan.
a) Exprimer en fonction de z I'affixe zp du point P.
b) Exprimer en fonction de z I'affixe zq du point Q.

c) Soit ' I'affixe du point M" = f(M). Montrer que z' = %z —%.

d) Déterminer I'image par f du cercle de diamétre [Ol].
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Exercice 2 (5points)

Le plan est muni d'un repére orthonormé(O, i, 3)

2

1) a) Soit (E) I'ellipse d’équation XT+ y2 =1.

Déterminer les cordonnées des foyers de l'ellipse (E) et donner
son excentricité.

b) Soit (P) la parabole d’équation y* =2x +4.

Déterminer les coordonnées du foyer F de la parabole (P) et donner
une équation de sa directrice.

2) Dans I'annexe ci-jointe (Figure 2), on a tracé dans un repére orthonormé
(O, i, ])I’ellipse (E) et la parabole (P)

Soit (I") la courbe d’équation y? =-2|x|+4.

a) Vérifier que O, j )est un axe de symétrie de (T").

b) Tracer (I" ) dans le repere (O,T, ])

3) a)Soit C le cercle d’équation x2+ y? = 4.
Vérifier que pour tout réel t de [0,2], le point M(t, Ja-t? ) appartient a C.

b) On pose |, =jozx/4—t2dt. Montrer que I, = 7.
4) Calouler I, = ['V-2t+4 dt.

5) Soit .</ Tlaire de la surface limitée par la courbe (T') et I'ellipse (E).
Exprimer /" enfonctionde I, et I, puis calculer .

Exercice 3 ( 4points)
1) Soitdans ZxZ I'équation (E): 1111 x—10*y =1,
a) Veérifier que (- 9, -1) est une solution de (E) .
b) Résoudre I'équation ( E) .
2) Soit n un entier .
a) Montrer que s'’il existe deux entiers p et q tels que n=1111p et n=1+q104

alors (p, q) est une solution de (E).
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n=0 (mod1111)

b) Déterminer alors 'ensemble des entiers n tels que an
n=1 (mod10%)

c) En déduire le plus petit entier naturel multiple de 1111 et dont le reste dans la

division euclidienne par 10* est égal a 1.

Exercice 4 (6points)

1) Soit f la fonction définie sur |0,+oc[ par ¢ x):ln—x.
X

Déterminer f'( x)et dresser le tableau de variation de f.
gx)=e™ six>0
2) Soit g la fonction définie sur [0,+oc[ par |g(0) =0
a) Montrer que g est continue a droite en 0.

b) Montrer que g est dérivable a droite en 0.

c) Dresser le tableau de variation de g.

—

3) Dans I'annexe ci-jointe ( Figure 3), on a représenté dans le repére 0,1, i)

la courbe de la fonction f et la courbe de la fonction exponentielle.

a) Construire le point A de coordonnées (e,§ e)).
b) Déterminer et tracer la tangente a la courbe Cqde g au point d’abscisse 1.
c) Tracer la courbe C4 dans le repére O,1i,]) .
{u1 =1
4) On considére la suite (u,) définie sur N" par u=¢n)sin>2
a) Donner la limite de (un).

b) Déterminer I'entier naturel n pour lequel Un est maximal.
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REPUBLIQUE TUNISIENNE :
MINISTERE DE L'EDUCATION Epreuve : MATHEMATIQUES
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EXAMEN DU BACCALAUREAT :
Coefficient : 4

SESSION 2015

Section : Mathématiques Session de controle

Exercice 1 (4 points)

Le plan est orienté. Dans la figure ci-contre, ABCD est un carr€ inscrit

A
dans le cercle (€) de centre O, (AB, AD) E-g- [27:] et | et J sont les
milieux respectifs des segments [AD] et [AB]. i \ [
1) Soit f la similitude directe qui envoie A sur Bet IsurO. /
a) Justifier que f estd’angle -E et de rapport J2.
c

b) Déterminer le centre de f.

2) Ladroite (CJ) recoupe le cercle (€) en Eet soit H le projeté orthogonal du point B sur (AE).

a) Justifier que E est le milieu du segment [AH] et en déduire que EAEB=-EA?.

___

b) Montrer d’autre partque @ EAEB= f—TEA.EB :

3) On considére la similitude indirecte g de centre E qui envoie Bsur A.
a) Déterminer le rapport de g.
b) Soit O'=g(0). Justifier que le triangle O'EA est isoc¢le.
¢c) Montrerque O'A = Al.

4) Soit S=gof . Montrer que S est une symétrie orthogonale dont on précisera I’axe.

Exercice 2 ( 5 points)

il o

Soit (O,.i,j,k) un repére orthonormé de I’espace .

On considére les points A(-2,3,2) et B(2,3,2) et
I’ensemble S des points M(x,y.z) de I’espace

tels que X +},*2 +z2 —-6y—4z+9=0.

1) a) Montrer que S est une sphere et préciser
son rayon et les coordonnées de son centre 1.

b) Montrer que [AB]est un diamétre de S .
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2) Soit P le plan d’équation z = 2 et soit J (-6,3,2).

a) Vérifier que | appartient au plan P et en déduire que la sphére S coupe P suivant le cercle I de
diamétre [AB].

b) Dans le plan P, on considére le cercle I'' de centre J et de rayon 4.

Montrer que les cercles I' et I'' sont tangents extérieurement en A .

3) Soit E le point de coordonnées (4.3,0) . On considére I’homothétie hde centre E, de rapport % et on
désigne par Sla sphere image de S par h.
a) Deéterminer le rayon de S et les coordonnées de son centre I'.
b) Justifier que le plan P coupe la sphére S suivant le cercle T".

c) Ladroite (EA) recoupe S enA'.Soit B' le point diamétralement opposé a A" sur la sphere S
Montrer que les points E , B et B' sont alignés.

Exercice 3 (4 points)

On a recensé, dans un pays, les dépenses en dinars des ménages en produits informatiques et téléphoniques
de I"année 2004 jusqu’a I'année 2013.

Le tableau ci- dessous donne ces dépenses Y (en 10° dinars) suivant le rang de 1’année X.

Rang de I’année X I 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Dépenses Y ( 10°D) 038 |046 052 |078 |086 |092 [096 |1.02 |1.08 |1.20

Dans I’'annexe ci-jointe (Figurel), on a représenté dans le repére (0-1.,]) le nuage de points de lasérie (X, Y).

1) On se propose d’ajuster la série double (X, Y) par la droite de Mayer. (Les valeurs seront arrondies au
centieéme pres).

a) Déterminer les coordonnées du point moyen G de ce nuage.
b) Soit G; le point moyen des cing premiers points du nuage. Calculer les coordonnées de G.

c) Tracer la droite (GG)) dans le repere (Oj,-j),

d) Déterminer une équation de la droite (GG,) sous la forme y =a x+b.
e) En utilisant I’ajustement de cette série par la droite de Mayer, donner une prévision des dépenses des
ménages pour I’année 2019.
2) Onpose Z= ¢ Y et on obtient le tableau suivant :
X ] 2 3 4 3 6 7 8 9 10

Z 146 |[1.58 | 1.68 |2.18 | 2.36 251 1261 | 277 {295 | 3.32

a) Déterminer le coefficient de corrélation r de la série (X, Z).
b) Ecrire une équation de la droite affine de Z en X par la méthode des moindres carrés.
(les coefficients de la droite seront arrondis au centieme).

¢) En utilisant cet ajustement, donner une prévision des dépenses de I'année 2019.
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Exercice 4 (7 points)

I- 1) Soit la fonction udéfinie sur ]0, +oc:[ par u(t) =3In(1+1t) -"Tt—-t—.
+

a) Dresser le tableau de variation de la fonction u.
b) En déduire le signe de u.

f(x) =x[In(1+x)-Inx] si x €]0,1]

2) Soit la fonction f définie sur [0,1] par :
f(0)=0

a) Montrer que f est continue et dérivable a droite en 0 et calculer f;_l (0).
b) Vérifier que pour tout x € ]U, l] ; T'(x)= xzu[l] :
X

¢) Dresser le tableau de variation de la fonction f,
- On considére les fonctions g et h définies sur :0,1] par

Hh(x) =x’Inx six e ]U.I]
(h(0)=0
On designe respectivement par (Cr) (Cg) et (Cp) les courbes des fonctions f, g et h dans un

g(x)= x> In(x +1) et <

repére orthonormé (O,Tj)
- |
1) Montrer que la courbe (Cy) admet une tangente horizontale au point d’abscisse e 3,

2) a) Vérifier que pour tout réel xde [0,1] ; f(x)=g(x)—h(x).

b) Donner la position relative des courbes (Cy) et (Cy).
it
c¢)Soit T et T" les tangentes respectives a (Cy) et (Cy) aux points d’abscisse ¢ 3.

Montrer que T et T" sont paralléles.

3) Dans I'annexe ci-jointe (Figure2), on a tracé dans le repére (0,1]) les courbes (Cy) et (Cy) et
__I.
leurs tangentes aux points d’abscisse e 3.

a) Construire le point de (Cy) d’abscisse e_-:" et la tangente (T).
b) Tracer la courbe (Cy).

4) a) Justifier que h admet une unique primitive H sur l”intewal]e[ﬂ,ﬂqui s’annule en 1.

!
b) Soit o€ ]0.1] et A, = L x> In xdx . Exprimer A en fonction de H .

c) Calculer A, al’aide d’une intégration par parties.
d) En déduire H(0).

¢) Déterminer alors I"aire de la partie du plan limitée par les deux courbes (Cy) et (Cy) et les

droites d’équations x=0et x=1.
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Exercice 1 (5 points)

Le plan est orienté.
Dans la figure ci-contre ABCD est un rectangle direct de centre O

AOID et OCID sont deux losanges. Le point J est le milieu du
segment [CD]et le point L est le milieu du segment [BC].

1) Soit R la rotation de centre | et d’angle g o B :
a) Déterminer R(O) et R(D).

b) Montrer que R(A) =B. °
2) Soit g9 = Sy © Sy O Sppy- A

a) Veérifier que g(A) =C et g(D) =B.
b) Donner la nature et les éléments caracteristiques de g.

3) Soit h'homothétie de centre le point C et de rapport % etonposegp=Roho 9‘1.

a) Montrer que ¢ est une similitude indirecte de centre C.
b) Soit K le milieu du segment [IC]. Montrer que ¢(B) =K.
¢) Montrerque o =h o S(AC).

4) Déterminer 'image par ¢du rectangle ABCD.
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Exercice 2 {4 points)
Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct, on désigne par(E) l'eliipse d’équation :x? + 9 y?= 9.
Dans la figure 1 de I'annexe 1 jointe, (C,)est le cercle de centre O et de rayon 1, (C,)est le cercle de

centre Oet de rayon3, Nest le point de coordonnées (cos@, sinB). P est le point de coordonnées

(30059 ' 3sin6). ol O est un réel appartenant a ]Og{

1) Seit M le point de coordonnées (3cos , sinb).
a) Verifier que M est un point de l'ellipse (E).

b) Placer le point M.

c) Justifier gu'une équation de la tangente T a (E) en M est x cosf + 3y sind = 3.
2) La tangente T a (E)en Mcoupe I'axe des abscisses et 'axe des ordonnées respectivement

en Het K.
a) Determiner les coordonnées des points H et K.

9 1

b) Montrer que HK? = 4 .
) a cos’0 sin’0

3) Soit f la fonction définie sur JO, 32[{: par f(8) = HK?.

cos’ 0 + 3sin’0
cos’0 sin®0

a) Montrer que pour tout 6 e }0, g[ f(8) =2 (4sin’6 - 1)
b) En déduire que la distance HK est minimale si et seulement si 6 =g-.

¢) On désigne par D le point de I'ellipse (E)correspondanta 0 = g

Construire le point D ainsi que la tangente en ce point a l'ellipse (E).

Exercice 3 (4 points)
Soit a un entier naturel non nul et premier avec 5.

1) En utilisant les restes possibles de la division euclidienne de a par 5, montrer que a* =1 (mod 5).
2) Soit p et q deux entiers naturels non nuls tels que p<q etq=p (mod4).
a) Montrer que a% =a° (mod 5).

b) Montrer que a% =a° (mod 2).
c) En déduire que a® =a” (mod 10).
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3) Soit dans Z x Z l'équation (E) : 25 x-21y=4.

a) Veérifier que (11) est une solution de (E).

b) Résoudre dansZ x Z 'équation (E).

c) En déduire 'ensemble A des solutions de I'équation (E) dans N x N.

d) Soit(o,$) un élément de A. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n et premier avec 5,

n* et n”ont le méme chiffre d’unité.

Exercice 4 (7 points)

;

~In®x
—

Soit f la fonction définie sur [e““@,eﬁ] par f(x) =
On note Cssa courbe représentative dans un repére orthonormé direct (O, i, j).

1) a) Montrer que lim (MJ =e 2
x - e

K—e 2

b) En ecrivant

= g montrer que lim
f 1]
x-e'? Xv2 —In?x x g2 x(eV2y x—ge?

£(x) =-(‘nx+\5) Inx—+2 | [f(x) ]Hﬁ

interpréter graphiquement le résultat.

N

¢) Montrer que f n’est pas dérivable a droite en € *°.

2) On donne, ci-dessous, le tableau donnant le signe de f (x) le signe de f'(x) et les variations de

la fonction f. X ]
e

S I I A A

f(x)

Justifier queles points C et D, de coordonnées respectives (a, f(o)) et (B, f(B)), sont deux

points d'inflexion de C;.
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3) Dans la figure 2 de 'annexe 2 jointe, (O, i }) est un repere orthonormé direct ;
A et B sont les points de coordonnées respectives (Jf 0) et (—Jf 0);

C et D sont les points de coordonnées respectives (a, f(ac)) et (B, f(B));

I"est la courbe représentative de la fonction exponentielle.

—2 V2

a) Construire les points de C; d'abscisses e “, el et e¥.

b) Tracer la courbe c,dans le repére (O, i, j).

4) Soit g la fonction définie sur [—g‘ﬂ par g(x) = sinx

a) Montrer que la fonction g réalise une bijection de[—%,%—] sur {—.‘/2_5.‘2_5}

On note h sa fonction réciproque.

3 3

b) Montrer que la fonction h est dérivable sur{-__ _—] et que h'(x) =

2
2'2 1-x2

c) Soit ula fonction définie sur [e"‘,e] par u(x) = h['ﬁ]

NA

' 1
Montrer que pour tout x e e“,e , U(X) = —=——ee,
aep ( ] ) XV2 -In?x

e
d)En deduire que _[ _ & .

e1xv2-In?x 2

5) Soit A 'aire de la partie du plan limitée parC, I'axe des abscisses et les droites d'équations
x=e ! et x=e.

2 2
a) Montrer que A= 2 +I (-——I'-]-L] dx
e Lx 2-In3x

2
b) Vérifier que pour tout x € [e“,e], len T = = \/22I = - f(x).
xv2-In?x  x+/2-In?%x

c¢) En déduire la valeur de A.

416



Annexe 1 (a rendre avec la copie)

(C,)

Figure 1
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Annexe 2 (a rendre avec la copie)

-

S

Figure 2
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Les pages 5/6 et 6/6 sont a rendre avec la copie.

Exercice 1 (3 points)
Pour chacune des questions suivantes une seule des trois réponses proposées est exacte.

Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et la lettre correspondante a la réponse
choisie. Aucune Justification n’est demandee.

On représente une expérience aléatoire par I'arbre de probabilité ci-contre : AnB
1) La probabilité de I'évenement B sachant A estégale a: 0,
a) 0,7 b) 0,24 c) 0,11 A
n2 A~B

2) La probabilité de I'événement ANB est égale a :

a) 0,11 b) 0,18 c) 0,92 A~B
3) La probabilité de I'événement A sachant B est égale a: A <
e b) g g 2 0.1 A~B

7 7

Exercice 2 (6 points)

Le plan est orienté.

——4/\——-
Dans la figure 1 de 'annexe 1 jointe, ABC est un triangle direct tel que (BC ; BA] = —E[ZTT]

———vA—‘
et [CA , CB]s %[217]. Les points I, J et K sont les pieds des hauteurs du triangle ABC issues

respectivement des sommets A, B et C. Le point E est le milieu du segment [AC].
1) Montrer que le triangle AlE est équilatéral direct.

2) Soit S la similitude directe de centre A, de rapport J2 et d'angle —%.

Onnote A est la médiatrice du segment [IE] et on pose f=S 0 Sy.
a) Montrer que S(l)=B. En déduire que f(E)=B.

b) Montrer que f est une similitude indirecte de centre A et de rapport 2
c) Caractériser fof . En déduire que f(B)=C.

d) Montrer que 'image par f de la droite (BJ) est la droite (CK). En déduire que f(J)=K.
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3) Soit g la similitude indirecte telle que g(C) =A et g(K)=1I.

a) En remarquant que le triangle BCK est rectangle, isocele et direct, montrer que le point B

est le centre de g.

b) On pose D =g(A). Montrer que le point D appartient a la droite (BI).
e
c) Justifier que LAB X AD) = lGT-[Zn]. Construire alors le point D.

4) On pose ¢ =g o f.
a) Montrer que ¢ est une similitude directe. Déterminer @(A) et ¢(B).
; 5 7
b) Montrer qu’une mesure de I'angle de @ est =

5) Soit Q le centre de @.
Ny
a) Veérifier que D=¢ 0 ¢ 0 ¢(E). En déduire que (QE , QD} = —%[211].

b) On pose F =@ 0 @ 0 ¢(J). Montrer les droites (FD) et (JE) sont perpendiculaires.

c) Vérifierque F=¢ o cp(l). En remarquant que I1B =1E, montrer ique FD=FA.

d) Construire le point F. En déduire une construction du point Q.

Exercice 3 (4 points)
Soit dans C I'équation (E): z —(% +i ?—JZ+ 1=0.

1) a) Justifier que 'équation (E) posséde deux solutions distinctes. (On ne demande pas de déterminer
ces solutions) .

b) Déterminer z, + z,. En déduire que les solutions de I'équation (E) ne sont pas conjuguées.

On désigne par z, la solution telle que 21| >1 et z; l'autre solution.
On considére, dans le plan rapporté a un repére orthonormé direct (O,ﬁ,Q ) les points A, B,letJ

d’affixes respectives z4, z, 1 et -1.

o|d

2) a) Soit C le milieu du segment [AB]. Montrer que I'affixe du point C est z¢ = l?—e'
b) En utilisant (z, - z1)2 =(zp + z1)2 — 42,2,, montrer que (2, ~z1)2 - 4(2% = 1).

i S RUAY =
c¢) Montrer que (AB ) CI] i [AB : CJ] =0 [2m].

N
En déduire que la droite (AB) porte la bissectrice intérieure de I'angle ICJ.
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3) Soit (C) le cercle circonscrit au triangle 1AJ. On note K le centre de (C) et zk raffixe du point K

a) Prouver que K est un point de l'axe (O,Q). On pose 2k =iy, ouy est un réel non nul.
b) Soit M un point du plan d’affixe z. Justifier que (Me(C)) équivaut a ( |z—iy|2 =|1-iy|2 )
En déduire que (Me(C)) équivaut a ( zz+iy(z-2)=1 )

c) En remarquant que 2z =-1_, montrer que le point B appartient au cercle (C).
1 2,

4) a) Construire le point C dans le repére (O,G,G )
b) Construire la droite (AB) et la médiatrice du segment [AB].

c) Déduire une construction des points A et B, images des solutions de I'équation (E)

Exercice 4 (7 points)

2
Soit f la fonction définie sur ]0,+ [ par f(x)= In(f——J.
-+

On désigne par (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (OT])

A) 1) a) Calculer lim f(x). Interpréter graphiquement.

x—0
: Lol _
b) Calculer lim f(x) et montrer que lim ——==0. Interpréter graphiquement.
X—>+00 X—+o X
2) a) Montrer que pour tout xé]0,+ao[, f'(x)= X+2 "
X (x+1)

b) Dresser le tableau de variation de f.
¢) Montrer que f réalise une bijection de ]0,+oo[ sur un intervalle J que l'on précisera.

3) a) Résoudre dans R 'équation x?=x+1.
b) On note a la solution positive. Vérifier que la deuxiéme solution est égale a —%.
c) Montrer que la courbe (C¢) coupe I'axe des abscisses au point A d’abscisse a.

d) Montrer qu'une équation de la tangente T a (Cf) aupoint A est y= (1 + —L—)(x -a).
G

e) Vérifier que la tangente T passe par le point B(O ,—1 —%)
a
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4) Dans la figure 2 de 'annexe 2 jointe, on a tracé dans le repére (OT]) la droite D d’équation

y=x+2 etlacourbe I' de la fonction x:+— x? +1.

a) Construire les points A et B.

b) Construire la tangente T et tracer la courbe (Cs).

B) Soit nun entier naturel non nul.

X
On pose pour tout x> 1, Gn(x)zj f(t“) dt .
1

1) a) Montrer que pour tout X1, In(%) (x=1) < Gp(x) < f(x")(x—1).

X

n_ gt

b) Montrer que pour tout réel x > 1, Gn(X)zxf(x")—ln(%)—n(x-1)—1 s
+

ety
2) On pose J =nj ;
R : R

a) Montrer que Iim Ya=1.

n— +w

b) En utilisant B)1)a), montrer que Iim G, (%)= 0.

N—-+00

Ve —
c) Montrer que  lim Vo 1=In(cx).
N—>-+o0

Si=

d) Déterminer alors Iim J, .
N—+x
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Exercice 1 (5 points)

Le plan est orienté. Dans la Figure 1 de I'annexe jointe,

s 1

o ABC est un triangle équilatéral direct tel que [AB.AC]‘: 5-'2?\,: :

e %’ estle cercle circonscrit au triangle ABC et O son centre ;
e | estle milieu du segment [BC!;

o AICD estun rectangle direct.

1) Soit f le déplacement tel que f(A)--C e f(B) = A
Montrer que f est une rotation dont on précisera son centre et une mesure de son angle.
2) Soit g I'antidéplacement tel que 9(A)=C & g(B)=A.

a) Justifier que g est une symétrie glissante.
b) Montrer que g = tg; 0 S5, oU A est la médiatrice du segment N
3) Soit h I'homothétie de centre Aet telle que h(O)=1. On pose ¢ =gohof.

a) Montrer que  est une similitude indirecte de rapport z

b) Montrer que ¢(B}=C et ¢(O)=D.

4) Soit E=¢(C).
a) Montrer que le triangle DCE est isocele en D.
T 5.5
b) Justifier que [DC.DE) = ;{Zn J:

¢) Construire alors le point E.
d) Soit {1 le centre de .

Montrer que 0B = % BE. Consiruire le point ().

5
5) On pose &2 =y( &1).

Le cercle %% coupe le cercle ¥ au point ¢ et en un autre point M.On pose N~<p(|\/9

Montrer que les points (), B et M sont alignés. Construire alors le point N.
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Exercice 2 (3 poihts)

Une urne contient six pieces de monnaie :
e quatre pieces sont équilibrées ;
e les deux autres piéces sont truquées de fagon que la probabilité d’obtenir « FACE » est égale
2
=
On tire, au hasard, une piéce de l'urne et on effectue n lancers successifs de cette piece, n> 1.
On considére les évenements suivants :
e E : «lapiece tirée est équilibrée ».
» F_:«onobtient FACE pour les n lancers».

n

1) a) Déterminer p(E) , p(F,/E) et p(F,/E).

- o

b) Montrer que p(F,)= Z

n-1 nh
2) Montrer que p(F,,):%[(%) + (%) J

. Xp=n siF, est réalisé ;
3) Soit X, la variable aléatoire définie de la maniére suivante : {* " n

Xn= 0 sinon.
a) Donner la loi de probabilité de X,,.

b) Déterminer I'espérance mathématique de X,,.
c¢) Dans la figure ci-dessous,

. (O,ki‘,f) est un repére orthonormeé du plan,
. (C) est la courbe représentative de la fonction f définie sur [0, + o

X1 x )

. XAER 7 (2
ar f —1| = +{=! L
- 3{[2} [3])

o+ (C') est la courbe représentative de la fonction dérivée f* de f,

s lacourbe (C') coupe I'axe (O:) en un seul point d'abscisse X,.

« (T) est la droite d'équation y=f(x, ).

N\ @
(M)

©

o

Exploiter le graphique pour déterminer I'entier naturel n pour lequel I'espérance mathématique E (X, )
est maximale.
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Exercice 3 (7 points)
1) Soit g la fonction définie sur |0,+oc| par g{x}=1-x +xInx .
a) Etudier les variations de g.

b) En déduire que pour tout XGEO, +od] . T4 XxInx =X,

1
fix)=- -
2) Soit f Ia fonction définie sur [0,+ocn{ par ( ) 1+ xInx
f(O):—-1.

six>» 0,

On note (Ct) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, i).

a) Montrer que f est continue a droite en 0.

fix)-1
b) Montrer que Iim' —(2— = +nc. Interpréter graphiguement.
X0

¢) Calculer lim f(x). Interpreter graphiquement.

1+ Inx

3) a) Montrer pour tout X € |0,+0c(, f'(x)= - - 5.
(1+xInx)

b) Dresser le tableau de variation de f,

4) Dans la figure 2 de annexe jointe, on a tracé dans un repere orthonormé ( 0, i ]) les courbes

(Cy) et (C;) des fonctions définies sur |0, 1oc| respectivement par x  Inx et x» —}

a) Construire le point A de (Cq) d’abscisse ! etle point B de (Cy) d'abscisse 1- %.
e

En déduire une construction du point C de (Cf) d'abscisse 4
e

b) Déduire de la question 1) b) que pour tout x| 0,4+ o], f(x) =

X | -

3
'

Déterminer alors la position relative de | Cf) et (Og I

¢) Tracer la courbe (Ct).

5) On considére la fonction F définie sur [1,4 | par F{x]= j f (t) dt.
1

¢ 1 s
a) Montrer que pourtout t ¢ {1, + |, ———— < f(t}.
) RS l xl t+ tln{_t}] 2 ()
b) Montrer alors que pour tout x ¢ [1,-1- sal, In{n Inx) < F(x) € Inx.
F{x
c) Déterminer lim F(x) et lim —(——l
X-vboc Xdx X

6) Soit n un entier naturel non nul.
a) Montrer que fa fonction h: XX ~F(x) est une bijection de |1, +0c| sur [1+o0].
b) En déduire que 'équation h(X) =N admet dans {1,+<x:i; une seule solution G-
c) Montrer que o'_ifnt o =00
d) Verifi e Dé jors _lim =2
rifierque - Déterminer alors s
! g He n-vico M
G,
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Exercice 4 (5 points)

1) On considére, dans C, I'équation (E): z° —(1+i)z —i=0.
Résoudre Péquation (E). On note z, et z,, les solutions de (E).

2) Dans le plan rapporté a un repére orthonorme direct (O, u, v) on désigne par A, B, M, et M, les
points d’affixes respectives 1,1,z et z,.

Soit Z un nombre complexe distinctde 1, i, z, et z,.
5 . A ; . 2+
On note M et M' les points d'affixes respectives z et 2'= — .
Z-1

Justifier que les points M et M' sont distincts.
Dans la suite de I'exercice on prend z — i+2eie. ol B est un réel.
3) a) Montrer que M décrit le cercle I' de centre B et de rayon 2.

b) Montrer que 2' =14 o

c) Montrer que AM'=1 et que

N ooy -
u,AM'JE ——6 [21].
2 .

d) Déterminer I'ensemble des points M lorsque e point Mdecrit le cercle I'.
4) Soit P le milieu du segment [MM'| et Z son affixe.

n

On désigne par Q le point d'affixe z 4 = e Zp:

(N7 LW

a) Veérifier que Zp= >

i2 +2 ei( 0+3] = e"(i‘*"]

b) En déduire que z = —

02] {- a[ij— + %sin[ea-%] ]

5) a) Montrer que lorsque le point M varie sur le cercle L', le point Q varie sur l'ellipse £ d'équation

2
y-.[?_. :_1
2

1
¢) Montrer alors que z 5 = 3 cos

4x? +i
9

b) Dans la figure 3 de I"annexe jointe, on a tracé dans le repére (O, u, G) le cercle T, l'ellipse &,

et on a placé un point Msur le cercle I tel que lu'.éi\;l] = 0[2x]. Construire les points M' et Q.
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Exercice1 : (3 points)
Soient ABC un triangle rectangle en A et A la médiatrice du segment [AB].

Répondre par « Vrai » ou « Faux » en justifiant la réponse.

1) t,08, =10 Sye).
2) Sipg© bz © Spey = M.z

3) Sif est une isométrie fixant les points A et B alors f"0S »0f est une symétrie glissante d'axe A,

Exercice 2 : (4,5 points)
Dans le plan P muni d’'un repére orthonormé direct R(O, u,v), on considére les points |, C, D et K
d’affixes respectives 1 +i, 1+ 21, 2i et 3i.
1) a) Placer les points |, C, D et K dans le repére R.
b) Montrer qu'’il existe une unique similitude indirecte g qui transforme 1 en D et D en K.
c) Déterminer le rapport de g.
d) Déterminer I'image du triangle IDO.
2) Soit M un point du plan et M' son image par g.
On désigne par z et Z'les affixes respectives de Met M'.

a) Montrer que z'=- % (A+i)z+1+2i

b) Soit Q le centre de g. Déterminer l'affixe de Q.
c) Vérifier que K est le milieu du segment [QI].
d) Construire alors le centre Q et 'axe A de g.

3) Soit h = gog.

a) Montrer que h est une homothétie de rapport %

b) On considére la suite de points (A, ).y définie par: A, =1l etpourtoutneN, A ,=h(A ).
Déterminer et construire les points A, et A,.

c) Soit S, =AA, +AA, +..+A, A,

Montrer que la suite (S,),., est convergente et determiner sa limite.
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Exercice 3 : (3 points)

Une entreprise fabrique des piéces électroniques pour une marque de voitures. Une étude statistique
a prouvé que 6% des piéces fabriquées sont défectueuses.

L'unité de contrble rejette 97% des piéces défectueuses et 2% des pigces non défectueuses.

On choisit une piéce au hasard et on la soumet a un test de contréle.
On note D : " la piéce est défectueuse.” et R: "la piéce est rejetée par l'unité de controle.”

1) Traduire la situation par un arbre pondéré de probabilités.

2) a) Calculer la probabilité que la piece soit défectueuse et ne soit pas rejetée par l'unité de
contréle.

b) On dit qu'il ya erreur de contréle lorsque une piece défectueuse est acceptée ou une piéce
non défectueuse est rejetée. Calculer la probabilité pour qu'il y ait une erreur de contréle.

3) Montrer que la probabilité pour que la piéce soit acceptée est égale a 0,923.

4) Pour la commercialisation de ses piéces l'entreprise décide de faire passer chaque piéce a
trois contrdles successifs mais indépendants :

> Sila piéce est acceptée par les trois controles, elle sera commercialisée avec le logo de la
marque de voiture.

» Si elle est acceptée uniquement par deux controles, elle sera commercialisée sans le logo
de la marque de voiture.
» Si elle est acceptée uniquement par un contréle ou rejetée, elle sera détruite.
a) Montrer que la probabilité pour que la piece soit commercialisée sans le logo de la
marque de voiture est 3x(0,923)*x(0,077).
b) Déterminer la probabilité pour que la piéce soit détruite.

Exercice 4 : (4 points)

Dans 'espace muni d’un repére orthonormé (O, i, 3 E),on considére les plans P et P, d’équations
respectives P, : 3x-2y-2z=1et P, : 4x- 11y +2z=0.
1) a) Montrer que P4 et P> se coupent suivant une droite A.
b) Donner une représentation paramétrique de A.

Dans la suite de I’exercice, on se propose de déterminer les points de A a coordonnées
entieres.

2) On considéere dans Zx Z I'équation (E) : 7x - 13y = 1.
Veérifier que (2, 1) est une solution de (E) et résoudre I'équation (E).
3x -2y -2z =1

3) On considéredans ZxZxZ | steme (S) :
) SIS s ey (=) {4x~11y+22=0.

a) Soit (x,y,z)eZxZxL.

7x-13y =1,
2z = 11y - 4x.
b) En déduire 'ensemble des points de A a coordonnées entieres.

Montrer que (%, y, z) est solution de (S) si et seulement si {
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Exercice 5 : (5,5 points)

-1

Soit la fonction g définie sur R par g(x)=e?® si x=0 et g(0)=0.0n désigne par ¢ sa courbe

représentative dans un repére orthonormé (O, i, _]) du plan.

1)

a) Montrer que g est continue sur R.

b) Etudier la parité de g. Interpréter graphiquement le résultat.

2) a) Calculer Iurzm 9k et en déduire que gest dérivable en 0.
b) Montrer que gest dérivable sur R™ et que g'(x) = 9(3),pourtout x#0.
X

3)

c) Dresser le tableau de variation de g.
d) Montrer que g réalise une bijection de [0, + «| sur [0,1].
e) On désigne par g la fonction réciproque de g, expliciter g”'(x) pour tout x € [0, 1[.

a) Montrer que % admet deux points d'inflexions A et B que I'on déterminera.

(A désigne le point d'inflexion d’abscisse positive).

b) En annexe, on a représenté dans le repére (O, i. ]) les courbes & et ¥ d’équations

respectives y=e*et y=x?, pour tout x € R.

Construire dans le méme repere les points A et B et tracer la courbe %

Soit f la fonction définie sur [0, +oo| par f(x) =g*(x). Justifier que f est croissante sur [0, +o|.
Soit un entier n>2. On pose V(n)= TTJ.O ft) dt.

a) Interpréter graphiquement V(n).

b) Montrer que V(n) > TTJ‘; f(t) dt.

¢) En déduire que nlianij(n) =

d) Montrer que V(n)<ntr

V(n)

n

e) Déterminer I|m
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Exercice 1 : (5 points)
Le plan est orienté.

Dans la figure de I'annexe jointe, ABC est un triangle équilatéral direct de centre O.

|, J et K sont les milieux respectifs des cotés [BC|, [AC| et [AB].

Soit S la similitude directe de centre B et telle que S(J)=C.

2J3

1) Déterminer I'angle de S et montrer que son rapport est égal a TB

2) Soit (') le cercle de diameétre [AB] et (I'*) le cercle circonscrit au triangle ABC.,
a) Montrer que S (K) = O.
b) En déduire que S(I')=T"
c) Déterminer et construire le point A'=S(A).

3) La droite (OC) recoupe (I ') en P et la droite (BP) recoupe (') en Q.

On note S™' I'application réciproque de S.

a) Donner la nature et les éléments caractéristiques de S
b) Montrer que S'(A)=Q.

c) Quelle est la nature du triangle BJQ ?

d) Prouver que K est le milieu du segment [ Ql].

4) Soit 0 =S<S, o0 S

(A8) (48] est la symétrie orthogonale d'axe (AB).

a) Justifier que o est une similitude indirecte et déterminer ses éléments caractéristiques.
b) Déterminer o(Q) et o(J).
c) Ladroite (1J) coupe la droite (QB) en un point M.

Déterminer et construire le point M' =& (M).
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Exercice 2 : (4 points)
Soit ke I¥* et r le reste modulo 7 de k.

1) Montrer chacun des résultats suivants :
k®=1(mod 7), si et seulement si, r e {1, 2, 4}.

k® =6 (mod 7), si et seulement si, r ¢ {3, 5. 6}.
k® =0 (mod 7), si et seulement si, r = 0.
2) Soit (x,y) € N*xN*. Déterminer les restes possibles modulo 7 de x* +y”.

3) Pour tout a € N*, on désigne par E, ={ (x,y)e N*xN* x*+y° =a }

Montrer que les équations x* +y® =3(mod 7) et x*+y® =4(mod 7) n'admettent
pas de solutions dans N*xN*.

4) On consideére 'ensemble Egqoq. Supposons qu'il existe (x,y) e N *xN*tel que (x,y) € Eggqq-
a) Montrer alors que x=0 (mod 7) ou y=0 (mod 7).
b) Déterminer Eqqq-

Exercice 3 : (5 points)

On dispose d'une urne U, contenant deux boules noires et deux boules blanches et d'une ume U,

contenant une boule noire et trois boules blanches. Toutes les boules sont indiscernables au
toucher. On procéde a I'expérience aléatoire suivante :

On tire au hasard une boule de U,.

- Si elle est blanche, on la remet dans U, et on tire simultanément deux boules de U,,

- Si elle est noire, on la met dans U, et on tire simultanément deux boules de U,.

On considére les événements suivants :

A « La boule tirée de U, est blanche. »
B « On tire deux boules blanches de l'urne U, . »
C « On tire deux boules noires de 'urne U,. »

D « On tire deux boules de couleurs difféerentes de I'urne U,. ».
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1) a) Recopier et compléter |'arbre de choix suivant :

N

y’n‘ e~ AnD
ANB
06

A~B

A~C

AnD

b) Determiner p(B) et p(D).
c) Montrer que la probabilité qu'il ne reste aucune boule noire dans U, est égale a 1%

2) Soit X |la variable aleatoire ayant pour valeur le nombre de boules noires restantes dans U,.
a) Determiner la loi de probabilite de X.

b) Quelle est la probabilité qu'il reste au moins une boule noire dans U, ?

3) On repéte n fois de suite (n>1) et de maniére indépendante I'expérience aléatoire précédente.

On désigne par F, I'événement . « Il ne reste dans U, aucune boule noire pour les (n-1)

premiéres epreuves et il reste au moins une boule noire a la n®™ épreuve ».

Quelle est |a probabilité p, de F, ?

Exercice 4 : (6 points)
Soit f la fonction définie sur ]—L+ .—z_.[par f(x) = M
+X

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormeé (Dlj]

A)
1) a) Montrer que |im f(x)=+ w«. Interpreter graphiquement le résultat.

+
e |

b) Montrerque limf(x)=+ « et lim f(x) =0. Interpréter graphiquement les résultats.
Xopha

x—p+x X
2) a) Montrer que f est dérivable sur |-1.+ =],

x+|r|{1+21]' x> -1
[1+x]

c) Montrer que x +In(1+ x) > 0, si et seulement si, x > 0.

b) Montrer que f'(x)=

d) En déduire le tableau de variation de f.
e) Tracer (C).
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x f
B) Soit G la fonction définie sur [1, + «| par G(x) = j —(tt—) dt.
1

nﬂ

Pour tout entier n> 1, on pose V’1 = J' n f(t") dt et on considére la fonction F, définie sur[1, + o
1
" Of(t
par F_ (x)=I —(t—) Ut dt.
v

1) Montrer que G(x) = ;—lnz(1 +X) ~-;In2(2), e

2) Montrer que pour tout x>1 G(x")<F (x)<xG(x").
3) Montrer que F, est dérivable sur [1, + [ et que F', (x)=nf(x"), x>1.

4) En deduire que pour toutentier n>21 n 'V, = Fn(n—ﬂ).
n

nY { \N
5) a) Montrer que G{(nT”] J <nV, < (H—HJGL(QﬂJ ] Fos

/

\ 0 nln;(h]. Z
b) Vérifier que [9;—1J e "'l.En déduire que Ijm[-n—?] = e

c) Déterminer 1im nVn puis lim vV

MN—ssx Nops
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Exercice 1 (3 points)
SoitaeZ.

1) Déterminer les restes possibles modulo 6 de entier a?.
2) Vérifier que a® =a (mod 6).
3) a/ Montrer par récurrence que pour tout n € N, a?**! = a (mod 6).

b/ En déduire que pour tout entier n>1, a®" =a? (mod 6).

g : ;s x’ —y*=0(mod 6), .
4) Résoudre dans Z* le systéme

x2y% =1 (mod 6).
Exercice 2 (5 points)
Le plan est orienté dans le sens direct. Dans la figure 1 de ’'annexe jointe, ABC est
un triangle rectangle et isocéle en A de sens direct, le point O est le milieu du
segment [BC] et les triangles AEB et ACF sont équilatéraux directs.
5
1) Soit r; la rotation de centre A et d’angle ?7: Montrer que r1(B)=F et ri(E)=C.
2) Soit S la symétrie orthogonale d’axe (OA).
a/ Montrer que S([BE]) =[CF].

b/ Les droites (BE) et (CF) se coupent en un point .
Mentrer que les points A, O et £ sont alignés.

3) Soit f un déplacement qui envoie le segment [BE] sur le segment [CF].
a/ Montrer que f =r; ou f est la rotation ro d’angle _% et de centre .
b/ Construire le point A’ =rs(A) et montrer que ACA'F est un losange.
4) Soit g 'antidéplacement qui envoie B sur F et E sur C.
a/ Montrer que g est une symétrie glissante.
b/ Montrer que g(A)=A'.

¢/ Soit I le milieu du segment [BE] et J = g(I). Montrer que g =S 0 ¢;3-
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Exercice 3 (4.5 points)
Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O, ,7).

1
1) a/ Résoudre dans I'ensemble C I'équation : 22 +z+ = =0,
On note 27 et 25 les solutions avec Im(z;) > 0.

b/ Ecrire z; sous forme exponentielle.
Dans la figure 2 de l’annexe jointe , A et B sont les pomts d’affixes
1

respectives 1 et e 6 . A est la droite d’équation x=—— .

2
2) La droite A coupe la droite (OB) au point C.

Montrer que I'affixe du point C est égale a z;.
: oo L.
3) Soit D le point d’affixe zp = 3\/51.
a/ Vérifier que zp =z3.
Z2p — i b -
<= 1 ¥ g.
¢/ Construire le point D.

4) Soit z€C. ;

Montrer que (22+2z€R) équivauta (z€R ou Re(z)= —-2~) ;

5) Pour z € C \{ 1}, on désigne par M et N les points d’affixes respectives z et 2°.

b/ Montrer que

a/ Déterminer 'ensemble des points M du plan tels que les vecteurs
AM et AN sont colinéaires.

b/ Dans la figure 2 de 'annexe, on a placé un point P de la droite A d’affixe a .
Construire, en justifiant, le point @ d’affixe a.

Exercice 4 (7.5 points)
Partie A

Dans la figure 3 de ’'annexe jointe, on a tracé dans un repére orthonormé 0,1,)),
la courbe représentative (%,) de la fonction g définie sur R par g(x) = xe”.

1
a et f sont les réels tels que g(a) =1 et g(B) = 5
1) En utilisant le graphique,
a/ donner le tableau de signe de la fonction dérivée g’ de g,

b/ résoudre dans R chacune des inéquations ci-dessous.

g(x)<% et glx)< 1.

1
2) Montrer que a > 5
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3) Soit f 1a fonction définie sur R par f(x)=g(x)— (g(x))2.

On désigne par (6;) sa courbe représentative dans le repere (O, 1,]).
a/ Calculer f(a) et f(B).
b/ Calculer xl_i‘l_noo f(x). Interpréter le résultat.

¢/ Montrer que lim f(x) = —oco . Déterminer la branche infinie de (%7) au
x—+00
voisinage de +oo.

1
4) a/ Montrer que pour tout xe R, f'(x) =2g'(x) (-2- - g(x)).
b/ Dresser le tableau de variation de f.
¢/ Tracer (%) dans le repére (0,1 , ).

5) Soit & laire en (u.a) de la partie du plan limitée par (¥7), (€;) et les droites

d’équations respectives x=0 et x=a.
a

a/ Montrer que & = % ~ f xe**dx .
0

b/ En déduire que & = — — — + — .

Partie B o
Pour tout entier n>2, on pose J, = f (g(x))"dx.
0

1) a/ Montrer que 0<J, < ——.
n+1

b/ En déduire nl_l}}l Jp.
a
2) a/ Montrer que f (gx)"dx <, .

a—

N

1 1\1"
b/ Montrer que 7 [g (a— ;)l sd, = 1.

o el o
¢/ Justifier que {/n =e » puis montrer que lim /J,=1.

n—+o0o
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Exercice 1 (5,5 points)

Le plan est orienté. Dans la figure de I’annexe jointe,

A

e Le triangle OEB est rectangle en B et tel que [E)-E: . &é] = %[2'{(].

2.

S| A

— Ny
e Le triangle OEF est rectangle en E et tel que {FE 2 F’O] =
e Le point I est le milieu du segment [OF}.
1) On pose Ri—= S(OE) OS(OB) :

a) Justifier que R est la rotation de centre O et d’angle

2) Soit h I’homothétie de centre O et de rapport 2. On pose f=hoR .

b) Montrer que R (E) a0

a) Montrer que f (E)=F.

b) Montrer que f est une similitude directe dont on déterminera les éléments caractéristiques.

3) La médiatrice du segment [ IE | coupe la droite (BE) en un point A.
a) Montrer que f(B)= A.
b) Vérifier que EA = EO. Montrer alors que le quadrilatére AEIF est un losange.
4) Soit & la similitude indirecte telle que g(B) = A et g(E)=F.
On désigne par Q le centre de 8 et on pose K = g(F).

a) Montrer que le rapport de & est égal a 2.
: R Ly —_— A
b) Justifier que [FE : FA] = [EA , EF] [27:] .
P e

¢) En déduire que [FE ! FK] =T [2“] puis que F € [EK].

d) Montrer que le point €2 appartient & la droite (EF) privée du segment [EF].
e) En déduire 'axe de &
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f) Construire le point 2.
5) a) Montrer que g((QI))=(QA),
b) Montrer que les points §2,B et I sont alignés.
Exercice 2 (3,5 points)
On dispose d’une urne contenant cing boules portant les numéros —1,0,0,1,2.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
Une épreuve consiste a tirer simultanément et au hasard deux boules de l’urne.
1) On considére les événements :
A : «Les deux boules tirées sont de méme numéro.»
B: «Avoir au moins une boule numérotée 0.»

a) Calculer la probabilité de I’événement A.

b) Montrer que la probabilité de 1’événement B est égale a {6

2) On désigne par X la variable aléatoire égale au produit des numéros des boules tirées.
a) Déterminer la loi de probabilité de X.
b) Calculer ’espérance et la variance de X.

3) Une expérience consiste a répéter 1’épreuve précédente n fois de suite (n > ‘2) en remettant a

chaque fois les boules tirées dans 1'urne. On désigne par Y la variable aléatoire égale au nombre
de fois ou ’on obtient au moins une boule numérotée 0.
a) Déterminer P(Y = 1).

b) Déterminer la plus petite valeur de n pour que le nombre moyen de fois ot I'on obtient au moins

une boule numérotée 0 soit supérieur ou égal a 5.

Exercice 3 (4 points)

Partie A
Soit p un nombre premier tel que p >3 et p=2 (mod 3).
On considére dans Z 1’équation (Ep) X =1 (modp).
1) Montrer que si X =1 (modp) alors X est une solution de (E ).
2) Soit x une solution de (Ep).
a) Montrer que x* ! =1 (modp).
b) En déduire que X =1 (modp).

3) Résoudre dans Z 1’équation (Ep).
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Partie B
Soit dans Z D'équation (E,,): x° =1 (mod43).
1) Montrer que x° =1 (mod 43) si et seulement si X =1 (mod43) ou x> + x +1= 0 (mod 43).
( On pourra remarquer que x° —1 = (x —1) (x* + x +1). )
2) a) Vérifier que (2x +1)° +3 = 4(x" +x+1) et que 30°= —3 (mod43).
b) Montrer que x2 + x + 1 = 0 (mod 43) si et seulement si (2x + 1)* = —3 (mod43).
c¢) En déduire que :
% +x+1=0(modd3) = (2x—29)=0 (mod43) ou (2x + 31)=0 (mod43).

3) a) Vérifier que 22 est un inverse de 2 modulo 43.

b) Résoudre dans Z l’équation (E ;).

Exercice 4 (7 points)

eX

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 5
1+e*

On note (Q) sa courbe représentative dans un repéere orthonormé (O, iy j).

Partie A
1) Montrer que f est paire.

2) Montrer que lim f(x) = 0. Interpréter.
X—400

(1—e™) e
3) a) Montrer que f'(x) = ——————, pour tout réel x.
@re)

b) Dresser le tableau de variation de f .

4) Tracer (Q)

Partie B

In x
Soit F la fonction définie sur ]0,+00[ par F(x) = fo ] f(t) dt.

1) Montrer que F est dérivable sur ]0,-{-00[ et calculer F'(x) pour tout x > 0.

™
2) a) Montrer que la fonction g définie par g(x)=tanx est une bijection de |0,~
2

sur }0,4-00[ :

On note g~ la fonction réciproque de g.

2 . -1 1 -1
b) Déterminer g~ (1) et im g (x).
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¢) Montrer que g~ ' est dérivable sur ]0,-*-00[ et que (g7')'(x) = —1——2—, pour tout x > 0.
Lk

3) Montrer que F(x) = g (x) — %, pour tout x>0

4) Soit X\ >0. On désigne par A(\) l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (Q) , axe des

abscisses et les droites d’équations respectives x = —X et x =\

a) Montrer que A(\) = 2F(e).
b) Déterminer >\lim A(N).

=500

Partie C

1
Pour tout n € N, on pose I, =f t" F(e') dt.
0

1)a) Montrer que pour tout réel t >0, 0< F(e') < é;l

b) En déduire lim s

n—-+oc

2)a) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que 1 =

b) En déduire que lim nl = g l(e)— =z
n—-+og: -

4/5

F(e) 1 |
—_— t f(t) dt.
n+1 n+1f0 ()
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