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SERIE 9: PROBABILITES: M.DIOP
Exercice 1 ;0n lance simultanément 3 dés cubiques désignés par les lettres : A, B, C.

Les faces de chaque dé sont marquées 1,2,3,4,5,6.

Le résultat d’un lancer est noté (a, b, C) ou &, b, C désignent les points marqués respectivement
parles dés A, B,C.
1-)Combien y a-t-il d’éventualités ?
2-)Avec le résultat (a, b, C) d’un lancer, on écrit I'’équation :
az’ —bz+c=0 avec zeC.

Les trois dés étant parfaits, calculer la probabilité des événements E,; et E, suivants:

E, :«1+1i et 1—i sontsolutions de I'équation » ;

E, : « L’équation admet une solution double réelle ».

Exercice 2
1)a)Déterminer la solution générale de 'équation différentielle : y" — 2y’ +2y =0

b)Soienta, b et ¢ des réels.
Montrer que la solution générale de I'équation ay’’ — by’ + ¢y = 0 est de la forme

x — e*(cycosx + c,sinx) ou c; et ¢, sont des constantes réelles si et seulement si a, b et ¢

sont proportionnelsal,2et2.
2)0n lance trois fois de suite un dé dont les faces sont numérotées de 1a 6 et on note a chaque
fois le numéro de la face de dessus .Chaque numéro a la méme probabilité d’apparaitre .On
appelle a, b et ¢ les résultats des premier, second et troisiéme jet du dé.
Quelle est la probabilité pour que la solution générale de I'équation différentielle

ay' — by’ + cy = 0 soit de la forme x +— e*(c,cosx + c,sinx) ol c; et c, sont des réelles ?
Exercice 3 ;Un gardien de but doit faire face, lors d'une démonstration a un certain nombre de
tirs directs .Les expériences précédentes conduisent a penser que :
* S'il a arrété le nieme tir, la probabilité pour qu’il arréte le suivant ( n+1)ieme est 0,8.
* §’il a laissé passer le ni¢me tir, la probabilité pour qu’il arréte le suivant est 0,6.
*La probabilité pour qu’il arréte le premier tir est 0,7.

A, estI'événement : « Le gardien arréte le nitme tir ».0n a donc P(Al) =0,7.

Si E estun événement alors E représente I'événement contraire.
1-)a-)Donner, pour N 21, les valeurs de P(An+1 / An) et P(A,Hl /A_n)
b-) Exprimer P(Aml N An) et P(An+l N E) en fonction de N .
¢-) En déduire que, pour tout n>1, P(A ,)=0,2P(A, )+ 0,6
2-)0n pose, pourn =1, p, =P(A ) et U, = p, —0,75.
a-)Montrer que (U n ) est une suite géométrique de raison 0 ,2.
b-) En déduire I'expression de P, en fonction de N.

c-) Montrer que P, admet une limite que I'on calculera.

Exercice 4 ;Une maladie atteint 7%de la population. On dispose d'un test biologique pour la
détecter. Ce test donne les résultats suivants :
- Chez les biens portants, 4% des réponses positives et 96% des réponses négatives.
- Chez les malades, 92% des réponses positives et 8% des réponses négatives.
On décide d’hospitaliser tous les individus positifs.
On pose M I'événement : « étre malade »
T I'événement : « avoir le test positif »




a. Traduire les trois probabilités d’en haut.
b. Déterminer P (T)
On décide d’hospitaliser tous les individus positifs.
Déterminer le pourcentage de bien portants parmi les individus hospitalisés et le pourcentage
d’individus malades parmi ceux qui ne sont pas hospitalisés.
Exercice 5:Une urne contient quatre jetons qui portent le nombrel, deux qui portent le nombre

1
e et six qui portent le nombre —.
e

On tire successivement avec remise deux jetons de l'urne et on note par X et y les nombres
lus, respectivement sur le premier et le deuxieme jeton tirés.
A cette expérience, on associe le point M d’affixez=Inx+ilny.

1. Le plan étant muni d'un repere orthonormé (O, D,\7) , déterminer la probabilité de

chacun des événements suivants:
A:« M appartient a I'axe des abscisses “
B:« M appartient a I'axe des ordonnées “;

«

C :« M appartient aux deux axes “;
D :« M n’ appartient a aucun des axes “;

E : «'angle (OM ,ﬁ) est égal a —% “

F :«lepoint M appartient au cercle trigonométrique “;

2. Soit X lavariable aléatoire réelle, qui a chaque tirage associe la distance OM .
a) Déterminer la loi de probabilité de X .
b) Déterminer et représenter la fonction de répartition de X .

Exercice 6 ;Pour un examen dix examinateurs ont prépare chacun deux sujets. On dispose donc
de vingt sujets que 'on place dans des enveloppes identiques. Deux candidats se présentent :
chacun choisit au hasard deux sujets ; de plus les sujets choisis par le premier candidats ne
seront plus disponibles pour le deuxieme.

On note Ay I'événement : « les deux sujets obtenus par le premier candidat provienne du méme
examinateur » et Az « les deux sujets obtenus par le deuxiéme candidat proviennent du méme
examinateur ».

1
1. Montrer que la probabilité de I'événement A; est égale éE.

2. a.Calculer directement la probabilité conditionnelle P (A2 / A1).
b. Montrer que la probabilité que les deux candidats obtiennent chacun deux sujets

i 1
provenant d'un méme examinateur est ——

3) a. Calculer P(A2 /E) b. En remarquant que A, =(A, NA) U (A2 mE) . Calculer P (Az)

puis en déduire que P(A2 U Al) = %

4. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de candidats qui ont choisi chacun deux sujets
provenant d'un méme examinateur. La variable aléatoire X prend donc les deux valeurs 0,1 ou 2.
a. Déterminer la loi de probabilité de X.
b. Calculer I'espérance mathématique de la variable aléatoire X.

Exercice 7 ;Pendant I'année scolaire, la cantine d'un lycée propose souvent du riz.
Le premier jour de I'année, il y’a 2 chances sur 5 qu’elle propose du riz.
Si elle en propose un jour, il y’a une chance sur 3 qu’elle en propose le lendemain.



Si elle n’en propose pas un jour, il y’a une chance sur 3 qu’elle n’en propose pas le lendemain.
On appelle |, 'événement « la cantine propose du riz au n'*™¢ jour » et K,, 'événement « la
cantine n’en propose pas le n'*™€jour » .
Soit p,, la probabilité de 'événement J,,.

1. Déterminer p(J,/J;1) et p(Jo/K7). En déduire p, .

1 2
2. Montrer que p, = — 3Pn-1 + 3"
. . s 1
3. Soit (uy) la suite définie par u, = p, — 3
a. Montrer que (u,) est une suite géométrique dont on donnera le premier terme et la
raison.
b. Calculer u, puis p, en fonction de n.

c. Un éleve de I'établissement, fin mathématicien ne mange les jours pairs .

Montrer que a chaque fois qu’il se rend a la cantine la probabilité qu’il a de manger du
. . 1,8
riz est comprise entre - et —.

Exercice 8 ;:Un joueur lance deux dés dont les faces sont numérotées de 1 a 6. On suppose que
les dés sont non truqués et donc que pour chaque dé, toutes les faces ont la méme probabilité
d'apparition.
Le joueur suivant les régles suivantes:
- Si les deux dés donnent le méme numéro alors le joueur perd 10 points
- Siles deux dés donnent deux numéros de parités différentes (1'un est pair et I'autre impair)
alors il perd 5 points.
- Dans les autres cas il gagne 15 points.
Le joueur joue une partie et on note X la variable aléatoire correspond au nombre de points
obtenus par lui.
a . Déterminez la loi de probabilité de X puis calculez I'espérance de X.
b. Représentez graphiquement la fonction de répartition de X.

Le joueur effectue 10 parties de suites. Les résultats des parties sont indépendants les uns des
autres.
On appelle alors Y la variable aléatoire égale au nombre de fois que le joueur gagne 15 points.

c. Expliquez pourquoi Y suit une loi binomiale. Quels sont les parametres de Y?

d. Quelle est la probabilité que le joueur gagne au moins une fois 15 points?

e. Combien de fois le joueur peut espérer gagner 15 points?
Le joueur joue n parties de suite.

f. Quelle est la probabilité qu'il gagne au moins une fois 15 points?

g. A partir de quelle valeur de n sa probabilité de gagner au moins une fois

15 points est strictement supérieure a 0,9999 ?

Exercice 9 ;Un entraineur d'une équipe de football a étudié les statistiques de tir au but
(pénalty) de ses joueurs. Il a alors remarquer que sur une série de cinq tirs au but, un joueur
pris au hasard dans son équipe marque
- 5 buts avec une probabilité de 0,2
- 4 buts avec une probabilité de 0,5
- 3 buts avec une probabilité de 0,3.
Chaque joueur, a 'entrainement, tire 2 séries de 5 ballons. On admet que les résultats d'un
joueur a chacune des 2 séries sont indépendants.
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de tirs aux buts réussis par un joueur au cours d'un
entrainement.
I. a. Calculez la probabilité, pour un joueur pris au hasard, de réussir tous ses tirs au
buts lors d'un entrainement.
b . Précisez les valeurs possibles pour X et établir sa loi de probabilité.
(on pourra s'aider d'un arbre).
c. Calculez I'espérance de X .



IL. L'entraineur considere que le joueur a réussi I'épreuve des tirs au but lorsque X > 8.
Montrez que la probabilité pour un joueur de réussir cette épreuve lors d'un
entrainement est égale a 0,61 .

IIL.Chaque joueur participe a 10 séances d'entrainement.

On admet que les épreuves de tirs au but sont indépendantes les unes des autres.
On appelle Y la variable aléatoire égale au nombre de succés d'un joueur a I'épreuve
des tirs au but au cours des ces 10 entrainements, c'est a dire le nombre de fois ou
il a marqué au moins 8 buts.

Si au cours d'une séance d'entrainement, il ne marque pas au moins 8 buts,

on dit qu'il a eu un échec.

Les résultats seront donnés par défaut, avec 3 chiffres apres la virgule.

Calculez pour un joueur :

a.la probabilité de n'avoir aucun échec lors des 10 séances.

b . la probabilité d'avoir exactement 6 succes .

c . la probabilité d'avoir au moins 1 succes.

III .Calculez le nombre minimale d'entrainement auxquels doit participer
un joueur pour que la probabilité d'avoir au moins un succeés soit supérieure a 0,99.

Exercice 10 ;0n considere plusieurs sacs de billes S1, Sz, ..., Sy, ... tels que :
- le premier, S1, contient 3 billes jaunes et 2 vertes ;
- chacun des suivants, Sz, S3, ..., Sy, ... contient 2 billes jaunes et 2 vertes.

Le but de cet exercice est d’étudier I'évolution des tirages successifs d’'une bille de ces sacs,
effectués de la maniére suivante :

- on tire au hasard une bille dans S; ;

- on place la bille tirée de S; dans S, puis on tire au hasard une bille dans S; ;

- on place la bille tirée de S; dans Ss, puis on tire au hasard une bille dans Ss;

- etc.

Pour tout entier n >1, on note E, 'événement : « la bille tirée dans S, est verte » et on note
p (En) sa probabilité.

1. Mise en évidence d’une relation de récurrence

a. D’aprés I'énoncé, donner les valeurs de p (E1) , pE1 (E2), pE; (E2).

En déduire la valeur de p (Ez).

b. A l'aide d’un arbre pondéré, exprimer p (En:1) en fonction de p (En).

2. Etude d’une suite

W = 2
175
On considere la suite (u,) définie par :

pour toutn >1.

a. Démontrer que la suite (u,) est majorée par 1.

b. Démontrer que (u,) est croissante.

c. Justifier que la suite (un) est convergente et préciser sa limite.

3. Evolution des probabilités p (Ex)

a. A l'aide des résultats précédents, déterminer I'évolution des probabilités p (Ex).
b. Pour quelles valeurs de I'entier n a-t-on : 0,499996< p (E.)<60,5?
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Exercice n° 1 : (Isométries du plan).
Le plan est rapporté au repere orthonormée (O; 2 ; 7 ). On consideére la transformation:qui au point
3 4 13
r=——zT+_y+ —
M (z,y) associe le point M'(x’;y’) définie par f : 4 5 3 5 6 5

'=_—xz+ _—y+ -
Y 5 5y 5
® Montrer que f est une isométrie du plan.
O (Quel est 'ensemble des points invariants par f.
® Déterminer f o f.

® Déterminer le vecteur ¥ et la droite (D) de vecteur directeur ¥ telsque f = Sot=1toS ou
t designe la translation de vecteur ¥ et S la reflexion d’axe (D).

Exercice n° 2 : (Calculs intégrales).

™

On donne : I, = /Z tan"xdx .
0

O Justifier I'existence de I,.
® Sans calculer I,,, démontrer que la suite (I,)nen est positive et décroissante.

® (a) Pour tout entier naturel non nul, déterminer la dée de tan™*'z.

(b) Déduire, que pour tout nombre entier naturel m non nul on a : I, + I, 41 = ——.

n+1
1 1
(¢) Montrer que : ——— < I, < .
2(n+1) n-+1
(d) Déterminer-la limite de la suite (Ip,)nen~ -
Ezercice n° 3 : (Isométries du plan).

Soit AFED un rectangle tel que AE = 2AD et (ﬁ, E) = 7;[2#]. On designe par B et C

les milieux respectifs des segments [AE] et [DF] et par I et J les centres respectifs de ABCD et
BEFC. Les droites (AD) et (BF) se coupent en un point K.

O Soit f isometrie du plan telle que : f(A) = E; f(B) = Bet f(D) = F.
(a) Déterminer les images des droites (AB); (BC) et (DC) par f.
(b) En déduire que f(C) = C.
(c) Caractériser alors 'isométrie f.
® Soit g l'isometrie du plan telle que : g(F) = C; g(F) = D et g(C) = A et R la rotation de
centre B et d’angle —g.

(a) Déterminer les images des points E , F' et C par 'application R o g.
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3
(b) En déduire que g est la rotation de centre B et d’angle de mesure Py

()
(d)
(e) Caracteriser alors l'application R o t.

® Soit h isometrie du plan telles que : h(A) = C; h(B) = F et h(D) = B.

Caratériser 'application : t = S(gr) © S(Bc)-
Déterminer les droites (A) et (A) telles que R = S(a) 0 S(c) et t = SBcy © Say-
a) Montrer que h ne fixe aucun point du plan.

)

¢) Montrer que la droite (IJ) est axe de h et I—.} est le vecteur de h.

(

(b) En déduire que h est une symetrie glissante.

(

(d) Caractériser alors chacune des applications suivantes : h o S(ry) et t3; o h.

Ezercice n° 4 : (Calculs intégrales).

On donne les expressions suivantes :
1
A(@) = [Bz—1 — 2| +|5z — 3| — J|o = 7|[[*; B(z) = [1-[3 — |z — 7|3 +dalz||]|]
O Ecrire A et B sans barre de valeur absolue sur Uintervalle [—1; 5].

5 5
® Calculer les intégrales : H = / A(x)dx et S = / B(z)dx.
-1 -1

Exercice n° 5 : (Dénombrement).

Résoudre dans N les equations suivantes :
On!l=(n-1)!+4n—-1)+6.
0 A% =T2n.
® 2C2 + 6C? = 9n.
® (C?)3—-27(C?*)+54=0
® (A3)2 —27(A3)+54=0

Exercice n° 6 : (Dénombrement).

Une urne contient 12 boules numérotés de 1 a 12. On tire 3 boules de cette urne. Calculer le nombre
de tirages distincts dans les trois cas possibles suivants :

® Les boules sont tirées 'une apres 'autre en remettant chaque fois la boule tirée dans I'urne.
® Les boules sont tirées I'une apres 'autre sans le remettre dans 1'urne.

® Les trois boules sont tirées simultanément.

Exercice n°7 : (Dénombrement).

O A lafin de 'année scolaire, tous les éléves se serre la main. S’il y a 30 éléves, combien de poignées
de mains sont échangées ?

® Un tournoi sportif compte 8 équipes engagées. Chaque équipe doit rencontrer toutes les autres
une seule fois. Combien doit-on organiser de matchs?

Exercice n° 8 : (Dénombrement).

Une urne contient 7 Boules numérotées de 1 a 7. On tire 2 boules de I'urne simultanement.
® Quel est le nombre de tirages possibles?
O (Quel est le nombre de tirages pour que la somme des numéros des boules tirées soit pair?

® (Quel est le nombre de tirages pour que la somme des numéros des boules tirées soit impair ?
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Exercice 1. 1. Démontrer que si a, b et ¢ sont trois entiers relatifs tels que
a® + b3+ ¢ est divisible par 3, alors la somme a + b+ ¢ est aussi divisible par
3.

2. Démontrer que si a® 4+ b° + ¢ est divisible par 9, alors l'un au moins des trois
nombres a, b et c est divisible par 3.

3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que a® + b + & soit
divisible par 9.
Exercice 2. 1. Déterminer les couples (x,y) € N+ N tels que 2° —y* = 1.
2. p €N, premier, déterminer les couples (x,y) € N* N tels que 2* — y* = p.
Exercice 3. 1. En utilisant ["algorithme d’Fuclide @ a = 41 et b = 27, trouver
une solution particuliére dans N x N de ['équation 41x — 27y = 5.
2. Résoudre dans N x N ["équation 41x — 27y = 5.

Exercice 4. Soit N € N* tel que N = aabb dans le systéme décimal.
1. Démontrer que N est un multiple de 11.

2. Trouver une relation entre a et b pour que N soit un multiple de 112

Exercice 5. Trouver les couples (a,b) de N x N non nuls tels que :

1 ab = 1734
PGCD(a;b) =17

9 a+b=1152
PGCD(a;b) = 64

o 22n+3

Exercice 6. Démontrer que ¥Yn > 1 on a 5°" est divistble par 7.

Exercice 7. Vn =1, on pose U, =1+3+3* 4+ ...+ 3" L
1. (a) Démontrer que si U, = 0[7] alors 3" — 1 = 0[7].
(b) Réciproquement, démontrer que si 3" — 1 = 0[7] alors U, = 0[7].

2. En déduire les valeurs de n pour lesquelles U,, est divisible par 7.

Exercice 8. 1. Quel peut étre le reste de la division euclidienne par 7 d’un cube ?
2. Quel peut étre le reste de la division euclidienne par 4 d’une somme de deuz
carrés ?
Exercice 9. 1. Déterminer {x € N tel que z° = z[5]}.

2. Déterminer {x € N tel que x> — x4+ 1 soit divisible par T}.

Exercice 10. Soit n € N*; trouver n pour que les nombres suivants soient premiers
entre eur :
1. 3x+1 et Tn+ 2.

2. 5n+5 et 8n + 6.
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| Exercicel || (4 points)

Une entreprise fabrique en grande quantité des sacs poubelle.
On admet que 3% des sacs de la production présentent un défaut.
On controéle les sacs d'un lot.
Ce controle refuse 94 % des sacs avec défaut et accepte 92% des sacs sans défaut.
On préleve un sac au hasard dans le lot.

On considére les événements suivants
e D :«le sac aun défaut »,
e A : «le sac est accepté a I'issue du controle ».
(1) Déduire des informations figurant dans I'énoncé : p(D), p p(A), pp(A).
(2 [(a) Déterminer p(A/D).
(b) Calculer p(AND) et p(AnD).
(3) Déduire de ce qui précede p(A).

(+) Calculer la probabilité qu’un sac soit défectueux sachant qu'’il a été accepté par le contrdle.

| Exercice 2 ||  points)

Une urne contient 5 boules rouges numérotées 1,1,1,0,0 et 4 boules vertes numérotées 1,1,1,0.

Lépreuve consiste a tirer simultanément trois boules de I'urne.
(1) Calculer la probabilité des événements :
e A «obtenir 3 boules de la méme couleur »,
e B «obtenir 3 boules portent le méme numéro »
(2) A et B sont- ils indépendants?
(3) Calculer la probabilité d’avoir 3 boules de la méme couleur ou trois boules portant le méme numéro.

(1) Calculer la probabilité d’avoir au plus une boule verte.

| Exercice 3 || (5 points)

Un gardien de but doit faire face a un certain nombre de tir direct ( penalties).

Les expériences précédentes montre que :
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e S'il a arrété le néme tir, la probabilité pour qu’il arréte le suivant (le (n+1)'"™¢ ) est =

o S'il a laisser passer le n'°™® tir, la probabilité pour qu’il arréte le suivant (le (n+1)¥™® ) est 5
7

e La probabilité qu’il arréte le premier tir est 10"

.. 7
Soit A, I'événement « le gardien arréte le n'®™ tir » on a donc p (A1) = 0"

@ (@ Calculer p(Az|Ay) et P (Ag |A_1) en déduire p(As).
(b] Calculer p(A1]|As).

(2 (2] Calculer pourn>=1, P(Ap+1lAy)etp (An+1 IA_n)
(b] Calculer p(A, 1) alaide de p(A,).

g 1 3
En déduire que p,+1 = FPn+ ¢ avec P(An+1)=pn+1 et p(Ay) = pa.

) 3
(3) Soit qn:pn—z.

(a)] Montrer que (q,) est une suite géométrique et en déduire g, puis p, en fonction de n.

(b] calculer alors lim p,.
n—+oo

| Exercice4 || (5points)

Une enquéte a montré que :

e avant de passer I’épreuve théorique du permis de conduire (c’est-a-dire le code) 75% des candidats ont

travaillé tres sérieusement cette épreuve,
¢ lorsqu’un candidat a travaillé tres sérieusement, il obtient le code dans 80% des cas,
e lorsqu’un candidat n’a pas beaucoup travaillé, il n’obtient pas le code dans 70% des cas.

On interroge au hasard un candidat qui vient de passer I’épreuve théorique (on rappelle que les résultats
sont connus deés la fin de ’épreuve).

On note
e T I’événement «le candidat a travaillé tres sérieusement »
e R I’événement «le candidat a réussi le code ».
Les probabilités seront données sous forme décimale, arrondies éventuellement au millieme.

(1) Traduire les données a I'aide d’un arbre pondéré.
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(2) [(a) Calculer la probabilité de 'événement «le candidat a travaillé trés sérieusement et il a obtenu le

code ».
(b] Montrer que la probabilité p(R) quun candidat réussisse a 'épreuve théorique est égale a 0,675.
(3) Le candidat interrogé vient d’échouer. Quelle est la probabilité qu’il ait travaillé trés sérieusement?

() Ala sortie de I'épreuve, on interroge au hasard et de fagon indépendante 3 candidats (on suppose que
ce choix peut étre assimilé a un tirage successif avec remise). Calculer la probabilité p3 d’interroger au

moins une personne ayant échoué a ’épreuve.

(5) On interroge désormais au hasard et de facon indépendante n candidats.

Quelle est la probabilité p, d’interroger au moins une personne ayant échoué a I’épreuve ?

| Exercice 5 || (5 points)

On dispose d’'un dé parfait dont les faces sont numérotées de 1 a 6 et d'une boite contenant trois jetons

blancs et deux jetons rouges, tous indiscernables au toucher.

(1) On lance le dé une seule fois et on observe le numéro de la face supérieure de ce dé.

Soit les événements :
e E : «obtenir un numéro supérieur ou égal a 5 »
 E :I’événement contraire de E.
Déterminer la probabilité de chacun des événements E et E.
(2) On lance le dé une seule fois.
e Sil'événement E est réalisé, alors on tire simultanément et au hasard 2 jetons de la boite.
e Silévénement E n’est pas réalisé, alors on tire simultanément et au hasard 3 jetons de la boite.

Soit I’événement A : « obtenir un seul jeton blanc ».
On note : p(A/E) la probabilité de I’ événement : A sachant que I’ événement E est réalisé.

p(A/E) 1a probabilité de I’ événement : A sachant que 'événement E est réalisé.

3 — 3
(a) Vérifier que p(A/E) = E et que p(A/E) = 10"

(b] En déduire la probabilité de 'événement A.

Soit D I’événement « obtenir 2 jetons rouges ».

En utilisant un arbre pondéré, calculer la probabilité de D.
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| Exercice 6 || (4 points)

Une caisse d’assurance maladie propose a ses affiliés une modalité d’hospitalisation m.

Les employés d’'une entreprise sont tous affiliés a cette caisse d’assurance et on sait que :

o Le % des employés choisissent la modalité m.

e Parmi les employés qui ont choisi la modalité m, 80% sont atteints d'une maladie chronique.

¢ Parmi les employés qui n’ont pas choisi la modalité m, 75% sont atteints d'une maladie chronique.

On choisit un employé au hasard et on considére les événements suivants :
M : «I’employé choisit la modalité m »

C : «I’'employé est atteint d'une maladie chronique »
(1) [(a) Déterminer les probabilités suivantes : p(M), p(C/M) et p(C/M).
(b] Construire un arbre pondéré décrivant cette situation.

(2 [(a) Calculer la probabilité que cet employé ait choisit la modalité m et soit atteint d’'une maladie
chronique.

(b) Calculer la probabilité que cet employé n’ait pas choisi la modalité m et soit atteint d’'une maladie

chronique.
En déduire p(C).
(3) Soit I'événement E : «'employé choisit la modalité m, sachant qu’il est atteint d'une maladie chro-
nique. »

8
Mont E)=—.
ontrer que p(E) 23

| Exercice 7 || (5 points)

Une urne contient trois dés équilibrés, deux d’entre eux sont verts et possedent six faces numérotées de 1
a 6 et le troisieme est rouge possede deux faces numérotées 1 et quatre faces numérotées 6.
On prend un dé au hasard de I'urne et on le lance. (les résultats seront données sous forme de fractions).
On considere les évéenements suivants :
V «le dé tiré est vert ».
R «le dé tiré est rouge ».

S1 «on obtient 6 au lancer du dé ».

@ On tire au hasard un dé de 'urne et on effectue un lancer de celui-ci.
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(a) Donner I'arbre qui traduit la situation.
(b] Calculer la probabilité p(S1).
Sachant qu’on a obtenu le numéro 6 sur le dé lancé, calculer la probabilité qu’il soit rouge.

(2) On tire au hasard un dé de I'urne. Pour tout entier naturel n non nul, on lance n fois de suite ce dé.

On désigne par S, 'événement « on obtient 6 a chacun des n lancés ».

(a) Exprimer p(S,) en fonction de n.

(b] Pour tout entier naturel non nul n, on pose p, la probabilité d’avoir tiré le dé rouge, sachant qu’on
a obtenu le numéro 6 a chacun de n lancers.
1

Montrer que pour tout n€ N*: p,=———.
"2l 41

Déterminer le plus petit entier ng tel que : p, = 0,999 pour tout ng = n.

| Exercice 8 || (4 points)

Une urne contient 3 pieces équilibrées. Deux de ces piéces sont normales : elles possedent une face
«FACE »et une face « PILE ». La troisieme est truquée : elle posséde deux faces « FACE ».

On extrait une piece de 'urne au hasard, puis on effectue des lancers successifs et indépendants de cette
piece. On considere les événements suivants :
A : «la piece extraite est normale », A:«la piéce extraite est truquée »

P : «on obtient PILE au premier lancer », F,, : «on obtient FACE aux n premiers lancers ».
(1) [(a) Calculer p(PNA) et p(P NnA).
(b] En déduire p(P).

1( 1
(2) Montrer que p(F) = 3 (F + 1).
(3 [(a) Sachant qu'on a obtenu FACE n fois au cours des n premiers lancers, quelle est la probabilité
d’avoir extrait la piece truqué ?

(b] Quelle est la limite de cette probabilité quand n tend vers +oco?

| Exercice9 || (5 points)

Une urne contient 5 boules noires et 5 boules blanches. On en préleve n successivement et avec remise, n
étant un entier naturel supérieur ou égal a 2 . On considere les deux événements suivants : A : « On obtient

des boules des deux couleurs »; B : « On obtient au plus une blanche ».

@ (a) Calculer la probabilité de 'événement : « Toutes les boules tirées sont de méme couleur ».
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(b] Calculer la probabilité de 'événement : « On obtient exactement une boule blanche ».

En déduire que les probabilités p(AnB), p(A), p(B) sont:

n+1
2n

pB)=

n
p(AﬂB)=2—n ; p(A)=1—2n_1 ;

(2) Montrer que p(ANB) = p(A) x p(B) si, et seulement si, 2" l=pn+1.

(3) Soit (u,) la suite définie, pour tout n entier naturel supérieur ou égal a deux, par u, = 2" 1 _(n-1).

Calculer ug, us, us. Démontrer que la suite (u,) est strictement croissante.

(+) En déduire la valeur de l'entier n tel que les événements A et B soient indépendants.

| Exercice 10 || (5 points)

On considere deux urnes U; et Us.
L'urne U; contient 17 boules blanches et 3 boules noires indiscernables au toucher.
L'urne Usy contient 1 boule blanche et 19 boules noires indiscernables au toucher.

On réalise des tirages en procédant de la maniére suivante :
v Etape 1: On tire au hasard une boule dans U1, on note sa couleur et on la remet dans U;.
v Etape n(n=2):

& Sila boule tirée a I'étape (n — 1) est blanche, on tire au hasard une boule dans U1, on note sa couleur

et on la remet dans U;.

& Sila boule tirée a I'étape (n — 1) est noire, on tire au hasard une boule dans Us, on note sa couleur et

on la remet dans Us.

On note A ’évenement «le tirage a lieu dans I'urne U7 a I’étape n »et p,, sa probabilité.

On a donc p1 =1.
(1) Calculer ps.

(2) Montrer que pour tout n entier naturel non nul, p, .1 =0,8p, +0,05.

On pourra s’aider d’un arbre pondéré.
(3 Calculer p3.
(o) (a) Démontrer par récurrence que pour tout n entier naturel non nul, p, > 0,25.
(b] Démontrer que la suite ( p,) est décroissante.

En déduire que la suite ( p,) est convergente vers un réel noté ¢.
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(d) Justifier que ¢ vérifie 'équation : £ =0,8¢ +0,05. En déduire la valeur 7.

| Exercice 11 || (5 points)

Une classe comprend 36 éleves agés de 16, 17 ou 18 ans.
Il y a 22 gargons dont 3 garcons agés de 18 ans.
50% des éleves sont des garcons agés de 17 ans et 25% des éleves sont agés de 18 ans.

50% des filles sont dgées de 17 ans.

(1) (2 Reproduire et compléter le tableau d’effectifs suivants :

ages Garcons | Filles || Total
16 ans

17 ans

18 ans

Total 36

(b] en utilisant le tableau ci-dessus, traduire les données I'aide d’un arbre pondéré.

Dans les questions suivantes, les résultats seront mis sous forme de fractions irréductibles.

(2) Lors d’'un cours de mathématiques, le professeur interroge au hasard un éleve.

Calculer la probabilité des événements suivants :
(a] A :«1éleve interrogé a 16 ans »;
(b] B : «I’éléve interrogé est un gargon ».
@ (a) Définir sous forme d’'une phrase les événements : C=AnBetD=AUB.
(b) Calculer la probabilité de I’événement C.
A P'aide des probabilités de A, B et C, calculer la probabilité de I’événement D.

(4) Le professeur décide d’interroger au hasard un gargon.

Quelle est la probabilité de I’événement E : « ’éleve interrogé a 17 ans »?
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Série : Equations différentielles
Exercice 1 :

1. Soient les équations différentielles (Ey):y' +y = 0; (E):y' +y = e *cos x et la fonction
h définie par h(x) = (acosx + bsinx)e™*.
a. Trouver les reels a et b pour que h soit solution de (E).
b. Démontrer que f est solution de (E) si et seulement si f-h est solution de (E).
c. Résoudre (Ey).
d. Déduire des questions précédentes les solutions de (E).
e. Déterminer la solution g de (E) telle que g(0) = 0.
2. Soit L la fonction définie par L(x) = e *sinx
a. Exprimer cos(x + %) en fonction de cos x et sin x.

b. Etudier les variations de L sur [0; 27].

c. Caleuler ;™ L(x) dx.
Exercice 2 : On considére 1’équation différentielle (E) : y" + 4y’ + 4y = 0.

1. Résoudre (E) dans R.

2. Déterminer la solution g de (E) dont la courbe passe par le point A(‘l’) et admet en ce point
une tangente parallele a la droite d’équation y = —x + 3.

3. Déterminer une primitive de g a I’aide de (E).

Exercice 3 : (Extrait bac 2010)

!

=7V

Soient u et v des fonctions dérivables sur R et a un réel non nul tels que {vu, —

1. Montrer que u et v vérifient I’équation différentielle y" —ay’ = 0.
2. Résoudre I’équation y" — ay’ = 0 selon les valeurs de a.

3. On suppose que a = 1. Déterminer u et v sachant que u(0) = 3 et v(0) = 0.
Exercice 4 : (Extrait bac 2008)

Soit I’équation différentielle (Em) : my" + 2y’ + 2y = 0oum € R.



1. Déterminer suivant les valeurs de m, I’ensemble des fonctions deux fois dérivables sur R,
solutions de I’équation différentielle (Em).
2. Déterminer la solution de (E:) dont la courbe passe par A(‘l)) et admet en A une tangente

parallele a la droite d’équation y = —x.
Exercice 5 : (Bac 2000)

1. Déterminer I’ensemble des solutions définies sur R de I’équation différentielle
y'+y=0 (1)

2. Etant donnée des fonctions f et g deux fois dérivables sur R* telles que f(x) = x g(%) pour
tout x # 0. Exprimer f"'(x) en fonction de g”(i) et de x.

3. On considere I’équation différentielle y"' = —x—14y 2
a. Démontrer que la fonction g deux fois dérivables sur R* est solution de (2) si et
seulement si la fonction f définie par f(x) = x g(i) pour tout x # 0 est solution de (1).

b. En déduire I’ensemble des solutions de (2) définies sur chacun des intervalles |—oo; 0[
et |0; +ool.
c. Soit g une solution de (2) définie sur ]0; +oo[. Déduire de ce qui précéde une primitive

de la fonction x x%g(x).

Exercice 6: (Bac 95)

Le but de cet exercice est de calculer I = f_ZE [sin(Zx) + e‘Xcos(x—E)] dx a I’aide d’une
4

équation différentielle.

1. Résoudre 1’équation différentielle (E):y" + 2y’ + 2y = 0.

2. On considére 1’équation différentielle (E"):y" + 2y’ + 2y = 4 cos(2x) — 2 sin(2x).

a. Déterminer les réels a et b pour que la fonction g définie par
g(x) = a cos(2x) — b sin(2x) soit solution de (E").

b. Démontrer que f est solution de (E’) si et seulement si f-g est solution de (E).

c. Endéduire la forme générale des solutions de (E’).
V2

d. Vérifier que la solution h de (E’) telle que h(0) = - et h'(0) = 2 est



h(x) = sin(2x) + e *cos(x — E).

e. Utiliser (E") pour trouver une primitive H de h puis en déduire la valeur de I.

Ce n’est parce que tu as une posture présidentielle que tu dois toujours imposer des duels. Avoir
un poste ministériel ne fera pas de toi un immortel. Pinailler sur I’immensité du ciel est trop cruel.
Si tu n’as jamais lu de manuel alors tu seras souvent considéré comme une passerelle.
Mademoiselle, tu as le droit de te faire belle comme une gazelle mais en restant toujours naturelle.
L’étre providentiel c’est celui qui fait I’essentiel et qui vit dans le réel. Si tu ne penses qu’a
satisfaire tes désirs charnels alors tu ne seras jamais un prix Nobel. Si nous conjuguons nos efforts
mutuels alors nous verrons vite le bout du tunnel et nous éviterons les querelles. Ce n’est pas parce
qu’il est sous sa tutelle que tu dois le considérer comme un bordel. Ta situation actuelle n’est pas
toujours le bon référentiel qui révele tes qualités éventuelles. Ne dis pas la vérité péle-méle ni de
facon partielle. Certes, la vérité n’est pas comme du miel et elle est parfois plus salée que le sel
mais ’accepter est toujours une source de bienfaits qui en vaut toujours la chandelle. Pour avoir
une ame pure, il faut accepter certains sévices corporels.
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Division euclidienne
Soit a € Z et b € N*| il existe un unique couple (g, 7). tel que a = bg + r avec 0 <
Vocabulaire :
a est le dividende ; b le diviseur; g le quotient et r le reste.

Exercice 1. ()

Soit n > 2. On pose a = n®

3

—n. Montrer-que n®> — n divise a puis que 30 divise a.

Exercice 2. ()
Soit n un entier relatif, démontrer que Tn + 18 et 10n? + 51n + 65 sont premiers entre eux avec trois
méthodes.

Exercice 3. ()
Montrer-que tout nombre premier est nécessairement de la forme 6k + 1 ou 6k — 1, avec k > 1.

Exercice 4. ()
Résoudre dans 7 ’équation : x> =7 (mod 9).

Exercice 5. ()
Montrer que :

1. 11/21% 31
2 7/2n+2 + 32n+1

Exercice 6. ()
r =7 (mod 8)

Résoudre dans Z le systéme : { r =11 (mod 12)

Exercice 7. ()
152 =9 (mod 12)

Résoudre dans 7 le systéme : { 4z =5 (mod 7)

Exercice 8. ()
Résoudre dans Z* I’équation (E) : 25x + 15y = 35

Exercice 9. ()
Résoudre dans Z* ’équation (F) : 2* — 5y* =3
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Exercice 10. ()

1. Donner, en le justifiant, le nombre de diviseurs positifs de 100,

2. Déterminer le reste de la division de 101" par 3, et par 5, en déduire le réste Ve

euclidienne de 101*°' par 15.

3. Soit n € N un entier naturel et p un nombre premier supérieur ou égal a 3. Montrer que si
-1 —1
0 <n < p alors p divise Uun des entiersn'z —1 , n"z + 1.

Exercice 11. ()
On admet que 250507 n’est pas premier. On se propose de chercher des couples d’entiers naturels (a;b)
vérifiant la relation
(E) : a* — 250507 = b
1. Soit X un entier naturel.

(a) Donner dans un tableau, les restes possibles de<X modulo 9 ; puis ceuz de X modulo 9.

(b) Sachant que a® — 250507 = b* , déterminer les restes possibles modulo 9 de a® — 250507 ; en
déduire les restes possibles modulo 9 de a®.

(¢) Montrer que les restes possibles-modulo 9 de a sont 1 et 8.

2. (a) Justifier que si le couple (a;b), vérifie la relation (E), alors a > 501.
(b) Montrer qu’il n’eziste_pas de solution du type (501;0).

3. On suppose que le couple (a;b) vérifie la relation (E).
(a) Démontrerique a est congru a 503 ou a 505 modulo 9.
(b) Déterminer le plus petit entier naturel k tel que le couple (505 + 9k;b) soit solution de (E),

putrs donner le couple solution correspondant.
Exercice 12. ()

1. Ecrire une identité de Bézout entre 11 et 13.
=6 (mod 11)

2. Résoudre dans 7 le systeme : { r =5 (mod 13)

Exercice 13. ()
1. Montrer que : 4™ est congru a 1+ 3n modulo 9.

2. En déduire que 22" + 15n — 1 est toujours divisible par 9.

Exercice 14. ()
Exprimer en fonction de n le PGCD de 2n — 1 et 9n + 4.

Exercice 15. ()

1. Déterminer les restes possibles de la division euclidienne du carré d’un nombre impair par 8 avec
deux méthodes.

2. Soit n € N* un entier pair. En déduire que [’équation

n’a pas de solution pour x , y et z impairs.
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Exercice 16. ()
1. Veérifier que 101 est un nombre premier.
2. On considére dans Z X Z ’équation (E) : T7x + 100y = 1
(a) Veérifier que le couple (13, —10) est une solution de (E) dans Z x Z.
(b) Résoudre dans Z x 7 l’équation (E).

3. On consideére dans N ’équation (F) : 2™ =3 (mod 101). Soit x une solution de (F).

(a) Montrer que x et 101 sont premiers entre euzx puis que '°° =1 (mod 101).
(b) Montrer que x = 3 (mod 101)

4. Soit x un entier naturel.
Montrer que si x = 3" (mod 101) alors x est une solution-de (F).

5. En déduire que ’ensemble des solutions de (F') est Femsemble des entiers naturels de la forme

101k + 38 , ou k € N.

Exercice 17. ()
On pose : A, =2"+p; pe N  neN et on note d, le PG.C.D de A, et A,i1.

1. Montrer que d, divise 2™.
2. Déterminer la parité de A, enfonction de celle de p.
3. En déduire le P.G.(.D, de 22022 + 2021 et 22921 4 2021
4. Pourp=1.
(a) Montrer que pour tout a € N et m > 2 premier, a™ +1=0 (mod (a + 1))
(b). En.déduire que, si A, est premier, alors n est de la forme n =2* | k € N.
Exercice 18. ()
On se propose de déterminer tous les couples (m,n) € N x N solutions de l’équation (E) : 2™ — 3" = 1.
1. Soit k € N*
(a) Quel est le reste de la division euclidienne de 9% par 8 ?
(b) Déterminer les restes de la division euclidienne de 3** + 1 par 8, puis de 3***1 + 1 par 8.
2. Soit (m,n) € N x N un couple de solution, montrer que m < 2.
3. En déduire tous les couples (m,n) € N x N d’entier naturels solutions de (E)
Exercice 19. ()
On considére un entier n > 3.
1. Montrer que, quel que soit l’entier x, les carrés des nombres x et n — x sont congrus modulos n.
2. Dresser la table des carrés modulo 7.

3. Montrer que ’équation z* — 6y + 2y? = 7003 n’a pas de solutions (x,y) entiére.
(Ezprimer le premier membre comme un carré modulo 7).

«CE QUI EST AFFIRME SANS PREUVE PEUT ETRE NIE SANS PREUVE.» EUCLIDE
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Série: Nombres complexes

Exercice 1 : Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants (on précisera la partie

réelle et la partie imaginaire)

9
_3-=2i N6 .. 1000 z41 Lo (VBT
Z=—;Z= 2+1)°;z= (1+\/§1) ;2 =—ouzeE C\{2i};z = i
— 1—c056—i'si'n6 ; DeER
1+cosO—-isin@
Exercice 2 :

1. Donner une écriture trigonométrique et une écriture exponentielle de chacun des nombres

. . 10 1+i : :
complexes suivants : z = (=3 +iV3)  ;z = % sz=(V6—-V2i)(-1-1);
i _it
T . T 1-e’3 3e 4
Zz=—sin-+4+icos=;z=—=;z = —
5 1+e'3 (1-iv3)e's

2. z=—V2+V3-iW2-3
a. Calculer z2
b. En déduire le module et un argument de z.

3. Ondonnej = —%+ i\/z—§ ;
a. Calculer j2. En déduire 1 + j + j?;j3 et }

b. Montrer que v(a, b,c) € C3,2(a+ bj + cj*)(a + bj? + ¢j) = (a— b)? + (b — ¢)? + (c — a)?
Exercice 3 :

1. Linéariser les expressions suivantes : cos®x ; sin*x; cos3x sin3x et sin?(x)cos3(x)
2. Exprimer cos(4x) en fonction de cos x et sin(5x) en fonction de sin x.

3. Exprimer cos(2x) sin(3x) en fonction de cos x etsin x.

3
4. Calculer les valeurs exactes de cos (g) cos (?") et sin*(§) + sin*(3) + sin“(%") + sin* (%)



n n

5. Donner une expression simplede S = ) cos(kx)etS' = ) sin(kx)
k=0 k=0

6. Résoudre dans R
a. cosx++V3sinx—1=0
b. cos(5x) + 2 cos(3x) + cosx =0

Exercice 4 :

1. Résoudre dans C les équations : z? + (2+3i)z—2(1—-2i) =0;z* + 622+ 25 =0
z2—2(1+2cosB)z+5+4cosf =0;0 €R

2. Soit P le polyndme défini par : P(z) = z3 — (11 + 2)z? + 2(17 + 7i)z — 42
a.  Démontrer que P admet une racine réelle a
b.  Résoudre dans C, I’équation P(z) = 0
3. Résoudre dans C, I’équation z3 — 2(1+i)z% + 2(1 + 2i)z — 4i = 0 sachant qu’elle
admet une solution imaginaire pure.
4. Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O,u,v), on donne
A(=141); B(—1 —i); C(2i) et D(2 — 2i).
Zc—7Za

a. Calculer p— En déduire la nature du triangle ACD.
D™Z4A

b. Démontrer que A4, B, C et D appartiennent a un méme cercle dont on preécisera le centre
et le rayon.
5. Soit (E):z*—(2—-i)z3—-3iz°4+(4—-)z+1+3i=0
a. Montrer que (E) admet une solution réelle z; et une solution imaginaire pure z,.
b. Résoudre (E).
c. Soient A, B, C et D les points d’affixes respectives z,, z,, z3 et z,, solutions de (E).

Montrer que A, B, C et D sont cocycliques.

Exercice 5 :

1. Soitze Ctelque:z+ i = 2 cos 6. Déterminer la valeur de z" +Zin;n € N.

2. Soitz € C\ R;u € Ctel que |u| = 1 etu # 1. Montrer que Z%fe R.

3. Soitz;,z, € Ctel que |zy| = |z,] = 1et z,z, # —1. Montrer que ——2 € R

1+lez
4. Démontrer que Vzz €C? |z+Z|>°+|z—2><2(|z|*> +12'|?) puis interpréter

graphiquement 1’égalité et en déduire une propriété du parallélogramme.



5.

z+z!

z+2z/ |

+u| +

Soient z,z',u € C: u? = zz'. Montrer que |z| + |Z| =

Exercice 6 : Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0, u, V). Soient a,b € C*

d’image respective A et B.

Exercice 7 : On définit Z =

1
2
3.
4

. Déterminer I’ensemble (G) des points M (z) tels que Z soit imaginaire pur.

Démontrer que O, A et B sont alignés si et seulement si ab € R.

(a+b)?
ab

Montrer que pour que € R si et seulement si O, A et B sont alignés ou 0A = OB.

On suppose que O, A et B ne sont pas alignés et que |a| = |b| = 1. Montrer que

(a+b)?
ab

Applications : Soit M;, M, les points d’affixe respective z; et z, tels que 0, M,, M, ne sont

e R}

pas alignés.

a. Calculer en fonction de z, et z,, I’affixe Z de G = bar{(M, |z,|); (M5, |z,])}.
Z

Z1 Z2

b. Montrer que € R.

c. Endeduire que 0G est un vecteur directeur de la bissectrice de M,0M,.

z—4-2i
zZ42+i "

Onposez=x+yietZ=X+Yi;x,y,X,Y €R

Exprimer X et Y en fonction de x et y.
Déterminer I’ensemble (E) des points M(z) tels que |Z| = 1.

Déterminer I’ensemble (F) des points M (z) tels que Z € R.

Exercice 8 : Le plan complexe est muni du repére orthonormé direct (0, ey, e;).

1.

2.

. +1
Soient les nombres complexes z et U tels que U =ZZ+

:. Déterminer et construire

I’ensemble :
. (E;) des points M tels que |U| = 1.
b. (E,) des points M tels que |U| = 2.

(E) des points M tels que U soit un réel négatif.

Q

o ©

. (E4) des points M tels que U soit imaginaire pur.

Déterminer et représenter les ensembles de points M du plan complexe dont I’affixe z vérifie
la condition indiquée.

a. lz+z—-1|=4

b. |z+1+i| =(3z—-9 — 3i|



C lz+5—2i=z—2+i|
d. arg(3i—1z) = 0[2m]
e. arg(z?—4) = arg(z + 2)[2m]

f. arg(z—-3+1) = E[TI]

g. arg(=) =2 [n]

Z+2
Exercice9:z, =1 —iV3

1. Calculer zy*.

2. En déduire les solutions dans C de z* = —8 + 83 i

Exercice 10

1. Résoudre dans C, (E):z° = 1 et représenter les images des solutions de (E).

2. Démontrer que la somme des solutions de (E) est nulle et en déduire que cosz?n + cos“?" = —§

3. Démontrer que cosz?" est solution de I’équation 4x2 + 2x — 1 = 0. En déduire la valeur de
27T

COS —.

5

4, Soit (E):(z—1)° = (z + 1)°.

20—1
Zo+1

a. Démontrer que si z, est solution de (E”) alors | =1

b. En déduire que les solutions de (E’) sont des imaginaires pures.
c. Resoudre (E’).

Exercice 11 :

1. Calculerlasomme S(z) =1+z2+z*..+z""2:zeCetneN"

2. Résoudre dans C, I’équation z?® — 1 =0;n > 1

n—1
3. Démontrer que S(z) = T[] (2% — 2zcos (k—") +1)
k=1 "
ey, , n—1 . (km Vn
4. En considérant S(1), démontrer que [] sin (E) = T
k=1
n—1
5. En considérant S(i), calculer [] cos (kf)
k=1

Exercice 12 :



1. a € R.Résoudre dans C: Sy 1y: z* — 2zcosa + 1 = 0.
2. En déduire la forme trigonométrique des solutions de S ,y: z°" — 2z" cosa +1=0;n € N*

3. Onpose P,(z) = z?" —2z"cosa + 1;n €N

n—1
a. Justifierque pourtoutz € C,a € R,ona: P(z) = T[] [zz — 2z cos (% + ZkT”) + 1]
k=0
S n_l.z a © _sinz(%)
b. Calculer P,(1) et en déduire que [] sin (§+;) =i
k=0
n—1 .
4. Soit @ € ]0; [ et n un entier naturel > 2. On pose H,(a) = ] sin(% + 7”)
k=0
, 1 _ sin3)
a. Montrer qu’ona 2" 'H,(a) = Sy
b. Quelle est la limite de H,,(«) quand « tend vers 0.
n—1 .
c. Endéduire que pour tout entier naturel n > 2, [] sin® (7”) = 2:_1.
k=1

Vouloir réussir sans souffrir, c’est vouloir dormir sans fermer les yeux. La réussite n’est
jamais le fruit du hasard, c’est une affaire de décision, de désir et de persévérance. Les
gens qui réussissent sont ceux qui ont une obsession pour la réussite, qui font des efforts
réfléchis et continus et non ceux qui ont juste besoin de réussir. Le premier pas pour
aller de I'avant, c’est étre droit dans ses bottes et de ne pas suivre nécessairement tout

ce qui est en vogue.
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Exercice:1 GEOMETRIE DANS L’ESPACE
- = =

L’espace orienté £ est rapporté a un repere orthonormé direct (O, i, j, k).

Soit f l'application de £ dans £ qui a tout point M de coordonnées (z,y,z) associe le

point M’ de coordonnées (2/,y', 2’) tel que

/

¥ =y
y = z+1
7 = r—1

1. a) Montrer que f est une isométrie. ( c’est a dire que f conserve la distance.)

b) Montrer que I'ensemble des points invariants par f est la droite (A) passant par le point

A de coordonnées (0,0, —1) et de vecteur directeur U = _z> + 7 + ?
2. Soit P le plan perpendiculaire a (A) en A.

a) Montrer que le point I de coordonnées (—1,0,0) appartient a P.
b) Prouver que I’ = f(I) appartient a P.

3. Déterminer la nature de f et ses éléments géométriques caractéristiques.

4. Déterminer 'ensemble des points M de € d’images M’ tels que le milieu J de [MM’]
appartient :

a) au plan @ d’équation cartésienne : 2x +y — z = 0;

b) a la droite (D) dont un systeme d’équations cartésiennes est : x =y = z.

Exercice 2

Dans un plan P de I'espace, on considere un cercle C de diametre [AB]. Soit (A) la droite
passant par A et orthogonale a P et S un point de (A) distinct de A. On note I le projeté
orthogonal de A sur (BS).

Pour tout point M du cercle C on note H le projeté orthogonal de A sur la droite (M.S).

1. Placer les données précédentes sur une figure, (A) étant tracée verticalement.
2. Prouver que H appartient a la sphere ¥ de diametre [AS].

3. Dans cette question, on suppose que M est distinct de A et de B.
Prouver que la droite (M B) est orthogonale au plan (AMS). En déduire que la droite (AH)
est orthogonale au plan (BMS).

4. Montrer que H appartient au plan IT passant par I et orthogonal a la droite (B.S).

5. Déterminer l'intersection I' de la sphere X et du plan II.

Exercice

Une urne contient 9 boules identiques indiscernables au toucher de couleur noire, blanche ou
rouge. Il ya au moins deux boules de chaque couleur dans!'urne. On tire au hasard simultanément
deux boules dans I'urne et on note leurs couleurs. Soit G I’événement : « Obtenir deux boules de
méme couleur. »

On note n, b et r le nombre de boules respectivement noires, blanches et rouges figurant dans
I'urne.

1. On note g(n, b, r) la probabilité en fonction de n, b et r de I'événement G.

1
Démontrer que g(n, b, r) = 2 [n(n=1)+bb-1+r(r-1)].

2. Le but de cette question est de trouver les valeurs de n, b et r pour lesquelles la probabilité
g(n, b, r) est minimale.



L'espace est muni d'un repere orthonormé (O, 7, 7, 7c>). Soientles points N, B et R de coordon-
nées respectives (9,0,0), (0,9,0) et (0,0,9). Soit M le point de coordonnées (n, b, r).

a. Justifier qu'une équation cartésienne du plan (NBR) est: x+y+2z—-9=0.

b. En déduire que M est un point du plan (NBR).

1
c. Démontrer que g(n, b, r) = i(()M2 -9).

d. Déterminer les coordonnées de H, projeté orthogonal du point O sur le plan (NBR).
e. En déduire les valeurs de n, b et r pour lesquelles la probabilité g(n, b, r) est minimale.

Justifier alors que cette probabilité minimale est égale a 7

3. On suppose que le nombre de boules de chaque couleur a été choisi par 'organisateur d'un
jeu, de telle sorte que la probabilité de I'événement G soit

Un joueur mise 1000 francs puis tire au hasard simultanément deux boules dans 'urne. S’il
obtient deux boules de la méme couleur, il recoit k francs. Sinon, il ne regoit rien.

On note X la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur.

a. Calculer I'espérance E(X) de la variable X en fonction de k.

b. Déterminer la valeur de k pour que le jeu soit équitable c’est a dire pour que E(X) =0.
Exercice 4

, - = 57
Dans l’espace muni d’un repere orthonormé (O, 7, j, k

A(0,0,3v2), B(4,0,—V2), C(=2,-2v3,—V2) et D(-2,2v3,—V2).

), on considere les points

1. a. Montrer que ABC' est un triangle équilatérale. 0.5 pt

b. Montrer que les points A, B, C' et D sont non coplanaires puis démontrer que ABC'D est
un tétraedre régulier. 0.5+ 0.75 pt

c. Calculer le volume du tétraedre ABCD. 0.5 pt

2. On note P, @, R et S les milieux respectifs des arétes [AC], [AD], [BD] et [BC.
a. Déterminer la nature exacte du quadrilatere PQR.S. 0.75 pt
b. Calculer 'aire du quadrilatere PQRS. 0.25 pt

3. Le tétraedre qui est parfaitement équilibré, a une face numérotée 0, une face numérotée
1 et deux faces numérotées 2. On le lance deux fois de suite et on lit a chaque fois les chiffres
apparus sur les trois faces visibles.

Calculer la probabilité des événements suivants :

E : <le produit des six chiffres apparus est non nul. > 0.5 pt

F : < la somme des six chiffres apparus est supérieure ou égale a 8. > 0.75 pt

4. On note X la variable aléatoire qui a chaque série de deux lancers associe la somme des
chiffres apparus sur les faces visibles.

Exercice 5
L’espace est muni d’un repéere orthonormal (0; T k)-
-2
1) On considére le plan P passant par le point B(1; —2; 1) et de vecteur normal ﬁ’( 1 > etleplanR
5

d’équation cartésienne x + 2y — 7 = 0.
a. Démontrer que P et R sont perpendiculaires.
b. Démontrer que I'intersection des plans P et R est la droite A passant par le point C(—1;4; —1) et de



2
vecteur directeur U (—1).
1
c. Soit A(5;—2;—1). Calculer la distance de A au plan P puis la distance de A au plan R.

d. Déterminer la distance du point A a la droite A.

a. Soit, pour tout nombre réel t, le point M; de coordonnées (1 + 2t; 3 — t; t). Déterminer en fonction

de t la longueur AM. On note ¢ (t) cette longueur. On définit ainsi une fonction ¢ de R dans R.
b. Etudier les variations de la fonction ¢ sur R ; préciser son minimum.
c. Interpréter géométriquement la valeur de ce minimum.
Exercice 6

Dans I'espace, muni d’un repére orthonormal (0; [k E), on donne trois points :
A(1;2;-1) ; B(—3;-2;3)etC(0;—2;-3)
1)
a. Démontrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.
b. Démontrer que le vecteur 71(2; —1; 1) est un vecteur normal au plan (ABC).
2) Soit (P) le plan dont une équation cartésienneestx + y —z+ 2 = 0.
Démontrer que les plans (ABC) et (P) sont perpendiculaires.
3) On appelle G le barycentre des points pondérés (4; 1), (B; —1) et (C; 2).
a. Démontrer que le point G a pour coordonnées (2; 0; —5).
b. Démontrer que la droite (CG) est orthogonale au plan (P).
c. Déterminer les coordonnées du point H, intersection du plan (P) avec la droite (CG).

4) Démontrer que I'ensemble (§) des points M de I'espace tels que ||m —MB + 21\_/12”” = 12 est une sphere
dont on déterminera les éléments caractéristiques.
5) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de I'intersection du plan (P) et de la sphére (S).

Exercice7
ABCDEFGH est le cube d’aréte 1 représenté ci-dessous.
L’espace est rapporté au repére orthonormal (A; AB; AD; AE)-

Partie A. Un triangle et son centre de gravité.
1) Démontrer que le triangle BDE est équilatéral.
2) Soit I le centre de gravité du triangle BDE.
a. Calculer les coordonnées de I.

b. Démontrer quem = %E Que peut-on en déduire pour les points 4,1, G?
3) Prouver que [ est le projeté orthogonal de A sur le plan (BDE).

Partie B. Une droite particuliere

Pour tout nombre réel k, on définit deux points M; et N, , ainsi qu’un plan P, de la fagon suivante :
* M, est le point de la droite (AG) tel que TMk = kAG ;

e P, est le plan passant par M,, et paralléle au plan (BDE) ;

e N, est le point d’'intersection du plan Py, et de la droite (BC).

1) Identifier P1; M1 et N1 en utilisant des points déja définis. Calculer la distance M1N1
3 3 3 3 3

2) Calcul des coordonnées de Nj,.

a. Calculer les coordonnées de M, dans le repere (A; AB; AD; AE).

b. Déterminer une équation du plan P, dans ce repére.

c. Endéduire que le point Ny a pour coordonnées (1; 3k — 1; 0).
3) Pour quelles valeurs de k la droite (M}, Ny,) est-elle orthogonale 4 la fois aux droites (AG) et (BC) ?
4) Pour quelles valeurs de k la distance M, N;, est-elle minimale ?

5) Tracer sur la figure donnée en annexe, la section du cube par le plan P1
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REFLEXION DE LA SEMAINE I

On considere dans un plan orienté un triangle ABC rectangle en A tel que (B?, B‘A>) = §[2ﬂ'] et (A) la tangente en
A au cercle circonscrit (%) au triangle ABC'. La parallele & (AB) menée de (%) coupe (A) en T'.

Fxercice n° 1

e e

@ Déterminer la mesure principale de chacun des angles orientés (CTA{,E?) , (ﬁ, xﬁ) , (E, ﬂ) , (Cﬁ‘)
® Soit I le milieu du segment [AT]-

(a) Montrer que le triangle AIC est équilatéral-

(b) Montrer que la droite (IC) est tangente en C au cercle (€¢)-
® Soit D un point du segment [AB] distinct de A et B- La paralléle & (A) menée de D coupe [AC] en E-

= — 57
(a) Montrer que (ﬁ,ﬁ) = ?[27&']-
(b) Tracer le cercle (¢”) circonscrit au triangle BCE-

iy

(¢) Soit Eq I'ensemble des points M du plan tels que (M g, Mﬁ) ==

Montrer que C € E;- Déterminer alors ’ensemble Ej -

[2n].

(=}

— — 57
(d) Déterminer I’ensemble E3 des points M du plan tels que (Mﬁ, Mﬁ) = F[Zﬂ'].
(e) Vérifier que le point D appartient au cercle (¢”)-
Ezercice n° 2
1 ™ 2z +1 ™
Soient f(xr) = — ,x € | — —,0| et g(x) = cosx — re | ——,0
lnf() coST — 2 [ 27} g() ( )a ] 5’ [

0 (a) Dresser le tableau de variation de. g-

T
(b) En déduire que équation f(x) = x admet une unique solution A € ] 3 0[-

T
0 (a) Mountrer que f est bijective de [ -3 0] dans un intervalle J a préciser-

(b) Etudier la dérivabilité de £~ sur J et calculer (f~1)’(x) sur le domaine ou £~ est dérivable-
(c) Construire dans le méme repere Cy et Cp—a-

® (a) Etant dans J, exprimer en fonction de @, cos(f~1(z)) et sin(f~1(x))-
2 1
b) En déduire f=1(=) et f7H[———]-
(b) En déduire f (3)e b [sinw—2]
® On définie la fonction H par H(z) = /| f(x)]-
(a) Etudier les variations de H et en déduire que H admet une réciproque H~1.
(b) Etudier la dérivabilité de H~1 et calculer (H~1)'(z) pour tout z € [v/0.5;1[-

@ Travailler sans cesse les jeunes, votre futur se prépare maintenant !

@ Rien ne résiste au travail acharné sur le long terme...

Bon courage a vous les jeunes!
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Série : Cocyclicité-Isométries-Applications affines et similitudes directes

Exercice 1 : Dans le plan orienté, soit B et C tels que BC = 6 cm.

1. Construire ’ensemble (E) des points M du plan tels (MB, MC) = g [].

2. Soit A le point d’intersection de la médiatrice de [BC] et de (E) de telle sorte que ABC soit
direct. Le point A’ milieu de [BC] se projette orthogonalement en K dur (AB) et en H sur
(AC).

a. Justifier la nature de ABC.

b. Montrer que K, A’, H et A sont cocycliques et tracer le cercle (C) qui les contient.
c. Montrer que (KB,KH) = 2?" [7].

d. Montrer que B, K, H et C sont cocycliques et tracer le cercle (C’) qui les contient.

3. La droite (A’K) coupe (E) en D et E de telle sorte que BKD soit direct. Soit F le milieu de
[AE]

a. Montrer KFA est isocele en F.
b. En déduire que (KF,KA) = (DB, DE)[n].
c. Montrer que (DB) et (KF) sont perpendiculaires.

Exercice 2 : Dans le plan orienté, soit A et B tels que AB = 4 cm.

1. Construire I’ensemble (E) des points M du plan tels (m, W) = % [27].

2. Construire le pont C appartenant a (E) tel que (ﬁ, TC) = g[Zn]. Quelle est la nature de

ABC ?

3. Soit M et N, les images respectives de B et C par les symétries orthogonales d’axes (AC) et
(AB). Démontrer que A, M et N sont alignés.

4. Soit | et J les milieux respectifs de [AB] et [AC]. Soit I’orthocentre de ABC et H son image
par S¢gcy. Démontrer que H € (E).

Exercice 3 : Soit ABC un triangle équilatéral de centre O. (C) le cercle circonscrit a ABC. La
droite (BO) recoupe (C) en D et (AO) recoupe (C) en E.



1. Faire lafigure.

2. Caracteriser les applications suivantes : f; = Sipgy © S(ga) ;
f2 = Sy ° Sr) ° Swa) ° Swe) s f3 = Stac) ° Scap) ° Scar) © Sac) €t
fa = Sy ° SBa) ° Scac) ° Sar)

Exercice 4 : Dans le plan orienté, soit ABCD un carré de sens direct centré en O. J et | sont les

milieux respectifs de [AD] et [DC]. Soit les applications suivantes : f; = r = o tzz ;
2

f2= TA;g ° ro;g Sz = rp;g ° TO;_g s fa = Sep) ° Tg;g °tgg fs = Sep) ° tgz et

fo = Scap) ° To;g

1. Trouver f;(B)
2. Caractériser fi, f2, f, fa, f5 €t fe.

Exercice 5 : Dans le plan orienté, soit ABCD un carré de centre O tel que (4B, AD) = = [2n].

On désigne par E le symétrique de B par rapport a C.

1. Faire une figure et montrer que BDE est rectangle et isocéle en D.
2. Caracteriser Sipgy © Scacy s tgp °Te._m; Siog) © Spay et Sp o 1p. @
o2 ’2
3. Montrer que f = Sppg) ° Spe) © Scar) © Scapy €St une translation dont on précisera le

vecteur.

Exercice 6 : Dans le plan orienté, soit ABCD un carré de sens direct de centre O, B’ =
Scap)(B),C" = Sipcy(B) , E est un point de [CD] distinct de C et D, (BE) coupe (AD) en F et
(A) est la perpendiculaire a (AC) en A.

1. Faire une figure.

2. Identifier Sgpy © S(a). Endéduire que t;z o T est une rotation dont on précisera le centre
et ’angle.

3. ldentifier S¢pcy © S¢pay- EN déduire que (FB") // (EC’).

4. Onmunit le plan du repére orthonormé direct (4, AB, AD ). Soit f I’application du plan dans
lui-méme qui a M(z) associe M'(z') tesque z' = iz+ 1 —i.

a. Montrer que f est une isométrie.



b. Montrer que f admet un unique point invariant que 1’on précisera. En déduire la nature
et les éléments caracteéristiques de f.

c. On considere les points A,, définis par : A, est le point d’affixe 2 et A,,.1 = f(4,) pour

tout n € N. Soit z, I’affixe de 4,, et Z,, I’affixe de BA,,. Montrer que pour tout n € N,

. T
Z, = e'™2. En déduire I’ensemble des entiers naturels n pour lesquels B, 4, et 4,, soient

alignés.

Exercice 7 : On considere dans le plan orienté un triangle ABC isocele en A, direct, tel que :
(B—C’ ﬁ) = % (2m). On désigne par | et J les milieux respectifs de [AB] et [AC]. Soit (C) le

cercle de centre O circonscrit au triangle ABC. Figure en annexe a compléter.

1. a) Montrer qu’il existe un unique déplacement f tel que: f(A) = Cet f(B) = A.
Caractériser f.
b) Déterminer f(I).
c) Soit (4) ladroite telle que f = Sp4)0S, .
Déterminer S,(A) et en déduire que 4 = (0I).
2. Ladroite (OI) coupe (BC) en D. Le cercle (C’) de centre B passant par D coupe (AD) en D
etE
a) Soit D’ = f(D).

Montrer que D' = Sp4)(D) et que les points O, J et D’ sont alignés.

b) Déterminer (C”) ['image de (C’) par f.
c) En déduire f(E).
3. Soit g I’'antidéplacement tel que : g(A) =Cet g(B) = A

a) Montrer que g est une symétrie glissante que I’on caractérisera. Caractériser g~lof.

Exercice 8 : Le plan est muni d’un repére orthonormé (0,7,7) ; f est une application qui a

x' —Ex+ly
x : rfxr 2 2
M(y) associe M (y,) tels que y =iy +£y
2 2

1. Montrer que f est une isométrie.

2. Montrer que f admet un unique point invariant O. En déduire la nature de f.

3. Soitl(;). Déterminer une mesure de [’angle (O_I),O_I;) En déduire les eléments

caractéristiques de f.



4. Soit S la symétrie orthogonale d’axe (D):y = x. Démontrer qu’il existe une symétrie

orthogonale S’ telle que f = S’ o S dont on déterminera I’axe.

Exercice 9: Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, 1,7) ; f est une application qui a M (;)
e x'=y+1
associe M (y,) tels que {y’ 42

1. Montrer que f est une isométrie. Est-elle un déplacement ? un antidéplacement ?
2. Démontrer que ’ensemble des points I milieux de [MM'] est une droite (D).

3. Déterminer I’expression analytique de Sp).
4

Déterminer ¢ tel que f = Sipy o t.

Exercice 10 : Le plan est muni d’un repére orthonormé (0,1,7) ; f est une application qui a

X =2x+y+2
M (x) associe M’ (xj) tels que 2,
y y y’ =—Zx+-y—=-
4 2 4
Montrer que f est une bijection.
Déterminer 1’expression analytique de f 1.

Déterminer I’ensemble des points invariants par f.

M Wb oe

Démontrer que MM’ a une direction fixe %($).

5. Soit H (;Z), le projeté orthogonal de M (;) sur ’ensemble des points invariants par f
parallelement a la direction de .

a. Déterminer les coordonnées de H en fonction de celles de M.

b. Trouver une relation entre HM et HM'. En déduire que f est une affinité dont on

déterminera 1’axe, le rapport et la direction.

Exercice 11 : Dans le plan orienté, soit ABCD un carré de sens direct centré en O ; | et J sont
les milieux respectifs de [CD] et [AD].
1. Construire I’ensemble (E) des points M du plan tels (m, W) = g [27].

2. Soit (D), la droite passant par A telle que (/Té, u) = —[2m] ou est un vecteur directeur de

Wl

(D). (E) et (D) se coupent en un point E.
a. Montrer que EAC est équilatéral.

b. En déduire qu’il existe une rotation de centre E qui transforme A en C.



3. Soit H le centre de gravité de EAC. La parallele a (AC) passant par H coupe (EA) et (EC)
respectivement en G et F.
EF _ 2

EG
a. Montrer que — = —=-.
EA EC 3

b. Montrer qu’il existe une homothétie de centre E qui transforme Aen Get CenF.

c. Endeduire gu’il existe une similitude directe de centre E qui transforme A en F.

Exercice 12 : Dans le plan orienté, OABC et OCDE sont des carrés de c6té commun [OC] tels
que (04,0C) = (0C, OF) = ~[27]. 1 et J sont les milieux respectifs de [CD] et [0C] et H est

le point d’intersection de [AD] et [IE].

1. Montrer qu’il existe une similitude directe S qui transforme A en | et D en E. Déterminer le
rapport de cette similitude. On pose (ﬁ, ﬁ) = S[Zn].

2. Déterminer S(B) et S(C) puis placer S(C) sur la figure.

3. Soit Q le centre de S.
a. Montrer que Q appartient au cercle de diametre [AI] et a celui de diamétre [DE].
b. Montrer que Q ne peut étre le point H.

c. Construire Q.

Exercice 13 : Dans le plan orienté muni d’un repere orthonormé direct (0,e;,e;) d’unité

graphique 5 cm, Soit A, B et C les points d’affixes respectives i; V2 et v2 + i, I, J et K sont les
milieux respectifs de [OB], [AC] et [BC] et S la similitude directe qui transforme A en |l et O

en B.

Faire une figure.
Déterminer I’écriture complexe de S puis préciser les éléments caractéristiques de S.
Placer le centre Q de S sur la figure.

Quelle est I’image par S du rectangle AOBC ?

o~ w N PE

Soit la transformation f = So S

a. Quelles sont les images par f de O, Bet A ?

b. Montrer que f est une homothétie dont on précisera le centre et le rapport.

c. Endéduire que (OC), (BJ) et (AK) sont concourantes.

6. On considere les points A,, définispar: A, = Aet A,,.; = S(4,) pour toutn € N.

a. Préciser les points A;, A, et A sur la figure.



b. Soit u, la longueur du segment [A4,A4,+1]. Exprimer u,, en fonction u,,_,. Calculer u,
puis exprimer u,, en fonction de n.

c. Calculer S, = ug + - + u,. Quelle est la limite de S,, quand n tend vers +oo.
Exercice 14 (BAC S1-S3 2007)

Dans le plan orienté, soit ABC un triangle rectangle et isocele tel que (ﬁ, B_C)) = g[Zn]. On

note O I’intersection des bissectrices intérieures de ABC. Soit s, la similitude directe de centre
A qui transforme B en O et s, la similitude directe de centre C qui transforme O en B. A tout

point M distinct de A et B, on associe le point N = s;(M) et le point P = s, 1(M).

1. Déterminer une mesure de (MA, MN).
2. Soit s’ la similitude directe de centre de centre A qui transforme B en M.

a. Montrer que s’ o s; = s; o s’. En déduire I’image de O par s'.

b. Déterminer une mesure de (m).
c. Proposer une construction géométrique de N lorsque M est donné.
3. a. Quelle est la nature de r = s, o 5,7 Préciser ses éléments caractéristiques.
b. Déterminer r(P). En déduire une construction géométrique de P & partir de N.
c. Lorsque N = 0. Montrer que N appartient & [AC) et P appartient & [CA).
4. Faire une figure comportant A, B, C, O, P et N lorsque M = 0.

L>humilité et I’intégrité sont les marques de fabrique d’une grande personnalité.



Lycée de KEBEMER Arithmétiques TS1
DIVISEURS-DIVISION EUCLIDIENNE :Exercices d’application :
Exercicel :
Déterminer dans chaque cas la division euclidienne :

1) a)32par6;b)de—-32par6; c)de 32 par—6;d)—-32 par —6.

2) a)de18par5;b)de18par—5;c)de—18par5;d)de—-18 par 5.
Exercice 2 : Soit n un entier naturel non nul. Déterminer le reste de la division euclidienne de :
1) (n+2)2parn+4; 2)2n?+nparn+1;3) 7n+15par3n+2
Exercice 3 :Soit n un entier supérieur ou égal a deux ; A = n*-1.
1) Montrer que n—1, n+1, n?+1 sont des diviseurs de A.
2) Déterminer les autres diviseurs de A distinct des précédents.
Exercice 4 :Soit a et b deux entiers naturels. Montrer que (a + 2b)*-a* est multiple de huit.
Exercice 5 : Soit a et b deux entiers naturels. Montrer que si 3 divise a3 +b3 alors 3 divise (a + b)3
Exercice 6:Déterminer les entiers naturels n tels que :
1) n—-1divise n+3; 2) n+ 3 divise 2n+18; 3) n —4 divise 3n + 24.

Exercices d’approfondissement :

Exercice 7 : Déterminer le plus petit entier naturel possédant : 10 diviseurs; 2) 15 diviseurs.
Exercice 8 :Soit p un nombre premier.

1) Montrer que : kCE =p C'ﬁ , pour p etk, entiers tels que 1<k< p.
2) En déduire que p divise C'g pour tout entier naturel k tels que 1 <k< p-1.

3) En déduire que pour tout nombre premier p (a + b)P—(aP + bp) est divisible par p.

Exercice 9 : 1) Déterminer les diviseurs de 25.

2) Déterminer les entiers naturels a et b tels que a?—b? = 25.

Exercice 10 :Soit un entier naturel non nul supérieur ou égal a 2.

1) Développer (n + 1) par la formule du bindme de Newton.

2) Soit An= (n+ 1) — 1. Montrer que n? divise A, et déterminer le quotient de la division de A, par n2.
Exercice 11 :1) Soit x un entier naturel. Montrer que x + 1 divise x3 + 1.

2) Montrer que pour tout entier naturel k non nul, 3k divise 23k +1.
Exercice 12 :

1) Montrer que quel que soient les entiers naturels a, b, n, a-b divise a»—bn.
2) En déduire que pour tout entier naturel n pair, 3 divise 2n—1

on +1 + on +
3 ) Montrer alors que pour tout n entier naturel supérieur ou égala 1, An = 2 32 1

est un entier naturel.

Exercice 13 :Déterminer les entiers naturels n dont la division euclidienne par 16 donne un reste égal au
carré du quotient.

Exercice 14 :Soit n un entier naturel.

1) Vérifier que n3-n = (n + 2)(n?>-2n +3) —6.

n®-n
n+2
Exercice 15 : 1) Démontrer que a | b si et seulement si pour tout k de Z a | (b—ka).

2) Déterminer les entiers relatifs a, tels que (a-5) | (a+ 7).

3) Déterminer les entiers relatifs b, tels que (b +2) | (4b—6).

Exercice 16 :0n divise 524 par un entier naturel b non nul. Le quotient est 15 et le reste r. Déterminer
les valeurs possibles de b et .

Exercice 17 :Dans une division euclidienne, on a augmenté le dividende de 20 et le diviseur de 4 ; le
quotient et le reste sont alors inchangés. Quel est le quotient ?

Exercice 18 :Dans la division euclidienne de 377 par 'entier naturel b non nul, le reste obtenu est 8.
Déterminer les valeurs possibles du diviseur et du quotient.

Exercice 19 :1) Démontrer que pour tout entier naturel n, 3n+3 — 44n*2 est divisible par 11.

2) Démontrer que pour tout entier naturel n, 252" 1+ 303 est multiple de 29.

2 ) En déduire les valeurs de n pour lesquelles est un entier.
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Exercice 20 :1) Pour tout entier naturel n, démontrer que n? + 5n +4 et n? +3n +2 sont divisibles par n +
1.
2) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles 3n? + 15n + 19 est divisible par n + 1.
3) Existe-t-il des entiers naturels pour lesquels 3n? + 15n +19 est divisible par n2 + 3n+ 2 ?
Exercice 21 :Déterminer les entiers naturels dont la division euclidienne par 64 donne un reste égal au
cube du quotient.
Exercice 22 :Résoudre dans IN? les équations :
1) x2-y2=1; 2)x2-y?2=13; 3)x%-y?=p,oupestun nombre premier.
NOMBRES PREMIERS - PGCD - PPCM :
Exercices d'application :
Exercice 23 : Les nombres suivants sont-ils premiers ?
1) 1421 ; 2) 1527 ; 3) 1519 ; 4) 1247;5) 2419; 6) 5183;7) 5189; 8) 6131.
Exercice 24 :Déterminer, s’il en existe, les valeurs de I'entier naturel n pour lesquels u, est premier.
Dun=n3; 2) un=n2-1; 3) un=7n%+12n; 4) u,=n?+8n-20.
Exercice 25:Soit n un entier naturel non nul. Montrer que les nombres suivants sont premiers entre
eux :
Dnetn+l; 2) 3n+1et9n+4; 3) 3n+2 et 2n+1; 4) 2n+1 etn(n+1); 5) 2n+5 et n?+5n+6.
Exercice 26 :Calculer le PGCD et PPCM de :
1) 171et99; 2)924et336;3)480et576; 4) 227 et 3325.
Exercice 27 :1) Décomposer en produit de facteurs premiers les entiers 171, 324, 225, et 396.
2) En déduire le PGCD et le PPCM des entiers 171, 324, 225, et le PPCM des entiers171, 324 et 396.
Exercice 28 : 1) Déterminer le PGCD des entiers : 748, 968, 1089.
2) Déterminer le PPCM des entiers : 450, 180, 108, 300.
Exercice 29 :Décomposer chacun des nombres suivants en produit de facteurs premiers, puis
déterminer le plus grand carré qui le divise: 1) 17 199; 2) 27 104.
Exercice 30 1) Quel est le plus petit entier qui multiplié par 1998, donne un carré parfait ?
2) Méme question lorsque le multiplicateur est 5246.
Exercices d’approfondissement :
Exercice 31 : Deux entiers a et b ont pour PGCD 0. Quel estle PGCD des entiers :
1)x=7a+3bety=2a+b; 2)x=13a+5bety=>5a+2b.
Exercice 32 : Soit n un entier naturel non nul.
1) Démontre que les entiers n et n +1 sont premiers entre eux.

2) En déduire que la fraction 2nn +pest irréductible.

Exercice33 :Calculer pour tout entier naturel n non nul :

1) PGCD(n, 2n+1) et PPCM(n, 2n+1) 2) PGCD(n, 2n+2) et PPCM(n, 2n+2).

3) PGCD(2n+2,4n+2) et ' PPCM(2n+2,4n+2).

Exercice 34 :Soit n un entier naturel non nul. On pose a = 2n—-1 etb = 9n + 4).

1) Démontrer que le PGCD de a et b est un diviseur de 17.

2) En utilisant le théoréme de Gauss, déterminer les entiers n pour lesquels le PGCD deaetb est 17.
Exercice 35 :1) Déterminer le plus petit entier naturel dont les restes sont5; 13; 17 lorsqu’on le divise
respectivement par: 15; 23 ; 27.

2) Déterminer le plus petit entier naturel dont les restes sont8; 12 ; 18 lorsqu’on le divise
respectivement par: 14 ; 18 ; 24.

Exercice36 :Le nombre d’éleves d'une classe est inférieur a 40. Si on les regroupe par 9 ou par 12, il en
reste 1 chaque fois. Quel est ce nombre ?

Exercice 37 :Une usine fabrique des boites de sucre de dimension 15cm x 10cm x 6cm. Quelle est 'aréte
de la plus petite caisse cubique pouvant étre remplie exactement de ces boites ? Combien de boites de
sucre contiendra-t-elle ?

Exercice 38 :Une entreprise fabrique des savons de forme cubique et dispose de caisses de dimensions
48cm x 84cm x 60cm. Quelle est la plus grande dimension a donner a un savon afin de pouvoir remplir
exactement une caisse ?

Exercice 39 :Le PGCD de deux entiers naturels non nuls, est 84. Le plus grand est 2520 trouver les
valeurs possibles de I'autre.
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Exercice 40 :Le PPCM de deux entiers naturels non nuls, est 792. Sachant I'un de ces nombres est 24,
trouver les valeurs possibles de I'autre.

Exercice 41 :Trouver tous les entiers naturels non nuls a et b dont :

1) le PDCD est 30 etla somme 540.  2) Le PGCD est 7 et la différence a?— b?= 686.

3) Le PGCD est 17 et leur produit 1734.

Exercice 42 :Trouver tous les entiers naturels non nuls a et b dont :

1) Le PPCM est 140 et la somme 48. 3) Le PPCM est 252 et le produit 1512.

3) Le PPCM est 340 et 5a—4b =0.

Exercice 43 :Résoudre dans N¥x N*: 1) PGCD(ab)= 15 ; 2) PGCD(ab)=42
PPGM(a,b) = 90 PPCMf{a,b) = 1680
3) PGCD(a,b) - PPCM(a,b) =77; 4) 2xPGCD(a,b)+7xPPCM(a,b) =111.

EQUATIONS DIOPHANTIENNES : ax + by = ¢

Exercices d’application :
Exercice 44 :Utiliser l'algorithme d’Euclide pour déterminer une solution particuliere de chacune des
équations suivantes :
1) 24x+17y=1; 2) 59x+ 68y=1; 3)137x-191y=1; 4) 1274x—-275y=1
Exercice 45 :Résoudre dans Z? les équations : 1) 11x = 16y ; 2) 65x+ 25y =0; 9x+ 21y = 0.
Exercice 46 :1)a)Appliquer I'algorithme d’Euclide aux nombres 37 et 23.
b) En déduire une solution particuliere dans Z? de 'équation : 37x + 23y = 1.
2) Résoudre dans Z2 I'’équation 37x + 23y = 1.
Exercice 47 :1)a)Déterminer une solution particuliere dans IN2de I'équation 41x— 27y =1 ;
b) En déduire une solution particulieére, dans IN2de I'équation 41x — 27y = 5
2) Résoudre dans IN2 I'équation 41x — 27y = 5.
Exercice 48 :Soit I'équation (E) : 11x -5y = 14.
1) Vérifier que le couple (19 ;39) est solution de (E).
2) En déduire tous les couples (x,y) entiers relatifs solutions de (E).
Exercice 49 :
Résoudredans Z: 1) 14x=3[4]; 2) 6x=3[4] 3) 3x=1[5]

{ 5x=12 (7]

Exercices d’approfondissement :

Exercice 50 :1) Résoudre dans Z?, I'’équation 6x — 13y = 5 (1)

2) Soit N un entier naturel. Lorsqu’on divise N par 6, le quotient est q et le reste 2. Lorsqu’on divise N
par 13, le quotient est q et le reste 7.

a) Montrer que (q,q") est solution de (1).

b) En déduire la forme générale de N.

Exercice 51 :On considere I'équation (E) 6x + 10y = a, ou a est un entier relatif.

1) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a pour que (E) posséde au moins une solution.
2) Résoudre (E) dans le cas ou a = 22.

Exercice 52 :1) Soit aeZ. Montrer que I'’équation 6y —3x = a admet des solutions dans Z? si et seulement
si, a est multiple de 3.

2) Résoudre dans Z2 les équations : a) 6y—3x=-3; b) 6y—-3x = 3.

3)En déduire les solutions dans Z2, de I'équation (6y—3x—4)(6y—3x+4) =-7.

Exercice 53:Pour tout entier relatif x, on pose : f(x) = —% X+ % etA={xeZ/f(x) €Z}.

1) Montrer que A n’est pas I'ensemble vide, puis déterminer I'ensemble A..

2) Déterminer : B = {xe A/ 4x?>-9(f(x))? est divisible par 7 }.

Exercice 54 :Soit dans Z2, I'équation (E) : 324x — 245y =7

1) Montrer que, pour toute solution (x,y) de (E), x est multiple de 7.

2) Déterminer une solution (Xo,y0) de (E). En déduire toutes les solutions de (E).

3) Soit d le PGCD des éléments d'un couple solution de (E). Quelles sont les valeurs possibles de d ?
Déterminer les solutions de (E) telles que x et y soient premiers entre eux.

Exercice 55:
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Soit le systeme (S) n=1[5]

n=5[7] ,n€Z.
1) Montrer que si n €st solution du systeme (S) alors 4n+1=0[5]

4n+1=0]7]

2) En déduire que tout entier n, solution vérifie la relation : 35k —4n =1, ou ke Z (1).
3) Déterminer les solutions de (1) puis en déduire celles de (S).
Exercice 56 :0n désigne par S I'ensemble des solutions, dans Z, de I'équation : 138x =55y =5 (1).
1)a)Montrer que si (x;y) est un élément de S, alors x est divisible par 5.
b) En déduire une solution (xo,y,) de (1). 2) Résoudre (1).
3) k est un entier naturel, on considere les nombres : a =55k + 10 etb = 138k +25.
a) Montrer que, pour tout entier naturel k, (a ;b) appartient a S.
b) En déduire les valeurs possibles de PGCD(a ;b).
c) Déterminer pour quelles valeurs de k: PGCD(a ;b) = 5.
Exercice 57 :0n considere, lorsque n appartient a IN*, les deux entiersaetb:a=11n+3etb = 13n-1.
1)a)Démontrer que tout diviseur de a et b est un diviseur de 50.
b) En déduire que PGCD (a;b) = PGCD (a;50). 2)a)Résoudre dans IN* I'équation 50x — 11y =3.
b) En déduire les valeurs de n pour lesquelles les nombres a et b ont 50 comme plus grand commun
diviseur.
3) Pour quelles valeurs de n, les nombres a et b ont-ils 25 pour plus grand commun diviseur ?
Exercice 58 :Le nombre n est un entier naturel non nul. On pose a =4n +3 etb = 5n +2.
On note d = PGCD(a ;b)
1) Donner lavaleurded pourn=1;n=11;n=15.
2) Calculer 5a — 4b et en déduire les valeurs possibles de d.
3)a)Déterminer les entiers naturels n et k tels que 4n + 3 = 7k.
b) Déterminer les entiers naturels n et k’ tels que 5n + 2 = 7K.
4)a)Soitr le reste de la division euclidienne de n par 7. Déduire des questions précédentes la valeur de
r pour laquelle d vaut 7.  b) Pour quelles valeurs der,d est égala 1?
Exercice 59 : Un astronome a observé, au jour J,, le corps céleste A, qui apparait périodiquement tous les
105 jours. 6 jours plus tard (Jo + 6), il observe le corps B, dont la période d’apparition est de 81 jours.
On appelle J1 le jour de la prochaine apparition simultanée des deux objets aux yeux de ’astronomie. Le
but de I'exercice est de déterminer la date de ce jour J1.
1) Soit u et vle nombre de périodes effectuées respectivement par A et B entre J, et J1.
Montrer que le couple (u ;v) est solution de I'équation (E1) : 35x — 27y = 2.
2)a)Donner un couple d’entiers relatifs (xo ;yo) solution particuliére de (E2) : 35x —27y = 1.
b) En déduire une solution particuliére (uo;v,) de (E1) c) Déterminer toutes les solutions de (E1).
d) Déterminer la solution (u ;v) permettant de donner J1.
3)a)Combien de jours s’écouleront entre J, et J1 ?
b) Le jour ], était le mardi 7 décembre 1999, quelle est la date exacte du jour J1 ?( L’année 2000 était
bissextile).
c). Si I'astronome a manqué ce rendez-vous, combien de jours devra-t-il attendre jusqu’a la prochaine
conjonction des deux astres ?
CONGRUENCE:  Exercices d’application :
Exercice 60 :Déterminer le reste de la division euclidienne de :1) 3527 par 7; 2) 693> par 11; 3) 7720 par
13.
Exercice 61 :1) Vérifier que 1000 =1 [37] et en déduire que pour tout entier naturel n, on a 103" =1 [37].
2) En déduire le reste de la division euclidienne de 1 001 037 par 37.
Exercice 62:1) Vérifier que 1000 =-1 [13]
2) En déduire selon la parité de n les restes de la division de 103" par 13.
3) Démontrer que pour tout entier naturel n, 103" +3 4 103n est divisible par 13.
Exercice 63 :1) Vérifier que 999 est divisible par 27.
2) En déduire que, pour tout entier naturel n, 103" =1 [27].
3) A=1019 + 10010, Quel est le reste de la division euclidienne de A par 27 ?
Exercice 64 :1) Montrer que 3> =1 [11].
2)a)En déduire que, pour tous entiers naturels k et r, 35%k*r=3r[11].
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b) Soit n un entier naturel. Quel est le reste de la division euclidienne de 3" par 11 ?
3) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles 3 + 7 soit divisible par 11.
Exercice 65 :Déterminer les entiers n tels que N = n?-3n + 6 soit divisible par 5.
Exercices d’approfondissement
Exercice 66 :Montrer que :
1) 6789 —lestun multiple de 11.
2) Quel que soit I'entier naturel n, n(n +2)(n + 4) est un multiple de 3.
3) Quel que soit I'entier naturel n, n(n* — 1) est un multiple de 5.
4) Quel que soit 'entier naturel n, n(n®-1) est un multiple de 42.
5) Quels que soient a, b entiers naturels ab(a* — b*) est multiple de 30.
Exercice 67 :1) Déterminer suivants les valeurs de 'entier x a quoi est congru x2 modulo 5.
2) En déduire que I'équation x? —5y2 = 3 n’a pas de solution dans Z?
Exercice 68 :Pour quelles valeurs de n entier naturel :
1) 52n+ 51+ 1 estun multiplede 37 2)22n 4+ 2n + 1 est divisible par 7 ?
Exercice 69:1) Démontrer que le carré de tout entier naturel est de la forme 5n—1 ou 5n ou 5n + 1.
2) Démontre que le cube de tout entier naturel est de la forme 7n—1 ou 7n ou 7n +1.
Exercice 70 :1)Démontrer que, pour tout entier naturel n,ona: 73"=1[19].
2) Démontrer que, quels que soient les entiers naturels n et k, on a 73k =7k [19].
Quels sont les restes possibles dans la division euclidienne de 7» par 19 ?
3) Démontrer que si a, b, ¢ sont trois entiers naturels consécutifs, alors 72+7°+7¢ est un multiple de 19.
Exercice 71: 1) Le nombre 211-1 est-il premier ?
2)a)Si p et q sont des entiers naturels non nuls comment la somme :
S=1+2pr 422 + 23+ ..+ 2P@D peut-elle encore s’écrire ? b) En déduire que 2ri=1 [2p-1].
3)a)Démontrer que 2 Pa—1 est divisible par 2P -1 et 24 —1.
b) En déduire que si le nombre 2" —1 est premier, alors n est premier. La réciproque est elle vraie ?. (Les
nombres de la forme 2" —1 sont appelés nombres de MERSENNE).
Exercice 72 : 1) Vérifier que 7 divise les nombres :26—1 ; 36—1; 46 -1 ; 56—1.
2) Soitn un entier naturel et A, défini par : A, = 2" +3" + 40 45,
Montrer que An+6—An est divisible par 7.
3) Soit n un entier naturel, q et r son quotient et son reste, dans la division euclidienne par 6. Montrer
que An et Ar ont méme reste dans la division euclidienne par 7.
4) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles A, est divisible par 7.
5) Soit B, = 100"+ 101"+ 102~ +103~. a) Montrer que An= By, [7].
b) En déduire les valeurs de n pour lesquelles B, est divisible par 7.
Exercice 73 : On considere la suite (u, ) d’entiers naturels définis par u, = 14 et un+1 =5un—6 ; nelN
1) Calculer uy, uz, us, et us. Quelle conjecture peut-on faire émettre concernant les derniers chiffres de
u,?  2)a)Montrer que V ne€lN, un+2 = un [4].
b) En déduire pour tout keIN uz =2 [4] et uzk+1 =0 [4].
3)a)Montrer par récurrence que V n € IN 2u, =57*2+ 3.
b) En déduire que V n € IN, 2u, = 28 [100].
4) Déterminer les deux derniers chiffres de I'écriture décimale de u, suivant les valeurs de n.
5) Montrer que le PGCD de deux termes consécutifs de la suite (un) est constant. Préciser sa valeur.
NUMERATION :
Exercice 74 :Déterminer I'écriture en base cinqde : 1) 126; 2) 221; 3) 1000.
Exercice 75 :Ecrire dans le systéme a base seize, a base deux, et a base cinq le nombre 1238.
Exercice 76 :Un nombre s’écrit 11011 en base deux, I'écrire en base dix, en base cing et en base seize.
Exercice77 :Un nombre s’écrit 3BD en base seize, I'écrire en base dix, en base deux et en base cing.
Exercice 78 :1) Un nombre A s’écrit 5x3y en base dix. Déterminer les nombres A qui sont pairs et

divisibles par 11.

2) Déterminer le chiffre x pour que le nombre53x4 en base dix soit divisibles par 9.

Exercice 79 :Calculer en numération binaire : 1101+1011; 1101-1011; 110x101; (101)2.

Exercice 80 :Calculer dans le systeme de numération a base seize : 39B7 +213; 110100+39BC ; 27x43.
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TAMBA PROBABILITE Classe: Terminale S1

Partie 01 : Dénombrement

Exercice 01:

On se propose de tester I’efficacité d’une serrure a code et d’un systéme d’alarme.

Une porte est munie d’un dispositif de fermeture portant les touches 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9etA,B,C,D. La
porte s’ouvre lorsqu’on frappe dans I’ordre trois chiffres et deux lettres qui forment un code. Les chiffres
sont nécessairement distincts, les lettres non.

1. Quel est le nombre de codes possibles ?

2. Déterminer le nombre de codes correspondant respectivement a chacun des cas suivants :

a) les trois chiffres sont pairs

b) les deux lettres sont identiques

¢) le code contient deux chiffres impairs

3. La porte est équipée d’un systeme d’alarme qui se déclenche lorsque aucun des trois chiffres frappés ne
figure sur la liste des chiffres du code. Déterminer le nombre de codes déclenchant I’alarme.

Exercice 02:

Dans le comité pédagogique d’une école compos¢ de 8 membres, on souhaite
représenter les quatre filicres de recrutement. Aussi doit-il comporter 1 membre de la
filiére A, 2 membres de la filiére B, 2 membres de la filiere C, 3 membres de la filiére D.
Sachant que la population de la filiére A est de 10, celle de la filiére B de 18,

celle de la filiére C de 22 et celle de la filiére D de 30, calculer :

a) de combien de fagons peut-on composer la représentation de la filiére A ?

b) méme question pour la filiere B

¢) méme question pour la filiere C

d) méme question pour la filiere D

e) de combien de maniéres peut-on constituer ce comité pédagogique ?

Exercice 03:

On tire simultanément 5 cartes d’un jeu de 32 cartes, pour obtenir une main de 5 cartes.
1. Calculer le nombre de mains possibles

2. Déterminer le nombre de mains contenant
a. Exactement deux rois

b. Exactement deux dames et 3 As

c. 5 piques

d. Exactement 3 tréfles

e. Au mois un carreau

f. Au plus 4 cceurs

g. Exactement un valet et 2 piques

Exercice 04:
Etant données n droites concourantes 2 a 2 et non concourantes 3 a 3, dénombrer :

1. Le nombre T, de triangles formés par ces n droites.
2. Le nombre R, de régions formées par ces n droites.

Exercice 05:

Soit E = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}

1. Combien de nombres de 5 chiffres de E distincts ou non peut on former ?
2. Calculer la somme S de tous ces nombres de 5 chiffres obtenus

Exercice 06

Soit A et B deux ensembles finis. On définit AAB = (AUB)—(ANB)
1. Tllustrer par un dessin I’ensemble AAB

2. Montrer que AAB = BAA

3. Montrer que card(AAB) = cardA + cardB — 2card(A N B)
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Inspection d’académie de Série d’exercices : Année scolaire: 2022/2023
TAMBA PROBABILITE Classe: Terminale S1

Partie 02 : Probabilité

Exercice 01:
Dans une urne, il y a 9 boules blanches ou noires, petites ou grosses. On sait qu’il y a 5 grosses et 4 petites,
et que 6 sont blanches et 3 sont noires.

1. Sachant qu’il y a 3 boules a la fois blanches et grosses, déterminer le nombre de boules «petites et
noires », « petites et blanches». (On pourra utiliser un diagramme).

2. On tire une boule au hasard ; chaque boule ayant la méme probabilité d’étre tirée, déterminer les
probabilités pour qu’elle soit : a) petite et blanche b) blanche c) blanche ou petite d) ni blanche ni petite.
Exercice 02:

Un sac contient 9 jetons numérotés de 1 a 9. On suppose que les tirages sont équiprobables.

1. On tire successivement, sans remise, 3 jetons du sac on forme ainsi un nombre de 3 chiffres. Calculer la
probabilité pour que :

a) le chiffre des unités du nombre obtenu soit 9
b) le chiffre 9 figure dans le nombre
¢) la somme des chiffres obtenus soit 9.

2. Maintenant on suppose que le tirage successif des 3 jetons se fait avec remise. Calculer la probabilité pour
que :

a) le chiffre des centaines soit 9

b) le chiffre 9 ne figure pas dans le nombre

c) le chiffre 9 figure exactement une fois dans le nombre.

Exercice 03:

Un programme d’histo-géo d’un candidat au BAC se compose de 15 chapitres d’histoire et de 12 chapitres
de géographie. Le candidat n’a étudié que 11 chapitres d’histoire et 10 chapitres de géographie. 1l a fait
I’impasse sur les 6 autres chapitres dont il ne sait rien. Le sujet comporte 2 questions d’histoire et 2 questions
de géographie portant sur des chapitres distincts. Le candidat ne doit traiter qu'une seule question (au choix)
dans chacune des deux disciplines. Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :

A : « le candidat ne sait traiter aucune des 4 questions» ; C : « le candidat sait traiter au moins une des 4
questionsy ; D : « le candidat sait traiter au moins une question d’histoire et au moins une question de
géographie ».

Exercice 04:

On lance trois fois de suite un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6. Les résultats sont alors les
triplets (a, b,c) , ou a, b et sont des entiers de I’ensemble {1,2,3,4,5,6}

1. Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :

A: «le triplet vérifie : a = b = c»; B: «le triplet vérifie: a # beta # ¢ » ; C: «le triplet vérifie : a < b et
b =c»;D:«letriplet vérifie:a < b »; E : «le triplet vérifie:a = 1 etb < c¢ »; F : «le triplet vérifie :
a<b<c

2. On considére ’équation du second degré x> + bx +c¢ =0
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Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :

A : «I’équation admet 2 solutions réelles distinctes » ; B : «I’équation admet 2 solutions réelles confondues ».

x—=2y=3
3. On considére le systéme suivant d’inconnues réelles x et y : { };
ax—by=c

Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :

A : «le systéme a une infinité de solutions » ; B : «le systéme n’admet pas de solution » ; C : «le systéme
admet une unique solution ».

Exercice 05 :

Pour un examen, 10 examinateurs ont préparé chacun 2 sujets. On dispose donc de 20 sujets
que I'on place dans des enveloppes identiques. Deux candidats se présentent : chacun choisit au

hasard 2 sujets ; de plus les sujets choisis par le premier candidat ne seront plus disponibles pour
le second.

On note A| I’événement : « les 2 sujets obtenus par le premier candidat proviennent du méme

examinateur» et A, : « les 2 sujets obtenus par le second candidat proviennent du méme
examinateur».

1. Montrer que la probabilité de A, est E

2. a) Calculer directement la probabilité conditionnelle P(A,/A,).

b) Montrer que la probabilité que les deux candidats obtiennent chacun deux sujets du méme

examinateur est égale a 3

3.a) Calculer P(AZ/AI).
b) En remarquant que A, = (A, N A)) U (A, N A_l), calculer P(A,) puis en déduire que

P(A,UA,) = 33
220V T 303

Exercice 06:

Une usine fabrique des pieces dont 1,8% sont défectueuses. Le contrdle des pieces s’effectue
selon les probabilités conditionnelles suivantes :

- sachant qu’une piéce est bonne, on I'accepte avec une probabilité de 0,97

- sachant qu’une piéce est mauvaise, on I’a refusé avec une probabilité de 0,99.

1. Quelle est la probabilité pour qu’une piece soit défectueuse ?

2.a) Démontrer que la probabilité qu’une piece soit défectueuse et acceptée est 0,00018.
b) Démontrer que la probabilité qu’une piece soit bonne et refusée est 0,02946.

c) Calculer la probabilité gu’il y ait une erreur dans le contréle.
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Exercice 07:
Une entreprise fabrique des appareils électroniques. La probabilité pour qu’un appareil fabriqué

fonctionne parfaitement est de 1—0

1. On note F I’événement « I'appareil fonctionne parfaitement». Calculer la probabilité de F
2. On fait subir a chaque appareil un test avant sa livraison. On constate que :
- quand un appareil est en parfait état de fonctionnement il est toujours accepté a I'issue du test ;

- quand un appareil n’est pas en parfait état de fonctionnement il peut étre néanmoins accepté

avec une probabilité de ﬁ
On note T I’événement « I"appareil est accepté a I'issue du test».

9 _
a) Vérifierque P(T N F) = E Calculer P(T N F)
b) En déduire la probabilité de 7. Calculer P(F/T))

Exercice 08 :

Une maladie atteint 3% d’une population donnée. Un test de dépistage donne les résultats
suivants : chez les individus malades, 95% des tests sont positifs et 5% négatifs ; chez les
individus non malades, 1% des tests sont positifs et 99% négatifs. On choisit un individu au
hasard.

1. Construire I'arbre pondéré de cette expérience aléatoire.

2. Quelle est la probabilité : a) qu’il soit malade et qu’il ait un test positif ? b) qu’il ne soit pas
malade et qu’il ait un test négatif ? c) qu’il ait un test positif ? d) qu’il ait un test négatif ?

3. Calculer la probabilité : a) qu’il ne soit pas malade, sachant que le test est positif ? b) qu’il soit
malade, sachant que le test est négatif ?

Exercice 09 :

Une entreprise confie a une société de sondage par téléphone une enquéte sur la qualité de ses
produits. On admet que lors du premier appel téléphonique, la probabilité que le correspondant
ne décroche pas est 0,4 et que s’il décroche, la probabilité pour gu’il réponde au questionnaire
est 0,3.

1. On note : D, ’évenement : « la personne décroche au premier appel » ; R, I’événement : « la
7 ] 0 0 . 1
personne répond au questionnaire lors du premier appel ».

Que peut-on dire de I'événement R, N D,? Calculer la probabilité de I’événement R, .

2. Lorsgu’une personne ne décroche pas au premier appel, on la contacte une seconde fois. La
probabilité pour que le correspondant ne décroche pas la seconde fois est 0,3 et la probabilité
pour gu’il réponde au questionnaire sachant qu’il décroche est 0,2. Si une personne ne décroche
pas lors du second appel, on ne tente plus de la contacter. (On pourra utiliser un arbre de
probabilités.)
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On note : D, I'évéenement : « la personne décroche au second appel » ; R, I'événement : « la
personne répond au questionnaire lors du second appel » ; R ’événement : « la personne répond

au questionnaire ». Montrer que la probabilité de I'’événement R, est 0,056. Calculer la probabilité
de I'événement R.

3. Sachant qu’une personne a répondu au questionnaire, calculer la probabilité pour que la
réponse ait été donnée lors du premier appel. (On donnera la réponse arrondie au milliéme.)

4. Un enquéteur a une liste de 25 personnes a contacter. Les sondages aupres des personnes
d’une méme liste sont indépendants. Quelle est la probabilité pour que 20 % des personnes
répondent au questionnaire ?

Exercice 10 :

Dans une classe de 30 éléeves, sont formés un club photo et un club de théatre. Le club photo est
composé de 10 membres, le club théatre de 6 membres. Il y a 2 éléves qui sont membres des
deux clubs a la fois.

1. On interroge un éléve de la classe pris au hasard. On appelle P I'événement : « I’éleve fait partie
du club photo » et T ’événement : « |’éléve fait partie du club théatre ». Montrer que les
événements P et T sont indépendants.

2. Lors d’une séance du club photo, les 10 membres sont tous présents. Un premier éléve est tiré
au sort. Il doit prendre la photo d’un autre membre du club qui sera lui aussi tiré au sort.

a) On appelle 7| I'événement : « Le premier éléve appartient au club théatre ». Calculer P(T)).
b) On appelle 7, I’événement « L’éléve pris en photo appartient au club théatre ».
Calculer PTI(TZ) puis PTI(TZ) . En déduire P(T, N T}) et p(T2n T1). Calculer p(T2).

3. Toutes les semaines on recommence de fagon indépendante la séance de photographie avec
tirage au sort du photographe et du photographié. Le méme éleve peut étre photographié
plusieurs semaines de suite. Calculer la probabilité qu’au bout de 4 semaines aucun membre du
club théatre n’ait été photographié.

Exercice 11 :

Une boite contient 8 cubes : 1 gros rouge et 3 petits rouges, 2 gros verts et 1 petit vert, 1 petit
jaune. Un enfant choisit au hasard et simultanément 3 cubes de la boite. On admettra que la
probabilité de tirer un cube donné est indépendante de sa taille et de sa couleur.

1. On note A I'événement : "Obtenir des cubes de couleurs différentes" et B I'événement :
"Obtenir au plus un petit cube". a) Calculer la probabilité de A. b) Vérifier que la probabilité de B
est égale a 2/7.

2. Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de petits cubes rouges tirés par I'enfant.

a) Déterminer la loi de probabilité de X. b) Calculer I'espérance mathématique de X.

3. L'enfant répéte 5 fois I'épreuve "tirer simultanément 3 cubes de la boite", en remettant dans la
boite les cubes tirés avant de procéder au tirage suivant. Les tirages sont indépendants. On note
p la probabilité que I'événement B soit réalisé.

a) Déterminer la probabilité que B soit réalisé au moins une fois a I'issue des 5 épreuves.
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b) Déterminer la probabilité que I'événement B soit réalisé exactement 3 fois.

Exercice 12 :
Un sac contient 4 jetons rouges numérotés 1, 2, 3, 4 et 4 jetons noirs numérotés 1, 2, 3, 4.

1. Un joueur tire au hasard et simultanément 2 jetons du sac. On convient de la régle suivante : s’il
tire les 2 jetons numérotés 1, il gagne 600F ; s'il tire 2 jetons de méme couleur, il gagne 200F ;
dans tous les autres cas il perd 200F.

a) Quelle est la probabilité pour qu’il tire 2 jetons numérotés 1 ?

b) Quelle est la probabilité de tirer 2 jetons de méme couleur ? c) Quelle est la probabilité de
perdre 200F ?

2. Apres le premier tirage, le joueur remet les 2 jetons tirés dans le sac et procéde a un deuxieme
tirage de 2 jetons, en convenant de la méme regle.

Soit X la variable aléatoire qui, a deux tirages successifs, associe le gain du joueur (positif ou
négatif).

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) En déduire la probabilité pour que le gain du joueur soit au moins égal a 400F.

Exercice 13 :

1. On considéere un dé cubique truqué dont les faces sont numérotées de 1 a 6.

On note p i la probabilité d’apparition de la face i. Les p; vérifient :
P1=D2:P3 =Dy =2p ;D5 =Ps = 3P,

1
a) Montrer que p; = —

12
b) Montrer que la probabilité de I’événement A : “Obtenir 3 ou 6” est égale a IE)

2. Un jeu d’adresse consiste a lancer le dé décrit ci-dessus puis a lancer une fléchette sur une
cible fixe.

Si le joueur obtient 3 ou 6, il se place a 5 m de la cible et lance la fléchette ; a 5 m, la probabilité

d’atteindre la cible est alors —

Si I’événement A n’est pas réalisé, il se place a 7 m de la cible et lance la fléchette ; a 7 m, la
probabilité d’atteindre la cible est alors —

On note C ’événement : “La cible est atteinte”.

_ 29
a) Déterminer P(C/A) et P(C/A). En déduire que P(C) = 0

b) Déterminer P(A/C)
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3. Le joueur dispose de 10 fléchettes qu’il doit lancer une a une, de fagon indépendante, dans les

mémes conditions que précédemment définies. Calculer la probabilité qu’il atteigne la cible
exactement 4 fois.

Exercice 14 :

Pendant I’année scolaire, la cantine d’un lycée propose souvent du riz. Le premier jour de I'année,
il y’a deux 2 chances sur 5 qu’elle propose du riz. Si elle en propose un jour, il y a une chance sur
3 qu’elle en propose le lendemain. Si elle n’en propose pas un jour, il y a une chance sur 3 qu’elle

n’en propose pas le lendemain. On appelle J, I’événement "la cantine propose du riz le n-iéme
jour” et K, I’événement "la cantine n’en propose pas le n-iéme jour”. Soit p,, la probabilité de
I’événement J, .

1. Déterminer P(J,/J,) et P(J,/K;) En déduire p,.
1 2

2. Montrerquep, =——p,_;+—
3 3
: e 1
Soit (u n )+ neN la suite définie par u,, = p, — )
a) Montrer que (u n )= neN est une suite géomeétrique dont on donnera le premier terme et la

raison.
b) Calculer u,, puis p, en fonction de n.

c) Un éleve de I'établissement, fin mathématicien, ne mange a la cantine que les jours pairs.
Montrer gu’a chaque fois gu’il se rend a la cantine la probabilité qu’il a de manger du riz est
1 8

comprise entre 5 et —.

15

Exercice 15 :
Un tiroir contient, péle-méle, 5 paires de chaussures noires, 3 paires de chaussures vertes et 2
paires de

chaussures rouges. Toutes les paires de chaussures sont de modeles différents, mais
indiscernables au toucher.

1) On tire simultanément 2 chaussures au hasard et I’'on admet I’équiprobabilité des tirages.
a) Calculer la probabilité de I’événement A : « tirer 2 chaussures de la méme couleur ».
b) Calculer la probabilité de I'’événement B : « tirer un pied gauche et un pied droit ».

c) Montrer que la probabilité de I’événement C : « tirer les deux chaussures d’un méme modele »

est —.
19

2) On ne conserve plus dans le tiroir qu’une paire de chaussures noires et une paire de
chaussures rouges. On tire successivement et sans remise une chaussure du tiroir jusqu’a ce que
le tiroir soit vide.

On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la deuxieme chaussure noire.

a) Justifier que X prend les valeurs 2, 3, 4.
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T 1 1
b) Montrer que la loi de probabilité de X est: p(X = 2) = 3 pX=3)= 3 etp(X =4) = 5

c) Calculer son espérance mathématique et son écart-type.
Exercice 16 :
On dispose de trois urnes U, , U, et Us.

U 1 contient 3 boules vertes et 2 boules rouges ; U 2 contient 4 boules vertes et 5 boules jaunes ;
U 3 contient 5 boules jaunes, 4 boules rouges et 1 boule verte.

Description de I’épreuve :

L’épreuve consiste a tirer une boule dans U1 . Si elle est verte, on la met dans U 2 puis on tire une
boule dans U2 . Si elle est rouge, on la met dans U 3 puis on tire une boule dans U3 .

Questions :

A)1. Calculer la probabilité d’avoir une boule verte au deuxieme tirage sachant que la premiere
tirée est verte.

2. Calculer la probabilité d’avoir une boule verte au deuxiéme tirage sachant que la premiére tirée
est rouge.

3. En déduire la probabilité d’avoir une boule verte au deuxieme tirage.
4. Calculer la probabilité d’avoir une boule jaune au second tirage.

5. Calculer la probabilité d’avoir une boule rouge au second tirage.

B) Au cours de cette épreuve si on obtient au deuxiéme tirage :

- une boule verte, on gagne 1000F ;

une boule jaune, on gagne 500F ;

- une boule rouge, on perd 500F.

Soit X la variable aléatoire qui, a chague boule obtenue au second tirage, associe un gain défini
ci-dessus

1. Déterminer la loi de probabilité de X.
2. Calculer I'espérance mathématique de X.

C) Cette épreuve est faite par chacun des 15 éléves d’une classe dans les mémes conditions et
d’une maniére indépendante. ( Les résultats seront donnés au centiéme prés par défaut.)

1. Calculer la probabilité pour que 8 éléves obtiennent une boule verte au second tirage.

2. Calculer la probabilité pour que seulement les 8 premiers obtiennent une boule verte au second
tirage.

3. Calculer la probabilité pour qu’au moins un éléve ait une boule verte au second tirage.
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@Dection d’académie de Série d’exercices : Année scolaire: 2022/2%
TAMBA PROBABILITE Classe: Terminale S1

Exercice 17 :

Dans tout Pexercice, les probabilités seront données au centiéme preés par défaut.

Une laiterie fabrique des fromages dont la masse théorique est 250g. On note X la variable
aléatoire ayant pour valeurs les masses possibles du produit exprimées en grammes. On note p i
la probabilité qu’un fromage soit de masse xi . On donne :

X =y 220 230 240 250 260 270 280

pPX =x)=p 0,08 0,10 0,15 0,32 0,16 0,15 0,04

1. Calculer I'espérance mathématique et I’écart-type de X.

2. On préléve un fromage au hasard. Quelle est la probabilité que sa masse soit au moins de 250g
?

3. On préleve au hasard dix fromages. (On admettra que les tirages sont avec remise et
indépendants.)

Quelle est la probabilité d’avoir : a) au moins un fromage de 220g ?
b) au plus un fromage de 220g ?

4. La production est vérifiée par une machine chargée d’éliminer les produits de masse
strictement inférieure a 250g. La probabilité qu’un fromage de 220g soit éliminé est 1 ; elle est
égale a 0,8 s’il s’agit d’un fromage de 230g, et a 0,7 pour un fromage de 240g. La machine
n’élimine pas les fromages de masse supérieure ou égale a 250g.

Quelle est la probabilité pour un fromage d’étre éliminé ?

Exercice 18 :

Pour une expérience aléatoire donnée, A et B sont deux événements indépendants.

1. a) Démontrer que p(A N B) = p(A) X p(B). En déduire que p(A N B) = p(A) X p(B)
b) On pose p(A) = a et p(B) = b. Calculer p(A N B) en fonction de a et b.

2. Soit fla fonction définie sur R par f(x) = e ™ +x — 1.
a) Etudier les variations de f .

b) Démontrer que pour tout x réel, 1 —x < e™

1
3.0On supposequea + b = >

1 o
Démontrer que > <p(ANnB)<L

il
Ve
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Ministere de 'Education National Série d’exercices N° 02 Année Scolaire : 2023-2024
Académie de Thies Discipline : Mathématiques Classes : TS,
Lycée de Fissel Mbadane Lecon : Ln-Exponentielle Cellule de Mathématique
Exercice 01:

On considere la fonction g définie sur ]0; +oo par g(x) = —Inx +§

1) Etudier les variations de g.

2) a) Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet une et une seule solution @ comprise entre 0,5 et 2. Donner
une valeur approchée de a a 1071 prés.
b) En déduire le signe de g(x)

3) Soit f la fonction définie par f(x) = e *In(x).

4) a) Déterminer la fonction dérivée de f puis en déduire le signe de f'(x)

b) Montrer que f(a) = % puis en déduire de ’inégalité % < a < 2, un encadrement de f(a).

¢) Achever I’étude de f puis tracer sa courbe.

Exercice 02:
1) Montrer que (V = 0):x — x; <In(1+x)<x

2) Onposepourtoutn € N*: P, =[]i-, (1 + %)

« 1 1) _ (+)@n+1) 1 1
3) a) Montrer que pour tout n € N*: > (1 + n) " <In(R,) < > (1 + n)
b) En déduire la limite en +co de PB,.

Exercice 03 : Soit f: [0; 3] — R,

£x) = {(x —E(x))lnalc ,0<x<3
0, six=0
Etudier la continuité et la dérivabilité de f  2) Etudier la fonction f puis tracer sa courbe.
Exercice 04 : Soient a et b deux nombres réelstelsque: 0 < a < b et f(x) = %.

1) Pour quelles de x , f est-elle définie ?
2) Calculer f'(x).
3) Onpose g(x) = a(bx + 1)In(bx + 1) — b(ax + 1) In(ax + 1).
4) a) Calculer g'(x) b) En déduire les variations de f.
5) Démontrer que In (% + 1) In (S + 1) < (In2)?
Exercice 05 : Soit m un réel et
gm(x) = emlin|x||

1) Etudier la parité de g,,.
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2) Etudier selon les valeurs de m, les variations de g,,,.

3) g est-elle continue en 1 ? est-elle dérivable en 1 ?
4) Tracer Cy_,, Cy_,, Cyy, Cyy 5 Cg,- COMparer g, (i) et gm (x).

Exercice 06 : On considére la fonction f,, définie sur R par :

{fn(x)=1+x—nxln|x|, six#0

fn(0) =1
Ou n est un parameétre réel non nul, et soit (C,,) sa courbe représentative dans un repere orthonormé
1) Etudier la continuité de f,, en 0
2) Etudier la dérivabilité de £, en 0.
3) Montrer que le point A(0; 1) est un centre de symétrie de la courbe (C,,)
4) Etudier les branches infinies de la courbe (C,,) suivant les valeurs de n.
5) Montrer que toutes les courbes (C,,) passent par trois points fixes.
6) Etudier les variations de f,, suivant les valeurs de n.
7) a) Dresser le tableau de variation de la fonction f;.
b) Montrer que la courbe (C;) coupe I’axe des abscisses en un point d’abscisse a tel que : 3 < a < 4

c) Tracer la courbe (C,).
2

eX+e*

Exercice 07 : Soit la fonction f définie sur R par f(x) = et on note (C) sa courbe représentative dans

un repere R = (0,1,7).
1) Etudier f. En déduire que pour tout réel x,ona: 0 < f(x) < 1. Tracer (C).

2) On considere la fonction g définie sur ]Og[ par g(x) = In(tan x).

a) Déterminer g’ (x) pour tout x de ]Og[

b) Montrer que g admet une bijection réciproque h définie sur R. Calculer h(0)

c) Montrer que h est dérivable sur R et que pour tout réel x 2h'(x) = h(x).

d) En déduire que pour tout réel x on a: foxf(t) dt = 2h(x) —g
Exercice 08 :
1) Etudier les variations de la fonction numérique f définie par : f(x) = n3/x —elnx. (n € N*).
2) a) Tracer les courbes de g et h avec g(x) = nVx et h(x) = elnx.

b) Prouver que (C;,) et (Cg) ont un point commun A et la méme tangente en ce point.
3) Démontrer que, pour tout réel x strictment positif : Inx < #; En déduire la limite en +oo de me
Exercice 09 : Soient a et b des réels tels que 0 < a < b.

: - . . b— b—
1) A l’aide du théoréme des accroissements finis, montrer que : Ta <Inb—-Ina< Ta
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2) Soit f: [0; 1] — R, continument dérivable sur [0; 1] et deux fois dérivables sur ]0; 1] telle que : £(0) =
f()=0; f'(0)>0,f'(1)<0 et vxe|o;1], f"(x)<O.

3) a) Montrer qu’il existe « > 0 tel que pour tout x € 10; a[, f'(x) > 0.
b) Montrer que f(a) > 0. On suppose qu’il existe € ]0; 1] tel que f(B) = 0. Montrer qu’il existe ¢; €
10; Bl et c, € 1B; 1] tel que f'(c;) = f'(c;) = 0. En déduire une contradiction.
c) Déterminer le signe de f(x) pour tout x € ]0; 1[.

4) On considere la fonction g définie par ; g(x) = In(ax + (1 — x)b) — xIn(a) — (1 — x) In(b). Montrer
que g Vérifie les hypotheses du 2). (En particulier on vérifiera que g est bien définie sur [0; 1]) puis que
pour tout x € ]0; 1[ In(ax + (1 — x)b) > xIn(a) + (1 — x) In(b)

PROBLEMES
Probleme 01: Soitn € N*, On appelle f;, la fonction définie par f,,(x) = x"e'™* et (C,) sa courbe

représentative dans un repére orthonormé (0, 7, 7). (unité graphique 2 cm)
1) Déterminer le domaine de définition D,, de f;, puis calculer les limites aux bornes de D,,.
2) Prouver que toutes les courbes (C,,) passent par deux points fixes dont on précisera les coordonnées.
3) Montrer que f,, est dérivable sur D,, que pour tout x € D,, et Vn € N*\{1}, f,,(x) = (n — x) fr—1 (x).
4) a) Etudier les variations de f;, (on distinguera deux cas, n pair et n impair)
b) Dresser le tableau de variation de f,,. ¢) Pour n € N*, étudier la position relative de (C,) et (C,41)-
d) Tracer dans le méme repere les courbes (C,), (C,) et (C3)

Probleme 02 : Soit £, la fonction numérique définie sur R par :
X
fa () =E—€_nx, neN, n>=2
(C,,) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (0,7, 7).

1) a) Calculer les limites de f,, en +oo et en —co. b) Déterminer les branches infinies de la courbe

2) Calculer £,"(x) pour tout réel x puis dresser le tableau de variation de f,,.
3) a) Montrerque : (vn € N),(3!'a, € R), f,(ay) =0Db)Montrerque (vneN), n=>2 = f, (%) <0
c) Montrer que (Vx € R), e*>x+1 d) Montrer que (vn € N*), f,(1) >0, % <a,<1

4) Tracer la courbe (C,) dans le repére orthonormé (0;7; ).
5) a) Montrer que : (Vn = 2)

far1(@n) = (—1 —%+ e“n)L

b) En déduire que (V n = 2) f,,+1(a,) = 0. ¢) Montrer que la suite (a,),s, €st convergente puis donner

sa limite.

2Inn

6) a) Monter que (Vn = 2) % < e Mn < % b) En déduire que (V n = 2) an <a, <

c) Calculer la limite suivante : lim «a,

n—+oo

Probleme 03 :
Page 3 sur 10 Copyright®Novembre2023/LFSEL/Cellule de Maths [M.DIOP]




Partie | : Soit f la fonction numérique définie sur I’intervalle [ = ]—% ; +00[ par :

f(x)=@six¢0
f(0) =2

Soit (Cf) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (0;7;J) (unité graphique 2 cm) et on considére
la fonction h,(x) = (In(1 + 2a) — 2a)x? — (In(1 + 2x) — 2x)a?

1) Montrer que la fonction f est continue en 0.

In(1+2a)-2a _ -2
a? T 1+2b

2) a) Calculer h,(0) et h,(a). En déduireque: 3!'b € [0; a] :

b) Montrer que f est dérivable en 0 et que f'(0) = —2.

gx)
x2(142x)

3) a) Montrer que f est dérivable sur J = ]—%; +oo[\{0} puis montrer que : f'(x) = avec g(x) =

2x — (1 + 2x) In(1 + 2x) pour tout x € J.

b) En déduire que g(x) < 0 pour tout x € J. c) En déduire la monotonie de la fonction f sur I’intervalle 1.
4) a) Calculer la limite de f en (— %)+ eten +oo. b) Montrerque: 3! a € [1;2]; f(a) = 1.

c) Construire la courbe de f.
Partie ll : Onpose:Vx €1; @(x) =In(1+2x) et] =[1;a]
1) a) Montrer que la fonction ¢ est dérivable sur I’intervalle [ etque : Vx > 1: 0 < ¢'(x) < %

b) Vérifier que ; p(a) = a et p(J) < J.

Upse1 = (1 + 2u,); VneEN
uo =1

2) Soit (up)ney la suite numérique définie ainsi : {
3) a) Montrerque:vVne€N: u, €.
2 n
b) Montrer que Vn € N; |u, —a| < (g)
c) En déduire que la suite (u ,,) ey €St cOnvergente puis donner sa limite.

Partie lll : Soit F a fonction numérique définie sur I’intervalle I ainsi : F(x) = fox f()dt

1) a) Montrer que la fonction F est dérivable sur I puis calculer F'(x)

b) En déduire la monotonie de la fonction F sur I’intervalle I.

In(1+2t)
1+2t

2) a)MontrerqueVx >1; F(x)> flx( )dt. b) En déduire que : lirp F(x) = +oo.
X—+ 00

F(x)=F(x); Vxel
3) Onpose:V x € |—3;+o| ; F(-))=1= 1én1)+F(x)

4) a) Montrer, (TIAF) ,queVx€el; F(x)—1> (x + %)f(x)

b) En déduire que la fonction F n’est pas dérivable a droite en — %
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Probleme 04 : Pour tout entier naturel n, on considére la fonction £, définie sur ]0; +oo[ par : f,(x) =

rOn et (C,) sa courbe dans un repere

Partie A :

1) Etudier les variations de f,, puis dresser son tableau de variations.

2) Montrer que f,, admet une bijection réciproque notée £, *.

3) Etudier, pour tout entier naturel, la position de (C,41) par rapport a (C,,).
4) Tracer les courbes (Cy), (C;) et (C,)

Partie B :On pose pour tout n € N*, I, = flz fr () dx.

1 1 1

1) a) Montrer que pour tout x # 0, ey ol b) Calculer I, et ;.

2) Montrerquevn € N*, I, — I, = - [(l)n - (l)n]

n L\3 2

3) Calculer A, I’aire du domaine plan délimité par les courbes (C;), (C,) et les droites d’équations x = 1 et
x=2.

* o Tl—ll l k —_ 1 *
4) a) Montrer que Vn € N*,[; + S, avec S,, = Y323 X [(3) (2) ]

n
b) MontrerqueVn e N*,0 < [,, < G) c) En déduire la limite en +co de I, et S,,.

Partie C : On pose pour tout entier naturel n, T, = Xji_o Ik

1) Montrer que pour tout x #= 0, Y2_, fx(x) = % + xiz - f"T(x) .
2) En déduire que T, = In(2Ve) — flzfnT(x)dx 4) Trouver alors la limite de T,.
3) Justifier que: 0 < fff"T(x)dx <I,

Probleme 05 :

Partie | : Soit g la fonction numérique définie sur R par :

gx) =1+ (x—1)e*
1) Montrer que (V x € R): g(x) = 0.
2) Montrer que: (3! x =0), g(x) = 0.

Partie Il : Soit f la fonction numérique définie sur R par :

fx) = ——

si x#0

ex —1’

f0)=1
(Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;7;j) (unité graphique 2 cm)

1) Calculer les limites suivantes : lim f et lim (f(x) + x).
—o00 X——00

2) Montrer que la fonction f est continue en zéro.
3) a) Calculer la fonction dérivée de f sur R*

b) En déduire le sens de variation de la fonction f.
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4) Soit I’intégrale suivante : J(x) = fox te~tdt; x € R.

5) a) Par une intégration par partie, montrer 1’identité suivante : J(x) = (=1 —x + e*)e™

(vxeR); (%Ze‘(%'x')) <00 < <"—Ze—("_z'x'))

b) Montrer que :

2

c) Montrer que :

x"x') e*—1—x
<—

(VxE]R{);%e( 2 ) < (%le)

< 1
x2 -2 €
d) En déduire que la fonction f est dérivable en 0 et que f'(0) = —%

6) a) Montrer que

(vxeR): f70) = 1y eX — 1

b) Etudier le signe de la quantité e*(x —2) + 2+ x Vx € R.
c) En déduire que (Vv x € R\{0}): f"(x)>0.

d) Construire la courbe de f dans le repere.

e* lex(x—2)+2+x

Uper = f(uy); VREN
u0=1

Partie Il : Soit (u,) ey 12 suite numérique définie ainsi : {
1) Montrer que In 2 est la seule solution de 1’équation f(x) = x.
2) a) Montrer que : (V x € R\{0}); |f'(x)| < %

b) Montrer que : (Vn € N); |upsq —In2| < %Iun —In 2|

c) En déduire que la suite (u,),eyn €St convergente puis donner sa limite.

Partie IV : Soit F la fonction numérique définie sur R par :

F(x) =sz<ett_1)dt; Vx+#0
F(0)=0

1) a) Montrer que : (V x € R\{0}): ( 2x2 ) < F(o) < ( 2 )

e?x—1 e¥-1
b) Montrer que F est continue en 0 puis dérivable en 0 et que F'(0) = 1.

3—e*
1+e*

2) a) Montrer que la fonction F est dérivable sur R\{0} et que V x € R\{0} F'(x) = ( )f(x).

b) Etudier la monotonie de la fonction F.
Probleme 06 :

Partie | : Soit f la fonction numérique définie sur I’intervalle ] = [0; +oo[ par :

f(x)=x3ln(1+%), x>0
f(0)=0

(Cr) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;7;)) avec ||Z]l = [Ijll = 1cm.
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1) En appliquant le théoreme des accroissements finis a la fonction t +— In t sur I’intervalle [x; x + 1],

: . L N2
montrer que : (P): Vx > 0: — < In (1 +x) <=

2) a) En utilisant la proposition (P), montrer que la fonction f est dérivable a droite en 0.
b) En utilisant la proposition (P), montrer que la courbe admet une branche parabolique dont on précisera

la direction.

3) a) Montrer que la fonction f est dérivable sur ]0; +oo[ et que : Vx > 0; f'(x) = 3x2 (ln (1 + i) -

1
3(x+1))
b) En déduire que la fonction f est strictement croissante sur I. (on pourra utiliser (P))

c) Dresser le tableau de variation de f.

4) Onpose g(x) = @ V x € ]0; +oo.

5) a) Verifier que V x € ]0; +oo[; g'(x) = 2x (ln (1 + %) e )

2(1+x)
b) En déduire que la fonction g est strictement croissante sur ]0; +oo.
¢) Montrer que 1’équation g(x) = 1 admet sur ]0; +oo[ une solution unique notée o comprise entre 1 et 2
d) En déduire que les seules solutions de 1’équation f(x) = x sont 0 et a.
6) a) Tracer la courbe de f. (on précisera la demi-tangente en 0% et la branche parabolique de (Cf))
b) Montrer que f est une bijection de I vers J. On note £~ sa bijection réciproque.

Partie Il : On considére la suite (u,),en définie par :

{un+1 =f'(u,); VneN
O<uyp<a

1) Montrer par récurrence :Vn €N, 0 <u, <a.
2) a) Montrer que : g(]0; a[) = 10; 1[.
b) En déduire que la suite (u,,),ey €St strictement croissante

c) Montrer que la suite (u,) ey €St convergente. d) Déterminer la limite de lim w,.

n—-+oo

Partie Ill : On considére la fonction F définie sur I par: (V x € R): F(x) = fxlf(t) dt

1) a) Etudier suivant les valeurs de x le signe de la quantité F(x).
b) Montrer que la fonction F est dérivable sur I’intervalle I et déterminer sa dérivee premiere.
c) En déduire que F est strictement décroissante sur I’intervalle I.

2) a)Montrerque Vx € ]0;+[, F(x)<(1—x)In2
b) En déduire la limite de F en 4oo.

3) a) En utilisant la méthode d’intégration par parties, montrer que :

vx el ol  FOo =2 X (1+1)+ f 2 P
o _In2 x 1
xE el PE T U Ty T\t

Page 7 sur 10 Copyright®Novembre2023/LFSEL/Cellule de Maths [M.DIOP]




s 1/ t3 ot 1
b) Calculer I’intégrale fx (m) dt ,Vx €]0;+oo[ (Onremarque que: = t2—t+1- m)
c) En déduire que :

5 x3 x? x 1 x* 1
V x € ]0; +oo[: F(x)=ﬁ—ﬁ+§—z+zln(1+x)—Iln<1+;>

d) Calculer la limite de F en 0%, en déduire la valeur de folf(t) dt

4) OnposeVneN:v, =Xi) (F (Zl;l) —F (E))

n
5) a) Montrer que

1 2k+1 2k+1 k 1 _(k
vneN vielon=11: ~of (o) < () -# (F) = -3/ ()

4 Taep e . 1gn (E)< < _Lyn (E) L (2k+1 E)
b) En déduire I’inégalité suivante : 2n2k=1f ~)<Sv < 2n2k=0 - Indication - <
c) Montrer que la suite (v,),en+ €St convergente et donner sa limite.

Probleme 07 :

Partie | : Soit f la fonction numérique définie sur |—1; +oo[ par : f(x) = % —In(1+x)

Soit (Cy) la courbe représentative de la fonction f dans le repére orthonormé (0;7; 7). (unité graphique 2cm)
1) a) Calculer les limites aux bornes du domaine de definition de f. Puis en déduire les branches infinies de
la courbe (Cy)
b) Etudier la monotonie de la fonction f puis dresser le tableau de variation.
¢) Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet deux solutions 0 et « > 1 puis en déduire le signe de f(x) sur
Iintervalle |—1; +oo[.
d) Construire la courbe (Cy) dans le repére.
2) a) Montrer que : Vn € N\{0,1,2,3}: 3! u,, € [0,1[: f (uy,) =%
b) Montrer que la suite (u,,),=4 €St strictement décroissante.
c) En déduire que la suite converge et donner sa limite.
Partie Il : Soit ¢ la fonction numérique definie sur R par :

In(1 + ¢t2
(p(t) = ¥, sit+0
®(0) =0
1) a) Veérifier que la fonction ¢ est impaire.
, 1 o . L. .
b) Montrerque: vVt #0; ¢'(t) = t—zf(tz). c) En déduire le tableau de variation de la fonction ¢.

d) Démontrer que : p(Va) = % On considere la fonction g définie sur R par I’intégrale : g(t) =

IS e adt.
2) a) Montrer que la fonction g est paire.

b) Montrer que la fonction g est dérivable sur R puis calculer g’ (x) pour tout réel x.
Page 8 sur 10 Copyright®Novembre2023/LFSEL/Cellule de Maths [M.DIOP]




c) Dresser le tableau de variation de la fonction g.

3) a) Calculer I’intégrale suivante : [ = f ) (2 In t) dt.

b) En déduire que : g(x) — g(1) = (Inx)? + [[TIn (1+3)dt; V21

c) Montrerque: V x > 0: In(1+x) <x. d)Endéduireque:vx=>1;0 Sfxlln(l +i2)dts

N | =

e) Calculer hmg et lim 22 En déduire la nature de la branche infinie au voisinage de +o

X—+o00 X

Partie Il : On considére la suite (S,,),>1 définie ainsi : S, = Xp_ f (E)
1) Montrerque: (Vk € N*); In(1+k)—Ink < %
2) Endéduire que (¥ k € N*); 2In(2 + k) —31In(1 + k) +Ink <f( )etque (Vk €N*); 2In ("j) -

n(55) <£ ()

3) Endéduireque (Vk € N*); 1

((2+n)2

) < S,. En déduire encore la valeur de la limite : lim S,
4-(1‘L+1) noo

Partie IV : Soit x un elment de lintervalle ]0,1].

( 1)n+1 n+1

1) Montrer que : (V k € N*); ﬁ = Yr_ o ((—DkxF) +

1+x

_ \ (—1)k-
2) Montrer que : (V k € N*); In(1 +x) = X1 (Tx) + (= 1)”+1f o a

g e 1 . . _ won+1 (D _ +2 2(—1)nHixn+2
3) En déduire I’identité suivante : f(x) = Y117 (—) QRk-1)+ (D" f T dt + (—1+x )
4) a) Montrer que : 0 < fox (t::) dt < x™*2,

b) En déduire la limite suivante : hmf ( )dt =0

c) Montrer que : V x € ]0,1[, f(x) = lrilgl( k= (=D (2kk__1) xk)

Probleme 08 : Le plan est muni d’un repére orthonormé (0;7; ). Unité graphique 3 cm.

Partie | : Soit m un paramétre réel non nul. On considére la fonction f,, a variable réelle définie par :

frn(X) = —1 (m+x) C,, désigne la courbe de f, dans le repére.

1) Déterminer le domaine de définition D,,, de f,,. (on distinguera les cas m < 0 et m > 0)

2) Montrer que pour tout réel m et pour tout x de D,,,, f_,,(x) = —f (%).

3) On suppose dans la suite que m est un reel strictement positif.
a) Etudier les variations de f,,. c) Soit f‘lm la bijection réciproque de f,,,. Déterminer f‘lm(x).
b) Montrer que f,, réalise une bijection de D,,, vers un intervalle J & préciser.

Partie |1 :

1) Calculer les limites aux bornes de D,

2) Dresser le tableau ce variations de f;

3) Déterminer une équation de la droite (T), tangente a (C;) au point d’abscisse 0.
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4) Soit g la fonction de R vers R définie par : g(x) = f;(x) — x.

5) a) Etudier le sens de variation de g c) Déterminer la position relative de (C,) par rapporta (T).
b) Calculer g(0) en déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

6) a) Construire dans le méme repére (C,) et (T)
b) Comment construire (C_,) et (Cfl—l) a partir de (C;) ? (On ne demande de les construire)

Partie Ill : Soit ® une primitive de f;* = f 1 sur R.

1) a) Démontrer que @ o f est une primitive de la fonction x +— xf'(x) sur ]—1; 1[.

b) Démontrer que pour tout éléments a et b de ]— f]f((b)) i) dt =do f(b) — P o f(a)

¢) En déduire que pour tout x de ]—1; 1], fff((b))fl Yt)dt = f f'(t)dt
d) Démontrer que pour tout x € |—1; 1], fof(x) i) dt = foxf’(t) dt
2) Soit x un élément de |—1; 1[.

a) Démontrer que f(ff’(t) dt = —%ln(l —x?).

b) En déduire pour tout y de R, fff((b))fl (6 dt = In (ey+e y).

3) Soit A I’aire de la partie du plan délimité par la courbe (C fl—l) de f;1 et les droites d’équations x =
0 et x = 1 et I’axe des abscisses. Calculer A.

4) Soit x un élément de R et A le point de (Cy-1) d’abscisse In V2.

1 e?X—1  eX-
a) Montrer que f; *(x) = vl

b) Montrer que pour tout réel x, ona: (f71(x)) =1 - (fi 1(x))
) En déduire le volume du solide engendré par la rotation de 1’arc [51\4] de (C fl—l) autour de ’axe des
abscisses.

Partie IV: On pose Vn € N*, E,(x) = fox(fl‘l(t))n dt et Fy(0) = 0.

1) a)Montrerque Vn € N*etx € R, ona: 0 < F,(x) < x(f*(x))"

b) En déduire la limite de F,(x) en +oo. (x réel positif fixé)

2) a) Montrer que Vn € N*,ona: F,,,(x) = F(x) — E(fl Yx ))n+1
z - * . 1 2p-1
b) En déduire que Vn € N*,ona: Fp,(x) = x — (Zp 1) (7))
3) a) Montrer que pour tout x € [0; 1] et pour tout n € N*: x — §x3 + e + 2n1_1 t=filx) -

FZn(f(x))-

b) En déduire la limite en

(2n-1)x32n-1

Bon Travail /
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Académie de Thies,
Lycée de Fissel Mbadane

Ministere de L'Education Nationale| Série d’exercices N° 04
Discipline : Mathématiques
Suites Numériques

Année Scolaire : 2023-2024
Classe : TS,
Professeur : M. DIOP

Exercice 01: On considére les suites (U,) ey €t

UOZ

1
(Vi) nen définies par : 3 etv,=
(Un)?

3
Unt1 = 2
1) Calculer V,

2) Démontrer que (V,,) est une suite géométrique

dont on précisera la raison et le premier terme.
3) Exprimer V,, puis U, en fonction de n.

4) Calculer la limite de V,, puis de U, en fonction

de n.

5) Pour tout entier naturel n, on pose S,, =
k=o Vic et Ty = [1xZp Uk

a) Démontrer que S, = (1 —2™)In 2.

. 2\" . .
b) Justifie que T,, = (5) eSn puis exprimer T,

en fonction de n.

Exercice 02 : Soit la suite (u,) définie par u, =
e(l_g), n € N.

1) a) Montrer que (u,) est une suite géomeétrique.

En préciser le premier terme et la raison.

b) Justifier que la suite (v,) définie par v, =

In(u,) existe et est arithmétique.

2) OnposeS, =ug+u; +--+u,eth, =

[Tkeo Uk = Ug X ug X -+ X uy,.
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a) Exprimer S, et P, en fonction de n.

b) Déterminer la limite a I’infini de S, et P,.
Exercice 03 : Soit la fonction f définie sur R par
f(x) = 2x — sinx.

1) Montrer que f est une bijection de R sur R.
2) a) Montrer que I’équation f(x) = 4 admet une

solution a dans R.

b) Vérifie que 2,3 < a < 2,4.

3) Soit la fonction g définie sur R par g(x) = 2 +

1 .

—Sinx.

2
4) a) Vérifier que g(a) = a.

b) Montrer que pour tout réel x, ona: |g'(x)| <

N |-

c) Déduis-en que pour tout réel x, ona:
lg) — ol < Ix—al

Exercice 03 : Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[

par:g(x) =x—2 +%lnx

1) Prouver que I’équation g(x) = 0 admet une
unique solution a sur ]0; +oo[ etque 1 < a <
2

2) Soit f la fonction définie sur K = [1; 2] par

fx) =2— %ln x. Vérifier que a est I’'unique
solution de 1’équation f(x) = x.
a) Etudier les variations de f et montrer que,

pour tout x € K, on a f(x) € K.

b) Montrer que, pour tout x € K, |f'(x)| <

N |-

3) Soit u la suite définie par :

{ uO =1
Uy, =f(uy) VneN
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a) Montrer par récurrence que, pour tout n € N,
u, € K.

b) Montrer que, pour tout entier naturel n, ona:
1 1\
[unes = ol < 5 lup —al etfu, —al < (3)
c¢) En déduire que la suite u converge.
d) Trouver le plus petit entier naturel p tel que
|up, — o < 1072. Déduire un encadrement de a

d’amplitude 1072,

Exercice 04 : On considére la suite numérique
(u,,) définie pour tout entier naturel n par :
uO = 1

1
Upiq =§un+3,ne N

Partie | : conjectures

1) Sur un méme graphique, tracer les deux droites
d’équations y = x ety = %x +3

2) Déterminer graphiquement uq, u, et us.

3) Déterminer par le calcul uy, u, et us. Les
résultats sont-ils cohérents ?

4) Conjecture le sens de variation de (u,,).

5) Conjecture la limite de la suite (u,,).

Partie Il : Démonstration des conjectures

1) Montrer par récurrenceque : 1 < U, < 6

2) Montrer que (u,) est une suite croissante puis
en déduire qu’elle est convergente.

3) Soit (vy,)la suite numérique définie par : V,, =
U, — 6.

4) a) Montrer que (v,) est une suite géométrique
de raison g = 0,5 et calculer son premier terme.
b) Exprimer V,, puis U,, en fonction de n
c) Calculer la limite de U,, en 400

5) OnposeS,=Uy+U; +--+UqetS, =V, +
Vi + -+ V.

6) a) Déterminer S, en fonction de n.
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n
b) En déduireque S, =6n—4+5 (%) pour tout n.
c) Calculer la limite de S,, en +co.

Exercice 05 : Soit la fonction f définie par :

f(x) = X

2x—-1
1) a)MontrerquevVx > 1;f(x) =1
b) Montrer que V x > 1; f(x) < x.

2) On considere la suite (uy,)pen+ définie par :

Uy, = 2
{%ﬂ=ﬂ%)@EN’

a) Montrerque Vn € N,u, > 1
b) Etudier la monotonie de (uy,).

c) Montrer que (u,,) est convergente et trouver sa

limite
3) MontrerquevVn €N, u, = 11 T
1-(3)
: . Qni n+1 g; T
Exercice 06 : Soient U,, = 2" sin (Zm) etV, =

2" tan (z:+2)

1) Etudier le sens de variations de chacune des
suites (U,) et (V)

2) Montrer que V, > U,

3) Montrer que (U,) et (V,,) sont deux suites
adjacentes et calculer leur limite.

Exercice 07 :

A- x,y etz sont dans cet ordre trois termes
consécutifs d’une suite arithmétique. Calculer
ces trois nombres sachantx +y +z = 9 et
xyz = 59.

B- x,y etz sont dans cet ordre trois termes
consécutifs d’une suite géométrique croissante.

Calculer ces trois nombres sachant que x +y +
z=63et —+-+-=—
X y Z

Exercice 08 :
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1) Montrer que pour tout n > 2, cos (zin) > 0. Que

peut-on dire de sin (zln) ?

sinx

2) Déterminer la limite en 0 de

X .

3) Démontrer par récurrence que pour tout n > 2,

cos (Zln) = %\/2 +V2+ -+ 20—

1, radicaux)

4) En déduire que pour tout n > 2, sin (zln) =

%\/2 — V2 + -+ +/2(n — 1, radicaux)

5) Moyennant les questions précédentes, calculer

la limite de 2“J2 — /2 + - +V2(n radicaux)

Exercice 09 :

N2 ~ 1
UH_Z(E)' Vn_Un-i_nxn!

k=0

1) Montrer que (U, ) est croissante et (V,,) est
décroissante.

2) Montrer que (U,) et (V,) sont deux suites

adjacentes.
Exercice 10 :
UO = 1 VO = 2
2U,Vy , U, +V,
Unia = g7 Unss = —5—

1) Montrer que pourtoutn € N, 0 < U, <V,
2) a) Montrer que : V1 —Upyq < %(Vn -U,)

1 n
b) Montrer que : V, — U, < (E)

3) Montrer que (U,) et (V,,) sont deux suites
adjacentes

4) a) Montrerquevn € N; U,V, = 2.
b) Calculer la limite 1 de (U,) et (V,,).

Exercice 11:

3
1) Montrer que V x > 0;x—’%s sinx < x
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n2(n+1)>2
4

2) Montrerque Vn € N,Yp_ k* =
3) Soit la suite (U,) définie par U, (a) =
Yk=1 Sin (0( n—kz) ou a est un paramétre réel

positif ou nul.

Prouver en utilisant 1) que : Vn > 1,ona:

a(n+1) a3(n+1)2 n+1
— — < Up(a) L a—
2n 24n 2n

4) En déduire que la suite (U,(a)) converge vers
¢
>
- - n . 3 k
5) Soit la suite V,, = Y'¢_, sin (;) ;(n=>1)
a) Etablirque Vx € R,ona :sin®x =
—2sin 3x + >sinx.
4 4
b) MontrerqueVvn > 1,0na:V, =
1 3
- Z Un(3) + ZUn(l)
c) Montrer alors que (V,,) est une suite
convergente vers 0.
Exercice 12 : Soit la suite (uy),en+ définie par :
Uy = ZE:l 27K,
1) Montrer que (u,) est une suite croissante

2) a)Prouverquevk=>1,ona:k! >k

— 1\
b) En déduireque vn > 1,0na:u, < 1—(5)

3) Montrer que la suite (uy,) est convergente vers
unreell € E 1[.

Exercice 13 : On considere la suite (u,) définie

par:u,,q = 7u, + 8u,_q.

1) Pour quelle valeur de u, la suite (u,) est
constante ?

2) On suppose maintenant que la suite (u,) est

U, =0,u; =1

definie par :{un+1 = 7u, + 8u,_,

3) a) Montrer que la suite () n’est pas constante
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b) Montrer que la suite v, = u,,4 + u, est une
suite géometrique dont on precisera la raison.
En déduire v, en fonction de n.

c) On pose w, = (—1)™u, et on considére la
suite T, définie par T, = wp+1 — wy. EXprimer
T, en fonction de v,,.

d) Exprimer w,, puis u,, en fonction de n (on
pourra calculer de deux maniéres la somme
2k=0 T

e) Déterminer la limite en 4+-oco de :—2.

Exercice 14:

Pour tout n € N*, soit P,(x) = YR_,xX, x € R.

1) Montrer que P, posséde une seule racine réelle
dans [0; 1]. Soit a,, cette racine.

2) a) Montrer que Vx > 0,P,,;(x) > P,(x)
b) En déduire que P,,,(ay,) > 0etque a,,; €
10; a,[ et (a,) est strictement décroissante

3) Montrerque:vVx#1, Vn=>1,P,(x) =

1—x0+1

— 2. En déduireque Vn > 1,2a, —
al*l —1=0.

4) a)Montrerque: 0 <a, <a, et0 <ap <aj.
b) Verifier que a, < 1. En déduire que

lim ap} = 0.
n-+o

c) Montrer que lim a, = 2
n-+oo 2
Exercice 15:
Partie A : Soit la suite (u,) définie sur N* par :

U, = aln ou a est un réel strictement supérieur a 2.

1) Vérifier que pour tout n de N*; % < 2 En

n

déduire le sens de variation de la suite (U,,)
2) Montrer que la suite (U,,) est convergente vers
0.
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3) Soit pour tout n de N* : S,, = Y3, Uy. Montrer

que pour toutnde N*: S, < ﬁ

4) Montrer que n.de N*: Sy = =S, +——

1
(a_l)an+1
. a
lim S, =——=
n-+oo (a-1)

5) En déduire que :

Partie B : Soit la suite (I#,) définie sur N* par

Wh = ZZ=1(_1)kUk

1) Montrer que la suite (W,,,) est strictement
décroissante et la suite (W,,,,,) est strictement
croissante.

2) Etablir que pour toutn de N*: W, .1 < Wa,,.

3) Montrer que les suites (W,,,) et (Wy,,41) sont

convergentes vers la limite L, tel que :

2
—a“+2a-3 —a+2
—— <L, <
a

a? '
Exercice 16 : Soit a > 0. On considére la suite

(uy)nso définie par U, un réel vérifiant U, > 0 et la
relation : Uy, = 2 (Un + i). On se propose de
2 Un

démontrer que (U,,) tend vers va.

_ (U3-a)°
T 4UZ

1) Montrer que: U2, — a
2) Montrer que sin > 1, alors U,, > +/a puis que
la limite de la suite (u,),>; est décroissante.

3) En déduire que la suite (U,) converge vers va.
4) En utilisant larelation : U2,; —a = (Upyq —

Va)(Uyn41 + Va) donner une majoration de
U,+1 — Va en fonction de U,, — a.

5) SiU; —+/a < k et pour tout n > 1, montrer

que : U, —Va < 2\/5(%) -

6) Application : Calculer v/10 avec une précision
de 8 chiffres apreés la virgule, en prenant U, =
3.
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LA de Fatick - Année Scolaire 2023 - 2024 TS1 Cellule Zonale de Mathématique - Zone 1
{ FONCTION LOGARITHME NEPERIEN $

Exercice 1 :
Calculer les limites suivantes :

lim (In?x —3lnx + 1) ; »

% > +00 +oox— 2In(x2)
. Inx—1 . In(cosx . In{x®+~
lim ; lim g; lim u

xX—e X— e x -0 X X — +0oo X
. 1\ ..

lim xIn (x + —); lim (In?x — Inx),

x -0 X -0t

lim 2t 1 lm xy1+In*x, lim xln( :1)

x_>+oolnx—1’x—> X - 400
In(x+1)
X — 400 Inx

1
ln(;)—lrﬂ  lim In(3x+1)
)

Inx—-1

. , . In(1+sinx
; lim (sinx)lnx ; lim ML+ sinx)
x>0t x -0

; lim (xlnx — (Inx)?)

x-7  xX=7 x—-0 Ssinx X = +00

Jim i (25) 5 i e (143) - (x =)

. xln(l-x)-2x+4 . x-In(x+1 . In(x+1
lim - ; lim (2 ) ; lim %
X2 (x-2) x -0 x x>0+t Vx

. 2+In(x+1)-2V1+x . x+1 2x
lim = ; lim In|—| —

x -0 x x> —1" x—1 x2—1
. In(x2%+1 . In(1+3tanx . x%43x -4
lim (e +1) ; lim ( ) ; lim ——
x >Foo x3+1 x -0 x3 x—1 Inx
2

. In(cos(sinx x—x——ln(1+sinx) . In(1+sinx
lim (cos(sinx)) ; lim —2— ;lim ( - )
x—0 x? x—0 x x>0  sinx

. x3+x2-In?(1-x) .. x+in(Vx2+1-x .

lim n ( );hm ( - )  lim xin(—x)
x—0 X x—0 X x—>0"

. xcosx—log(1+x ! 5)—log(5— . In(cosx
lim zg( ) ,llm og(x+5)—log(5—x) : lim - ( )
X—0 x x5 x=5 x-0 y1+x2-1

In(cotanx) . log(1+3x)

lim logx—log5.y. log(1+3x).7.
x—5 x-5 ’x—»olog(l—ZX)’xq” 1-cotanx x50 sin2x

2 2
lim lls; lim & +11), lim In(vVx?+3—x)

X—+o00 X X——00 x3 + X—+00
lim In(x?-3x+7),  lim m(x2+x+vx + 4), lim ln(1+ Vx)
X—>—00 2x-3 x—>+oo 3x X—>0+ X

lim = In (Z_Sx) im =22 - jim 2 in (1+55mx)

x—0X 2+5x x—01In(1+x) " x-0x 1+3sinx

V1 \/1 1
llm—ln( ), b n(x 11m (x —2)In(x® —-8)
x>0 x* cosx x—> )

,}L%‘- In(2 — x) cos (Zx) X xllg;f (xE - 1) In(x?-1)

. ln(2tanx.3\/tanx—1) . q.. Arctanx _ ;. X X
lim :lim ;lim In(=
x—% tanx—1 x—0 In(1+x) " x-52x—- 2 2

Exercice 2 :

1. Soient a, b, c des réels strictement positif et
différents de 1.
Simplifier les expressions suivantes :

log% (%) = log,(b) ; lOQ%(b) = log, (%)

l0gy(@) = =1 log.(a) = logc(b). log, (@)
2. Soient a, b, c des réels strictement positif et

différentsde 1 :

4-+ b4-
a- Montrer que : = =

////////////////////////////////////////////////////
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b- En déduire que :

log, (L - C4) + log, <C4 - a4> log, <a4 al b4> =9
b+c c+a a+b
3. On rappelle que pour tout x réel,E(x) est
I’entier tel que : E(x) < x < E(x) + 1.
a- Démontrerque:x — 1< E(x) < x.

b- Calculer alors, si elles existent les limites

] . . . E(lnx)
suivantes ',}L%LxE(lnx)' xlirpw N

4. Déterminer une primitive de chacune des
fonctions suivantes sur l’intervalle I:

f) =221 =0 +00[ ; h(x) = 2,1 = 10;e]
g(x) = 2x3+x2 +x—7'1 — -0 0[’
_ 1 —In.
p(x) = sin(2x)'1 - ]0’ 2[
1
k(x) T (1+x2)Arctanx’’ ]0 ! +oo[
q0) =24+ —— 1 =11; +oo]

5. Calculer es intégrales suivantes :

1 e e? 1y -1
f Inxdx; f xInxdx; f x2nxdx; f dx
e 1 e e ve

+1
fzs (Inx)5d J‘ x+1 4 fz dx
x(nx X, X, i
1 3 xvlnx 4 xinx
6. Soit f la fonction defmle sur]1, +oo[

. _ 1
par . f(x) - xZ(x_ 1)
a- Déterminer les réels a, b et c tels que pour
a b c
tout x € |1, +oo], f(x) _;+;+E

b- Calculer alors f3f(x)dx. En déduire la
3ln(x 1)d

valeur de [,

Probléme 1 :
Soit f la fonction définie sur R par :

f(x) = Arctan(In(—x)) +% six <0

f(0)=0

f(x) = (xInx —x)? six >0
On note C sa courbe représentative dans un
repere orthonormé (0,7, )
Etudier la continuité de f en 0
2. Etudier les limites aux bornes de Ds et etudier

les branches de C

3. Etudier la dérivabilite de f en 0 puis
interpréter graphiquement les résultats
Etudier les variations de la fonction f
Montrer que :

=

o s

" _ (1 +In(-x))? .
f"(x) = ~ armZ SLX <0

f"(x)=2(In*x+Inx—1)six >0
6. Etudier la concavité de la courbe C
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7. Tracer cette courbe
8. Soit g larestriction de f sur R_
a- Montrer que g admet une bijection
réciproque g~ définie sur un intervalle
J a préciser
b- Calculer, lorsqu’il existe (g~ 1)’ (g)
c- Déterminer g~1(x) pour tout x de J
9. Tracer la courbe de g~1(x)
Probléme 2:
I. Soitn € N*, n > 2, la fonction f,, définie
1 .
sur]—; ; +oo[ par :
{fn(x) = —ln(l;rnx) six#0
fn(o) =n
1. Calculer les limites aux bornes et déterminer
les branches infinies a (C,,)
2. Etudier la continuité de f,,en 0
3. En utilisant le théoréeme de Rolle, calculer la
limite lim 2040 =%
x—0 X
4. Etudier la dérivabilité de f,, en 0 puis
interpréter le résultat obtenu
II. Soit la fonction g,, définie sur
1 .
]— o +00[ par :
In(x) = nx — (1 + nx)In(1 + nx)
1. Montrerque V x € ]—% ; +oo[,gn(x) <0
2. Montrer que V x € ]—% ; +oo[ — {0},
.l _ gn(x)
ona. fn(x) T 221+ nx)
3. Dresser alors le tableau de variations de f,
4. Etudier les positions relatives de (C,,) et
(Cny1) surlintervalle J0; +oof
5. Montrer que I’équation f,, (x) = n admet
une unique solution a € 10 ; +oo|
6. Etudier la monotonie de (@), en+ €t montrer
que lalimite lim @, = +o
n—-+oo
7. Montrer que 1,01 < a, < 1,09 puis donner
une valeur approchée de a, a 0,02 prés.
8. Tracer les courbes (C,) et (C5) dans un
repere orthonormé (0,7, 7)
III.  On considére la fonction E, par :
vn20,Fx) = [ fdt
Montrer que F, est définie sur [0; +oo[
2. Montrer que F, est dérivable sur |0 ; +oo|
3. En utilisant le théoréme des inégalités de

I’accroissement fini, montrer que V n > 0,

(n — Dxfp(nx) < F(x) < (n — Dxfp(x)
Etudier la dérivabilité de F, en 0 puis

interpréter géométriquement le résultat.
Calculer lim E,(x)et lim Enx) puis
X—+00 xX—>+0 X

donner les branches infinies a (Cr, )
Dresser le tableau de variation de F,
Onpose:VneN*S,=Yr e f, (%)
Montrer que (S,,)nen+ €St Croissante.
En déduire que (S,),en+ €St convergente et
calculer sa limite.
Probléme 3 :

Partie A
Etudier sur I’intervalle ]0; +oo] le sens de
variation de la fonction h, définie par :
h,(x) = x — Inx
Montrer que pour tout x de :
10; 4oof, hy(x) > 0.
On définie sur ’intervalle ]0; +oo] la

fonction f; donnée par : f;(x) = —

x — Inx
Etudier le sens de variation de la fonction f;.

Déterminer les limites de cette fonction f;
aux bornes de ’intervalle ]0; +ool.
Dresser le tableau de variation de la fonction f;
On consideére la fonction ¢, définie sur

[0; +oo[ par :
{ :1(0) =0

¢1(x) = fi(x)pour x € ]0; +oof

Montrer que ¢, prolonge f; par continuite.
Etudier la dérivabilité de ¢, en 0.
Tracer la représentation graphique C; de ¢,
dans un repere orthonormé (0,7, 7)d’unité 4

Partie B

Dans cette partie n désigne un entier naturel
de l’intervalle [2; +oo[
Etudier sur ]0; +oo[le sens de variation de la
fonction h,, définie par : h,,(x) = x™ — Inx
En déduire que pour tout n de ]0; +oo],
ona h,(x)>0
On définie alors sur I’intervalle ]0; +oo[
la fonction notée f,, et donnée par :

fa(x) = o _x Inx

On définit sur ]0; +oo[ la fonction g,, définie
par: g,(x) =1+ (1 —n)x™ — Inx

Montrer que g,, est strictement décroissante
sur ’intervalle ]0; +oof.
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En déduire I’existence d’un réel unique a,,
solution de I’équation g, (x) = 0.
Comparer les reels a,, et 1.

Quelle est la valeur de a, ?
Démontrer que pour tout x de ’intervalle

10; +oo[ ona:f’ (x) = In(x)

(= 1nx)?

En déduire le sens de variations de f,,.
Préciser les limites de f,, aux bornes de
]0; +oof et dresser le tableau de variation
de la fonction f,,.

. En vous aidant de la question 3 de la partie
A, montrer que f,, admet un prolongement
par continuité ¢,, dérivable sur [0; +oo

. Tracer la représentation graphique C, de ¢,
dans le méme repere que dans la partie A.

Partie C:
En utilisant la question A.1, déterminer un
encadrement de x — Inx pour tout x de [1; 3]
En déduire que pour tout x de
[1;3],|f" ()] <1
On considere les réels a et g tels que :
1<a<f <3etonpose:

A=[ffodxet] = [f fi(@dx
En utilisant la question 2, démontrer,
que pour tout x de [a; B],ona:

a—-x<filx)-fila) <x—a
En déduire que :

[Pla-xdx<a-) < [Px— a)dx
Montrer alors que : |4 —J| < 2 (8 — a)?

On partage ’intervalle [1; 3]en n intervalle
de méme longueur en utilisant les réels
Xo, X1, -, Xp telsque: 1 =x,<x; < <

Xn—1 < Xp, =3.0nadonc x;,q —x =

SN

pour tout k € {0, 1,2, ...,n — 1}. On pose
A = [ fGdx ety = [757 fi (o) dx
Démontrer que pour tout x de [1;3] ona:

3
|7 A dx = o+ )y + 4 Juop)| < 2
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Le but de ce probléme est d’étudier la
convergence de la suite (t,,) et démontrer

que: lim t, = In(v2r)

n-+oo

Etude de la suite (t,,)
Soit n un entier naturel non nul et ¥ la

fonction définie sur |—n; +oo[ par
t t
l/)(x) = ln(l +;) —;
On suppose que Y est dérivable sur
]—n; +oo[ et on note Y’ sa fonction dérivée.
Justifier que :
-t

Vt €]-n; +oof,Y'(t) = @
Calculer ¥ (0) puis dresser le tableau de
variation de v (on calculera pas les limites)
Déduire de ce qui précéde que :

vee]-n +oof, In(1+5) <2

En utilisant ce qui précéde et en effectuant un
changement de variable, démontrer que :
Vx ER}, mx<x —1

. k+3
Demontrer que Vv k € N*, fk_+f (% — 1) dx =0
2

Déduire des questions précédentes que :
sl
VkeN, [ 'z

1
k=3

Justifier alors que :

In(x)dx <0

1
Vk €N, fk"_*fln(x) dx < In(k)

2
En utilisant la relation de Chasles, démontrer

que:V n €N*, [i'In(x)dx < In(n!)
2

En utilisant une intégration par parties,
démontrer que :

vn € N ,n— (n + %) In (n +§) +1In(n!) > In(V2)

. Démontrer que : ¥ n € N*, t, = In(~2)
. On définit la fonction f sur ’intervalle :

1051 par: f(x) =5-In (ﬁ—’;)
Onadmetque: V x € |0; 1, f(x) > 1 et

Vn ENYt —t, = 1_f(2nl+ 1)

b- En déduire une valeur approchée de a- Déterminer le sens de variations de la suite (t,,)
3 S A1 g b- Déduire des questions précédentes la
J; fi(x)dx a 107" prés.

convergence de la suite (t,,)
On légitimera le choix de n. 1. Calcul de la limite de la suite (t,,)
Probléme 4 :

On déefinit la suite (w,,) par :
On considére la suite (t,,) définie sur N* par : wy ==

t,=n-— (n + %) In(n) + In(n!)

T
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A.

Calculer la valeur de w,

Démontrer que la suite (w,,) est décroissante
et positive. On admettra la suite (w,,) esta
termes strictement positifs.

A D’aide d’une intégration par parties,

n +1
wtzn
En utilisant les questions précédentes,

justifierque:vn €N, ni:SM31

Wn
Wnt1

démontrerque:Vn €N, w, ., =

Déduire de ce qui précede lim

n—+oo Wn
Onpose:Vn €N, y, =(n+ D)wy 1 X wy,
Démontrer que la suite (y,,) est constante.
Déduire de ce qui précéde que :
vn €N, y, = E
Déterminer alors Ia limite lim nw?

n—-+oo
Déduire de ce qU| precede que :
lim Vnw, =
n—-+oo

On admet dans Ia toute la suite du probleme
que, si une suite (a,,) converge vers |, alors
la suite (a,,,) converge aussi vers |.

En utilisant ce qui préceéde, la limite

de la suite (2nw2,) en +oo

En utilisant des questions précédentes

démontrer par récurrence que :

(2n)! T
Vn €N, Wznzzzn(—n!)ZXE

Démontrer que :v¥ n € N*, e'n =
En admettant que :
. - 2 , .
vV n € N*, eten2tn = %,/nwzzn, déterminer
alors la limite suite (t,,)

Probléme 5:

On considere la fonction f,, définie par :
{fn(x) = (lntc)n six>0
fn(O) =0,
Déterminer le domaine de définition D,, de f,

Etudier les limites aux bornes de D,, puis
déterminer les branches infinies de (C,,)
Etudier la continuité et la dérivabilité de f,, a
droite de 0 puis interpréter le résultat
Calculer f',, et dresser le tableau de
variations suivant la parité de n

Etudier les positions relatives de

(Cn) et (Cn+1)

vV neN*

Al
")

On considére la suite :
= [T fu(t)dt

2_
Montrer que V n € N*, =

vneN,U,

—e
Montrer que (U,)nen+ €St décroissante et
convergente

Vérifierque Vn € N, vx € D,,,ona:
Xfu(x) = —nfpp1(x)

En déduire la relation récurrence entre U,,
et U,,. En déduire la limite de la suite (U,,)en
Montrer qu’on a :

vxe]o;1[u

x?
S x? dt < -X
X lnt inx

<[4 o

ln x X In°t
0 etqueVx €]1; +oof, = Sfxz at
4ln’x X In’t
On considere la fonction F définie par :

x? dt .
F(x) = fx e SLX <0

F(0)=0
Montrer que D = [0;1[ U ]1; +oo[ et que
F est continue en 07
Etudier la dérivabilité de F en 07 puis
interpréter graphiquement.

Déterminer 11r+n F(x) et donner la branche
X—+00

infinie a la courbe Cg

11 4o, 2

2 lnx

Montrer que V x € ]0; 1[

Montrer quthe] 1[ V2(t — 1) < In(t)
etvte|l; +oo[,Int <t—1

En déduire que vt € ]‘/— 1[ Fx) < 2(x2 1

etvx €]l; +oof, ﬁSF(X)
Calculer lim F(x) et lim F(x) puis
x-1* x—-1~

interpréter géométriqguement les résultats.
Montrer que F est dérivable sur I’intervalle
[0; 1[ puis sur I’intervalle ]1; +ool.
Calculer F’(x) sur]0;1[ U ]1; +oof et
dresser le tableau de variations de F
Tracer Cr dans un repére orthonormé
(0,7,7). Onprendra F(2) =1,8

On considere la fonction ¢ définie par :

90()—1_7)51“5]0 1{U]l; +oof

9(0)=0; (1) =1
Montrer que :
Vte]0;1[U]l; +oo[,t—1<In(t) <0
Montrer que ¢ est croissante sur [0 ; +oo[
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3.

DéduireVx € ]10;1[ U
x? (p(t) x -x
-1< [ dt <—
SO|tf deflnle sur [0; +oo[ par'
f(x) =—In(x + 1) +f m
fO=f1)=0

Etudier la continuité et la dérivabilité de f en
0*. Interpréter graphiquement le résultat

Déterminer 11m f(x)et lim [

x—>+0c0 X

Donner la branche infinie a Cr
Montrerque Vx € ]10;1[ U ]1; +oo],

fx @dt f( )+1n(x+1)

X

si x#0

Etudier la continuité et la dérivabilité de f en
1 puis interpréter graphiquement le résultat.
Montrer qu’il existe @ € |0 ; 1[ tel que

f@)=0
Montrer que Vx €10;1[U]1; 4o,
fle) = ——=+ o)

Dresser le tableau de variation de f puis
tracer cy dans le repere précédent.
Probléme 6 :
Dans tout I’exercice, n € N*
On considere la fonction f,, définie sur
[0; +oof par :
{fn(x) =x(1—Inx)" six>0

f2(0) =0
On appelle C,, sa courbe représentative.
a- Etudier la continuité de f,, a droite de 0
Etudier la dérivabilité de f,, a droite de 0.

Interpréter le résultat

f”( ) suivant

Calculer lim f,(x) puis lim
xX—+00 xX—+00

les valeurs de n

Donner la nature de la branche infinie a €, en +oo

Dresser le tableau de variation de f,, suivant

les valeurs de n

Etudier le signe de f;,41(x) — f,.(x) sur

I’intervalle [0 ; +oof

Tracer les courbes C; et C, dans un repére

orthonormal (0,7,7) d’unité 2 cm

On considére la fonction F définie sur
. 1 fi(t
]—o0; 0] par :F(x) = fex t;i )1 dt
Montrer que F est dérivable sur |—oo ; 0 et
(x — 1)e?*

1+ e?¥

queV x € |[—o0; 0[,F'(x) =

10.

w

Déduire que 'VxE€

]—00;0[: 2 [ Ai(E)dt < F(x) <
mfexfl(t)dt

Jim f fi(t)dt —E

On admet que F admet une limite l en —oo.

Montrer que :

Montrer que% <Il< %

On considere la suite (U,,),en+ définie par :
vneN, U, =[] fu(t)dt

Montrerque Vn € N, U, > 0et U, = U,
En déduire que (Up,,)nen- €St convergente
Montrer que ¥ n € N, Up,y = =+ "——

Un
En déduire I’aire du domaine (D) dellmlté
par : les droites (D;):x =1, (Dy):x = e et
les courbes C, et C,

Montrer que Vn € N* R < U, <

n —1
En déduire les limites : hm U, et lim nU,
n-+oo n—-+oo

On considere les deux suites : (V,)en- €t
(dy)nen+ définies par :

VnEN, Vppy = —>+
Vi #U;

vneNd, =|V,—Up,|

Montrer que Vn € N*,d,, =

n+1
2

A

n!
on - 1

dq.
En déduire que HT (dy) =+
n—->+oo

Montrer alors que la suite (1},) est divergente.

On considere la fonction F,, définie par
F(x)—fx f—(t)dt six#0 Vn>2
F,(0) =0

Montrer que Vx € [0; 2[ Ule; +ool, E,est
définie avec (n = 2)

a- Montrer que V n > 2,Vx € [0; Z[,Elcx €
Jx; 2x[ tel que E,(x) =

fn (c )

b- Montrer alors que E, est continue en 0
Etudier la dérivabilité de F,, a droite de 0.
Donner une interprétation graphique
Montrer que F, est dérivable sur D, et

1
quevneDg, K (%) = fn (Zx) Tn ()

a- Calculer F,(x),V x € Dg, \ {0}
b- Calculer les limites aux bornes de D,
Donner la nature des branches infinies a Cp,

Dresser le tableau de variations de F,
Tracer Cp, dans un second repére (0, i, V)

d’unité 1 cm. On prendra : F, (g) ~ —5,7
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TS1 calcul intégral

Exercice 1
I. Déterminer les primitives des fonctions suivantes.

On précisera dans chaque le domaine de validité.
2

x
1) f(x) = In(x) ; 2°) f(x) = xe* 5 3°) f(x) “ T 4°) f(x) = tan(x)
co B 3x — 1 e _xPtx—x 70 1
)f(x)_(x—l)(x+1) ; )f(x)—W ; )f(x)—m-
II. Calculer les intégrales suivantes
1 2 1
I, = 3t —2|dt ; I, = d : I, = t. 2)dt
1= [ 12 o= [ drddx 5 k= | maet; 2)

n
I, =f (x—=1]+|x—=2|+ -+ |x—n|)dx
0
III. Calculer les intégrales suivantes

(On précisera éventuellement l'intervalle de validité) :

22 x 2 e/ 11
A=f dx;B=fte_tdt ;sz (x——+—)dx
VxZ +1 0 1 x  x?

V3
X dt 7T/6 elnt 1 xn—l
D = — ;E=] sin(3u)du;F=f—dt; G=j dx
_11—t 0 e2 t 0 1+ x™
Int a” dx e? L
H=f—2dt;1=f —_— ;]=f (t3+1)lntdt;K=f(x2+x+1)e‘xdx
, t a XInx 1 0
n  sint n  COSt
IV. a°) Montrer que les intégrales [ = | ————dt et J=| ———dt
0 sint+cost 0 sint +cost

existent.
b°) Calculer I + J et I —J. En déduire I et J.

V. Application du changement de variable. Montrer:

—- si f est impaire et continue sur [-a, aj, alors I_aaf (t)dt=0 (@a>0);
- si f est paire et continue sur [—a, aj, alors J‘_aaf (t)dt=2 I:f ()dt(a>0);

-- st f est périodique de période T et continue sur R,
a+T

alors [ F(t)dt - jOTf(t)dt

3 2n .
Calculer : j_st t +1dt ; j0n3|n3(t) dt

VI. Etudier rapidement f: x+— x+ 1+ e* ; préciser les branches infinies ;

tracer Cr. Pour a> O, calculer l'aire du domaine plan

Da = {M(x,y); 0<x<a et x+1<y<f(x)}.
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Déterminer la limite de cette aire quand a tend vers +oo.
: - 2x  dt
VII. Soit f définie sur R* par f(x) = J. — .
X In(l+t?)
a) Montrer que f est définie, continue et dérivable sur R*.
b) Montrer que f est impaire.
c) Calculer f'(x) pour x > 0. On écrira : f(x) = F(2x) — F(x)
Avec F primitive de x » ——— - sur R*+
In(L+x?)
. o 2X _t2
VII. Soit f définie sur R par : f(x) = IX e dt
1°) a) Etudier la parité de f.
b) Déterminer le signe de f(x) suivant les valeurs de x.

c) Montrer que f admet O pour limite en +o et —oo.

2°) a) Montrer que f est dérivable et que f'(x) = 2e 4" — g=x%

b) Etudier la variation de f. Préciser les points ou f admet un extremum.
c) Construire Cr (on admettra que le maximum de f est égal a 0,3).
Suites définies par une intégrale.
I. Soit I, = El(x2 ~1)" dx.
1) Démontrer que pour tout entier n supérieur ou égal a 1 :
Cn+ DI, =-2nl, , .

2) En déduire l'expression de I,, en fonction de n.

II. Pour n entier naturel, on pose : I, = ﬁx” V1- x?2 dx

1) Quelle est la signification géométrique de I, ? En déduire la valeur de I.

2) Calculer ;.

3) Montrer que pour toutn>2, ona: I, = <:—J:; ) L,_5.

4) En déduire la valeur de I, en fonction de n

5) Montrer que (1I,,) est une suite positive et décroissante et que cette suite
converge vers O

6) Montrer quen(n + 1)(n + 2) I,,I,,_, est indépendant de n et calculer sa

valeur.

Exercice 2

L'objectif est de calculer les intégrales suivantes :
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1

1 1

I f dx ] f x d t K f 2+2d

= ; = X e = X X
; x2 42 0\/xz+2 )

I/ Calcul de I

Soit la fonction f définie sur [0; 1] par : f(x) = In(x + Vx? + 2)

1) Calculer la dérivée de la fonction : x = Vx? + 2

2) En déduire la dérivée ' de f.

3) Calculer la valeur de L

II/ Calcul de J et de K

1) Sans calculer explicitement J et K, vérifier que : | + 21 = K.

2) A laide d'une intégration par parties portant sur l'intégrale K, montrer que :
K=+3-]

En déduire les valeurs de J et de K.

Exercice 3

Pour tout réel positif a, on définit I(a) = | la (I;I—Zx) dx
1) A lUaide d’une intégration par parties, montrer quel(a) = 1 — ln(a%.
En déduire la limite de I{a) quand a tend vers +oo.
2) On définit maintenant J(a) = |. 1a (xlznﬁ) dx.
En utilisant (avec justification) que pour tout x supérieur a 1 :
x? < x?+1<2x?, montrer que %I(a) <J(a) £1(a)
Exercice 4
1) Justifier que, pour tous p € N et q € [0, p], l'existence de l'intégrale :
Ipg = fol xP (Inx)9 dx = lim fal xP (Inx)9 dx
2) Exprimer I, 4y en fonction de I, ,_1) pour tout p € N* et q € [1,p].
n!

3) En déduire que pour toutp € N : Iy = (—1)’1—'11_’_1
(n+1)

Exercice 5

On pose pourn € N : u,, = fon/4 tan®™*2(t) dt et S, = ¥i-o (2_,{1:,1{
1) a) Calculer uyet simplifier u, + u, ., pour toutn € N

b) Montrer que pour toutn € N : S, = % + (—1D)"u,
2) Etudier la monotonie de u.

Exercice 6

On/z sin™(x) dx

1) Montrer que la suite (In) est positive et décroissante.

On pose quel que soit Uentier naturel n, I, = [

2) Montrer que, pour toutn > 2 : I, = (n%l) J S

3) Calculer I, et I; et prouver que :

I, =1><3><5---><(2p—1)xz ot I _ 2X4X6--X2p o 1
p 2X4X6X2p 2 YT 1x3x5--x(2p—-1)" 2p+1

(Vvp>1)
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4) a) Etablir que : Ly <1, <1y

_n_
n+1

I
b) Montrer alors que lim 2o+l _ q

p—+oo I 2p
c) Etablir la formule de Wallis (mathématicien anglais 1616-1703) :

2Xx4x6--x2p 171 _m
ol Tx3 x5 x2p-Dl “2p+1 2
Exercice 7
1) Justifier qu’on peut poser :
I(x) = fozn In(x? — 2xcos@ + 1) dO pour tout x € R\ {—1; 1}.
2) Montrer que la fonction ainsi définie est paire.

3) a) Pour tout 0 € R, décomposer le polynéme X* — 2X?cos + 1
b) Soitx € R\ {—1; 1}, calculer I(x?) en fonction de I(x), puis I(xzn) en fonction
de I(x) pour toutn € N
4) a) Calculer I(x) pour toutx € |-1 ; 1]

b) Apres avoir calculé | (%), calculer I(x) pour tout x € |—oo; —=1[ U |1; + o[

Exercice 8
Partie A

Soit g la fonction définie par g(x) =

-1
v2e*—1
1) a) Déterminer Dg : le domaine de définition de g.
b) Montrer que g est dérivable sur Dg et que pour tout x EDg on a :

X =
g'(x) ( e
c) Dresser le tableau de variation de g
2) Tracer la courbe de g dans un repére orthonormé.
3) Soit f la fonction définie sur |—n/2 ; t/2[ par: f(x) = —In(1 + sinx).
a) Dresser le tableau de variation de f
b) Montrer que f réalise une bijection de |—n/2 ; /2 [ sur |—1In2;+4oof
c)Soityunréelde]—mn/2; n/2[. On pose x = f(y), montrer que siny = e * — 1
4) a) Soit G(x) = f~1(x). Montrer que G une primitive de g sur ] —1In2 ; +oof
b) Calculer alors folnz g(t)dt
Partie B
Pour tout entier naturel on nul n et pour tout x € [0,+oofon pose

6u(x) = j (9()"dt.
1) a) Justifier que pour tout x € [0,+[: G;(x) = G(x)

b) En déduire que hrP G1(x) = —%
xX—+00
—t

2) a) Montrer que pour toutt € |— In2;+ofona: g*(x) =
b) En déduire g,(x) et lirP G,(x)
X—>+00
3) a) Montrer que pour tout t € [0,+o[ et pour tout n € N*, on a : |g(t)|"* < e ™/?

2—et
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b) Montrer alors que pour toutt € [0,+[ et pour toutn € N*, on a : G,(x) < %

Exercice 9
Soit F(x) = [T eV¥Tdt, ¥ x € ] 0, +0of
1) a) Justifier Uexistence de F sur |0, +oof
b) Montrer que F est dérivable sur |0, +o[ et que Vx € |0, +of, F'(x) = m%e”""'
2) a) Calculer F(1) et vérifier que pour x = 1,F(x) = 2 flx Int dt.
En déduire F(x) pour toutx € |1, 4o/
b) Montrer que V x € [0,+o[, F(x) = F G) .
En déduire lexpression de F(x) sur JO ; 1].

3) Calculer chacune des deux intégrales suivantes :
2 5

A= f eVi-1qt puis B= f eVi-1qt
1 2

Exercice 10

PartieA
1) Soit f la fonction définie sur | —1;1[ par: f(x) = %ln Gt—i)
a) Etudier la parité de f et calculer ses limites aux bornes de l’ensemble de
définition.

b) Etudier les variations de la fonction f et tracer sa courbe représentative
(C) dans un repére orthonormal (O ;i,]) ( unité : 5cm)
2) Calculer en cm?, laire du domaine plan Acompris entre la courbe (C), l'axe

des abscisses et la droite d’équation x = = On pourra faire une intégration

par parties.

3) Pour tout réel x de lintervalle [O ; g[, on pose g(x) = f{sinx). Montrer que la
1
COSX

fonction g est une primitive sur [O ; g[ de la fonction h telle que h(x) =

Partie B

Dans la suite du probleme a désigne un réel de lintervalle [O ; g[.

. 2n
. t
Pour tout entier n 1, on pose Ix(a) = foa S(l;r;st
asinzna
1) Montrer que : 0 < In(a) <
cosa

2) En déduire la limite de In(a) lorsque n tend vers +oo
3) Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on définit sur [0 ; a/ la fonction Fn

E (¢ nt + sin’t N sin’t ey sin®" ¢
ar: = sin T
p n( ) 3 5 2n-1
' 1-sin®™t
a) Montrer que pour tout t de Uintervalle [0 ; @] : Fy(t) = —_—

Calculer F,(0).
b) En intégrant la relation précédente entre O et a, montrer que :

F(a) = g(a) — I(a).
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En déduire la limite de F,(a) lorsque n tend vers +oo .

4) On considere la suite u définie pour entier n supérieur ou égal a 1 par :
1 1 1 1

U=t s T s Tt G D x 2o

a) Montrer, en utilisant les questions précédentes, que cette suite converge
vers une limite que l’on précisera.

b) Montrer, en utilisant B1. que pour tout entier n supérieur ou égal a 1, u,

T (1\"
est une valeur approchée de In(v/3) a WG (Z) prés par défaut.

c) Endéduire, sous forme d’une fraction irréductible, une valeur approchée
de In(v3) a 1072 par défaut.
Exercice 11
On étudie dans cet exercice la suite (Sn) définie pour n > 1 par:
n
S, =1+1+l+---+i2 cestadire S, = iz
4 9 n k=1 k

A cet effet, on introduit pour tout réel t tel que O <t <rz/2:
T T
I, =.[gcosz"(t) dt ; J, =J'§t2 cosZ(t) dt

1) Convergence de la suite (Jx/ Ix).
a) Etablir l'inégalité suivante pour tout nombre réel ttelque O< t<n/2:

T .
t<—sin(t) .
5 ()

b) Etablir linégalité suivante pour tout nombre entier k tel que k > O :

TCZ

0<Jy ST(Ik =)

c) Exprimer Ix+1 en fonction de Ik en intégrant par parties Ix+1 (on pourra
poser u'(t) =cos(t) et v(t) = cos?k+1(t) dans l'intégration par parties).
d) Déduire des résultats précédents que Ji/Ix tend vers O quand k tend
vers +owo.
2) Convergence et limite de la suite (Sy).
a) Exprimer I en fonction de Jx et Ji-1, en intégrant deux fois par parties
lintégrale Ir (k> 1).
Jeer ke 1
L, 1o 2K?

c) Calculer Jo et Ip, puis déterminer la limite S de la suite (Sy).

b) En déduire la relation suivante pour k> 1 :

d) Etablir l'inégalité suivante pour tout nombre entier k> 2 :

1 1 1 1 1

k k+1 k® k-1 k
En déduire un encadrement de Sy, — S, pour n> 1 et p 21, puis de

1 1
S —S,, et montrer que 0<S, —S+—<—

n n?
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Exercice 00 7
Répondez par Vrai(V) ou Faux(F) en mettant une croix dans les cases V ou F. Rectifiez quand c’est faux en
donnant dans la case(R) un contre-exemple sur le dessin en perspective cavaliere d’un cube.|V |F |R

1- Par deux points de I'espace il passe une infinité de plans.

2- Par trois points non alignés de I'espace, il passe un plan et un seul.

3- Par un point de I'espace, il passe un plan et un seul paralléle a un plan donné.

4- Par un point de I’espace, il passe un plan et un seul perpendiculaire a un plan donné.

5- Par un point de I'espace, il passe un plan et un seul perpendiculaire a une droite donnée.

6- Une droite est perpendiculaire a un plan si et seulement si elle est perpendiculaire a deux
droites de ce plan.

7- Si deux droites sont paralléles dans I’espace, alors toute droite sécante a 'une est sécante
al'autre.

8- Si deux droites sont perpendiculaires a une méme troisiéme droite dans 'espace, alors
elles sont paralléles.

9- Si deux plans sont paralleles dans 'espace, alors toute droite sécante a I'un est sécante a
'autre.
10- Si deux plans sont perpendiculaires a une méme droite, alors ils sont paralleles.

11- Si deux plans sont perpendiculaires a un méme plan, alors ils sont paralleles.

12- Si deux plans sont paralleles dans I’espace, alors toute droite de I'un est parallele a toute
droite de l'autre.

13- Si deux plans sont perpendiculaires dans l'espace, alors toute droite de l'un est
perpendiculaire a toute droite de I'autre.

14- Si deux plans sont paralleles a un méme troisiéme plan, alors ils sont paralleles.

15- Si une droite est paralléle a un plan (P), alors il existe un seul plan (Q) parallele a (P)
et contenant cette droite.

16- Si deux droites (D) et (D’) sont paralléles, alors il existe un seul plan (P) paralléle a (D)
et contenant (D).

17- Si trois plans sont deux a deux perpendiculaires, alors I'intersection de deux d’entre eux
est perpendiculaire au troisiéme.

18- Si deux plans sont perpendiculaires, toute droite perpendiculaire a I'un est paralléle a
'autre.

19- Si une droite (D) est perpendiculaire a une droite (D") et si (D") est paralléle a (D”) alors
(D) est perpendiculaire a (D)

20- Si deux plans sont paralleles, alors tout plan perpendiculaire a I'un est perpendiculaire
al'autre.

Page 1 sur 4 Copyright©2023_Monsieur DIACK (Mathématiques)



Exercice 01: [Recherche de rotations laissant invariant un
cube]

On considére un cube ABCDEFGH.

(BDE) et (CFH) aux centres des triangles équilatéraux BDE et
CFH.

b. Trouver deux rotations du cube autour de 'axe (AG).

c. En déduire 8 autres rotations laissant invariant le cube.

H 9
1
1
1
K /o
1

| =

E 3
!
1
1
1
1
/ !
1

0 A I o

D \\\
ol
B
A

Exercice 02 : [Tétraédre orthocentrique]
Soit ABCD un tétraédre tel que les droites (AB) et (AC)
sont respectivement orthogonales aux droites (CD) et
(BD). On appelle H I'orthocentre du triangle BCD.
a) Démontrer que les plans ABH et ACH sont
perpendiculaire au plan (BCD).
b) En déduire que la droite (AD) est orthogonale a la
droite (BC).
Exercice 03: [Théoréme des trois perpendiculaires]
Soit (D) une droite perpendiculaire en (O) a un plan (P) et
(A) une droite incluse dans(P) et ne contenant pas O. Soit A
un point quelconque de (D) distinct de O et B un point
quelconque de (A).
a) Démontrer que la droite (AB) est orthogonale a (A)
si et seulement (OB) est orthogonale a (A).
Exercice 04 :
Sur un tétraedre EFGH on considére les points L], et K
respectivement sur les arétes [EF], [EG], [EH]. Déterminer
les intersections du plan (IJK) et du tétraédre EFGH suivant
chacune des conditions ci-dessous :
1- (JK) est paralléle a (GH) et (I]) non paralléle a (FG).
2-  (JK) est paralléle a (GH) et (I]) est parallele a (FG).
3- Dans la condition (2-) donner la nature du contour
de l'intersection.
EXERCICE 05
Un cone de révolution a pour hauteur 4m .Le rayon du
cercle de base est 2,5m .
a) Faire un dessin .
b) Calculer I'aire latérale du cone .
c) Calculer le volume du céne .
EXERCICE 06
Un cone de révolution a pour base un cercle de rayon 1,89m
.La longueur d'une génératrice est de 6,5m .
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a) Faire un dessin.
b) Calculer la hauteur du céne.
c) Calculer le volume du cone.
EXERCICE 07
Un cOne de révolution a pour hauteur 3,5cm .La longueur
d'une génératrice est 5cm.
a) Faire un dessin.
b) Calculer le rayon du cercle de base.
¢) Calculer I'aire latérale du cone.
d) Calculer le volume du cone.
EXERCICE 08 Un cone de révolution a un demi - angle au
sommet de 60°. La longueur d'une génératrice est de 8,4cm.
a) Faire un dessin.
b) Calculer la hauteur du cone .
¢) Calculer le volume du cone .
EXERCICE 09
1°/ Un octogone régulier ABCDEFGH est inscrit dans un
cercle de centre O de rayon 6cm .
a) Faire un dessin en vraie grandeur .
b) Calculer AB et OM, ou M est le milieu de [AB]
2°/ Une pyramide réguliere de sommet S a pour base cet
octogone .
On donne SM=12cm.
a) Faire un dessin .
b) Calculer la hauteur de la pyramide .
¢) Calculer la longueur d'une aréte latérale .
d) Calculer l'aire latérale de la pyramide .
e) Calculer le volume de la pyramide.
EXERCICE 10
On découpe un céne de révolution parallélement a sa base
en trois morceaux comme indiqué sur le dessin ci-dessous.

Les sections ont pour diametres 6cm et 10cm.
a) Calculer x .
b) Quelle est1'aire de la base du cone initial ?

EXERCICE 11:

L’espace orienté E est rapporté a un repere orthonormé
direct (0; T,7, E) Soit f I'application de E dans E qui a tout
point M de coordonnées (x,y, z) associe le point M’ de
coordonnées (x',y’, z") tel que :

x'=y
y=z+1
z'=x-1
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D

b)

2)

3)

4)

a) Montrer que f est une isométrie (c’est-a-dire que
f conserve la distance).
Montrer que I'ensemble des points invariants par f

est la droite (A) passant par le point A de
coordonnées (0,0, —1) et de vecteur directeur :

U=1+j+k.

Soit P le plan perpendiculaire a (A) en A.

a) Montrer que le point I (—1,0,0) appartienta P.

b) Prouver que I' = f(I) appartient a P.

Déterminer la nature de f et ses éléments

caractéristiques.

Déterminer 'ensemble des points M de E d'images

M' tels que le milieu J de [MM'] appartient :

a) auplan Q d’équation cartésienne :
2x+y—z=0.

b) aladroite (D) dont un systéme d’équations
cartésiennes est: x =y = z.

©)

EXERCICE 12 : [Recherche de rotations (Terracher TCE)]

On désigne par (C) et (C) les cercles
inscrits dans les faces EFGH et BCGF du cube, par
Q et Q' leurs centres et par (P) le plan (ADG).

1- Démontrer que Se) (C) = (C).
2- Analyse
Soit R une rotation d’axe (A) transformant (C) en (C").

a.
b.

Démontrer que (A) est contenu dans le plan (P).
Démontrer que R peut s’écrire R = S¢p) 0 S() olt
Q est un plan de symétrie de (C).

En déduire que (A) = (FG) ou que (A) est une
droite de (P) passant par le centre du cube.

3- Synthése

Prouver que (FG) estl’axe d’une rotation
transformant (C) en (C").Préciser son angle.
Soit (A) une droite de (P) par le centre du cube
et (Q) le plan défini par (A) et Q.

Démontrer que Se) 0 S(q) est une rotation d’axe (A)

transformant (C) en (C").

Exercice: 13

A, B et C sont trois points non alignés de
I'espace, I le point défini par Al = AB + %E
De quels coefficients a, b , c faut -il affecter les
points A, B, C, respectivement, pour que I soit
leur barycentre ?

Dans un repére orthonormé (0 ; 7,7, k), soient
les points A, B, C ont pour coordonnées
respectives (-1;0;0), (0 V3 ;D et (5 W3 ;2).
Vérifier que les points A, B et C ne pas sont
alignés .Déterminer les coordonnées de I
Montrer que le triangle ABC est rectangle en B.
Déterminer I'ensemble des points M(x;y; z) de
'espace tels que MA2—2MB2—M(C? =
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—12.Donner les éléments caractéristiques de
I’ensemble E.

Exercice : 14
L’espace est orienté par le repére ortho normal direct

(0; (ﬁ,ﬁ, ﬁ()).On considere le cube OIRJNKLM.
A estle milieu de [IL] et B le point définit par :
KB = EKI\T.P désigne le plan (OAB).

1. a) Précisezles coordonnées des points A et B.
b) Déterminez les coordonnées du vecteur
i=0ANOB .

Via

c) Déduisez -en que l'aire du triangle OAB est -
d) Le point C(1 % ;1) appartient-ila P ?
2. On consideére le tétraédre OABK. Montrer que

1
son volume est 5

Déduisez - en la distance du point K au plan P.

Exercice 15
Soit ABCD un tétraédre régulier. G son centre de
gravité et H celui du triangle BCD.
Onnotel, ], K, et L les milieux respectifs des
segments [AB], [BC], [AC] et [BD].
a) Démontrer que les droites (I]) et (KL) se coupent
en G.
-b) Démontrer que la droite (CG) perce le plan
(ABD) en H.
-c) Placer sur une figure les données précédentes.
2. Soient S, la réflexion par rapport au plan (BIC) et
S, laréflexion par rapportau plan (ALC). On pose
r=S,085;.
a. Montrer que (BIC) est le plan médiateur du
segment du segment [AD]; en déduire les images
de A et de D par S;.Déterminer de méme les images
deBetdeDpar S,.
b. Déterminer les images des points A, B, C et G par
.
c. Démontrer quer est une rotation donton
déterminera l'axe et I'angle.
Exercice: 16
ABCDEFGH estle cube ci-dessous.
O est son centre, | est le milieu de [AB], ] le centre de
gravité de la face DCGH.
a) Montrer que (ABG) est le plan médiateur des
segments [ED] et [FC].
b) Onnote S;, S, etS; les réflexions dont les plans
respectifs sont (ABG) , (BCH) et (10]) .Vérifier que
ces réflexions laissent invariant le cube ABCDEFGH.
2. On considére I'application f telle que f=S; oS, :
a. Prouver que f est une rotation d’axe (BH).

b. En orientant le plan (ACF) par BH, déterminer la

restriction de fa ce plan. En déduire 'angle de f.

3. Soit r le demi -tour d’axe (OI) et g I'application ro f
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a. En décrivant r comme la composée de deux
réflexions judicieusement choisies déterminer la
nature de g.

b. Déterminer les éléments caractéristiques de g.

Exercice 17

On considére le cube ABCDEFGH.

1. Soit L, le centre du carré ABFE et ] le milieu de
[AL].Soit la similitude directe du plan (ABF) telle que
f(A)=L et f(B)=].

a. Déterminer I'angle et le rapportde f.

b. Construire E'=f(E).Montrer que f(F) est le milieu du
segment [AB] .

c. Soit Qle centre de la similitude f. Montrer que les
points (,A,LetE dunepartet Q,A,Bet]dautre
part sont cocycliques . En déduire une construction
de Q.

d. Montrer que les droites (QA) et (QE) sont
orthogonales.

2. On désigne par I le milieu du segment [FG] et toujours
L le centre du carré ABFE.

a. Vérifier que CL =THAIB. En déduire I'aire du triangle
[HB.

b. Calculer le volume du tétraedre BCIH et en déduire la
distance du point C au plan (BIH).

EXERCICE 18
ABCDEFGH est un cube d’aréte 1, I le centre de ABCD.

1) a) Determiner DC A BA.
b) En déduire I'ensemble (E1) des points M de

I'espace tels que (B_C. A m) ABM = 0.
¢) En déduire I'ensemble (E1) des points M de
I'espace tels que (B_C. A ﬁ) .BM = 0.

2°a) Soit P =bary {(A;2),(C;-1)}.

Montrer que P estle symétrique de C par rapport a
A.

b) Soit (F) I’ensemble des points M de I'espace tels

que HQMA - MCH - H—MA +2MB - MCH.

Déterminer I'ensemble (F) Montrer que A € (F) .

c. 3°Déterminer I'’ensemble des points M de I'espace
tels que

HSMA . 4MCH - HMA + MB + MC + J@H
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EXERCICE 19

On considére le cube ABCDEFGH, et | le centre de gravité du
triangle EBD. Soit m un nombre réel et G, le barycentre du
systéme de points pondérés :
{(E)1),(B,1-m),(G;2m~1),(D;1-m)}.

Partie A

1. Justifier I’existence du point Gm.

2. Préciser la position de G;.

3. Vérifier que Go =A. En déduire que les points A, | et G sont
alignés.

4. Démontrer que AG,, = MAOy. En déduire I’ensemble des

points Gm lorsque m parcourt I’ensemble des nombres réels.

5. a. Veérifier que les points A, G, E et Oz sont coplanaires.

b. Déterminer la valeur de m pour laquelle Gr, se trouve sur la
droite (EI).

Partie B

Dans cette question, 1’espace est rapporté au repére orthonormal
(A AB,AD, AE).

1. Démontrer que la droite (AG) est orthonormal au plan (EBD).
En déduire une équation cartésienne du plan (ABD).

2. Déterminer les coordonnées du point G,

3. Pour quelles valeurs de U la distance de Gy, au plan (EBD) est

3
égalea —?
3
ABCDEFGH est un cube d’aréte 1, I le centre de ABCD.

1) a) Determiner D—C A 54
b) En déduire I’ensemble (E1) des points M de I’espace tels que

(B—C A B—A) A BM = 0.
¢) En déduire I’ensemble (E1) des points M de I’espace tels que

(ﬁ Aﬁ).BM - 0.

2° a) Soit P =bary {(A; 2),(G; —1)}. Montrer que P est le
symétrique de C par rapport a A.
b) Soit (F) I’ensemble des points M de I’espace tels que

HQW — ]VI—C‘ = H—m +2MB — M—C‘ . Déterminer

I’ensemble (F) Montrer que A € (F)
3° Déterminer 1’ensemble des points M de 1’espace tels que

HSMA —4MC| = HMA + MB + MC + MDH.
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nspection d'académie de DAKAR

Année scoltive 2022/2023
Terminale S1

Ly cte LAMINE GUEYE

— v = e

M. DIACK Série d’exercices sur :
Equations différentielles linéaires ﬂ:"
EXERCICE: 1 EXERCICE :5

Dans chacun des cas suivants, résoudre sur R
I'équation différentielle (E) et déterminer la solution
vérifiant la condition initiale donnée.
a)(E):y'-3y=0 ety(0)=2

b.)(E):3y+y=0 et y@)=e

c)(E):y+yIn2=0 et y(1)=1

d)(E):y'=y ety =-1

EXERCICE: 2

Dans chacun des cas suivants, résoudre sur R
I'équation différentielle (E) et déterminer la solution
vérifiant les conditions initiales données.
a)(E):y"+2y+y=0, y(0)=-1let y'(0)=0
b)(E):y"+16y=0, y(0)=0ety'(0)=-1

c.)(E):y"—=(In2)* =0, y(0)=1ety(2)=1

T T
Y(E) =let V(E) =1
e)(E):y"+2y'-3y =0, y(0)=3ety'(0)=-1

f)(E):y"+y+y=0, y(0)=-1lety(0)=+3
EXERCICE : 3
On considere I'équation différentielle (E):

y'4+2y =e ¥,

d)(E):4y"+y =0,

1. Vérifier que la fonction ¢:X — (X+1)e™
est solution sur R de (E).

2. Démontrer qu'une fonction f + g est
solution de I’équation de (E) si et seulement
silafonction f estsolution del'équation
différentielle : y'+2y =0.

3. En déduire les solutions sur R de (E).

EXERCICE:4  Soitla fonction f : x — (x+1)e™*.

1. Déterminer les nombres réels aetb pour
que f soit solution sur R de I'équation
différentielle

(E) y'"+ay'+by =0.
2. Démontrer pour tout entier naturel n non nul, la
dérivée d'ordrendende f estsolution de (E).
3. Déterminer parmi les solutions de f , celle qui est
solution de (E).
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Soit 6 un nombre réel tel que 0 < 6 < g

a. Résoudre dans C, I'’équation :
z2c0s20 — 2zsin OcosO + 1=0.
Déterminer le module et un argument des solutions
éventuelles de cette équation.
b. Résoudre I'équation différentielle :

(1+cos20)y'"-2sin26y'+2y =0.

EXERCICE: 6

. , T
Soit @ unnombre réel telque: 0 < < Ey

.Résoudre sur R I'équation différentielle :
(1+cos2a)y'"-2y'sin2a + 2y =0.

EXERCICE : 7

1. Résoudre sur R I'équation différentielle (E)
y'"+16y =0

2. Déterminer la solution f qui vérifie : f(}):-z etf
(m)=8.

3. Résoudre dans [0; 1] I'équation f(x)=v2.

EXERCICE: 8

1. Résoudre sur R I'équation différentielle (E)
y'+2y'+5y =0.
2. Déterminer la solution f qui vérifie : f(0)=1 et
£(0)=-1
1
3. Onpose: F(x) =—g[f (x)+2f(x)]

a. Démontrer que F estune primitive de f
sur R; expliciter F(X) .

b. En déduire le calcul de

joz f (x)dx

EXERCICE: 9

Soit I'équation différentielle (E) y'+3y =10c0SX..
a. Résoudre I'équation différentielle (F) :
y'+3y =0
b. Déterminer les nombres réels « et S tels

que la fonction g définie par :
g(X) =@ cosx+ #sinx soit une solution de

I’équation (E)
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c. Démontrer qu'une fonction f est une solution
de (E) si et seulement si f —g estune

solution de (F).
d. En déduire les solutions de 'équation
différentielle de (E).
EXERCICE: 10
Dans cet exercice, on cherche a calculer I'intégrale

I= [*x[sin(2x) + e *cos(x — g)]dx
4

a l'aide d’'une équation différentielle :
1. Résoudre I'équation différentielle :
y'+2y'+2y =0 (Ey)
2. On considere I'équation différentielle
y’+2y'+2y = 4cos(2x) - 2sin(2x) (E)
a. Déterminer deux réels a et b pour que la fonction f;
définiepar: Vx €R
f1(x) = asin(2x) + bcos(2x) soit solution de
I’équation (E) .
f désignant une numérique, on désigne par gla
fonction f - f; .
b.Démonter que fest solution de (E) si et seulement
si g est solution de (E;) .
En déduire la forme générale des fonctions vérifiant
I’équation (E).
Vérifier que la fonction f de (E) telle que f(0) = g
et f(0)=2et
f(x) = sin ( 2x) +e *cos(x — E)
Utiliser (E) pour trouver I'ensemble des primitives
Fdef.
3. En déduire la valeur de I'intégrale 1.
EXERCICE: 11
1) Déterminer I'’ensemble des solutions
définies sur R de I'équation différentielle :
y"+y=0().
2) Etant donné une fonction numérique de
variable réelle x , g deux fois dérivable sur

Vx € R"; f(x) = Xg(i) :
Exprimer f"'(x) al'aide de g"’ G) et de x.

3) On considere I'équation différentielle.

" 1

y'=-2y(@)
a) Démontrer que la fonction g deux fois
dérivable sur R* est solution de (2) si et
seulement si la fonction f définie par: vV x €
R*; f(x) = xg(i) est solution de (1).
b) En déduire 'ensemble des solutions de
I'équation de (2) définies sur chacun des
intervalles et ]0, +oo] .

4) Soit gune solution de I'équation (2) définie
sur |0, +oo].
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5) Déduire de ce qui précede une primitive de la

fonction: x — X%g(x) .

PROBLEME: 1

A) Soit (E) I'équation différentielle du second
ordre :

y" —3y'+2y=0(E).

1. a) Quelles sont les solutions de (E) ?

b) Quelle est la solution de (E) dont la courbe
représentative (C) admet au point d’abscisse x =10
la méme tangente que la courbe (C") représentative
de y = e3¥ 2 On dit que (C) et (C") sont tangentes .

2. Représenter, dans un méme repére orthonormé
les courbes (C) et (C’) dont on précisera les positions
relatives .

3. A étant un réel strictement positif, soit h, les
fonctions telles que :

hy (x) = —A%eX + 22e?%.

a. Montrer que h, est solution de (E).

b. Soit C, la courbe représentative de h,. Aprés
avoir calculé ,en fonction de A les
coordonnées du point commun a des
courbes C, et (C"),
montrer que ces courbes sont tangentes en ce
point.

c. Préciser les positions relatives de C, et (C'.

B) Soit (E") I'équation différentielle : y"" — 3y’ +
2y=—x*+x+2(E)

1. Trouver un polynéme P du second degré
solution de I'équation (E’).
2. On pose f(x) = g(x) —%XZ —X.
Montrer que f est solution de (E’) si et seulement si g
est solution de (E). En déduire les fonctions f
solutions de (E").
3. Déterminer la solution de (E")
dont la courbe représentative passe par le point de
coordonnées ( 0, 2) et admet en ce point une
tangente de coefficient directeur 1.
PROBLEME: 2
Partie A
1. (E,) désigne I'équation différentielle :
y'+2y' +y=0.
Déterminer les solutions générales de (E).
2. (E) estl’équation différentielle
y'+2y' +y=2e7*¥
a. Vérifier que la fonction h
définie sur R par h(x) = x2e~
est solution de (E).

X
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b. Démontrer que @ est une solution de (E)
si et seulement si g = ¢p — h est solution
de (Ep).

c. Déterminer toutes les solutions de (E).
Déterminer la solution f, de (E)
satisfaisant aux conditions initiales fy(0)

=4etfy(0)=0.
Partie B
On considere la fonction f définie par : f(x)=
(x+2)2e7X.

On désigne par (C) sa courbe représentative dans le
plan muni d'un repere orthonormé, I'unité graphique
étant 1 cm)

1. Etudier les variations de f et tracer (C) avec
soin.

2. Enremarquant que f est une solution de
I'équation différentielle (E), déterminer une
primitive F de f sur R.

X
(On calculeraf (f" + 2f" + f)(t)dt)
3. Pour tout entier naturel n, on pose :
n

L=/, f(Hdt.

a. Exprimer I, en fonction de n et
interpréter graphiquement.

b. Etudier la convergence de la suite (I,),
puis en déduire I'aire de 'ensemble des
points M(x,y) du plan tels que x< 0 et 0<
y < f(x).

Partie C
On se propose d’étudier la convergence de la suite

(un) définie, pour tout entier naturel n non nul par
1. Vérifier que pour tout entier naturel n non

13 k
nul,ona un Z_Zf(ﬁj

ni=
n-1 _
etEZf(Ej:u +4e S
n— \n n ne

2. Etablir que, pour tout entier naturel n et
pour tout entier naturel k tel que 0< k < n —

1 (k+1)_ 1.(k
1,ona: — f(—jsjkn f(t)dt<= f(—j
n n " n n
3. Démontrer que, pour tout entier naturel non

4e -9

1
u, < [ f()dt<u, +
nuln,ona: 0 ne
4. En déduire pour tout entier naturel n non nul
4e-9
ona: |, - <u, <.
ne
5. Déterminer la convergence de la suite u,,
puis préciser sa limite .
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PROBLEME : 3 Partie : I On donne un entier naturel

n strictement positif et on considere 'équation

X
différentielle (E,):y+y = —Ie* ;
n!

1)

2)

n
X

On fait I'hypothése que deux fonctions fetg
définies et dérivables sur R, vérifient pour
toutréel x: g(x) =h(x)e ™.

a) Montrer que g est solution de (E,) siet

oy = X
seulement si, pour tout réel x h'(x) = —
ni

b) En déduire la fonction h associée a une
solution de g de (E,) ,sachant que
h(0)=0.Quelle est alors la fonction g ?

Soit ¢ une fonction dérivable sur R.

a) Montrer que @ estsolutionde (E,) siet
seulement si ¢p — g est solution de
(F):y'+y=0.

b) Résoudre (F).

c) Déterminer la solution générale de
I'équation (E,) .

d) Déterminer la solution f de 'équation
(E,) vérifiant f(0)=0

Partie I : On pose pour tout réel x,
f,(x)=e" et f(x)=xe™.

D

2)

a)Vérifier que f, est solution de 'équation

différentielle y'+y = f,.

b) Pour tout entier n strictement positif on
définit la fonction f, comme solution de

I'équation différentielle y'+y = f_, vérifiant
f.(0)=0.

En utilisant la partie I, montrer par
récurrence que pour tout réel x et tout entier

X"
natureln >1 : fn(X):—'e X,
n!

Pour tout entier naturel n, on pose

1
1, = [ . 09dx;
a) Montrer que pour tout entier naturel n et

pour tout réel x de l'intervalle [0;1]

n

0<f ()< .
n!

b) Endéduire que0<1, <
(n+1)!

déterminer la limite de la suite (1 ).

, puis
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c) Montrer pour tout entier naturel k non
1 _
nul, I'égalité: 1, -1, , =—e™;

k!

d) Calculer I, et en déduire que:

JEEES F
et nl

o1
e) Endéduire que lim ZE
n—+e0 4= K1

=€

PROBLEME : 4

Soit I'’équation différentielle : (En) : my’’ +
2y’ 4+ 2y = 0; ou m est un réel.

Déterminer suivant les valeurs de m,
I'ensemble des fonctions deux fois dérivables
sur R solutions de I'équation (En).
Déterminer la solution (E1) dontla courbe
représentative passe par le point A de
coordonnées (0,1) et admet en ce point une
tangente paralléle a la droite d’équation = —x

Soit f(t) la fonction définie sur [— g 377[] par

f(t) = e~ tcost. Etudier les variations de f et

construire sa courbe représentative dans un

repére orthogonal d'unités (2cm sur I'axe des

abscisses et 10cm sur 'axe des ordonnées).

Soit g le prolongement a R de f.

a. Comparer (t) et g(t + 2m) . Donner alors
le sens de variation de g .

b. Onposeu(t) =e tetv(t) = —e ' 0On
note (C,) et (C,) leurs courbes
représentatives respectives et (G) celle de

Page 4 sur 4

g dans le méme repere. Quels sont les
points communs a (G) et (C,) d’une part
eta (G) et (C) d’autre part ?

c. Montrer qu’en chacun de ses points les
deux courbes ont méme tangente.

d. Démontrer que g admet une limite en 4+
. On fait remarquer que —1 < cost < 1

, Tikm
Pour tout réel k on pose : ay = f—ZE+kT[ g(tdt.
2

a. Calculer ay (on pourra faire deux fois une
intégration par parties).

n
b. Pour tout entier n, on poseS,, = Z|ak| .
k=0

Monter que la suite (S,) admet une

limite. Interpréter géométriquement ce
résultat.
Dans cette question, le plan est muni d’'un
repere orthonormé. On considere la courbe
(A) définie par le systéme d’équations.

x(t) = e tcost T 3m
{y((tg = e~tsint ' POUT € [_5'7] '
Etudier les variations de x ety et dresser le
tableau de variations conjointes.

Soit M; le point de (A) de paramétre tet V, le
vecteur dérivé lui correspondant.

Calculer la norme du vecteur O—Mt) et monter
que 'angle (OMy; V;) est constant.
Représenter graphiquement (A). On
précisera les tangentes aux points de
parametre —g et
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M. DIACK
COCYCLICITES

Exercice 01

Soient (C) e(C") deux cercles sécants en A et B, Aet A’
deux droites passant respectivement par A et B
distinctes de la droite (AB). La droite A
(respectivement A") recoupe (C) et (C') en P et P’
(respectivement Q en Q').

On suppose les points A, B, P, Q, P’ et Q' tous distincts.

()

Montrer que les droites (PQ) et (P'Q") sont paralléles.
Exercice 02

Placer deux points A et B tels que AB = 4 cm.
Construire I'ensemble (E) des points M du plan tels que

(MA, MB) = g [2m]et 'ensemble (E’) des points M tels
que(m, WB) = %ﬂ [T].
Exercice 03

Montrer a I'aide des angles orientés que les
symétriques de 'orthocentre d’un triangle par rapport
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Exercice 04:

Soient A et B deux points dans le plan orienté.
Déterminer et construire le lieu P des points M et le
lieu P’ des points N tels que AMN soit un triangle
isocele, rectangle en A, et tels que M, N, B soient alignés.
On se limitera au cas ou (m, W) = E [21]

Exercice 05

On considere un triangle ABC tel que (E, E) = —g et

(B4 5C) = 1
1) Faire une figure .
2) En utilisant la relation de Chasles, prouver que :
(CA, CB) = (AC, AB) + (BA, BC) .
3) En déduire la mesure principale de I'angle orienté
(CA,CE).
Exercice 06
On donne un triangle ABC et le point F diamétralement
opposé a A sur le cercle passant par ABC .Pour un point
M du plan, la droite passant par M et orthogonale a (MF)
coupe (AB) en P et (AC) en Q.
1-) Démontrer que : M, F, Cet Q d'une partetB, P, Fet M
d’autre part sont cocycliques.
En déduire que :
(FP,FG) + (MB, MC) = (AB, AC)[r] .
2-) Déterminer I'ensemble des points M pour lesquels F,
P et Q sont alignés.
3-) Déterminer I'ensemble des points M tels que :
(FP,FQ) = (AB,AC)[n] .
Exercice 07
ABC est un triangle non rectangle, O est le centre de son
cercle circonscrit (C) et H son orthocentre .Les droites
(AH) et (BC) se coupenten Q ;les droites (BH) et (AC)
se coupent en R ; les droites (CH) et (AB) se coupent en
P.
1-)a-)Montrer que les points A ,B ,Q et R sont
cocycliques .
En déduire que : (ﬁ, B_C)) = (ﬁ, R—Q) [1]
b-) On note T un point quelconque de la droite
tangente en C au cercle(C).
Montrer que (ﬁ, m) = (ﬁ, ﬁ) [1t] puis en déduire
que les droites (RQ) et (CT) sont
paralléles.
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c-) Montrer que les droites (RQ) et (OC) sont
perpendiculaires.
2-)a-)En utilisant la cocyclicité des points A, C, P et Q
d'une part;etQ,C R etH

d’autre part, montrer que : (@, Q—A)) = ((_QK, Q—R)) [1]

b-) En déduire que (AH) est une bissectrice du triangle
QRP.

Exercice 08

Soit (€) et (C") deux cercles sécants en A et en B. Soit |
un point de (C) distinct de A et de B et soit | un point
de (C') distinct de A et de B tels que I, ] et A ne soient pas
alignés Une droite passant par B coupe (C) en M et (C")
en N.

On suppose que les droites (IM) et(JN) sont sécants en
K.

Démontrer que les points A, [, ] et K sont cocycliques.
Exercice 09

Les parties I-) , II-) et I1I-)sont indépendantes

I-) Soit ABC un triangle ; P, Q, R sont des points respectifs
des droites (BC), (AC) et (AB) tels que les cercles
circonscrits aux triangles AQR et CPQ soient sécants en
deux points Q et I.

Montrer que le cercle circonscrit au triangle BRP passe
parl.

II-) Soit ABC un triangle isocéle de sommet A, M un point
du cercle circonscrit au triangle ABC distinct des
sommets du triangle. La droite (AM) coupe la droite (BC)
enP.

Montrer que le cercle circonscrit au triangle BMP est
tangent a (AB) en B.

[II-)On considére deux cercles sécants en A et B .On
mene par A une sécante rencontrant respectivement les
cercles en M et N, par B une sécante les rencontrant
respectivement en M’ et N".

Montrer que les droites (MM") et (NN”) sont paralléles.
Exercice 10

Soit ABCD un quadrilatére convexe de diagonales [AC] et
[BD] se coupant en I .Soit P,Q,RetS les projetés
orthogonaux respectifs de [ sur
(AB), (BC),(CD) et (DA).

1-) Construire la configuration précédente.

2-) Montrer que les points A, P,IetS sont cocycliques.
Citer trois autres cocyclicités similaires.

3-)a-) Montrer que : (F§, PTQ-') = (Kﬁ, K(—f) + (@, B_(f) [m]

b-) Montrer que : (@, R_S)) = (@, ﬁ) + (Bﬁ, ﬁ) [r].
4-) En déduire que : (§§, ﬁi) + (ﬁﬁ, R_S)) = 2(@, EK) [m]

5-) Montrer que les points P, Q , R et S sont cocycliques si
et seulement si les diagonales [AC]et[BD] sont
perpendiculaires .Illustrer cette situation sur une figure.
Exercice 11

Soit H l'orthocentre d’'un triangle ABC non aplati et
non rectangle.

1-) Montrer que H est différentde A,Bet C.
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2-) Calculer (m, @) en fonction de (@\, C—B)
3-) Soit K. I'image de H par la réflexion par rapport a
la droite (AB).

Montrer que les points A, B,C et K. sont cocycliques.
4-) Soit (C) le circonscrit au triangle ABC et soit
C,.Cq,C.les images de (C) par les réflexions par
rapport respectivement aux droites (BC), (CA) et (AB)

Montrer que H est I'unique point commun aux trois
cercles C,,C;,C..

ISOMETRIES ET SIMILITUDES PLANES
DIRECTES

Exercice 01

1) Montrer qu’'une isométrie conserve le produit

scalaire.

2) Montrer qu'une isométrie est une application affine.

Exercice 02

Soient A, B, A’ et B quatre points tels que A #
BetA'B’ = AB.

On désigne par t la translation de vecteur AA’ eton
pose t(B) = B;.

1) Justifier qu'il existe une rotation r de centre A" qui

transforme B; en B'.

2)Onposef=rot.

Démontrer que fest un déplacement qui vérifie f(A) =
A'etf(B) = B'.

3) Soit g une isométrie vérifiant g(A) = A’et g(B) = B'.

a) Démontrer que f! o glaisse invariant les points

AetB.

b) En déduire la nature de f™! o g et que fest unique.
4) Quelle conclusion peut-on tirer de cette étude?
Exercice 03

A) Dans le plan orienté, on trace un triangle non
isocele MNP tel que (W, W) = E [2m].
Soient les points A et B tels que :
v Aestsurle segment [MN]
v Bestsurle segment [MP]
v AN=BP, A#N.
Justifier 'existence d’une rotation r telle que r(A)=B et
r(N)=P. Préciser son angle et son centre.
B) Déterminer la nature de 'application f associé a
I'application complexe F définie par:
1) F(z)=iz+1- i
2) F(z)=iz+ 1—-i
Exercice 04
Soit Q un point du plan et f I'application du plan dans
lui-méme définie par :
= Q) =Q.
= SiM=# Q,
M’ = f(M) est le milieu de [Q, M;], ou M; est tel que
QMM est un triangle équilatéral de sens direct.
1. Soit M un point distinct de Q.
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Montrer que M’ = f(M) est tel que : QM' = %QM
et (W, QM’ = g

2. Soit hI’homothétie de centre (), de rapport% etr
la rotation de centre (), d’angle g
Prouver quef =hor=roh.

3. Montrer que f multiplie les distances par % et

conserve les angles orientés.
Exercice 05
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0, U, V).
On considére la transformation s, d’écriture
complexe z' = (1 — i\/§)z + 2.
1. Déterminer la nature de s et ses éléments
caractéristiques.
2. Déterminer l'affixe du point C image par S du point
A(2 —1V3).
3. Calculer I'affixe du point B tel que S(B)=0.
4. Donner I'expression analytique de s.
Exercice 06
Le plan complexe est muni dun repére
orthonormal (O, U, V).
On considéré la transformation S d’écriture complexe
z'= (14+1i)z+4—2i, les points A et B daffixes
respectives 2+4i et 1-i
1) Déterminer la nature de S et déterminer ses
éléments caractéristiques.
2) Déterminer I'image de la droite (AB) par une
similitude S.
Exercice 07
Dans le plan orienté, on consideére le carré ABCD de
centre O.
1. Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de la similitude directe s de
centre A qui transforme Ben O .
2. Déterminer le rapport et I'angle de la similitude
directe s’ qui transforme Ben OetAenD.
Exercice 08
On dit qu'un triangle A'B’C’ est directement semblable
a un triangle ABC s’il existe une similitude directe s telle
que A’ =s(A),B' =s(B),C" =s(0).

. Démontrer que si A'B'C’ est directement semblable
au triangle ABC, alors ABC est directement
semblable a A'B'C’.

2. Démontrer que si les triangles ABC et A'B’C’ sont
directement semblables, alors :
A'B" B'C" C'A
AB ~ BC . CA
(AB,AC) = (A'B/,A’C")[2m]
(BC,BA) = (B'C/,B’A")[2n]
(CA,CB) = (C'A’,C'B')[2m]
3. Démontrer que deux triangles ABC et A'B'C’ tels

A'B" _ A'C
quey 4B AC sont directement
(AB,AC) = (A’'B’,A’C')[27]
semblables.
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4. Démontrer que deux triangles ABC et A'B'C’ tels
que : (ﬁi ﬁ) = (W, W)[Zn] et (@, ﬁ) =
(W, W) [21t] sont directement semblables.

Exercice 09

On consideére les points A, B, C, P, Q et R dont les affixes

respectives sont :

a=1-i;b=2+4+3i;c=-24+1i;p=-14+3i;q=2-2i;et r=4

+ 4i.

Démontrer que les triangles ABC et PQR sont

directement semblables.

Exercice 10

Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct et G son
centre de gravité.

Déterminer I'angle et le rapport de la similitude s de
centre A ,qui transforme G en B.

Exercice 11

Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct et s la
similitude directe de rapport 2 et d’angle —g , qui

transforme B en A . Déterminer le centre de cette
similitude et construire I'image C’ de C par s.
Le centre O de la similitude est tel

OA = 20B
que {(ﬁ, O—A)) = —E[ZT[]
Exercice 12
Le plan est muni d'un repére (0,1,7) .On considére les
points A(2,0) , B(1,1), C(-2,-1), A’(3,10) , B'(4,10) et
C(-3-1).
Soit f I'application affine du plan telle que f(A) = A’,
f(B) =B’ et f(C) =C'.
1-) Démontrer que f est bijective.
2-) Déterminer I'expression analytique de f.

Exercice 13

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O;T; ]) etf

I'application du plan dans lui-méme qui a tout point M

= i(5x—12y+ 24)
associe le point M’ telle que : 13
'=—(-12x-5y+36
y'=23l y+36)

1-) Démontrer que fof =Id.

2-) Démontrer que I'ensemble des points invariant est
une droite (D) que I'on déterminer.

3-) Soit M un point du plan et M’ son image par f
a-)Démontrer que le milieu de [MM’] appartient a (D)

b-) Démontrer que le vecteur MM 'a une direction fixe
orthogonale a celle de (D)

c-)En déduire la nature et les éléments caractéristiques
def.

Exercice 14

On considere trois points non alignés A, B et C. Pour tout
réel a on définit I'application f, du plan dans lui-méme
qui a tout point M associe le point M' tel que :
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MM’ = 2aMA — aMB — MC
1-)Montrer que fi est une translation que 'on précisera.
2-)a-) On suppose que a # 1. Montrer que f, admet un
unique point invariant Goet que : C—Ga) = k(ﬁ + KE) ou
k est un réel dépendant de a que I'on précisera.

b) Déterminer I'ensemble des points G, lorsque o €
IReta # 1.

3-)On suppose que a # 1 .Exprimer G,M' en fonction de

G4M puis en déduire la nature de f, suivant les valeurs
de o .On précisera ses éléments caractéristiques.

Exercice 15

ABC est un triangle équilatéral de sens direct .On
désigne par I'le cercle circonscrit a ABC et O son
centre .La médiatrice de [BC]coupe I'en A et D.On
note A'le point d’intersection de des droites (BD) et
(AC).

1-) Démontrer que A'est le symétrique de A par
rapporta C.

2-) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
des transformations suivantes :

S(ep)0S(pc) i S(ca®S(as) 5 S(pc)0S(ca)
2-) Onnote f =S50S0 4g).
a-)Déterminer f(A) puis la nature et les éléments
caractéristiques de f.

b-)En déduire la nature de la transformation S(BD)OSC .

Exercice 1

Le plan est muni d’'un repére orthonormé (O, i, ]) , f
I'application du plan qui associe a
tout point M (X; y)le point M '(X'; y') tel que

X'=—X+=
2 "2
y--Lxi B3y
2" 2

1-) Montrer que f estune isométrie.

2-) Montrer que f admet un unique point invariant O.

3-)En déduire que la nature de f

4-)On pose I'=f(1) avec I(1,0) .

a-)Déterminer une mesure de I'angle orienté (61: O—I;) '

b-) En déduire les éléments caractéristiques de f.

5-) Soit S la symétrie orthogonale d’axe (D): y=X.
Démontrer qu'il existe une symétrie orthogonale S'

telle que f =S'0S dont on déterminera I'axe.

Exercice 17
On note H l'orthocentre du triangle équilatéral ABC

.On désigne par r, , Iy et I les rotations de centres
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respectifs A,Bet C et de méme angle % et on pose :

f =r,or; et g =r.or;or,.

1-)Calculer f (A) , f (B) et g(B) et en déduire la nature
et les éléments caractéristiques de f etde .

2-)On désigne par S,g),Sgc) €t Sica les réflexions
d’axes respectifs (AB), (BC) et (CA) et on pose
h'=Scs)0S(4)0S(sc) et soit (d) la droite parallele a
(AC)passant par B.

Montrer que S,5)0S(gc) = S(4)0Sag)

3-)Soit B'le milieu de [AC].Montrer que h= 1 505(ss)

Exercice 18
Dans le plan orienté , on considére ABC est un triangle

tel que (E,E):%[Zﬂ] et AB<AC.

On note I'le cercle circonscrit au triangle ABC et O
son centre .Soit E le milieu de [BC] et Ple point du
segment [AC] tel que AB=CP.

La droite (OE)coupe Ien | et J, tels que JetA
soient sur le méme arc de corde [BC] ducercle I".

1)a)Faire une figure.
b) Déterminer I'ensemble des points M du plan tels

que : (m?;M—Cf):%[Zﬂ]

2)a)Justifier qu’il existe une unique rotation R telle
que: R(A)=P et R(B)=C.
Déterminer son angle.

b) Démontrer que son centre est un point de I" que
'on précisera .

¢)Quelle est la nature du triangle JAP ?
3)a)Déterminer 'image de C par ROS. ou Sgestla
symétrie de centre E

b) Donner la nature et les éléments caractéristiques de

RoS.

Exercice 19 Bac C 1994

On considére un triangle ABC direct .On appelle
I,J, K les milieux respectifs des cotés [BC], [CA], [AB}

Soit N l'image de C par la rotation de centreJ et

d’angle de mesure % et P I'mage de A par la rotation

V4
de centre K et d’angle de mesureE.

1) Montrer que KP = 1J .
2) On appelle r la rotation qui transforme K en J et P

en | .
Quelle est une mesure de I'angle de cette rotation ?
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3) Démontrer que les triangles IJN et IKP sont
isométriques.

En déduire 'image de | parr et quele triangle PIN est
isocele et rectangle en 1.

4) On appelle r; la rotation de centre N et d’angle %et

/4
r2 la rotation de centre P et d’angle E

Déterminer I'image de B par rior;.

Donner la nature et les éléments caractéristiques de la
transformation rior; .
Exercice 20
ABC est un triangle de sens direct, ABED et ACGF
sont des carrés construits extérieurement a ABC sur
les cotés [AB] et [AC] .On désigne par H le projeté
orthogonal de Asur [BC] , Kle milieu de [DF] N
centre du carré ABED et J centre du carré ACGF .
1) Soient les quarts de tours directs R et R'de centres
respectifs | et J.

Démontrer que ROR'=R™0R™ =S, (avec S,
symétrie de centre K).
2) Déterminer l'image de la droite (AH) par S, .En
déduire que les points K, A, H sont alignés.
3) Soit A'l'image de du point Apar S,

a)Démontrer que R(C):A'.En déduire que

(EC)L(A'B)
b) Démontrer que (BG) L (A'C).
4) En déduire des questions précédentes que les droites

(EC), (BG) et (AH )sont concourantes.

Exercice 21
Dans le plan orienté, on considere le triangle MPQ tel

que :
(WP, M) -

Soit Q) le symétrique de M par rapport au milieu de [PQ]
et soit H le pied de la hauteur issue de M dans le
triangle MPQ. S la similitude de centre M qui transforme
HenP.
1) Déterminer les éléments caractéristiques de S.
2)a) Montrer que S(Q) = Q

b) En déduire I'image de la droite (PQ) par S.
Exercice 22
Dans le plan orienté, on considére deux points distincts
A et B .Sur la figure, on prendra 8 cm comme longueur
du segment[AB].
1-)Etudier et construire 'ensemble € des points M du

o] et (PQ. PV ) -2 le]

MA
plan tels que VB = 3.

2-)Etudier et construire I'ensemble F des points M tels
que (MA MB) =— 2T[]
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3-)Soit C I'image de B par la rotation de centre A et
d’angle %ﬂ et D I'image de B par 'homothétie de centre

A et de rapport g .On désigne par S la similitude directe

transformant Aen Bet Cen D.

a-)Déterminer le rapport et 'angle de .

b-) On note I le centre de la similitude S .Exprimer IB en
fonction de IA et donner une mesure de I'angle (E, ﬁ)
.En déduire la position du pointI et le placer sur la figure.
c-) Démontrer que I appartient au cercle circonscrit au
triangle ACD .

Exercice 23

Dans le plan orienté on considére un triangle ABC tel

que (AB, Ac) =>[2m] e
(BC BA) = 21‘[] Soit I le symétrique de A par rapport

au milieu de [BC] et H le pied de la hauteur issue de A
dans le triangle ABC.

1-)Soit S; la similitude directe de centre A qui
transforme H en B.

a-)Déterminer les éléments caractéristiques de S;.

b-) Montrer que S;(C) = .LEn déduire I'image de la
droite (BC) par S1.
2-)Soit S, la similitude directe de centre A qui
transforme Ben C.

a-)Déterminer 'image de la droite (BI) par S,.

b-) Soit M un point de (BI) , M’ son image par S,.0n
suppose que M et M’ sont distincts de I. Montrer que les
quatre points A, M, I, M’ sont cocycliques.

Exercice 24

Dans le plan orienté on considere un carré direct MNPQ
de centre 0 .Soit I un point de [NP] distinct de N .On note
Jle point d'intersection de (MI) et (PQ).La
perpendiculaire (A) a (MI) passant par M coupe (NP) en
Ket (PQ) en L.

1-)Faire une figure avec NP = 5cm et NI = 2cm (On
placera (NP) « verticalement 3 » c'est-a-dire
parallélement au grand coté de la feuille).

2-)Soit R le quart de tour de direct de centre M .
a-)Préciser 'image de la droite (NP) par R

b-) Déterminer les images de KetI par R.

c-) Quelle est la nature des triangles KM] et IML.

2-)0On note E le milieu du segment [IL] ; F celui de
[JK].Soit S la similitude directe de centre M, d’angle E et

de rapport\/?E :

a-)Préciser les images de Ketde I parS.

b-) Quel est le lieu géométrique du point E quand I
décrit le segment [NP] privé de N

c-) Déduire de ce qui précéde que les points O, N, E et Q
sont alignés.

Exercice 25

Dans le plan orienté, on considére un triangle équilatéral

ABC tel que (AB AC) = 21'[] On désigne par r, la

rotation de centre A et d’angle 5 1B la rotation de centre
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B et d’angle g; rc la rotation de centre C et d’angle g et
par D et E les points tels que :

rg(A) = Detrc(D) =E.

1-)Montrer que rcorgory est la symétrie de
centreB.Préciser la position du point B .

2-)On admet qu’il existe une seule similitude plane

. 1, 2 .
directe Sde rapport- et d’angle — ?n qui transforme A en

BD . . )
B.Calculer le rapport - dinsi qu'une mesure de I'angle

(ﬁ, ﬁ))) .En déduire que S(E) = D.
3-)Soit (1 le centre de la similitude S.

Montrer que () appartient aux cercles circonscrits aux
triangles ABC et DE.

Construire le point Q.
4-)a-)Démontrer que S transforme la droite (AC) en
(CB).

b-) Démontrer que I'image par S du cercle circonscrit
au triangle ACE est le cercle de diameétre [BD] . En
déduire que I'image de C par la similitude S est le point I,
milieu segment [DE] .

Exercice 26

Soit S la similitude directe d’écriture complexe
z'=(1+i)z+2.

1) Déterminer les éléments caractéristiques de S.

2) Soit Q le centre de S. Quelle est la nature du triangle
MQOM', ou M "' estl'image de M parsS.

3) Déterminer et construire 'ensemble des points M tels
que OM =0OM "

4) Déterminer et construire I'’ensemble des points M tels
que OMOM'=0

Exercice 27
- T

Soit ae}7;5[ et f :M(z) > M'(z') tel que
'=(-1+itana)z—itana + 2.

1) Déterminer le module et un argumentde —1+itana

2) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
de f,.

3) Soit h, I'homothétie de centre Q (d’affixe 1) et de

rapport . Donner une écriture complexe de la
COSx

rotation I, telle que f, =r_ oh,

Exercice 2

Le plan est rapporte au repére orthonormal direct (

O,G,\?) .On appelle T l'application du plan dans lui-
méme qui au point M(x,y) associe le point M’(x’,y’) tel
{x:x+y
que:y |
y'=—x+y-1
1-) On appelle z I'affixe du point M et z’ celle de M'image
de M par T. Ecrire z’ en fonction de z
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2-)Montrer que T est une similitude directe dont on
précisera les éléments caractéristiques, on notera son
centre QO et @ 'affixe de Q).

7-1 .
3-)Montrer que pour M= Q ona: =1.En déduire
w—17
une construction géométrique de M’'=T (M)
4-)Donner une équation cartésienne de la droite (D),
image de (D) :2x-y+1=0 par T.
5-)Soit A le point d’affixe -1+i et soit R la rotation de

3
centre A et d’angle de mesure Tﬂ

Pour M un point du plan, on pose M'=T(M) , M"=
RoT(M) et on appelle g 'application du plan dans lui-
méme qui au point M associe le point G barycentre des
points pondérés (M,1) , (M’,-2) et (M”,-1).Ecrire une
expression complexe de g .En déduire la nature et les
éléments caractéristiques de g.

Exercice 29

dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal
direct (0,4,V), on considére I'application f qui a tout
point M d’affixe z associe le point M d’affixe z' définie
par:

7' =u’z4+u—1;0uu désigne un nombre complexe.

1) Déterminer I'ensemble des valeurs de u pour lesquels
f est une translation ; caractériser f chacune des valeurs
trouvées.

2) Déterminer I'ensemble des valeurs de u pour lesquels
f est une rotation d’angle de mesure g ; caractériser f.

3) Déterminer I'ensemble des valeurs de u pour lesquels
f est une homothétie de rapport —2; caractériser f.

4) Caractériser florsqueu =1 —i.

Exercice 30

Pour tout nombre réel a non nul , on désigne par f,
I'application de C dans C qui associe a tout nombre

complexe z le nombre complexe Z — ia = i(z —ia)

Dans le plan muni d’'un repére orthonormé (0,1,7) , on
note F, qui associe a tout point m d’affixe z, le point M
d’affixe f,(z) .

1-)Montrer que F, admet un unique point invariant S,
dont on déterminera I'affixe.

2-)a-)Pour m # S, , exprimer en fonction de a le rapport
SaM
all
b-)En déduire la nature de 'application F, et préciser
ses éléments caractéristiques .

3-)Montrer que F,-10F_, est une translation .

ainsi qu'une mesure de I'angle (S;m, S;M).
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SERIE D’EXERCICES N°7

—{ Courbes paramétrées } { Classe:Terminale S1 }7

Exercice m

Tracer I'allure de la courbe paramétrée M : ¢ — (x(t),y(t)) dont le tableau de variation est:

]

=

N t] —2 = 0 1 2

— 7|4 — —2 — 0 + 2 + 4

2 4 4

= z(t) N, 1 % Pl T o

@) 0

E 2 2
y(t) Vi N0 N N

= = —2

% 7| T + B = =8 = B + 9

=

a

Exercice A%
Le plan & est muni d’'un repére orthonormé, on considere la courbe (%), ensemble des points M ()
2
x(t) =
dont les coordonnées sont définies par: t 7 1
yt) =—¢

1. Déterminer I’ensemble de définition D de cette courbe paramétrée.
2. Déterminer les asymptotes a (¢)

3. Calculer 2/(t) et y/(t) et dresser le tableau de variations conjointes.
4. Déterminer les tangente (%) aux points particuliers.

5. Déterminer l'intersection de (%) et les axes de coordonnées.

. Chercher les coordonnées des points multiples de (%).

7. Tracer la courbe (%).

/

ANNEE SCOLAIRE 2023-2024

Exercice —\ N\
Dans le plan & rapporté a un repere orthonormé, on considere la courbe de Lissajous () dont

= sin(2
une représentation paramétrique est: { ‘;g; _ (s;)r;(( 3?) ,teR.
1. Définir la fonction vectorielle F' associée a (.Z).

(a) Montrer que F est périodique de période T' = 2.

(b) Par quelle isométrie le point M (—t) se déduit-il de M (t)?

(c¢) Par quelle isométrie le point M (7 — t) se déduit-il de M (¢)?
)

(d) Préciser le domaine d’étude de F'.
2. Etudier les variations de de F puis dresser son tableau de variation .

3. Construire la courbe (.Z).
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Exercice N\

Le plan & est muni d’un repére orthonormé, on considere la Cycloide (I') définie par:
x(t) =t — sin(t)
M(t) : , teR
y(t) =1 — cos(t)

1. Etudier la périodicité de la fonction vectorielle F associée.
2. Examiner les symétries usuelles de (I") puis réduire le domaine d’étude final de F.

3. Calculer les fonctions dérivées z(t) et y/(t) et dresser le tableau de variation de F.

4. Tracer l'allure de (T").

Exercice A%
Le plan & est muni d’un repere orthonormé, on considere 1’ astroide (/) définie par:
z(t) = cos®(t)
M(t) : , teR .
y(t) = sin®(t)

PROF:M DIOME - LSIRL

1. (a) Calculer les coordonnées de M (¢ + 2m), M(—t), M(x —T), M (g - t)

(b) En déduire que le domaine d’étude est I = [O, %}

2. Dresser le tableau de variation de ().

3. Tracer l'allure de (&).

Exercice —\"\N
Le plan & est muni d’'un repére orthonormé, on considere la courbe (%), ensemble des points M ()
1
dont les coordonnées sont définies par: x(t) = 2 In [¢] ,t e R".
y(t) = tin|t|

1. (a) Par quelle isométrie le point M (—t) se déduit-il de M (t)?
1
(b) Par quelle isométrie le point M (t) se déduit-il de M (t)?
(c) En déduire que le domaine de définition R* de € peut étre réduit a ]0; 1].

2. Tracer la courbe (%).
Exercice A%
Le plan & est rapporté & un repére orthonormal (0,7,7) d’unité graphique 4c¢m. On considere

1
Papplication F' de & dans lui méme qui & tout point m d’affixe z associe le point M d’affixe 522 — 2.

/

ANNEE SCOLAIRE 2023-2024

L’objet de cet exercice est de tracer la courbe (') décrite par M lorsque m décrit le cercle de centre O

et de rayon 1. 1
z(t) = = cos(2t) — cost
1. Montrer que I'image M de m par F' est le point de coordonnées:

y(t) = 3 sin(2t) — sint

avec t € [—m;m|. Ces relations constituent une représentation paramétrique de la courbe (T").

2. Comparer z(t) et x(—t) d’une part et y(t) et y(—t) d’autre part. En déduire que (I') admet un
axe de symétrie dont on précisera.

3. Etudier les variations de z et y sur [0; 7).

4. Tracer la partie de (I') obtenue lorsque t décrit [0; 7] puis tracer (I') completement.
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Lycée Maba Diakhou BA Année : 2022-2023
Professeur : M. Sarr Classe : TS1

Série d’exercices : Complexes et similitudes planes

Exercice 1

dans le plan complexe rapporté au repéere orthonormal direct (0,1, ¥), on considére
l'application f qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ définie par :

z' =u?z +u— 1; ot u désigne un nombre complexe.

1) Déterminer I'ensemble des valeurs de u pour lesquels f est une translation ; caractériser f
chacune des valeurs trouvées.

2) Déterminer 'ensemble des valeurs de u pour lesquels f est une rotation d’angle de mesure
g ; caractériser f.

3) Déterminer 'ensemble des valeurs de u pour lesquels f est une homothétie de rapport —2;
caractériser f.

4) Caractériser f lorsqueu = 1 —i.

Exercice 2
On considere I'application f qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ définie

. 3+id3 . 1-iv3
== Z+ .

parz On note A le point d’affixe 2.

1) a) Déterminer l'affixe de A’ image de A.

b) Déterminer 'affixe du point P tel que f (P)=o0.
2) Déterminer la nature de f et ses éléments caractéristiques.
3) Lorsque le point M est distinct de A.

a) Démontrer que le triangle AMM’ est rectangle en M.

b) Le point M et le milieu du segment [AM ]étant donnés.
Déduire une construction au compas du point M’

Exercice 3

Soit a € }%%{ et f,:M(z) >M'(Z")telquez'=(-1+itanea)z—itana + 2.
1) Déterminer le module et un argument de —1+itanc .

2) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f, .

3) Soit h, '’homothétie de centre ) (d’affixe 1) et de rapport . Donner une écriture

COS«x
complexe de la rotation r, telle que f, =r,oh, '

Exercice 4

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal (O ; U, V). On considere les points A,
B, Cet D d’affixes respectives a, b c et d telles que :
i 3 V3. N
a=1;b=e3; c=—+—i;d=—¢
2 2 2
1) a) Donner la forme exponentielle de c et la forme algébrique de d.
b) Représenter les points A. B, C et D.
c¢) Montrer que le quadrilatere OACB est un losange.
2) Montrer que les points D, A et C sont alignés.
3) Déterminer 'angle 6 et le rapport k de la similitude directe s de centre O qui transforme A
en C.
4) On note E et G les images par la similitude directe s des points D et C respectivement.
Montrer que les points E, C et G sont alignés.
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Professeur : M. Sarr Classe : TS1

Série d’exercices : Complexes et similitudes planes

Exercice 5

Le plan est rapporte au repére orthonormal direct (O, U,V) .On appelle T I'application du
X'= X+

plan dans lui-méme qui au point M(x,y) associe le point M’(x’,y’) tel que :{ . y L
y=-X+y-

1-) On appelle z I'affixe du point M et z’ celle de M'image de M par T. Ecrire z’ en fonction de z
2-)Montrer que T est une similitude directe dont on précisera les éléments caractéristiques, on
notera son centre Q et @ l'affixe de Q.

YAV . ;1. . , Lyt
3-)Montrer que pour M= Q on a: =1.En déduire une construction géométrique de
w—17

M’=T(M)
4-)Donner une équation cartésienne de la droite (D’), image de (D) :2x-y+1=0 par T.

5-)Soit A le point d’affixe -1+i et soit R la rotation de centre A et d’angle de mesure 377[ .

Pour M un point du plan, on pose M'=T(M) , M”= RoT(M) et on appelle g I'application du plan
dans lui-méme qui au point M associe le point G barycentre des points pondérés (M,1) , (M’,-
2) et (M”,-1).Ecrire une expression complexe de g .En déduire la nature et les éléments
caractéristiques de g.

Exercice 6

Dan le plan euclidien orienté, on considére un rectangle direct ABCD de centre I tel que et

AB =3a et BC = a+/3 0l a est un réel strictement positif donné. 1)
Déterminer la nature du triangle BCI 2) Soit

E le point sur le segment [BD] tel que BE = % BD Donner le rapport K et 'angle € dela
similitude directe S telle que s(B)=1etS(E)=C. 3) On
suppose dans la suite quea =1 et on pose : U = % ABetv= % AD et on munit ensuite le

plan du repere orthonormal direct (A; u, \7)

a) Déterminer les affixesde B, 1.
b) En déduire I’écriture complexe de la similitude S

4) Déterminer l'affixe deQ centre de la similitude S et celle du point A'=s(A).
5) Soit la suite de points M, d’affixes z, définie parM, = A et Vnell ; M, =5s(M,)
a) Démontrer que la suite (an ) définie par : , = Z,,, — Z, est une suite géométrique dont on
Précisera le premier terme ¢, et la raison(, .

b) Exprimer en fonction de n la longueur de la ligne polygonale L =M M;M,M,..M;, et

déterminer la limite de cette longueur quand n tend vers +oo

EXERCICE 7:
Dans le plan orienté, on considere un triangle rectangle et isocele ABC tel que AB =AC =p

oll p est un réel fixé strictement positif et (AB,AC) = g[Zn] .

On note D le symétrique de A par rapport a B, O le milieu [CD] et (I') le cercle de diametre
[CD]. Placer sur une figure les points A, B, C, O et le cercle (I").

S(D)=B

On désigne par S la similitude plane directe tel que :
1gne p p 1 q { S(B)=C



Lycée Maba Diakhou BA Année : 2022-2023
Professeur : M. Sarr Classe : TS1

Série d’exercices : Complexes et similitudes planes

On se propose de déterminer, les éléments caractéristiques de S par deux méthodes
différentes.
On désigne par Q le centre de S.
1) Méthode géométrique :
a) Déterminer le rapport k et 'angle a de la similitude S.

b) Montrer que : (QD,QC)= —g [27] (1)
QC=2QD (2)
c) ATaide de (1), prouver que Q appartient au cercle (I'), puis, en utilisant (2)
que QD = p.

Etablir enfin que BQ = BC.
d) Prouver que la droite (OB) est la médiatrice de [QQC].Préciser la nature du
quadrilatere CADQ. Placer Q sur la figure.
2) Utilisation de nombres complexes :

Onpose: U= %AB , V= %AC et on considere le repére orthonormal (A,U,V) du
plan complexe.
a) Déterminer les affixes des points B, C et D.
b) Déterminer ’écriture complexe de S.
c) En déduire les coordonnées de Q, puis retrouver les valeurs du rapport k et de
l’angle a de S calculées en 1) a).

Exercice 8

Pour tout nombre réel a non nul , on désigne par f, 'application de C dans C qui associe a
tout nombre complexe z le nombre complexe Z — ia = i (z—ia)

Dans le plan muni d’'un repére orthonormé (0,7, ) , on note F, qui associe a tout point m
d’affixe z , le point M d’affixe f,(z) .

1-)Montrer que F, admet un unique point invariant S, dont on déterminera l'affixe.

SagM . .
“— ainsi qu'une mesure de I'angle
a

2-)a-)Pour m # S, , exprimer en fonction de a le rapport P

(5., 52,

b-)En déduire la nature de 'application F, et préciser ses éléments caractéristiques .
3-)Montrer que F,-10F_, est une translation
Exercice 9
Le plan affine (P) est muni d'un repére orthonormal direct ; on note (0,4, v )
I’ensemble des nombres complexes non nuls ; (P*) le plan (P) privé de 0.

Soit application f de C — C définie par: f(z) = %(z — i)
On note F I'application de P* dans P qui a tout point m de P* d’affixe z fait
correspondre le point M d’affixe : Z =f (z).
1-a) — Déterminer I'ensemble des points invariants par F .

b) — soit M(Z) un point de P* non invariant par F . Montrer que M est 'image par F

de deux points de P* .Vérifier que M est le milieu de[m;m,].

¢)— On note A (1+1) , et B(;—Jrli)placer A et B, en déduire la construction de I'image par
F.
2) Dans cette question on cherche I'image de I’axe privé de o.

Soit g la fonction numérique définie par g(x) = % (x - %)

a) Etudier les variations de g .
b) En déduire I'image par F de I'’ensemble des points de I'axe réel de P*.
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Chap1l :Produit mixte produit vectoriel

EXERCICE 1:

Dans ’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O ;i,J, l_c)), on donne :

Les points A(1;-2;1),B(2;-1;3),(C(1;1;4) et H(0; 0; 2) et la droite (A) définiepar: {y =t + 2

1-a) Déterminer AB A AC . En déduire que les points A, B et C ne sont pas alignés.
b) Ecrire une équation du plan (ABC).
2-a) Démontrer que la droite (A) est perpendiculaire au plan (ABC) en H.
b) Démontrer que H est équidistant des points A, B et C.
3) Soit M un point variable de (A) et E(2;2; 0) un point fixe de (A).

Pour quelles valeurs de t le volume du tétraédre MABC est-il égal au double de celui du
tétraedre EABC ?

4-a) Donner une équation du plan médiateur du segment [AE].
b) Donner une équation de la sphére S circonscrit au tétraedre EABC.

EXERCICE 2 :

L’espace est muni d’un repére orthonormé (0; 7,7, k ). On note (D) la droite passant par les
points A(1; —2; —1) et B(3; —5; —2).

x=1+2t
1) Montrer qu’une représentation paramétrique de (D) est : {y =-2-3t;t € R
z=-1-t
x=2—-k
2) On note (D') la droite ayant pour représentation paramétrique : iy = 1 4+ 2k ; k e R.
z=k

Montrer que les droites (D) et (D") ne sont pas coplanaires.
3) On consideére le plan (P) d’équation 4x +y + 5z + 3 = 0.
a) Montrer que le plan (P) contient la droite (D).
b) Montrer que le plan (P) et la droite (D’) se coupent en un point C dont on précisera
les coordonnées.
4) On considere la droite (A) passant par le point C et de vecteur directeur w (1; 1; —1).
a) Montrer que les droites (A)et (D) sont perpendiculaires.
b) Montrer que la droite (A) coupe perpendiculairement la droite (D) en un point E
dont on précisera les coordonnées.

EXERCICE 3:
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Dans ’espace muni d’un repére orthonormé (0;7;7; ig), on donne les trois points
A(1;2;-1),B(-3;-2;3)et C(0; —2; —3).

1-a) Démontrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.
b-) Démontrer que le vecteur 7 (2; —1; 1) est un vecteur normal au plan (ABC).
2) Soit P le plan dont une équation cartésienneest x + y —z + 2 = 0.
Démontrer que les plans (ABC) et P sont perpendiculaires.
3) On appelle G le barycentre des points pondérés (4; 1), (B; —1)et (C; 2).
a) Démontrer que G a pour coordonnées (2; 0; —5).
b) Démontrer que la droite (CG) est orthogonale au plan P.
c) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (CG).
d) Déterminer les coordonnées du point H, intersection du plan P avec la droite (CG).

4) Démontrer que I’ensemble S des points M de I’espace tels que :
|MA — MB + 2 MC|| = 12 est la sphére dont on précisera les éléments caractéristiques.

5) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de 1’intersection du plan P et de la
sphére S.

EXERCICE 4 :

Soit ABCD un tétraedre tel que ABC, ABD et ACD soient trois triangles isocéles rectangles
en Aavec AB = AC = AD = a. On appelle A; le centre de gravité du triangle BCD.

1) Montrer que la droite (AA,) est orthogonale au plan (BCD) (On pourra calculer,
AA, .CD et AA; .BC).
2) Enexprimant de deux facons différentes le volume du tétraedre ABCD , calculer la
longueur du segment [AA4,].
3) On appelle G I’isobarycentre du tétraedre ABCD et I le milieu de [BC].
a) Montrer que G appartient au segment [AA, ] et déterminer la longueur AG.
b) Déterminer I’ensemble des points M de I’espace tels que :
|MA + MB + MC + MD|| = 2||MB + MC]||.
4) Soit H le symétrique de A par rapport a G.
a) Démontrer que : 4GA + AC + AD = BA.
b) Démontrer que HC? — HD? = DC.BA .
c) Endeéduire que HC = HD.

EXERCICE5:

Soit OABC un tétraedre trirectangles (les triangles OAB, OBC et OCA sont rectangles en 0).
On note H le projeté orthogonal de O sur le plan (ABC). Le but de I’exercice est d’étudier
quelques propriétés de ce tétraedre.
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1-a) Pourquoi (OH) est-elle orthogonale a la droite (BC)? Pourquoi la droite (0A)est-elle
orthogonale a la droite (BC)?

b-) Démontrer que les droites (AH)et (BC) sont orthogonales. On démontre de fagcon
analogue que les droites (BH) et (AC) sont orthogonales. Ce résultat est ici admis.

c-) Que représente le point H pour le triangle ABC ?

2) L’espace est maintenant muni d’un repére orthonormé(0;7; T k ). On considére les points
A(1;0;0),B(0;2;0) et C(0;0;3).

a-) Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC).
b-) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (D) passant O et orthogonale
au plan (ABC).

c-) Démontrer que le plan (ABC) et la droite (D) se coupent en un point H de coordonnées
I

49’ 19 49
3-a) Calculer la distance du point O au plan (ABC).
b-) Calculer le volume du tétraédre OABC. En déduire I’aire du triangle ABC.

c-) Vérifier que le carré de I’aire du triangle ABC est égal a la somme des carrés des aires
des autres faces de ce tétraedre.

EXERCICE 6 : (BAC S1 2019)

Dans I’espace muni d’un repére orthonormé (0;1; J; k), on considere les points

A(0;0;3v2); B(4;0; —V2 )et C(—2; —2v3; —v2 ) et D(—2;2V3; —V/2).

1-a) Montrer que ABC est un triangle équilatéral.
b-) Montrer que les points A, B, C et D sont non coplanaires ; puis démontrer que
ABCD est un tétraédre régulier.
c-) Calculer le volume du tétraédre ABCD.
2) Onnote P,Q, R et S les milieux respectifs des arétes [AC], [AD], [BD] et [BC].
a-) Déterminer la nature exacte du quadrilatere PQRS.
b-) Calculer I’aire du quadrilatére PQRS.

EXERCICE 7 :

ABCDEFGH est un cube d’arréte 1 représenté ci-dessous. L’espace est rapporté au repére
orthonormal (4; AB; AD; AE).




1) Démontrer que le triangle BDE est équilatéral.
2) Soit | le centre de gravité du triangle BDE.
a) Calculer les coordonnées de I.
b) Démontrer que Af = § AG. Que peut-on déduire pour les points A |l et G ?
3) Prouver que | est le projeté orthogonal de A sur (BDE).
Pour tout réel k, on définit deux points M, et N;, ainsi qu’un plan P, de la facon
suivante :
= M, est le point de la droite (AG) tel que AM,, =kAG ;
= P, est le plan passant par M, et paralléele au plan (BDE) ;
» N, est le point d’intersection du plan P, et la droite (BC).
Identifier les P1, M1, N1 en utilisant des points déja définis. Calculer la distance M1N1.
3 3 3 3 3
4) a-) Calculer les coordonnées de M,dans le repére (A; AB; AD; AE ).
b-) déterminer une équation du plan P, dans ce repere.
c-) En déduire que le point N, a pour coordonnées (1;3k —1;0).
5) Pour quelles valeurs de k de la droite (M, N;,) est-elle orthogonale a la fois aux droites
(AG)et (BC).
6) Pour quelles valeurs de k de la distance M, N, est —elle minimale ?

EXERCICE 8 :

Soient A, B et C trois points non alignés de 1’espace. Trouver I’ensemble des points M de
I’espace tels que :

a-)MC AAB =0 b-) (MA + 2 MB) A (2MC + MA) = 0
c-) (MA +3MC) A (MA + MB — 2MC) = 0d-) (MA -3 MB +5MC).MD = 0
d-) (2MA + MB — 3MC ).MD = 0

EXERCICE 9:

On considére un tétraedre ABCD. On note par 1,J,K,L ,M et N les milieux respectifs des
arrétes [AB], [CD], [BC], [AD], [AC] et [BD]. On désigne par par G I’isobarycentre des
points A, B, C et D.

1) Montrer que les droites (1), (KL)et (MN) sont concourantes en G. Dans la suite, on
suppose que que AB = CD,BC = AD et AC = BD. (Ondit que le tétraédre est
équifacial car ses arrétes sont isométriques).

2-a) Quelle est la nature du quadrilatere IKLJ ? Préciser également la nature des
quadrilateres IMJN et LNLM.
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b-) En déduire que les droites (1J) et (KL) sont orthogonales. On admettra que, de méme
que les droites (IJ)et (MN) sont orthogonales et les droites ((KL)et (KL) sont
orthogonales.

3-a) Montrer que la droite (1J) est orthogonale au plan (MKN).

b-) Quelle est la valeur du produit scalaire Ij . MK ? En déduire que (1J) est orthogonale

a la droite (AB). Montrer, de méme, que (1J) est orthogonale a (CD)

c-) Montrer que G appartient aux plans médiateurs [AB] et [CD].

d-) Comment démontrer que G est le centre de la sphére circonscrite au tétraedre ?

EXERCICE 10:

On considere le cube ABCDEFGH de coté 1. L’espace est muni du repere orthonormeé
(D;DA,DC ,DH). On note k le barycentre des points pondérés (D; 1)et (F; 2).

1)
2)
3)
4)

5)

1)

Montrer que K a pour coordonnées (%;%;g).

Montrer que (EK) et (DF) sont orthogonales.

Calculer la distance EK.

Soit M un point du segment [HG]. On note m = HM(m € [0; 1]).

a) Montrer que pour tout m € [0 ;1], le volume du tétraédre EMFD en unités de

. 1
volume est égal a .

b) Montrer qu’une équation cartésienne de (MFD) est (—1+m)x +y —mz = 0.
On note d,,, la distance du point E au plan (MFD).

1 .

a-) Montrer que d,,, = s VM E [0;1].

b-) Déterminer la position de M sur le segment [HG] pour laquelle la distance d,,, est
maximale.

c-) En déduire que si la distance d,,, est maximale, le point K est le projeté orthogonal

de E sur le plan (MFD).
Série 2 : Compléments sur les fonctions

Etude de fonctions

EXERCICE 1:

On considere la fonction f définie et deux fois dérivables sur [a ;b] tel que f(a) = f(b). Soit
¢ un réel de [a ;b]. On définit la fonction g par g(x) = E=2E=D £(0y,

(c—a)(c—-b)

En appliquant le théoreme de Rolle aux fonctions f; et f, définies par

fi(x) = f(x) —gx)et f,(x) = f'(x) — g'(x), démontrer qu’il existe un réel d € [a; b] tel

que

f(e) =% (c—a)(c = b)f"(d).
EXERCICE 2:
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Soit f la fonction définie su I = [—%;%] par (x) = V1 +tanx . (Cy) sa courbe représentative
dans un repére orthonormé (0;7; 7).

1-a) Montrer que f est dérivable sur ] — ;7 et calculer f'(x).

b-) En déduire la dérivabilité de f a droite de — %

2) Montrer que f réalise une bijection de | vers un intervalle J a préciser.

2X
x4—2x+2"

3) Montrer que f~1 est dérivable sur J et que (f~1)'(x) =
4) Soit (U,,) la suite définie par sur N par :U,, = n—il an 7L (k).
a) MontrerVx €N, f~1(n) < U, < f~1(2n).

b) En déduire que (U,,) converge vers un réel que I’on déterminera.

EXERCICE 3:

1
x2+1

1)Montrer que la fonction f: x +—
de f vérifiant F(0) = 0.

admet des primitives sur R. On notera F la primitive

2) Etudier la parité de F et préciser le sens de variations de F sur R.
3) a) Etudier les variations de la fonction [1(x) = F(x) + F(i).

b-) En déduire qu’il existe une constante c telle que pour tout x > 0, on ait

1
F(x)=c —F(—).
X
c-) montrer que la limite de F en 400 est égale a c.
4) On pose pour toutx €] — 25> [, g(x) = tan x.
a) Montrer que la fonction ¢ (x) = Fog(x) — x est dérivable sur R et calculer ¢’ (x).

b) En déduire que pour tout xe ] — ;> [, Fog(x) = x.

EXERCICE 4 :

A) Soit la fonction f définie sur [0 ;1] par f(x) = sin (gx)
1-a) Montrer que f réalise une bijection de [0 ;1] vers [0 ;1]. On note f~1 sa bijection
réciproque.
b) Calculer f‘l(%) et f1 (?)
2) a) Montrer que £~ est dérivable sur [0 ;1].
b) Calculer (f‘l)’(g).

c) Montrer que ¥ x € [0; 1], (f 1) (x) = puis tracer (Cr) et (Cp-1).

2
nv1-x2
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3) Soit V, =~ ¥4, f(-5),n € N
Monter que f( ) < f( ) En déduire que (V),, est convergente et calculer sa

limite.

4) Montrer que 1’équation ﬁ ;x admet une unique solution « € ]0; 1[. Verifier

que - lca< 1.
B) 1) SOIt g définie sur [0; ] par g(x) = f~1(sinx) + f~1(cos x).
a) Montrer que g est dérivable sur ]0; = > [ et calculer g’(x).
b) montrer que v x € [0;Z[, f~*(sinx) + f~*(cosx) = 1.
2) Soit la fonction h définie sur [0 ; ] par h(x) = 2xv1 — x2.
a) Etudier les variations de h et dresser le tableau de variations de h. En déduire

1

([o:3])
3) Soit la fonction définie sur [0;%] par k(x) = f~1(2xV1 — x2).

a) Montrer que k est dérivable sur [0;%] et calculer k’(x).

b) En déduire que pour tout x e [O;ﬂ S (2xV1 = x2) = 2f 71 ().

EXRCICE S5 :
f)=0
lim f(x)=-—

Soit la fonction f définie et dérivable sur [0 ; +oo[ Vérifiant { x—o+
Vx>0,f'(x)= ;

f est la fonction logarithme népérien, (Cy) est sa courbe représentative dans un repere
orthonormé (0;7;7).

1) Soit g la fonction définie sur J0 ;+oo[ par g(x) = f (%)
a-) Montrer que g est dérivable sur ]0; +oo[. Calculer g’(x).
b-) En déduire que V x > 0, g(x) = —f (x).
c) Prouver que Vx > 0, lirE f(x) = +oo.
X—+00

2) a) Dresser le tableau de variations de f.
b) Montrer que f réalise une bijection de ]0; 4+oo[ sur R.
c) Montrer que f~1 est dérivable sur RetV x € R, (f~1)'(x) = f1(x).
3) Soi h la fonction définie sur [1; +oo[ par h(x) = f(x) — (2vx — 2).
a) Calculer V¥ x € [1; +oo[, A (x).
b) En déduire le sens de variations de h sur [1; 4+oo[.

c) Prouver que V x € [1; +oo[,0 <—= f(x) zvi_z.
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d) Donner la nature de la branche parabolique de (C,) en +oo. Tracer (Cy,)et (C,-1) dans
un méme repere.
4) Montrer que V x € [1; +oo[,x—L <fx+1)—-f(x) < i

5) Soit la suite (S,,) définie sur N* par S,, = gzoﬁ.

1 1
a) Montrer que V' n e N*, = s

SSnS—n.

b) Montrer que (S,,) est monotone. En déduire que (S,,) est convergente.
c) Montrer en utilisant 4) que V n e N* privé de 1,
fCn+1)-f(M) <5, <f2n)—f(n—1).

d) En admettant que pour tout a, b € [0; +oo[,ona f(a) — f(b) = f (g) Prouver que

lim S, = f(2).
n—+oo
EXERCICE 6 :

A) On considere la fonction tan: x +— tan x définie sur I =] —~; 7.

1) Montrer que la fonction tan est une bijection de | vers R.

2) La bijection réciproque de la fonction tangente est la fonction arc tangente notée
arctan.
a) Montrer que arctan est dérivable sur R.

b) Montrer que V x € R, Arctan’(x) = 1+1x2.

B) On suppose I’existence d’une fonction définie sur K =] — 1; 1] et vérifiant
f'(x) = %fz(x) + 1et £(0) = 0. On note (C) sa courbe.
1) Donner les variations de f sur K.
2) Montrer que (T) d’équation y = x est la tangente a (C) en x, = 0.
3) Montrer que (C) n’admet pas de tangente paralléle a la droite d’équation y = 2x.
4) On note g la fonction définie sur K par g(x) = f(x) — x.
a) Justifier que la dérivabilité de g su K et prouver que g'(x) = %fz (x).
b) Dresser le tableau de variation de g sur K.
c) Endeduire le signe de g sur K, puis les positions relatives de (C) et (T).
d) Justifier ’existence de f2(x), calculer £2(0).
C) On se propose de déterminer I’expression de f (x).
1) Montrer que f réalise une bijection de K vers f(K).
2) Montrer que f~1 est dérivable sur f())et montrer que :

(f ' (x) = Arctan’ (%)

3) On considere la fonction h(x) = Arctan (%)

a) Dériver la fonction h.

b) En déduire que f~1(x) = \/fArctan(%) + k.

c) Déterminer f~1(0), puis la constante réelle k.
4) En déduire ce qui précéde ’expression de f(x).
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EXERCICE 7 :

Pour tout entier naturel, on définit la fonction £, sur I'intervalle ] — ;> [ par :

fan(x) =tanx — x — n.
1. Soit n un entier naturel fixé.
a-) Déterminer lim f,(x) et lim_ f;(x).
x—()~ X

G -*

b-) Etudier les variations de la fonction f,.
c-) Démontrer que I’équation d’inconnue X, f,, (x) = 0 admet une unique solution dans

Pintervalle ] — ~;>[. On note a,, cette solution.

d-) Donner suivant les valeurs de x le signe de £, (x).
2. Laquestion 1-c) permet de définir la suite (@) ¢ n-
a-) Justifier que cette suite est bornée.
b-) Calculer f,(a,+1) pourn € N.
c-) En déduire que la suite (a,), v €St strictement croissante.
d-) Déterminer la limite de tan(a,,) lorsque n tend vers +oo.
e-) Prouver que la suite (a,),  y €St convergente. Quelle est sa limite ?

EXERCICE 8 :
Partie A :

Soit f la fonction définie sur [0;%[ par f(x) = 3/tan?(x).
1-a) Montrer que f est continue sur [0;% [ et dérivable sur ]0; g [

b-) Calculer f'(x) pour tout x élément de ]0; g [ et montrer que fn’est pas dérivable a droite
en 0.

2-a) Montrer que f réalise une bijection de [0;%[ sur un intervalle a préciser.

b-) Tracer les courbes de f et f~1 dans un méme repere. On calculera f G) etf (g)
c-) Sans calculer f~1(2), prouver que f~1(2) > g En déduire que f~1(2) > 1.

3-a) Montrer que £~ est dérivable sur ]0; +oo[ et calculer (f~1)"(x).
b-) Montrer que f~* est dérivable a droite en 0.

Partie B :

-5
x—1

Soit la fonction h définie par h(x) = et h(1) = a.

1) Déterminer le domaine de définition de h noté D;,.
2) Déterminer a pour que h soit continue sur Dy,.

Partie C :
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On pose ¢ la fonction définie par ¢(x) = f~1(x?) + f—l(xl_z)_

1-a) Montrer que ¢ est dérivable sur ]0; +oo] et calculer ¢’ (x). En déduire que
V x €]0; +oo, p(x) = .

b-) En déduire queVne N, f~1(n) + f~ (3) >

n

2) Démontrerque:VneN*,et1 <k <n,f~ (i) <f! (L) <f1 (3)

a-) Montrer que V n e N*, f~1 (—) <U,<f7! (—)
b-) En déduire lim U,.
n—-+oo
Partie D :
Onpose g(x) = f~1(x + 1).
1) Etudier et représenter graphiquement g.
2) Montrerque :V x € [—1;4+00[,0 < g(x) < 2

3) Montrer que I’équation g(x) = x admet une unique solution a dans [—1; +oo[.( On

admet g'(x) < 1,Vx > —1,prouverque 1 < a < g

V% =:i

4) On pose : 3
Vasr = g(4),neN

a-) Montrerque :vVneN, 1<V, < E

b-) Montrer que : V x €]1;= [ ona Ig (x)

ml#

c-) Montrer que:VneN,IVn+1—a| <- IV — a/|. En déduire que lim V, = a.

n—-+oo

i) Primitives
EXERCICE 9:

Dans chacun des cas suivants, déterminer les primitives de la fonction f définie comme suit :

2x-3

1) f) = i1 =1 = 03212 f(0) = o= 1 =102

3-)f(x)=%,1=]o;+oo[
4-) f(0) =

=10;2[;5) f(x) = (x +2)Vx = 1,1 = [1;+00[; 6) f(x) = "“,

cos4(x)
[ =]05o0; 7) £G) = (14 X251 = R; 8) £ (x) = —Fr ~10; +oof

9-) f(x) = x%sin(1 +x3),I = R;10-) f(x) = = R\{—1}

(1+ 3)4’

EXERCICE 10:
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Soient f et g les fonctions définies par :

cosXx sin x ‘ . . L. T
fx) = s €t gx) = i Déterminer successivement les primitives sur [0; 7]
de chacune des fonctions f + g,f —g,f et g.
EXERCICE 11 :

Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes :

1) f(x) = cos®(x); 2) g(x) = sin®*(x) ; 3) h(x) = cos*(x) ; 4) i(x) = sin*(x) ;
5) f(x) = cos?(x)sin?(x) ; 6) k(x) = cos?(x)sin3(x) ; 7) l(x) = cosx sin*(x).

Série 3 ;

EXERCICE 1:

1) Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants :
1+z\/_ -1- L\/_ 11 (B-DA+2D) |y (-1-20)°
a) ( )( ) )1+\/” i3 )2+1 )(1 —-3i)(2+0) €) (1+i)* f)(1 21) '
2) Determmer le module et un argument de z, en déduire la forme trigonométrique,

exponentielle et algébrique de z dans chacun des cas suivants:

_l_-ES- _ ol VB 1 VB _ N4 _ —1+iV3
a) Z—( i ) b)Z—(2+l 2)( 2+l2)C)Z—(1+L) d)z= N
\/_\/_
@)z = (223
EXERCICE 2 :

Déterminer, en utilisant la méthode géométrique, I’ensemble des points M d’affixes z tels
que :

z+i

a) |Z—2+l|—|Z+3|b)

2 = 1501+ Dz +20 = Z-2l;

d) |2iz+ 1 — 4i| = 8
EXERCICE 3:

Déterminer et représenter le lieu géométrique des points M d’affixe z du plan tels que ;

a) arg(z+1)= %[Zn] b) arg(3i —z) = 0[2n] c)arg((1+i)z+1= g[n]
d) arg(z + 5i) = g [r] e) E—: est un réel strictement positif f) j—: est un imaginaire pur

EXERCICE 4:

1) Résoudre dans C I’équation (E):z3 — (11 4 2i)z? + 2(17 + 7i)z — 42 = 0 sachant
qu’elle admet une solution réelle.

2) Soit le polyndme P(z) = z3 + (1 — 2i)z? + (1 — 2i)z — 2i.
a-) Montrer que P(z) posséde une racine imaginaire pure.
b-) Résoudre dans C I’équation P(z) = 0.
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EXERCICES::

1) Soit le nombre complexe j = —% + i? = cos(%") +i sin (27”) Montrer que :
j3n =1 ;j3n+1 =j;j3n+2 =j2 et1l +]+]2 =0.
2) Mettre sous forme trigonométrique le nombre complexe suivant : Z = I;i’—jzg

3) Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :

Z, = ‘/gzlﬁ; Z,=1+1i;Z = ? En déduire la valeur exacte de cos (Z—:) et sin (i—’;)
2

1
tanx

4) Déterminer le module et un argument de Z =

s
— lorsque x # > [7];

7 = 1+cosxx-+ji?inx si x =+ O[TL'].
1-cosx—isinx ) . )
5) Mettre sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :
7 = -z,

1+i’

EXERCICE6:

cos@+isin 0

3 . . N , .,
Z =1—_i;Z =sinf +icosb;Z = ou @ est un nombre réel fixé.

cos B—isinf

1) Résoudre dans C I’équation z* = 1.
2) En déduire les solutions dans C de I’équation : [(V3 —i)z+i ]*=1

EXERCICE 7:

1) Résoudre dans C les équations suivantes :

a) (1-Dz=2-3i =222 =2iz ¢)2i(z+0)2+4=0

3 2

d)4z2+8|z]?-3=0¢e)|z|—z=1+4+2i Hz=A+i)z+3—2i

2) Résoudre dans C x C les systemes suivants:
: . 2-i
a){Ziz+z’ =2i i(z+0)+ > =0
3z—iz' =1 2z+i+—=1
VAL

EXERCICE 8 :

Dans I’ensemble C des nombres complexes, on considére 1’équation :
(E):z3—(2+5i)z°+ (8i—5)z+3(2—i)=0.

1.a) Montrer que (E) admet une solution imaginaire pure que 1’on déterminera.

b) Résoudre (E) dans C.

2. Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (0;u ;¥ ).( Unité
graphique : 1,5cm), on considere les points A, B, C d’affixes respectives 1 + 2i; 1 et 3i. A

tout point m d’affixe z du plan, on associe le point M’ d’affixe z’ par 1’application f qui

. 3+40)z+5Z ., ) ) s s ,
admet pour écriture complexe : z’ = % Déterminer les affixes des pointsA’,B’ et C

images respectives des points A, B et C par f. Placer les points A,B,C, A’, B’ et C’.
3. 0n pose z = x + iy avec X et y des réels. Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire
de z’ en fonction de x et y.
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. . . . , . 1
4. Montrer que I’ensemble des points invariants par f est la droite d’équation : y = e
Quelle remarque peut-on faire ?

5. Soit M un point quelconque du plan et M’ son image par f. Montrer que M’ appartient a la
droite (D).

z'-z _ z+Z
Zp 6

6. a) Montrer que pour tout nombre complexe z : + i:i. En déduire que le nombre

z'—z ,
== est un réel.
ZA

b) En déduire que lorsque M’ = M, la position relative des droites (0A)et (MM").

7. Un point quelconque N étant donné, comment construire son image N’ ? (On étudiera deux
cas suivant que N appartient a (D) ou non). Effectuer la construction sur la figure.

8. Soit le point M d’affixe z = 1 + ¢%,0 € [0;n[.
a) Donner la forme exponentielle de z.
b) Déterminer par son équation cartésienne 1’ensemble des points M lorsque 8 décrit [0 ;r[.
c) Déterminer z pour que M soit invariant par f.
EXERCICE9:

1) Pour tout réel x # 2km avec k un entier relatif. Déterminer les sommes suivantes :

n n

X, = Z cos(kx) et Z sin(kx) .

k=0 k=0

2) En déduire que pour tout réel x # 2km avec k un entier relatif, 8 un réel :
3) Xno = 2irocos(kx +6)

EXERCICE 10 :

On donne le plan P muni d’un repére orthonormé direct (0, ; ¥ ) et un réel dans | — m; [. On
1 i6y2
posez—5(1+e ).
: —ig S ; 6
1.a) Calculer (1 + e™)e™", en déduire que arg(1 + ™) = —[27].
b) Déterminer |z| et arg(z).
c) Représenter dans le plan P I’image du nombre complexe z pour 8 = % .

2) On pose M le point d’affixe z et A le point d’affixe 1, N le projeté orthogonal de A sur
(oM).

a) Déterminer et construire et construire I’ensemble E des points N lorsque 6 varie.

b) Calculer NM.
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3) Donner une construction (point par point) de ’ensemble E’ des points pour 8 € [— g ; g],

puis pour 8 € | — m; —% [U]%;n[. Tracer E’
EXERCICE 11:

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0; u; ¥ ). (unité graphique :

4cm). On donne les points A et B d’affixes respectives 1 et % - i?. Pour chaque point M du

plan, d’affixe z, on désigne par M, d’affixe z;, I’image de M par la rotation de centre O et
d’angle g puis par M” d’affixe z’ , I’'image de M, par translation de vecteur —i . On note T la

transformation qui, a chaque point M, associe le point M’.

.TT
1) a) Démontrer que z’ = e'sz — 1.
b) Déterminer I’image du point B.
c) Déterminer la nature de T et préciser ses éléments caractéristiques.

2) Onpose z = x + iy, avec x el ] y des réels.

a) pour z # 0; calculer la partie réelle du quotient Z;' en fonction de x et y.

b) Démon que I’ensemble (I') des points du plan, tels que le triangle OMM?’ soit
rectangle en O, est un cercle dont on précisera le centre et le rayon, privé de deux points.
Tracer (T).

3) Dans cette question, on pose z = 1 + i.

a) Vérifier que M € (T') et placer M et M’ sur la figure.

b) Calculer |Z'| et calculer I’aire du triangle OMM’ en cm?.
EXERCICE 12:

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (0; u; ¥ ). L’unité graphique est

2T
0,5 cm. On note j le nombre complexe e . On considére les points A, B, et C d’affixes
respectives a = 8; b = 6j et ¢ = 8j2. Soit A’ I'image de B par la rotation de centre C et

d’angle % Soit B’ ’image de C par la rotation de centre A et d’angle % Soit C’ 'image de A

par la rotation de centre B et d’angle g

1) Placer les points A, B, C, A’, B’ et C’ dans le repére donné.
2) Onappelle a’, b’, et ¢’ les affixes respectives des points A’, B” et C’.
a) Calculer a’. On vérifiera que a’ est un nombre réel.

b) Montrer que b’ = 16e . En déduire que O est sur la droite (BB').
c) Onadmet que ¢’ = 7 + 7iv/3. Montrer que les droites (AA"), (BB")et (CC") sont
concourantes en O.
3) On se propose désormais de montrer que la distance MA + MB + MC est minimale
lorsque M = 0.
a) Calculer la distance OA + OB + OC.
b) Montrer que j3 = 1etquel+j +j% = 0.
€) On considére un point M quelconque d’affixe z du plan complexe.

AMADOU MOCTAR DIALLO LIDS



On rappelle que a = 8; b = 6/ et ¢ = 8j2. Déduire des questions précédentes les
égalités suivantes :
[(a—2)+ (b —2)j%+ (c —2)j| =la+bj? + cj| = 22
d) On admet que, quels que soient les nombres complexes z, z’ et 2’ :
lz+ 2z +2"| < |z| + |Z'| + |Zz"|. Montrer que MA + MB + MC est minimale
lorsque M = 0.

EXERCICE 13:

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (0; u; v ). L’unité graphique est égal a
8Cm.On appelle A le point d’affixe —1 et B d’affixe 1. On appelle (€) I’ensemble des points
du plan distincts A,O et B. A tout point M d’affixe z appartenant a ’ensemble &, on associe le
point N d’affixe z2 et le point P d’affixe z3.

1) Prouver que les points M,N, et P sont deux a deux distincts.
2) On se propose dans cette question de déterminer 1’ensemble C des points M
appartenant a £ tel que le triangle MNP soit rectangle en P.
a) En utilisant le théoréme de Pythagore, démontrer que MNP est rectangle en P si et
seulement si |z + 112 + |z|? = 1.

b) Démontrer que |z + 1|2 + |z|? = 1équivaut a (z + %) (z + %) = i.

c) En déduire ’ensemble C cherche.

3) Soit M un point de C et z son affixe. On désigne par r le module de z et @ I’argument

de z appartenant a | — m; m].

a) Démontrer que ’ensemble I des points M de € tels que I’affixe de P oit réel
strictement positif est la réunion de trois demi-droites (éventuellement privees de
points)

b) Représenter les ensembles € et I dans un repere (0;u ; V).

c) Déterminer les affixes des points M & de tels que le triangle MNP soit rectangle en
P, I’affixe du point P étant un réel strictement positif.

EXERCCICE 14 :

Dans le plan complexe rapporté un repere orthonormé direct
(0; U ; v)('unité graphique est 2cm) , on considére les points A, B et C d’affixes
respectives : z, = 2; zz = 1+ iv/3 etz = 1 — i/3.

Partie A :
1-a) Donner la forme exponentielle de zg, puis z..

b) Placer les points A, B et C.
2) Déterminer la nature du quadrilatere OBAC.
3) Déterminer et construire ’ensemble A des points M tels que : |z]| = |z — 2].

Partie B :
A tout point M d’affixe z tel que z # z,, on associe le point M’ d’affixe z’ définie par :

—4
z—2
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1-a) Résoudre dans C I’équationz = —

b-) En déduire les points associés aux points B et C.
c-) Déterminer et placer le point G’ associé¢ au centre de gravité G du triangle OAB.
2-a) Question de cours
Démontrer que pour tous nombres complexes z; et z,, |z; X z;| = |z,| X
|z, et 2| = = (% 0).

b-) Démontrer que pour tout nombre complexe z distinct de 2 : |z’ — 2| = —;I_ZZII.

c-) On suppose dans cette question que M est un point quelconque de A ou A est
I’ensemble défini a la question 3) de la partie A. Démontrer que le point M’ associ¢ a M
appartient a un cercle I' dont on précisera le centre et le rayon.

EXERCICE 15:

ABCD est un rectangle de centre O tel que (ﬁ,ﬁ) = % . On note E le symétrique de A par

rapport a D. Soit s la similitude directe de centre C, de rapport % et d’angle g

1-a) Montrer que s(A) = B.
b-) Montrer que le triangle ACE est équilatéral et en déduire que s(E) = 0.

2-) Soit I un point du segment [OE], distinct des points O et E et soit (T") le cercle de centre |
et passant par A. Les droites (AD)et (AB) recoupent le cercle (T') respectivement en M et P.

a) Tracer (T') et placer les points M et P.
b) Montrer que le point C appartient au cercle (T).

3-) Soit N le projeté orthogonal de C sur (MP).

a-) Montrer que (MP, MC ) =Z.

b-) En déduire que s(M) = N.
4-) Montrer que les points B, D, et N sont alignés.
EXERCICE 16 :

Dans le plan orienté, on considére un carré direct ABCD de centre O. Soit P un point du
segment [BC] distinct de B. On note Q le point d’intersection de (AP) avec (CD). La
perpendiculaire (A) & (AP) passant par A coupe (BC) enR et (CD) en S.

1) Faire une figure.
2) Soit r la rotation de centre A et d’angle g :

a) Préciser en justifiant votre réponse, I’'image de la droite (BC) par la rotation 7.
b) Déterminer les images de R et P parr.
¢) Quelle est la nature de chacun des triangles ARQ et APS ?
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3) Onnote N le milieu du segment [PQ] et M celui du segment [QR]. Soit S la similitude
de centre A, de rapport % et de rapport %

a) Déterminer les images respectives de R et P par S.
b) Quel est le lieu géométrique du point N quand P décrit le segment [BC] privé de

B?
c) Démontrer que les points M, B, N et D sont alignés.
EXERCICE 17:

Soit  un nombre réel strictement positif, u le nombre complexe de module r et d’argument
3

-
1) On considére la suite (A),, de points définis par : A, = O et I’affixe de A, est i. Et
pour tout entier naturel n non nul et différent de 1, A,, est I'image de 4,,_, par la

similitude plane directe de centre A,,_; de rapport r d’angle — ‘%’T On désigne par z,

’affixe de A,,.
a-) Ecrire pour tout entier naturel n non nul et différent de 1, une relation entre
ZpyZp—q €t zZ, 5.
b-) Démontrer que pour tout entier n non nul et différent de 1, z, — z,_; = (—u)™ 1.
c-) Exprimer z,, en fonction de u et de n.
2) a-) Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude S, qui transforme
Agen Ay et A en A,.
b-) Démontrerque : vn € N,A,,; = S(4,).

EXERCICE 18 :

Le plan (P) étant orienté ; on considere un triangle rectangle et isocele tel que
(m , BC ) = g On note O le point d’intersection des bissectrices intérieures de ABC.

Soit s, la similitude plane directe de centre A qui transforme B en O et s, la similitude
plane directe de centre C qui transforme O en B. A tout point M du plan distinct de
A et B; on associe le point N = s; (M) et le point P = s; 1 (M).

1. a-) Déterminer une mesure de 1’angle (m, W).
b-) On désigne par s’ la similitude plane directe de centre A qui transforme B en M.
Montrer que s’ o s; = s; o ' ; en déduire I’image de O par s’. Déterminer une mesure
de I’angle (m , MN )
c-) Proposer une construction géométrique de N lorsque le point M est donné.

2. a-) Quelle est la nature de r = s; o s, ? Préciser ses éléments géométriques
caractéristiques.
b-) Déterminer r(P) et en déduire une construction géométrique de P a partir de N.
c-) Lorsque M = 0, montrer que le point N appartient & la demi-droite [AC) et le point
P a la demi-droite [CA).

Série 4 :
EXERCICE 1:

A) Calculer les limites suivantes de la fonction f en +oco dans chacun des cas suivants :

1) f) =232 () =2 :3) () = In(3x) — In(x + 1);

x+1
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4) f(x) = ln(x;+1); 5) £ (x) = lnT;c :6) f(x) = In(1+x) ;

7 fx) = ln(1:2'962);8)f(x) =xIn(1+ i) 19) f(x) =3x—5Inx ;
10) f(0) = x In(;)

B) Dans chacun des cas suivants, calculer la limite de la fonction f en 0 (éventuellement &
gauche et a droite).

D) Fe) =222:2) f(x) = Inx + In?(x) ;3) fx )__1“(1”),

Inx+1

4) f(x )—IH(HX) 5) f(x )—M 6)f(x)=xln(1+;);
7) f( )_ln(1+3x) 8) f(x) — ln3(x)

EXERCICE 2
A) Calculer les Iimites suivantes
Inx |

1) xl_l)r_{lmm 2) lim +00F13) lim +ooe_x’

—x . sin x .
4) xl_l)rJrrlooxe 5) llm e*sin(x); 5) lm—1 el
6) llrJrrl xe*” —e3* +x?; 7) hm xz(ex—e1+x) 8) lir£1 In(1+e ™)e* ;8)

X— OO + oo X—+ 00

lim — ,9) llm x(ex—l)

X—+00 e"+

B) Calculer les Ilmltes de Ia fonction f en 0 dans chacun des cas suivants :
_ ex* 1
1)f(x)—e ) fa) =" )=x(ex—1);
4) xli)rgl+ x(ex —1);5) xll{{ﬁ ex lnx

EXERCICE 3:

Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de f (Préciser I’intervalle de définition
| de la primitive).

1) f(x) = ilnx :2) f(x) =tanx; 3) f(x) = %e% = 4) h(x) = ;

160 = et 2 L0 () = 5 ) f(x) =2
fO) =5 1D fO) =310 f(0) = 15 110) f(0) =
EXERCICE4 :

1) Résoudre dans R les équations suivantes :

a) 2lnx+4=0;b)2lnx—1=0;¢c)lnx=0 ;d) (Inx)>—5lnx+ 6 =0;
e)e*—2=0;f)e*+1=0;g)e* —e¥*—6=0;h) e?* + 2e¥* -8 =0;

2) Résoudre dans R les inéquations suivantes :
a)—2lnx+4=>0;b)2Inx+1=>0;c) —2(Inx)?—=Inx+ 1 =0;
d)(Inx)2—5lnx+6>0;e)e*—2>0;f) e+ 4> 0;g) e* < e* +3*~2;
h) e?* +2e* -8 >0

3) Résoudre les systémes suivants :

){ x—2y=0 b){ e* +e¥ =3 _){ xty=7
(e*+eY)(e*—eY)=2" 2e*4+2¢e =3 "7llnx+Iny=2In2+1n3
Inx+Iny=-1

) {ln2 (x) + In?(y) =5
EXERCICE S :
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f(x)=—2y1-x|x| si x <1

Soit la fonction f définie par :
f(x)=|n(x+\/x2 —1)si X =1

a) Vérifier que f est définie sur IR.
b) Montrer que f est continue sur IR et est dérivable sur IR-{0;1} et exprimer '(x).
c) Montrer que est dérivable en 0. Etudier la dérivabilité en 1.
d) Démontrer que la droite A d’équation y = 2x est asymptote en -0 a (Cs), la courbe
représentative
PROBLEME 1 :
Partie A

On considére la fonction h définie par : h(x) = x* +2x+In|x+1
1°) Etudier les variations de h. Calculer h (0) et h (-2)
2°) En déduire le signe de h(x) pour X & J-o0,—2[ L]0, +o[ .
Partie B

In|x+
On considére la fonction f définie par : f(x) = |—1]4— X.
X+

1°) Montrer pour tout réel x de Df, f '(x) =_(h(X1))2 .
X

En déduire le signe de f’(x).

2°) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition Df.
Dresser le tableau de variation de f.

3°) Montrer que la droite D d’équation y = —x est asymptote a la courbe Cf de f.

Etudier la position relative de Cf et D.
4°) Montrer que le point I (-1 ; 1) est un centre de symétrie de Cf.
5°) Tracer la courbe Cf dans un repére orthonormé unité 1 cm.
6°) Soit o un réel positif, on note A (« ) I’aire du domaine délimitée par la courbe, la droite
D et les droites d’équations X = 0, x =« .Calculer en fonction de o A (), puis la limite de
A (a) lorsque o tend vers + .
PROBLEME 2 :

Soit n un entier naturel non nul. La fonction f,, est définie sur | — oo; 0] par :

fn= —xeﬁ six < O0etf,(0) =0.
Partie A :
1-a) Etudier les variations de f,, pour tout entier naturel n non nul.
b) Prouver que f,, est continue sur ]—oo; 0].
c) Etudier la dérivabilité de £, en 0.
d) Calculer (f;,)'(x) pour x< 0 et justifier que f;, est strictement décroissante sur Joo; 0].
2) Etude de f,, au voisinage de —oo.
a) déterminer la limite de f;, en —oo.

b) Soit la fonction g définie sur | — oo0; 0] par g(x) = e* — x — 1. Donner le tableau de
variations de g sur | — o0; 0]. Endéduireque :vx <0, 0<1—e* < —x.
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c) Soit t < 0, en intégrant 1’inégalité précédente sur [t; 0], montrer que :

2

t
0<e*—(1+0) <+

-1 .
Justifier alors

d) En déduire que pour tout x < 0,ona: 0 < f, + (x + %) S
I’existence pour la courbe (C,,) de f,,, d’une asymptote (D,,) en —oo . Préciser la position
relative de (C,) et de (Dy,).

e) Dresser le tableau de variations de f,,.
3) Tracé de courbes
a) Déterminer la tangente a (C,) en 0.
b) Tracer (C,) et son asymptote (D;) dans un repére orthonormé d’unité graphique 2 cm.
c) Démontrer que pour n > 0, (C,,) est I'image de (C;) par I’homothétie de centre O , de
1 - N .
rapport —. Construire alors (C,) sur le méme graphique que (C,).
Partie B : Etude de I’équation f,,(x) = 1.

1) Démontrer que pour tout n > 0, I’équation f;,(x) = 1 admet une solution unique «
dans I’intervalle | — co; —1].
2) Démontrer que a,, est solution —xIn(—x) = %
3) Soit h la fonction définie sur ] — oo ; —1] par h(x) = —xin(—x).
a) Etudier le sens de variations de h.
b) Prouver que:—-1,77 < a; < —-1,76.
c) Démontrer que la suite () est croissante. (On remarque que h(a,) = %et on

comparera h(a,)et h(a,,q1).

Partie C : Limite d’une fonction définie par une intégrale.
Pour tout entier naturel n non nul , on pose I,, = fflﬁ([)dt.

1-a) Montrer que la suite (I,,) est croissante.

b) Montrer que tout élément x de [—1; 0], on a f;,(x) < —x. En déduire que pour tout
n=1lona:l, SE'

c) Que peut —on dire de la suite (I,,)?
2-a) En utilisant la question 2-d) de la partie A, établir que : % — % <I,.
b) Déterminer la limite de (I,,).
PROBLEME 3: (BAC S12021)
PARTIE A:
On considere la fonction g définie sur | — oo; O] par g(x) = 1 — x + xIn|x|.
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1) Etudier les variations de g.
2) Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet une unique solution a et que a € | — 4; —3[.
3) En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

PARTIE B :
On considére la fonction h définie sur R par h(x) = (x? + 2x)e~*. On considere également
. . s 1+ 22
la fonction numérique f définie par : f(x) = { In|x| six <0
h(x)+e™*six >0

1) Construire la courbe de h (Cy).

2) Déterminer le domaine de définition de f.

3) Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0.

4) Etudier les variations de f, puis dresser son tableau de variations.

5) Etudier les branches infinies de de (Cy).
6) Vérifierque: f(a) =1+ a.
7) Construire la courbe (Cy). On prendra a = —3,6.

PARTIE C:

Soit la suite définie pour tout entier naturel n non nul par :

1 _k
Up = = Xk=1(k + n)?e .

1) Montrer que pour tout entier naturel non nul n et pourtout k telque 0 < k <n —1,
k+1

ona %f(%) < fETf(t)dt < %f(%)

2) Endeéduire que pgur tout entier naturel n non nul, ona:
U, +%S folf(t)dt < U, etquel+e;fls U, SI+e;f1+4n;:ouIest1’airede
la portion du plan délimité par (C},), ’axe des abscisses et les droites d’équations
x=0etx=1.

3) Montrer que (U,),n € N* est convergente et donner sa limite.

PROBLEME 4 :

Soit f la fonction définie sur [0; +oo par : (1)) = ve* — 1. (Cy) la courbe représentative de
f dans un repere orthonormé (0;7;7).

1) Déterminer lir£1 f(x) et lirE %.Interprétergraphiquement.
X—+00 X—+00

2) a-) Montrer que 11111 % = +oo. Interpréter graphiquement.
X—+00

ex
2vVe¥-1"

b-) Montrer que pour tout x €]0; +oo[, f'(x) =
c-) Dresser le tableau de variations de f.
d-) En déduire que e — 1 < ve* — 1 si et seulement si x < In 2.

3) Montrer que le point B(In2 ;1) est un point d’inflexion de (Cy).

4) a-)Tracer dans le repere (0,7,7) la courbe (T') de la fonction x — e* — 1.
b-) Etudier la position relative de (Cr) par rapport a (I).

AMADOU MOCTAR DIALLO LIDS



c-) Tracer la courbe (Cf).
5) Soit g la fonction définie sur [0;% [,g(x) = tan(x).
a) Montrer que g réalise une bijection de [0;%[ sur [0; +oo[. On note g~* sa fonction
réciproque.
b) Calculer g=1(0)et g~1(1).
c) Montrer que g~ est dérivable sur [0 ; +oo[ et que : (g71) (%) =

R E))
=

1
1+x2°

d) Montrer que lim
x—0t

6) On pose pour tout x €[0; +oo[, F(x) = [, f(t)dt et G(x) = 2(f(x) — (g™ = (%))
a-) Montrer que pour tout x €]0 ; +oo[, F'(x) = G'(x).
b-) En déduire que pour tout x € [0; +oo[, F(x) = G(x).
c-) Soit A I’aire de la partie délimité par (Cf), la courbe (T') et les droites d’équations
x=0etx=In2 Montrerque=1+1In2—>.

7) Soit n un entier naturel tel que n > 2. On désigne par f,, la fonction définie sur

[In(n), +oo[ par f,(x) = Ve* —n . On note par (C,,) sa courbe représentative dans le
repére orthonormé (0,7, 7).
a-) Soit G,, la fonction définie sur [In(n), +oo[ par

Gn(®) = 2(fu(®) =V g7 (22)).

Montrer que pour tout x e€[In(n), +[, G, = flfmfn(t)dt.

b-) Vérifier que x = 1Inn,ve* —n < +ve* — 1. En déduire que :
Vx=1Inn, f(x) <e*—1.

c-) Soit A4, I’aire de la partie du plan délimité par la courbe (C,,), la courbe (I") et les
droites d’équations x = Inn et x = In (x + 1). Montrer que :

A, =2yng? (\/iﬁ) +In(-2) - 1.

d-) Déterminer lim A,.

n—+oo

PROBLEME 5:
1

Soit la fonction définie sur [0; +oo[ par f,,(x) = xe nx avec n € N*. On appelle (C,) la
courbe représentative de f,.
Partie A :

1. Calculer lim fi(x)et lim f;(x).

x—0t x—+00

2. Etudier les variations de f;.

3. Démontrer que (D;) d’équation y = x — 1 est asymptote en +oco.(On pose u = i).

4. Tracer (C,) et son asymptote.

Partie B :
1. Calculer lim f,(x) et lim f,(x).
x—0t x—+o00
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2. Etudier les variations de f,,.
3. a-) Démontrer que pour toutt € [0;+[,ona 0 < et — (1 —t).

2
b-) Démontrer que pour tout t € [0; +o[,onae ™t — (1 —t) < %

c-) Déduire de 3.aet3.bquevx > 0,0na:0 < f,,(x) — (x —%) <

2n2x’

d-)En déduire que la droite (D,,) d’équation y = x — %est asymptote a (C,,) en +oo.

Etudier la position relative de (C,) et (D).
4. Démontrer que pour tout n € N*, (C,,) est I'image de (C;) par I’homothétie de centre

1
O et rayon ~

PROBLEME 6:

Soit n un entier naturel non nul, & un réel strictement positif et g, ) la fonction définie par :

1 .a) Déterminer le domaine de définition de g ) -
b-) Etudier la dérivabilité de g ¢, en i , puis interprétez géomeétriqguement le résultat.

c-) Etudier le sens de variations de g4 n)-

d-) Montrer que g(4»)admet un maximum a,,, puis exprimer a,, en fonction de n et de a.

1
2 . On considere la suite (Uy, définie pour toutn € N* par U, = ie%.

a-) Etudier le sens de variations de la suite (U,,).

b-) Déterminer la limite de la suite (U,).

Partie B :
Pour tout entier naturel non nul n, on pose g,, la fonction sur [1; +oo[ par g, (x) = - S0it

(Cy) la courbe représentative de g,, dans le plan muni d’un repére orthonormal (0;T; J)(
unité=2cm).

1.a-) Etudier la dérivabilité de g,, en 1, puis interpréter géométriquement le résultat.
b-) Montrer que toutes les courbes (C,,) passent par un point fixe I.
c-) Etudier la position relative des courbes (C,,) et (Crq1)-

2. Construire les courbes (C;) et (C,) dans le méme repére.

Partie C:
Soit unréel 2 > 1, on pose I,,(1) = fl’1 gn(t)dt.

1. Calculer I, (1).
2. Calculer en Cm?I’aire du domaine délimité par (C;), ’axe des abscisses et les droites
d’équations x = e et x = e?.
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fin( 1425
=1

3. Pour tout entier naturel non nul, on pose : S, = 2k o[-
a-) Montrer que pour tout entier naturel ktelque : 0 <k <n-—1,0na:

k+1
1 k+1 1+ 1 k
201 (1+50) <0 2 910odx < s (1450)

b-)En déduire que S, — — g1 (1) < LG < Sp.
c-) Calculer lirE Sn-
n—+oo

PROBLEME 7 :
On considere la fonction f définie sur I’intervalle [0; +oo[ par :
f(0)=0
f(x) =% x?2(3—-2Inx)six > 0.

On note ([1) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0;7; 7).
Partie A :

1) Calculer 1irgl+ f(x). Que peut-on en déduire pour la fonction f?
X—

2) a-) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0.

b-) Montrer que fest dérivable sur I’intervalle ]0; +oo[ et calculer f'(x) pour x > 0.
3) Dresser le tableau de variations de f.
4) Montrer que I’équation f(x) = 0 possede une solution unique « sur I’intervalle

10; +oo[ et vérifier que a = eve .
Partie B :
1) Donner une équation de la tangente (D) a la courbe (C) au point d’abscisse 1.
2) On considére la fonction g: x — f(x) — (2x — %) définie sur I’intervalle ]0; +oo].

a-) Calculer g'(x),puis g"'(x) sur ]0; +ool.
b-) Donner alors la position de (C) par rapport a la tangente (D).
3) Construire la courbe (C) et la tangente (D).

Partie C :

1) Soit n un entier naturel non nul. Exprimer en fonction de n le réel I,, = ff x?Inx dx .

2) En déduire en fonction de I’entier n, ’aire A,, du domaine plan délimité par la courbe
(C), la tangente (D) et les droites d’équations x = % ellx=1.

3) Calculer lir£1 A, et interpréter le résultat obtenu.

X—+ 0o

PROBLEME 8 :
Partie A :

1) Soit la fonction g définie par g(x) = x + 1 —Inx.
a) Etudier les variations de g.
b) En déduire le signe de g(x) en fonction de x.
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2)

Soit la fonction h définie par h(x) = (1 + i) In x. Etudier les variations de h, puis
tracer sa courbe représentative.

Partie B :

Soit la fonction f définie par f(x) = { Xt six#0

Osix=0
1) Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0.
2) Calculer lim [
xX—+00 X
Inx
3) a-) Démontrer queVx > Oetx # 1,onaq L2 * =221
Inx ;lnx
b-) Montrer que la fonction x — % admet une limite en + oo. La fonction x ~
f(x)—)x admet une limite en +c0?
c-) Montrer que f est une bijection de [0; +oo[ sur lui-méme.
4) a-) Montrer que f" (1) = 0.
b-) Calculer f(1); f(2) et f G) Déterminer la tangente a la courbe au point O.
c-) Tracer la courbe représentative de f et la tangente a cette courbe au point d’abscisse
1 (Considéré comme point d’inflexion).
PROBLEME 9:
Partie A :

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0,7,7 ). On considere la fonction f définie sur

[0; +oof par f(x) = V1 —e~™.

1) a-) Montrer que f possede une fonction réciproque g définie sur [0; 1].
b-) Montrer que pour tout X € [0; 1[; g(x) = —In(1 — x?).
c-) Montrer que I’équation g(x) = x admet une unique solution « sur [0,7; 0,8].
d-) Tracer la courbe de f, la premiere bissectrice (A), le point A(a, «) ainsi que la
courbe de g dans le méme repére.
2) Soit la fonction ¢ définie sur [0; 1] par ¢(x) = fog(x)f(t)dt.
2
a-) Montrer que ¢ est dérivable sur [0; 1] et que ¢’ (x) = 12_xx2 :
b-) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que pour tout x appartenant a [0; 1],
2
2o —a+—+ 5,
1-x 1+x 1-x
c-) En déduire que ¢(x) = —2x + ln(ll_%), x €[0; 1].
d-) On désigne par A I’aire de la région du plan située entre les courbes de fet g et les
2
droites d’équations respectives x = 0 et x = a. Montrer que A = 2 ((p(a) - %)
Partie B :
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P . s 1 .
On considére la suite définie sur N* par Un:21];l=1ﬁ . Soit n > 1, on pose

Vne[0;1[,S,(t) =230, t2k 1,

V3
a) Montrer que [* S, (t)dt=U, .

b) Montrer que pour tout t € [0; 1[, S, (t) = (1 — t2™)g’(t) oux g’ est la dérivée de g sur
[0;1].
\/§ 1 ! !
c) Montrer que pourtout 0 < t < =, (1 - 3—n)g (t) < S, (1) < g'(t).
A 1 V3 V3

d) Endeduire que (1 - 37)9 (?) <U,<g (?)

3) Montrer alors que la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.
Série 5 :
EXERCICE 1.

Soit N un entier naturel, impair non premier. On suppose que N = a? — b? ol a et b sont
deux entiers naturels tels que a > b.

1) Montrer que a et b n’ont pas la méme parité.
2) Montrer que N peut s’écrire comme produit de deux entiers naturels p et q.
3) Quelle est la parité de p et q.

EXERCICE 2:

Déterminer 1’ensemble des couples (m;n) d’entiers naturels vérifiant le systéme :
{mz —n? = 5440

pgcd(m;n) =8
EXERCICE 3:
1) Pour tout entier relatif n different de 1, on considére le nombre : 4, = ann_%n

a) Déterminer la valeur des entiers relatifs a, b, et ¢ vérifiant la relation suivante pour

tout entier naturel n distinctde 1: A, = a.n+ b + ﬁ

2n?%-3n-15

b) On considere pour tout entier relatif, le nombre B,, défini par : B,, = p—

Déterminer les valeurs de n pour lesquelles B,, est un entier relatif.

EXERCICE 4:

On considére I’entier naturel A qui s’écrit 1x416 dans le systeme de numération de base 7.
1-a) Déterminer x pour que A soit divisible par 6 ;

b-) Déterminer x pour que A soit divisible par cinq. En déduire que qu’il existe x tel que A
soit divisible par trente.

2) On donne x la valeur zéro. Déterminer 1’écriture décimale de A. Quel est le nombre de
diviseurs positifs de A ? Quel est I’ensemble des diviseurs positifs de A qui sont
premiers avec 3.

EXERCICES::
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Déterminer I’ensemble des couples (a; b) d’entiers relatifs vérifiant I’égalité : a® — b? = 11.
EXERCICE6 :

Dans le systeme d’équation ci-dessous, les entiers naturels x et y sont tels que x < y:
{ x.y =135
pgcd(x;y) =3
EXERCICE 7:

. Résoudre ce systeme.

Soit A I’ensemble des entiers naturels de 'intervalle [1; 46].
On consideére 1’équation (E) : 23x + 47y = 1 ou X et y sont des entiers relatifs.

1) Donner une solution particuliére de (x,; y,) de (E).
2) Déterminer ’ensemble des couples (x; y) solution de (E).
3) En déduire qu’il existe un unique entier X appartenant a A tel que : 23x = 1(mod 47).

EXERCICE 8:

1) Déterminer le reste de la division euclidienne de 2009 par 11.
2) Déterminer le reste dans la division euclidienne de 21° par 11.
3) Déterminer le reste de la division euclidienne de 22°°% + 2009 par 11.

EXERCICE9:

On désigne par p un entier naturel. On considére pour tout entier naturel non nul n I’entier :
A, =2"4+p.Onnoted, le PGCD de 4,, et A, 41.

1) Montrer que d,, divise 2™.
2) Déterminer la parité de A,, en fonction de celle de p. Justifier.

EXERCICE 10:

U, = 14

U . =50 —6 pour tout entier
n+l1 — n-

On considére la suite (U,,) d’entiers naturels définie par {

naturel n.

1) Calculer Uy, U,, U5 et U,. Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux
derniers chiffres de U,,.

2) a-)Montrer que pour tout entier naturel n, U,,,., = U,[4]. En déduire que pour tout
entier naturel , U,;, = 2[4] et Uy, = 0[4].
b-) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, ona :

2U, = 5™*2 4 3,

c-) En déduire que pour tout entier naturel n,2U,, = 28[100].

3) Déterminer I’écriture décimale des deux derniers chiffres de U,, suivant les valeurs de
n.

4) Montrer que le PGCD de deux termes consecutifs de la suite (U,,) est constant.
Préciser sa valeur.

EXERCICE 11:
1) On considére I’équation (1) d’inconnue (n, m) d’élément de Z2: 11n — 24 = 1.
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a) Justifier a ’aide de I’énoncé d’un théoréme que cette équation admet au moins une
solution.

b) En utilisant ’algorithme d’Euclide, déterminer une solution particuliére de
I’équation (1).

c) Déterminer I’ensemble des solutions de 1’équation (1).

2) Recherche du PGCD de 101! — 1 et 10%* — 1.

a) Justifier que 9 divise 10! — 1 et 1024 — 1.

b) (n; m) désigne un couple quelconque d’entiers naturels solutions de (1), montrer
que Pon peut écrire : (101" — 1) — 10(10%4™ - 1) =9

¢) Montrer que 101! — 1 divise 1011 — 1. On rappelle 1’égalité :
a*—1=(a—D(@ *+a" 2+ +a+1).

Déduire des questions précédentes I’existence de deux entiers N et M tels que :
(1011 —1)N — (10%* — 1)M = 9.

d) Montrer que tout diviseur commun a 10%* — 1 et 10 — 1 divise 9.
e) Déduire des questions précédentes le PGCD de 10%* — 1 et 101! — 1.

EXERCICE 12:

On admet que 2017 est un nombre premier et que 2016 = 25.32. 7 .Soit p un nombre premier
supérieur ou égal a 5.

1) Soit (x,v) uncouple de N* x N* tel que : px + y"'~1 = 2017.
a) Veérifier que P < 2017.
b) Montrer que P ne divise pas'y.
c) Montrer que y?~1 = 1[P], puis en déduire que p divise 2016.
d) Montrerquep = 7.
2) Déterminer selon la valeur les couples (x,y) de N* x N* vérifiant px + y?~1 = 2017.

EXERCICE 13:
PARTIE A:

1) Enoncer le théoréme de Bézout et le théoréeme de Gauss.
2) Démontrer le théoreme de Gauss en utilisant la théoreme de Bézout.

PARTIEB :
I1 s’agit de résoudre dans Z le systeme :

n = 13[19]
(S) { n = 6[12]

1) Démontrer qu’il existe un couple (u, v) d’entiers relatifs tel que : 19u + 12v = 1. On
ne demande pas dans cette question de donner un exemple d’un tel couple. Vérifier que
pour un tel couple , le nombre N = 13 X 12v + 6 X 19u est une solution de (S).

2-a) Soit ny une solution de (S), Vérifier que le systéeme (S) équivaut a :

{n = ny[19]
n = ny[12]
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=ny[19]

= n,[12] équivaut an = ny[12 x 19].

p \ n

b-)Démontrer que le systéme {n

3-a) Trouver un couple (u,v) solution de I’équation 19u + 12v = 1 et calculer la valeur de N
correspondante.

b-) Déterminer I’ensemble des solutions de (S)(on pourra utiliser la question 2-b)

3) Un entier naturel est tel que lorsqu’on le divise par 12, le reste est 6 et lorsqu’on le
divise par 19, le reste est 13.0n divise n par 228 = 12 x 19.

Consigne : Quel est le reste r de cette division ?

EXERCICE 14 :

Partie 1 :
Soient (a; b) € (N*)?2 tel que : 173 divise a3 + b3.

1) Vérifier que 173 est un nombre premier.

2) Montrer que a'’* = —p171[173]( on remarque 171= 3 X 57).

3) Montrer que 173 divise a si et seulement si 173 divise b.

4) On suppose que 173 divise a. Montrer que 173 divise a + b.

5) On suppose que 173 ne divise a.
a) En utilisant le théoréme de Fermat, montrer a'’? = b172[173].
b) Montrer que que : a'’*(a + b) = 0[173].
c) En déduire que 173 divise a + b.

Parie 2 :
On considére dans N* x N* I’équation suivante (E) :x3 + y3 = 173(xy + 1).
Soit (x ;y) € N* X N* soluition de I’équation (E) .

1) Vérifier qu’il existe k € N* tel que : x + y = 173k.
2) Vérifier que : k(x — y)? + (k — Dxy = 1.
3) Montrer que k = 1,puis résoudre 1’équation (E) .

EXERCICE 15:

1) On considére I’équation (E) :
109x — 226y = 1 oux x et y sont des entiers relatifs.
a) Déterminer le PGCD de 109 et 226. Que peut-on en conclure pour I’équation (E)?
b) Montrer que ’ensemble des solutions de (E) est I’ensemble des couples de la forme
(141 + 226k; 68 + 109k)out k appartient a Z.
En déduire qu’il existe un unique entier naturel non nul d inférieur ou égal a 226 et
un unique entier naturel non nul e tels que : 109d = 1 + 226e. (On précisera les
valeurs de d et e).
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2)
3)

Démontrer que 227 est un nombre premier.
On note A I’ensemble des 227 entiers a tels que : a < 226. On considére les deux
fonctions f et g de A dans A définies de la maniere suivante : pour tout entier a de A,
f associe le reste de la division euclidienne de a'®® par 227; atout entier a de A, g
associe le reste de la division euclidienne de a'*!par 227.
a) Veérifier que g[f(0)] = 0. On rappelle le résultat suivant petit théoréeme de
Fermat : si p est un nombre premier et a un entier non divisible par p alors
aP~! = 1[p].
b) Montrer que quel que soit I’entier non a de A, a2 = 1[227].
c) Enutilisant 1-b), en déduire que, quel que soit I’entier non nul a de A,

glf(a)] = a. Que peut-on dire de f[g(a)].

EXERCICE 16 :

1)

2)

3)

Montrer que, pour tout entier relatif n, les entiers 14n + 3 et 5n + 1 sont premiers

entre eux.

On considére 1’équation (E) : 87x + 31y = 2 ou X et y sont des entiers relatifs.

a) Veérifier, en utilisant par exemple 1), que 87 et 31 sont premiers entre eux. En
déduire un couple (u; v) d’entiers relatifs tel que 87u + 31v = 1, puis une
solution (x,; yo) de (E).

b) Déterminer ’ensemble des solutions de (E) dans Z2.

Application

Déterminer les points de la droite d’équation 87x — 31y — 2 = 0 dont les

coordonnées sont des entiers naturels et dont ’abscisse est comprise entre 0 et 100.

Indication : On remarquera que le point M de coordonnées (x; y) appartient a la droite

(D) si et seulement si le couple (x; —y) vérifie I’équation (E).

EXERCICE 17 :

1)

2)

3)

On considére 1’équation (E) : 6x + 7y = 57 ou X et y sont des entiers relatifs.

a) Déterminer un couple d’entiers relatifs (u; v) tels que 6u + 7v = 1; en déduire
une solution particuliere (x; y,) de 1’équation (E).

b) Déterminer les couples d’entiers relatifs solutions de 1’équation (E).

Soit (0; [ E) un repére orthonormal de 1’espace. On considere le plan (P) d’équation

6x + 7y + 8z = 57. On considére les points du plan (P) qui appartiennent au plan

(0;7; 7). Montrer qu’un seul de ces points a pour coordonnées des entiers naturels ;

déterminer les coordonnées de ce point.

On considére un point M du plan (P) dont les coordonnées x, y et z sont des entiers

naturels.

a) Montrer que y est impair.

b) Onpose y = 2p + 1 ou p est un entier naturel. Montrer que le reste dans la
division euclidienne de p + z par 3 est égal a 1.
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c)

d)

Onpose p + z = 3q + 1 ou g est un entier naturel . Montrer que les entiers
naturels x, p et q Vérifient la relation x + p + 4p = 7. En déduire que g prend les
valeurs 0 ou 1.

En déduire les coordonnées de tous les points de (P) dont les coordonnées sont des
entiers naturels.

EXERCICE 18:

Soit 1’équation (1) d’inconnue rationnelle x: 78x3 + ux? + vx — 14 ou u et v sont deux
entiers relatifs.

1) On suppose que dans cette question que g est solution de 1’équation (1).

2)

a)

b)

d)

Prouver que les entiers relatifs u et v sont liés par la relation :

14u + 39v = 1129.
En utiliser 1’algorithme d’Euclide, en détaillant les diverses étapes du calcul, pour
trouver un couple (x; y) d’entiers relatifs vérifiant 1’équation 14x + 39y = 1.
Vérifier que le couple (—25;9) est solution de cette équation.
En déduire un couple (uy; v,) solution particuliere de 14u + 39v = 1129.
Donner la solution générale de cette équation c’est-a-dire I’ensemble des couples
(u; v) d’entiers relatifs qui la vérifient.
Déterminer parmi les couples (u; v) précédents, celui pour lequel le nombre u est
I’entier naturel le plus petit possible.

a-) Décomposer 78 et 14 en produit de facteurs premiers. En déduire dans N,
I’ensemble des diviseurs de 78 et I’ensemble des diviseurs de 14.

b-) Soit g une solution rationnelle de 1’équation (1) d’inconnue X :

78x3 + ux? + vx — 14 = 0 ou u et v sont des entiers relatifs. Montrer que si P et Q
sont des entiers relatifs premiers entre eux alors P divise 14 et Q divise 78.

C-) En déduire le nombre de rationnels, non entiers, pouvant étre solution de I’équation
(1) et écrire, parmi ces rationnels I’ensemble de ceux qui sont positifs.

EXERCICE 19 :

Contexte : on se propose dans cet exercice d’étudier le probleme suivant : « les nombres dont
I’écriture décimale n’utilise que les seul chiffre 1 peuvent-ils étre premiers ?».

Pour tout entier naturel p > 2, on pose N, = 1 ... 1oux 1 apparait p fois. On rappelle que
N, = 10771 + 10772 + --- 4+ 10°.

1) Lesnombres N, = 11;N; = 111; N, = 1111 sont —ils premiers ?

__10P-1

2) Prouver que N, = - Peut-on étre certain que 10?7 — 1 est divisible par 9 ?

3) On se propose de démontrer que si p n’est pas premier alors Ny, n’est pas premier. On
rappelle que pour tout nombre réel x et tout entier naturel n non nul :

x"=1=(x -1+ x4 x4+ 1)

a-) On suppose que p est pair et on pose p = 2q ou q est un entier naturel plus grand

que 1. Montrer que N, est divisible par N, = 11.
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b-) On suppose que p est multiple de 3 et on pose p = 3q ou g est un entier naturel plus
grand que 1. Montrer que N,, est divisible par N3 = 111.

c-) On suppose que p est non premier et on pose p = kq ou k et g sont des entiers
naturels plus grand que 1. En deduire que N, est divisible par N.

4) Enoncer une condition nécessaire pour que N, soit premier. Cette condition est-elle
suffisante ?

EXERCICE 20:

1) Soient a et b des entiers naturels non nuls tels que PG D(a + b; ab) = p ou p est un
nombre premier.
a) Démontrer que p divise a?.
b) En déduire que p dive a.
c) Prouver par la méme technigue que p divise b.
d) Démontrer que PGCD(a; b) = p.
2) On désigne par a et b les entiers naturels tels que a < b.
PGCD(a;b) =5
PPCM(a; b) =170
PGCD(a + b;ab) =5
PPCM(a; b) =170

a-) Résoudre le systeme (1) {
b-) En déduire les solutions du systéme (2){

EXERCICE 21: (BAC 2021 S1)

On se propose de déterminer I’ensemble S des entiers relatifs n vérifiant le systeme :
{n = 4[12]
n = 3[11]

1) On considére I’équation suivante (E): 12u+ 11v = 1.
a) Sans exhiber une solution, justifier ’existence d’un couple de solution (u; v)
solution (E).
b) Déterminer un couple (uy; v,) solution de (E).
2) Montrer que pour tout (u; v) vérifiant (E), ’entier 3 X 12u + 4 X 11v appartient a S.
3) Soit n un entier relatif appartenant a S. On pose ny, = 3 X 12uy + 4 X 11v,,.
a) Démontrer que n —ny, = 0 [132].
b) En déduire qu’un entier relatif n appartient a S si et seulement s’il peut se mettre
sous la forme n = 132k — 8 ou k est un entier relatif.
4) Application
A T’occasion d’un colloque international de mathématiques, Mamour a remis a Farba
de I’argent avec lequel Farba achete des cartes de crédit téléphonique qu’il distribue
aux participants. Tres fin mathématicien, Farba dit a ses étudiants :
« Avec I’argent que Mamour m’a remis, j’ai entre 800 et 1000 cartes de crédit de
1000F. Si je fais des lots de 12 cartes, il m’en resterait 4 et si je fais des lots de 11
cartes, il m’en resterait 3. Quelle somme d’argent ai- je dépensée ? ». Mettez- vous a
la place des étudiants de Farba et répondez a la question.

EXERCICE 22:
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1) On admet que tout entier n, strictement supérieur a 1, est premier ou peut se
décomposer en produit de facteurs premiers. Donner la décomposition en produit de
facteurs premiers de 524 et de 629.

2) Dans I’espace muni d’un repére orthonormé (0 LT k ), on considére ’ensemble I’
des points de coordonnées (x,y, z) tels que z = xy et I’ensemble C des points de
coordonnées (x,y, z) tels que x2 + z2 = 1.

a) Démontrer que les coordonnées (x,y, z) des points d’intersection de I et C
vérifient la relation x2(1 + y?) = 1.

b) En déduire que T et C ont deux points communs dont les coordonnées sont des
entiers relatifs.

3) Pour tout entier naturel non nul, on désigne par (B,) le plan d’équation z = n* + 4.
a) Déterminer I’ensemble des points d’intersection de I et P; dont les coordonnées

sont des entiers relatifs.

Dans la suite de I’exercice, on suppose que n > 1.

b) Vérifier que (n? — 2n+ 2)(n? + 2n + 2) = n* + 4.

¢) Montrer alors que n* + 4 n’est pas premier.

d) En déduire que le nombre de points d’intersection de I et B, dont les coordonnées
sont des entiers relatifs supérieur ou égal a 8.

e) Déterminer I’ensemble des points d’intersection de I' et Ps dont les coordonnees
sont des entiers relatifs.

Série 6 :
EXERCICE 1:

Soit N un entier naturel, impair non premier. On suppose que N = a? — b? ou a et b sont
deux entiers naturels tels que a > b.

4) Montrer que a et b n’ont pas la méme parité.
5) Montrer que N peut s’écrire comme produit de deux entiers naturels p et q.
6) Quelle est la parité de p et q.

EXERCICE 2:

Déterminer ’ensemble des couples (m; n) d’entiers naturels vérifiant le systéme :
{mz —n? = 5440

pgcd(m;n) =8
EXERCICE 3:
3) Pour tout entier relatif n différent de 1, on considére le nombre : 4,, = mz;%u

c) Déterminer la valeur des entiers relatifs [, b, et c Vérifiant la relation suivante
pour tout entier naturel n distinctde 1: A, =a.n+ b + ﬁ
2n?-3n-15

d) On considere pour tout entier relatif, le nombre B,, défini par : B,, = p—

Déterminer les valeurs de n pour lesquelles B,, est un entier relatif.

EXERCICE 4 :
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On considére I’entier naturel A qui s’écrit 1x416 dans le systeme de numération de base 7.
1-a) Déterminer x pour que A soit divisible par 6 ;

b-) Déterminer x pour que A soit divisible par cinq. En déduire que qu’il existe x tel que A
soit divisible par trente.

4) On donne x la valeur zéro. Déterminer I’écriture décimale de A. Quel est le nombre de
diviseurs positifs de A ? Quel est I’ensemble des diviseurs positifs de A qui sont
premiers avec 3.

EXERCICE5::
Déterminer I’ensemble des couples (a; b) d’entiers relatifs vérifiant 1’égalité : a? — b? = 11.
EXERCICE 6 :

Dans le systeme d’équation ci-dessous, les entiers naturels x et y sont tels que x < y:

.y =135 , X
{ XY . Résoudre ce systeme.

pgcd(x;y) =3
EXERCICE 7:
Soit A I’ensemble des entiers naturels de I’intervalle [1; 46].
On considére I’équation (E) : 23x + 47y = 1 ou X et y sont des entiers relatifs.

4) Donner une solution particuliére de (x,; y,) de (E).
5) Déterminer I’ensemble des couples (x; y) solution de (E).
6) En déduire qu’il existe un unique entier x appartenant a A tel que : 23x = 1(mod 47).

EXERCICE 8:

4) Déterminer le reste de la division euclidienne de 2009 par 11.
5) Déterminer le reste dans la division euclidienne de 21° par 11.
6) Déterminer le reste de la division euclidienne de 22°°% + 2009 par 11.

EXERCICE9:

On désigne par p un entier naturel. On considére pour tout entier naturel non nul n I’entier :
A, =2"+p.Onnoted, le PGCD de A4,, et A, 41.

3) Montrer que d,, divise 2™.
4) Déterminer la parité de A,, en fonction de celle de p. Justifier.

EXERCICE 10:

U, = 14

On considere la suite (U,,) d’entiers naturels définie par { _
Un+1 - 5Un -6

pour tout entier

naturel n.

5) Calculer Uy, U,, U5 et U,. Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux
derniers chiffres de U,,.
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6) a-)Montrer que pour tout entier naturel n, U,,,, = U,[4]. En déduire que pour tout
entier naturel , Uy, = 2[4] et Uy, 41 = 0[4].
b-) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, ona :

2U, = 5"*% 4+ 3,

c-) En déduire que pour tout entier naturel n,2U,, = 28[100].

7) Déterminer I’écriture décimale des deux derniers chiffres de U,, suivant les valeurs de
n.

8) Montrer que le PGCD de deux termes consécutifs de la suite (U,,) est constant.
Préciser sa valeur.

EXERCICE 11:

3) On considére I’équation (1) d’inconnue (n, m) d’élément de Z?: 11n — 24 = 1.
d) Justifier a ’aide de 1’énoncé d’un théoréme que cette équation admet au moins une
solution.
e) En utilisant ’algorithme d’Euclide, déterminer une solution particuliére de
I’équation (1).
f) Déterminer I’ensemble des solutions de I’équation (1).
4) Recherche du PGCD de 10! — 1 et 10%* — 1.
f) Justifier que 9 divise 10 — 1 et 1024 — 1.
g) (n; m) désigne un couple quelconque d’entiers naturels solutions de (1), montrer
que Pon peut écrire : (101" — 1) — 10(10%4™ —1) =9
h) Montrer que 101! — 1 divise 101" — 1. On rappelle I’égalité :
a*—1=(a— D@ t+a"%+--+a+1).

Déduire des questions précédentes I’existence de deux entiers N et M tels que :
(10 — 1)N — (10%* — 1)M = 9.

i) Montrer que tout diviseur commun a 102* — 1 et 10** — 1 divise 9.
j) Déduire des questions précédentes le PGCD de 10%* — 1 et 10 — 1.

EXERCICE 12:

On admet que 2017 est un nombre premier et que 2016 = 2°.32. 7 .Soit p un nombre premier
supérieur ou égal a 5.

3) Soit (x,y) un couple de N* x N* tel que : px + y?~1 = 2017.
e) Vérifier que P < 2017.
f) Montrer que P ne divise pas y.
g) Montrer que yP~1 = 1[P], puis en déduire que p divise 2016.
h) Montrer que p = 7.
4) Déterminer selon la valeur les couples (x, y) de N* x N* vérifiant px + y?~1 = 2017.

EXERCICE 13 :
PARTIE A:

4) Enoncer le théoreme de Bézout et le théoreme de Gauss.
5) Démontrer le théoréeme de Gauss en utilisant la théoreme de Bézout.
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PARTIE B :
Il s’agit de résoudre dans Z le systéme :

n = 13[19]
(5) { n = 6[12]

1) Démontrer qu’il existe un couple (u, v) d’entiers relatifs tel que : 19u + 12v = 1. On
ne demande pas dans cette question de donner un exemple d’un tel couple. Vérifier que
pour un tel couple , le nombre N = 13 X 12v + 6 X 19u est une solution de (S).

2-a) Soit n, une solution de (S), vérifier que le systéme (S) équivaut a :

{n = ny[19]
n = ny[12]
, . = 19] , . X
b-)Démontrer que le systéeme {n _ o[ 19] équivaut an = ny[12 x 19].

3-a) Trouver un couple (u, v) solution de I’équation 19u + 12v = 1 et calculer la valeur de N
correspondante.

b-) Déterminer I’ensemble des solutions de (S)(on pourra utiliser la question 2-b)

6) Un entier naturel est tel que lorsqu’on le divise par 12, le reste est 6 et lorsqu’on le
divise par 19, le reste est 13.0n divise n par 228 = 12 x 19.

Consigne : Quel est le reste r de cette division ?

EXERCICE 14 :

Partie 1 :
Soient (a; b) e (N*)? tel que : 173 divise a3 + b3.

6) Vérifier que 173 est un nombre premier.

7) Montrer que a'”? = —b171[173]( on remarque 171= 3 x 57).

8) Montrer que 173 divise a si et seulement si 173 divise b.

9) On suppose que 173 divise a. Montrer que 173 divise a + b.

10) On suppose que 173 ne divise a.
d) En utilisant le théoréme de Fermat, montrer a'’? = b172[173].
e) Montrer que que : a'”*(a + b) = 0[173].
f) En déduire que 173 divise a + b.

Parie 2 :
On considére dans N* x N* I’équation suivante (E) :x3 + y3 = 173(xy + 1).

Soit (x ;y) € N* X N* soluition de I’équation (E) .
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4) Vérifier qu’il existe k € N* telque : x + y = 173k.
5) Vérifier que : k(x —y)? + (k — Dxy = 1.
6) Montrer que k = 1,puis résoudre 1’équation (E) .

EXERCICE 15:

4) On considere 1’équation (E) :
10901 — 226y = 1 oux x et y sont des entiers relatifs.
c) Déterminer le PGCD de 109 et 226. Que peut-on en conclure pour I’équation (E)?
d) Montrer que I’ensemble des solutions de (E) est ’ensemble des couples de la forme
(141 + 226k; 68 + 109k)out k appartient a Z.
En déduire qu’il existe un unique entier naturel non nul d inférieur ou égal a 226 et
un unique entier naturel non nul e tels que : 109d = 1 + 226e. (On précisera les
valeurs de d et e).
5) Démontrer que 227 est un nombre premier.
6) On note A I’ensemble des 227 entiers a tels que : a < 226. On considére les deux
fonctions f et g de A dans A définies de la maniére suivante : pour tout entier a de A,
f associe le reste de la division euclidienne de a'%® par 227; atout entier a de A, g
associe le reste de la division euclidienne de a'*!par 227.
d) Vérifier que g[f(0)] = 0. On rappelle le résultat suivant petit théoreme de
Fermat : si p est un nombre premier et a un entier non divisible par p alors
aP~! = 1[p].
e) Montrer que quel que soit ’entier non a de A, a?2® = 1[227].
f) En utilisant 1-b), en déduire que, quel que soit I’entier non nul a de A,

glf(a)] = a. Que peut-on dire de f[g(a)].

EXERCICE 16 :

4) Montrer que, pour tout entier relatif n, les entiers 14n + 3 et 5n + 1 sont premiers
entre eux.
5) On considere 1’équation (E) : 87x + 31y = 2 ou X et y sont des entiers relatifs.

c) Veérifier, en utilisant par exemple 1), que 87 et 31 sont premiers entre eux. En
déduire un couple (u; v) d’entiers relatifs tel que 87u + 31v = 1, puis une
solution (xy; y,) de (E).

d) Déterminer I’ensemble des solutions de (E) dans Z2.

6) Application

Déterminer les points de la droite d’équation 87x — 31y — 2 = 0 dont les

coordonnées sont des entiers naturels et dont ’abscisse est comprise entre 0 et 100.

Indication : On remarquera que le point M de coordonnées (x; y) appartient a la droite

(D) si et seulement si le couple (x; —y) vérifie I’équation (E).

EXERCICE 17 :

4) On considere 1’équation (E) : 6x + 7y = 57 ou X et y sont des entiers relatifs.
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c) Déterminer un couple d’entiers relatifs (u; v) tels que 6u + 7v = 1; en déduire
une solution particuliere (x,; y,) de 1’équation (E).

d) Déterminer les couples d’entiers relatifs solutions de 1’équation (E).

5) Soit (0; .7 E) un repere orthonormal de 1’espace. On considére le plan (P) d’équation
6x + 7y + 8z = 57. On considére les points du plan (P) qui appartiennent au plan

(0;7; 7). Montrer qu’un seul de ces points a pour coordonnées des entiers naturels ;

déterminer les coordonnées de ce point.

6) On considere un point M du plan (P) dont les coordonnées x, y et z sont des entiers
naturels.

e) Montrer que y est impair.

f) Onposey = 2p + 1 ou p est un entier naturel. Montrer que le reste dans la
division euclidienne de p + z par 3 est égal a 1.

g) Onpose p+ z = 3q + 1o0uqestun entier naturel . Montrer que les entiers
naturels x, p et q Vérifient la relation x + p + 4p = 7. En déduire que g prend les
valeurs 0 ou 1.

h) En déduire les coordonnées de tous les points de (P) dont les coordonnées sont des
entiers naturels.

EXERCICE 18:

Soit I’équation (1) d’inconnue rationnelle x: 78x3 + ux? + vx — 14 ou u et v sont deux
entiers relatifs.

3) On suppose que dans cette question que ;—: est solution de 1’équation (1).

e) Prouver que les entiers relatifs u et v sont liés par la relation :
14u + 39v = 1129.

f) En utiliser I’algorithme d’Euclide, en détaillant les diverses étapes du calcul, pour
trouver un couple (x; y) d’entiers relatifs vérifiant I’équation 14x + 39y = 1.
Vérifier que le couple (—25;9) est solution de cette équation.

g) En déduire un couple (ug; vy) solution particuliére de 14u + 39v = 1129.
Donner la solution générale de cette équation c’est-a-dire I’ensemble des couples
(u; v) d’entiers relatifs qui la vérifient.

h) Déterminer parmi les couples (u; v) précédents, celui pour lequel le nombre u est
I’entier naturel le plus petit possible.

4) a-) Décomposer 78 et 14 en produit de facteurs premiers. En déduire dans N,

I’ensemble des diviseurs de 78 et I’ensemble des diviseurs de 14.

b-) Soit g une solution rationnelle de 1’équation (1) d’inconnue X :

78x3 + ux? + vx — 14 = 0 ou u et v sont des entiers relatifs. Montrer que si P et Q
sont des entiers relatifs premiers entre eux alors P divise 14 et Q divise 78.

c-) En déduire le nombre de rationnels, non entiers, pouvant étre solution de 1’équation
(1) et écrire, parmi ces rationnels I’ensemble de ceux qui sont positifs.

EXERCICE 19:

Contexte : on se propose dans cet exercice d’étudier le probléme suivant : « les nombres dont
I’écriture décimale n’utilise que les seul chiffre 1 peuvent-ils &tre premiers ?».

AMADOU MOCTAR DIALLO LIDS



Pour tout entier naturel p = 2, on pose N, = 1 ... 1oux 1 apparait p fois. On rappelle que
N, = 1077 + 10772 + --- + 10°.

5) Lesnombres N, = 11;N; = 111; N, = 1111 sont —ils premiers ?
10P
9
7) On se propose de démontrer que si p n’est pas premier alors N, n’est pas premier. On
rappelle que pour tout nombre réel x et tout entier naturel n non nul :

x"=1=(x-DE" T+ x4+ x+ 1)

L Peut-on étre certain que 107 — 1 est divisible par 9 ?

6) Prouver que N, =

a-) On suppose que p est pair et on pose p = 2q ou q est un entier naturel plus grand
que 1. Montrer que N, est divisible par N, = 11.

b-) On suppose que p est multiple de 3 et on pose p = 3q ou g est un entier naturel plus
grand que 1. Montrer que N,, est divisible par N; = 111.

c-) On suppose que p est non premier et on pose p = kq ou ket g sont des entiers
naturels plus grand que 1. En déduire que N, est divisible par Nj.

8) Enoncer une condition nécessaire pour que N, soit premier. Cette condition est-elle
suffisante ?

EXERCICE 20:

3) Soient a et b des entiers naturels non nuls tels que PGCD(a + b; ab) = p ou p est un
nombre premier.
e) Démontrer que p divise a?.
f) En déduire que p dive a.
g) Prouver par la méme technique que p divise b.
h) Démontrer que PGCD(a; b) = p.
4) On désigne par a et b les entiers naturels tels que a < b.
PGCD(a;b) =5
PPCM(a; b) = 170
PGCD(a + b;ab) =5
PPCM(a; b) = 170

a-) Résoudre le systeme (1) {
b-) En déduire les solutions du systéme (2){

EXERCICE 21: (BAC 2021 S1)

On se propose de déterminer I’ensemble S des entiers relatifs n vérifiant le systeme :
{n = 4[12]
n = 3[11]

5) On considere 1’équation suivante (E) : 12u + 11v = 1.
c) Sans exhiber une solution, justifier I’existence d’un couple de solution (u; v)
solution (E).
d) Déterminer un couple (ug; vo) solution de (E).
6) Montrer que pour tout (u; v) vérifiant (E), ’entier 3 X 12u + 4 X 11v appartient & S.
7) Soit n un entier relatif appartenant a S. On pose ny, = 3 X 12uy + 4 X 11v,.
c) Démontrer que n —ny, = 0 [132].
d) En déduire qu’un entier relatif n appartient a S si et seulement s’il peut se mettre
sous la forme n = 132k — 8 ou k est un entier relatif.
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8)

Application

A T’occasion d’un colloque international de mathématiques, Mamour a remis & Farba
de I’argent avec lequel Farba achéte des cartes de crédit téléphonique qu’il distribue
aux participants. Trés fin mathématicien, Farba dit a ses étudiants :

« Avec I’argent que Mamour m’a remis, j’ai entre 800 et 1000 cartes de crédit de
1000F. Si je fais des lots de 12 cartes, il m’en resterait 4 et si je fais des lots de 11
cartes, il m’en resterait 3. Quelle somme d’argent ai- je dépensée ? ». Mettez- vous a
la place des étudiants de Farba et répondez a la question.

EXERCICE 22:

4)

5)

6)

On admet que tout entier n, strictement supérieur a 1, est premier ou peut se
décomposer en produit de facteurs premiers. Donner la décomposition en produit de
facteurs premiers de 524 et de 629.

Dans I’espace muni d’un repére orthonormé (0 LT k ), on considéere I’ensemble I’

des points de coordonneées (x,y, z) tels que z = xy et I’ensemble C des points de

coordonnées (x,y, z) tels que x2 + z2 = 1.

c) Démontrer que les coordonnées (x,y, z) des points d’intersection de I" et C
vérifient la relation x2(1 + y2) = 1.

d) En déduire que T et C ont deux points communs dont les coordonnées sont des
entiers relatifs.

Pour tout entier naturel non nul, on désigne par (B,) le plan d’équation z = n* + 4.

f) Déterminer I’ensemble des points d’intersection de I" et P; dont les coordonnees
sont des entiers relatifs.

Dans la suite de I’exercice, on suppose que n > 1.

g) Vérifier que (n? — 2n+ 2)(n? + 2n+ 2) = n* + 4.

h) Montrer alors que n* + 4 n’est pas premier.

i) En déduire que le nombre de points d’intersection de I' et P, dont les coordonnées
sont des entiers relatifs supérieur ou égal a 8.

j) Déterminer I’ensemble des points d’intersection de I' et P dont les coordonnées
sont des entiers relatifs.

Série 6 :
EXERCICE 1:
1) Calculer les intégrales suivantes : )
a) fo = 2+1)2 dx; b)f = dx ; C)f xe __%tanz(x);

f) foz(tanx + tan?(x)) dx; Q) f_EE sin*(x) cos x dx; h) fog sin x sin(2x)dx.
4

T

2) Calculer les intégrales suivantes: a) f6 tan x dx; b)f —ex dx; c) fe ln—x dx; d)

e3
f% xl

211 —x2ldx; [ le* — 1] dx

EXERCICE 2:
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1) A l’aide d’une intégrale par parties, calculer les intégrales suivantes:
a) J2(2x + 1) cosx dx; b) f:(x — 1) sin (3 x) dx; C) f02(2x +1)e?dx: d)
f23(2x + 1) Inx dx.

2) A l’aide de deux intégrations par parties , calculer les intégrales suivantes :

a) fonxz cosx dx; b) [Zx?sin(2x) dx ; c) f01(3x2 — x + 1)e*dx; d)

J 2 cos(3x)e3*dx.

2

EXERCICE 3:

1) Soit g la fonction définie sur I’intervalle ]1; +oo[ par :
1
909 = oy
a-) Déterminer les réels a, b et c tels que ’on ait pour tout x > 1,
C

g(x)——+—+—.

x+1 x—1

b-) Trouver une primitive G de g sur ’intervalle |1; +oo[.

2) Soit f la fonction définie sur 'intervalle ]1; +oo[ par : f(x) = (22—1)2 Trouver une
primitive F de f'sur I’intervalle |1; +oo].
3) Endéduire les résultats obtenus precedemment, calculer : I = fzs( 12 Inx dx. On

donnera le résultat exact sous la forme pln 2 + gln 3 avec p et g des rationnels.
EXERCICE 4 :

L’objectif est de calculer les intégrales suivantes :
1
szom;] foJTd K = f\/x2+ dx.

1) Calcul de I. Soit la fonction f définie sur [0; 1] par £(x) = In(x + Vx2 +2).
a-) Calculer la dérivée de la fonction x — Vx? + 2.
b-) En déduire la dérivée f' de f.
c-) Calculer la valeur de 1.
2) CalculdejJetK
a-) Sans calculer explicitement J et K, Vérifier que J + 21 = K.
b-) A I’aide d’une intégration par parties portant sur ’intégrale K, montrer que :

K=+3-].

c-) En déduire les valeurs de ] et K.
EXERCICES :
Soit I, = [} = d
1) En majorant la fonction a intégrer, montrer que (I,,) converge vers 0.

2) Calculer I, + I,.
(_1)k+1

3) Déterminer lim Y_
) n—>+oozk_1 k
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EXERCICEG6:

Soit un entier naturel n non nul.

1™

1) MontrerqueVx # —1,ona:1—x+x%2—x3+ -+ (—1)"x" =
x+1 x+1

- 1 _\n
2) Endéduire que [} ©2— dx=In2 —[1—2+3+ -+,
x+1 2 3 n+1
4 \n+1
3) a-)V x OSxSl,—x”S%Sx".

—1)k-
b-) En déduire lim $7_, S —=1n2.
n—->+oo

EXERCICE 7:

Vs
Pour tout entier naturel n, on considére ’intégrale I,, = foz cos™(x)dx .

n+1
el N
n+2

2) Montrerque:Vn € N,(n+ Dlpyily =7 .

1) Montrerque:vVn € N, I,;,, =

3) Montrer que : V n eN,Z—:s’”ig 1.

In

4) Montrer que: lim vnlI, = \/E
n—-+oo 2
5) a-) Montrerque:Vx € Re* > x+ 1.
2 1

2
b-) Déduire que : vV t € [0;n], (1 —t—)" <e ' < —07—.
n (1+;)n

6) Pourtout n > 1,0npose:]J, = f\me‘tzdt. Déduire quen > 1,

0

Vn pit < Ju <V Ly,_y . (utiliser les changements de variable t = vncosu et t =

Vntanu).

P - no ;2
7) Déduire que: lim J, e tdt.

EXERCICE 8:

Pour tout n > 1, on pose :

1 1 ot
IHZWL (1—t) ez dt.

1) A Tl’aide d’une intégration par parties, calcule ;.

2) Démontrer que pour tout entier naturel n = 1,ona:
1
nir = In = oo

3) En déduire par récurrence que pour tout entier naturel n > 1:

11 1 1
Ve=1+4_.o4+.—+1,
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1
2N n!

4) Montrer que 1’on peut trouver une constante A telleque : 0 < I,, < A. On pourra

t
déterminer A en majorant sur I’intervalle [0 ; 1] la fonction : t — (1 — t)™ez. En
déduire la limite quand n tend vers I’infinide : U, =1 + %% + -+ zin%
EXERCICE 9 :

dt

Soit I’application F définie par : F(x) = f;xm :

1) Montrer que F est définie, continue et dérivable sur R.
2) A l’aide du changement de variable u = —t, étudier la parité de F.
3) Montrer que pourtout x > 0,0 < F(x) < % En déduire la limite de F en + oo.

4) Calculer la dérivée de F et résoudre F'(x) = 0,x > 0.

EXERCICE 10 :

In(1+t)

sit#+0

Soit f la fonction définie sur | — 1; 1[ par : [1(t) = {
1sit=0
Soit F la fonction définie sur ] — 1; 1[ par : F(x) = f_xxf(t)dt.

1) Montrer que f est continue sur ]-1 ;1J.

2) Deéduire que F est dérivable et sa dérivée est continue sur | — 1; 1[. On dit que F est de
classe C*.

3) Calculer F'(x) pour x # 0 et calculer F'(0).

4) Montrer que F est impaire.

5) Déterminer les variations de F sur ]O ;1, puis sur ]-1 ;0[.

EXERCICE 11 :
Soit f une fonction de classe C* sur [0; 1] telle que Vx € [0;1],
f'(x)>0,f(0)=0etf(1)=1.

1) Montrer a I’aide du théoréme des accroissements finis que f (1 — i) <1-—ou

4
Vn Vn

a € R*™™ une constante dont on ne cherche pas a déterminer.
1
1__
2) Montrer que lirp fol(f(x))”dx = 0. On pourra poser I, = fo (O™ dx et
n—-+oo

Jn = fll_i(f(x))” dx et montrer que ces deux intégrales tendent vers 0.
NG

PROBLEME 1:

Soit ¢ la fonction réelle définie sur R par :

1
@(0) =0 et @(x) = e 2 pour tout x non nul et pour tout entier naturel € N, soit (U,)
-1

la fonction réelle définie par : U, (x) = xingo(x) = xinex_2 pour tout x non nul.

Partie A :
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1) Prouver que : lirr(l) U,,(x) = 0 pour tout entier naturel.
n—

2) Montrer que ¢ est continue et dérivable sur R .Montrer que la dérivée ¢’ est continue
et vérifie : ¢'(0) = 0 et ¢'(x) = 2U5(x) pour tout x non nul . En déduire la relation
2¢(x) = x3¢’ (x) pour tout x réel (1).

3) Etudier les variations de ¢ et tracer sa courbe représentative en précisant les points
d’inflexion éventuels.

Partie B :

Soit f la fonction réelle definie sur R par :

f(0)=0et f(x) = e [ p(t)dtsix 0.
1) Montrer que f est impaire .

1
2) Montrer que pour tout x > 0,0na: 0 < [, @(t) dt < xe 5. (02)
3) Endeduire que f est continue sur R .
4) En utilisant (1), montrer que pour tout x > 0, on a la relation :

Jy p®dt = x;(p(x) —gfox t2¢(t) dt. (03) En déduire que f est dérivable en 0 et que
f'(0) =0.
5) Pour tout x non nul ,calculer la limite de Lx) lorsque x tend vers 0. (On pourra

appliquer la régle de I’'Hospital au quotltlent E—; oux F(x) = f “o(t)dt et

G(x) = x3p(x).
POBLEME 2 :

1) Fest la fonction définie sur I =]0; +oo[ par : f(x) == + In(=>).

x+1
a-) Etudier les limites aux bornes et interpréter graphlquement les résultats.

b-) Etudier les variations de f, puis tracer sa courbe représentative dans RON.
2) Soit k un réel strictement positif, calculer : flx ln(x’:—l)dx, puis flkf(x) dx.
3) Dans cette question m désigne un réel strictement positif

a-) Montrer successivement que : —— < fm“l dx < — ,fm+1 L dx
fm) et 0 < f(m) < o
4) a-) Montrer qu’il existe deux réels a et b a déterminer tels que pour tout réel x non nul
et différent de 1,ona; —— =2+ -2,
x(x+1) x  x+1
* - —_— 1 1 eee
b-) Pour tout n € N*, on pose : S,, = Y~ + DD + 4 Zn(2n+1) =y nl(l+1)
En utilisant 4-a) simplifier S,,, puis en déduire que (S,,) est convergente et préciser sa

limite.

5) On pose pour n € N* U, =f)+f(n+1)+-+ f(2n) = X2 ().
a-) Montrer que : 0 < U, < S,,. En déduire la limite de Ia suite (U).
b-) On pose pourne N* V, = 1 + i + -+ i =y n— Vérifier que
fW+f(n+1)+-+f2n) = ln2 — ln(l + —) En déduire que la suite
(V) est convergente et préciser sa I|m|te.
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PROBLEME 3::

fp+1 dt

On note (Up, la suite définie pour tout entier p > 1 par U, . La valeur y de

la somme infinie, appelée série de terme général U s’appelle la constante d’EULER et
pourtoutn =1, 0npose : y, = X3, Up 1, = 252,41 Up. On désigne par S et R les
fonctions définies, dérivables et de dérivées contlnues respectivement sur R, R, " par les

relations : S(x) = f“ " et R(x) =/,

+0o e

—dt

PARTIE A : Convergence de la série déefinissant y

1 1
1) Prouver que pourtoutp > 1,0 < U, < vy

2) Montrer que( y,,) est une suite croissante, que cette suite convergeetque 0 <y < 1.
3) Etablir que, pourtoutp > 1,U, = f — du (02)('indication : on pourra effectuer

le changement de variable y = u + p dans le membre de droite de 1’égalité (02)).

1 1 1
4) Deéduire de la question préecédente que , pourtout p=2,- (p(p+1)) <U, < E((p-np)'
a b 1 c da

5) Trouver lesreels a, b, c et d tels que : =—+—et =-4—.
p(p +1) p  p+l (-Dp p p-1
6) Montrer que, pour tout p > 2,= (— - m) <U, <3 (% - l) et en déduire que :
1 1
a-) Pourtoutm >n+1,0na: —(——m)_ s Up < (Z_E)

b-) Pour m tendant vers +c etn > 1,0na:- (—) <n < i.
2 'n+1 2n

7) On approche y par y,,. Déterminer un entier n permettant d’obtenir la précision 1072
méme, méme question pour la précision 10~8 (On ne demande pas d’effectuer le
calcul de y,,).

8) Pour tout entier n > 1, on pose ¥, 1 = ¥, +

2( Prouverque 0<y—yn1 =< pwes

9) Déterminer un entier n permettant d’obtenir la pre01s1on 1072 lorsqu’on approche y
par y,, 1. Et déterminer une valeur décimale approchée de y a la précision 1072.

PARTIE B : Expression intégrale de y a I’aide de S et R.

1) Montrerquevn € N*, 1 + +— + - + — = flM dv.(on pourra utiliser un

raisonnement par récurrence ou blen utlllse r la valeur de la somme
ll -k, v €[0;1].

2) Endéduireque:Vne€ N*1+2+2+ g2 —Inn= [ =0 e"(t) dt — fle”(t) dt.
2 3 n 0

Oux e, (t) est définie sur e, (t) = (1 — % )™(indication : on pourra faire le

changement de variable v = %).
3) Etablirque:Vv € R, 1+ v <e? (03)
2\
4) Etablirque:vn e N*,Vvte|[0;n], (1 - %) et < e, (t) < e t(indication :
on pourra appliquer I’inégalité (03) en prenant alternativement
v= % etv = —%).
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5) Endéduireque:vne N5Vt € [0;n],0<e t—e,(t) < %e‘t( indication : on
étudier l’applicationh déﬁnie sur [0 ;1] parh(v) = (1 —v)"+nv—1)
6) Enposant que: U, = — — In(n), montrer que y = S(1) — R(1). Indication :

montrer que hm (fn1 e"(t) dt —S(1) = 0 etque

(f””“) dt — [ dt) =0

ne+m
Série 7 :
Exercice 1 :
Résoudre dans R les équations différentielles suivantes :
1) ¥ =3y;2)y'+8y=03)9y'+5y=04)y'—2=y5)8y' =5y +2 =0.
EXERCICE 2:

Pour chacune des équations différentielles suivantes , donner la solution particuliére
satisfaisant aux conditions initiales données :

1-)y" —2y"+y=0avecy(0) =y'(0) =1;2-)y" — 4y’ + 3y = 0 avec y(0) =
6ety’ (0)=10;3-)y" +y" +y=0avecy(0) =y'(0) = 1;4-) 25y" — 20y’ +
4y =00uy(0) =y(0) =1

EXERCICE 3:

Soit I’équation différentielle (E) y’' — 3y =

14e3x "

1) Soit g une fonction dérivable sur R et f la fonction définie par f(x) = e3* g(x).

eBx

Montrer que f est solution de (E) si et seulement si g’ (x) = He—_gx :

2) En deduire toutes les solutions de (E).
EXERCICE 4:
1) Résoudre sur R I’équation différentielle (E) 9y"'+'y = 0.

2) Déterminer la solution f de 1’équation (E) vérifiant : “1 et montrer que

=
/N
K
N——"
Il

9
Vx € R, f(x) = ZCos(gx —%n).
EXERCICES:
1) Résoudre sur R I’équation (E,) y’' — 2y = 0.
2) Soit I’équation (E):y’' — 2y = 5 cos x.
a-) Vérifier que la fonction g définie par g(x) = sinx — 2 cos x est une solution de

(E).
b-) Montrer qu’une fonction f est solution de (E) si et seulement si f — g est une
solution de (E, ).

c-) Déterminer alors la solution de (E) qui s’annule en g .
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3) En utilisant ce qui précéde, déterminer une solution de 1’équation différentielle
(F):y" —2y'"=5cos x.

Probléme 1:
PARTIE A:

. y s . o . . r _ —3e*
On considére I’équation différentielle : (E) y' — 3y = vk

On donne une fonction ¢ dérivable sur R et f(x) = e 3*¢p(x).

1) Montrer f est dérivable et pour tout réel x, exprimer ¢’ (x) — 3¢(x) en fonction de
f().

2) Déterminer f de sorte que ¢ soit solution de (E) sur R et vérifie ¢(0) =

e
>

PARTIE B :

el™

3x B
T On deésigne par (Cy) sa courbe

représentative dans le plan muni d’un repere orthonormé d’unité graphique 2cm.

Soit la fonction f définie sur R par (x) =

1) Etudier les variations de f.
2) Tracer la courbe de f.

3) Soit a un réel non nul, on pose I, = foaf(x)dx.
a-) Donner le signe et une interprétation graphiquement de I, en fonction de .
b-) Exprimer I, en fonction de « et déterminer sa limite lorsque « tend vers +co.

PARTIEC:
On définit sur N* la suite U par U,, = folf(x) endx.
1-a) Donner pour tout n de N*, le signe de U,,.

b-) Donner le sens de variations de la suite U.

c-) La suite U est-elle convergente ?

1
2-a) Montrer que pourtoutnde N*, I, < U, < enl;.

b-) En déduire la limite de la suite U. Donner sa valeur exacte.
Probléme 2 :
PARTIE A :

On désigne par f une fonction dérivable sur R et par f' sa fonction dérivée , ces dérivées
vérifient les propriétés suivantes :

1) Pour tout réel x, f2(x) = (f")?(x) — 4, f'(0) = 2 et f' est dérivable sur R.
a-) Démontrer que pour tout réel x, f'(x) # 0.
b-) Calculer £(0).
2) Démontrer que pour tout réel x, f" (x) = f(x) oux f" désigne la dérivée seconde de f.

3) a-) Vérifierque (f' +f)' =f"+fet(f'—f) =—f"+f.
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b-) Résoudre les équations différentielles (E) : y' = y et (E"):y' = —y.
c-) En déduire que pour tout réel f(x) = e* — e™*. On désigne par (C) la courbe
représentative de f dans un repere orthonormé (0,1, ).
4) a-) Dresser le tableau de variations.
b-) Construire (C).
B) Pour x €]0; [, on pose h(x) = In(tan x).
a-) Montrer que h est une bijection de ]0;% [ sur
R.

b-) Montrer que h~! est dérivable sur R et que (h™1)"(x) =

f'(x)
PARTIE B :
. . g _ (nv3_ 1 In+/3 £27(x)
Soit (Uy) la suite définie sur N par Uy = [, e dxetU, = [ o0
1) Calculer U,.
2n
2) a-) Montrer que pour tout x € [0;Inv/3],0ona: 0 < ff,(g) (W)Z"

b-) Calculer lim 4—,’;‘

n—-+oo

3) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, U, + 4U,, = (\/_)2"+1

2n+1

PARTIE C:

Le but de cette partie est de calculer la limite de la suite S, = X} _o(— g)k On pose pour

2k+1’
tout entier naturel n, V,, = (_Tl)”Un

1) Montrerque V., — V, = (\/_)2"“( )"+1 :

2n+1
2) En déduire que 2v3(Vy, = Vps) = = (="
3) Montrer que S,, = 2v3 (V, — V,,41) et déduire que (S,,) converge vers le réel "T‘/g :
Probléme 3 :
Partie A :

Soit f la fonction définie sur I =] —In 2; +oo[ par f(x) = \/ﬁ ,((C¢) sa courbe
représentative dans un repere orthonormé (0, 1,)).

1-a) Dresser le tableau de variations de f.

b-) Préciser I’équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0, puis tracer (Cy) .
2-) Soit g la fonction de ]0; [ par (x) = —In(1 + cosx) .

a-) Montrer que g réalise une bijection de ]0; 7| par sur I.

b-) Soit h = g~1, montrer que h est dérivable sur letVx e I,h'(x) = f(x) .

AMADOU MOCTAR DIALLO LIDS



¢-) Calculer alors I’aire de la partie du plan limitée par (Cy) et les droites d’équations
x=0et

x=1n2.

3-) Soit (E) I’ensemble des fonctions dérivables , strictement positives sur les intervalles de
la formes D =]a;In2[, a € R et solution de ’équation différentielle y + y3 = —2y".

a-) Vérifier que f appartient a (E) .

b-) On pose = yiz avec y € (E) . Montrer que z est dérivable sur D et que z’' = z + 1.

c-) Montrer alors qu’il existe un réelk € R, " tel que (x) = \/ﬁ ,Xx€]—Ink; +oof.
Partie B :

Soitn € N* et E, la fonction définie sur R, par E,(x) = fox[f(t)]zn(t) dt oux fest la
fonction définie dans la partie A.

1-a) Exprimer F; (x) en fonction de h(x) . En déduire que lirin Fi(x) = % :
X—+ 00

b-) Calculer F,(x) en fonction de x , en déduire que lir+n F,(x)=1In2.
X—+ 00
t
2-a) VerifierqueVte R,,0 < f(t) <ez.Endeduireque Vx e R,,0 < E,(x) < %
b-) Montrer que F, admet une limite finie notée L,, lorsque x tend vers +oo .
c-) En utilisant f € (E), montrer que que F,(x) + Fp4,(x) = %(1 = [f1?) .
d-) MontrerqueVne N*, L, + L,yp = % puis calculer L; et L,.

(_1)k+1
k

3-) Soit U, = (=1)"Lyp et S, = X,

" (_1)n+1
a-) Montrerquevn € N*,U,;, = U, + :

b-) En déduire que V n € N*, S,, = U,,,; — U; . Calculer la limite de la suite (S,,) .
Probleme 4 :
Partie A :

On se propose de déterminer toutes les fonctions h positive, dérivables sur R et solutions de
I’équation différentielle (E) : 1+ y' = 3e™”.

1) Déterminer la solution constante h, de (E).

2) Onpose g(x) = e™ — 1 pour tout x € R, oux h est positive et solution de (E).
a-) Vvérifier que pour tout x € R, g(x) = 0.
b-) Montrer que g est solution de I’équation différentielle (E’) : y' = —y + 2.
c-) Déterminer alors g puis donner la forme générale de h.

Partie B :
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Soit la fonction f définie sur R par f(x) = In(3 + e™). (C) désigne la courbe représentative
de fdansun R.O.N (0;7;7]).

1-a) Vérifions que f est une solution de I’équation différentielle (E).
b-) Dresser le tableau de variations de f.

c-) Montrer que I’équation f(x) = x admet dans R une solution unique a etque 1 < a < 2,
puis tracer (C).

. . e . UO = 1
2-) Soit (U,,) la suite définie par {Vn € N,U,,, = f(U,)
a-) Montrer que pour tout € R, |f'(x)| < i :
b-) En déduire que pour nde N, |U,;; — a| < iIUn - al.

c-) Montrer que pour tout nde N, |U,, — a| < (i)", puis déterminer la limite de U,,.

3-) On pose S,, = ﬁZ’ﬁ:o U, pour tout n de N.

8

a-) Montrer que pour toutn de N, |S,, — 2a| < ;=

(1= Q™.

b-) Montrer que pour tout n de (S,,) est convergente et donner sa limite.
Série 8 :

Exercice1
On considére un triangle ABC et on désigne par G son centre de gravite .Soit ¢ 'application
définie du plan (P) dans IR qui a tout point M associe :

@(M)=MA.MBE + MB.MC + MC.MA .On désigne par f fonction scalaire de Leibnitz associée
au systeme {(A,1) ;(B,1) ;(C,1)}.
1-)Démontrer que pour tout point M : (M) = 3MG* + @(G) et p(G) = — %f(G) .
2-)Calculer f(G) en fonction de AB ,AC et BC .En déduire 'expression de ¢ (M) en fonction de
MG ,ABet AC.
3-)On suppose que le triangle ABC est équilatéral de coté a.

Déterminer l'ensemble des points M du plan tels que ﬂf: <pM) < %
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Exercice 2
1-) Soit ABC un triangle telsque AC =b ,BC =a etAB =c.
Déterminer et construire 'ensemble des points M du plan tels que :
MB?% + MC? — 2MA* = b? + ¢*
2-)Soit G les barycentre des points pondérés (4,a), (B, f) et (C,y) .
Soit (E) 'ensemble des points M du plan vérifiant :
aMA® + MB* +yMC? =1
cosA _ cosk _ cosc

a-)Montrer que si A, B et C sont des éléments de (E) alors a = - = — et y= —

b-) Montrer que, pour les valeurs de @, § et y trouves en a-) , (E) est un cercle circonserit au
triangle ABC .

Exercice

Soit ABC un triangle, on pose AB = ¢ ,AC = bet BC = a ; A'est le milieu de [BC] , B'celui de|AC]
et C'celui de [4B].Soit G I'isobarycentre des points 4, B et C.

1-)Montrer que , pour tout point Mdu plan, ona:

MA? + MB? 4 MC? = 3MG? + S22
JR— —n 2
2-)En calculant de deux facons différents (MA + MB + MC) , établissez que :
2MA.MA' + MB.MC = 3MG? — 2224

3-)On considére les points communs aux cercles (C) et (C') de diamétres respectifs [4A4'] et [BC]

Montrer que , lorsqu'ils existent , ils appartiennent a un cercle de centre G dont on donnera le
rayon en fonctionde a, b et c .

Exercice
On donne un triangle ABC et le point F diamétralement opposé a A sur le cercle passant par ABC
.Pour un point M du plan, la droite passant par M et orthogonale 4 (MF) coupe (AB) en P et (AC)
en ().
1-) Démontrer que : M, F, C et Q d'une part et B, P, F et M d’autre part sont cocycligues.

En déduire que :

(FP,FQ) + (MB, MC) = (4B, AC)[n].

2-) Déterminer I'ensemble des points M pour lesquels F, P et Q sont alignés.
3-) Déterminer 'ensemble des points M tels que : (FP,FQ) = (AB,AC)[n] .

Exercice 5
ABC est un triangle non rectangle, O est le centre de son cercle circonscrit (C) et H son
orthocentre .Les droites (AH) et (BC) se coupent en Q ; les droites (BH) et (AC) se coupent en
R ; les droites (CH) et (AB) se coupenten P .
1-)a-)Montrer que les points A ;B ,Q et R sont cocycliques .
En déduire que: (BA,BC) = (RA,RQ)(n]
b-) On note 7 un point quelconque de la droite tangente en C au cercle(C).
Montrer que (RA,RQ) = (CA,CT)|n] puis en déduire que les droites (RQ) et (CT) sont
paralléles.
c-) Montrer que les droites (RQ) et (OC) sont perpendiculaires.
2-)a-)En utilisant la cocyclicité des points A, C, P et Q d'une part;etQ,C,R etH
d’autre part, montrer que : (QP,Q4) = (Q4,QR)|n]
b-) En déduire que (AH) est une bissectrice du triangle QRP.
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Exercice 6

A et B sont deux points d'un cercle (C) de centre O non diamétralement opposés .Un point P
décrit la droite (AB) .Les deux cercles variables (C,) et (Cz) passant par P et tangentes a (C)
respectivement en A et B se recoupent en M .On suppose que la tangente 4 (C.)en A et la
tangente a (Cz) en B se coupent en un point T .

1-)Faire une figure

2-)Montrer que (E«I E)= [ﬂ T—Blﬂ‘]

3-)En déduire le lieu géométrique des points M du plan lorsque P décrit la droite (AB) (P est
distinct de A et de B).

Exercice

Soit ABCD un guadrilatére convexe de diagonales [AC] et [BD] se coupanten ] .Soit P,Q ,Ret S
les projetés orthogonaux respectifs de [ sur (4B),(BC),(CD) et (DA) .
1-) Construire la configuration précédente.

2-) Montrer que les points A, P,[ et S sont cocycliques. Citer trois autres cocyclicités similaires.

3-)a-) Montrer que : (PS,PQ) = (AD,AC) + (BD,BC)|n] .
b-) Montrer que : (RQ,RS) = (CB,CA) + (DB, DA)[n] .
4-) En déduire que : (PS,PQ) + (RQ,RS) = 2(DB,CA)[n] .
5-) Montrer que les points P, @, R et S sont cocycliques si et seulement si les diagonales
|AC] et |BD] sont perpendiculaires .Illustrer cette situation sur une figure.

Série 9 ;
EXERCICE 1:

Une urne contient huit boules indiscernables au toucher dont 2 portent le numéro zéro, 4
portent le numéro 2, une porte le numéro 1 et une porte aussi le numéro 4. On tire au hasard
simultanément trois boules de I'urne.

1) Soit A I’événement : « Parmi les trois boules tirées, aucune ne porte le numéro 0 » et
B I’événement : « le produit des nombres portés par les trois boules tirées est égale a

8 ». Montrer que P(4) = % et que P(B) = %
2) Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage associe le produit des nombres portés
par les trois boules tirées.
3

a) Montrer que P(X = 16) = =
b) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.
c) Calcule I’espérance mathématique et variance de X.

d) Déterminer la fonction de répartition de x, puis tracer la.

EXERCICE 2::

1) Un sac contient 6 boules rouges numérotées de 1 a 6 et 3 boules blanches numérotées
de 1 a 3. On extrait simultanément 2 boules portant les numéros a et b.
a) Quelle est la probabilité que ’'on ait a = b ?
b) Quelle est la probabilité pour que deux boules tirées soient de couleurs différentes
c) A chaque tirage, on associe la variable aléatoire Y définie de la facon suivante :
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= Siles 2 boules sont blanches, Y prend la valeur a + b ;

= Siles 2 boules sont rouges, Y prend la valeur |a — b| ;

= S les deux boules sont de couleurs différentes, Y prend la valeur 0.
2) Déterminer la loi de probabilité de Y.
3) Calculer la variance de Y.

EXERCICE 3 : (BAC S1 2016)

Soit n un entier naturel non nul. On place dans une urne n boules rouges , 8 + n boules noires
et 20 boules blanches. Un joueur tire une de I’urne ; on suppose tous les tirages equiprobables.
S’il tire une boule rouge, il perd. S’il tire une boule noire, il gagne. S’il titre une boule. S’il
tire une boule blanche, il remet cette boule dans I’urne et effectue un nouveau tirage avec
toujours équiprobabilité. S’il tire alors une noire, il gagne sinon il perd.

1.a) Démontrer que la probabilité que ce joueur a de gagner est f(n) oux f est I’application

* _ (x+8)(x+24)
de R," dans R telle que f(x) = 1)

b) Déterminer 1’entier n pour que cette probabilité soit maximale.

c¢) Déterminer I’entier n pour que cette probabilité soit minimale. Calculer alors cette
probabilité.

2. Dans cette question, on suppose que n = 16. Pour jouer, le joueur a misé 8 unites
monétaires. Soient p et q deux entiers naturels tels que p > g > 8, s’il gagne a I’issue du
premier tirage , on lui remet p unités monétaires et s’il gagne a 1’issue du deuxiéme tirage , on
lui remet q unités monétaires . S’il perd, il ne recoit rien. Soit X la variable aléatoire égale au
gain algebrique du joueur.

a-) Déterminer la loi de probabilité de X en fonction p et g ainsi que son espérance
mathématique.

b-) On suppose que p et g sont tels que le jeu est équitable , ¢’est-a-dire ’espérance
mathématique du gain est nulle. Montrer que : 3p 4+ q = 60. Déterminer les couples
(p; g)possibles pour que le jeu soit équitable.

EXERCICE 4 : (BAC S1 94)

On considére deux urnes U, et U, : U, contient 6 boules blanches et 4 boules noires et U,
contient 8 boules blanches et 2 boules noires. D une de ces urnes, choisie au hasard, on extrait
une boule que I’on remet dans 1’urne d’urne : si la boule est blanche, on recommence le tirage
dans la méme urne et si la boule est noire, on recommence le tirage dans I’autre urne. On
applique cette régle a chaque tirage et on suppose qu’a I’intérieur de chaque urne, les tirages
sont équiprobables. n étant un entier naturel non nul, on note B, la probabilité pour que le
n'®Me tirage se fasse dans I'une U;.

1) Calculer P;. Dans quel cas, le tirage se fait-il dans U, ?
2) Calculer p,.
2 1

3) Démontrerque:vn > 2,B, = sPnog + 1
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4) Déterminer le nombre réel a tel que la suite (U,,) définie par U,, = B, — a soit
géomeétrique. Calculer alors P, en fonction de n et en déduire la limite de la suite (B,).
Dans quelle urne vont se faire la majorité des tirages ?

EXERCICE 5 : (BAC S1 2002)

On dispose de deux dés tétraédriques notés A et B. Les quatre faces de chacun d’eux sont
numérotées de 1 a 4. Lorsqu’on jette un dé, on note le numéro de la face cachée du dé (On
suppose que le dé ne peut tomber que sur une face). Pour le dé A, les quatre numéros ont tous
la méme probabilité d’étre cachée. Pour le dé B, la probabilité du numéro i est proportion a i.

1) Calculer les probabilités Py, P,, P, P, pour les quatres faces du dé B.

2) On lance les deux dés. On note i le numéro caché du dé A et j le numéro caché du dé
B. On suppose les lancers indépendants ; on note P (i; j) la probabilité de noter i pour
le dé A et j pour le dé B.

3) Montrer que P(1,2) = P(2,1) = P(3,1) = %

4) Déterminer les probabilités P(i; j) pour tous les nombres i et j compris entre 1 et 4.

5) On appelle Z la variable aléatoire définie par Z (i, j) est le plus grand des nombres i et
J- Exemple : 2(2,1)=2(1,2)=2 et Z(1,1)=1 ;

6) Quelles sont les valeurs prises par Z ?

7) Déterminer la loi de probabilité de Z et son espérance mathematique E(Z).

EXERCICE 6 : (BAC S1 2009)

Pendant I’année scolaire, la cantine d’un lycée propose souvent du riz. Le premier jour de
I’année, il y a deux chances sur 5 qu’elle propose du riz. Si elle en propose un jour, il y a une
chance sur 3 qu’elle en propose le lendemain. Si elle n’en propose pas un jour, il y a une sur
3 qu’elle n’en pas le lendemain. On appelle J,, I’événement « la cantine propose du riz le
niéme jour » et K,, I’événement « la cantine n’en propose pas le nieme jour ». Soit P, la
probabilité de I’événement J,,.

1) Déterminer P(J,/J;) et P(J,/K;). En déduire P,
2) Montrer que P, = an_l +§

3) Soit (U,)n € N* la suite définie par U,, = B, —%
a) Montrer que (U,,)n € N* est une suite géométrique dont on donnera le premier
terme et la raison.
b) Calculer U, puis B, en fonction de n.
c) Un éleve de I’établissement, fin mathématicien, ne mange a la cantine que les jours
pairs. Montrer que qu’a chaque fois qu’il se rend a la cantine la probabilité qu’il a

. . 1 8
de manger du riz est comprise entre S et —

EXERCICE 7 : (BAC S1 2018)

Le téléphone portable de Mouhamed Camara contient en mémoire un répertoire de 1500
chansons dont 700 dans la catégorie mbalax, 100 dans catégorie zouk, 200 dans la catégorie
techno et 500 dans la catégorie touxourane. Une des fonctionnalités du téléphone permet
d’écouter de la musique en mode « lecture aléatoire » : les chansons écoutées sont choisies au
hasard et de facon équiprobable. 40% des chansons du répertoire sont interprétées en séréres
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et 28% des chansons de la catégorie mbalax sont interprétées en sérére. Au cours de son
footing journalier, Mouhamed Camara écoute une chanson grace a ce mode de lecture. On
note :

M I’événement : « la chanson écoutée est de la catégorie mbalax » et S I’événement : « la
chanson écoutée est interprétée en sérere »

1) Calculer P(S) et P(S/M).

2) Calculer la probabilité que la chanson écoutée soit une chanson de la catégorie mbalax
interprétée en sérere.

3) Calculer P(M/S).

4) En fait, Mouhamed Camara écoute de cette méme fagon aléatoire une chanson de son
répertoire lors de son footing le matin, a la prise du petit déjeuner, sur le chemin de
I’école, au déjeuner et le soir avant d’aller au lit. Son ami Olivier Tendeng, fin
mathématicien, lui dit qu’il a [496 x (0,4)3]% de chances d’écouter au moins trois
chansons sérére a la fin de la journée. Dire en le justifiant si Olivier Tendeng a raison
ou pas.

EXERCICE 8 : Les faces d’un dé cubiques sont numérotés 6; 6; 6; 5; 4 et 3. On suppose que
lors d’un lancer, la probabilité d’apparition de chaque face est proportionnelle au numéro de
la face, c’est-a-dire elle est a kx ou x est le numéro de chaque la face et k un réel.

1) Montrer que k = =

30
2) On lance quatre fois ce dé, quelle est la probabilité d’obtenir 2 fois le numéro 6.
EXERCICE 9: Une urne contient quatre jetons marqués respectivement 1;2 ;3 et m (m €

R*). On tire au hasard un jeton dans 1'urne. On note P;, P,; P5 et B,, les probabilités
respectives de tirer le jeton marqué 1; 2; 3 et m. P, P,; P; et P,, constitue dans cet ordre une

. . s . 1
suite arithmétique de raison r = p

1-a) Montrer que P; = 1—16

b-) Calculer P,; P; et B,
2-) On considere X la variable aléatoire qui, a chaque tirage, associe le nombre
marqué sur le jeton tiré.

a-) Définir la loi de probabilité de X.

b-) Calculer m sachant que ’espérance mathématique de X vaut 2.

EXERCICE 10 : On considéere deux urnes U; et U,. U1 contient 3 boules blanches et 2
noires. U, contient 5 blanches et 1 noire.

1- L’expérience E consiste a tirer une boule dans chaque urne, le tirage est équiprobable.
Quelle est la probabilité, donnée sous forme de fraction irréductible, de tirer exactement :

a) 2 boules blanches.
b) 2 noires.
¢) Une blanche et une noire.
2- On appelle A I’événement « les 2 boules tirées sont de la méme couleur ».
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. 17
a) Démontrer que p(A) ==—.
30
b) On fait I’expérience E cinq fois de suite en ayant soin de remettre les boules tirées apres

chaque tirage dans leur urne d’origine.

Quelle est la probabilité d’obtenir exactement trois fois I’événement A ?

¢) Soit ne IN” ; on fait I’expérience E n fois de suite en ayant soin de remettre les boules
tirées apres chaque tirage dans leur urne d’origine.

Quelle est la probabilité p, d’obtenir au moins une fois I’événement A ?

Trouver le plus petit entier n tel que p, >0,999.

EXERCICE 11 : On lance un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6. Ce dé est
truqué de fagon qu’a chaque jet la probabilité d’obtenir un numéro pair soit égale au double
de celle d’obtenir un nombre impair et que toutes les faces portant des numéros pairs sont
équiprobables ainsi que les faces portant des numeéros impairs.

1) On lance le dé une fois et on désigne par p la probabilité d’obtenir un nombre impair.
a) Calculer p.
b) En déduire la probabilité d’obtenir le nombre 1 et celle d’obtenir le nombre 2.
2) On lance le dé trois fois. Calculer la probabilité de chacun des suivants :
a) On obtient deux fois et deux fois seulement le nombre 2.
b) On obtient au moins deux fois le nombre 2.

EXERCICE 12 : On dispose d’une urne U;, d’une urne U, et d’une piece de monnaie. L urne
U, contient 3 boules blanches et 2 boules rouges. L’urne U, contient 4 boules blanches et 3
boules rouges. Toutes les boules sont indiscernables au toucher. La piece de monnaie est
truquée de fagon que lorsqu’elle est lancée, la probabilité d’obtenir « face » soit le double de
la probabilité d’obtenir « pile ».

1) Calculer la probabilité d’obtenir « face » et la probabilité d’obtenir « pile ».

2) On considére 1’épreuve suivante : on lance la piece de monnaie :
> Si le cbté visible est « face » alors on tire simultanément 2 boules de U, ;
» Si le cbteé visible est « pile » alors on tire simultanément 3 boules de U,.
a) Quelle est la probabilité d’obtenir une seule boule blanche ?
b) Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une boule blanche ?
c) Quelle est la probabilité d’obtenir trois boules blanches ?

3) On répete 1’épreuve précédente quatre fois en remettant a chaque fois les boules tirées
dans leurs urnes respectives. Soit X la variable aléatoire qui prend pour valeur le
nombre d’épreuves qui donnent trois boules blanches.

a) Calculer la probabilité de I’événement (X = 1).
b) Calculer ’espérance mathématique de X.

EXERCICE 13 : Une urne contient trois boules rouges numérotées 1 ; 2 ; 2 et trois boules
blanches numérotées 1 ;1 ; 2. Une épreuve consiste a tirer simultanément et au hasard trois
boules de 1'urne.

AMADOU MOCTAR DIALLO LIDS



1-a) calculer la probabilité de chacun des évenements suivants :
A : «avoir trois boules de méme couleur »
B : « la somme des nombres inscrits sur les boules tirées est égale a cing »

b-) Soit C I’événement : « avoir au moins une boule rouge qui porte le numéro 2 ». Montrer
4

que P(C) = =
2-) Soit X I’aléa numérique qui a chaque tirage associe le nombre de boules rouges portant le
numéro 2 obtenues.

a-) Déterminer la loi de probabilité de X.
b-) Calcule E(X) et V(X).

3-) On répete 1’épreuve précédente n fois ( = 1) de suite, en remettant aprés chaque épreuve
les boules tirées dans I'urne.

a-) calculer la probabilité p,, pour que I’événement C soit réalisé au moins une fois.
b-) Déterminer le plus petit entier n tel que p,, = 0,99.

EXERCICE 14 : Une urne contient 12 boules dont n sont noires et les autres blanches.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.

1) Onsuppose que n = 5 et on tire sans remise et successivement deux boules de 1'urne.
a-) Calculer la probabilité de chacun des évenements suivants :
A : « la premiere boule tirée est noire et la seconde est blanche »
B : « les deux boules tirées sont blanches »
b-) On répéte 1’épreuve six fois en remettant, a I’issue de chaque épreuve, les deux
boules tirées dans 1'urne. On considére la variable réelle X prenant pour valeur le
nombre de réalisation de I’événement A. Déterminer la loi de probabilité de x ainsi
que son espérance mathématique E(X).
2) Dans cette question, on suppose n = 2.
a-) Exprimer en fonction de n, la probabilité p,, de ’événement A.
b-) déterminer n pour que p,, soit maximale.

EXERCICE 15:0n dispose de deux dés en apparence identique dont I’'un est parfait et I’autre
truqué. Les faces de chacun d’eux sont numérotées de 1 a 6. Avec le truqué, la probabilité

d’obtenir la face portant le chiffre 4 lors d’un lancer est égale a é

1-a) On lance le dé parfait 3 fois de suite et on désigne par X la variable aléatoire donnant le
nombre de fois ou la face portant le chiffre 4 apparait. Quelle est la loi de probabilité de X ?

b-) On lance le dé truqué trois fois de suite. Quelle est la probabilité d’obtenir exactement
deux fois la face portant le chiffre 4 ?

2) On choisit au hasard 1’'un des deux dés, les choix étant équiprobables, et on le lance trois
de suite. On considére les événements suivants :

A : « obtenir exactement deux fois la face portant le numéro 4 »
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B : « Choisir le dé truqué et obtenir exactement deux fois la face portant le chiffre 4 »
C : « Choisir le dé parfait et obtenir exactement deux fois la face portant le chiffre 4 »
a-) Calculer la probabilité¢ de I’événement B.
b-) Calculer la probabilité de I’événement C.
Cc-) En déduire la probabilité de I’événement A.
Série 10 :
EXERCICE 1:
Soient O et A deux points fixes distincts. On note r et r’ les rotations de centre O et d’angles

respectifs % et g Soient B,C et D tels que B = r(4),C = 1'(4) et D = r(C).

1) Faire une construction géométrique de B,C et D.

2) Montrer que [AD] et [BC] ont méme médiatrice. En déduire qu’il existence une
isométrie transformant respectivement A,B, et O en D, C et O. Caractériser f.

3) Quelle est I’image par r de la droite (AC) ? Montrer que (AC) L ( BD).

EXERCICE 2::

ABC est un triangle rectangle et isocele tel que (ﬁ R) = g Soient I, J, K les milieux
respectifs de [BC] , [CA] et [AB]. Soit R la rotation de centre I et d’angle g, T la
transformation de vecteur %?ﬁ .Onposef =RoTetg=ToR.

1) Déterminer les images f(K) et g(J), caractériser f et g.

2) Quelle I’'image g o f~1(A) ? Soit M quelconque, M; = f(M)et M, = g(M). Quelle
est la nature du quadrilatere LICM, M, ?

EXERCICE 3:

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct. Soit (C) le cercle de centre O et de diametre
[BC], M est le point de [BC] tel que : CM = % BC et (C’) est le cercle de diamétre [CM].
Soient I et I' les milieux respectifs des segments [BM] et [CM]. A et A’ sont les points de (C)
tels que AMA'B est un losange et (AC, AB) = g [27]. La droite (AC) recoupe le cercle (C)
en H.

1-a) Montrer que (AB) et (HM) sont paralleles.

b-) En déduire que les points H, M et A’ sont alignés.
c-) Montrer que HM = g AB et que HA? = AB? — HM?.

2-) On désigne par S la similitude directe de centre H qui envoie A en M.

;- . N 2
a- ) Précisons son angle et montrer que son rapport est égal a : g :

b- ) Déterminer les images des droites (Al) et (MH). En déduire que S(A").
3-) Montrer que S(I) = I et en déduire que (HI) est tangent en H a (C).
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4-) On pose S" = Sapy © S © Sany-

a) Vérifier que S’ est une similitude directe en précisant le centre et son rapport.

b) La droite (A’M) recoupe le cercle (C) en N. Montrer que le triangle MCN est isocéle de
sommet principal C.

c) Déterminer S'(A). En déduire alors ’angle S’.

EXERCICE 4 :
Le plan est oriente dans le sens direct . ABCD est un carré de centre O tel que :
(AB,AD ) == [2n].
On désigne par E le milieu [CD] et par F le milieu de [BC].
1-a) Montrer qu’il existe un unique déplacement f tel que f(C) = B et f(E) =F.
b-) Montrer que f est une rotation dont on précisera ’angle et le centre.

2-) Soit g I’antidéplacement tel que : g(C) = B et g(D) = C. Montrer que g est une symétrie
glissante dont on précisera 1’axe et le vecteur.

3-) Montrer que g = f © S¢cpy.
4-) Soit I le point du plan tel que CIA soit un triangle équilatéral direct.

a-) Montrer que r(4; §)=5(A1) ° Scapy- EN déduire la nature et les éléments caractéristiques
de h = r(l,g) or(A, g).

b-) Onpose T = f o h. Determiner T (A). Donner la nature et les éléments caractéristiques
deT.

4-) Déduire que g~ o f o [ est une symétrie glissée qui transforme D en C.

5-) On munit le plan d’un repére orthonormé (4, AB, E) Soit @ I’application qui a tout
point M (z) associe le point M'(z") telque : z' = —iz + 2 + i.

a-) Montrer que @ est un antidéplacement.
b-) Montrer que @ = g.
EXERCICES:

On considére un triangle ABC rectangle en c tel que (C4, CB) = g[Zn] et les triangles ACD

et ABE soient isoceles et rectangles en A. On désigne par I, j et K les milieux respectifs des
segments [CD],[AC] et [AD].

1-a) Montrer qu’il existe un unique antidéplacement qui transforme A en D et ¢ en A.
b-) Donner la nature et les éléments caractéristiques de f.

c-) Soit F = f(B). Montrer que les points A,C et f sont alignés et placer le point F.

2-) Soit R la rotation de centre de a et d’angle g etg=1foR.
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a-) Déterminer g(E).
b-) Montrer que g est une translation dont on précisera le vecteur.
c-) En déduire que AEFD est un parallélogramme.

3-) Soit h ’antidéplacement qui envoie A sur D et C sur A.

a-) Montrer que h est une symétrie glissante.
b-) Déterminer la forme réduite de h.
4-a) Montrer qu’il existe un unique déplacement f qui envoie Aen D et Cen A.

b-) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.

c-) Soit F = f(B). Montrer que les points A,C et F sont alignés et placer le point F.
EXERCICE 6 :

Le plan st orienté dans le sens direct. OBC est un triangle équilatéral inscrit dans un cercle
(I"). Le point A est le symétrique de C par rapport O. J et K sont les points de (T)
diamétralement opposés a B et C.

1-) Quelle est la nature de chacun des triangles OKC et BJO.
2-a) Soit R = S(o)y © S(ok)- Montrer que I’angle (W, O_j) = %[Zn] et en déduire que
— ——> 2
(0K,0B) = =~ [2n].
b-) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de R.

3-) Soit T la translation de vecteur de OB.

a-) Déterminer la droite (A) telle que T = Say © S(ok). Montrer que T o R est la rotation de

centre K et d’angle — Z?n

4-) Soit E le point tel que CE = BD . Montrer que ABE est un triangle équilatéral de centre O.
5-) Soit f une isométrie du plan qui transforme Aen C et O en B. Onpose g = tg5 © f.
a-) Déterminer g(0) et g(A).

b-) Montrer que g est soit la symétrie orthogonale d’axe (BC) , soit la rotation de centre de

centre O et d’angle — 2?”

C-) dans le cas ol g = S(p), caractériser f.

EXERCICE 7:

Le plan est orienté. ABC est un triangle direct, rectangle en A tel que AB < AC. La
médiatrice du segment [BC] coupe les droites (AB), (AC) et (BC) respectivement en E,F et G.

1) Soit f la similitude directe de centre A et telle que f(B) = F.
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a) Déterminer I’angle de f.
b) Montrer que I’image de la droite (BC) est la droite (GF), puis déterminer f(C).

2-a) Le cercle (C,) de diametre [BC] et le cercle (C,) de diamétre [EF] se coupent en A et
H. Montrer que f(C;) = (C,).

b-) Soit I = f(H). Construire 1.
c-) Montrer que le quadrilatere HEIF est un rectangle.
d-) La droite (FI) coupe la droite (AE) en un point J. Montrer que f(F)=J
3-) Soit g la similitude indirecte de centre A telle que g(B)=F.
a-) Montrer que g = Scacy° f-
b-) Soit E' = f(E). Montrer que E’ est un point de la droite (AC).
c-) Soit F' = g(F) et H' = g(H). Construire I’image par g du rectangle FHEI.
EXERCICE 8 :

Le plan est orienté. ABC est un triangle direct tel que (BC, BA) = = [2n] et

(CA,CB) = Z[2n]. Les points 1, J et K sont les pieds des hauteurs du triangle ABC issues
respectivement des sommets A, B et C. Le point E est le milieu du segment [AC]

1) Montrer que le triangle AIE est equilatéral direct.
2) Soi S la similitude directe de centre A, de rapport V2 et d’angle — %. Soit (A) la
mediatrice du segment [IE] et on pose f = s o 5.
a) Montrer que S(1)=B. En déduire que f(E)=B.
b) Montrer que f est une similitude indirecte de centre A et de rapport /2.
c) Caractériser f o f. En déduire que f(B)=C.
d) Montrer que I’image par f de la droite (BJ) est la droite (CK). En déduire que
f(J)=K.
3) Soit g la similitude indirecte telle que g(C)=A et g(K)=I.
a) Enremarquant que le triangle BCK est rectangle ,isocele et direct, montrer que le
point B est le centre g.
b) Onpose D = g(A). Montrer que le point D appartient a la droite (BI).

c) Justifier que (AB,AD) = % [27]. Construire alors le point D.

4) a-) Onpose ¢ = g o f.Montrer que ¢ est une similitude directe , puis déterminer
¢ (A) et ¢(B). Montrer qu’une mesure de 1’angle de ¢ est 7?”.

5) a-) Soit 2 le centre de ¢ . Veérifier que D = ¢ o ¢ o ¢(J). En déduite que
(0E,0D) = -~ [2n].
b—) On pose F = ¢ o ¢(I).En remarquant IB=IE, montrer que (FD) et (JE).

c-) Construire le point F. En déduire une construction du point .
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Série 11 :

EXERCICE 1:

Dans le plan affine euclidien, on donne une droite et deux points distincts F et A, symétriques
par rapport a (D). On désigne par (H) I’hyperbole d’excentricité 2 qui admet F pour foyer et
(D) pour directrice associée a F.

1)

2)

Montrer que A est un sommet de (H). Déterminer 1’autre sommet A’ en exprimant AA
en fonction de AF. Construire géométriquement les directrices de (H), ses foyers, ses
sommets et son centre et donner 1’allure de (H).
Soit (€) un cercle passant par F et centré en un point O de (D) non situé sur 1’axe
focal. Construire (C) sur la figure. On se propose de montrer que (H) N (C) =
{A, M, M,, M5} ou M,, M, et M5 sont les sommets d’un triangle équilatéral. On
rapporte le plan a un repére orthonormé (0; 7, ), choisi de facon que (0,7) soit un
repére de (D). A chaque point M du plan correspond ainsi son affine z = x + iy ; on
désigne par a I’affixe de F.
a-) Montrer que M (z)appartient a (C) si et seulement si : zz — aa = 0(On pourra
interpréter géométriqguement zz — aa). Montrer de méme que M (z) appartient a (H)
sietseulementsi: z—a)(zZ—a)+ (z—2)?=0.
b-) En déduire que (C) N (H) est I’ensemble des points du plan dont les affixes z
vérifient une équation de la forme (z — @)(z3® — k) = 0 ou k est un nombre complexe
qu’on exprimera en fonction de .
c-) On pose k = r3e® ou r est le nombre de a et 8 un argument de a.

Résoudre alors I’équation (z — @) (z3 — k).

EXERCICE 2 : (BAC S1 2016)

Le plan orienté P est rapporté a un repére orthonormé direct (0, i, ¥ ). On note € I’ensemble
des points de P dont I’affixe z vérifie : jz2 + jz2 — 13—0 2Z + 192 = 0 et f I'application de P

dans lui-méme associant a tout point M d’affixe z le point M’ d’affixe z’ = %jzz avec

. —1+iV3 2in

1)

.Onrappelleque:j=es,|jl=1=j3=jj.

2

Montrer que f est une similitude plane directe dont on donnera les éléments
géométriques caractéristiques.

2-a) Vérifier qu’un point M’d’affixe z’ appartient a f (&) si et seulement si

322 + 32'2 — 102’7z’ + 64 = 0. Montrer alors que I’équation x2 + 4y2 = 16 est une
équation cartésienne de f ().

b-) Montrer gque ¢ est une conique dont on précisera les sommets, les foyers, les
directrices et I’excentricité.

3-) Représenter graphiquement f(¢), €, leurs foyers, leurs directrices et leurs axes.

EXERCICE 3 : (BAC S1 2001)
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Dans ’espace rapporté au repére orthonormal (0,1, 7, ig), on donne les points
1 1
€ (=3:0;0);D(3;00) et £(0;1;0).

1) Déterminer ’ensemble (T") des points M (x, y, z) tels que : ||ﬁ|| = ||W A W”
2) Déterminer I’intersection de (A) de (T) avec le plan (0, e3, e3).
3) Montrer que les points de (T) sont a égale distance de E et de la droite (CD).

4) Montrer que I’intersection de (T) et du plan d’équation z = 0 est la parabole de foyer
E et de directrice (CD).

EXERCICE 4:

Le plan est rapporté a un repere orthonormé(0, 1, 7). On considére la courbe (H) d’équation :
x?—4y—-2x—-3=0.

1) Montrer que (H) est une hyperbole dont on précisera les sommets, les foyers, les
asymptotes et I’excentricité .
2) Soit M, le point d’intersection de la droite (D) : y = 1 avec (H) d’abscisse positive.
a) Déterminer les coordonnées de M, ainsi qu’une équation de la tangente (T) a (H)
en M.
b) Tracer (H).
3) Soit M le point d’affixe z =1+ 3 cos 8 + 2iSin 8,0 € R.

—13\2 2
a) Montrer que M décrit une ellipse (E) d’équation : % + y: =1.

b) Déterminer les coordonnées des sommets, des foyers et les équations des
directrices.

4-a) Vérifier que le point N(1 + %;%) est un point commun a (H) et (E).
b-) Tracer dans le repére (0, 1,7) ’ellipse (E) .
c-) Montrer que les tangentes en N a (H) et (E) sont perpendiculaires.
EXERCICE5 : (BAC S12002)

1) Le plan (P) est rapporté orthonormé (0,7,7). On considére la courbe (H) d’équation
x?—2y?=1.

Justifier que (H) est une conique dont on donnera un foyer , la directrice associée et
I’excentricité. Construire (H).

2) On étudie en fonction du temps t le mouvement du point M (x; y) du plan tel que
1

cos 2t

tan(2t) te [0;=]

4

) . Montrer que la trajectoire (I') de M est une partie de (H) que
N
I’on précisera.
3) Déterminer les coordonnées du vecteur vitesse V et en déduire la tangente a (T') au
point d’abscisse 2.
4) Déterminer les coordonnées du vecteur accélérateur et vérifier que le mouvement est

accéléré.
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EXERCICE 6 : (BAC S1 2003)

Soit (A) une droite de I’espace, F un point n’appartenant pas a (A), K le projeté orthogonal de
F sur (A) et A un point de (A) tel que AK = 1.

On se propose d’étudier quelques propriétés de I’ensemble (I') des points M de I’espace tels
P — 11— —_—
que : | MF| =2 [[MK A MA|.

1)

2)

3)

4)

5)

Montrer qu’un point de ’espace appartient a (I') si et seulement si :
|MF|| = % |MK A MA||.
En déduire que M appartient a (T") si et seulement si % = %ou d(M, (A)) désigne la

distance du point M a la droite (A).

Déterminer 1’ensemble des points du plan (P,) de repére (K, K4, ﬁ) tels que

[MF|| = MK A MA].

Soit (P,) le plan passant par K et perpendiculaire a (A). Montrer qu’un point M de (I") est
MK.KA =0

MF =~ MK.|sin(MK,KA)|

En déduire que I’intersection de (I") et (P,) est I’ensemble des points M de (P,) tels que

MK = 2MF. Déterminer alors la nature de cette intersection.

un point de (P,) si et seulement si : {

EXERCICE 7:

Dans le plan (P) muni d’un repére orthonormé (0,1, 7).

1) Soit la courbe (B) : x? + y% — 2xy — 4x — 4y = 0. Donner la nature et les éléments
caractéristiques de (B).
2) Déterminer ’ensemble des points M(x ;y) du plan tels que :
a) x?+y?—2x+2y+2 =%(3x+4y+2)2.
b) 13x%+ 13y?2 —10xy —36 =0
c) x4+ y?—2x+2y+2 =%(3x+4y+2)2
EXERCICE 8 :

1) Construire la directrice (D) d’une parabole (P) connaissant le foyer F de (P) et deux
tangentes (T,) et (T,) a la parabole (P). Construire M, et M, points de contact
respectifs de T; et T, avec (P).

2) Soit (D) une droite fixe du plan (P), A et B deux distincts de (D), F un point fixe du
plan qui varie de telle sorte que Aire(MAB) = 4AB x MF. Déterminer le lieu
géométrique de M.

EXERCICE 9:

1) On donne dans le plan (P) muni d’un repére orthonormé (0,1, ), I’ellipse (E) :
2 2
x—z + 3;—2 =1,a > [1defoyers F et F’. Soit M € (E) et (D) la tangente en M a ’ellipse

(E) ,s0it N = S(F). Montrer que N appartient au cercle directeur (I'") de centre F’ et
de rayon 2a.
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2) On donne deux cercles concentriques fixes C(0, a)et C'(0,b),a > b. (D) et (D”) sont
deux diametre fixes et perpendiculaires des cercles C(O, a) et C’(O,b). Une demi
droite [Ot) mobile, pivotant autour de O coupe le cercle C(O, a) en | et le cercle
C’(0, b) en J. Déterminer les lieux géométriques de M et N tels que IMJN soit un
rectangle tel que (MI) soit parall¢les a (D) et (NI) soit paralléle (D).

3) Ondonne un cercle fixe C(F,2a),a > 0 et un point fixe F” a I’intérieur du cercle
C(F, 2a). Déterminer le lieu géométrique des centres M des cercles (C’) passant par
F’ et tangents intérieurement au cercle C(F, 2a).

EXERCICE 10 :

1) Une ellipse (E) variable passe par un point fixe A et admet en A une tangente (T)
coupant la directrice mobile (D) associée au foyer F de (E), en un point fixe B.
Déterminer le lieu géométrique du foyer F.

2) Soit une parabole (P), (D) une directrice, F foyer variable de (P) et décrit un cercle
fixe de centre C(0; 3). Déterminer le lieu géométrique du sommet S de la parabole

(P).
EXERCICE 11 :

Dans le plan euclidien (P) muni d’un repére d’un repére orthonormé (0,7, ), on considére une
2 2

ellipse fixe (E) : Z—Z + Z—Z = 1,a > b. Deux points mobiles M et M’ sur I’ellipse sont tels que

(OM) L (OM").

1 1
2 + 2
oM oMmr

2) Soit N le projeté orthogonal de O sur [MM’]. Déterminer le lieu géométrique de N
lorsque M et M’ décrivent (E) de telle sorte que (OM) L (OM").

est une constante.

1) Montrer que

EXERCICE 12 :
Dans le plan muni d’un repére orthonormé, soit la courbe
(B,) : (m? —m + 2)y? = 2(m? — 2m + 2) oux m est un paramétre réel.

1) Montrer que (B,,) est une parabole pour tout réel m.

2) Déterminer les coordonnées du foyer F,, de (B,,) et- I’équation de la directrice (D)
de (B,,) en fonction de m.

3) Déterminer les points fixes de la famille de paraboles (B,,) lorsque m varie dans R.

EXERCICE 13 :

Le plan est rapporté a un repere orthonormé (0;7;7).

1) Déterminer I’équation cartésienne de la parabole de foyer F (% ; 2) et de directrice
(D):x = 3.

2) Déterminer une équation cartésienne de la conique d’excentricité 5, de foyer F(3;2)
et de directrice associée (D):y = 1.

3) Déterminer une équation cartésienne de ’ellipse tangents a (0,7) de sommets
principaux A(5; 1) et A'(1;1).

AMADOU MOCTAR DIALLO LIDS



4) Déterminer une eéquation cartésienne de la parabole de foyer F(1;2) et directrice (D)
dans chacun des cas suivants :
a-) (D) = (AB) avec A(0;1) et B(3;0).
b-) (D):2x -3y +5=0.
c-) (D) passe par O et orthogonale (D"):2x —y + 3 = 0.

5) Construire la courbe (P) d’équation : y? — 6y + 2x + 10 = 0 en précisant les
foyer(s),directrice(s) et I’excentricité. Donner une équation cartésienne de la tangente
a (P) au point d’abscisse —1.

6) Reconnaitre la courbe d’équation (P): y? + 3y — 5x + 3 = 0.

7) Reconnaitre la courbe d’équation (P): x2 — 8x + 3y = 0.

8) Reconnaitre la courbe d’équation (€): x2 —y2 +3x+ 2y + 1= 0.

Série 12 : Courbes paramétrées

EXERCICE 1 : (BAC S1 2002)
Le plan (P) est rapporté a un repéere orthonormé (O ;7; ).

1) On considére la courbe (H) d’équation x? — 2y? = 1.
Justifier que (H) est une conique dont on donnera un foyer, la directrice associée et
I’excentricité. Construire (H).
2) On étudie en fonction du temps t le mouvement du point M (x; y) du plan tel que :
1
" cos2t

tan 2t

) out E[O;% [. Montrer que la trajectoire (I') de M est une partie de (H)
V=7
que I’on précisera.
3) Déterminer les coordonnées du vecteur vitesse V et en déduire la tangente a (I') au point
d’abscisse 2.
4) Déterminer les coordonnées du vecteur accélérateur et verifier que le mouvement est
accéleré.
EXERCICE 2 : (BAC S1 2003)

Dans le plan orienté, (C) est le cercle trigonométrique. A tout point m de (C), on associe le
point M symétrique du point A d’abscisse 1 par rapport a la tangente en m au cercle (C). On
cherche a construire ’ensemble (I") des points M lorsque m décrit (C).

1) Montrer que ’axe des abscisses est un axe de symétrie de (I).

JE——

2) Pour un point m de (C), soit t une mesure de I’angle (ﬁ, W). Montrer que les
coordonnées x(t)et y(t) de M sont telles que :
{x(t) = 2cost — Cos Zt(l)
y(t) = 2 sint —sint

3) On doit construire la courbe paramétrée (I") dont (1) est un systéme d’équations

paramétriques le réel t parcourant R.
a) Etudier les variations de x(t)et y(t) sur I’intervalle [0; 7]
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4)

5)
6)

b) Montrer que pour tout t non nul, un vecteur directeur de la tangente en M a (I") est
ﬁ(cos%, sin %).

Soit M un point de (I") de parametre t, a(t) le coefficient directeur de la droite (AM).

Déterminer la limite a, de a(t) lorsque t tend vers 0.(On admet que a, est la pente de

la tangente en A a (I")).

Déterminer tous les points ou la tangente est paralléle a un des axes du repére.

Tracer la courbe (T).

EXERCICE 3 : (BAC S1 2005)

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, U, ¥)(Unité graphique 2 cm).

1)

2)

Etude d’une courbe paramétrée. On considere la courbe (C) définie paramétriquement
x=f(t) = —g +t

par : ) .

y =g(t) =%+tavecteIR

a) Etudier conjointement les variations sur R de fet g.

b) Préciser les points de (C) ou la tangente est parall¢le a 1’'un des axes de coordonnées.

€) Préciser les points d’intersection de (C) avec chacun des axes et donner un vecteur
directeur de la tangente en ces points.

Nature de la courbe

a) Soit s I’application du plan complexe qui au point m d’affixe z associe le point M’
d’affixe Z telle que Z = (1 + i)z. Donner la nature et les éléments caractéristiques
deS.

b) Déterminer ’affixe Z de M’ sous la forme Z = X + i Y lorsque M est un point de
©).

c) Soit (L) I’image de ( C) par s . Déterminer une équation cartésienne de ( L ).

d) Déterminer alors la nature et les éléments caracteristiques de ( L ). En déduire la
nature et les éléments caractéristiques de (C). Construire geométriquement (C ). On
marquera les points identifiés dans les questions 1-b) et 1-c).

EXERCICE 5 : (BAC S1 2006)

1)

2)

—-X
On considere I’équation différentielle suivante : y' +y = ﬁ (E). f étant une

fonction numérique dérivable sur R, on pose g(x) = e*f(x)

a) Montrer que f est solution de ( E ) si et seulement si g'(x) = ———

2+sin x’
b) Déterminer la solution générale de (E), en déduire la solution de ( E ) qui s’annule

en 0.
Dans le plan rapporté & un repere orthonormé direct, on considére la courbe ( I')
x(t) =In(2 +sint)
y(t) = In(2 + cost) €
a) Compare M(t)et M(t + 2m) ainsi que M(t)et M(—t + g).

b) En déduire que la symétrique orthogonale d’axe la premiére bissectrice conserve
T 5T

(T') et montrer que pour construire ( T'), il suffit d’étudier x et y dans [Z;T]'

d’équations paramétriques : {
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c) Dresser le tableau de variations des fonctions x et y dans [% ; %"] et tracer la courbe
(D).
EXERCICE 6 : (Extrait concours CREES S1 édition 2022)
On considere les équations différentielles suivantes : (E;):y" + 4y = 0 et (E,):y" +y = 0.

1) Donner la solution de (E;) dont la courbe représentative dans un repére orthonormé
(0,1,7) passe par le point A(0; —2) et admet en ce point une tangente horizontale .
2) Donner la solution g de I’équation (E,) vérifiant g (g) =letg (g) =-1.
3) Soit ( C ) la courbe définie par le systéeme d’équations paramétriques :
x(t) = —2cost
{y(t) = cost —sint
a) Déterminer la période commune des fonctions x ety ; compare la position des points
M(t)et M(t + 1), puis en déduire un élément de symétrie de ( C). Justifier le choix
de I'intervalle [[0; 7| comme intervalle d’étude .
b) Etudie les variations de x et y sur [0; ] et dresser le tableau de variations conjoint.
c) Représenter la courbe ( C ) dans un repere orthonormé (0; 7; /)( unité graphique 2
cm). On précisera les tangentes particuliéres ainsi que la tangente au point O.

EXERCICE 7:

e R.

x = sin 3t

y =sint

2) Exprimer x en fonction de y. Déduisez —en une équation cartésienne de ( C). En prenant
y comme parametre, trouver un vecteur directeur de la tangente au point A(—1;1)
obtenu pour t = g

3) Tracer la courbe (C).

1) Etudier la courbe ( C ) dont un systéme d’équations paramétriques est : {

EXERCICE 8 :
t
. x= 1+t3
Soit (C) la courbe dont un systéme d’équations paramétriques est : .2
y = m,tE [0;+00[

1) Pour quelle valeur de t peut-on obtenir M(t) a I’origine ?
2) On suppose t non nul. Compare (x (%)y (%)) a (x(t),y(t)). Que pouvez en déduire

pour M (%) et M(t)? Montrez qu’il suffit alors d’étudier (C) pour t élément de [0; 1].

3) Etudiez les variations de x et y sur [0; 1]. Précisez la tangente au point O. Tracer la
courbe(H).

Série 13 : Transformations élémentaires de 1’espace
EXERCICE 1:
Soient ((P) et(P") d’équations respectives : 2x + 3y +z+2=0et2x+3y+z—2=0.

1) Vérifier que ces deux plans sont paralléles.
2) En déduire qu’il existe une translation dont on déterminera le vecteur qui, transforme
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(P)en(P).
EXERCICE 2::

1) Soit ABCDEFGH un cube. On désigne par | le milieu de [BC] et J le centre de la face
BCGF. Déterminer les coordonnées des sommets du cube par la translation de vecteur
1J dans le repére (4, B, D, E).

2) Soit ABCDEFGH un cube et f I’application qui a tout point M de de I’espace associe
le point M’ de ¢ tel que : MM’ = MA + MH — MB — ME. Démontrer que fest une
translation.

EXERCICE 3::

Soient les points A(1; —2;1),B(—1;0;2),A4’(0; 1; 1), B'(4; —3; —1).

1) Démontrer qu’il existe une homothétie h, dont on précisera le centre et le rapport telle
que A’ = h(A)et B' = h(B).
2) Déterminer I’image du point O par h.

EXERCICE 4 :

Soit ABCDEFGH un cube. Le plan est muni du repére (4, AB, AD, AE). Dans chacun des cas
suivants, déterminer I’expression analytique des réflexions de plans (P).

a) (P)=(EFG) b)(P)=(CDE) c)(P)=(BCH) d)(P)= (BDF)
EXERCICE 5:

ABCD est un tétraédre régulier. On désigne par :1,],K,L, M et N les milieux respectifs des
arétes [AD], [DC], [CB], [BA], [AC] et [BD].

1) Démontrer que 1JKL est un carré et que la droite (MN) est orthogonale au plan (1JK).
2) Soit (d,) et (d;) les demi - tours d’axes respectifs (IK)et (JL), s la réfexion de plan
(UK). Onposed = d, o d;.
a) Déterminer deux réflexions s; et s, tellesque : d; =sos; etd, = s, os.
b) En déduire que d est un demi- tour dont on précisera I’axe.

EXERCICEG6:

ABCDEFGH est un cube de centre O, I le centre de gravité du triangle BCG. On se propose
de déterminer et de construire les points d’intersection de la droite (OI) avec les plans du
cube.

1) Démontrer que le point d’intersection de la droite (OI) avec le plan (ADH) est le
centre de gravité j du triangle AEH. Placer J.

2) a-) Démontrer que : D] = 2CI.
b-) En déduire que les droites (Cd) et (IJ) sont sécantes en un point K que I’on
précisera. Placer K.
c-) Démontrer de méme que les droites (EF) et (1J) sont sécantes en un point L que
I’on précisera. Placer L.

EXERCICE 7:
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Soit (1) le plan d’équation 2x + y — z = 3 et (A) la droite orthogonale a (IT) passant par O.

1) Déterminer I’expression analytique des transformations suivantes :
a-) réflexion s ;
b-) demi-tour s, ;
C-) Sp © S
2) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation s, o sy.

EXERCICE 8 :

1) Démontrer que toute symétrie centrale de € est la composée de trois réflexions.
2) Soit ABCDEFGH un cube de centre O. On désigne par s, la symétrie centrale de
centre 0, Scaoc) la réflexion de plan (AOC) et s(4¢le demi-tour d’axe (AG).

Déterminer les transformations suivantes :
a-) So ° Scaoc) €t Scaoc) © So-
b') Sp © S(AG) et S(AG) °So

EXERCICE 9:

On considére le tétraedre ABCD tel que AB = BC = CD = BD et (AB) est orthogonale au
plan (BCD) noteé (P).

1) Prouver qu’il existe une rotation r telle que r(4) = A,7r(B) =B etr(C) = D.
a) Préciser son axe et son angle ( au signe pres).
b) Construire un point I du plan (BCD) tel que 7 = Sap) © Scapc)-

2) Montrer qu’il existe une rotation R d’axe (BD) transformant A en C et tel que r(C) =
Scpy(A). Préciser quelle est la transformation R o R.

3) Préciser les transformations suivantes définies a partir du cube ABCDEFGH :
ScaBE) ° Sapcys S(aEF) © S(Eccy ScaEr) °© SBDF) S(P) © S(4EG) ou (P) est le plan
médiateur de [AB].

EXERCICE 10 :

Dans le I’espace orienté, on considére deux points A et D et le plan (P) orthogonal en A a la

droite (AD). On convient d’orienter (P) en choisissant pour vecteur normal AD. Dans le plan
(P), on considere deux points B et C tels que le triangle ABC soit équilatéral de sens direct.
On pose AB = BC = CA = a. On note | le milieu du segment [BC].

1) a) Placer les éléments précédents sur la figure (on représentera AD ascendant).
b) Montrer que le plan (IDA) est le plan médiateur du segment [BC].

2) Soit S; la réflexion par rapport au plan (ABC) et S, la réflexion par rapport au plan
(DBC). Onnoter = S; o S,.

a-) Indiquer I’image de D par r et déterminer 1’axe et 1’angle de la rotation r. (Le plan (AID)
sera orienté de telle sorte que (41, AD) = )

b-) Déterminer en fonction de a la distance AD pour ’angle de r admette pour mesure %

EXERCICE 11 : (BAC S1 1999)
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L’espace (E) est muni d’un repére orthonormé direct (0,7, ). On considére ’application v de

x'=—x+2
(E ) dans ( E) qui a tout point M (x, y, z) associe le point M'(x";y’;z") telque:{ ¥y’ ' =z +1
zZ'=y+1

1-a) Soit A(1;0;0), h; I’homothétie de centre A et de rapport 2. Soit f = h, o v. Démontrer
que fadmet un unique point invariant B.

b-) Soit r = h, o f oux h, est ’homothétie de centre B et rapport % Démontrer que r est un
demi-tour dont on précisera I’axe (D).

2-) En déduire que v est la composée du demi-tour r et d’une translation dont le vecteur a
préciser est un vecteur directeur de (D).

EXERCICE 12 : (BAC S1 2000)
L’espace est muni d’un repére orthonormé (0, 7,7, k). On donne les points
A(3;0;0),B(0;3;0),C(0;0;3)et G le centre de gravité du triangle ABC.

1) Déterminer les coordonnées de G.
2) Démontrer que la droite (OG) est orthogonale au plan (ABC).
3) Déterminer les coordonnées de 1’'image de O par la réflexion S 45

4) Deéterminer les coordonnées des images de 0, 4, B et C par le demi-tour Sy
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