Déterminants |

Exercice 1. Calcul de déterminants
Calculer les déterminants suivants :

b oz a—b—c 2a 2a a+b b+c c+a a+b ab a®+b?

1) roroa 2) 2b b—c—a 2b 3) a?+b2 ¥+ 2 +ad? 4) b+c be b2+c2
r b oa x 3.3 3.3 3.3 2, 2

v 2¢ 2c c—a—>b a’+b° b+ ¢’ +a c+a ca c“+a

5)

Exercice 2. Calcul de déterminants

Calculer les déte(ror)ninants suivants :
a

1) ¢ - - . Chercher une relation de récurrence linéaire d’ordre 2. On notera « et § les racines
ST
(0) c a
dans C de I’équation caractéristique, et on exprimera le déterminant en fonction de « et f.
11 + b1 b1 IR b1
a b b 0 @) () “
A I 1 S I I ot b
2) ' 13 : ) IO
S0 b : : : : N
n+p n+p . n—+p . . . bnfl
IR B (G UGN e
0 1 2 - n—1
1 2 n .
al.—bl alfbn 9 3 ... 1 1 0 1 :
5) : o h(n=3) 6) . . : Dl 2 1 0 . 2
ap —b1 - ap —by n 1l -« n—1 1
n—1 2 1 0

Exercice 3. Suite de Fibonacci, Ensiee/Ensea 2015

Soit (fy) la suite de Fibonacci définie par fo = 0, fi = 1, fuy1 = fn + fn—1 pour n > 1. Calculer le
déterminant de la matrice M,, € M, 11(R) de coefficient général fj;_;.

Exercice 4. Factorisation de polynémes
Déterminer les cas d’annulation des déterminants suivants, puis les calculer :

© oar az - ap @ b e - 2 1 1 1
1 . (1) a1 x az --- ap b b o 5 at+r a+y a+tz
—x . X . 1 1 1
: . : c ¢ ¢ z
1) . 2) . . : 3) X . . 4) b+z b+y b+z
(1) n—x : oG L 1 1
a1 as -+ ap w zZ z oz o Z c+xr c+y c+z

Exercice 5. Calcul par dérivation
1) Soient a,b,c¢,d : R — R des fonctions dérivables et f(x) =
a'(z) b

d(:

()

Montrer que f est dérivable et que : f'(x) =

)
)

o

2) Généraliser & un déterminant n x n.
1 cosx sinx
3) Application : Calculer |1 cos(z+a) sin(z+a)|.
1 cos(z+ @) sin(z+B)
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Exercice 6. det(A + («))

1 -1
SoitAE/\/ln(]K)etU=<f )

1 -1
1) Démontrer que : det(A+ aU) = det A+ « ) cofacteurs de A.
a b - b
2) En déduire la valeur de D(a,b,c) = | € ah
Do
[ Cc a
a) pour b # c.
b) pour b = c.

Exercice 7. Déterminant tridiagonal
Soit n € N*, (a1,a9,...,a,) € (R (b1, by, ..., b,—1) € (RT*)" L et (c1,c2,...,00-1) € (R7*)77L,
Montrer que le déterminant suivant est strictement positif :

a1 b1
c1 az by (0)
co as .

(0) b",1

Cn—1 an

Exercice 8. Déterminant de Vandermonde ‘
Soient aq,...,a, € K. Le déterminant de Vandermonde associé aux a; est : V(ay,...,a,) = det(afl).
1) Calculer et factoriser V(a,b) et V(a,b,c).
2) Pour z € K, montrer que V(ay,...,an, ) = V(aq,...,a,) [[1y(z — a;).
3) En déduire Uexpression générale de V(ay,...,an).

Exercice 9. Racines de I'unité
On note w = e2™/" a = /" et D le déterminant n x n : D = det(w*~DU=1),
1) Calculer D2

2) Montrer que D =[], (w’ = w*) =[], <ak+£ - 2isin £ ; k”).

3) Exprimer D sous forme trigonométrique.

Exercice 10. Cosinus
Soient ay,...,a, € R. Mettre le déterminant : det(cos((j — 1)a;)) sous la forme d’un déterminant de
Vandermonde.

Exercice 11. (z; + y;)"
Soit k <n—1et M = ((z; +y;)*). Ecrire M comme produit de deux matrices et calculer det M.
Exercice 12. P(i+ j)

Soit P € K,,_1[X] et A= (P(i+j)) € M,(K). Développer P(i + j) par la formule de Taylor et écrire A
comme produit de deux matrices. En déduire det A.

Exercice 13. Probléme d’interpolation de Lagrange

Soit A un anneau commutatif, x1,...,x, € A. Démontrer 1’équivalence entre les propositions suivantes :

1) Le déterminant de Vandermonde de z1,...,z, est un élément inversible de A ;

2) Pour tous yi,...,yn € A, il existe un unique polynéme P € A, _1[X] tel que P(z;) = y; pour
t=1,...,n.

Donner un exemple d’anneau A et un probléme d’interpolation dans A (en des points z; distincts) n’ayant
pas de solution.
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Exercice 14. Résultant
Soient P =ap+a1 X +...+a,XP, et Q =by+b0:X +...4+0,X9, avec a, #0, by # 0.
an bo

ao - bo les positions non remplies

Le résultant de P et Q est : Res(P,Q) = o b, correspondent  des zéros,

ap bg

q p

K1 [X] xKp 1 [X]  — Kpiga[X]

montrer que :
(U, V) +— UP+VQ,

En considérant I'application @ : {

Res(P,Q)#0&< PAQ = 1.

Application : CNS pour que le polynéme P = X* 4+ aX + b ait une racine multiple ?

Exercice 15. det(I — AB) = det(I — BA)
Soient A € M, ,(K) et B € M, ,(K). Montrer que det(I, — AB) = det(I, — BA) (commencer par le cas
ol A est la matrice canonique de rang 7).

Exercice 16. Changements de signe
Soit A = (a;;) € Myp(K) et A’ = ((—=1)""Ja;;). Comparer det A et det A’

Exercice 17. Somme des colonnes
Soit M une matrice carrée d’ordre n, et M’ la matrice déduite de M en remplacant, pour tout 7, la
j-iéme colonne par la somme des colonnes de M d’indices différents de j. Comparer les déterminants
de M et M'.

Exercice 18. det(A? + B?)
1) Soient A, B € M,,(R) telles que AB = BA. Montrer que det(A? + B?) > 0.
2) Chercher A, B ne commutant pas telles que det(A? + B?) < 0.
Exercice 19. Déterminant par blocs
Soient A, B € M,,(K) et M = (g i) Démontrer que det M = det(A + B) det(A — B).

Exercice 20. Déterminant par blocs
Soient A, B,C, D € M, (K) avec A inversible et AC = CA. On considére M = (
Montrer que det M = det(AD — CB).

Exercice 21. Combinaison linéaire des solutions

Soit (S) & AX = B un systéme linéaire de n équations a n inconnues de Cramer. Montrer que pour
tous scalaires ¢1,...,¢,, On a :

by

clx1+...+cnxn=—detA

br
0

C1 -+ Cp

Exercice 22. Comatrice
Soit A € M,,(K) triangulaire. Montrer que com A est aussi triangulaire.

Exercice 23. Comatrice
Soit A € M, (R). Etudier le rang de com(A) en fonction du rang de A.

determ.tex — page 3



Exercice 24. Comatrice
Soit n > 2 et A € M, (K).
1) Calculer com(com A) dans le cas out A est inversible.
2) Sirg A < n— 2, démontrer que com A = 0.
3) Sirg A =n— 1, démontrer que rg(com A) = 1.
4) Dans le cas général, démontrer que com(com A) = (det A)"~2A.

Exercice 25. Comatrice
Soit n > 2 et A € M,,(K) ot K est un corps infini.
1) Si A et B sont inversibles, démontrer que com(AB) = (com A)(com B).
2) Démontrer le méme résultat dans le cas général, en considérant les scalaires \ tels que A—AI et B—AI
soient inversibles.
3) En déduire que si A et B sont semblables, alors com A et com B le sont.
4) Reprendre les questions précédentes sans supposer K infini.

Exercice 26. Systeme linéaire homogéne
On considére un systéme linéaire homogene : (S) & AX =0, avec A € M,, ,(K), n <petrgA=n.

1) Montrer qu’on peut compléter A en une matrice B = (244,) inversible.

2) Montrer que les colonnes n + 1 & p de fcom B constituent une base des solutions de (5).

) r + 2y + 3z + 4 = 0
3)AN'<S)‘E’{23; + 3y + 4z + 5t = 0.

Exercice 27. Inégalité
Soit A = (ai;) € M, (R). Démontrer que : |det A| < [[;Z; 77—, lail.
Quand y a-t-il égalité 7

Exercice 28. []a;,(;) = cste
Soit A = (as;) € My(K) telle qu'il existe a # 0 tel que : Yo € Sy, [[iL; @io(s) = a. Montrer que
rg(A) = 1.

Exercice 29. Déterminants 2 X 2 imposés
Soient a, b, ¢, d quatre vecteurs d’'un ev E de dimension 2. On note det le déterminant dans une base fixée
de E.
1) Démontrer que : det(a,b) det(c, d) + det(a, ¢) det(d, b) + det(a, d) det(b, c¢) = 0 (commencer par le cas
ou (a,b) est libre).
2) On donne six scalaires : dgp, dac, dads ded, dab, dpe tels que dapdeq + dacdap + daadpe = 0. Montrer qu’il
existe des vecteurs a,b, ¢, d tels que : Va,y, dgyy = det(z,y).

Exercice 30. Décomposition d’un vecteur en dimension 3
Soient a, b, ¢, d quatre vecteurs d’'un ev E de dimension 3. On note det le déterminant dans une base fixée
de E. Démontrer que : det(a,b,c)d = det(a, b, d)c + det(a, d, c)b + det(d, b, ¢)a.

Exercice 31. Trace d’'un endomorphisme
Soit F un ev de dimension n, f € L(E), et u,...,un,, n vecteurs de E. On note det le déterminant dans
une base fixée de E. Démontrer que :

det(f(u1),ug, ..., uy,) +det(uy, f(ug),us, ..., up) + ...+ det(u, us, ..., f(u,)) = det(uq, ug, . .., uy) tr(f).

Exercice 32. det(u + n)
Soient u,n € L(E) deux endomorphismes d’'un C-ev de dimension finie, u inversible, n nilpotent, avec
uomn =nou.
1) Démontrer que detn = 0.
2) Chercher le polynome caractéristique de n. En déduire que det(idg +n) = 1.
3) Démontrer que det(u + n) = detu.
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Exercice 33. Groupe SL,(K)
On note SL,(K) = {M € M, (K) tq det M = 1}.
1) a) Démontrer que SL,(K) est un groupe pour le produit matriciel.

b) Démontrer que SL, (K) est engendré par les matrices : I + AE;;, (j # i) ou (E;;) est la base
canonique de M, (K), et A € K (transformer une matrice M € SL,(K) en I par opérations
élémentaires).

2) a) Soit M € M, (Z). Démontrer que M a une inverse dans M, (Z) si et seulement si det M = +1.

b) Démontrer que le groupe SL,,(Z) est engendré par les matrices I + E;;, (§ # 1).

Exercice 34. Déterminant de X — AX

Soit A € My(K) et fa: 4 ME) = MalB) coier det £

X — AX.
Exercice 35. Systéme unisolvent
Soient E' un ensemble quelconque et fi,..., f, : E — K des fonctions.
Montrer par récurrence sur n que la famille (f1,..., f,) est libre dans K¥ si et seulement s’il existe des

éléments x1, ..., z, de E tels que det(f;(z;)) # 0.

Exercice 36. Polytechnique MP 2002
Soit p un nombre premier et ag,...,a,—1 € Z. Montrer que le déterminant de la matrice A € M,(Z) de
coefficient général a;_; moa p vérifie : det(A) =ap + ...+ ap—1 (modp).
Indication : écrire A = Zi;é arJ* et calculer AP.

Exercice 37. Centrale MP 2002
Soit un déterminant symétrique réel d’ordre impair dont les coefficients sont entiers, les diagonaux étant
de plus pairs. Montrer que ce déterminant est pair.

Exercice 38. Formule de Cauchy-Binet
Soit M = (a;;) € Myuy(K) et ¢ € [1, min(n, p)]] Pour X = {x1,...,24} et Y = {y1,...,yq} avec
I<rm <za<...<zg<netl <y <ys<...<y, <p,onnote Axy (M) le déterminant de la
matrice g x g de terme général ay, .
1) Soient M € M,,,(K) et N € M,,,(K) avec n < p. Montrer que

det(MN) = > Ap . x(M)Ax 1) (N)
card X=n

(considérer les deux membres comme des fonctions des colonnes de N).

2) Donner une formule pour det(M N) quand n > p.

3) Soient M € M,,,(K), N € Mp,(K) et r € [1,min(n, ¢)]. Montrer, pour X C [1,n] et Y C [1,¢] avec
card(X) = Card(Y) =7T.: AX,y(MN) = anrd(z):r AX,Z(M)AZ,Y(N)-
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solutions

Exercice 1.
1) (b—a)*(a+b+2z)(a+b—2z).
2) (a+b+c).
3) 2abc(a — b)(b—¢)(c — a).
4) (a=0b)(b—c)(c—a)(ab+ ac + be).
5) —(a® — b%)%.

Exercice 2.
an+1 _ IBn-i—l

1) a_p olt a # 3 sont les racines de X2 —aX +bc =0, (n+ 1)(a/2)" si a = 3.
2) an73(a — b)(a2 +ab — Q(n _ 2)b2)
3) 1.
4) a1a9...0p (1+b1_|__|_bn>
ai Qan
5) 0.

6) %(_l)n(n—l)/an—l(nJ’_1).
7) (_1)(71—1)(71—2)/2(” _ 1)271—2.

Exercice 3.
Retirer a la derniére ligne les deux lignes précédentes.
Il vient det(M,,) = —2det(M,,_1) pour n > 3, puis det(M,,) = —(=2)" "L sin > 1.

Exercice 4.
1) —z(1—-2)2—-2)...(n—1—2x).
2) (z—a1)...(z—an)(x+a1+...+ay).
3) z(y—2)(x—y)...(a—0b).
4) V(a,b,c)V(m,y,z).
(a+z)...(c+2)
Exercice 5.
3) sina —sin f — sin(a — f).

Exercice 6.
1) Développer.

2) a) D(a—b,0,c—b) = (a—b)" et D(a—c,b—¢,0) = (a— )" = D(a,b,¢) = La=b" ~bla—)"

c—b
b) det((a — b)I +bU) = (a — b)" + nb(a — b)"~ .

Exercice 9.

n 0 0
0 0 n

HM=|. | =D2=(-1)"lpn,
6 n 0

3) n"/2exp (F(n—1)(3n+2)).

Exercice 10.
Polynémes de Tchebychev = D = 2("=D(=2)/2V (cos ay, ..., cos o, ).

Exercice 11. ‘
M = (mgil) X ((zljl) y;;71+1)
det M =0sik<n—1,det M = (—1)*(n=1)/2 (”61) (”71) Vit oy x)V(yr, ..o yn) sik=n—1.

n—1
Exercice 12.
A= ((]Zii)|) X (P(Z_l)(])) = det A= (_1)7L(7L—1)/2(an71(n . 1)[)71
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Exercice 13.
2) ctrex: A=7Z, P(0)=0et P(2) =1.

Exercice 14.
27a* = 25653,

Exercice 16.
Ils sont égaux.

Exercice 17.
det M" = (=1)""1(n — 1) det M.

Exercice 18.

2) A= (i i),B: (_0A 3) Al > L.

Exercice 23.
Sirg(A) =n, rg(com(A4)) =n. Sirg(A) =n—1, rg(com(A)) = 1. Sirg(4) < n—2, rg(com(A)) = 0.

Exercice 26.

-1 -2

. 0010 B 2 3

3) On compléte par (0 00 1) = base = g 0
0 -1

Exercice 27.
Développer le produit. Il y a égalité si et seumement si A comporte un seul coefficient non nul par ligne
et colonne, ou une ligne nulle.

Exercice 29.

2) Si dgy # 0, prendre ¢ = _ ey dacyy op g — dav, + dady,
ab dap dap dab

S

Exercice 30.
Si (a, b, c) est une base, décomposer d. Si a = \b+ uc, on obtient 0 = 0.

Exercice 31.
Les deux membres sont n-linéaires alternés ; on vérifie la relation sur la base du déterminant.

Exercice 33.
2) b) (I +E;;)k = I+ kE;;. Calculer le pged d’une ligne par opérations élémentaires a I'aide de Bézout.
Ce pged vaut 1 sinon M ¢ SL,(Z).

Exercice 34.
(det A)™.
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Exercice 36.
On se place dans Z/pZ et on considére J = (0; 41 mod p)- Ona JP =1 et A=agJ’+...a,—1JP~* donc
AP = (af + ...+ ab_;)I car on est en caractéristique p, soit AP = (ag + ...+ ap_1)I.
On en déduit det(A) = det(A)P = (ag+ ... +ap_1)P =ao+ ... +ap_1.

Autre méthode en restant dans 7Z :

det(A) = Z E(O’)al’a(l) . ap,g(p) = Z €<0’)ao.(1),1 mod p - - - aa(p),p mod p-
ocES, oES,

Notons 2(0) = €(0)ay(1)-1 mod p - - - Go(p)—p mod p €t € le cycle (1,2,...,p). Alors z(0) = z(c " o0 o c¥)

pour tout k € Z. Le nombre de permutations distinctes que 1’on obtient a o fixé en faisant varier k est égal
a1sio et ccommutent, et & p sinon, d’apres la relation : card(orbite) x card(stabilisateur) = card({c)) = p.
De plus, ¢ et o commutent si et seulement si o € (¢) (facile), d’on

p—1
det(A) = Ze(ck)ag =ap+...+ap_1 modp.
k=0

Exercice 37.
det(M) = >, cs. €(0)a15(1) - - Ano(n). Soit 0 € S, telle que o # o1, Alors les termes associés & o et
o~ ! sont égaux car M est symétrique, donc la somme de ces deux termes est paire. Soit o € S,, telle que
o = o1 Alors comme n est impair, il existe i € [1,n] tel que o(i) = i donc le terme associé a o est
pair.
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