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1. DENOMBREMENT

Partie 1 : RAPPELS DE DENOMBREMENT

1) Ensembles finis
Définition
A est un ensemble fini. Le nombre d’éléments que contient A est appelé cardinal de A. On le note
card (A).
Propriété : soit A un ensemble fini, E et F deux sous ensembles de A. On a:
e card(EUF) = card(E) + card(F) — card(ENF).
e Si ENF = @ alors card(EUF) = card(E) + card(F).
e E désignant le complémentaire de E dans A, card(E) = card(A) - card(E).

Exercice 1.1 résolu

Une association de 96 membres propose différentes activités sportives a ses membres dont la natation
et le football. 12 membres s’inscrivent pour la natation et 32 pour le football dont 4 pour les deux.
On note N I’ensemble des membres inscrits pour la natation et F ceux inscrits pour le football.

1. Déterminer le nombre des adhérents inscrits pour la natation ou le football.

2. Déterminer le nombre des adhérents inscrits uniquement pour le football.

3. Déterminer le nombre des adhérents qui ne sont inscrits ni au football ni & la natation.

Résolution

Diagramme 1. L’ensemble des adhérents inscrits au
Ensemble des 96 membres football ou & la natation est FUN, et on a
card(FUN) = card(F) + card(N) — card(FNN).
4 =32+12-4
= 30.
2. L’ensemble des adhérents inscrits
° 238 G uniquement au football est F\ FNN, et on a :
card(F\ FNN) = card(F) — card(FNN).
56 =32-4

= 28.
@ 3. Le nombre des adhérents qui ne sont inscrits

au football ni en natation est :
96 - card(FUN) =96 - 30
=66

Exercice 1.2
une station radio émet la méme publicité a 15 heures et 16 heures. A 15 heures, elle est écoutée par
10325 auditeurs et a 16 heures par 18633 auditeurs. Combien de personnes ont écouté cette publicité si :
a) ceux qui I’ont écouté a 15 heures ne 1’ont plus écouté a 16 heures ?
b) 8479 personnes I’ont écouté a 15 heures puis a 16 heures ?

2) Produits cartésiens

Propriété : soit E et F deux ensembles finis. On a :
e Card (ExF) = Card (E) xCard (F).
e Card (E") =[Card (E)]".
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Exercice 1.3

La porte d’entrée d’un immeuble est commandée par un appareil a code.
1. Le code est composé de cing chiffres.

a) Combien y a-t-il de codes possibles ?

b) Combien de codes commencent par le chiffre 0 ?

c) Combien de codes sont multiples de le chiffre 5 ?

d) Combien de codes contiennent exactement de deux fois le chiffre 4 ?
2. Le code est composé de trois chiffres suivis de deux lettres de I’alphabet frangais.

a) Combien y a-t-il de codes possibles ?

b) Combien de codes contiennent des lettres identiques ?

c) Combien de codes se terminent par AB ?

d) Combien y a-t-il de codes dont les lettres sont des voyelles ?

Indication

Notons quelques exemples de codes : 02235 ; 25648 ; 33377.
1.a) Le nombre de codes possibles est 100.000

1.b) Exemples de codes commengant par 0 : 02235 ; 00110 ; 09840.
Le nombre est 10.000.

1.c) Un code multiple de 5 se termine par 0 ou par 5. Exemple : 02250 ; 54515.
Le nombre est 20.000.

1.d) Le nombre de code est 729%x10 = 7.290
2. Notons quelques exemples de codes : 154LD ; 223AA ; 999BA ; 067UY.
2.a) Le nombre de codes possibles est 676.000

2.b) Remarquons qu’ici, il ya 26 couples constitués de lettres identiques : AA ; BB ; CC, ... ; ZZ.
Le nombre de codes est 10°x26 = 26.000

2.c) Le nombre de codes est 10°x1 = 1.000
2.d) Le nombre de codes est 10°x6? = 36.000
3) Arrangements — Permutations
Propriété

E est un ensemble contenant n éléments.
Le nombre d’arrangements de p éléments de E choisis parmi n est :

|
Al = nx(n-1)x.x(n-p+1) = n°"_.
p facteurs (n B p)!

Le nombre de permutations des n éléments de E estn ! = nx(n -1)x ... x3x2x]1,

Ona:0!=1et A} =

(n-p)!

avec0<p<n.

Exercice 1.4

1. Chacune des huit lettres du prénom CAROLINE est inscrite sur un carton qui est placé dans une
urne. On tire successivement et sans remise cing cartons de 1’urne pour former dans 1’ordre du tirage
un mot de cing lettres ayant un sens ou non.

a) Combien y a-t-il de mots possibles ?

b) Combien de mots commencent par la lettre C ?

c) Combien de mots commencent par la lettre C ou par la lettre L ?

d) Combien de mots se terminent par une voyelle ?

e) Combien y a-t-il de mots ou les lettres C et E sont voisines dans cet ordre ?



< Fomesoutra_com

CR SOUEr~R .
Docs a portée de main
CE Lycée Moderne 1&2 Abobo 3 CE Lycée Moaerne L&z ADODO 4t LE Lycee ivioaerne 1&2 Abobo ¥t CE Lycée Moderne 1&2 Abobo

f) Combien y a-t-il de mots ou les lettres C et E sont simplement voisines ?
2. Combien y a-t-il d’anagrammes du mot CAROLINE ?
3. Combien y a-t-il d’anagrammes du mot CLEMENTS ?

Indication
1.a) Le nombre de tirages est : A3 = 8x7x6x5x4 = 6.720

1.b) Le nombre de mots possible est : Al x A7 = 1x840 = 840.

1.c) D’apres 1.b), il y a 840%2 = 1680 mots commengant par la lettre C ou la lettre L.

1.d) Le nombre de mots possible est : Al x A7 = 4x840 = 3.360

1.e) Le nombre total de mots ou les lettres C et E sont voisines dans cet ordre est : 4x120 = 480.

1.f) il ya 960 mots possibles si les lettres C et E sont simplement voisines.
2. Le nombre de permutations est : 8 | = 8x7x6x5x4x3x2x1 = 40.320

|
3.Le nombre de permutations distinctes est : % =20.160

4) Combinaisons

Propriété :
E est un ensemble contenant n éléments.

- 14 - . n!
Le nombre de combinaisons de p éléments de E choisis parmi nest : C° = ﬁ avec 0 <p<n.
p'(n—p)!

Exercice 1.5
Le personnel d’une entreprise est composé de 12 hommes et 8 femmes. On désire former un comité de
cing personnes choisis parmi les membres de ce personnel.
1. Combien y a-t-il de comités possibles ?
2. Parmi ces comités, combien comprennent :

a) Exactement trois hommes ?

b) Aucun homme ?

¢) Au moins un homme ?

d) Plus d’hommes que de femmes ?

Résolution

1. Le nombre de comités est : C5, = 15.504

2.a) Le nombre de comiteés est alors :
C3,xCZ =220%28 = 6.160

2.b) Le nombre de comités est alors : C; = 56.

2.c) Le nombre de comités contenant au moins un homme est : 15.448

2.d) Avoir plus d’hommes que de femmes, constitue ['un des cas suivants
- 3 hommes et 2 femmes : nombre de cas = C3,xCZ = 220x28 = 6.160
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- 4 hommes et 1 femme : nombre de cas = C},xC3 = 495x8 = 3.960

- 5 hommes : nombre de cas = C;, = 792
Soit au total : 6.160 + 3.960 + 792 = 10.912

EXERCICE 1.6
Une urne contient neuf boules indiscernables au toucher, dont trois sont rouges, deux sont vertes et
quatre sont blanches.

I/ On tire successivement avec remise 3 boules de cette urne.

Calculer :

Le nombre de tirages possibles

Le nombre de tirages dont la premiére boule tirée est blanche

Le nombre de tirages contenant exactement une boule blanche

Le nombre de tirages contenant exactement deux boules rouges

Le nombre de tirages contenant trois boules de méme couleur

Le nombre de tirage contenant trois boules de couleurs deux a deux différentes

[1/° On tire successivement sans remise 3 boules de cette urne.
Calculer :

Le nombre de tirages possibles
Le nombre de tirages dont la premiere boule tirée est blanche
Le nombre de tirages contenant exactement une boule blanche
Le nombre de tirages contenant exactement deux boules rouges
Le nombre de tirages contenant trois boules de méme couleur
Le nombre de tirage contenant trois boules de couleurs deux a deux différentes

[11/ On tire simultanement trois boules de cette urne

Calculer :

Le nombre de tirages possibles

Le nombre de tirages contenant exactement une boule blanche

Le nombre de tirages contenant exactement deux boules rouges

Le nombre de tirages contenant trois boules de méme couleur

Le nombre de tirage contenant trois boules de couleurs deux a deux différentes
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2. PROBABILITES

1. Probabilité d’un événement

a) définition

Soit Q I'univers d’une expérience aléatoire donnee.

P(Q) désigne I’ensemble des parties de Q.

On appelle probabilité sur Q, toute application p de £(Q) dans [0 ; 1] Vérifiant :

* p(@=0.

e p(Q)=1.

e Pourtout événement A={a;;as;...;an} de Q,onap(A)=p(a;) +p(a) + ... + p(a,). On dit que
la probabilité de A est égale a la somme des probabilités des évenements élémentaires qui
constituent A.

b) Propriétés
Soient A et B deux événements de I’univers Q, On a :

e 0<pA)=I1.

e DP(AUB) =p(A) + p(B) - p(ANB).

e Si ANB =0 alors p(AUB) =p(A) + p(B).

e p(A)=1-p(A).

Exercice 2.1
Un dé dont les faces sont numéroteés de 1 & 6 est truqué de telle maniére que 1’ apparition du numéro 5
est deux fois « plus probable » que I’apparition des autres numéros.
a) Calculer la probabilité de 1’ apparition de chaque numéro.
b) Calculer les probabilités des éveénements suivants :
- obtenir un nombre pair
-obtenir un nombre impaire

Indication :
2

2) P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P(6) = - €t P(5)=~

c) Equiprobabilité

Lors d’une expérience aléatoire, on dit qu’il y a équiprobabilité lorsque tous les événements
¢lémentaires ont la méme probabilité d’étre réalise.
Si A est un évenement de €, alors, en cas d’équiprobabilité on a :

Card(A
Card(Q)
nombre de cas favorable a A
nombres de cas possibles

On dit aussi p(A) =

Exercice 2.2

Une urne contient 9 boules indiscernables au toucher : 4 rouges, 2 bleues et 3 vertes. Une expérience
aléatoire consiste a tirer deux boules de I'urne.
1. Les boules sont tirées simultanément. Calculer la probabilité des événements suivants :
a) R : « les deux boules tirées sont rouges ».
b) C : «les deux boules tirées sont de la méme couleur ».
2. Reprendre les mémes questions les boules sont tirées successivement avec remise.
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Indication

1. Q étant ['univers de cette expérience aléatoire. On a card(Q) = C¢ = 36.

_6 1

a) P(R) = % 5
_ 9 _1

b) P(C) = TR

2. Q' étant 'univers de cette expérience aléatoire. On a card(Q’) = 9 = 81.
_ 16

a) P(R) = 1
_ 29

b) P(C) = 2

Exercice 2.3

Une boite contient douze gateaux emballés separément dans douze paquets identiques. Cing de ces paquets
sont parfumés a la vanille, quatre autres au chocolat et les trois autres a la banane.
1. Un enfant choisit simultanément trois gateaux.
a) Combien a-t-il de choix ?
b) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants
A 1 «I’enfant mange un gateau de chaque sorte »
B : « I’enfant mange 3 gateaux identiques »
C : «I’enfant mange exactement deux variétés de giteaux ».
2. ’enfant mange un gateaux le matin, un a midi et un le soir.
a) Combien a-t-il de choix possibles ?
b) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
D : « I’enfant mange un gateau a la vanille le matin, un & la banane le midi et un au chocolat le soir »
E : « ’enfant mange un gateau de chaque sorte »
F : « ’enfant mange deux géteaux a la banane et un au chocolat »

Indication

1.a) Le nombre de choix possibles

C132 =220.

b) Probabilité de I’événement A
oo 603

PA= 20" 11

Probabilité de I’évéenement B
I

PEI= %20 " a4

Probabilité de I’événement C
o) 15 29

PO= 220" 1

Exercice 2.4

Une planche comporte dix trous numérotés de 1 a 10.
Un jeu consiste a placer trois billes dans les trous de cette planche ;chaque trou ne pouvant contenir
qu’au plus une bille.

1) On dipose de trois billes identiques et indiscernables au toucher.
Combien de distribution possibles de ces billes dans les trous peut-on avoir ?

2) On dispose désormais de trois billes numérotés 1 ;2 ;3.
En admettant que les différentes distributions de ces billes dans les trous sont équitables, calculer la
probabilité de chacun des évenement suivants :

-8-
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A «la bille numéro 1 est place dans le trou numéro 1 »

B «la bille numéro 3 est placée dans un trou portant un numeéro carré parfait »

C « deux billes exactement sont dans les trous portant leurs numéros respectifs »
D « les billes numéro 1 et numéro 2 occupent les trous numéros 1,4 ou 9.

E « D « les billes numéro 1 ou numéro 2 occupent les trous numéros 1,4 ou 9.

2. Probabilité conditionnelles

a) Définition
Soit A un éveénement de I’univers Q de probabilité non nulle pour tout événement B de €, la probabilité
de B sachant A est réalisé (ou simplement probabilité de B sachant A) est le nombre réel positif noté

pA(B) ou p(A/B) et défini par pa(B) = PANE).
P(A)

b) Schématisation d’une probabilité conditionnelle a deux générations a I’aide d’un arbre
pondéré :

Ip(A)xp(B/A)=p(AB)|

p(B/A) )
P(A) PB/A) PAXPEA)=PANB) _  >—{p(B)=p(AnB)+p(ANE)
> A)xp(B/A)=p(AnB = == =
P(A) o(B/A) PAPEIN=PATE)] 52 s pE)—pAnE)+p(ANE)
p(B/A) p(A)xpB/A)=p(AnB) )

b) Propriété
Soient A et B deux évenements de probabilités non nulles. On a :
P(ANB) =p(A) x p(B/A)

= p(B) x p(A/B).

NB : De facon générale, on a : p(A/B) # p(B/A).

c) Evénements indépendants
Définition
Deux éveénements A et B sont indépendants lorsque la probabilité de 1’un n’est pas modifiée par la
réalisation de I’autre. On a :
A et B sont indépendants < p(ANB) =p(A) x p(B)
< p(A/B) =p(A)
< p(B/A) = p(B).
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Exercice 2.5 resolu

A la suite d’un sondage effectué a propos de la construction d’un barrage, on estime que :

65% de la population concernée est contre la construction du barrage et parmi ces opposants, 70% sont
des écologistes.

Parmi les personnes non opposees a la construction, 20% sont des écologistes.

On interroge une personne au hasard.

1. Calculer la probabilité qu’une personne interrogée soit opposée a la construction du barrage et soit
écologiste.

2. Calculer la probabilité qu’une personne interrogée ne soit pas opposée a la construction du barrage et
soit écologiste.

3. En déduire la probabilité qu’une personne interrogée soit écologiste.

4. Sachant qu’une personne interrogée n’est pas écologiste, quelle est la probabilité qu’elle soit contre la
construction du barrage ?

NB : Pour faciliter les réponses aux différentes questions, on pourra noter les événements :

C : « La personne interrogée est contre la construction du barrage » et C son événement contraire.
E : « La personne interrogée est écologiste » et E son événement contraire.

Résolution
B(EIC) [p(C)xp(E/C)=p(CE)] -
p(C) p(E/C) p(C)xp(E/C) =p(CNE) ~ >_,,p(E): 0(CE)+ pCrE)
p(C) DESS p(C)xp(E/C) =p(CE) >/_)p(é) — p(CAE)+pEAE)
PEC) p(C)xp(E/C)=p(CNE) _J

D’apres [’énoncé, on a :
p(C)=0,65 =p(C)=1-0,65=0,35.

p(E/C) =0,70 =p(E/C)=1-0,70=0,30
p(E/C) =0,20 =p(E/C)=1-0,20 = 0,80.

1. L’événement « une personne interrogée est opposée a la construction du barrage et est écologiste »
est CNE.p(CnE)=p(C)xp(E/C) =0,65%0,30 =0,195.

2. L’événement « une personne interrogee est pour la construction du barrage et est écologiste » est
CNE.p(CNE)=p(C)xp(E/C) =0,35%0,20 = 0,07.

3. L’événement « une personne interrogée est écologiste est E. p(E) = p(CNE) + p(CNE) = 0,265

4. 1l s’agit de [’évenement « une personne interrogée est contre la construction du barrage sachant
qu’elle n’est pas écologiste » noté C/E .

-10 -
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p(C/E) = % avec p(C ~E) = p(C)x p(E/C) =0,70x0,30 = 0,21
p
et p(E) = 1 p(E) = 10,265 = 0,735.

- _ 021 _
P(C/E) = 5as = 0286,

Exercice 2.6

Une maladie atteint 3 % d’une population.

Dans ce qui suit, on appelera « malade » les individus atteint de cette maladie
et « bien portant » ceux qui ne le sont pas.

On dispose d’un test pour la détecter.

Ce test donne les résultats suivants :

Chez les individus malades, 95% de tests sont positifs.

Chez les individus bien portant, 98% des test sont négatifs.

Calculer la probabilité qu’un individu malade ait un test négatif

Calculer la probabilité qu’un individu soit malade et ait un test négatif

Calculer la probabilité qu’un individu ait un test positif sachant qu’il est malade*

Calculer la probabilité qu'un individu ait un test positif

3. variables aléatoires
a) définition

Soit Q I'univers d’une expérience aléatoire. On appelle variable aléatoire, toute application X de Q dans

R.Ona: X: Q— R

€i P X
On note X(Q2) ’ensemble des valeurs que X est susceptible de prendre.
L’événement « X prend la valeur xi » est noté (X = x;).

b) loi de probabilité
X(Q)={x1;X2;...;Xn} etp une probabilit¢ définie sur Q.
Définir la loi de probabilité de X, c’est donner pour chaque valeur x; prise par X, la probabilité de
I’événement (X = x;) notée p(X = x;).
On Vérifie que p(X =x1) + p(X=X2) + ... + p(X =xp) = 1.

Exercice 2.7 résolu
Exercice 5 p 332 livre Ciam

Résolution
9
1.p(A) = —
P(A) 500
50 1
B = — - —
PE) 500 10

2. La somme total de vente des tickets est : 500x500 = 250.000
La somme totale de récompenses est : 62.000 + 9x7.000 + 50x500 = 150.000
Le bénéfice réalisé : 250.000 — 150.000 = 100.000

3. Soit Q l'univers de cette expérience aléatoire :

a) X(©Q) = -500 ; 0 ; 6500 ; 61500}.

440 44 50 1 9 1
b) p(-500) = —— =" p(0) =— = ; p(6500) = —— ; p(61500) = ——
JPES00) = o5 =5g ¢ PO =550 =1g + POS00) = g ¢ POO1S00) = 2o

-11 -
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X -500 0 6500 61500
oo | M| L o[ L
50 10 500 500
c) E(X) = (-500)x a4y 0><i + 65OO><i + 61500% 1
50 10 500 500
=-200.
¢) Fonction de réepartition
Définition

On appelle fonction de répartition de la variable X I’application F : R —[0 ; 1] X = p(X< x).
En supposant que X3 < Xz < X3<...<X,etposons p; = p(X = x;). Alors :

xe]-o; x4, F(x) =0,

xXe[Xy; X[, F(X) =p,

Xe[Xz2; Xs[, F(X) =p1+p2

xe[Xi; Xiw1[, F(X) =p1+p2+ ... +pi,

Xe[Xn ; +oof, F(x) = 1.
F est une fonction croissante en escalier.
Exercice 2.8 résolu

Un dé tétraédrique pipé dont les faces numérotées de 1 a 4 est tel que : p(1) = p(3) = 0,3 et
p(2) = p(4) = 0,2. On lance le dé deux fois de suite ; on note a chaque lancer le numéro de la face
supérieure. On désigne par X la variable aléatoire qui donne la somme des deux chiffres obtenus.
1. Déterminer la loi de probabilité de X et construire son diagramme en batons.
2. Déterminer et représenter la fonction de représentation de X.

Résolution

1. loi de probabilité de X
Q est ['univers de cette expérience aléatoire. A [’aide d’un tableau a double entrée on obtient que

X©Q)={2;3;4;5;6;7,8}

X
P(X)

2
0,09

0,12 | 022| 0,24| 0,17| 0,12 | 0,04

Diagramme en batons de X.

1 2 3 4 5 6 7 8

0,3

0,25

0,2

0,15

0,1

0,05

0

-12 -
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2. Fonction de répartition F de X
Nous allons utiliser un tableau pour déterminer simplement la fonction de répartition :

X |-00

4

+00

2 3
Fx) | O o,09 0,21

5

0,43 0,67 0,84 |09 096 | 1| 1

6

Représentation graphique de F

d) Paramétres d’une variables aléatoires
Espérance mathématique

L’espérance mathématique de X est le nombre réel noté E(x) et défini par :
E(X) =Xip1+XoP2 + ... + XaPn OU P; = p(X = Xi),

= X
i=1

Variance

La variance de X est le nombre réel positif noté V(X) et défini par :
V(X) = (Xg — m)?p1 + (X2 — mM)?p2 + ... + (xn— M)?py 00 p; = p(X = x;) et m = E(X).

= X2%P1 + Xo7P2 + ... + Xn?Pn— (E(X)D).

= E(X?) - (E(X)).

Ecart-type

L’¢écart-type de X est le nombre noté o(X) €gal la racine carrée de la variance :

6(X) = JM(X).

Exercice 2.9 résolu

A T’issue d’une expérience aléatoire, on définit une variable aléatoire X par le tableau ci-dessous :

X

-5

-3

2

4

7

8

p(X)

0,05

0,1

0,2

0,4

0,15

0,1

1. Calculer I’espérance mathématique de X.
2. Calculer la variance et I’écart-type de X.
3. Déterminer et représenter la fonction de répartition de X.

Résolution

-13-
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1. Espérance mathématique de X
E(X) = (-5)x0,05 + (-3)x0,1 + 2x0,2 + 4x0,4 + 7x0,15 + 8x0,1
=33
2. Variance de X
V(X) = (-5)°%0,05 + (-3)*x0,1 + 22x0,2 + 4°%0,4 + 7°x0,15 + 8°x0,1 — (3,3)°
=12,21
oX) = 12,21
3. Détermination et représentation de la fonction de répartition F
Détermination de F (simplement a I’aide d'un tableau)

X |- 5 -3 2 4 7 8
Fx)| O 0,05 0,15 0,35 0,75 [0,90] 0,90 1

Représentation graphique de F

+00

5. Schéma de Bernoulli
a) Définitions
- Une épreuve de Bernoulli est une expérience conduisant a deux éventualités, ’une
appelée succes et notée S, I’autre appelée échec notée S.
- Un schéma de Bernoulli est une suite de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.

b) Propriété
- Au cours d’un schéma de Bernoulli de n épreuves la probabilité px d’obtenir k succes est
égale a px = C¥ p*(1—p)" ™ ol p est la probabilité de succes.
- Le nombre n de succes et la probabilité p de succes sont appelés parameétres du
schéma de Bernoulli.

¢) Loi binomiale
Définition
On dit que la variable aléatoire X suit la loi binomiale lorsque X est égale au nombre k de
fois que se produit un événement A dans un schéma de Bernoulli a n épreuves c'est-a-
dire :
p(X=k)= CXp*(1-p)"“oup=p(A)etke{0;1;...;n}.

Propriété
Si X suit la loi binomiale, on a E(X) = n.p et V(X) = n.p.(1 — p).

-14 -
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Exercice 2.10 résolu

Une urne contient 10 boules indiscernables au toucher : 5 oranges, 2 blanches et 3 vertes. Un jeu
consiste a tirer au hasard et simultanément deux boules de I’urne. Un joueur est gagnant s’il obtient dans
son tirage au moins une boule blanche.
1. Un joueur joue une fois. Calculer la probabilité des événements suivants :
E : «le joueur perd».
F : «le joueur gagne».
2. Le joueur joue trois fois de suite. On considere la variable aléatoire X égale au nombre de
fois que gagne le joueur.
a) Déterminer X(Q2).
b) Déterminer la loi de probabilité de X.
c) Déterminer E(X) et V(X).

Résolution

1. Probabilités de E et F
Soit Q ['univers de cette expérience aléatoire

card(Q) = C; =28 et card(E) =C. =15. Donc p(E) = o
13
F)=1-p(E)= =
p(F) p(E) = 8

2.a) les valeurs prises par X
X©Q)={0;1;2;3}
2.b) Loi de probabilité de X

Il faut remarquer que X suit une loi binomiale de parametresn =3 etp = 13

X 0 1 2 3
x) 3375 8775 7605 2197
P 21952 21952 21952 21952
p(0) = C?2 x E Ox E = =2
* 28 2
P(1)=C1><Elx 1 - 8175
28 21952
13 7605
2)=Cix| =] x ="
P2)=C; 28 j 21952
13’ ° 2197
3)=Cix| =] x =
PE) = C; 28 28} 21952

2.c) Espérance mathématique de X
E(X) = 0x 3375 +1x 8775 + 9% 7605 4+ 3x 2197
21952 21952 21952 21952

-15 -
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30576

21952
_ 39x784

"~ 28x784
13

=3x=>n.
-8 (n.p)

=39
28

Variance de X
2
9 3375 + 12x 8775 + 22 7605 + 3% 2197 @
21952 21952 21952 21952 28
16380

21952
3x13x15x%x28

28x28x 28

13 15
=3x—x—(n.p.(1-
28( p.(1-p))

V(X) =07

_s85
784

EXERCICES

Exercice 2.11

Une association organise une loterie pour laquelle une participation de m francs est demandée.

Un joueur doit tirer simultanément au hasard, deux boules dans une urne contenant 2 boules vertes et 3
boules jaunes.

Si le joueur obtient deux boules de couleurs différentes, il a perdu.

Si le joueur obtient deux boules jaunes, il est remboursé de sa participation m.

Si le joueur obtient deux boules vertes, il doit continuer le jeu qui consiste a faire tourner une roue ou
sont inscrits des gains répartis comme suit :

e Sur é de la roue le gain est de 1000 f

e Sur i de la roue le gain est de 200 f
e Sur le reste le joueur est remboursé de sa participation m.

On appelle V I’événement « le joueur a obtenu 2 boules vertes »
On appelle J I’événement « le joueur a obtenu 2 boules jaunes »
On appelle R I’événement « le joueur est remboursé de sa participation m »

1) Calculer les probabilités P(V) et P(J) des évenements V et J.

2) On note Py(R) la probabilité pour le joueur d’étre remboursé sachant qu’il a obtenu deux

boules vertes.
Déterminer Py(R) et P(RN V).
29

3) Demontrer que la probabilite P(R) = —
4) On appelle X la variable aléatoire donnant le gain algébrique du joueur c'est-a-dire la
différence entre les sommes éventuellement pergues et la participation initiale m.
a) Justifier que les valeurs prises par la variable aléatoire X sont :
{—m,0,1000 — m, 200 — m}
b) Vérifier que P(x =-m) est 0,6 puis donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X.
-16 -
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¢) Démontrer que 1’espérance mathématiques de la variable aléatoire X est

1400-51
am=-—arﬂ

5) Un joueur se présente et décide de jouer 4 fois, quels que soient les résultats obtenus.

Calculer la probabilité que sa mise m soit remboursée au moins une fois.

Exercice 2.12

Dans un village, 5% des individus souffrent de I’hépatite B.

On choisit un individu au hasard dans la population pour un test de cette maladie :
Etant malade, la probabilité que le test soit positif est 0,98.

N’étant pas malade, la probabilité que le test de 1’individu soit négatif est 0,95.
On définit les événements suivants :

M « I’individu choisit est malade » et T « le test est positif »

calculer la probabilité des événements suivants :

a) I’individu choisit est malade et le test est positif.

b) I’individu est bien portant et le test est positif.

¢) le test de I’individu est positif.

Sachant que le test est positif, quelle est la probabilité que 1’individu ne soit pas malade

Exercice 2.13

Dans un sac, il ya 3 jetons rouges numérotés de 1 a 3, 4 jetons blancs numérotés de 1 a 4 et 2 jetons

jaunes numérotés 1 et 2.
Partie A
On tire simultanément 3 jetons du sac.
1) Combieny a t — il de tirages possibles ?
2) Calculer la probabilité des événements suivants :
A « Tirer trois jetons de méme couleur »
B « Tirer trois jetons de couleurs différentes »
C « Tirer trois jetons de numéros impairs »
D « Tirer exactement deux jetons rouges »
E « Tirer au moins un jeton rouge »
Partie B
On tire successivement sans remise 3 jetons du sac
1) Combien y at — il de tirages possibles ?
2) Calculer la probabilité des événements suivants :
F « Tirer trois jetons de méme couleur »
G « Tirer trois jetons de numéros impairs »
H « Tirer exactement deux jetons rouges »
| « Tirer au moins un jeton rouge »

Exercice 2.14
5 candidates dont 2 filles participent a un concours de danse.

On les classera tous sans ex aequo. On note X la variable aléatoire désignant le rang de la premiére des

filles.
1) Justifier que les valeurs prise par X sont 1, 2, 3, ou 4.

2) Recopier et compléter le tableau de la loi de probabilité de X suivant.

X; 1 2 3 4
3 1

P(X = xi — =

(X=xi) 0 =

=17 -
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On fait reprendre le concours avec les méme candidats tous les samedis sur 2 mois (8 samedis au
total).
Les concours sont indépendants. On note Y le nombre de fois sur les 8 que la premiére des filles est
classée 2 "™,
Quelles sont les valeurs prises par Y ? Donner son espérance mathématique.
CalculerP (Y =3) B
Calculer la probabilité qu’au moins 1 fois sur 8, la premiére des filles soit classée 2 "™,

Exercice 2.15

Une urne contient n boules blanches (n € N et n > 2), 5 boules rouges et 3 boules vertes.
PARTIE A

On tire simultanément et au hasard deux boules de 1’urne.

Quelle est la probabilité de tirer deux boules blanches ?

On note P(n) la probabilité de tirer deux boules de méme couleur.

n%—n+26

(n+8)(n+7)

Calculer la limite de P(n) lorsque n tend vers + oo.interpréter le résultat.

Démontrer que p(n) =

PARTIE B

Pour les questions suivantes on pose n = 4.

1) calculer p(4)

Un tirage consiste a tirer simultanément et au hasard deux boules de 1’urne.

Un joueur effectue deux tirages indépendants, en remettant dans 1’urne avant le second tirage les deux
boules tirées la premiére fois.

Il mise au départ la somme de 1000 f.

Pour chaque tirage :

Si les deux boules sont de méme couleur, il regoit 1300 f

Si les deux boules sont de couleurs différentes, il recoit 200 f

On appelle gain du joueur la différence, a I’issue de deux tirages indépendants, entre la somme regue
par le joueur et sa mise initiale (ce gain peut étre négatif).

On désigne par X la variable aléatoire égale au gain de joueur.

Quelles sont les valeurs prises par X ?

Déterminer la loi de probabilité de X.

Calculer I’espérance mathématique de X.

Une urne contient 9 boules : 4 rouges , 2 bleues , 3 vertes.

1. On tire simultanément trois boules de 1’urne. Calculer la probabilité des événements suivants :

R : « Tirer deux boules rouges ».

C : « Tirer deux boules de la méme couleur ».

2. Mémes questions dans le cas de tirage successif de trois boules avec remise ».

3. On effectue un tirage successif de trois boules sans remise.

On considere I’événement D : « Obtenir dans 1’ordre une boule rouge, une boule rouge et une boule
verte ». Calculer p(D).

Exercice 2.16

Sur une route, deux carrefours successifs sont munis de feux tricolores A et B.
La couleur du feu A est indépendante de celle du feu B.

La probabilité que le feu A soit vert est % et celle du feu B est %
La probabilité de la couleur orange est toujours nulle.

-18 -
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Un automobiliste passe aux deux carrefours
Calculer la probabilité qu’il rencontre deux feux verts.

Calculer la probabilité qu’il rencontre au moins un feu vert.

On ne s’occupe plus que du feu A.

Un automobiliste passe quatre fois a ce carrefour.

X est la variable aléatoire qui a pour valeur le nombre de feux verts que I’automobiliste rencontre.
Déterminer la loi de probabilité de X.

Calculer I’espérance mathématique de X.

Calculer la variance et 1’écart-type de X.

Exercice 2.17
Des piéces mécaniques sont fabriqués en grande série sur une chaine. On estime que 99% des pieces
sont bonnes . Sur chaque piéce on effectue un test de qualité. Lorsque la piece est bonne, le test le
confirme avec usine probabilité de 0,995 et déclare qu’elle est mauvaise avec une probabilité de 0,005.
Lorsque la piece est mauvaise le test le confirme avec une probabilité de 0,99 et déclare qu’elle est
bonne avec une probabilité de 0,01. on note :
B I’événement « la piéce est bonne ».
B I’événement « la piéce est mauvaise ».
T I’événement « le test indique que la piéce est bonne » et T 1’événement contraire.
1.a) Calculer p( BNT) et p(BNT).
b) En déduire p(T) et p(T).
2. On décide d’écarter de la vente toute piece dont le test indique qu’elle est mauvaise. Déterminer la
probabilité pour qu'une piece écarté de la vente soit bonne.
3. On tire au hasard et successivement 20 pieces parmi celles écartées de la vente. Calculer la
probabilité de tirer au moins une bonne piéce.

Exercice 2.18
Une boite contient 6 boules vertes et n boules blanches toutes indiscernables au toucher.
Un jeu consiste a tirer simultanément deux boules de la boite.
Si les deux boules sont de la méme couleur, le joueur gagne 1000 F, si elles sont de couleurs différentes le
joueur perd 1000 F. La perte est considérée comme un gain négatif.

1. On suppose dans cette question que n = 3. Calculer la probabilité d’obtenir :
a) Deux boules de méme couleur.
b) Deux boules de couleurs différentes.

2. Dans cette question n est quelconque et supérieur ou égal a 2.
On note X la variable aléatoire qui a chaque tirage associe le gain algébrique du joueur.

12n
a) Démontrer que la probabilité de I’événement ( X = — 1000 ) est W

b) Calculer la probabilité de I’événement (X = 1000).
1000(n* 13n+30)

(n+6)(n+5)

¢) Démontrer que 1’espérance mathématique de X , notée E ( X ) est égale a

Pour quelle valeur den a-t-on E(X)=0"?
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3. NOMBRES COMPLEXES

PARTIE 1 : GENERALITES

I/ Ensemble des nombres complexes

1. Définition

On admet I’existence d’un nombre imaginaire noté i vérifiant i’ = -1.

On appelle nombre complexe tout nombre qui s’écrit sous la forme a + ib, ou a et b sont des réels.
L’ensemble des nombres complexes est noté C, etona R c C.

L’addition et la multiplication dans C s’effectuent comme dans R.

2. Forme algébrique d’un nombre complexe :

Propriété :

Tout nombre complexe z s’écrit de maniere unique sous la forme z = a + ib avec a et b sont des réels.
Cette écriture s’appelle forme algébrique de z.

3. Partie réelle — partie imaginaire
Dans la forme algébrique dez=a+ib:
a s’appelle partie réelle de z et notée R.(z) et b s’appelle partie imaginaire de z et notée Sm(z).

4. Egalité de deux nombres complexes
Propriété
z et z’ sont deux nombres complexes, on a :
o 72=7 & R2) =Re(2’) et Sm(Z) = m(2’).
e 2=0© Re(z) =0¢et Sn(z) =0.
5. Nombres imaginaires purs
Définition
On appelle nombre imaginaire pur, tout nombre complexes qui s’écrit sous la forme ib avec be R.
L’ensemble des nombres complexes imaginaires purs est noté iR.
Propriété
e ZcRo QR(2)=0.
e zeiR & S.(z)=0.

11/ Calcul dans C

1. Somme et produit

z=a+ibetz’ =a’ +ib’ deux nombres complexes sous forme algébrique et k un réel, alors :
o z+tz =(@+a)+ib+b’)
e kz=ka+ikb
e 77’ =(aa’—bb’)+i(ab’ +ba’).

2. Opposé d’un nombre complexe
Soit z = a + ib un nombre complexe sous forme algébrique.
L’opposé de z est le nombre complexe —z =-a— ib.

3. Inverse d’un nombre complexe non nul
Soit z un nombre complexe non nul de forme algébrique z = a + ib, I’inverse de z est le nombre

complexe :

1 a . -b

o T2 7 T3 2"
Z a‘+b a‘+b

-20 -
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4. Nullité d’un produit
Propriété :
Pour tout nombres complexe zetz’,onazz’ =0 z=0ouz’ =0.

5. Puissance entiére d’un nombre complexe
Définition
e VneN’,0"=0.
e VzeC\WO0} ona:

o z =
o ™ =zxz"
n_ 1
o Z n :_n
z
Cas particuliers : Puissances entieres de i.
Pour tout entier naturel n,ona: i*"=1 ; i*t=i ; *"™2 =21 ; "=

6. Formule du bindme de newton :
Pour tous nombre complexe z et z’ non nuls, et pour tout entier naturel non nul, on a :

(z+z)= ) Cbz°(z)""
p=0
=ClEZ) P+ CLz@) '+ CCZ(Z) P i, +Ctz" 2+ Cl2"

NB : On peut obtenir les coefficients C! a I’aide du triangle de pascal ci-dessous

Le coefficient C! se trouve a lintersection de la ligne n et de la colonne p.

Ploo | 1 2 3 4| 5
0 1

1 1| 1

2 1| 2] 1

3 1| 3] 3 1

4 1| 4| 6 | 4 1

5 1| 5] 10| 10 5] 1

Ona:Cl=Cl+CP, Exemple: C2 =C; + Cj

EXERCICES
Exercice 3.1
Copier puis compléter le tableau suivant :

Forme algébrique de z Re(2) Sm(2)
-2 + 3i
-3 -1
5
0 2+/3
-i
0

Exercice 3.2
Donner la forme algébrique de chacun des nombre complexes suivants :

-21 -
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(2-2i)(1+i) L -i(L +2i)(3 +2i) - 3(2 -iV2) ; 2;2:

Exercice 3.3

Donner I’opposé et I’inverse de chacun des nombres complexes suivants :

3421 (-2-2i3)

Exercice 3.4
Donner la forme algébrique de chacun des nombres complexes suivants :
L G+i)};  (1-2)
3—i 3+i
Soit les nombres complexes o =—— et = -
5+ 11 SEl

Sans les calculer sous forme algébrique, montrer que o + B est un nombrer réel et a -  est un nombre
imaginaire pur.

7- Représentation géométrique d’un nombre complexe

Le plan ¢ est muni d’un repére orthonormé direct (O, 1, J).

A tout nombre complexe z de forme algébrique a + ib, on associe le point M du plan ¢ de coordonnées
(a, b).

M est le point-image de z et z I’affixe de M.

OMest le vecteur-image de z et z I’affixe de OM.

Si M’ est le point d’affixe z’, alors z’ — z est ’affixe du vecteur MM'.
L’axe (I0) est appelé axe réel et ’axe (OJ) axe imaginaire.

OM + OM’

I11/ Conjugué et module d’un nombre complexe

1. Conjugué d’un nombre complexe

a) Définition

Soit z un nombre complexe de forme algebrique z = a + ib.

On appelle conjugué de z, le nombre complexe noté z et défini par z =a - ib.
Interprétation geomeétrique : les points M(z) et M’( Z ) sont symétriques par a 1’axe (10).

b) Proprietes ~ [-----ooeoeees i-
Soit z et z” deux nombres complexes avec z de forme algébriqguez=a +ib. Ona:

-22 -
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2. Module d’un nombre complexe

a) Définition

Soit z un nombre complexe de forme algébrique z = a + ib et M son point image dans le plan complexe
muni du repére orthonormé direct (O, 1, J).

On appelle module de z, le nombre positif noté |z| défini par |z| = va® +b* .

Interprétation géométrique

OM = |Z|

M(z)

1Z' — Z|

M'(Z)

Si M’ est le point d’affixe z’, alors MM’ = |z’ — Z|

b) Propriétés

Pour tout nombre complexe zetz’,ona:

o [z|=]-z[=]Z|
o 27 =z
° |Z|:O<:>Z:0.

e Re(z’) <[z et Im(z) <|z|

* [22)|=lz.I1Z]

e Siz#0alors:

z

e Sipestun entier, |2°| = |z

o z+7|<Z|z| + 1|27

Exercice 3.5

1

— et

K

z

z

Dans chacun des cas suivants, déterminer puis construire I’ensemble des points M d’affixe z

vérifiant;

z+2|=z—]

liz-3|=|z—3+]i

2+iz|=3

1z -i]=2
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IVV- Forme trigonométrique et forme exponentielle d’un nombre complexe
1. Arguments d’un nombre complexe non nul
a) définitions
Soit z un nombre complexe non nul et M son point image dans le plan complexe muni du repére
orthonormé direct (O, 1, J).
On appelle argument principal de z, le nombre réel noté ARG(z) égal a la mesure principale de
—_—
(OI';,0M).
—_—

Toute autre mesure de (OI';OM) est appelée simplement argument de z et notée arg(z) eton a:

arg(z) = ARG(z) + 2kn avec keZ.

NB :

Le point image de tout nombre complexe est parfaitement déterminé par la donnée du module et d’un
argument de ce nombre.

On n’attribue pas d’argument au nombre complexe 0.

b) Propriétés pour tout nombre complexe non nul z, on a :
e zeR & arg(z) = kn, keZ.
I

e zciR & ARG(z) = g ou ARG(2) = -

o arg(%) =-arg(z) + 2kn, keZ.

e arg(-z) == + arg(z) + 2kn, keZ.

2. Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul

a) Propriété — définition :

Tout nombre complexe z non nul de module r et d’argument 0 peut s’écrire sous la forme :
z = r(cosH + isin0). Cette écriture est appelée forme trigonométrique de z.

b) Egalité de deux nombres complexes non nuls sous forme trigonométrique
Propriété : soit z et z” deux nombres complexes. On a :
z=7 & |z|] =|z’| et ARG(z) = ARG(z’)

& |z| =1|z’| et arg(z) = arg(z’) + 2kn, keZ.

Exercice 3.6

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct (O, I, J) d’unité le centimetre.
Soit A, B et C les points du plan d’affixes respectives :
Za=2-1i;zg=-3-1i;2c =2 +4i.

1. Placer ces points dans le repeére.

2. Déterminer I’affixe de D milieu de [BC]

3. Démontrer que ABC est rectangle isocéle en A.

4. Déterminer et placer le point K tel que le quadrilatere ABKC soit un parallélogramme.
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c) Passage forme trigonomeétrique — forme algébrique
z est un nombre complexe non nul.

Forme algébrique Forme trigonométrique
r=|z|=+va’+b’
z=a+lib z=r(cosO + isind) avec { c0osO =%
sinf = b
;

a=rcoso
b=rsind

z=a+ibavec { z=r(cosO + isin0)

(Voir table trigonométrique et cercle trigonométrique page 160)

3. Calcul avec les formes trigonométriques — opérations sur les arguments
a) Propriétés
Soient z = r(cosO + isind) et z” =r’(cosO’ + isinb’) deux nombres complexes écrits sous forme
trigonométriques. On a:
o z7 =rr [cos(0+ 0)+isin(0 + 0)]
L = %[cos(-e) + isin(-0)]

z
' r ..

7 = . [cos(0’- 0) +isin(0’- 0)]

e 7° =r"[cos(pf) + isin(ph)] avec peZ.

b) Propriétés
Pour tous nombres complexes non nuls zetz’, ona:
o arg(zz’)=arg(z) +arg(z’) + 2kn, keZ

e arg (%j = - arg(z) + 2km, keZ

ZI

e arg (;j = arg(z’) — arg(z) + 2kmn, keZ
e SineZ, arg(z") = nxarg(z) + 2kn, keZ

EXERCICES

Exercice 3.7

Donner le conjugué de chacun des nombres complexes suivants :

1-7i . 2i(V2-3)  : (4+30)+(5i-1) : %
+
Exercice 3.8
Donner le module de chacun des nombres complexes suivants:
. . . . 3—i
-2 +6i X 3-1)3i-2 X 2+1) + (8-1 X
B-D@EBi-2) (2+i) + (8-1) il
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Exercice 3.9

1. Sans calcul, en utilisant simplement la définition, donner I’argument principal du nombre
complexe proposé :

ARG(1) = .o, ; ARG(-1)=....cccciiiiiiiee

ARG(I) = oo, ; ARG(-I) = oo,

a<0,ARG(a)=.......ccccoooviiiiiiii ; a>0,ARG(a) =.......cccooeeeeiiin,

b<0, ARG(I)=......coooviiiiii, ; b>0,ARG(DI)=......coooiiii

2. Déterminer un argument de chacun des nombres réels suivants :

21=1-1  ; 2=8-0 ; zz=(Q+iV3)Q+i) ;  z= 1+1"/.§ o zs=(1 - i)°
—1-i

Exercice 3.10

Ecrire sous forme trigonométrique chacun des nombres complexes suivants :

Z=-V3+i: z=1-0 2= (L-i)(VB+D) za=(L-)(VB i)Y ; zg= 11

—/3+i

Exercice 3.11 résolu

Soit le nombre complexe Z = (1 + i\/§)(1 -1).

1.a) Ecrire sous forme trigonométrique (1 + i \/5) et (1-1).
b) En déduire la forme trigonométrique de Z.
2. Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe Z.

3. Déduire des resultats précédents les valeurs exactes de cos% et sin %
Résolution
1.0na: (1+ iﬁ) = 2[cos% + isin%] et(l-i)= \/5[005(—%) + isin(—%)]

T T T
Donc |Z| =22 etarg(Z) = —+(——)=—.
121= 272 etarg@@) = S+(-)=1

/4 T
Ainsi Z=2+/2 [COS— +iSIN—
\/_[ 12 12]
2.Z=1+iV3)L-i)=(L+ V3)+i(-1+ 3)
3. D’apres les questions précédentes, on a
Z:Zﬁ[cos% +isin%] =1+ 3)+i(-1++3)
T 1+\/§_\/§+\/€

Donc ;: cos— = =
12 242 4
sin = ~1+43 _—\/§+x/§
12 242 4

4. Forme exponentielle d’un nombre complexe non nul :

a) Définition . _
En posant cosf + isinf = ¢, alors tout nombre complexe z de module r et d’argument s’écrit z = re'’,
Cette écriture est appelée forme exponentielle de z.
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b) Opérations sur les formes exponentielles
Propriétés

Siz=re et z’ =r’e” sont deux nombres complexes écrits sous forme exponentielle, alors :

L
o z7 =1re®®

o 1 = 1 e-le
Z r

Y 5 = L el(e - e,)
VA r
n _ . Nn.in6

e 7 =rle

o 7 —re®

o -z=rg®"™

¢) Formules de Moivre et d’Euler

Formules de Moivre

Pour tout entier n et pour tout réel 6, on a :
(cosO + isin®)" = cosn0 + isinn0

Formules d’Euler

Pour tout entier n et pour tout réel 6, on a :

i0 —i0

0, —i0 _
e cosO= £ +e et sin0= —e
2 2
ino —in6 eine _e—ine
e cos(nf) = £ re et sin(nf)= ——
2 2i
EXERCICES

Exercice 3.12
Ecrire sous forme exponentielle chacun des nombres complexes suivants :

21=2i ; z3=-5 ; 23:—\/§+i\/€ : 24:1+iJ§ : 25:(1+i\/§)4
Exercice 3.13

X étant un nombre réel, exprimer cos5x et sin5x en fonction de cosx et sinx.

Exercice 3.14
X étant un nombre réel, linéariser cos*x et sin*x.

V- Racines n*™ d’un nombre complexe
1. Racines carrées d’un nombre complexe
a) Définition

1+i

N

Soit Z un nombre complexe. On appelle racine carrée de Z tout nombre complexe z tel que z° = Z.

b) Propriété
e 0 estsa propre et unique racine carrée.

e Un nombre complexe non nul admet deux racines carrées complexes opposées.

SiZ=a+ibetz=x+liyaveca, b, xetyreéels,ona:
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x* +y? =+a%+b?
’=Ze {x’-y*=a
2xy =D
c) Application : résolution d’équation du second degré dans %
Définition
L’équation (E) : z € %, az° + bz + ¢ = 0 avec a, b et ¢ des nombres complexes tels que a # 0, est
appelée équation du second degré dans %.

Résolution
e On calcule le discriminant A = b? — 4ac.

e Si A=0alors (E) admet une solution : zp = N

-b-9d -b+39d
e Si A #0 etd une racine carrée de A, alors (E) admet deux solutions : z; = 7 etz, = .

2a

Exercice 3.15 résolu

1. a) Déterminer les racines carrées du nombre complexe 40 — 42i .
b) Résoudre dans %, I’équation (E) : 22— (1 + i)z — 10 + 11i = 0.
2. Soit le polyndme P défini par : P(z) = z° — 2% + (- 9 + 10i)z — 11 — 10i.
a) Calculer P(-i).
b) Déterminer les nombres complexes a et b tels que P(z) = (z + i)(z? + az + b).
c) Résoudre dans %, 1’équation P(z) = 0.

Résolution
1.a) Soit & = x + iy (x et y étant des nombres réels) el que 6° = 40 — 42i.
x* +y? =58 2x* =98 x* =49 X=70uUX=-7
Onaalors: <x*—y* =40 &142y* =18 y*=9 <<y=30uy=-3
2xy =-42 xy <0 xy <0 xy <0

Doud=7-3ioud=-7+3i
1.b) Calcul du discriminant
A =(1+1)2-4x (-10 + 11i)
=40 -42i
Les racines de A sont 7 - 3i et -7 + 3i.
Donc les solutions de (E ) sont :
2 = (L+1)+(7-3i) 4
2
_ (1+i) 2(7 3|):_3+2i
2.a) P(-i) = (-i)® = (-i)% + (-9 +10i)(-i) — 11 — 10i
=i+1+9i+10-11-10i
=0.
b)P(z) = (z+i)(z*+az+b)
=2+ (a+i)Z? + (b +ia)z + bi
Par identification,ona: a+i=-1
b +ai =-9 + 10i
bi =-11 - 10i
soita=-1-ietb=-10+ 11i
donc P(z) = (z + i)[z — (1 + i)z — 10 + 11i]
2.¢)P(2) =0 & (z+i)[2*- (1 +i)z— 10 + 11i]

Z
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e@E+i)=0o0uzZ—(1+i)z-10+11i=0
&(@z=-iouz=4-iouz=-3+2i

DoiiSc ={-i;4—i;-3+2i}

2. Cas général de la racine n'“™ d’un nombre complexe

a) Définition .

Soit Z un nombre complexe et n un entier naturel non nul. On appelle racine n**™ de Z tout nombre
complexe z tel que 2" = Z.

b) Propriété )
e 0 est sa propre et unique racine n'*™,

e Sin>2etque Z s écrit sous la forme exponentielle Z = re'® alors Z admet exactement n
.0+ 2kt

qui sont les valeurs de Q/?.e'( n
oy iL"“
e Lesracines n“™ de l'unité sont:zx=e " ouke{0,1,...,n-1}.
¢) Points images des racines n"™®
Le plan est muni du repere orthonormé direct (O, 1, J).
e Sin=2,les points-images des 2 racines carrées sont diamétralement opposeés sur le cercle

Q0 ;).

e Sin>2, les points-images des n racines n

. i ) .
racines n'°"® ol ke{0,1,...,n-1}.

"M sont les sommets d’un polyndme régulier a n

cOtés inscrit dans le cercle ¢(O ; Q/F).

Exercice 3.16 résolu
Déterminer les racines cubiques de -8i.

Résolution

Ona:-8i=8e 2

Soitz = re'“ tel que z° = -8i

Alors 2 = -8i e rfe®*=8e 2
r’=8

3a = —% + 2k ,k est un entier

r=2

a:—£+2k—”,k est un entier
6 3

On obtient toutes les solutions pour ke {0 ; 1 ; 2}.
Les solutions sont :

7 . _57,
zo=2e " ; 71 =2e" ; ,=2e
¢ ’est-a-dire zo=\/§ - ; 77 =-2 ; 22=-\/§ -
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EXERCICES

Exercice 3.17
1. Déterminer sous forme algébrique les solutions dans C de 1’équation z* = 1.

N4
2. En deduire les solutions dans C de 1I’équation (ﬂj =1.
Z+i

Exercice 3.18

Résoudre dans C chacune des équations suivantes :
1. A+1)z=3-i

2. 2z+1—-i=iz+2

3. 2z+1-i)(iz+3)=0

z g

z-1
5. 2iz+Z -3=0 (On pourraposer z=Xx+iyou x ety sont des reels).

4.

Exercice 3.19

Résoudre dans C chacune des équations suivantes :
1. 22+2-2=0
2. 7°-102+25=0
3. Z2+2+3=0
4. 7% +iz +1+3i =0.
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TABLE TRIGONOMETRIQUE

1 i Vi3 L 2T 3n 5n
X 0 — — — — — — — T
6 4 3 2 3 4 6
Cosx 1 ﬁ ﬂ l 0 -l Q ﬁ -1
2 2 2 2 2 2
Sinx 0 1 ﬂ ﬁ 1 ﬁ ﬂ l 0
2 2 2 2 2 2
CERCLE TRIGONOMETRIQUE
v
2
2T T s
— Jg 2
3w jZ_ n
_ ot : :
5w \ 1 / x
6 ] 6
3 W2 I b B
T 1 l/_ l/_ = : \/Z «/3 1 0
S i :
6 / T \ 6
3 l/%
— ) o
4 JB 4
2n 2 m
3 3
n
2

-31-



s Fomesoutra.con

CaA SOalra .
Docs a portée de main

CE Lycée Moderne 1&2 Abobo ¢ CE Lycée moaerne L&z ADODO 4t CE Lycee ivioderne 1&2 Abobo ¥t CE Lycée Moderne 1&2 Abobo

PARTIE 2 : NOMBRES COMPLEXES ET CONFIGURATIONS GEOMETRIQUES

Configurations

Caractérisations géométriques

Caractérisations complexes

Egalité de vecteurs

/ AB=CD Zg-Zpn=2Zp- Zc
Egalité de distances
\/ AB=CD | Zg-Za| = | Zp- Zc|
Angles orientés de vecteurs
i mes(A/_I?;'C}D)-ar Zo ~Zc
mes(m;CTj) ' - e -2,

Alignement de points

\

- AB=kACouk eR"

—_—

- mes (AB;AC)=kn ke Z

-arg(ZB_ZAJ =kn,kez

Zo—Z,

Points Cocycliques

O

*A,B,CetDeC(K,T)
AK=BK=CK=DK=r

*AB,CetDee(0,r)
OA=0B=0C=0D

* A, B, C et D sont cocycliques

* |2k - Zpl = |2k - Za| = |2k - Z¢| = |2k - Zo]

* |zal = |z8| = |zc| = 2ol

ABCD est un parallélogramme

= ==

Triangle ABC isocéle en A * |zc- zal = |25 - Z4l
= Z.-2 . . ~
AB =AC «—C A _¢e“oue™ avec mesA=a =kn
Zg-Z,
Triangle ABC équilatéral «AB= AC =BC “|zg - Zpl = |z - Zal = |2 - 78]

/N

- T Z.-2
+AB=ACetmesA = +— *lzg-Zal = lzc-zalet =—2=e€3 oue 3
3 Z,-2,
Triangle ABC rectangle en A
— Zo-Z4 . s
L, I IR
mes (AB;AC) = +— e
2 B A
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Exercice 3.20 résolu

On considere le plan complexe ¢ muni d’un repére orthonormé direct (O, I, J) d’unité graphique 2 cm.
Pour tout nombre complexe z, on pose : P(z) = z° - 3iz> + (3 + i)z — 2 + 2i.
1. a) Calculer P(-1).
b) Résoudre dans % 1’équation p(z) = 0.
2.50itf: ¢ > @

-2

M(z) > M’(z’) tel que 2’ = — Vz#-1.

A, B, C et E sont les points de ¢ d’affixes respectivesa=-1;b=2i;c=-iete=1+1.
a) Placer les points A, B, C et E. Quelle est la nature du quadrilatere ABEC ? Justifier.
b) Soit C* = f(C). Donner I’affixe de C’* sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.

1
¢) Soit G’ le point d’affixe > Calculer I’affixe du point G tel que f(G) = G’.

3. a) Calculer z’ + i en fonction de z et en déduire que |z’ +1i| |z + 1] = V5
b) M appartient au cercle de centre A et de rayon 2.
Démontrer que M’ appartient a un cercle dont on précisera le centre et le rayon.

. . . BM
4. a) Justifier que pour tout point M du plan distinct de Aet B,ona: OM’ = YR
b) En déduire I’ensemble (D) des points M du plan dont I’image M’ soit sur le cercle
trigonometrique.

5. a) Démontrer que pour tout point distinct de A et B,on a:
/\

arg(z’) = mes (MA;MB) - g +2km, ke Z.

b) En déduire I’ensemble (I') des points M du plan tels que z’ soit un nombre réel strictement
positif puis le construire.

Résolution

1. a) P(-1) = (-1)° - 3i(-1)* + (3 + i)(-1) — 2 + 2i

=-1-3i+3+i-2+2i

=0.
1. b) P(-1) = 0, il existe donc des nombres a, b et ¢ tels que P(z) = (z + 1)(az® + bz + ¢)
Détermination de a, b et ¢ par le tableau de Horner

1 -3i -3-1 -2+ 2i
-1 -1 1+3i 2-2i
1 -1-3i -2+ 2i 0

a=1 ; b=-1-3i et c=-2+2i
donc P(z) = (z + 1)Z* — (1 + 3i)z— 2 + 2i)
P)=0&z+1=00uz’—(1+3i)z—2+2i=0.
1):z+1=0ez=-1.
(2):2-(1+3i)z-2+2i=0
4 =1+ 3i)%—4(-2 + 2i)
=1+6i—-9+8-8i
=-2i
Recherche des racines carrées de A.
Elles sont les solutions de [’équation z2 = -2I.
Onposez=x + iy eton a le systeme :
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X>+y?=2 2x% =2 x=1ou x=-1
X’ -y?’=0=1{2y*=2<<{y=1o0u y=-1
2Xy =—-2 xy <0 xy <0

Les racines carrées de A sont61=1—ietd,=-1 +1.

Les solutions de I’équation z* — (1 + 3i)z—2 + 2i = 0, sont :

_ 1+3i+1-i
2

_ 1+3i-1+i

y2) =1+i

=2i

Z;
Sc={1;2i;1+i}

2. a) voir la figure pour la construction

Par conjecture ABEC est un parallélogramme.

En effet : Z==1B—In= b-a=1+2i
Z:=%—1c =e—-c=1+2i

== 259 AB = CE . Donc le quadrilatére ABEC est un parallélogramme.

2.b) C’" =f(C).
Donc z.- = “le-2_ _'(__')_2 = _3_ _-8(1+) _ 33,
c+1 (-1)+1 1-i 2 2 2
Forme trigonométrique de C’
2 2
- {3(3] -2
2 2 2
Soit @ un argument de C’. on a :
_3
cosezg—zz—%
V2
2 :9:—3—” donCZC.=§\/§[COS(—3—7[)+iSin(—3—ﬂ-)]
_3 4 2 4 4
2 2
sinf=—-=——
3p 2
2

1
2.0)26:= S etfiG) = G’
fG) =G &2 =1(2)

1 —iz,-2

S = ——

2 zo+1
1 1

Sz (-+i)=---2

w5+ =

Sze=-1+2i
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—iz—2+ - —Z-2+iz+1  —2+i
z+1 z+1 z+1

Jaz +i=
L =2+
z ti=
z+1

En passant au module, on a :
_|=2+i| -2+ 45

lz+1] z+1 |2+
Doi |z’ +illz+ 1| = /5.

|z + ]

3b)Mec(A;2) &AM =2
Slz+1 =2
Or d’apres la question 3.a) |z” +i||lz + 1| = J5.

Donc|z+1|=2 & |z’+iy=75

SCM = ?
eMec(Ch ?).
4. a) pour tout point M+ Aet M+ B, ona :
-iz-2 —i(z-2i)
z = = .
z+1 z+1
Donc |z’| = |—iZ—2|:|—i(Z—2i)|:|—i||(z_2i)|= |ZM_ZB|.
| z+1 | |z+1 z+1 |2,y — 2,

Et comme |z’| = OM’; |2y — zg| = BM ; |2y — 2a| = AM alors OM’ =

4. b) M’ est sur le cercle trigonométrique OM’ = 1

BM

oM =] &—=1
AM

< BM =AM

< M appartient a la médiatrice de [AB]
(D) est donc la médiatrice de [AB].

—-iz-2 —i(z-2i)
z+1 z+1

arg(z’) = arg ( _ZIZ+_12 j = arg(—_ I(ZZ+_12| )j

=arg(-i(z - 2i) —arg(z + 1) + 2kr, kZ
= arg(-i) + arg(z — 2i) — arg(z + 1) + 2kr, kZ

—_—

=- g + mes (MA;MB) + 2kr, ke Z.

S.a)z’ =

BM

AM
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—_—

arg(z’) = mes (MA;MB) - % + 2kz, ke Z.

5..b)z’e R, earg(z’) =0+ 2kn, ke Z.
— -
& Mes (MA;MB) - 5 =0

—_—

& Mes (MA;MB) = %

& M appartient au demi-cercle (I') de diamétre [AB] tel que I'arc BA soit orienté
dans le sens positif (voir construction).

EXERCICES

Exercice 3.21

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O, I, J).
Soit les points A , B, C et D du plan d’affixes respectives -1 ; 2i ; —iet1 +1.
Démontrer que le quadrilatére ABCD est un parallélogramme.

Exercice 3.22

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct (O, 1, J).
On considere les points E , F et G d’affixes respectives 1 +2i;3—1;et— 1+ 5i.
Démontrer gue le point E est le milieu du segment [GF].

Exercice 3.23

Soit les points A et B d’affixes respectives —1 + i et 2 + 2i.

1. Déterminer et construire I’ensemble (I';) des points M du plan d’affixe z tels que : |z +1 —i| = 3.
2. Déterminer et construire I’ensemble (I'2) des points M du plan d’affixe z tels que :
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|z+1—i|=1|z-2-2i|.
2. Déterminer et construire I’ensemble (I'3) des points M du plan d’affixe z tels que :
[iz-2i+2|=3.

Exercice 3.24

On considére le polyndme P de la variable complexe z défini par P(z) = z* - 2° + z — 1.

1.a) Montrer que P(z) se met sous la forme P(z) = (z — 1)Q(z) ou Q est un polynéme a déterminer.
b) Ecrire Q(z) sous la forme Q(z) = (z + 1)R(z) ou R est un polynome que 1’on déterminera.

2. Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes, I’équation P(z) = 0.

3. On appelle o la solution de partie imaginaire strictement positive. Calculer o o® o o® o° puis
2004
o .

Exercice 3.25

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct (O, I, J) d’unité graphique 2 cm.
Soit A, B, C et D les points du plan d’affixes respectives :
In=2-2i;z2g=-1+7i;2c=4+2i;zp=-4-2i.
1. Placer ces points dans le repere.
2. 0n pose Q; = Zs~Zc etQ, = Zo=Zo
ZA o Zc ZA o ZD

a) Calculer les nombres complexes Q; et Q, sous forme algébrique.

b) En déduire que les points A, B, C et D sont cocycliques.
3. Soit Q le point d’affixe — 1 + 2i. Démontrer que Q est le centre du cercle passant par les

points A, B, CetD.

Exercice 3.26

On donne dans C, I’équation (E) : z* — 22> — 8iz + 16 = 0.

1. Veérifier que — 2i est une solution de (E).

2. On admet que (E) a une soltion réeelle

3. Déterminer les nombres complexes a, b et ¢ pour que :
7t —27° - 8iz + 16 = (z — 2)(z + 2i)(az® + bz + ¢).

4. Résoudre 1’equation (E).

5. Le plan est muni d’un repére orthnormé direct (O, I, J). Soit A, B et C les points d’affixes

respectives za = — 2i ; zg = V3 +iet Zc = —3 +i.

a) Ecrire zg et zc sous forme trigonométrique.

a) Vériefier que za ; zg et z¢ sonr les racines cubiques de 8i.

c) Le triangle ABC est inscrit dans un cercle (C). Déterminer le centre et le rayon de ce (C), puis
vérifier que le point D d’affixe 2 appartient a (C).

d) Calculer la mesure de chaque cété du triangle ABC.

Exercice 3.27

1. Résoudre dans C I’equation : z°— 3z + 3 —i = 0.

2.0npose P(z) =z® -2 —iz+3-i.

a) Vérifier que P(- 1) = 0.

b) Déterminer les nombres complexes a, b et c tels que : P(z) = (z + 1)(az2 + bz + c).

c) Préciser tous les zéros de P.

3. Dans le plan est muni du repere orthonorme direct (O, I, J), on donne A(0; 2) ; B(2; 1) ;
C(1l;-1)etD(-1;0).

a) Faire une figure (unité graphique : 1 cm).

b) Démontrer que le quadrilatere ABCD est un carré.
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4.a) Calculer I’affixe du centre K de ABCD.
b) Déterminer I’affixe de E graphiquement puis par le calcul.

5. Déterminer et construire I'ensemble des points M d’affixe ztels que [21Z — 2 — 4i| = 2/5.

Exercice 3.28

1. On considére dans C I’équation (E) : z° — 7z% + (13 + 16i)z + 9 — 12i = 0.
a) Démontrer que (E) admet une solution imaginaire pure zo que 1’on précisera.
b) Résoudre 1’équation (E).

2. Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O, I, J), on considére les points A, B

et C d’affixes respectives : 1; 1 + 2i et 6 — 3i.
a) Placer les points A, B et C puis démontrer que ABC est un triangle rectangle.
b) Démontrer que 1’affixe du point D, image de B par la translation de vecteur U d’affixe 4 est :
5+ 2i.
c) Démontrer que les points A, B, C et D appaartiennent a un méme cercle (C) dont précisera le
centre et le rayon.

Exercice 3.29

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ; e, ; €;) d’unité graphique 2 cm.

A est le point d’affixe -2 — i. On considére 1’application f du plan @ privé de A dans 9, qui a tout

Z—1

point M du plan distinct de A associe le point M’ d’affixe z” = e
Z+Z+1

On pose z = x + iy avec X et y des nombres réels.
1. Exprimer la partie réelle et la partie imaginaire de z’ en fonction de x et y.

2. En déduire que I’ensemble (I') des points M du plan d’affixe z tel que z’ soit imaginaire pur, est

le cercle de centre le point K(-1 ; 0), de rayon J2, privé du point A.
3. Déterminer 1’ensemble (E) des points M du plan d’affixe z tels que z” soit un nombre réel.
4. Construire les ensembles (I') et (E) dans le repére(0; €7 ; €,).

PARTIE 3 : NOMBRES COMPLEXES ET TRANSFORMATIONS DU PLAN
I- Présentations

Dans cette partie on suppose le plan complexe muni d'un repére orthogonal direct (O, |, J).

1. Définition
On appelle transformations du plan toute application bijective du plan dans lui-méme.

2. Transformations usuelles
La Translation, la symétrie centrale, la symétrie axiale, I’homothétie, la rotation.

I1- Symétries particulieres

1. Symétrie par rapport a ’axe des abscisses - Symétrie par rapport a I’axe des ordonnées
Propriétés

L’écriture complexe de la symétrie par rapport a 1’axe (OI) est :

z’=1
L’écriture complexe de la symétrie par rapport a I’axe (OJ) est :
7z =-7
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2. Symeétrie centrale

Propriétés

L écriture complexe de la symétrie centrale par rapport a I’origine O du repére est :

z’=-7

I11- Similitudes planes directes

1. Définition

On appelle similitude directe du plan, toute transformation dont 1’écriture complexe est de la forme :
Z=az+bouaelR"etbelrR.

2. Nature et éléments caractéristiques d’une similitude
Soit f une transformation du plan dont 1’écriture complexes est: z’ =az+b avec ac% etbe% .

Conditions suraetb Ecriture Nature et caractéristiques de la transformation f
complexe
b=10 7'=z f est I’identité du plan.
a=1
b =0 z’=z+b | f estlatranslation de vecteur d’affixe b.
aecR’
b=20 Z'=az f est I’homothétie de centre O et rapport a.
a=zxl — :
. f est I’lhnomothétie de centre le point d’affixe
b =0 Z'=az+b
b/ (1- a) et rapport a.
b= 0 Z'= az, f est la rotation de centre O et d’angle de mesure
A= 1 a=¢e" arg(a) = a.
al =
Z'=az +Db, | f estlarotation de centre le point d’affixe b/ (1- )
b ¢O — Ala B =
. a=e et d’angle de mesure arg(a) = a.
agR
_ _ f est la similitude directe de centre O, de rapport [a]
b=0 Z'=az ,
al #1 et de d’angle de mesure arg(a).
al #
b =0 S =az+b f est la similitude directe de centre le point d’affixe
b/ (1- a), de rapport |a| et de d’angle de mesure arg(a).

Remarque : La Translation, la symétrie centrale, la symétrie axiale, I’homothétie, la rotation sont
des similitudes directes du plan.

3. Propriétés des similitudes
a) Images de figures simples

L’image d’une figure simple par une similitude est une figure de méme nature :

- I’image d’une droite est une droite

I’image d’une demi-droite est une demi-droite
I’image d’un segment est un segment

I’image d’un cercle est un cercle
I’image d’un angle est un angle
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b) Conservation

Toute similitude directe conserve :
- le barycentre (en particuliers le milieu d’un segment)
I’alignement
’orientation des angles
le parallélisme
I’orthogonalité
le contact.
c) longueurs et aires

Toute similitude de rapport k multiplie les longueurs par k et les aires par k?

EXERCICES

Exercice 3.30

Soit A et B les points du plan d’affixes respectives -2i et 1 +1i

1. Déterminer 1’écriture complexe de la translation t de vecteur AB.

2. Soit la droite (D) d’équation y = x + 2. Déterminer une équation de la droite (D’) image de (D)
par la translation t .

Exercice 3.31

Déterminer I’écriture complexe de la transformation f dans chacun des cas suivants :

1. f est la rotation de centre A(3 —1i) et d’angle —g .

2. fest ’homothétie de centre Q(-2 + 5i) et de rapport —%
3. f est la symétrie centrale de centre B (1 + i)
4. f est la similitude directe de centre A(2i), de rapport 3V2 et d’angle —%

Exercice 3.32

Dans chacun des cas suivants, 1’écriture complexe de la transformation f est donnée. Déterminer la
nature et les éléments caracteéristiques de f.

1.z = 1_;/52—\/§+i 2. z’=—§z+5(1—i) 3. 22=-3iz+4-2i
: 1+i , i . , i
4 7=zt = 5. 2+1-i=e® (z+1-i) 6. z—4=/2e*(z—4)

7. 22+3-i=-5(z+3-1).

Exercice 3.33

Le plan complexe est muni du repere orthnormé direct (O, 1, J) unité graphique : 2 cm.
1. On considére I’équation (E) : z € C, 2 — 2(1 + i)z + 8(1 + i) = 0.
VérifierqueVz e C, 22— 2(1 +i)z+8(1 +i) = (z + 2)[Z2 - 2(1 + i)z + 8(1 +i)].
2.a) Déterminer les raciness carrées du nombre complexe — 8 — 6i.

b) Résoudre dans I’équation (E1) 1z € C, 2> —2(1 + i)z + 8(1 +i) = 0.

c) En déduire les solutions de (E).
3. Soient A, B et C les points d’affixes respectives — 2 ; 4i et 2 — 2i.

a) Faire une figure.
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b) Soit K le milieu du segment [BC]. On considére la similitude directe S de centre A qui
transforme B en K.
Déterminer et construire I’image (C’) du cercle (C) de diameétre [AB] par la similitude S.
¢) Déterminer 1’écriture complexe de S.
d) Déterminer 1’angle et le rapport de S.

Exercice 3.34

On considére dans C le polyndme défini par P(z) = z° + (-8 —4i)z* + (16 + 20i)z — 8 — 24i
1) a- Calculer P (2).
b- En déduire qu’on peut écrire P(z) = (z—2)(az’ + bz +c) ol a, b et ¢ sont des nombres

complexes.
a- Reésoudre dans C I’équation P(z) =0.

2) Dans le plan complexe on considére les points A, B et C d’affixes respectives 2+ 2i; 2 et
4+2i.
a- Placer les points A, Bet C
b-Quelle est la nature du triangle ABC ? Justifier la réponse.

3) On considere la similitude directe S telle que S (A) =B et S (B) =C.
a- Déterminer 1’angle et le rapport de S.
b- Donner I’écriture complexe de S.
a- Donner I’affixe du point K centre de la similitude S.

Exercice 3.35

Soit P le polynoéme défini par : P(z) =z° — (1 —i)2* + (7—10i )z + 9 + 7i
1) a) Démontrer que P(z) admet une racine imaginaire pure que 1’on notera f3.
b) résoudre I’équation (E): z€ C, 2 — (1 —i )%+ (7—-10i)z+ 9+ 7i = 0.
2) On considére le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, u, v )
Ondonne A(-i);B(2+3i)etC(-1-3i)
a) Placer les points A, B et C dans le plan complexe.

b) Calculerz = ZAZZC ot en déduire que les points A, B et C sont alignés.

Zp— Zc
4) Déterminer et construire I’ensemble ( A ) des points M du plan d’affixe z tel que :
|z — z4| = |z — zg|

Exercice 3.36

I/ On considére le polyndme p défini par : P(z)=2°— (3 +i) 22 + 8z — 12 + 4i.
1) Calculer P (-2i) et P (2)
2) a) Ecrire p(z) sous forme de produits de facteurs du premier degré.
b) résoudre dans I’équation P(z) = 0.

11/ Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O, I, J), on donne les points A, Bet C
d’affixes respectives : 2 ; 1 + 3i et -2i.
1) Placer les points A, B et C dans le plan complexe. (Unité graphique : 2 cm)
2) a) Construire le point E symétrique du point B par rapport a J.

b) Prouver par le calcul que zg = -1 — i
3) Deémontrer que :
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a) Le triangle JAB est rectangle isocele en J.
b) Les points A, J, E, C appartiennent a un cercle ( I') dont on précisera 1’affixe du centre K
et le rayon.
4) Construire (T).
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4. STATISTIQUES

On considere une population de n individus sur laquelle on a relevé deux types de valeurs (poids, taille
par exemple). On note :

S X1 X235 e ; Xy les valeurs relevés pour le poids.

“Y1iY25 e, ; Yn les valeurs relevés pour la taille.
Onpose X ={X1;X2;...... ; Xn}

Y={vyi;Y2;...... : Yn}t

XXY ={(X1;y¥1); (X2;¥2) 5 ...... , (Xn s Yn)}
Les éléments de XxY forment une série statistiques a deux variables ou simplement une série
statistiques double.

On se propose d’étudier s’il existe un lien entre ces deux variables. Ce lien, s’il existe, est-il
suffisamment fort pour permettre de faire des prévisions par le calcul ?

I- Présentation d’une série statistique double

1. Présentation linéaire
Lorsque la série statistique présente un faible effectif, on peut simplement utiliser un tableau linéaire
pour la présenter.

Exemple :
Le tableau suivant donne 1I’évolution du prix d’une denrée pour ces six derniéres années.

Années | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
Prix | 2050 | 2650 | 3300 | 3950 | 4100 | 4600

Visiblement le prix de la denrée semble dépendre du temps

2. Tableaux a double entrée — Séries marginales
Lorsque I’effectif de la population est €leve, on utilise un tableau a double entrée.

a) Séries non regroupées par classe
Exemple :
Deux examinateurs A et B ont, chacun, interrogé 100 candidats et attribué a chacun candidat une note
dans I’ensemble {0;1;2;3;4; 5} Les résultats sont consignés dans le tableau a double entrée
suivant ou X designe la variable « note attribuée par I’examinateur A » et Y la variable « note
attribuée par I’examinateur B ».

» X1 0 1 2 3 4 5 | Total
0 1 2 1 0 0 0 4
1 4 5 3 1 0 0 13
2 0 4 5 | 13 | 5 0 37
3 0 2 0 | 7 3 3 25
4 0 0 3 6 4 3 16
5 0 0 0 2 1 2 5
Total | 5 13 | 32 | 29 | 13 | 8 100

Définition : On appelle sériec marginale, la série statistique associée a 1’une des variables X ou Y.
-43-



s Fomesoutra.con

CR SOUEr~R .
Docs a portée de main
CE Lycée Moderne 1&2 Abobo ¢ CE Lycée moaerne L&z ADODO 4t CE Lycee ivioderne 1&2 Abobo ¥t CE Lycée Moderne 1&2 Abobo

Série statistique de X

X 0 1 2 3 4 5
Effectif 5 13 32 29 13 8
Série statistique de Y
Y 0 1 2 3 4 5
Effectif 4 13 37 25 16 5

a) Séries regroupées par classe

On regroupe une série par classe lorsque pour un effectif total élevé, on a de faibles effectifs pour la
plupart des modalités.

Exemple :
Le tableau a double entrée suivant, donne la taille Y (cm) et le poids X (en kg) de 100 €éléves de
terminale.

o~ | 1156 160[ | [160;165[ | [165;170[ | [170;175[
[46 ; 50 16 8 2

[50 ; 55[ 3 18 6

[55 ; 60 1 9 9

[60 ; 65[ 3 8 15

On compléte le tableau en y ajoutant le centre de chaque classe ; on obtient alors deux séries
statistiques marginales comme suit :

Centres >

158 162,5 167,5 1725
l v X [156 ; 160[ | [160;165[ | [165;170[ | [170;175]
48 [46 ; 50[ 16 8 2 0
52,5 [50 ; 55[ 3 18 6 1
57,5 [55 ; 60[ 1 9 9 6
62,5 [60 ; 65[ 0 3 8 15
Les séries marginales sont :
Série statistique de X
X 158 | 162,5| 167,5| 1725
Effectif | 26 28 25 21
Série statistique de Y
Y 48 525 | 57,5 | 625
Effectif 20 38 25 17
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I1- Etude de séries statistiques doubles
Nous allons baser notre étude sur I’exemple suivant :
Exemple :

Le tableau suivant, présente 1’évolution du taux de chémage, en pourcentage de la population active
dans un pays de 1950 a 1996.

Années 1950 | 1960 | 1965 | 1970 | 1975 | 1980 | 1985 | 1990 | 1995 | 2000
Rang des années Xx; 0 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Taux y; 11 0,8 1,6 1,2 1,3 2 2,6 2,4 3,1 34

1. Nuage de point

a) Définition

Dans un repére orthogonal bien choisi, I’ensemble des points M; de coordonnées (X; ; Vi), avec
1 <i<n, est appelé le nuage de points associé a cette série statistiques a deux variables.

b) Représentation graphique

Représentons la série ci-dessus dans un repére orthogonal pour lequel :
1 cm représente 5 années sur 1’axe des abscisses,

1 cm représente un taux de chdmage de 0,5% sur I’axe des ordonnées.

¢) Point moyen

Définition
Notons x la moyenne des valeurs x; et y la moyenne des valeurs y;. Avec les notations précédentes,
ona:

X+ X+t Xy y= Yi+Y, Foty,
n n

Le point G de coordonneées (x ; y) est appelé le point moyen du nuage de points associé a cette série
statistique a deux variables.

X =

=45 -



< Fomesoutra_com

CR SOUEr~R .
Docs a portée de main
CE Lycée Moderne 1&2 Abobo ¢ CE Lycée moaerne L&z ADODO 4t CE Lycee ivioderne 1&2 Abobo ¥t CE Lycée Moderne 1&2 Abobo

Exemple :
Avec la série ci-dessus, on a :

0+10+15+20+25+30+35+40+45+50 270

10 10
y= y, +1,1+0,8+1,6+1,2+1,3+2+2,6+2,4+3,1+3,4 195

10 10
Donc le point moyen G a pour coordonnées (27 ; 1,95). Il est indiqué sur le graphique précédent.

X =

27

=195

2. Ajustement du nuage de points par une droite

a) Le principe de ’ajustement
Lorsque le nuage de points associé a une série double a une forme approximativement rectiligne, on
peut procéder a un ajustement affine en tracant une droite passant le plus prés possible de ces points
et qui donnera les meilleurs résultats.
Dans le repére choisi, cette droite passe par le point moyen G.

b) La méthode d’ajustement : la méthode des moindres carrés
Validité de ’ajustement
C’est attester que la droite d’ajustement linéaire peut ou non apporter les meilleurs résultats. Pour
cela, on calcule le coefficient de corrélation linéaire r qui mesure la force du lien de dépendance entre
les deux caractéres.
» Coefficient de corrélation linéaire

cov(X;Y N
r= VXY o

VVX)V(Y)

o cov(X;Y)= %inyi -Xy

o V(X)= %fo- X% et V(Y) = %ny- y?

> Propriétés
o Onadmetque:-1<r<l.

: : L 3
o L’ajustement est considéré comme valide si [r| > - ~0,87.

» Remarques
o rest positif dans le cas ou les variables varient dans le méme sens.
o restnégatif dans le cas ou les variables varient en sens contraires.
Exemple
Justifions que 1’on peut ajuster le nuage a 1’aide d’une droite par la méthode des moindres carrés.
Graphiquement le nuage est approximativement rectiligne, on peut donc envisager de I’ajuster par une
droite.
Mais avant, il nous faut valider cette méthode en evaluant le coefficient de corrélation linéaire.

1
cov(X;Y) = —(0x1,1+10x0,8+15x1,6+20x1,2+25x1,3+30x2+35x2,6+40x2,4+45x3,1+50x3,4)—27x1,95
10

=11,85

V(X) = %(O2 +10% +15% + 20° + 25° + 30 + 35° + 40° + 45° +50%) — 27°
= 231.

V(Y) = %(1,12 +0,8%+1,6°+1,2° +1,3° +2° +2,6* + 2,4° +3,1° + 3,4°) —1,95?
= 0,7205.
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r= &zO,ng

7 231x0,7205

Lorsque 0,87 <|r| < 1, la corrélation entre les deux variables est forte.
¢) Droite d’ajustement

» Ladroite de régression de y en X, a pour équation :
_cov(X;Y) - -
= x-X)+YVy.
V(X)
» Ladroite de régression de y en X, a pour équation :
cov(X;Y)
X =
V(Y)

y-Y)+X.

Exemple
Déterminons une équation de chacune des droites de régression :

La droite de régression de y en x, a pour équation :

11,85
= ﬁ(x -27)+1,95=0,05x — 11,55 =y = 0,05x — 11,55.
La droite de régression de y en X, a pour équation :
x=2585 (v 1 95) + 27 = 16,45y — 5,08 = x = 16,45y — 5,08,
0,7205

NB : de fagon générale, c’est la droite de régression de y en x qui utilisée.

d) Estimations — Erreur d’estimation
Exemple
En utilisant la droite de régression de y en x :
a) Donner une estimation de 1’année & partir de laquelle taux de chdmage dépassera les 5%.
b) donner une estimation du taux chémage en 2005.
c) En réalité en 2005, le taux de chdmage fat de 3,41%. A quelle erreur I’estimation conduit-elle ?
Exprimer cette erreur en pourcentage de la valeur réelle.

Solution

a)y=0,05x + 0,6 > 5 = x >88 donc I’'année est ['an 2038 (1950 + 88)
b) En 2005, x = 55. Donc y = 0,05%55 + 0,6 = 3,35. En 2005, le taux de chébmage a prévoir est de
3,35%.

¢) Notons e [’erreur d’estimation. On a -

341335
e= T —7100% ~ 176%

)

Donc [’estimation est acceptable.

Exercices résolus

Exercice 4.1
X 1,48 1,45 1,39 1,40 1,36 1,30 1,24 1,18
Yi 101 104 105 107 108 110 114 115
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Le tableau ci-dessus donne les valeurs de deux variables statistiques X et Y.
X représente le cours de la livre sterling par rapport au dollar américain sur une période de I’année
1984 et Y représente le prix, en livre sterling d’un produit.

. @) Représenter le nuage de points de cette série statistique dans le plan muni d’un repére orthogonal

(1 cm pour 0,02 unités en abscisse et 1 cm pour 0,2 unités en ordonnée).
On initialisera le repére en (1,1 ; 10).
b) Placer le point moyen G.

. Déterminer le coefficient de corrélation entre X et Y. Que peut-on déduire de ce résultat ?
. Déterminer une équation cartésienne de la droite de régression de Y en X par la méthode des

moindres carrées. Construire cette droite sur le graphique.

. Le cours de la livre étant a 1,16 par rapport au dollar, quel prix peut-on prévoir pour le produit

étudié ? (On donnera la valeur a I’unité pres)

Exercice 4.2

On donne le tableau a double entrée suivant relatif a I’étude de la série double suivante : 56
individus classés sous les deux caracteres poids et taille. X désigne le poids en kg et Y la taille en
cm.

y 2| Msis0o[ | [50:s5[ | [55;60]
[150 ; 155[ 9 1 0
[155 ; 160[ 18 4 1
[160 ; 165] 5 12 6

1. Déterminer les centres des classes de X et Y.

2. Déterminer la série marginale des centres de classes associée a X puis celle associée a Y.

3. Peut-on réaliser un ajustement linéaire par la méthode des moindres carrés entre les variables
X et'Y ? Justifier votre réponse.

Résolution
Exercice 4.1

1. a) Nuage des points (voir graphique)

1. b) Point moyen G
148+145+140+138+136+130+1,24+118+115 10,64

X = 5 =133
v 101+104+105+107 +108+114 +115+118+ 872 109
8 8
Pour la position de G voir le graphique.
2. Calcul du coefficient de corrélation linéaire :
2 2 2 2 2 2 2 2
V(X) = 1,48° +1,45° +1,40° +1,38° +1,36° +1,24° +1,18° +1,15 %2

8

= 14,2594 ~1,33* =0,013525
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101* +104° +105* +107° +108° +114° +115° +118° +
8

VZ

V(Y) =

R

148x101+145x104 +14x105+138x107 +1,36 x108 + 124 x114 +118x115+115%x 118 _ _
Cov(X,Y) = 5 - X xY

= 15498 14407 = —0,6475

Le coefficient de corrélation linéaire r

(= cov(X,)Y) _ -0,6475 ~0992
JV(X)WV(Y) 0013525315
Ce résultat montre qu’il y a une forte corrélation entre X et Y. d’ou qu’'un ajustement linéaire par la
méthode des moindres carrés est envisageable.

3.y =SVXY) Ky eT
V(X)

. —06475

0013525

= _47,87X +172,67

(X—1,33) +315

4. Selon I’ajustement, X = 1,16 implique que Y = 117,1
Le prix du produit a prévoir est donc117,1 livres sterling.

Exercice 4.2
1. Le tableau suivant donne les centres des classes et leurs effectifs respectifs :
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Centres des classes de X
47,5 52,5 57,5
X ) ) ) Effectifs
vy [45;50[ | [50;55[ | [55;60] de Y
Centres 152,5 [150 ; 155] 9 1 0 10
des )
classes 157,5 [155; 160[ 18 4 1 23
de Y 162,5 [160 ; 165] 5 12 6 23
Effectifs de 32 17 7
X
2. Séries marginales
Série marginale associée a X
Centres X; 47,5 52,5 57,5
Effectifs n; 32 17 7
Série marginale associée a Y
Centres y; 152,5 | 157,5 | 162,5
Effectifs n; 10 23 23

3. a) Calcul des moyennes, variances, covariance et coefficient de corrélation linéaire

_ n. X.
g2 32x4T5+17x525+7x575 2815
N 56
nx: _ 2 2 2 2
V(X)= DN o 32x475° +17x525° +7x575 _[2815) 1243
N 56
_ n.x.
v Z iXi _ 10x1527 +23x157 5+23x1625 _ 8885 ~ 15866
N 56
ny> _ 2 2 2 2
V(Y)= Z iy, v 10x1527° +23x157 5" +23x1625 B 8885 ~1339
N 56
Pour le calcul de la covariance utilisons le tableau suivant :
Xi Yi Njj NijXiYi
475 152,5 9 65193,75
475 1575 18 1346625
475 162,5 5 38593,75
52,5 1525 1 8006,25
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52,5 157,5 4 33075
52,5 162,5 12 102375
57,5 152,5 0 0
57,5 157,5 1 9056,25
57,5 162,5 6 56062,5
Total 447025

o 447025 2815 y 8885

— Znij XYi & ~
Cov(X,Y)= &= —— - XxY ~ 706
N 56 56

Coefficient de corrélation linéaire :
cov(X,Y)

= 22 0) 55
NOOV(Y)

Le lien entre les deux variables X et Y est faible. Tout ajustement linéaire pourrait conduire a des
prévisions erronées.

EXERCICES

Exercice 4.3

A la fin de I’année, tous les déchets de la d’Abidjan devront étre traités par des déchetteries. Pour
cela une étude a été faite sur I’expérience de la ville de Pretoria en Afrique du Sud.
Le tableau ci-dessus donne 1’évolution du nombre de déchetteries a Pretoria depuis 1’année 2000.

Année 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006
Rang de I’année X; 1 2 3 4 5 6 7
Nombre de déchetteries Y; 12 18 33 53 69 83 95

1. Représenter le nuage de points associé a cette série dans un repére orthogonal d’unités
graphiques : 2 cm pour 1 en abscisse puis 1 cm pour 5 en ordonnée.
2. Déterminer les coordonnées du point moyen puis le placer sur le graphique.
3. On se propose d’évaluer le nombre de déchetteries a la fin de 2012.
a) Un ajustement par la méthode des moindres carrés permet-il de faire des estimations fiables ?
justifier votre reponse.
b) Déterminer une équation de la droite de régression linéaire de Y en X.
c¢) Donner une estimation du nombre de déchetteries en 2012.
d) Les experts estiment qu’il faudrait 200 déchetteries pour traiter les déchets. En supposant que
I’évolution se poursuit au méme rythme, évaluer I’année au de laquelle ce nombre serait atteint.

Exercice 4.4

En Cote D’Ivoire, les factures de CIE (factures d’¢€lectricité) sont distribuées tous deux (2) mois.
Monsieur Kouadio a noté régulierement 1’évolution des taxes sur ses factures.
Le tableau suivant donne les taxes sur les années 2008 et 2009.

Dates | 02-08 | 04-08 | 06-08 | 08-08 | 10-08 | 12-08 | 02-09 | 04-09 | 06-09 | 08-09 | 10-09 | 12-09

Rang

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 1 12
T‘f(‘es 675 | 710 | 715 | 755 | 760 | 770 | 80 | 820 | 835 | 895 | 920 | 955
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1. Représenter graphiquement cette série statistique dans un repére orthogonal d’unités graphiques :
1 cm pour 1 en abscisse puis 1 cm pour 50 en ordonnée.

2. Déterminer les coordonnées du point moyen puis le placer sur le graphique.

3. Justifier que I’on peut ajuster linéairement cette série par la méthode des moindres carrées.

4. Déterminer une équation de la droite de regression de Y en X puis construire cette droite sur le
graphique.

5. A I’aide de la droite :
a) Déterminer une estimation des taxes en juin 2010.
b) Déterminer la date a laquelle ces taxes vont-elles dépasser 1500.

Exercice 4.5

Voici le tableau donnant 1’évolution des surfaces cultivables (en milliers d’hectares) dans un pays.

Année 1985 | 1990 | 1995 | 2000 | 2005
Rang de I’année X 0 5 10 15 20
Superficie en milliers d’ha Y 805 629,7 | 534,3 431 218

1. Représenter graphiquement le nuage de points associé a cette série statistique dans un repére
orthogonal d’unités graphiques : en abscisse 0,5 cm pour une unité puis 2 cm pour 100 milliers
d’hectares en ordonneée.

2. a) Déterminer les coordonnées du point moyen puis le placer sur le graphique.

b) Calculer la variance de X, la variance de Y et la covariance de X et'Y.

c) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y. en donner le résultat au millieme.

d) Un ajustement linéaire est-il justifié ?

e) Déterminer une équation de la droite de régression de Y en X par la méthode des moindres
carrés. Tracer cette droite sur le graphique.

3. Quelle estimation, en milliers d’hectares, de la surface cultivable en 2004 peut-on faire a partir de

la droite de régression ? En donner I’arrondi au dixiéme.

4. En réalité, en 2004 les surfaces cultivables avaient une superficie de 266, 2 milliers d’hectares. A

quelle erreur I’estimation conduit-elle ? Exprimer cette erreur en pourcentage de la valeur réelle.
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5. LIMITES ET CONTINUITE

I/ LIMITES
1) Rappel de quelques limites de reférences

a et ¢ étant des nombres réels et n un nombre entier naturel non nul, on a:

* limc=c * limc=c * limc=c

X—a X—>+00 X—>—00
* lim|x|=|a] ¢ lim | x| =00 * lim | x| =00

X—a X—>+00 X—>—0o0

] ) +00 SI n est pair
* |lim x" =4 e lim x" = ) . .

X+ X —oo SI n est impair

. .1
d |Im—n=0 d I|m—n=0

X—>+00 Y X—-0 X

. 1 . 1 +00 SI N est pair
o||m—n:+oo 'llm—n: . . .
x-a (X —a) x—a (X —a) —oo SI n est impair

1 {+oo si n est pair

o||m_n_—|—cx) 'Ilm_n— . . .
X0 X x50 X —oo Si n est impair
sin X cosx -1
lim—==1 o li =0
x—0 X x—0 X
« Pour tout a positif, lim+/x =+/a * lim v/x =+
X—a X—>+00

2) Limite & gauche — Limite a droite
Propriété

a et ¢ sont des nombres réels, f une fonction définie sur n intervalle ouvert centrée en a, sauf
éventuellement en a.

« Si f n’est pas définie en a, alors
lim f(x) = ¢ si et seulement si [imf(x) = lim f(x) = /.

X—a X—a
< >

* Si f est définie en a, alors
lim f(X) = f(a) si et seulement si lim f(X) = lim f(X) =f(a)

Exercice 5.1 résolu
Dans chaque cas, étudier la limite de la fonction au point 1 :
pour xe]-o0;1],f(X) =x* -x+3

a) f est définie par :
pour xe]l;+oo[,f(X) = -5x+3

pour Xxe]-oo;1[, f(X) =-2x* -x +1

b) f est définie par :
pour Xe]l;+oo[,f(X) = -5x +3
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Résolution

a) f est définie enaet f(1)=1° -1+3=3=IXiLnl f(x) et leLn1 f(x) =-5x1+3=-2
fn’admet pas de limite en 1 car IXILn1 f(x) ;:Ixiﬂﬂl f(x) . >
a) f n'est pas définie en a et leLn1 f(x)<= —2x1? i1+1=-2et leﬂql f(X)=-5x1+3=-2
Ixi_rH f(x) :Ixi_rp1 fx)=f adm<etunelimite enlet IXILn1 f(x) :->

< >

3) Limite en I’infini de fonctions polynomes et fonction rationnelles.
Propriété

* La limite en + oo (resp - ) d’une fonction polyndme est égale a la limite en + oo (resp - oo) de

son mon6éme de plus haut degré.

* La limite en + oo (resp - «) d’une fonction rationnelle est égale a la limite en + oo (resp - o) du

quotient des monémes de plus haut degrés du numérateur et du dénominateur.

4) Limite d’une fonction composée

Propriété

f et g sont des fonctions, a, ¢ et £> des éléments de R U {-o0 , +o0 }
Si limg(x)=¢ et Iirr}f(x) =¢" alors limfog(x) = ¢'

Exercice 5.2 résolu

. X+1
Calculer lim ,|[—=

X—>+00 2X

Résolution

Considérons 1/2—? =fog(x) avecg(x)= X2—+1 et f(x)= Jx
X

lim g(x)= 1
X—>+00 2 X+1 Q
2

Comme alors| Ilim ,|—= =
lim f(x)= \f e | 2X

4)

Autre rédaction

I x+1_ 1
] x+1 2 x>t 2X 2
lim . |— = — car 1 2
oo\ 2x 2 lim VX = | =32
Xa% 2 2
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Exercice 5.3

sin 2x . sinx?
et lim )
3X x—0 X

. sinX .
Sachant que lim—— =1, calculer lim
x=>0 X x—0

5) Opérations sur les limites
f et g sont deux fonctions.
Les résultats sont libellés avec la notation dénudée : lim f, lim g. il va de soit qu’il s’agit de la
limite de f et celle de g « au méme endroit » : soiten a (a€ R ), soit en -co ou en +oo. Chaque
tableau énonce donc en fait trois propriétés correspondant a chacun de ces cas ci-dessus Cités.
Les cases (2): ce sont les cases ou a priori, on ne sait pas conclure de fagon immediate, plusieurs
possibilités de résultats sont envisageables. On dit alors qu’il y a indétermination.

e /et ¢’ sont des nombres réels puis la notation oo signifie ou -oo ou +oo.

limf
a) Limites et somme : limg ¢ "0 oo
Les fonctions f et g ont une limite (finie ; P N
ou infinie), la fonction f + g admet une ¢ * % ®
limite dans chaque cas décrit par le tableau ~® ~® ~® %
ci-contre : +00 +00 2 +00
limf
b) Limites et produit : lim #0 | -0 | 4o | 0
Les fonctions f et g ont une limite (finie ; YL 0
ou infinie), la fonction f x g admet une r'#0 ® ®
limite dans chaque cas décrit par le tableau ~® © too ~® %
ci-contre : +00 © -0 +00 2
0 0 2 2 0
c) Limites et inverse : .
La fonction f a une limite (finie ou infinie), lim f t+0 *  |0et T<0 Oet T>0
la fonction 1/f admet une limite dans limL/f | 0 0 N
chaque cas décrit par le tableau ci-contre : 'm e "0 x
limf
d) Limites et quotient : lim g (#0 | -® too |0
Les fonctions f et g ont une limite (finie ; ) 0
ou infinie), la fonction /g admet une limite | | .£70 e * *
dans chaque cas décrit par le tableau ci- -0 % % 0
contre : +00 g 2 0
0 o0 0 o0 2
e) Limites et valeur absolue : lim f ’ o o
La fonction f a une limite (finie ou
infinie), la fonction |f| admet une limite .
Acri + +
dans chacun des cas décrits par le tableau lim|f| 4] * *
f) Limites et racine carrée : _
La fonction positive f a une limite (finie lim f l +oo
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ou infinie), la fonction Jf admet une i JF 7 s
limite dans chacun des cas décrits par le limvf ¢ o0

F A | +

Remarque : il y a quatre formes indéterminées : (+o0) + (-o0) ; co/oo; 0/0 ; O x co. Pour lever
I’indétermination, on utilise d’autres moyens tels que 1I’expression conjuguée ; le changement de
variable ; la factorisation ; le taux de variation ou une combinaison de ces moyens ci-dessus cites.

Exercice 5.4 résolu

Calculer les limites suivantes :

5 4 3
a) lim (—x* +x®-2x+3) b) lim 22 X +2
Xt x> X°—=3X+1

Résolution

a) lim (—=x* +x°* =2x+3) = lim (-x* ) =—»

X—+0 X—>+00
X2+ xt+x3+2 x°

b) lim =— = lim = = lim x* =—o0
x>0  X°—=3x+1 X——0 X X——00

6) Exemples de calculs de limites et levée de formes indéterminées

1) Exercice 5.5 résolu Forme (— reel j
réel non nul

Calculer la limite suivante :

| X+3

x—>2X__3

Résolution

X—2

On recherche : limx+3=5; limx-3=-1o0na il = -5 (cette recherche se fait au brouillon)
X—2

On obtient la forme (L‘EI]

réel non nul
On rédige :
 X43 lim(x+3)=5
lim-——3=> o |Xiquzz(x—2)=—1

. . N .. 0
2) Exercice 5.6 résolu Forme indéterminée «6»

Calculer les limites suivantes :

2 .
. XT+X=-2 . AX+3 =2 . SinX
1. I|m2— 2. lim—/————— 3. lim
x>-2 X 4+3X+2 x-1 x-1 Xon X — T
Résolution
X2 4+x-2

1. lim =
x>-2 X 4+ 3X+ 2
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On recherche : Iimz(x2 +x-2)=0; Iim2( x*+3x+2)=0. Ona« %» on ne peut conclure
X—— X—>—

0 . — -
La forme « 0 » est appelée forme indéterminée.

L, ., 0
Comment lever la forme indéterminée 5 ?

I .. 0 . ,
Pour lever la forme indéterminée « 0 », 0N peut proceder comme suit :

1% cas

Lorsque limf(x) donne « %», on peut mettre (x - a) en facteur au numérateur et au
dénominateur, puis simplifier.
Ainsi :
2 4y _ _ lim(x-1)=-3
im X2+—X2 = |lim w = |lim X_1:3 car {*72
o2 X +3x+2  o2(X+2)(x+1)  xo2x+1 lim (x+1)=~1

X x=2
donc | lim ————=
x>-2 X° +3X+2

2°M cas

i 0 e . S
Lorsque limf(x) donne « 2 », on peut utiliser I’expression conjuguée si éventuellement la
X—a

fonction f contient une « racine carrée ».

Ainsi :
Iim\/x+3 -2 :"m(\/x+3 —-2)(Vx+3 +2):Iim X+3-4

-1 x-1 1 (x=1)(/X+3 +2) x> (X—-1)(V/x+3 +2):

. : 1 1
lim =lim—== car 4.
oL(x=1)(/x+3 +2) =i(Jx+3 +2) 4 {legﬂl(vxﬁ +2)=4

donc lim —“X+3_2=£
X1 X—1 4

3°M cas :/Lorsque lim f(x) donne « 6», on peut utiliser la définition du nombre dérivé ; donc la
X—a

forme lim

x)—-g(a) _. e s -
9(x)—g(a) ou g(x) sera identifiée. Dans ce cas precis, si g est derivable en a, alors
X—a X—a

lim f(x)= im3X)=9()_ .,

X—a X—a X—a
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Ainsi @ lim—— Skl M

X>n X — T Xﬁzr

avec g(x) =sin x

Comme g est dérivable en 7, alors

lim 31X = iy 90X)=0(7)

X2 X —JT X—7 X—r

=g'(m)=cos 7 =-1

sm X
donc |lim =-1

X=>7 X —JT

Rappel : I’expression est appelée taux de variation de la fonction g en a.

g(x)—g(@)
X—a

Exercice 5.7

sin X cosx—1
Justifier que I|m —— =1 puis calculer lim .
X X—T X—TT

3) Exercice 5.8 résolu Forme «( 0

réelnon nul})

Calculer les limites suivantes :

1. lim—=>= 4 et lim X_43 2. lim=——— 1
x>3 (x —3)° x-3 (X —3) x—>42 VX
Résolution
Lotim X4 et him XA
xa3()( 3) x?3(x_3)

réel non nul
On recherche : lim(x—-4)=-1; lim(x—3)*=0. Ona laforme «(TJ»
X—3 x—3

On transforme le quotient en produit de la fagon suivante : %:(X—4)x;3
(x-3) (x=3)
, 1
lim ==
x—>3()(_3) . . e
Comme 1 (limites de référence)
li 5 =+
x—>3(x_3)
Alors on rédige :
Iin13x—4=—1
Iirr;x;;g—ll 3(x 4) 133 =-® car lim 1 i
> (X_ ) ( ) >(:)3()(_3)3 -
Iirr;x—4=—1
etn@;ﬁg?—nsu 4}—£§?=+w carq 1
< (X_ ) ( ) X:’3(X—3)3
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1
2. 'x'ﬂlz JX

On alirrl(Z—\/;)zo.

On cherche ensuite a déterminer le signe de (2—+/x) pour les valeurs de x supérieures a 4 et

proches de 4.
Ona:x>4 = +x>2.Par conséquent (2 —+/x)<O0.

1
lemz X T ® car (2—/x)<0 pour x > 4.

4) Exercice 5.9 résolu  Forme indéterminée « 0xco »

Calculer Ies limites suivantes :

) lim —( x® +3x+2) b) lim —(x +3x+2)
X—H—OO\/— X~>+oox
Résolution

a) lim i(—x3+3x+2)

X—>+0 X

H 2
On recherche : lim = =0 ; lim (=X"+3X+2)=~% ona « 0xo » on ne peut conclure.

7
X—>+00 / X—>+0

La forme « 0xco » est appelée forme indéterminée
Comment lever la forme indéterminée « 0xoo » ?

Pour lever la forme indéterminée « 0 xo0 » on peut procéder comme suit :

Lorsque lim f(x) donne « 0xco », on peut transformer [ ’expression de f(x) en utilisant soit
[’expression conjuguée, soit le développement, soit la levée du radical ou la factorisation.

l 3
Ainsi : a) lim T( —x*+3x+2)= lim 2—( —x*+3x+2)= lim 24/x x w:-oo
X—>+00 X—>+00 X—>+00 X
lim 2+/x =+
cary  _x*4+3x+2
lim ———— =-w
X—>+00 X
d’oul lim —( X} +3x+2)=—o
X—>+00 [
. X*+3x+2 . x> .1
b) lim (x +3x+2)= lim ———— = lim — =lim ==0.
X—>400 X—>+00 X X—+0 X X—>+0 X

d’ou | lim —(x +3x+2)=0

X—>+0 X
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. , . p sy 0
6) Exercice 5.10 résolu Forme indéterminée « —»

Calculer les limites suivantes :

Vx?+1 . x—1

a) lim XX 12 b) lim ———=
) m N e
Résolution
2
a) lim YX*1
X—>—00 X_

. + 00
On recherche : lim Vx> +1 =+ o0 ; lim (x—1)=—o, 0N a«

X—>—00 X—>—0o0 — 00

» 0N ne peut conclure.
La forme « 2» est appelée forme indéterminée.

Comment lever la forme indéterminée « 2» ?

Pour lever la forme indéterminée « 2» on peut procéder comme suit :

1% cas

Lorsque lim f(x) donne « —», on peut utiliser la mise en facteur du terme dominant.
o0

1 1 1
N x2(1+?) Vx? x 1+7_ _ | X|x /1+X2:
x—1

Ainsi, lim = lim —=—=lim = lim
X—»—00 X—>—00 X—1 X—>—00 X—1 X—>—00 X—1
1 1
—X xw/1+7 - 1/1+7 lim — 1+i2=—1
lim 1 = lim —1=—1 car {77~ . X
X(1--) (1-2) lim1-==1
X X X—>—00 X
2
D'oil lim Y+
) X—>—00 X—l
2°M cas

) o0 . , . . ,
Lorsque limf(x) donne « —», on peut utiliser I’expression conjuguée.
(e8]

Ainsi. lim x-1  _ lim (X=1)(vx+3 +2) _ lim (x=1)(vx+3 +2)_
Xt X+3 =2 X X+3-4 x>0 x—1

lim(VX+3 +2)=+0  car lIMVX+2 =+ .

X—>+0 X—>+00
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D'oil im =1 o
" e x+3 -2 '

7) Forme indéterminée « - oo + oo ».
Exercice 5.11 résolu

Calculer les limites suivantes :

a) lim (Wx*=3x —=3x) b) Iirp(Jx2+3 —Vx2+2) 0 lim (x+3++/x* +3x+1) .

Résolution

a) lim Vx*-3x -3x

X—>+00

On recherche : X|Lrpw\/ X*-3X =+ Xlirp —3x=-00.0na « + oo -0 » on ne peut conclure.
La forme « + o -0 » est appelée forme indéterminée.

Comment lever la forme indéterminée « + oo -0 » ?

Pour lever la forme indéterminée « + oo -co » on peut procéder comme suit :

1% cas

Lorsque limf(x) donne « + o0 -0 », on peut utiliser la factorisation.

Ainsi. lim (V0 —3x  =3x)= Iim ([x2(1=2) —3x) = lim (X° x.|J1-> —3x)=
X—>+00 X X—>-+00 X

X—>+00

lim (| x| ><,/1—E —3x) = lim (x ><,/1—g —-3x) = lim x ( -3 -3)=-w
X—>+00 X X—>+00 X X—>+00 X

lim X =400

X—>+x©

lim 1fl—g -3=-2

X—>+© X

Dou, lim(Vx*=3x -3x)=-o

X—>+00

car

2°™M cas

Lorsque limf(x) donne « +oo - oo », on peut utiliser I’expression conjuguée.

pinsi lim (VX2 +3 —x¢+2)= lim (V43 —I+2)(+3 +x+2) _

X0 X Ix2+3 +4x2+2
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lim (X*+3)=(x*+2) _ — lim 1

H‘°°\/x +3 +\/x +2 X% +3 X242

liml=1
car {77

lim Vx2+3 +vx2+2 =40

X—>—00

Do |lim(Vx*+3 —+x*+2)=0

X—>—00

3°™ cas

Lorsque limf(x) donne « + o -0 », on peut utiliser I’expression conjuguée et la factorisation.

A/ %2 [y2
Ainsi, fim (x+3+xC +3x+1)= Jim 3 ANX+3X+1)(x+3 VX +3x+1)

e s Xx+3 —x°+3x+1
lim (x+3)° —(x? +3x+1) lim 3x+8 _
o x4 3 =X +3x+1 >0 ¥ +3 —\/x2+3x+1
x(3+ ) x(3+ ) X(3+ )
lim 3 = I|m 3 = I|m
x+3 —/x2 [1+° +— X+3 —[x[,[1+> +— X+3 +x1/1+ +—
X X X X X X
x(3+—) (3+—) 3
lim 3 X 3 = lim 3 X 3 =2
X(1+— \/1+ +—) (1+— \/1+ +—)
X G X X X
lim 3+§:3

X—>—0 X

car
lim 1+3+‘/1+3+i=2
X—>—o0 X X X

d’on | im (X+3++/x*+3x+1 )_—

X——00

EXERCICES
Exercice 5.12
Calculer la limite de chacune des fonctions suivantes en — oo puis en + oo,

a) f(x) = -x* +x3 - 2x + 3 b) f(x) = 4x® + x* -2 c) f(x) =5x° + x* - 9
d) f(x) =1 + 3x* - x* e) f(x) = =7 + x + x> = 5x° g) f(x) =3 + x° + 6x’
_ Xt +2x+1 _ AP +x+] 3(x+3) (x> +2)
1) ==, NI =55 KT =3 71

-62-



s Fomesoutra.con

CaA SOalra .
Docs a portée de main

CE Lycée Moderne 1&2 Abobo ¢ CE Lycée moaerne L&z ADODO 4t CE Lycee ivioderne 1&2 Abobo ¥t CE Lycée Moderne 1&2 Abobo

x?+1 X—4 x* +5x-5

NfX) =—— m) f(x) = ——— n) f(x) =————
)10 =257 )02 =59 ) f0) == .7
Exercice 5.13
Calculer des limites suivantes :

_3x*-5 _2sinx+1 _ 5 _ )
a) leranl X7 b) 1er1 T+ x C) 1Ln_12(\/2x +1+1) d) X“T&(_X +3x-1)

2
Exercice 5.14
Calculer des limites suivantes :
x%-4 x2+3x-4 x%2-3x+2

li b) lim———— lim————
2) i X+2 ) pall 1-x2 ) xm3x2-7x+2

. 2x3-54 ) X+1 oox*-1
9 lIm=="g &) Nim e ax-3 D lim Sy

Exercice 5.15

Pour chauge cas, calculer la limite de la fonction a gauche puis a droite de X, :

)= —=r

=3 o fX) = ——= , =-2
(x-32 ' ° - =Gy Xo
4x +1 2% +x-3 1
f(x) = =2 D fX)= —— -=
W= % - 1= oy B
X|x - 2| n-~/2x
f =1 o f(x) = =-
(X) (X_1)3 ' 0 ’ (X) (X+3) v Xo 3
2-Xx X—4
fx) = — , Xo=3 i f(X)= ——— | Xg=3etx,=5
()= 57 : 0= ooy T
Exercice 5.16
Calculer des limites suivantes :
) lim X +1-1 o) fim X 9 lim XYX-2V2
x—0 X x=1 A1+ %2 -1 x—2 X-2
d) lim (Vx+1-/x%) e) lim (VX2 +3-v/x? +1) f) lim (x+v/x2+1)
/ _ . X-2
g) lim¥itx -1 hy fim——> i) lim Vx
x—0 X x—0 Il_l_ XZ -1 x—4 X-4
Exercice 5.17
Calculer des limites suivantes :
. 2cosx-1 . A2x+3-3 . sinx-1 . Sin2x
a) lim———— b) Im———— c) lim d) lim
X—>E 3X'TE X—3 X - XﬁE X E x—0
3 2 =

-63 -



s Fomesoutra.con

CR SOUEr~R .
Docs a portée de main
CE Lycée Moderne 1&2 Abobo ¢ CE Lycée moaerne L&z ADODO 4t CE Lycee ivioderne 1&2 Abobo ¥t CE Lycée Moderne 1&2 Abobo

_ sinX-cosx _ 1-cosx _ 2sinx-1 C A1+3x%-1
e) im———— e) lim—; e) lim——— e) lim—————
Lt AX-m x—0 Sin X T BX-m X0
4 6

Exercice 5.18
Calculer la limite de chacune des fonctions suivantes en — co puis en + oo,

a) f(x) = VOx® +2x +1-2x b) f(x) = V7x*+1+ 3X
c) f(x) = V3x*-1-8x + 1 d) f(x) = VX +x+1+ 4x

Exercices 5.19
Calculer chacune des limites suivantes :

G Cox+dx X?-2X+5 _A3X?
2. lim XX +1 b) lim c) lim d) lim ( S+l +5X)
X0 3X+2 oo X+1 T e g J1412x2 o 3x-1

2. lim(x+2++/x*+x+1) b) lim (2x+1-v4x?-x-3)c) lim (3+x-+/2x*+1)

X—>-00

7) Limites et interprétations graphiques : Asymptotes — Branches Paraboliques
Le plan est muni d’un repére (O, I, J). f est une fonction de représentation graphique (Cf) dans (O, I, J).

a) Asymptote verticale - Asymptote horizontale - Asymptote oblique

Asymptote verticale

Propriété 1

a est un nombre réel. La droite d’équation x = a est une asymptote verticale a (Cf) si I'une des
conditions présentées dans le tableau suivant est satisfaite :

Conditions (limites) Interprétations graphiques
limf(x)=—o0

limf(x) =+o0 ' ' '
x—a La droite d’équation x = a est une asymptote verticale a

limf(x)=—o0 (Cf)

lim f(X) =400 Ou bien

lim f (x) = —o0 La courbe (Cf) admet une aymptote verticale d’équation
X—a X=a

>

lim  (x) = +o0

>

Asymptote horizontale

Propriété 2

b est un nombre réel.

* La droite (D) d’équation y = b est asymptote horizontale a (Cf) en - © & XIiﬁm f(x)=b

* La droite (D) d’équation y = b est asymptote horizontale a (Cf) en + o & lim f(x)=b
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Exercice 5.20 résolu

Le plan est muni d’un repére orthogonal, (Cf ) est la représentation graphique de f .

Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition, et donner une interprétation
graphique de chaque limite s’il y a lieu.

f est définie sur J-oo; 1 UJL; + oo parf(x)= 22X ,
x° -1

Résolution

*Ona: M ——=lIM ———

RRRCE! wa”l——f —x/l——f /1——f
Car lim —‘/1—— =-1
X—>—00 X

Comme lim f(x) =-2 alors la droite d’équation y = -2 est asymptote horizontale a (Cf ) en - oo,

2X
e Ona: lim ——= lim —— = lim

-1 “+°°|x| . o F o F
Car lim Jl—i
X—>+00 X

Comme lim f(x) =2 alors la droite d’équation y = 2 est asymptote horizontale a (Cf ) en + oo,

X—>+00

1

lim2x=-2
X—>-1
Ona: lim 2X lim 2xx ! o car < Jj
. : = == im =40
xZ)—l /X2 -1 X<—>71 X2 -1 x—-1 X2 -1

<

Comme Iiml f(X)=—o0, alors la droite d’équation x= -1 est asymptote verticale a (Cf)

<

lim2x=2
Xx—1
* Ona: lim 2X lim 2x x ! 400 car
na. e =10 lim =400
X:)l X2 _1 x:l X2 _ 1 Xl X2 _1

>

Comme IIrTI f(X)=+o0, alors la droite d’équation x =1 est asymptote verticale a (Cf)
X—
>

Asymptote oblique

Propriété 3

* La droite (D) d’équation y = ax + b est asymptote oblique a (Cf) en - 0 &
XILm [f(x)—(ax+b)]=0.

* La droite (D) d’équation y = ax + b est asymptote oblique a (Cf) en + 0 &
lim [f(x) —(ax+Db)]=0.
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Exercice 5.21 résolu

Le plan est muni d’un repére orthogonal, (Cf) est la représentation graphique de la fonction f
1+x
X% +2

1. Démontrer que la droite (A) d’équation y = -3x + 1 est asymptote oblique a (Cf) en -0 et en +co.
2. Etudier la position relative de (Cf) et de (A).

définie sur R par f(x)=-3x+1+

Reésolution
1. Pour toutx de R, f(x) -y = 1+x
242
' 1+x 1
On a d'une part: I|m[f(x) y]—I|m = lim ==0
© X2 42 xo—e X
et d"autre part: lim [ f(x)-y] = lim X _imioo

X—>400 X +2  xoto X

Donc (4) est asymptote oblique a (Cf) en -0 et en +oo.

2. pour étudier la position relative de (Cf) et (4), nous étudier le signe de la différence f(x) —Y.
Pour tout x de &, (x* + 2) > 0. Donc f(x) — y a méme signe que (1 + x).
Dressons un tableau de signe de (1 + x)

X -00 -1 +00

(1+x) - 0 +

Vxe]—oo;—1], f(X)—y <0. Donc (Cf) est au dessous de (A)sur ]-oo;-1[

vxe]-1;+o[, f(X)—y >0. Donc (Cf) est au dessus de (A)sur]-1;+oo[
=—1,f(x) =y. Donc (Cf) coupe(A)au point A(-1;4).

b) Branches paraboliques

Propriété

f est une fonction de représentation graphique (Cf).
Si (Cf) admet une branche parabolique dans chacun des cas présentés dans le tableau ci-dessous :

Limites Interprétations graphiques
lim £(x) =+ ou oo et lim ) 0 Si (Cf) admet une branche parabolique de
X—>—0 N direction (OlI) en - .
lim £(x) =+ ou —oo et lim ) 0 Si (Cf) admet une branche parabolique de
X420 x40 X direction (Ol) en + .
lim f(X) =+ ou —ooet lim (x) +0 ou —oo| Si (Cf) admet une branche parabolique de

direction (OJ) en - oo.

()

lim f(X) =+ ou —ooet lim —==+o00 ou —oo| Si (Cf) admet une branche parabolique de
o o direction (OJ) en + co.
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Exercice 5.22 résolu

1. Démontrer que la représentation graphique de la fonction f : X+ +/x+2 admeten +o une
branche parabolique dont on précisera la direction.
3

2. Méme question avec la fonction g:x— en —oo

Reésolution

1. On a d’une part lim f(x)=+o0

X—>-+00
l+E i 2
, f(x) . Nx+2 X+2 lim1+—=1
Etd’autre part lim = lim = lim = lim —2-=0 car <+ X
X—>+00 X X—>+00 X X~>+ooX lx+ X—>+00 lx+ Ilm X+2 =400

X—>+0

Comme lim f(x)=+c et lim 1) =0, alors la courbe de f admet une branche parabolique de

X—>+00 X—>+00 X

direction (Ol) en + oo.

3

X
2. Onadunepart I|m f(x)= lim == lim x* =+
X—>—o X X—>—00
X) .oWX+2 x® X3
Et d’autre part  lim ( ) _ =lim ——=Ilim ———=Ilim — = lim x=-
X—>—00 X—>—00 X X—>—00 X(X—2) X—>+0 X X—>—00

Comme lim f(x)=+oc0 et lim ) =—o0, alors la courbe de f admet une branche parabolique de

X—>+00 x>+ X

direction (OJ) en + .

11/ CONTINUITE
1) Continuité en a
a) Définition
f est une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant a,

festcontinueena < limf(x) =f(a).

Exercice 5.23 résolu

f(x) = —2 SiX#-2etx#2

Soit f une fonction de R vers R définie par :

X
-l>|l—\~><

f(2) =

Etudions la continuité de f en 2.

Solution

. o Xx=2 1

lim =— etf(2)= —
2 x2 -4 4 @)

lim f(x)= f(2). Donc f est continue en 2.
X—2
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b) Propriété

f est une fonction définie en a
fest continueena < limf(x) =limf(x) =f (a).
X—a X—a

>

Exercice 5.24 résolu

VX g]—0;-1], f(X) =v1-Xx
VX €]-1; + o[, f(X) =3+ X

Justifions que f est continue en -1.

1. Ondonnef: {

2. Justifions que la fonction g suivante n’est pas continue en 1.

C|vxe]l-o;-1[g(X) =x* —x—3
' Vx e[-1;+oo[,g(X) =x—2

Résolution

1.Df= R
f(-1)=1+1=42
lim V1-x =~/2

x—-1

lim v/3+ X =2

x—>-1

f est continue en -1 car Iim1 f(x)= Iim1 f(x)=f(-1)

2.Dg=R
Iirrl(x2 -x-3)=-3 et g(1)=-1

Iirrl( x*> —x—3) #g(1) donc g n’est pas continue en 1.
X—>
2) Prolongement par continuité

Définition

Soit f une fonction d’ensemble de définition Ds, a un nombre réel n’appartenant pas a Dy.
Si fadmet une limite finie | en a, alors la fonction f est prolongeable par continuité en a.

pour X e Dy, o(X) =f(X)

La fonction ¢ définie par : { est appelée prolongement par continuité

p(a)=1
de fena.
Exercice 5.25 résolu
— 2 —
On donne la fonction f de R vers R définie par : f(x) = Li(?’
X_

f est-elle prolongeable par continuité en 1 ? Si oui préciser ce prolongement.
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Résolution :Ds = R\{1}
2
X2 +4x-3 . —(x=-1)(x-
lim £(x)= lim — X TAX=8 _ iy ZO=D(X=3)

x—1 x—1 X—1 x—1 X—1 x—1
1¢ Dy et fadmeten 1 une limite finie égale a 2 donc f est prolongeable par continuité en 1.
Soit ¢ le prolongement par continuité de fen 1 :

—(x-3)=2

2
- Jox el — oot [ U] Lmoo g x) = —XFAX=3
P - x—1
p(1)=2
3) Continuité sur un intervalle
a) Définition

f est continue sur un intervalle ouvert I, si f est continue en chaque élément de I.
b) Propriété
» Les fonctions valeur absolue, sinus et cosinus sont continues sur R.
» La fonction racine carrée est continue sur R;.
c) Opérations et continuité fonctions sur un intervalle
Propriété
» Toute fonction polynéme est continue sur R.
» Toute fonction rationnelle est continue sur tout intervalle contenu dans son ensemble de
définition.
» Si la fonction f est continue sur un intervalle K, alors la fonction |f| est continue sur
I’intervalle K.
» Si la fonction g est continue et positive sur un intervalle K, alors la fonction \/6 est

continue sur I’intervalle K.
d) Image d’un intervalle par une fonction continue
Propriété
L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle
Exercice 5.26 résolu
Soit la fonction f de R vers R définie par : f(x) = x> + x -2. Le graphique ci-dessous représente f.
Déterminer graphiquement puis a I’aide du tableau de variation de f I’image de I’intervalle [-5/2 ; 2]
par f.
Solution
= Graphiquement
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f([-5/2;2]) = [-9/4 ; 4]

» A4 ['aide du tableau de variation

X - © -5/2 -1/2 2 +00
/@ : 0 +

o D ®

5
f est continue sur [— > 2

f([-5/2;2]) = [-9/4 ; 4]

Exercice 5.27
3

Soit la fonction f de R vers R définie par : f(x) = X?—xz +1

1. Dresser le tableau de variation de f.
2. En utilisant le tableau de variation de f, donner I’image par f de chacun des intervalles suivants :

[-3;-2];[-1;1]et[3/2;3].

e) Image d’un intervalle par une fonction continue et strictement monotone

Exercice 5.28

Compléter le tableau suivant :
f est une fonction continue et strictement monotone sur R, a et b sont deux nombre réels tels que :

a<b.

f strictement f est strictement
croissante sur | décroissante sur |

f(1) f(1)

Intervalle |

[a; b]

[a;b[

Ja;b]

Ja;b[
[a;+oof
J-oosal
R

Exercice 5.29
Soit la fonction f de R vers R définie par : f(x) = %x“ —4x° +%
Donner I’image par f de chacun des intervalles suivants : [0; 1] ; ]- o0 ; -1[ et [2; 4].
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4) Fonction continue et strictement monotone
a) Bijection continue et strictement monotone
Propriété

Toute fonction f continue et strictement monotone sur un intervalle K détermine une bijection de
K dans f(K).

b) Réciproque d’une bijection continue et strictement monotone
Propriété
¢ est une bijection d’un intervalle K dans un intervalle L.
si @ est continue et strictement monotone sur K, alors sa bijection réciproque ¢ est
également continue et strictement monotone sur L.
de plus, @ et ¢ ont le méme sens de variation.

Exercice 5.30 résolu
f:[0;2] —>[-3;5]
X X2 +2x-3
1. Démontrer que f est une bijection
2. a) Soit f ! la bijection réciproque de f, donner I’ensemble de départ et I’ensemble d’arrivée de f ™
b) Dresser le tableau de variation de f ™
3. Construire la courbe de f et celle de f *
4. Déterminer I’expression explicite de £
Résolution
1. vxe[0;2],f'(x)=2(x+1)
vxe [0; 2], f’(x) > 0. Donc f est strictement croissante sur [0 ; 2].
f est continue et strictement croissante sur [0 ; 2], donc f réalise une bijection de [0 ; 2] sur
f([0:;2]) =[-3 ;5]
2. a) L’ensemble de départ de f ™ est [-3 ;5] et son ensemble d’arrivée est [0 ;2].
b) Le tableau de variation de f * est : f * est strictement croissante car f * a le méme sens de
variation que f.

X -3 5
() (x) +

fH(x)

3. Construction de la courbe de f
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(Cf)

(CfY)

4. Expression explicite de f ™

Pour cela en posant f(x) = b écrivons x en fonction de b avec x € [0; 2] etbe[-3; 5].
fx) =b &x*+2x-3-b=0

A=4(4+b)

Commebe[-3;5]alors4+b>0=4> 0. Ainsi, on a deux valeurs de x :

X1 =-1- Metx2=-l+ \/4_+b

avec x; =-1- \/m be[-3;5] =2x1 € [4;-2].

avec X, =-1+ \/m,be[e ;5] =% € [0;2].

Donc c’est la valeur de x = -1+ JA+b qui convient. On peut donc définir f * de la facon suivante :
f1:[-3;5] —[0;2]

X ~ -1+ +J4+X
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Exercice 5.31

On admet que la fonction ci-dessus définie est une bijection
frll+oo[ > 15 +00

X2

X > | —5
X -1
Déterminer f .

5) Calcul approché des zéros d’une fonction continue.
Propriété

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 1, alors pour tout m de
f( 1), I’équation f( x ) = m admet une unique solution dans L.

Corollaire

Soit f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a ; b].
Si f(a) et f(b) sont de signes contraires, alors 1’équation f(x) = 0 admet une unique solution

dans I’intervalle ouvert ]a ; b[.

Exercice 5.32 résolu

1. Démontrer que 1’équation (E) : cos X = X admet une solution unique o dans ] 0 ; g [

2. Donner un encadrement d’amplitude 0,1 de a.
Résolution
1. Considérons la fonction f(x) = cosx —x

vxe]0; %[, f(x) =-sinx—1.

vxe]0; %[,O<sinx<1 = -2<-sinx—-1<-1.

Alors Vxe]0; %[, f(x) < 0. D’ou f est strictement décroissante sur ] 0 ; %[.

f est continue et strictement décroissante sur ] O ; %[, de plusf(] 0; %[) =1]- % ;1

Comme 0 €]- % ; 1[, alors I’équation f(x) = 0 admet une solution unique a dans ] 0 ; %[ par

conséquent [’équation (E) admet une solution unique o. dans.
2. Utilisons la méthode par balayage
X o1 (02 (03 |04 |05 |06 |07 |08 |09

Signe f(x) + + + + + + + - -
On conclutalorsque : 0,7 < a < 0,8.
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5) Fonctions puissances d’exposants rationnels

Exercice 5.33 résolu

Ecrire plus simplement les nombres réels suivants :

332 x7°?
1. 3/5832x125 2. J&/e4 3. 4/0,0081 a, ‘/_1—X
23 %78
Résolution
l. 3[5832X12 — (233653)1/3 — (23)1/3X(36)1/3X(53)1/3 — 2)(32)(5 — 90
2. \Jdf6a = (252 = V2

3. 40,0081 = (81x10™)"* = (3'x10%)"* =3x10 " = 0,3

4. 2—1/3x73 - 271/3><73 - 73><772 =

3 32 X72 (25 )l/3x72 25/3X21/3 22 4
77
Exercice 5.34

Calculer :

3 2
A= 3/5832x125 B = 4/0,0081 c = /<64 D= V32x7"

23 x7°
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6. DERIVEES ET PRIMITIVES

I- DERIVATION
1) Dérivabilité en x,
Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle | contenant X,.et (Cf) sa courbe représentative.
" . - f(x)-f(x,)
On appelle taux de variation de f en X, la fonction T, définie sur I\{X,} par To(X) = T
0

Si T, admet une limite finie ¢ en x,, on dit que f est dérivable en x,. ¢ est appelé nombre dérivé de f en
Xo €t on note 7 (X,) = /.
La droite d’équation y = f” (Xo)(X — Xo) + f(Xo) est tangente a (Cf) en son point d’abscisse Xo.

Exercice 6.1 résolu

On considére la fonctionf: R — R

X+1
On note (Cf) la courbe représentative de f dans un repere (O ; 1 ; J).
1. Montrer que, en utilisant la définition, que f est dérivable en 2 puis préciser £’(2).
2. Donner une équation de la tangente a (Cf) en 2.

Résolution
2 fO0-f(2) L x+l -3 _lim (x—2) 1 3
H2 X—2 -2 X—2 =2 (x-2)(Jx+1 +\/_) X 2\/x+1+\/§ 6
f
ﬁz o) _102) ) () existe et est finie doncf est dérivable en 2etf'(2):%

2. Soit (T) la tangente a (Cf) en 2. -

M:y=r'2)x-2)+1(@2)

lim
y= %(x-2)+ J3
y= 0y, 28

2) Dérivabilité a gauche, dérivabilité a droite en X
Définition
f est une fonction définie sur un intervalle K contenant xo.

- f est dérivable & gauche en xo & lim 109 =T (o)
><Z>x0 X=X,

- f est dérivable & droite en xo < lim 100 = (o)
X:}XO X_XO

est finie. Cette limite est notée f, (x,)

est finie. Cette limite est notée f,(x,)

- f est dérivable en X < f est dérivable a gauche et a droite en Xg et fg' (Xo)= fi(X,).
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Exercice 6.2 résolu

On considere lafonctiong: R — R
X > [x? +x—2|
Etudier la dérivabilité de g en -2 et interpréter graphiquement le résultat.

Résolution

X - 00 -2 1 + o
X+ x-2 + 0 - 0 +
X%+ x— 2| X+ x—2 0 xX*-x+2 0 X+ X -2

90)=0(=2) _ jjy X 4X=2 _ iy (X=1)(x+2)

lim lim(x-1)=-3
x>-2 X+2 x>2  X+2 x>2  (X+2) x—>-2

f— —_— f— 2_ f— f—
lim 900=9(=2) _ iy X =X42 oy ZOEDXH2) 41y 3
x—>-2 X+2 x>2  X+2 X2 (x+2) x—>-2

0,(-2) =-3 et g,(-2) =3 g n'estpas dérivable en -2 car g,(-2) # g,(-2)

(Cq) (la courbe représentative de g) admet une demi tangente a gauche en -2 d’équation y = - 3x - 6
et une demi tangente a droite en -2 d’équation y = 3x + 6.

3) Tangente verticale
Propriété
f est une fonction définie sur un intervalle K contenant Xo.
S T . f(x)—f(x e
Lorsque la limite a droite ou la limite a gauche de la fonction x — M est infinie, la

X=X,
représentation graphique de f admet une tangente verticale au point Mo(Xo ; f(Xo)).

Exercice 6.3 résolu

On donne la fonction g sur [0 ; + oo [ par g(X) =vX—2.
Etudier la dérivabilité de g en 2 puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.

Résolution

L 9(x)-9(2) o VX=2 . (x=2) _
lim =lim =lim =lim
X2 X—2 X2 X—2 x—>>2(x_2)/x_2 X2 ,\[X -2

=+00

La fonction g n’est pas dérivable en 2 et (Cg) une demi tangente verticale a droite au point
d’abscisse 2.
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3) FONCTIONS DERIVEES
a) Dériveées successives
Définition
f est une fonction dérivable sur un intervalle K.

- Sadérivée f’ est aussi appelée dérivée premiére de f et notée f(1) ou j—f
X

: . e e ] d*f
- Sif” est dérivable sur K, sa dérivée est appelée dérivee seconde de f et notée f** ou f(2) ou ax?
X

- Par itération, la dérivée n® de f est la dérivée de la dérivée (n — 1)° de f.

Exercice 6.4 résolu

Soit le polyndme f définie par f(x) = 5x° + 4x* — 7x + 1.
Déterminons les deux premieres dérivées de f.

Solution
1l s ’agit éventuellement de déterminer f’et .

f étant un polynéme, donc pour tout x de R, f (x) = 15x* + 8x — 7.

f' étant également un polyndme, on a : pour tout x de R, /" (X) = (/) ’(x) = 30x + 8.
Exercice 6.5

Déterminer les dérivées successives d’ordre 1, 2 et 3 de chacune des fonctions suivantes :

f(x)=cosx et g(x) = X
X+2

b) Dérivée d’une fonction composée
Definition

Si f est une fonction dérivable sur un intervalle K et g une fonction dérivable sur f(K), alors la
fonction gof est dérivable sur K et pour tout x de K, (gof)’(x) = f’(x)xg’of(x)

Exercice 6.6 résolu

T T
f:1-—; = R
55 0=
X > +/C0S X
On admet que f est dérivable sur]-g ; g [, déterminer £°(x).

Résolution

Considérons f (x) = goh(x) avec g(x) = JX et h(x) = cosx

X e]-g ; g [/ () = (goh)'(x) = h'(x)x g (h(x))
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_ —sinx
2Jcosx  2+/cos x

D’ou : f(x) = - sinxx

Conséquences

Si u est une fonction dérivable sur K et n € IN, alors les fonctions sinu, cosu et u" sont dérivables sur
Ketona:

(sinu)” = u’cosu

(cosu)’ = -u’sinu

(un), 5. n-1

nuu
Si de plus u est strictement positive sur K, alors la fonction Ju est dérivable sur K eton a

u)

J— u'
2Ju’
Exercice 6.7 Résolu

On admet que la fonction f est dérivable sur I’intervalle I
Dans chacun des cas suivants, déterminer la dérivée de f sur I.

1. f(x)=sin(x*+2) =R
2. f(X)=(-3x*-4x+2) I=R
3. f(x)= VX®+3x |=]o;g[
Résolution
1. f(x)=sin(x* +2) (formule utilisée: (sinu)’= u’cosu)
f'(x)=2x cos(x2 +2)
2. f(X)=(-3x°—4x+2)* (formule utilisée: (u")’= nu " u’)
() = 4(-6x—4)(-3x%—4x +2)?
3. f(x)= vVx*+3x (formule utilisée : (\/U)’ = u—)
2Ju
2X+3
fi) = ————
24/x% +3x
c) Tableau récapitulatif de dérivées
Dérivée de fonctions élémentaires
Fonction f Dérivée £ de f f est dérivable sur I’intervalle
X+ C [ce
R] X0 R
x> X [reQ¥] X e rxt R
Vx Xe ot 10 ; +oof
T 400
X=X 24/x '
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xwir [re Q*] X —— J-o0 ; O[ 0u 10 ; +oo[
X X
X > Sinx X — COSX R
X — COSX X > -SinX R
X = tanx X - 12 ]-£+kn;£+kn[,[k€Z]
COS“ X 2 2
Dérivées et opérations
Fonctions Dérivée sur K Conditions
f+g f'+g aceR
af af'
fg f'g + fg’
1 g
— - xX)#0
g gz g(x)
f f'g—fg'
- (x)#0
g g s
gof f'xg’of
fr rf L f re Q*
Ji . f(x) > 0
2Jf
cosf -f ’sinf
sinf f 'cosf

d) Nombre dérivé d’une bijection réciproque en un point M («; f8)

Propriété
Soit f une bijection et f* sa réciproque soit « et 3 tels que f(a) = 3. Si f est dérivable en « et que
£(ar) # 0 alors f* est dérivable au point 8 et (f*)’(8) = %
o

Point méthode

Soit f* la réciproque d’une bijection f
Pour éventuellement calculer le nombre dérivé de f* en B, on peut procéder comme suit
- On résout 1’équation f(x) = § pour en déterminer I’unique solution «a.
1

- Sif(a)#0, alors * est dérivable en B et (F1)’(B) = @
o
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Exercice 6.8 résolu

On considére la fonction f dérivable sur R et définie par f(x) =x° + 1.
1. Montrer que f est bijective.
2. f1 est la bijection réciproque de f

a) Démontrer que f* est dérivable en 2 et calculer (f)’(2).

b) f* est-elle dérivable en 1 ? Justifier votre réponse.

Résolution

1. f est dérivable sur Rdonc continue sur R.
Pour tout x de R, f '(x) = 3x* = VXER,f '(x) >0 etf '(x) =0 &x=0.
f est donc strictement croissante sur R.
f(R)= R
Donc f est une bijection de Rvers R.
2a)fx)=2 @x*+1=2
exd =1
ex=1

f /(1) = 3+ 0 donc f * est dérivable en 2 et (f™)'(2) = % %

20 fX)=1 ex*+1=0
exd =0
<x=0
f'(0) = 0 donc f ™ » est pas dérivable en 0.
EXERCICES
Exercice 6.9
On considere la fonction :

f:[0; g]ﬁ[o;u

X > sin X

1. Démontrer que f est une bijection.

=

2. Démontrer que f ™ est dérivable en % et donner (f 1)*( >

3. Donner une équation de la tangente & la courbe représentative de f * au point d’abscisse73.

Exercice 6.10

On admet dans chacun des cas suivants que la fonction f est dérivable sur D. Calculer f (x) pour
tout x elément de D.

1. f:x—>Vx*+2x+3 D=R 2.f:XI—>(X2+3X+1)3 D=R

1
3. f x> cos® x D=R 4 fixb—"— D=R
(2 +x+1)
2

5.f: x> +x-6] D=R 6. f:x—x3 D=]0;+m0]
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7. f:x—> Y1+ x* D=R 8. f:XH(L:JZ D=]0;+0[
X+

9. f:xi>sin(Cos’x+3) D=R 9. f:x s x? +—— D=10;+0[
Jx

Exercice 6.11

Soit la fonction f : x+— %x"* + X +1 définie et dérivable sur R.

1. Démontrer que f est une bijection de R vers R.
2. Justifier que sa bijection réciproque f ™ est dérivable en 13 et calculer(f *1)'(13).

Exercice 6.12

V4 +x?
o

1. Calculer les limites de fen —oo et en 0. Interpréter graphiquement les résultats.
2. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
3. Justifier que f réalise une bijection de ]-oo ; O[ sur un intervalle J que I’on précisera.

4. Calculer (f ’1)'(— \/E) de deux manieres.

Soit la fonction f définie sur ]-oo ; O[, par f(x) =

11/ PRIMITIVES
1) Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle K.
On appelle primitive de f sur K, toute fonction F dérivable sur K telle que : V x € K, F’(x) = f(x)

Exercice 6.13

Soit f et F dérivable sur R et définie par respectivement :

f(x) = 2x + cosx et F(x) = x + sinx + 2. Prouver que F est une primitive de f sur R.
Solution

Ona: pourtoutxde R, F’(x) = 2x + cosx = f(x).

Donc F est une primitive de f sur R.

2) Propriétés

1. Si f est une fonction continue sur un intervalle K, alors f admet une primitive sur K.

2. Si F est une primitive de f sur K, alors pour tout réel ¢, F + ¢ est une primitive de f sur K

3. Xo et yo sont des nombres réels. Si f admet des primitives sur K, il existe une unique primitive G
de f sur K verifiant G(Xo) = Yo.
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Soit f dérivable sur R et définie par :
f(x) = 2x + cosx. Déterminer sur la primitive F de f qui prend la valeur 2 en 0.

Solution

Les primitives sur & de f sont de la forme : F(x) = x* + sinx + c avec ¢ € R.

Ona:F(0)=2&c=2

Donc la primitive recherchée est la fonction de f est définie par F(x) = x* + sinx + 2.

3) Primitives de fonctions élémentaires

Fonction f Primitives de f Sur I’intervalle
X t>a [aeR] X >ax+C [ceR] R
n+1
X X" [neN] X > +C [ceR] R
n+1
-1
X+ — [neN\{1 X -—F——+C [ceER -0 .
o [ {1}] (n_Dx" [ceR] J-o0; O[ou] 0 ; +o0 [
1
XHW x> 24X + ¢ [ceR] 10;+0]
r+1 s
r . [0;+0[sir>0
X X [reQ \{-1}] XHr+1+C [ceR] 10:+o0[sir<0
X > Sinx X > -COSX + C [ceR] R
Fonction f Primitives de f Sur I’intervalle
X > COSX X > SinxX + ¢ [ceR] R
X 1 +tan’x = X > tanx +c [ceR] ]-g+kn;g+kn[,[k€Z]

cos? x

4) Formules des primitives

Fonction f Une primitive de f Commentaire
,n u"t Sur un intervalle | ou u est
u'u [neN] -
n+1 dérivable
u' -1 Sur un intervalle I ot u est
— reQ\{1 — .
u' re@\1}] (r-Hu™ dérivable et ne s’annule pas
u' Sur tout intervalle | ou u est
o 2.u dérivable et strictement
u positive
u Sur un intervalle | ou u est
uwu' [reQ\{-1}] dérivable et positive
r+1 (strictement positive sir < 0)
. Sur un intervalle | ou u est
u'sinu -cosu -
derivable
, . Sur un intervalle | ou u est
u cosu Sinu

dérivable
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Exercice 6.15 résolu

Dans chacun des cas suivants, F et f sont des fonctions de R vers R.
Démontrer que F est une primitive sur I’intervalle K de f.

1. F(x) = -x" +3x°- 6x - 20 K=R
f(x) =-7x%+ 15x*— 6

-2
A/sin X

COS X

Vsin® x

3. F(x) = x?sinx + cosx K=R

2.F(x) =

2010 K=10;n[

f(x) =

f(x) = (2x-1)sinx + x°cosx
Résolution

1. F'(x) =-Tx*+15x*~6 =f(x)  donc F est une primitive de f sur R
On peut procéder de la méme maniére pour les autres cas.

Exercice 6.16 résolu

Dans chacun des cas suivants, déterminer les primitives sur I’intervalle K de la fonction f.

1.f(x)=-x>+2x*+5 K=R
2. f(x) = cosx — sinx K=R
3. f(x) = 3(2x - 4)* K=R
-1 3
4.f(x) = K=]=;+w
= Tax—s PR
sin X /4
5.f(x) = K=10;—[
Vcos® x 2
2 —
6. f(x) = 2)(—34X+1 K =R
2X
7. f(x) = sin 2x K=R
8. f(x) = -sinx K=R
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Résolution

1. Les primitives de x ~ x" sont de la forme X + leﬁl +c(c €R).
r+

F(x)=-%x4+§x3+5x+c (ceR)
2. F(x) = -sinx —cosx + ¢

r+l

+1

3. Selon I’expression de f. la formule sollicitée est u’u" qui a pour primitive :J (r+=-1)
avec u(x) = 2x—4.
f(x) =3(2x - 4)!* = g [2(2x - 4)]

R
F(x) = EXMJFC: i(gx_4)15+c
2 15 10

4. Selon [’expression de f, la formule sollicitée est UT qui a pour primitive 2 Ju
u

avec u(x) =2x-3.

f(x) = -1 —leL
\J2X-3 2  J2x-3

F() = ‘71 x242X=3 +c= -+2x=3 +¢

. L -1
5. Selon l’expression de f, la formule sollicitée est u—r qui a pour primitive ——— (r # 1)
u

(r—1)u"™

avec u(x) = cos X.

f(x) = sinx _ sinx _ -—sinx
T 5., 5 T s
COS™ X (os? x C0S2 X
F(x) =- 13 +c—g>< 13 +C
3 3 3
—C0S2 X €0S? X
2x% —3x+1 1 3 1
6. f(x) = = -+
) x* xz 2x®  2x*
1 3 1
FOX)=- =+ - +
) 4x*> 6x°

1. Selon l’expression de f, la formule sollicitée est u’sin u qui a pour primitive — COS U
avec u(x) = 2x.

F(x) = - %cost
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Exercice 6.17 résolu
Déterminer sur K, la primitive F de la fonction f prenant la valeur y, en Xo.

fx)=x*+3x—1 Xo=0etyy=2 K=R.

Résolution
3

Les primitives de f sont de la forme : F(x) = g—+21x2 —-X +cavecc € R

F0)=2 ec=2.
3
Donc la primitive recherchée est la fonction définie sur R par : F(X) = ;— +21x2 —X+2

EXERCICES

Exercice 6.18

Dans chacun des cas suivants, prouver que la fonction F est une primitive de la fonction f sur
I’intervalle I :

1. f(x) = tan’x . F(x) =tanx — x : :]-g : g [
21002 2D R (xe ] 1210540
X X

Exercice 6.19
Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de la fonction f sur I’intervalle I indiqué :

2_
LX) =x*—4+x*—4x+3 ; I=R 2.f(x):XTZX+1 C 1=R
3.f(x):;—;L+Xiz—1 ; 1=]0;+0[  4.f(x) = vVX-1 cI=[1; 40|
5. f(x) = (2x + 1)(x* + x — 2)° c 1=R 6. f(x) = 2X c1=]1; 0]
VX2 -1
7.f(x):# 1=R 8. f(x) = xV1+x? ; 1=R
(X*—=x+3)
1 4
9.f(x):F(3+;)4 ; 1=]0; +o [.
Exercice 6.20
1-x°

Soit la fonction rationnelle f définie sur R \{1} par : f(x) = 1

1. Déterminer la fonction dérivée f’ de f de deux fagons différentes.

2. En déduire que, pour tout x de R \{1}:
_ 4 5
1+2x+3x2+ 3= X A
(1-x)

Exercice 6.21

Déterminer la primitive F de f sur ’intervalle I vérifiant la condition indiquée :
1Lf:xmax*—3x+2 ; I=R et F(-1)=0

-85-



s Fomesoutra.con

CR SOUEr~R .
Docs a portée de main
CE Lycée Moderne 1&2 Abobo ¢ CE Lycée moaerne L&z ADODO 4t CE Lycee ivioderne 1&2 Abobo ¥t CE Lycée Moderne 1&2 Abobo

2.f:xH»3x+1+ x_12 ; 1=]-0;0[ et F(-2)=1.
Exercice 6.22
. . . e _ _ 3x*+4
Soit la fonction rationnelle f définie sur R \{-2 ; 2} par : f(x) = W
X —
1. Déterminer deux nombres réels a et b tels que, pour x distinct de -2 et de 2, on ait :

a_ . b
(x—2)>  (x+2)?

2. En déduire une primitive de fsur]-2; 2].

f(x) =

Exercice 6.23

On considére les fonctions f, g et h dérivables sur IR et définies par f(x) = 3x* - 4 - S—XH ;
(1+2x7)
3(1-10x>
h(X) = ——— et g(x) = (—24)
(1+2x°) (1+2x7)

Déterminer sur IR une primitive H de h. En déduire sur IR une primitive F de f.
Démontrer que pour tout X e IR, h’(x) = g(x). En déduire sur IR la primitive G de g qui prend la valeur 0 en 1.
Exercice 6.24

Soit f'la fonction définie sur ’intervalle I = ]-2 ; + oo[.

a) Déterminer les nombres réels a et b tels que f(x) = f(x) = a +—(x +2)?

b) Déterminer la primitive de f sur I’intervalle | qui prend la valeur 3 en 1.

Exercice 6.25
1

cos? X

1. Déterminer une primitive sur [0 ; %] de la fonction f: x » f(x) =

T sin X
2. On consideére le fonction g définie sur [0 ; —1 par g(x) = )
g [ 4] par g(x) o5 x
Montrer que & X €, g’(x) = 3 2
a BT st x T cos?x
3. En déduire une primitive sur [0 ; E] de la fonction f : x> ———.
4 cos* x

Exercice 6.26
f est une fonction et F une primitive de f sur K.
la fonction x— F(2x) est-elle une primitive de la fonction x+~ f(2x).
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/. ETUDES DE FONCTIONS

| / GENERALITES SUR LES ETUDES DE FONCTIONS.
1) Parité d’une fonction

Définition :

f est une fonction d’ensemble de définition Df

f est paire si et seulement si x € Df, -x € Df et f(-x) = f(x).

f est impaire si et seulement si x € Df, -x € Df et f(-x) = -f(x).

Exercice 7.1 résolu
Soitf:R > R et g:R—>R

3

X =

X >
x2+1 x2 -1

Etudier la parité de f et de g.

Résolution
Parité de f

OnaDf= R =xeDf, xeDf etf(x) = ——> =

= = f(x). Donc f est paire.
(=x)’+1 x*+1 () P

Parité de ¢

—v)3 _ 3
OnaDg= R{-1; 1} =xeDf, xeDfet f(-x) = ( x2) = 2x =—f(x). Donc f est impaire.
(=x)*+1 x°+1
Remarque

Le plan est muni d’un repere (O, I, J). f est une fonction de représentation graphique (Cf)
Une fonction f est paire si et seulement si I’axe (OJ) est un axe de symétrie de (Cf).
Une fonction f est impaire si et seulement si I’origine O du repére est centre de symétrie de (Cf).

2) Eléments de Symétrie d’une représentation graphique
a) Centre de symétrie.

Propriété 1
f est une fonction et (Cf) sa représentation graphique dans un repére (O, 1, J). A(a ; b) est centre de
symétrie de (Cf) si et seulement si :
VX eR, (a-x) eDf & (a+x) eDf et f(a—x) +f(a+x)=2b.
Propriété 2

f est une fonction et (Cf) sa représentation graphique dans un repére (O, I, J). A(a ; b) est centre de
symetrie de (Cf) si et seulement si la fonction g définie par : g(x) = f(x + a) — b est impaire.
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Exercice 7.2 résolu

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O ; I ; J).
Soitf:R— R
31

-t —
3 3(3x-2)
On note (Cf) la courbe représentative de f.

Démontrer gque le point A(%;g) est centre de symétrie de (Cf).

Résolution
* En utilisant la propriété 1
2 2
Df =]-0: = [U] = ;+©
1 3 [ ]3 [
Soitxe R; g—XEDf <:>g—x;«rsg
3 3 3
2 2
S S E—+X
3 3
2 2
& — 4 XE—
3 3
2 2
Donc Vxe R §—XGDf<:>§+XEDf

Soitxe R, tel que %—Xe Df

5 31 5 31

f(=—x)=——— et f(= =—+—

( x) 3 9x ( +x) 3 9x
2 2 10
f(=—x)+ f(=+x)==—
(3=0+ TH(5+x)=7

D’out le point A( % ;%) est centre de symétrie a (Cf).

* En utilisant la propriété 2

Soit la fonction g définie par g(x) = f(x + ) -> = 312 _3t
3(3(x+)—2) X
31 31

OnaDg=R\{0} =xeDg,-xeDgetg(-x) = o ) 9( ) —g(x). Donc g est impaire.
—X

D ou le point A( % ;%) est centre de symétrie a (Cf).

b) Axe de symétrie
Propriété 1

f est une fonction et (Cf) sa représentation graphique dans un repére (O, |, J). La droite (D)
d’équation y = a est axe de symétrie de (Cf) si et seulement si :
VX eR, (@a-x) eDf & (a+x) eDf et f(a—x) =f(a+ x).

- 88 -



s Fomesoutra.con

CaA SOalra .
Docs a portée de main

CE Lycée Moderne 1&2 Abobo ¢ CE Lycée moaerne L&z ADODO 4t CE Lycee ivioderne 1&2 Abobo ¥t CE Lycée Moderne 1&2 Abobo

Propriété 2

f est une fonction et (Cf) sa représentation graphique dans un repére (O, 1, J). La droite (D)
d’équation y = a est axe de symétrie de (Cf) si et seulement si la fonction g définie par :
g(x) = f(x + a) est paire.

Exercice 7.3 résolu

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O ; I ; J).
Soitf:R— R
2
X% —2X
On note (Cf) la courbe représentative de f.
Démontrer que la droite (D) d’équation x = 1 est un axe de symétrie a (Cf).

X

Résolution

* En utilisant la propriété 1
Df =R\{0; 2}

Pourtoutxde R, 1-xeDf @1 -x#0etl—x#2
S x#tletl#2+x
Sx+I1+£2et0+1 +x
e 1+x eDf

Donc Vxe R, 1-x e Df <1+ xe Df

Soit Vx e R, tel que 1—x e Df,

_ 2 _ 2
f=x= 1-%°-20-x) x°-1

_ 2 _ 2
f+x= @+x)%-20+x) x°-1

f(1 —x) =f(1 + x), la droite (D) est donc un axe de symétrie a (Cf).

*» En utilisant la propriété 2
2 2
(x+1)2-2x x2+1
2 2
(—x)?+1 x*+1
La droite (D) est donc un axe de symétrie a (Cf).

Soit la fonction g définie par g(x) = f(x+1) =

OnaDg= R =>xeDg, -xeDgetg(-x) = =g(x). Donc g est paire.
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I1- EXEMPLES D’ETUDES DE FONCTIONS

Probléme 7.4 résolu
1. Soit le polyndme g définie par g(x) = x> — 3x — 3.
a) Calculer la limite de g en — o et en +o0 .
b) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variations.
¢) En déduire qu’il existe un unique réel o tel que g(a) = 0. Justifier que 2,1 <a < 2,11.
d) En déduire que vx e]-0; a[, gx) <0 et vxe]a; +o [, g(x) > 0.

2x°+3

2. Soit la fonction f définie et dérivable sur R\{-1 ; 1} par f(x) =—; 1 et (Cf) sa représentation
X J—

graphique dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J), unité graphique : 1cm.

a) Montrer que V x e R\{-1 ; 1}, f’(x) = g(x)xh(x) ou h est une fonction a préciser.

b) En déduire les variations de f.

c) Etudier les limites de f aux bornes de Dy ; puis interpréter graphiquement (si possible) chacun
des résultats obtenus.

d) Dresser le tableau de variation de f.

bx+c

x? -1
b) En déduire que (Cf) admet en —o0 et +o0 une asymptote (A) dont on précisera une équation.
c) Etudier la position de (Cf) par rapport a (A).

5. Montrer que f(a) = 3o.

6. a) Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet dans ]- « ; -1[ une solution unique p.
b) Déterminer un encadrement de  d’amplitude 0,1.
c) Déduire de ce qui précede le signe de f(x) suivant les valeurs de x.

7. Tracer (Cf), (A) et les autres asymptotes dans un méme repere orthonormé (O, I, J).

3. a) Déterminer trois réels a, b et c tels que f(x) =ax +

Probléeme 7.5 résolu

On considere la fonction f de R vers R définie x par f (x) :—x+\/m .
(Cf) est la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O, 1, J), unité graphique : 1cm.
1. a) Déterminer I’ensemble de définition Df de f.
b) Calculer les limites de f aux bornes de Df puis en déduire que (Cf ) admet une asymptote que
I’on précisera.

2. Etudier la dérivabilité de f en -3 et en 3 puis interpréter graphiquement les résultats.

3. @) Démontrer que la droite (A) d’équation y = -2X est asymptote a (Cf) en - c.
b) Etudier la position de (Cf) par rapport a (A).
4. On admet que f est dérivable sur |- o ; -3[U] 3 ; + o[ , vérifier que :

— 2_
¥ xe]- o -3[U] 3: +oof, £1(x) = XX =9
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5. a) Montrer que x€]- o ; -3[, X - VX’ -9<0.

b) Montrer que xe] 3 ; + o[, x - VX*=9>0.
c) En déduire le sens de variation de f. Dresser le tableau de variation de f.
6. Tracer (Cf) et (A).

Probleme 7.6 résolu

Soit f la fonction dérivable et définie sur Dy = R\{-1 ; 1}, par f(x) =|x+1|+

x? -1
On note (Cf) la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O, 1, J).
Unité graphique : 2 cm.
1. a) Pour tout x de Dy donner I’écriture de f(x) sans valeur absolue.
b) Etudier les limites de f aux bornes des intervalles de Ds. Eventuellement, on donnera une
interprétation graphique de chacune de ces limites.
2. a) Exprimer £’(x) et étudier le signe de £’(x) sur chacun des intervalles de Ds.
b) En déduire le sens de variation de f dresser son tableau de variation.
3. a) Montrer que, (Cf) coupe 1’axe (OI) exactement en deux points distincts d’abscisses o et .
a<pP.
b) Déterminer un encadrement d’amplitude 10™ de o puis de p.
c) En déduire le signe de f(x) suivant les valeurs de x.
4. a) Vérifier que les droites (A1) : y=x + 1 et (Ap) : y = -x - 1 sont asymptotes obliques a (Cf)
respectivement en +oo eten —oo.
b) Etudier la position de (Cf) par rapport a (A;) sur J-oo ; -1J.
¢) Etudier la position de (Cf) par rapport a (Az) sur]-1; 1[U]1; - [.
5. Trouver une équation de la tangente (T) a (Cf) au point A d’abscisse 0.
6. Tracer (Cf), ses asymptotes et la tangente ( T).

Résolution

Probléme 7.7
1. a) limitesde g
lim g(x)= lim x* =+o0

lim g(x)= lim x* =—o0
1.b) Etudes des variations de g
VXeR g'(x) =3(x*—1) =3(x—1)(x + 1)
VXel-wo, 1[U]I; +o [, g’(x) > 0. Donc g est strictement croissante sur J-co ; I/U]1; +o [.

vxe]-1; 1/, g'(x) < 0. Donc g est strictement décroissante sur [-1 ; 1[.
Tableau de variation de g
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X -0 -1 1 o+

I I
g'(x) 0 -0 +
-1 +00
A
0
g(x) /

-0 -5

1.c) *9(-;1]) =]-0; -1].
Comme 0¢g ]-0; -1/, alors [’équation g(x) = 0 n’admet pas de solution dans ]-o ; -1].

*9(01; +o0 ) =]-5; +oof et
g est continue et strictement croissante sur ]1 ,; +oo/ et
comme 0€ ]l +owo [, alors ’équation g(0) admet une solution unique a. €1 ; +oo [.

ld)Ona: «g(J-o,a/) =]-0;0[.Donc Vxe]-o, a/, g(x) <O0.
sg(Ja; +of) =] 0; +oof. Donc VX € Ja ; +of, g(x) > 0.

6x°(x? —1)—2x(2x* +3)
(x* —1)°

_2x* —6x* —6X

C o (x-1y

_(x*=3x-3)x2x

S (-1y

=(x®-3x-3)x

28) VXER{-1; 1} f'(x) =

2X
(x*-1)

Avec h(x) = (Xzz% onabien VXeR{-1, 1}, f'(x) = g(x) *<h(x).

2.b) Les variations de f
Tableau de signe de f .

V x e R{-1 ; 1}, h(x) a méme signe que 2x puisque (x*— 1) > 0.

X -0 -1 0 1 a +00
904 : : : - 0 ¥
2X - - + + +
f'(x) + + 9 - - (l) +

VXxe]-o;-1[U]-1;0[U]a; +o [, f’(x) > 0. Donc fest strictement croissante sur chacun des
intervalles J-oo ; -1[, ]-1, 0f et Ja ; + [.
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VXxe]0;1[U]l; al, T ’(x) < 0. Donc fest strictement décroissante sur chacun des intervalles

10; 1[et ]1; a].

2.c) Limites de f
* Les limites a l'infini

lim f(x)=lim 2x =+

X—>+00 X—>+00

lim f(x)= lim 2x =—o0

X—>—00 X—>—00

* Les limites en 1

3
VXeR{-1: 1} f) = 231
+1 x-1
. 2x*+3 5
lim =—

Iimlf(x)=—oo car 1" x+1 4

- lim——=-w
x?lx_]_
i 2x°+3 5
lim f(x)=+0 car {° Xt 4
1 lim —— = +oo
x->1x—1
* Les limites en -1
3
VxeRm-1: 1} f) = 23 L
x-1 x+1
o2x3+3 1
>!Ln—]1 1 :_E
lim f(x)=+o car Xt
Kol lim —— = —oo
o ix+1
| 2x°+3 1
lim f(x)=—cc car {7 *fl 2
o lim —— =+
x>-1x+1

2.d) Tableau de variation de f

X |- -1 0 a +00
f'(x) + + (l) - (l) +
+00 -3 +00 +00
f(x)
-0 -0 -0 3o
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3.a) Nous allons procéder en effectuant une division euclidienne

2%+ 3 X -1
2x3 - 2x 2
2X + 3

2X+3

x? -1

DoncV xe R{-1; 1}, f(x) = 2x +

Onaalors:a=2;b=2etc=3.

3b) V X R{-1: 13, f(x) - 2x = 2’;*?
X —
e lim [F(x)=2x] = lim 23 jim 22 jim 220
X—>—00 x—>—o X< —1 X—>—0 ¥ X——o X
e lim [F(x)-2x] = lim 23 jim 22 4im 220
X—>+00 x>+ X° —1 X—>+0 X X—>+o X

Ainsi la droite (4) d’équation y = 2x est une asymptote oblique a (Cf) en -oo et en +o.

3.0) VX e R{-1: 1}, f(x) - 2x = 2)2”:;
X —
i i ices 2x+3 .
Etudions le signe de la différence f(x) — 2x = —; . sur R{-1; 1}.
X i
X -0 -3/2 -1 1 +00
2Xx+ 3 - (l) + + +
x* -1 - - 0 - 0 +
] |
ll.l" I
f(x) — 2x t0 - ﬁ - 4 +

e VX€]-0;-32[U]L; +o[, f(X) —2x > 0, donc (Cf) se trouve au dessus de (4) sur ]-o ; -3/2[
etsur]l; +oof

¢ VX€e]-3/2;-1[U]-1; 1, f(X) —2x < 0, donc (Cf) se trouve au dessus de (A) sur ]-3/2 ; -1[
etsur]-1; 1[

* (Cf) et (1) se coupent au point A(-3/2 ; -3)

5. Montrons que f(o) = o

D’apres la question 1.c), g(a) = 0.
ga)=0 & od*-30-3=0
e dd= 3o+ 1)

a+l
e ol =3x%

(> 0)

a
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o) = 2a23+3:2x3(a+1)+3:6a+9 _3a(2a+3)
a” -1 3LH_1 20+3 20 +3
o (04

6.a)Ona:
* fest dérivable (donc continue) et strictement croissante sur ]-oo ; -1[.

*f(J-0 ; -1]) =]-0 ,; two/ = R,
e R

Donc [’équation f(x) = 0 admet une solution unique B sur J-o ; -1[.

Encadrement de f d’ordre 0,1

f est strictement croissante sur ]-oo;-1[
Iimlf(x):+oo = Be]-2;-1[

f(-2) ~ —4,33

Procédons en utilisant la méthode par balayage

X -19 (-18 |-1,7 |-16 |-15 |-14 |-13 |-1,2 |-1,1

Signedef(x) | - - - - - - - - +

Doncona:-1,2<p<-11.

6.b) Signe de f

Ona:

f@-0, ) =1-;0[
f4B;-1D =105+ /
fd-1;1D =1-0;-3[
f(qQ1; +f) =]3a ; +0of
fB)=0

donc: < VXe]-wo, p/U]-1;1], f(x) <0,
e VXeJB;-1[U]L; +of, fix) > 0,
< fip) = 0.

1. Tracé de (Cf), (4) et des asymptotes verticales
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Probléme 7.8
1.a) Ensemble de définition Df de f

VxeDf @x?—9>0

S X=3)(x+3)=0

e xe]-o;-3[U]3; +of
Df =0 ; -3[U13 ; +o0 [

1.b) limites de f aux bornes de Df

clim £(x) = (—x 4% —9) = lim CXFVX=9)(x+VX" -9) -9

= lim ————=0

X—>+00 X—>+00 X + IXZ _9 x—>+oox+ [X2_9
car lim (Xx+vx*=9)=+w

X—>+00

Interprétation graphique : lim f(x)=0 = la droite (Ol)est une asymptote horizontale a (Cf) en + oo

olim f(x)=lim(—x+vx?-9)=+oocar lim(-x) = +ooet lim vx*-9 =+

X—>-00

2. * Etude de la derivabilité de f en -3

f(x)=f(=3) . (=x+vVx*=9)-3 . —(x+3)+Vx*-9 Xx—3
lim = lim = lim =lim| -1+ |—
>3 x—(-3) x>3 X+3 x>3 X+3 x>-3 X+3
lim(x-3) =-6

] X-3 ] X—-3
or lim — = lim(x-3)x =400 Car 1

x>-3X4+3 x>-3 X+3 lim ——=-w

< < x>-3 X+ 3

. X-3 . X—3 . f(x)=-1(-3)
Im —=+40w0=lim,[— =+0= M ——————~ =+
x>3X+3 >3V X+3 x23 X+3

f n’est pas dérivable en -3 mais admet une tangente verticale en son point d’abscisse -3.

* Etude de la dérivabilité de f en 3

x—3 X—3 x—3
> >

i F00=F(3) | (-x+ X -9)+3
x—3 X—3

X—>3 X — X—>3
> >

- —(x=3)++x*-9 _lim {_1+ x+3j

lim(x-+3) =6

. X+3 .
or lim——=Ilim(x+3)x =400 car ¢, 1
x>3 X—3  x-3 X—3 lim—— =+
> > x—>3x_3
>

. X+3 . Ix+3 . f(x)-1f(-3)
lim—=+40o=lim.|[— =4to=limM——2—— “2 — 4w
x;>3 X—3 x:>3 X—3 x;>3 X—3

f n’est pas dérivable en 3 mais admet une tangente verticale en son point d’abscisse 3.

3.a) ¥xe]-w;-3[U] 3;+0 [, f(x) -y =Ff(X) + 2Xx = x+,/x* -9
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2 2
lim [ F(x)=y] = lim (x+ %% —9) = fim QX =XV =9) i 9 g
X—>—0 X—>—0 X—>—00 X — IX2_9 x—>—ooX_ X2_9

car lim x> =9 =+40= lim Vx> -9 =40 = lim (x—v/x* -9) = -

X—>—00 X—>—00 X—>—a0

Donc la droite (4) est bien une asymptote oblique a (Cf) en -.
3.b) Etude de la position relative de (Cf) et de (4)
xe]-oo;-3[U] 3;+x [, f(x)—y=F(X) + 2Xx = x+/x*—9

exe ]3;+0 [, x>0et \yx*-9>0 =2f(X) -y > 0. (Cf) est au-dessus de (1) sur ] 3 ; +oo [.
. I7’X€]-oo;-3[,f(x)—y: "t /—Xz— =(X+’,X2_9)(X_’/X2_9)=[Xz—(x2_9)] ~ 9

X—+/x2 =9 X—+/X2 9 - X—/X? -9
xe]-wo;-3[[x<0et-x*-9<0 = f(x)-y<O0. (Cf) est au-dessous de (4) sur]- o ; -3[.

4. Dérivée de f

rxe]-o;-3[U] 3, +xf,

[ = (—X+\/x2—9) _ 49y x K 94x x—x-9
24/x* -9 2x% -9 Jx2—9 N

5.a) Montrons que ¥xe]-o ; -3[,x- Vx*-9<0
En effet, ’xe]-o;-3[,x<0et-,/x?-9<0 =x- Vx*-9<0.

5.b) Montrer que ¥xe] 3, + o/, x - VX*=9>0
En effet, xe] 3, + o/, x—/x2— _ (X=X 9)(x+4X*-9)  [X*—(X*-9)]_ 9

X++/x2 -9 X++/x2 -9 _x+\/x2—9

bXxe]3:+oof, x>0t Jx2—9>0> x+ x2-9>0=> 2 >0
X++/X* -9

Par conséquent ¥xe]3; + o/, x - VX*=9>0.

5.c) Sens de variation de f

xe]-o;-3[U] 3, +of, VX*—=9>0, alors f ’(x) a méme signe que X - \x* =9

Ainsi :

e xe]-w;-3[x- VX*=9<0 = ¥xe]-w; -3/, f (x) < 0. Donc fest strictement décroissante
sur J-o0; =3[

e ¥x€]3;+wf,x-Vx*=9>0 = vxe] 3; +wf, f'(x) > 0. Donc f est strictement croissante sur
]13; +x/.
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Tableau de variation de f

() : Wﬁ + 0
(x) / /
3 /A 3

6. Tracés de (Cf) et de (A1)
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Probléme 7.9
1.a) Expression de f(x) sans le symbole de valeur absolue
X -0 -1 1 +00
|
Signe de (x — 1) - 0 + +
|
!
|x + 1| -x-1 0 X+1 Xx+1
f(x -X—-1+ X+1+ X+1+
®) x* -1 X2 — X2 —
Onadonc:
s xel-oo; 1L f(X) = —x—1+—
x“ -1
s xe]-1;1[U]Ll; + o [, flx) =x+1+— 1
X —
1.b) Limites aux bornes de Df
Limites a l'infini
 lim f(x)=+o0 car lim(-x-1)=+c et lim ——= lim 1:0
X—>—00 X—>—00 x—>—0 X< -] X——0 X
e lim f(x)=+c car lim(x+1)=+c et lim — 1= lim 1:O
X—>+00 X—>+00 X—>+00 X - X—>+00 X
Limites en -1
. . ) 1
elim f(x)=lim(-x-1+ =lim(-x-1+ x =—00
x> (x) le( x2—2) le( x—1 x+l)
car lim(—x-1)=0 ; lim —— =1 et lim —* = o0
x——1 x>-1x—-1 2 x?—l X+1
elim f(x)=Ilim(x+1+ =lim(x+1+ X =400
x?—l ( ) x?—l( X2 — ) x—>—l( X—1 X+1)
car lim(x+1)=0 ; lim —— =2 et fim —1 =10
x—>-1 x—>-1x—1 2 x?—l X+1
(Cf) admet une asymptote verticale d’équation x = -1.
Limitesen 1
. . . X 1
o lim f(x)=lim(x+1+ =lim(x+1+ X =—
x:>1 ( ) x?l( 2 _ ) x—>l( X+1 X—l)
car lim(x+1)=2 : lim—— =1 et lim—1 = o
x—1 x->1x+1 2 xz)l X—1
o lim F(X) = im(X+ 1+ —5— )= im(x+ 1+ ——x—1 )=+
x;>1 x;»l 2 _ x—1 X+1 x-1
car lim(x+1)=2 ; IimL:1 et Iimi:+oo
x—1 x->1x+1 2 x?l X—1

(Cf) admet une asymptote verticale d’équation x = 1.
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2.a) Expression de  ’(x)

X x*+1
s xel-oo; -1/, f'(x) =(—x-1+ =1t
J-o05-1[ 1 () =( x2—1) ( (x2—1)2)
X X*+1 _ xX*(x*-1)
e xe]-1;1[Uu]l; +o [ f'(x) =(x+1+ T=-1- =
] [ ] (X)[f (x) ( XZ—_']_) (X2_1)2 (X2_1)2
Signe de [’
vx e Df, (x* —1) > 0, donc :
) x*+1
cVx€]-oo ;-1 f(x) = (1 + m) <0
evxe]-1;1[U1l; + o [, f’(x) a méme signe que x*(x* — 1). Dressons un tableau de signe
X |1 0 1 J3 o0
2 ] l #
X g + 0 + :," + +
X -3 E - - :: - Oi +
X (- 3) [ -0 - "0 +
«vxe]-1;1[u]l; 3/ f () <0.
cvxe] V3 ;+w/ f(x)>0.
-f’(x)ZO@XZOoux:ﬁ
Tableau de signe de f ’(x) sur Df
X -0 -1 0 1 J3 +o0
\ [ I I
T A R R

2.b) Sens de variation de f
s xe]-w©;-1f, f’'(x) <0 <f eststrictement décroissante sur ]- « ; -1],
exel-1; 11’ (x)<0etf’(x) =0=x=0& feststrictement décroissante sur ]J-1; 1],

e xel]l; «/5[,f’(x) < 0 < fest strictement décroissante sur ]1 ; J3 [,
e xe] V3 ;+ [, f'(x) >0 & feststrictement croissante sur ] V3 i+ 00 /[

Tableau de variation de f

X -00 -1 0 1 \/§ +00
] [ I
f'(x) - / -0 - / -0 +
+00 ::+(X) f +00 +00
N ]
¥ ]
o \ / /
N ]
- ] - ¥ f(+/3)
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3.a) Sur lintervalle |- « ; -1

« f est continue et strictement décroissante sur ]- « ; -1[

e f(J-00; -1[) =]- o ; +o/=R,
0eR

Par consequent, [ ’équation f{x) = 0 admet une solution unique o dans |- « ; -1[. Donc sur

Iintervalle ]- o ; -1, la courbe (Cf) coupe [’axe (OI) en unique point d’abscisse a.

Sur Uintervalle -1 ; 1[

* fest continue et strictement décroissante sur -1 ; 1]

* fU-1;1) =]- 0 ; +o[=R,
e R

Par conséquent, I’équation f(x) = 0 admet une solution unique ff dans [-1; 1[. Donc sur l’intervalle

1-1; 1/, la courbe (Cf) coupe [’axe (OI) en unique point d’abscisse .

Sur lintervalle |1 ; + o [

-f(]l;+oo[)=]/1;+oo[avec/1=f(\/§)z 1,866 > 0.

c0gjl;+of

Par conséquent [’équation f(x) = 0 ne peut admettre de solution dans |1 ; + o« [.Donc sur

I’intervalle ] 1 ; + oo [, la courbe (Cf) ne coupe pas [’axe (Ol).

En définitive, la courbe (Cf) coupe [’axe (OI) en deux points d’abscisse a et f avec a. € ]- o ; -1] et

pe]-1; 1.

3.b) Utilisons la méthode par balayage

Encadrement de a

Ona:f(-2) =-1,666 = ac]-2;-1[

X -2 1-19

-1,8

-1,7

-1,6

-1,5

-1,4

-1,3

-1,2

-1,1

Signe de f(x) + +

Ona:-1,9<a<-18

Encadrement de 8
Ona:fl0)=1=p€]0; 1]

X 0 0,1

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

Signe de f(x) | + +

Ona:0,7<p5<0,8

3.c) Signe de f
Ona:

*fQ-0;af) =]0;+0/,
f(Joc; 1)) =1-0; 0,
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fQ-1:8) =10;+x/,
f7g;1D  =1-;0L[
f(Ql;+o0/)=]A; +0 [,
*flo) = f1p) = 0.

Ainsi :
s xel-w,; afU]-1; B[UIL; + o [, fix) > 0,
svxeja,-1[Uu]p; 1], f(X) <O.

*fle) = 1) = 0.

4.a) » Montrons que (41) 'y = -x—1 est asymptote a (Cf) en -
tim [ £(x)=y] = Jim [(-x 1+
Donc (4,) est bien une asymptote a (Cf) en -.

)= (-x=1)] = fim "~ lim = =0

X?=1 xo=X

* Montrons que (4;) -y =X + 1 est asymptote a (Cf) en +o

lim [ £(x)—y] = lim [(x+1+— D-(x+1)]= fim X _limi-o
X—>+00 X—>+00 X J— X—>+00

X5 =1 xo+oX
Donc (4,) est bien une asymptote a (Cf) en -.

4.b) * Position relative de (41) et (Cf) sur J-oo ; -1[.
X
x> -1
Or ¥xe]-o; -1[, x <0et (x*— 1) > 0. Donc f(x) — y < 0.
D ou la courbe (Cf) est au-dessous de la droite (A41) sur - ; -1][.

xe]-o;-1[, f(x)—y =

* Position relative de (4y) et (Cf)sur]-1; 1JU]Ll; + « [.

Pxel1; VI + o0 [ ) -y =

Etudions le signe de ZX 1 sur]-1;1[U]l;+ o[
X —
X -1 0 1 +00
.-; I
X / - 0 + " +
X -1 Y - - / +
-y ¢ + 0 - / +

s xe]-1;0[U]Ll; +x /[, f{(x)—y > 0. D ’ou (Cf) est au-dessus de (43) sur ]- 1 ; O[U]L; + o /.
 xe]0; 1 [, f(X) -y < 0. D’ou (Cf) est au-dessus de (4,) sur]0 ; 1 [.

5./00) =1etf0) =0
En A(0 ; 1), (Cf) admet une tangente horizontale (T) d’équation y = 1.

6. Trace de (Cf), ses asymptotes et la tangente (T).
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EXERCICES

Exercice 7.10

Soit f la fonction de R vers R, définie par f(x) = On note (Cf) la courbe représentative de f

5
dans le plan muni du repere orthonormé (O, 1, J), unité graphique : 2 cm.
1. Justifier que I’ensemble de définition Df de f est égal a R\{-1; 1}.
2. Etudier la parité de f. en déduire un élément de Symétrie de (Cf).
3. Calculer les limites de f aux bornes de Df puis donner une interprétation graphique de chacun des

résultat obtenus
4. a)Pour tout x de Df, calculer £’(x).

b) Etudier le signe de f’ puis donner le sens de variation de f.

c) Dresser le tableau de variation de f.
5. Déterminer une équation cartésienne de la tangente (T) a (Cf) en son point d’abscisse 2.
6. Soit h la restrictionde fa ]l ; +oo [.

a) Justifier que h réalise une bijection de ]1 ; +oo [ sur un intervalle J que 1’on précisera.

b) h™ est la bijection réciproque de h.

donner le sens de variation de h™ et établir son tableau de variation.

c) Vérifier que f(2) = —g . Justifier que h™ est dérivable en —% puis calculer h™)’(- % ).

7. La feuille annexe représente f sur représente [0 ; + oo [.
Achever la construction de f. Puis construire la représentation graphique (ch™) de h™* sur le méme
graphique.

Exercice 7.11
x* +3x%+5x+5

(X +1)?

représentation graphique de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J).

Unité graphique : 1 cm.

1. Déterminer I’ensemble de définition Df de f.

2.Calculer les limites de fen + oo et en - 0.

3. Etudier la limite de f en -1. Donner une interprétation graphique du résultat obtenu.

4. Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.

5. a) Montrer qu’il existe une fonction g et deux nombres réels a et b tels que f(x) = ax + b + g(x).
b) En déduire que (Cf) admet une asymptote oblique (D) dont on donnera une équation.
c) Etudier la position relative de (¢f) et de (D).

6. Construire (Cf).

Soit f la fonction numérique de R vers R définie par f(x) = et (Cf) désigne la
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Feuille annexe de ’exercice 6.10
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Exercice 7.12

Soit f la fonction numérique de R vers R définie par f(x) = 1/x —— et (¢f) désigne la représentation
X

graphique de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J) unité graphique : 1 cm.

1. Déterminer I’ensemble de définition Df de f.
2.Etudier la limite de f en O et interpréter graphiquement le résultat obtenu.
3. Etudier la dérivabilité de f en -1. Donner une interprétation graphique du résultat obtenu.

4. Déterminer la limite de f(x) puis celle de @ en . Interpréter graphiquement le résultat.
5. a) On admet que f est dérivable sur ]-1 ; O[ et sur ]1 ; +oo [. Calculer (x).
b) Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.
6. Soit h la restriction de fa [0 ; +oo [.
a) Justifier que h réalise une bijection de [0 ; +oo [ sur un intervalle J que 1’on précisera.
b) h* est la bijection réciproque de h.
Donner le sens de variation de h™ et établir son tableau de variation.

7. Tracer (Cf) et la courbe (¢h™) de h™ sur le méme graphique

Exercice 7.13

On donne le tableau de variation d’une fonction f et on désigne par (Cf) sa courbe représentative.

X -00 -2 0 1 +00
°(x)
-3 -1 +00
f(x)
-00 -00 =00 '2

Par lecture du tableau de variation :
1. Déterminer Df
2. a) Justifier que (©f) admet deux asymptotes horizontales que 1’on précisera.
b) Justifier que (©f) admet deux asymptotes verticales que 1’on précisera.
3. Recopier puis compléter le tableau.
4. Justifier que 1’équation f(x) = 0 admet une solution unique o appartenant a |1 ; +oo [.
5. Déterminer le signe de f.
6. Tracer une allure de la courbe (¢cf) dans le repére (O, 1, J).
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8. FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

I/ DEFINITION-PROPRIETES.

1) Définition et notation.

On appelle fonction logarithme népérien, la primitive sur ]O ; + oo [ de la fonction inverse qui
prend la valeur 0 en 1. On la note : In.
& x >0, In(x) sera souvent écrit Inx.

2) Propriétés immédiates

* L’ensemble de définition de la fonction In est ] 0 ; +oo [.
* la fonction In est dérivable et V Xx€]0 ; + oo [, In’(x) = N

« la fonction In est strictement croissante sur ] 0 ; +oo [.
*Inl =0.
vxe]0;1[,Inx<0et Vxe]l;+oo[, Inx>0. (Signe de la fonction In)

3) Ensemble de définition de fonction composeée avec In.
a) Fonction Inou
XEDpw © xeDuetu(x)>0

b) Fonction Ino|u|
XE Dy © XxeDuetu(x)#0

Exercice 8.1 résolu

Dans chacun des cas suivants, déterminer 1’ensemble de définition de la fonction f de R vers R

définie par :
1. fx)=In(-2x + 3)
2. §(x) = In|-X =1
2X+3

3. f(X)=In(2—x)+In(x)

Résolution
Méthode utilisée :

» X€Dj. < xeDuetu(x)>0
» X€Dyu < xeDuetu(x)=#0
1. xeDf & xe R et-2x+3>0

3
& Xe Ret x< E

3
Df:]-OO,' E[
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-1 #0
X+3

2. XxXeDf & 2x+3#0et
3
c,\x;é-E etx—71#0
3
c)x;é-g etx £1

3
Df:RH:‘E;l}
3. xeDf & 2—-x>0etx>0.

e x<2etx>0.
Df:]O;Z[

Exercice 8.2
Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f dans chacun des cas suivants :
1L.f:R > R
X = In(x—2)
2.f:R > R
X = In(x—2) + In(9 — 2x)
3f:R >R
X = Inx 2|
4.f:R >R
X B 1In X—H)
X—-3

5f:R - R
X+1

X B In—=
X—-3

4) Propriétés algébriques de In
Propriétés

Pour tous reels a et b strictement positifs et pour tout r élément de Q

+ In(ab) = Ina + Inb +In(@) =rlna
-lnlz-lnb -In\/5=llna
b 2
. ln(ij: Ina - Inb

b
elna=lnb&a=b elna<lnbea<h
Exercice 8.3

1. Exprimer chacun des nombres suivants en fonction de In3 et In5 :

In15 ; In45 ;In% : In75\/§.
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2. Démontrer que In(2 + J§) +1In(2 - J§) =0.

3. Dans chacun des cas suivants, comparer sans utiliser la calculatrice les nombres x ety :
a)x=In5 et y=In2+In3
b)x=2In3 et y=3In2

4. Simplifier les écritures suivantes :

a=1In567 —In72 — InZ + Ini
8 27

b=1In/135 + Inv/75 - In/15 - In+/27

5) Le nombre réel e

La fonction In étant une bijection de ]O ; + oo dans IR, il existe un unique nombre réel noté e tel que
Ine = 1. e est le nombre de Neper.

Onae~2,718et & x € IR, Ine* = x.

6) Equations — Inéquations
a) Equations

Pour résoudre une équation (E) de type In(u(x)) = In(v(x)), on peut procéder comme suit :
* On détermine I’ensemble de validité E, de (E)

Sur Ey, (E) est équivalent a 1’équation (E’) : u(x) = v(x).
* Les solutions de (E) sont donc les solutions de (E’) sur E,.

Exercice 8.4 résolu

Résoudre dans R chacune des équations suivantes :
1. In(4-x)=In(x-3)

2. In2x+1| =0

3. In(x-4)=2

4. In(x-1)+In(x+1)=In(5+x)

5. Inx+Inx-6=0

Résolution

1. Ensemble de validité

E, ={xeR/4—-x>0etx—-3>0},
={xeR/4>xetx>3}
=13; 4.

Pour tout x de Ey, INn(4—x) =In(x-3) &4 —-x=x-3
SxX=712
Comme7/2 € E,, alors Sg = {7/2}.

2. Ensemble de validité
E, ={XeR/2x + 1#0},
={xe R/x #-1/2},
= R\{-1/2}.
Pour tout x de E, In|2x + 1| =0 < In|2x + 1| = Inl
el2x+1=1
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e2Xx+1=-1lou2x+1=1
X =-20ux=0
Comme —2 e E et 0 E, alors Sg={-2; 0}.

3. Ensemble de validité
E, ={XxeR/x-4> 0},
={xe R/ x >4},

=14;+x /.

Pour tout x de Ey, In(x-4) =-2 & x—4=¢?
& x=4+¢?
Comme 4+e?2 cE, alorsSg= {4 + ¢},

4. Ensemble de validité

Ev ={xeR/x-1>0etx+1>0et5+ x>0},
={XxeR/x>1et x>-1let x> -5},
:]1,+OO[

Pour tout x de Ey, In(x - 1) + In(x + 1) = In(5 + X) & In[(x — 1)(x + 1)] = In(5 + x)?
SX-1)(x+1)=5+x
exX-x-6=0
ex=30ux=-2

Comme —2¢E, et 3€E, alors Sg= {3}

5. Ensemble de validité
Ev ={xeR/x >0},
= ]0 , +00 [

Pour tout x de Ey, en posant X = Inx, In’ + Inx-6 =0 & X?+X-6=0
eSX=-30uX=2
alnx=-3oulnx=2
ex=e3oux=e

Comme e cE, et e €E, alors Sg= {¢°; ¢}.

b) Systemes d’équations
Exercice 8.5 résolu
Résoudre dans R x R chacun des systemes suivants :

2Inx-2Iny=-2 5 X+y =7 3 (Inx)(Iny) =11
" |3Inx+Iny =5 ClInx+Iny =12 ClIn(xy) =12

Résolution

1. Ensemble de validité

Ev={(x;y) € Rx R/x>0ety>0}
=10 +o0 [x]0; +o0 [

Pour tout (x ; y) €]0; +o [X]0 ; + [, en posant X = Inx et Y = Iny, alors
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2Inx-2Iny=-2 2X -2Y =-2 X=1 Inx=1 [x=e

= = = )

3Inx+Iny =5 3X +Y=5 Y =2 Iny=2 |y=e
e €]0; +x [ete®€]0; +o [alors Skx r={(e ; )}.

2. Ensemble de validité
Ev={(x;y) € Rx R/x>0ety>0}
=10 +o0 [X]0; +o0 [

V(< y) €10 40 [X]0 5 +o0 {X

+y =7 X+y=7 X+y=7
= =
Inx+Iny =In12

Inxy =In12 Xy =12
x et y sont les solutions de /’équation : X* - 7X +12 =0
A=1=X=30uX=4(3et4sontdes éléments de ]O ; + /)

Les couples solutions sont (4 ; 3) et (3 ; 4)

Srxr={(4;3);(3;4)}

3. Ensemble de validité
Ev={(x;y) e Rx R/x>0ety>0etxy>0}
=105 +00 [%]0; +o0 [

v (0 y) €10 400 []0 +OO[’{(In x)(Iny)=-11 c>{(In x)(Iny)=-11

In(xy) =-12 Inx+Iny =-12

Inx et Iny sont les solutions de I’équation : X* +12X -11 =0
A=100=>X=-1louX=-11
DoncInx=-1etlny=-11oulnx =-11etIny =-1.
Donx=erety=eMoux=ettety=¢"
Les couples solutions sont (e ; e™) et (™ ; e™)
Sexr={€";e™); E";eh}
b) Inéquations
Pour résoudre une équation (I) de type In(u(x)) < In(v(x)), on peut procéder comme suit :
* On détermine I’ensemble de validité E, de (1)
Sur Ey, (I) est équivalent a I’équation (I’) : u(x) = v(x).
* Les solutions de (I) sont donc les solutions de (I’) sur E,.
Exercice 8.6 résolu
Résoudre dans IR chacune des inéquations suivantes :
1. In(4-x)<In(x-3)
2. In|2x+1|<0
3. Inx+Inx-6>0
Résolution

1. Ensemble de validité
Ev ={EXR/4-x>0etx—-3>0}
={XeR/4>x etx>3}
=13;4[
Pour toutx de Ey, In(4 —x) < In(x-3) &4 -x<x-3
&x< 72
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Alors Sg =13 ; 7/2].

2. Ensemble de validité

Ev ={XeR/2x-1#0}
={Xe R/x#-1/2}
= R\{-1/2}

Pour tout x de Ey, In|]2x + 1| <0 < In|2x + 1] < Inl
e2x+1 <1
e -l<2x+1<1
& -2<x<0
Alors Sg =1-2; -1/12[U]-1/2 ; O

5. Ensemble de validité
Ev :{XER/X>O}
=]0; + /.

Pour tout x de Ey, en posant X = Inx, In> + Inx-6 >0 & X?+X-6>0
eX<-3ouX>2
<Inx<-3oulnx>2
ex<edoux>el

Alors Sg =10 ; e [U] €%; + /.

I/ DERIVEES - PRIMITIVES - LIMITES
1. Dérivées
Propriété

e Si u est une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle K, alors Inou est

dérivable sur K et : (Inou)’= Ly
u

e Siu est une fonction dérivable sur un intervalle K, sur lequel elle ne s’annule pas, alors

Inoju| est dérivable sur K et : (Inoju|)’= L
u

Exercice 8.7 résolu

Déterminer sur I’intervalle I, la dérivée de chacune des fonctions suivantes :

1. f(x)=In(3x*+4x-2) . I=R
2. f(x) = In[5x? + 2x — 3| o 1= -1
_n[ X oo 4
3. f(x)—ln(SXJrlJ D I=1 5Tl
4. f(x)=Inv2x*-1 ; |:]-% :+ oo
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Résolution

(3x* +4x-2)  6x+4

3x2 +4x—2  3x2+4x-2
(5x*+2x-3)"  10x+2
5x?+2X—3  5x?+2Xx-3

1. Pour toutxde R, f(x) =

2. Pour tout x de J-o0 ; -1[, f(X) =

(7—x) -25
3. Pour toutxde]-i;7[, 1) = 3x+4) _(3x+4)"  -25 L 3x+4 -25
3 (7—Xj (7—XJ (3x+4) 7-x (3x+4)(7-x)
3x+4 3x+4
4x
(\/2x2-1)'_2\/2X2-1_ 4x 1 2X

V2
4. Pourtoutxde]-— ; + o«of, fi(x) = = = x = _
2 / Vaxt-1 o W2¢-1 2YaxP-1 Waxi-1 (2¢-1)

Exercice 8.8
Dans chacun des cas suivants on admet que la fonction f est dérivable sur I’intervalle I ; Calculer la

fonction dérivée f’de f.

1. f(x) = In(1 + x%) . 1=R

2. () = |n(X_‘1j L I=T1 ;4
x+1

3. f{X) =In(x-1) - Inx ; I=]11;+00]

4 f(x):l_m(uij . 1=10; %]

X X

5. f(x) = In(Inx) ; I=]Je;too]

6. f(x)= N(x+1) C I=11; 4o
In x

2) Primitives

Propriété

On admet la propriété suivante :

. . i . , u
u étant une fonction dérivable sur un intervalle K, sur lequel elle ne s’annule pas, — admet pour
u

primitive Inojul.

Exercice 8.9
Déterminer sur I’intervalle K, les primitives de chacune des fonctions suivantes :
1. f(x):—l K=1]-0;0[
X
2. 0= o8 K=12;0[
sin x 2
3
3. f(X)= — K=7w:4[
4—x
Résolution
1
1. f(x):—; K=]-0;0[

- 114 -



s Fomesoutra.con

CaA SOalra .
Docs a portée de main
CE Lycée Moderne 1&2 Abobo ¢ CE Lycée moaerne L&z ADODO 4t CE Lycee ivioderne 1&2 Abobo ¥t CE Lycée Moderne 1&2 Abobo

f(x)=— l:(—(xx)) avec u(x) = x.
D’ou& x <0, F(x) = -n|x| + c=-n(-x) + ¢, ¢ €IR.
COSX T
2. 10 =2 K=175:0l
_ Uk g
f(x) = 1) avec u(x) = sinx.

Doi&X €] % - O, F(x) = In|sinx] = In(sinx) + ¢, ¢ €IR.
3= K=l

4
_=3%x(-1) _-3u(x)
F) = 4-x  u(x)

Dou&x<4,F(x)=-3In|4 —x| +c=-3In(4 —x) + ¢, c €IR.

avec u(x) =4 —x.

Exercice 8.10
Déterminer une primitive de la fonction f sur I’intervalle I dans chacun des cas suivants :

2X
1. f(x) = ;. I=R
) 1+ x?
2. f(x) = tanx - =12
(x) ] 5 2[
3 f(x)= L . 1=R
X +2x+3
4. f(x) = — N T
xInx
8) Limites
Limites de référence
Propriétés
On admet les propriétés suivantes :
* limIhx=+wx . Iinglnx:—oo
. Inx
e |lim—=0 * limxInx=0
X—>+0 ¥ x—0
o JimNAEX) . mMX
x—0 X x-1 X =1
Remarques

« La fonction In définie une bijection de JO ; +oo [ vers R..

En effet, In est dérivable et strictement croissante sur ]JO ; +oo [ et
IN(O; +o [) =]limInx =—o0 ; lim Inx=+c0 [=]-c0; 0 [=R.
* La courbe de la fonction In admet une branche parabolique de direction 1’axe des abscisses.

. Inx
En effet, lim Inx =+ et lim — =0.

X—>+00 X—>+00 X
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Exercice 8.11

Dans chacun des cas suivants, calculer la limite de f a I’endroit indiqué :

6.

f(x) = Inx -1 ;
X
f(x) = -x + Inx ;
f(x) = 1—Inx ;
X
f(x):xlnx ;
X+1

f(x) =x + x In(1+ 1} ;
X

0 =)’
X

Résolution

> >

. 1
: leLTg f(x)—leLTg(X-Inx)_+oc

> >

> >

im 169= tim 9 jin

X—>+00 X—>+00 X X—>+00

Exercice 8.12

1
2

w

(62 B SN

. f(x) = %

. f(x) = x(1 - Inx)
_ x+1
. f(x) = In(ﬁ]
L f(x) = x+1
In x

. f(X)=x+In(x+ 1) —Inx

2Inx/§J2

:

Dans chacun des cas suivants calculer les limites de f aux bornes de I’'intervalle 1
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en 0
en +oo

en O

en O

en +oo

en +oo

Inx -1 1
. lim f(x) = lim ——=Ilim —(Inx - 1) = - ccar
x—0 x—0 X x—0 X

i . . Inx
. lim f(x)= lim (-x+Inx)= lim - x(1- —)=-<occar
X —+ co X —+00 X —+00 X

. 1 _ : _
. !(ILT(I) f(x) = !(ILT(I) X_|_1(xlnx)—0 car !(ILT(I) xInx =0.

>

Jx

[=]1; 4+ [
[=1]0; 4o [
| =]-00;-1]

I[=]1;+o [
[=]0; 400 [

1
lim—=+c0
x—0 X

>

Iirrg(lnx-l) =-00

>

x—+c0 X

1 1 1
. lim f(X)= lim (x+x|n(1+;))= lim x(l+|n(1+;))=+occar lim Inx(1+;)=0.

. Inv/x 2_ .
—I|m4[TJ = lim

X—>+00

. Inx
lim —

X 2
XJ =0 avecX:\/;.
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EXEMPLE D’ETUDE DE FONCTIONS COMPORTANT In
Probléme 8.13 résolu

Partie A
On considére la fonction g définie sur 0 ; +oo [ par g(X) = 4x* — Inx + 1.
1. Calculer les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.

8x> -1

2.a) Montrer que V X €]0; +o [, g’(x) =

b) Etudier le signe de g’(x) sur J0 ; +oo [.
3. Etudier le sens de variation de g puis dresser son tableau de variation.
4. Démontrer que V X €]0 ; +o [, g(x) > 0.

Partie B
On considere la fonction f de R vers R définie par f(x) = In_x+ 4x 2.
X
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J)
unité graphique : 2 cm.

1. a) Déterminer I’ensemble de définition Df de f.
b) Calculer Iingf(x) et interpréter graphiquement le résultat obtenu.

>

c) Calculer lim f(x)

2. a) Montrer que la droite (D) d’équation y = 4x — 2 est une asymptote oblique & (C) en +co.
b) Etudier la position relative de (C) et de (D).
3.a) Vérifierque Vv x €]0; +o [, f(x) = 9(x) .

X2

b) En déduire les variations de f, puis dresser son tableau de variation.
4. a) Montrer que 1I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a telle que %< a<l.

b) Donner un encadrement de o a 107 pres.
5. Donner une équation de la tangente (T) a la courbe (C) en son point d’abscisse 1.
6. a) Démontrer que f détermine une bijection de I’intervalle ]0 ; +oo [ dans un intervalle K que I’on
précisera.
b) On désigne par f* la bijection réciproque de f et (C’) sa courbe représentative.
Déterminer le sens de variation de f* puis établir son tableau de variation.
7. a) Déterminer une primitive F de fsur JO ; +oo [.
b) Calculer F(e) — F(1).
8. Construire (C), (C’), et (D).

Résolution

Partie A

1. limites de g aux bornes de ]O ; +o /

lim g(x) = +o car Iirr(1)(4x2 +1)=1et lim(~Inx)=-+oo

lim g(x)=lim x(4x—"X 1 1y_ 1o
X—>+00 X—>+00 X X

car lim In—X:Oet lim E:Oet lim 4x =+

X—>+0 X X—+0 X X—>+00
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2_
2.a) ¥xe]0; +oo[,g’(x)=(4X2—|nX+1)'=8X—£:8X l.
X

X
8X2X_1= (\/§x+1)x(\/§x—1) _ (\/§§+1)(\/§x—1).

b) ¥x €]0, +o [, g'(x) =

¥x e]0; +oo[,&x+l)

>0, donc g’(x) a le méme signe que (\/§x—l)sur 10, +oo [.
Ainsi :

-VXe]O;%[,g’(x)<0.

- X e]% ; too [,g’(x) > 0.
1

-g'(—=)=0.

g(\/g)

3. Sens de variation de g

1 . . 1
-Vx e]0; —= [, g’(x) < 0; g est strictement décroissante sur J0 ; — [.
] Bl ) g ] N [
1 . . 1
-VXel— ,; +to [,g’(x) > 0; geststrictement croissante sur | —= ; +oo /.
1 7 [.g'(x) g 1 7 [

Tableau de variation de g

1
X 0 ﬁ +o0
g'(x) - 0 +
+00 400
90 \ . /
g(ﬁ)

2
1 1 1 3 1
4. ¥x €]0,; +o /[, >g(—=)=4|—=| -In—=+1==+ =In8>0.
€]0; +oo [, g(x) g(\/g) ( j >t
Donc x €]0; +o [, g(x) > 0.

Partie B

1. a) Ensemble de définition de f
VX e R xeDf & x>0.Donc Df =]0, +oo /.

x—0 X X—0 x—0
> >

b) Iirrgf(x):ling(lxlnx+4x—2):—oocar |im1:+oo liminx=-c et lim(4x-2)=-2
X— x=0 " X

Interprétation graphique :
Iingf(x) =—ow < fa droite (Ol) est une asymptote verticale a (C).

c) lim f(x)=+oo car lim In—X:O et lim(4x—2)=+w

X—>+0 X—>+0 X X—>+0

2.4)
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vx €10, +oo [ f) —y = '”TX

lim [ £(x)—y] = lim X o

X—>+0 X

Donc la droite (D) est une asymptote oblique a (C) en + .

b) Position relative de (C) et de (D).
onaque: xe]0, to/, f(x) -y = Inx
X
et comme x > 0, alors [f(x) — y] a le méme signe que Inx. Ainsi :
¥x €]0; 1 [, [f(x) —y] <0 donc (C) est au-dessous de (D) sur]0; 1 [.
Vx e]l,; +oo /[, [f(x) —y] > 0 donc (C) est au-dessus de (D) sur ]1 ; +o /.
x =1, f(x) =y donc (C) coupe (D) au point A(1 ; 2).

In x E><x—|nx
3.a) ¥x €]0; +oo[,f’(x)=(—+4x—2)'zx +4 =
X

X2

1-Inx+4x*> 4x*—Inx+1 g(x)
x? - x? G
b) d’aprés la partie A, ¥x €]0 ; +o [, g(x) > 0 et comme ¥x €]0, +oo [, x* > 0 alors

VX €]0,; +oo [, f'(x) > 0. Donc f est strictement croissante sur |0 ; +oo /.

Tableau de variation de f.

X 0 +o0
AW +
+00
f(x)

4.a)ona:
* fest dérivable et strictement croissante sur |0 ; +oo [

SO0 ; Fo[) = R
*DeR.
Donc [’équation f(x) = 0 admet une solution unique o.

1
1E(E)=-2|n2<0et1‘(1)=2>0. Doncona: %<a<1‘

b) Utilisons la méthode de balayage

X 05(06 070809 1
Signe de f(x) | - - + | + | + | +
Onaalors: 0,6 <a<0,7
X 0,6 | 0,61 | 0,62 | 0,63 | 0,64 | 0,65 | 0,66 | 0,67 | 0,68 | 0,69 | 0,7
Signe de f(x) | - - - - - - + + + + +
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En définitive,ona : 0,65 < a < 0,66.

5.(T) -y =f(1)(x—1) + f(1).
Avec f(1)=5etf(l)=2,0na:
(M:y=5(x-1)+2

=5x-3.

6.a)ona:
* fest dérivable et strictement croissante sur

f(]0; +0 [) = R

Donc f est une bijection de ]0 ; +oo [ vers R

b) f* et f ont le méme sens de variation. Donc f * est strictement croissante sur R.
Tableau de variation de f *

X -00 +00
(A +
400
f(x)
0

2
7.a) ¥x e]0, +o [, F(x) = @+2x2 —2X

b)HQ—Fﬂ):%+2é—2e

8. Constructions (voir graphique)
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(C) ]
-1
-1
y =X
5
©)
-6
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EXERCICES

Exercice 8.14

1. Résoudre dans R chacune des équations ci-dessous proposées :
a) In(x*-8)=0
b) In(3x —4) = In(x* — 4)
c) 2Inx = In(2x? + 8x)
d) 3In*—2Inx — 16 = 0.

2. Résoudre dans R chacune des inéquations ci-dessous proposées :
a) 1-2Inx>0
b) (1-Inx)3+Inx)< 0
c) In6-x)+In(x-1)-In3>0
d) 3In*—2Inx — 16 <0.

Exercice 8.15
Résoudre dans R chacun des systémes d’équations ci-dessous proposées :

. 2Inx+Iny =-2 , [ x+y =12 3 x?+y? =130
"|Inx +Iny =5 “|Inx=Iny =In5 " |Inx+Iny=12

Exercice 8.16

Dans chacun des cas suivants, résoudre dans I’ensemble IN des entiers naturels, 1’inéquation
d’inconnue n proposée :

1. 2"<100 2. (3510‘2

3. 02>[2 4. 14222
5 100
ETUDE DE FONCTIONS COMPORTANT « In»

Exercice 8.17
Soit la fonction f définie sur J-co ; -1[U ]1 ; +co [ par f(x) = In[x—?j.
X J—
1. Calculer les limites de fen -1 ; 1; +oo eten - c.
2. Démontrer que la fonction f est impaire.
3. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
4. Tracer la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthonormé (O, 1, J).

Exercice 8.18

Soit f la fonction définie sur ]0 ; +oo [ par f(X) =x -4 + In(ilj .et (Cf) sa représentation
X+

graphique dans plan muni du le repere orthonormé (O, 1, J).
1. Déterminer les limites de f au bornes de I’intervalle O ; +oo [ .
2. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
3. a) Démontrer que la droite (D) d’équation y = x — 4 est asymptote a (Cf).
b) Etudier la position relative de (Cf) par rapport a la droite (D).
c) Construire (Cf) et ( D) dans le repére (O, I, J).
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Exercice 8.19

A) Etude d’une fonction auxiliaire

2

Soit la fonction g définie sur [0 ; +oo [ par g(x) = - In(1+ xz).

x?+1

1. Etudier les variations de g puis dresser son tableau de variation.

2. Démontrer que sur I’intervalle [1; +oo [ I’équation admet une solution unique o et
que 1,9 <a<2.

3. Préciser le signe de g sur I’intervalle [0 ; +o [.

B) Etude d’une fonction

£(x) = In(L+x2) . 0
f est la fonction définie sur 1 = [0 ; +oo [ par : f(x) = 4T (X) = SIX >
£(0) =0

1. Etudier la dérivabilité de f en 0. En déduire une interprétation graphique.

2. a) Vérifier que pour tout réel x > 0, f(x) = 2Inx +E In(1+ i?j :
X X X
b) En déduire la limite de f en +o.
3. On admet que f est dérivable sur]O ; +oo [ .
9(x)

a) Deémontrer que pour tout réel x >0, f’(x) = =2=.
X

b) En déduire les variations et dresser son tableau de variation.
c) Tracer la courbe représentative (Cf) de f et sa tangente au point d’abscisse 0 dans le plan muni
du repére orthonormé (O, I, J).

Exercice 8.20

f(x):xz[lnx—gj sixe]0;+om[

f(0)=0

(Cf) désigne la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, 1, J).
1. Etudier la dérivabilité de f en 0.
2. Etudier la limite f en +oo.
3. On admet que f est dérivable sur ]JO ; +oo [.

a) Démontrer que pour tout x € ]0 ; +oo [, £(x) = x(Inx — 1).

b) En déduire les variations de f et dresser son tableau de variations.
4. Déterminer une équation de la tangente (T) a (Cf) au point d’abscisse 1.

Soit la fonction f définie sur [0 ; +oo [ par :

5. Soit la fonction h définie sur ]0 ; +oo [ par h(x) = f(x) + X - % :

a) Etudier les variations de la fonction dérivée h’ de hsur ]0 ; +oo [ et dresser son tableau
de variation (on ne demande pas les limites)
b) En déduire le signe de h’ sur ]0 ; +o [, puis le sens de variation de h .
c) Calculer puis déduire de la question précédente le signe de h(x) suivant les valeurs de x.
d) En déduire la position relative de (T) et (Cf).
6. Construire (T) et (Cf) dans un repere orthonormé.
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Exercice 8.21

Partie A

Soit la fonction g définie sur 0 ; +oo [ par g(x) = x* — Inx.

1. Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation (sans calculer les limites).
2. En déduire le signe de g(x) sur J0 ; +oo [.

Partie B

On considere la fonction f définie sur ]O ; +oo [ par f(x) =x + L+Inx :
X

(Cf) es la représentation graphique de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J)
1. Déterminer la limite de f en 0. Interpréter graphiquement le résultat.
2. a) Déterminer la limite de f en +oo.

b) Monter la droite (D) d’équation y = X est asymptote a en +oo.

c) Déterminer la position de par rapport a (D) sur.
. Etudier les variations de la fonction f.
. Déterminer le point B de (Cf) ou la tangente (T) est paralléle a (D).
5. a) Montrer qu’il existe un unique réel o tel que f(a) = 0.

b) Copier puis compléter le tableau suivant par les arrondis d’ordre 2 de f(X):

W

X 0,3 1
e

f(x)

c) Déduire un encadrement de a par deux décimaux consécutifs d’ordre 2.
6. Tracer (Cf) et les droites (D) et (T) dans le repére (O, 1, J).

Exercice 8.22

Partie A
Soit g la fonction définie sur 0 ; +oo [ par g(x) = x(1-x%) + 1 — 2Inx.
1. Déterminer les limites de en 0 et +co.
(X +1)(-3x*+3x-2)
x )

2. Démontrer que pour tout réel strictement positif, g’(x) =

3. Démontrer que g est strictement décroissante sur ]0 ; +oo [.
4. Démontrer que 1’équation g(x) = 0 admet une solution unique o dans ]1 ; +oo [.
5. Démontrer que V x€]0; a [, gx)>0etV xXe]a; +oo [, g(x) <O0.

Partie B

Soit f la fonction définie sur ]0 ; +oo [ par f(x) = 1(In—x—(x—l)z) .
X X

On note (Cf) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé ( O, I, J)
d’unité graphique 2 cm.

1. Calculer les limites de f en 0 et +c0.

2. Vérifier que vV xe]0; +oo [, f(x) =-x + 2 + InX;X :
X
3. Démontrer que la droite (A) est asymptote a (Cf) en +oo,
4. Démontrer que pour tout nombre réel x strictement positif, on a : f(x) = g()g() .
X
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5. En déduire les variations de f et dresser son tableau de variation.
6. Calculer (1) puis justifier que f(a).
7. Démontrer 1’équation f(x) = 0 admet une solution unique dans I’intervalle [a ; +oo [.

Partie C

Soit la fonction h définie sur JO ; +oo [, par h(x) = Inx — X.

1. Dresser le tableau de variation de h.

2. Démontrer que pour tout nombre réel strictement positif, on a h(x) < 0.
3. Déterminer les positions relatives de (Cf) et (A).

4. Construire (Cf) et (A).
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9. FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE

I/ DEFINITION - PROPRIETES ALGEBRIQUE.

1) Définition-notation

On appelle fonction exponentielle, I’application réciproque de la fonction logarithme
népérien.
On la note exp.

2) Propriétés immédiates

» L’ensemble de définition de la fonction exp est R.

* la fonction exp est dérivable et strictement croissante sur R.
* exp(0)=1.
*V xe R, exp(x) > 0. (Signe de la fonction exp)

3) Propriétés algébriques

Pour tous a et b éléments de R,

- 1
.ea+b:eaxeb .eb:_b

€

e d=ePoa=b . d<ePsa<h.

4) Equations — Inéquations

a) Equations

Exercice 9.1

Résoudre dans R les équations suivantes:
1. e 1=3

2. e¥+e-6=0.

3' e3X+1+ }e3X+l '6:0

b) Systemes d’équations

Exercice 9.2

Résoudre dans R x R chacun des systemes suivants :
2" +e’ =5 e“+e’ =7 InXx+Iny=1In2

1 { 2 { 3 { y

eX—2e¥=0 e =10 ¥ xe¥ =¢?
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¢) Inéquations
Exercice 9.3

Résoudre dans R les inéquations suivantes :
1. e®t<s.

2. e¥+e*—6>0.

3. e —4e*+3>0.

11/ DERIVEE - PRIMITIVES - LIMITES.
1) Dérivée
Propriété

e La fonction exponentielle est dérivable sur R et elle est égale a sa dérivée [ (€*) =]
e Siu est une fonction dérivable sur un intervalle K, alors e" est dérivable sur K et (")’ =u’e"

Exercice 9.4

Dans chacun des cas suivants, donner la dérivée de la fonction f sur R.
1 f(x) =e™*3

2x
2 fx)= & =2

e’ +1
2) Primitives
Propriété

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle K, alors la fonction €' est une primitive sur K de la
fonction u’e" .

Exercice 9.5
Déterminer sur K les primitives des fonctions suivantes :

1. f(x) = cos xe*™ . K=R

2. f(x) = e . K=R

3. f(x) = Xe4 L K=14; 400
e J—

3) Limites

Limites de référence

@ lim X =+ ) lim e* =0

@) lim &=t @) lim xe* =0
X—>+o ¥ X—> —©

G tim &=t

X—>+0 X
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4) Conséquences de la croissance comparée
Limites de référence
Pour tout réel a strictement positif, on a :

@ lim '”:‘ -0 @) lim X -0
X—>+00 X X—> +©0 e

@ fim "X _o (4) limx*Inx=0
X—>+0 @ X—>

>

EXERCICES

Exercice 9.6
Etudier la limite de f en chacun des endroits indiqués :

X

e” —

1. f(x) = en 0, -oo et +o0 2. f(x)=e™—e*+1  en-wet+omo
3. f(x) =2xe™  en+owo 4, fx)=2x—-1+e*  en-wet+o
5. f(x) = € - en -oo et +0o 6. f(x) = 1(e2X -1 en 0 et +oo
2e* +1 X
7. f(x) = = en +oo 8. f(x) = 1N(L+X) en 0
In x e*-1
Exercice 9.7
Simplifier chacune des expressions suivantes :
x-1
1. (€)% 2. ex_z
e
3x XaY
R—— 4. 22
(e’x) xe" e
Exercice 9.8
Pour tout nombre réel x, on pose g(x) = € e et h(x) = € _2e

1. Démontrer que [g(x)]* - [(x)]* = 1
2. Démontrer que g(2x) = 2[g(x)]* — 1 et que h(2x) = 2g(x)xh(x).
On remarquera que 2 e = (e*- e™)(e* + €%

Exercice 9.9
Résoudre dans R chacune des equations ci-dessous proposeées :
1. es—x -1 2 ezx2+3 e’
3. 2-¢=0 4, €+7=0
5. (¥-2)(e*+1)=0 6. e°-2e*-3=0
2
7. 28-2e*-3=0 8. exe*=ex
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Exercice 9.10
Résoudre dans R chacune des inéquations suivantes :

1. ¥-3>0 2. e¥-4>0
3. et X42>0 4, 26 -3e*-2<0
5. (€¢-3)(5-€)<0 6. ee _; > 0.

Exercice 9.11

Dans chacun des cas suivants, on admet que la fonction f est dérivable sur R. Calculer la fonction
dérivée de f .

1. f(x)=e?* 2. f(x)= xe*
3. f(x) = e’Inx 4. f(x) = (1-x)et >
5. f(x)= o 6. f(x) = x2e™

e” +e

Exercice 9.12
1. Dans chacun des cas suivants déterminer une primitive de la fonction f sur R :
a) f(x)=e™ b) f(x)= xe*

2Xx
0 9= d) f(x)=x—5+36%"

2. Soit les fonctions f et g définies sur R par : f(x) = ¢ — etg(x) = 1_
1+e7™™ 1+e™

a) Déterminer une primitive de f sur R.
b) Déterminer une primitive de f + g sur R
c) En déduire une primitive de g sur R.

Exemple d’étude de fonction comportant «exp »
Probleme 9.13 résolu

e -1

On considere la fonction f de R vers R, définie par f(x) = L On note (C) sa courbe

e)(
représentative dans le plan muni d’un repere orthonormé (O, I, J) d’unité graphique 2 cm.
Partie A
1. a) Déterminer I’ensemble de définition Df de f.

b) Montrer que la fonction g définie par g(x) = f(x) — 1 est impaire. En déduire un élément de
symétrie pour la courbe (C).
2. a) Déterminer la limite de f en +oo puis en -co.
b) Interpréter chacun des résultats obtenus.
4e”
(eX +1)2
b) En déduire le sens de variation de f puis dresser le tableau de variation de f.
4. a) Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) en son point d’abscisse 0.
b) On considére la fonction h définie par h(x) = f(x) — (x + 1). Démontrer que pour tout x de

X 2
h’(x) = _(ex _3 . En déduire le sens de variation de h.
e* +

3. a) Démontrer que : pour tout x de , f’(x) =

c) Calculer h(0). Puis déterminer le signe de h.
d) Deduire de ce qui précede, la position de (C) par rapport a (T).
5. Tracer la droite (T), la courbe (C) et ses asymptotes.
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Partie B
4e*

X

1. Montrer que pour tout x de, f(x) = 1—1.

2. En déduire une primitive F de f sur R.
3. Calculer F(1) — F(0)

Partie C
1. Montrer que f réalise une bijection de vers un intervalle J que I’on précisera.
2. £ désigne la bijection réciproque de f.
Déterminer le sens de variation de f. Puis dresser son tableau de variation.
3. a) Calculer f(In3).
b) Justifier que f* est dérivable en 2 et calculer f*(2).
4.(C’) désigne la courbe de f* dans le repére (O, I, J). Construire (C).

Résolution
l.a) YxeR e >0=>e"+1>1>0.
Donc Df = R
b) g(x) = () — 1 = 3e —1_1:3e -1-e —1:2e —2:2e —1.
e’ +1 e +1 e*+1 e*+1
OnaDg=R

e_ —1=2e_ (1-e )=2(1—e )=_2e _1=—g(x).
e +1 e*(1+e") (1+e") e“+1

g est donc impaire. Par conséquent la point A(O ; 1) est un centre de symétrie de (C).

Vxe R, -xe Retg(-x) = 2

2.8) lim f(x)=lim > T=1 car lime*=0.
X—>—00 X—>—00 e —+ X—>—00
lim £(x)= lim <& =2 jim £C=8) iy G=€ ) 5 o fim e =0,
X—>+00 x40 @8 L] xo+w ex(1+e X) X~>+oo(l+e X) X—>+00

b) Iirp f(X) =-1 = la droite d'équation y =-1est asymptotehorizontale a (C) en - .
lim f(x) =3 = la droite d'éguation y =3 est asymptotehorizontale a (C) en + .

X—>+00

3. a) dérivée de f

Yxe R, f(X) = (Bexx _1J

e +1

(3e*-1)
e’ +1

_ (e -1)(e*+1)-(e* +1)(3e* - 1)

(eX +1)2
B (3eXXeX +1)—(eXX3eX —1)
B (eX +1)2
3P +3e -3 +e*  4ef
B (eX + 1)2 B (eX +1)2
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b) Sens de variation de f

xe R e“>0 =4e* >0et (e + 1)*> 0.
Donc Vxe R, f(x) > 0.

Ainsi f est strictement croissante sur R.

X -00 +00
S1X) +
3
f(x)
1

4. a) Equation de la tangente (T)

(M :y=10)(x-0) +£(0)
Avecf'(0)=1etf(0)=1ona:(T):y=x+1

b) Yxe R, h'(x) = f(x) -1

(eX +1)2
_4e’ —(eX +1)2
- (eX +1)2
_—(e”*=2e"+1)
- (eX +1)2

_ (eX —1)2

o (eX +1)2

2
_ [e'-1

(ex + 1)
VYxe R h'(x) <0eth’(x) =0 < x=0.h est par conséquent strictement décroissante sur R.
¢) h(0) =f(0) — 1 or f(0) = 1 donc h(0) = 0.
Comme h est strictement croissante sur, on a:
x <0, alors h(x) <h(0) =0
x>0, alors h(x) > h(0) = 0.
Donc ¥xe]-o;0[,h(x)<0et ¥xe]0, +w/, h(x) > 0et h(0) = 0.

d) f(x) —y = h(x). Ainsi :

-xe]-o; 0 [, h(x) <0, alors (C) est au dessous de (T) sur ]- ; O [.

- ¥xe]0; +w /[, h(x) > 0, alors (C) est au dessus de (T) sur ] 0 ; +o [.
-h(0) =0, alors (C) et (T) se coupent au point A(0 ; 1).

5. Construction (voir graphique)

Partie B

Loxer 28 gt —(e*+1) _3e “1_ t(x)
e*+1 e’ +1 e +1
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X

4e* e

2. ¥xe R, f(x) = —1=4—"—-1=4~_—"L

e*+1 e*+1

Donc ¥x€ R, F(X) = 4In(e*+1) - x

&Fay—ﬁm:[mme+n—n-4m2:4m(2

Partie C

1. f est dérivable et strictement croissante sur & donc réalise une bijection de Rvers f(R) =]1-1; 3[.

2. fet f* ont le méme sens de variation. Donc est strictement croissante sur ]-1 ; 3[.

Tableau de variation de f*.

-1

X
()

1(x)

+00

3e"™-1 9-1
In3 = = 2
e +1 3+1
4™ 123
(eln3 +1)2 16 4
f est une bijection
f'(In3) =0 = f " est dérivable en 2

f(In3) = 2
1 4

1 N _a
et(f)(z)_f'(ms’)_s

4. Construction (voir graphique)

3. a) f(In3) =

b) f(In3) =
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(C) /

(C)
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EXERCICES

Exercice 9.14
Partie A

Soit la fonction h dérivable sur R et définie par : h(x) =3 + (x — 1)e™.
1. Déterminer les limites de h en -oo et en +oo.
2. a) Démontrer que V X R, h’(x) = (2 — x)e™.
b) En déduire les variations de h et dresser son tableau de variations.
3. Démontrer que sur I’intervalle ]-oo ; 2] I’équation h(x) = 0 admet une solution unique o et que

-1<a<0.

h 0 si — 00,
4. En déduire que pour tout nombre réel x, 09 < ' x&]-oo;af
h(X) >0 si xe]a;+o]

Partie B
Soit la fonction numérique définie sur R par f(x) = 3x + 1 — xe™. (Cf) est la courbe représentative de f
dans le plan muni du repere orthonormé (O, 1, J). Unité graphique : 2cm.
. Déterminer les limites de fen -oo et en +oo.
. Démontrer que pour tout nombre réel x, on a : f’(x) = h(x).
. En déduire les variations de f et dresser son tableau de variation.
. Démontrer que la droite (A) d’équation y = 3x + 1 est asymptote a (Cf) en +oo.
. Etudier la position relative de (Cf) et (A).
. Démontrer que (Cf) admet en +oo une branche parabolique de direction I’axe des ordonnées.
. Déterminer une équation de la tangente (T) a (Cf) au point d’abscisse 0.
. Tracer (Cf), (A) et (T).

On prendra a=-0,6 et f(a) = 0,3.

o N o o A W DN B

Exercice 9.15
Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, I, J). Unité graphique : 2 cm.

Partie A
On considére la fonction g dérivable sur R et définie par g(x) =x + 1 —e™.

1. Calculer les limites de en - et en +oo.

2. Calculer g’(x) pour tout x de R.

3. Etudier suivant les valeurs de x le signe de g’(x) puis dresser le tableau de variation de g.
En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Partie B
On considére la fonction f dérivable sur R et définie par f(x) = 3(x* + x)e™. (Cf) est la courbe de f dans

le repére (O, I, J).
1. a) Calculer la limite de f en +oo.

b) Calculer les limites de f(x) et o) en -oo.
X
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c) Interpréter graphiquement les résultats des questions a) et b).
2.a) Démontrer que V x€ R, £(x) = 3(-x* + x + 1)e™.
b) Etudier suivant les valeurs de x le signe de f(x) et dresser le tableau de variation de f.

On ne cherchera pas a calculer f{#] et f [1+£/§j .

3. a) Déterminer une équation de la tangente (T) a (Cf) au point d’abscisse 0.
b) Démontrer que V x € R, f(x) — 3x = 3xe™g(x).
c) Déduire de la partie A la position relative de (Cf) par rapport a (T).
4. Tracer avec précision, dans le repere (O, I, J), la tangente (T) et la courbe (Cf).

Onprendra +/5 =22 ; f (#J: 13 et f (H\EJ: 2,5.

2
Exercice 9.16
Partie A

X

Soit la fonction de R vers R définie par: =1 +

e’ -1

1. Déterminer I’ensemble de définition Dy de g et calculer les limites de g aux bornes de Dy.
2. Résoudre dans R 1’équation g(x) = 0.

3. Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.

4. En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Partie B

On considere la fonction f de R vers R définie par f(x) = x + In|4(1 — )]

1. a) Déterminer 1I’ensemble de définition Dsde f.
b) Déterminer les limites de f aux bornes de Dsx.

Vxe]l-oo; O, f(X)=x+In4+In(1l-e)

Vx €]0 ;+oof, f(X)=2Xx+In4+In(l—e")

b) Justifier que les droites (D,) et (D) d’équations respectives : y = X + In4 et y = 2x + In4 sont
asymptotes obliques a (Cf) respectivement en - et en +oo.

2. a) Justifier que {

c) Calculer les coordonnées du point d’intersection A de (Cf) et (D).

d) Etudier la position de (Cf) par rapporta (D) sur ]0 ; +oo [.
3. a) On admet que f est derivable sur. Vérifier que V x € Dy, £’ (x) = g(x).

b) En déduire le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.
4. Soit h la restriction de f a I’intervalle ]O ; +oo [.

a) Montrer que h definie une bijection de ]O ; +oo [ vers un intervalle K que 1’on déterminera.

b) Justifier que 1’équation h(x) = 0 admet dans ]0 ; +oo [ une solution unique a et que

0,18 <0 <0,19.

c) Calculer la valeur exacte de h(In2)

d) Montrer que h™ est dérivable en In8 puis calculer (h™)’(In8), h'™* étant la bijection réciproque de h.
5. Prouver que la courbe (Cf) coupe I’axe (OI) en deux points P et Q dont on déterminera les
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coordonneées. On prendra Xp < Xo.

6. Tracer avec soin dans le repere (O, I, J) :
a) La courbe (Cf) et toutes ses asymptotes. On marquera les points A, P et Q.
b) La courbe (I') de h™ et ses asymptotes.

Exercice 9.17
PARTIE A

Soit la fonction g définie et dérivable sur R par : g(x) =1+ (x — 2)e™.
1. Déterminer les limites de gen +oo et - oo .
2. a) Démontrer que V X e R, g’(x) = (3 —x)e™.

b) En déduire les variations de g et dresser son tableau de variation.
3. Démontrer que sur ]-oo ; 3], I’équation g(x) = 0 admet une solution unique a et que 0 <a. < 1.

VX e]-o;al, g(Xx)<0

4. En dedui
n deduire que {VXE]OLH—OO[, g(x)>0

PARTIE B
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x — 2 + (1 — x)e™ et (Cf) sa courbe représentative dans le

plan muni d’un repére orthonormé (O, 1, J). Unité graphique : 2cm.
1. Déterminer les limites de fen +o00 et -c0.
2. Démontrer que V x e R, ’(x) = g(x).
3. En déduire les variations de f et dresser son tableau de variation.
4. a) Démontrer que la droite (A) d’équation y = x — 2 est asymptote a (Cf) en + .
b) Etudier la position relative de (Cf) et (A).
5. Déterminer une équation de la tangente (T) & (Cf) au point d’abscisse 0.
6. Dans le repére (O, 1, J), tracer (Cf), (A) et (T).
Onprendraa =0,45et f (o) = -1,2.

Exercice 9.18
Le but du probléme est 1’étude de la fonction numérique f de la variable réelle définie sur R\{0} par

X+ In|x|
Sakid o

f(x) = —Xx et (Cf) sa representation graphique dans le plan muni du repére orthonormé

(O, 1, J), unité graphique : 1 cm.

Partie A

Soit le polyndme p définie par p(x) = -3x3 + x + 2. .

1. Calculer p(1) et déterminer une factorisation de p(x).
VX e]-o0;1, p(x)>0

2. Justifi
Ustmer que {Vx €]l; +f, p(x)<0
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Partie B

Soit la fonction numérique g de la variable réelle définie sur R\{0} par g(x) = -x* + x — 1 + 2In|x|
1. Calculer les limitesde gen —o , +0 et 0.

2. On admet que g est dérivable sur R\{0} et on note ¢' sa dériveée.

VX €]-o0;0[UL;+x][, g'(X)<0

vx €]0;1], g(x)>0

b) En déduire le tableau de variation de g.

a) Calculer g’(x) et montrer que : {

3. a) Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet une solution unique o et que -1,3 <o <-1,2.
VX €] -o0; al, g(x)>0

b) Justifi
) Justifier que {VX el o; O[Ul0; + oo, g(x)< 0

Partie C
1. Calculer les limites de fen —o0, +o et 0.

2. Montrer que la droite (D) d’équation y = X est asymptote a (Cf) en —o0 et + .
3. On admet que f est déerivable sur R\{0}.

a) Montrer que : V xe R\{0}, £°(x) = 9

x3
b) En déduire les variations de f et dresser son tableau de variation.
4. Montrer que la tangente (T) a (Cf) au point d’abscisse 1 est paralléle a (D).
5. Soit la fonction u définie sur R\{0} par u(x) =- x — In|x|
a) Calculer les limites de uen —o, +o et 0.
b) Etudier les variations de u et dresser son tableau de variation.
¢) Montrer que (Cf) et (D) se coupent en un unique pont d’abscisse [ tel que 0,56 <3 <0,57.
d) Déterminer le signe de u(x) suivant les valeurs de x et en déduire la position relative de (Cf)
par rapporta (D).
6. Construire (Cf), (D) et (T). On prendra a. = -1,25.

Exercice 9.19

PARTIE A

On note g la fonction definie sur ]0 ; +oo [ par g(x) = 1+In_x
X

1. a) Calculer les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.
b) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.

2. a) Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet sur ]0 ; +oo [ une solution unique a.
b) Déterminer un encadrement de o d’amplitude 0,1.
c) En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

PARTIE B

On note hy, la fonction définie sur ]JO ; +oo [ par hy(X) = ou n est un entier naturel non nul.
1. a) Calculer les limites de h, aux bornes de son ensemble de définition.
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b) Etudier les variations de h, et dresser son tableau de variation.
¢) Montrer que 1’équation h, = 0 admet une solution unique f, et que cette solution appartient
a l’intervalle [1 ; 3].

PARTIE C
ninx

Soit f, la fonction définie sur JO ; +oo [ par fo(X) =x—n - . Et (C,) désigne la courbe

représentative de fn dans le plan muni du repére orthonormé (O, 1, J).
1. a) Calculer les limites de f, aux bornes de son ensemble de définition.
b) Démontrer la courbe représentative (C,) de fn admet un asymptote oblique (A,) dont on
précisera une équation.
c) Etudier les positions relatives de (C,) et (Ap).

2. a) Démontrer que pour tout x€ 10 ; +oo [, f, (X)= h:(_(zx)
b) En déduire les variations de f,, dresser son tableau de variation.

3. a) Démontrer que pour tout x € ]0 ; +oo [, f(X) = X — ng(x).
b) En déduire que toutes les courbes (C,) passent par un point fixe A de coordonnées (a ; o).
c) Etudier les positions relatives de (C,) et (Cy+1).

4. Construire dans le repére (O, 1, J) les courbes(C,) et (Cy).
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10. CALCUL INTEGRAL

I/ INTEGRAL D’UNE FONCTION CONTINUE
1) Définition — notation.

f est une fonction continue sur un intervalle K, F une primitive sur K de f, a et b des éléments
de K.

Le nombre réel F(b) —F(a), est indépendant du choix de la primitive F ; il est appelé intégral
deaabdef.

On note : F(b) — F(a) = [F(x)]°= J.:f (x)dx

Exercice 10.1

2
Calculer I’intégrale | = J:l(x2 +1)dx .

2) Propriétés de I’intégrale
a) Egalité de Chasles
Propriété

f étant une fonction continue sur un intervalle K et a, b, ¢ des éléments de K. On a:
c b c

[ Foqdx = [ T(dx+ [ Fx)dx.
a a b

Exercice 10.2
o, 21,2
Calculer I’intégrale J = J:l‘x +2X —3{dx .

b) Linéarité
Propriété

f et g étant des fonctions continues sur un intervalle K, a et b des éléments de K, o un nombre réel
quelconque,

+ [T+ 900l = [ F(x)dbx + [ glx)alx.
+ [of(x)dx= o F(x)dx.

Exercice 10.3

- > >4
1. Calculer les intégrales : jj 2cosx dx et Jf-—dx.
" 7 X
4 4

2. En déduire jf (ZCOSX-ﬂjdX :
x X
4
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c) Inégalité et intégrale
Propriété
f et g étant des fonctions continues sur un intervalle [a ; b],
Sif >0 alors Lbf (x)dx > 0.

b b
Sif>g alors Lf(x)dxz Lg(x)dx.

Exercice 10.4

2 dx
1. Démontrer que I’intégrale I = est positive.
L V1+x°
2 2
2. Démontrer que J' xe* dx > j x2e* dx .
1 1
3) Intégration par parties
Propriété

f et g étant deux fonctions dérivables sur un intervalle [a ; b].
Si les fonctions dérivées f’ et g’ sont continues sur un intervalle [a ; b], alors :

[ 09000 = [ ()g(1° - |0 (F (x)ax.

Exercice 10.5

A I’aide d’une intégration par parties calculer chacune des intégrales suivantes :

2 e Inx
1. L Inx dx 2. L 7dx
T 1
3. .[02 Inx dx 4, J:l (1+X)e* dx
II/ CALCULS D’AIRES

1) Calcul d’une aire d’une partie du plan délimitée par I’axe des abscisses et une courbe.

Le plan est muni du repere orthogonal (O, 1, J).

f étant une fonction continue sur un intervalle [a ; b], de représentation graphique (C).

Nous nous proposons de calculer 1’aire de la partie A du plan limitée par (C), (OI), les droites
d’équations x =a et x =b.

*Sif>0sur[a;b],alors: Aire de A = Lbf(x)dx X ua

b
«Sif<Osur[a;b],alors: Aire de A = —'[af(x)dx X Ua

NB : ua est I’'unité aire et lua = (unité de OI x unité de OJ)
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Exercice 10.6

Le plan est muni du repere orthogonal (O, I, J) avec Ol =2 cm et OJ = 3 cm.
2X

VX2 +1

Déterminer en cm? Iaire de la partie du plan limitée par (C), (OI), les droites d’équations x = 1 et

X=2.

Soit f(x) = on note (C) la courbe représentative de f dans le repére (O, I, J).

2) Calcul d’une aire d’une partie du plan délimitée par deux courbes.

Le plan est muni du repere orthogonal ( O;l ;J).

f et g étant des fonctions continues sur un intervalle [a ; b], de représentation graphique
respectives (Cf) et (Cg). On suppose que f > g sur [a ; b].

On veut calculer I’aire de la partie A du plan délimitée par les courbes (Cf), (Cg) et les droites
d’équations x =a et x =Db.

Aire de A = J': [f(X)—g(X)]dx x ua lua = (unité de Ol x unité de OJ)

Exercice 10.7

Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J) ; unité graphique : 2 cm.

Soit f(x) = x + 3 —xe* et g(x) = x + 3. On note (Cf) et (Cg) respectivement les courbes représentatives
de f et g dans le repére (O, I, J).

Déterminer en cm” I’aire de la partie du plan limitée par (Cf), (Cg), et les droites d’équations x= 0 et
X=¢e.

EXERCICES

Exercice 10.8
Calculer chacune des intégrales suivantes :

1

A= [ 2t +1)at : B:IZ%dt : C = [ sin| mx+ 2 |dt

0 1 (t°+2t) 1 2

_ [ Soxea ] _re In_X . _ e 1
D-Ioe dx : I-L de : J-L xlnxdx
V33X 1 e”

K= dx : L= dx.

J.—l /1+X2 Io 1+e™
Exercice 10.9

2_
1. Soit la fonction f définie sur ]-2 ; +oo [ par f(x) = x-1 :
(X+2)

a) Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout élément x de ]-2 ; +oo [, On ait :

fx)=ax+b + x+2)

b) En déduire Pintégrale | = [ f(x)dx

2. Soit la fonction définie sur par ]0 ; +oo [ par g(x) = w

a) Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout élément x de ]O ; +oo [, on ait :
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T
X (x+1)  (x+1)?°

b) En déduire I’intégrale | = ng(x)dx.

Exercice 10.10

; .y 2 sin2x n X
Soit les intégrales | = IOZ dex et]= J‘Oz %dx
+2sin X +2sin X

1. Calculer J.
2. Calculer | + J puis déduire la valeur de 1.

Exercice 10.11
Calculer les intégrales suivantes a 1’aide d’une intégration par parties, ou au besoin, deux intégrations
par parties :

_ (7 1 het ) _(? 2
E= [ (1-teldt , F= [ (+3t)Intdt
G= [ tfiLrtat : H= [ (sint)e'dt.
Exercice 10.12
On pose K = jnex cos2xdx , I = Inexcoszxdx etJ =Inexsin2xdx.
0 0 0

e" -1

1. A I’aide de deux intégrations par parties, prouver que K =

2.a) Calculer 1 +Jetl-J.
b) En déduire les valeurs de | et J.
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11. SUITES NUMERIQUES

I- Rappels et compléments
1) Definition
On appelle suite numérique, toute fonction U de N vers R.
L’image U(n) de n par la fonction U est notée U, et est appelée terme général de la suite U.
Si I’ensemble de définition de U est E, alors la suite U est notée (U,)nee. S’il n’y a pas d’ambigiiité, on
la note simplement (Up).
Soit a le plus entier pour lequel la suite U est définie, U, est appelé le premier terme de la suite U.

2) Modes de définition d’une suite
a) Suite définie par une formule explicite

C’est une suite définie par la donnée explicite du terme général U, en fonction de n.
Exemple

Uu:N - R ou simplement Uy =5n-2
ne—bsn-2
Exercice 11.1

Déterminer les six premiers termes de la suite U, = 5n — 2.

b) Suite définie par une formule de récurrence
C’est une suite définie par la donnée d’au moins un terme et d’une formule qui permet de calculer de
proche en proche les autres termes de la suite en utilisant certains des termes précédents.

Exemple

V. =
Soit la suite V définie par :{ °

Vn+1 = _Vn +4
Exercice 11.2

Déterminer les six premiers termes de la suite V précédemment définie.

3) Représentation graphique des termes d’une suite
Le plan est muni d’un repere orthogonal (O, I, J).

a) Cas d’une suite définie par une formule explicite
f est une fonction et U, = f(n) : U, est ’image de n par la fonction f.
A T’aide de la représentation graphique (Cf) de f, la valeur de n sont abscisses et U, = f(n) en ordonnées.

()

U, = f(n)
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b) Cas d’une suite par la formule de récurrence : Up.; = f(Up).
(A) est la droite d’équation y = x et (Cf) la représentation graphique de f.

Les termes de la suite sont représentés de proche en proche. On part du terme U, placé sur 1’axe des
abscisses (Ol) puis par projections successives sur (Cf) puis sur (A) enfin sur (OI) on obtient Upn.s.

(A)
2 —
1 (©)
3
¥
Un Un+1

Exercice 11.3

Représenter graphiquement les quatre premiers termes de chacune des suites suivantes :
1.U,=5-2n

v, =1
2.V
Vn+l :_Vn +3

4) Principe de démonstration par récurrence
Soit E = {ng, no+1, ... } une partie infinie de IN et p, une proposition qui dépend de I’entier
naturel n
(neE).
Pour démontrer que p, est vraie pour tout n € E, on procede comme suit :
- On verifie que la proposition est vraie pour ng c'est-a-dire que P, —est vraie (initialisation)
- On suppose que p vraie pour un entier k > ng et on démontre que pg+1 est vraie. (hérédite)

- On conclut que la proposition p, est vraie pour tout entier n de E.
Exercice 11.4 résolu
) _ o U,=2
Soit la suite (U,) définie par :
un+1 = 2l"In -3

1. Calculer U4, Uy, Uz, Ug, Us.
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2. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,ona: U, =3 - 2",

Résolution
lL.Uup=2Up-3=2%x2-3=1
U=2U;-3=2x1-3=-1
U3 =2U; - 3=2%(-1)-3=-5
Us = 2U3—3 =2%(-5)-3=-13
Us = 2U4 - 3= 2%(-13) -3 =-16

2.

Vérifions que la proposition est vrai pourn =0 :
3-2=3-1=2=u

Donc la proposition est vrai pour n = 0.

Supposons que la proposition est vraie pour n = k ¢ ’est-a-dire Uy = 3 — 2k
Démontrons qu’elle est vraie pour n =k + 1.

U1 = 2U—3=2(3-24-3=6-2"1_3=3_2"1,

Donc la proposition est vraie pour k+1.

Ainsi pour tout entier naturel n,ona: U, =3-2".

I1. Sens de variation d’une suite
1) Définitions
Soit (Uy,) une suite définie sur E.
(Up) est croissante & pour toutn € E, Up < Upq+1.
(Uy) est décroissante < pour tout n € E, Uy > Upag.
(Up) est constante < pour toutn € E, Uy = Unsr.
(Uy) est dite monotone lorsqu’elle soit croissante soit décroissante.

2) Méthodes pour étudier le sens de variation d’une suite.
Pour étudier le sens de variation d’une suite (Uy), On peut :
- Etudier le signe de la différence Un+1 — Up.

Un+1

al

- Si les termes U, sont strictement positifs, comparer le quotient

Un
- Etudier le sens de variation de la fonction f si U, = f(n).
- Procéder par récurrence en s’aidant éventuellement du sens de variation de la fonction f

Si Un+1 = f(Up).
Exercice 11.5 résolu

Etudier le sens de variation de chacune des suites numériques suivantes :

2
1'un:n+1

22n
Z.UnZW

u,=8
3.Uni =1+u§
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Résolution

1. On remarquera que la suite est définie pour n > 1.

_(n+1)*+1
Up+1 = ——F——
n+1
_(n+1)*+1 n*+1 n*+n-1
Un+1 - Une1 = - =
n+1 n n(n+1)
n“+n-1 ) ) .
Vn>1, ————— >0. Donc la suite est strictement croissante.
n(n+1)
; _ . L X +1
Méthode 2 : Etude du sens de variation de la fonction f : X —
X
2
, x°—=1 x+1
x> 11(x) = X2 = X2 (x=1).

Vx >1, f(x) > 0. Donc f est strictement croissante sur |0 ; +oo [. La suite est aussi strictement

croissante.

2. On remarquera que cette suite est a termes strictement positifs
22(n+1) 22 x 22n 22 22n 4

un+1 -

g(n+1)+2 - 31, 3n+2 _§X3n+2 _§ n

Un+1_ 4

donc pour tout n, =—>1

n

La suite est par conséquent par strictement croissante.

3. Procédons par récurrence

2
onau, = 2% _ 8 40605 <u,
2u, 16

U1 < Ug
supposons que Uy+1 < Ux. montrons que U+ < Uk+1
en effet :

On remarquera que 'n, U, > 0. (on le démontrera plus tard)
Considérons la fonctionf:.Ona:

f(Ux) = Uk+1

f(uk+1) = Uk+2

f est strictement croissante sur ]JO ; +oo /.

Donc Uy+1 < Uk = f(Uk+1) < f(Ux) = Ugs2 < Uk
Donc la suite est strictement décroissante.

VI- Suites majorées — Suites minorées — Suites bornées
1) Définitions
Soit (U,) une suite définie sur E.

- (Uy) est dite majorée il existe un réel M tel que, pour tout n de E, U, <M.
- (Uy) est dite minorée il existe un réel m tel que, pour tout n de E, U, > M.

- (Uuy) est dite bornée (Uy) est a la fois majorée et minorée.
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Exercice 11.6 résolu
u,=8
Lupty, 1 u?
n+1 2un

Montrer que pour tout n, U, > 0.

U, =2

2. U: un+1:1+i
u

n

Démontrer par récurrence que la suite est minorée par E et majoree par 2.

Résolution
1.ug=8>0.
Supposons que U, >0
2 1+U?
Alors, 2u, >0et1+U; >0 =2 Upsy = n > Q.

n

Donc pour tout n, U, > 0.

2.Up=2. Onadoncg < U< 2
Supposons que g S U2

Alors :

Donc la suite est majorée par 2 et minorée % :

Exercice 11.7
Etudier le sens de variation des suites suivantes :

l.n>1,U,= 2n-1 2. Up=el™® 3. un:i
3n-2 2"
u,=1
4. U, = 3 . SU{ 0 3
(_2) um—l:un_2

Exercice 11.8

Soit u | it ari défini Uy =0

0oi a suite numérique définie par :

q p un+1:\/6+un

Démontrer que pour tout n, U, < 3.
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V- Convergence d’une suite numérique

1) Definition
Une suite (un) est dite convergente si (un) admet une limite finie ¢ en +co . On dit que la suite (uy)
converge vers /.

On dit qu’une suite est divergente lorsqu’elle n’est pas convergente (dans ce cas la suite soit admet
une limite infinie soit elle n’admet pas de limite)

NB : lorsqu’on parle de limite d’une suite, il s’agit exclusivement de la cette suite lorsque n tend
VEI'S +o0.

2) Proprieté
La limite dune suite lorsqu’elle existe, elle est unique.

3) Limite d’une suite définie par une formule explicite.

a) Propriété

f est une fonction de vers, (U,) la suite définie par la formule explicite U, = f(n).

si f admet une limite en +co alors xliﬂlof(x) = nILeru” .

b) Conséquence

Si f admet une limite finie ¢ + oo, alors la suite (U,) converge vers /.

Si fn’admet pas de limite en +oo , on ne peut rien conclure sur la convergence de la suite (Up).

Exemple :
La suite Un = sin (nrr) converge vers 0 mais la fonction f(x) = sin (xmr) n’a pas de limite en + oo.

4) Convergence d’une suite monotone
Propriété :
- Toute suite croissante et majorée est convergente
- Toute suite décroissante et minorée est convergente
- Toute suite croissante et non majorée diverge vers + .
- Toute suite décroissante et non minorée diverge vers - .

Exercice 11.9

Soit la suite U définie par U, :

Etudier la convergence de la suite U.
V- Suites arithmétiques — Suites géométriques

1) Définitions

- Une suite (Uy) est dite arithmétique lorsqu’il existe un nombre réel r tel que pour tout entier n, on
ait: Unsg = Uy + 1. 1 est appelé la raison de la suite arithmétique (Un)

- Une suite (Vy) est dite géométrique lorsqu’il existe un nombre réel q tel que pour tout entier n, on
ait: Vn.a = Vi qest appelé la raison de la suite géométrique (Vy).
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2) Tableau récapitulatif

Suite arithmétique Suite géométrique
Premier terme Ua Va
Raison r q
Formule explicite Un=Us + (n—a)r Vo =Vaq"?
Formule de récurrence Ut = U, +r Vi1 = Q.Vy
Somme S, de n termes n _ Vi.l_qn si q=1

consécutifs d’indices de i a j Sn= E(u‘ ) Sn = 1-q
n.v, siq=1

Exercice 11.10

En janvier 2010, la production d’une entreprise est de 370 unités. Face a la demande pressante de la
clientéle, I’entreprise décide d’augmenter sa production mensuelle de 20 unités supplémentaires,
chaque mois. \
Po désigne la production en janvier 2010 et on note p, la production du n°™ mois aprés janvier 2010.
1. a) Déterminer ps, p2, ps et ps.

b) Calculer pn+1 — pn. En déduire la nature de la suite (py).

c) Exprimer le terme géenéral p, en fonction de n. En déduire po.
2. Cette entreprise a une capacité de production limitée a 1000 unités.

a) Pendant combien de temps pourra-t-elle maintenir son effort de production ?

b) Quelle aura été sa production totale pendant toute cette période ?

Exercice 11.11

Guillaume a été embauché dans une entreprise avec un salaire initial de 7.000F mensuel.
Chaqgue mois son salaire augmente de 0,4%.
On note Uy son salaire d’embauche et un le salaire du néme mois aprés son embauche.
1. a) Calculer Uy, Uy, Uz et Us.
b) Exprimer U+ en fonction de U,. En déduire la nature de la suite (Uy).
c) Déterminer le terme général U, en fonction de n. En déduire Uso.
2. a) Au bout de combien de mois son salaire aura-t-il augmenté de 20% ? ‘
b) Quel taux mensuel d’augmentation aurait-il fallu prévoir pour que cela se produise au 35° mois
apres son embauche (donner la valeur décimale du taux a 0,01 pres) ?
3. Calculer le total des salaires percus par Guillaume durant I’année qui suit son embauche.

3) Convergence de suites arithmeétiques — suites geométriques

a) Convergence de suites arithmétiques

Soit (u,) une suite arithmetique de raison r et de premier terme u,
- Sir=0, alors (un) converge vers u, (car dans ce cas la suite est constante et vaut u,)
- Sir>0,alors (uy) diverge vers +oo.
- Sir<Q0, alors (un) diverge vers -oo.
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Exercice 11.12 résolu
Soit la suite (Up) définie par U; = -2 et Up+g = —%un +3.

1. a) Déterminer graphiquement les 5 premiers termes de (Uy).
b) Conjecturer le sens variation et la limite de la suite (Uy).
2. Soit (Vy) la suite définie par V, = U, — 2.
a) Démontrer que (V) est une suite geométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
b) Exprimer V, puis U, en fonction de n.
c) En déduire les limites des suites (Uy) et (V).
3.0npose S, =Ug + Uy +... + U,
a) Calculer Sy, S; et Ss.

b) Démontrer que S, = —%[1—(— %j } 2n

c) Calculer lim S, et lim S—”.

N—>+00 n—>+o N

Résolution

1.a)Représentation graphique de 5 premiers termes de la suite (un)

Uo U2 Ug Us Vi1

1. b)sens de varaition de la suite
la suite n’est ni croissante ni décroissante. Cependant elle semble converger vers 2.

1 1 1 1
28)Vpr1= U, , -2 :_Eu” +3-2 :_Eu” +1=—§(un —2):—Evn
donc la suite (V) est une suite géométrique de raison —%et de premier termeV; =U; — 2 =- 4,

n-1

1 n-1 1
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1 n-1 1 n-1
Donc V, = -4 (——j et U, = -4 (——j + 2.
2 2

N—-+o0 N—>+%0 N—>+00

c) lim (—%) =0= limVv, =0 etdonc limu, =2.

3.a)ona:u1:-2;u2:—%ul+3: 4etu3=—%u2+3:1

Si=uU=-2

Ss=U+U,=-2+4=2.
S3=Ui+Uy+U3=-2+4+1=3.

b) S, est la suite de n termes consécutifs :

1_(_;] 1_(_;j 8 1Y
Sp=-4x—— "L +2n=-4x—_"2 +2n= _5[1_(_§j }+ 2n.

c) lim 1 =0= Iim—§ 1- 1 :—§et lim 2n=+o0
N—>+o! 2 n—+o 3 2 3 n—-+oo

donc lim S, =+o0.

n—+oo

Donc lim i:2.

n—+oo n

b) Convergence suites géométriques
Soit (V) une suite géométrique de raison g et de premier terme V,
Si0<|qg| <1, alors (V) converge vers 0.

- Sig =1, lasuite converge vers V, (car dans ce cas la suite est constante et vaut V,)
Siq> 1, alors (vq) diverge vers +oo OU -o0.
- SiQg <-1, alors (v,) diverge (dans ce cas la suite n’admet pas de limite).

EXERCICE

Exercice 11.13

u, =1
Soit la suite numerique (Uy,) définie par : u_ - % U +4

1. Calculer les quatre premiers termes de cette suite.

2. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,ona: 0 < (U,) <6.

3. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, ona: U, < Ups1.
Qu’en déduire pour la suite (Up) ?

4. Pour tout entier naturel n, on pose V, = U, — 6.
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a) Démontrer que (Vy) est une suite géométrique dont on précisera la raison.

b) Déterminer I’expression de V, en fonction de n, puis, en déduire celle de (U,) en fonction de
n.
c) Calculer lessommes S, =V + Vi + ... + Vet S’p=Up + Uy + ... + U, en fonction de n.

Exercice 11.14

Soit la suite (Un) définie par : Uy = 3 et pour tout entier naturel n, Up+1 = 4, ;12 .
1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, U, > 1. n
2. La suite (V,) est définie pour tout entier naturel n par : V, = un” :2 .
a) Démonter que la suite V, est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et

la raison.
b) Préciser la limite de la suite V, .
c) En déduire que la suite (Uy,) est convergente et préciser sa limite.

Exercice 11.15

(Uy) et (V) sont les suites définie pour tout entier naturel n par : Up =3, Up+1 = 12[1 etv,= ui

1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, U, > 0.

2. a) Démontrer que la suite (V) est une suite arithmétique dont on précisera la raison.
b) Calculer v, puis U, en fonction de n.
c) En déduire la limite de la suite (Up).

Exercice 11.16: Suites adjacentes
On considere les suites (Un) et (V,) définies pour tout entier naturel n par :

u,+Vv U, +V,
o

U0:38tV0:4, Un+1: n etVn+1:

1. Calculer Uq, V1, Uy, Vs.

2. On note (W,) la suite définie pour tout entier naturel n par W, =V, - Up.
a) Démontrer que (W,) est une suite géométrique dont on précisera la raison.
b) Exprimer W, en fonction de n . Quelle est la limite de la suite (W,) ?

3. Démontrer que pour tout entier naturel n, U, < V.
4. Démontrer que la suite (Uy,) est croissante et que (V) est décroissante.

Exercice 11.17
2n+1

n+1

Soit la suite U définie définie par la formule explicite suivante : U, =

1. Déterminer les quatre premiers termes de la suite U.
2. Le plan est muni d’un repére orthogonal (O, I, J). Représenter graphiquement les quatre premiers

termes de la suite U sur (Ol).
3. Etudier le sens de variation de la suite U.
4. Montrer que U est converge, puis determiner sa limite.
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Exercice 11.18
: : o _(-1r
Soit la suite V définie par V, =~——
n
1. Etudier le sens de variation de la suite V.

2. Etudier la convergence de la suite V.

Exercice 11.19
U,=0
Soit la suite U définie par U : U . = 2U, +2
n+l un +2

1. Montrer que pour tout entier n, U, # 1.

2.0n pose V,, = :
Pose ¥n u, -1
Montrer que la suite V est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme V.
3. Exprimer V, puis U, en fonction de n.

4. Calculer la limite de U.

Exercice 11.20

U, = 3
On considere les suites U et V définies par U : 3 et V,= In(—unj
un+l :E(un)2

1. Calculer V, et démontrer que la suite V est une suite géomeétrique de raison 2.
2. Exprimer Vv, en fonction de n et calculer la limite de V.
3. Exprimer U, en fonction de V, puis déduire la limite de U.
4. Pour tout entier naturel n, on pose :
Sh=Vo+Vi+...+Vp1.
Tn = UpUqU> ... Up1.
a) Démontrer que S, = (1 — 2n)In2.
b) Exprimer T, en fonction de n.

Wk

c) Justifier que T, = @j e

Exercice 11.21

. . e . 2u, -1

Soit la suite (U,) définie par : Up = 2 et pour tout entier naturel n, Un+1 :m
n

1. Représenter les 5 premiers termes de la suite (up).
2.a) Démontrer par récurrence que pour tout entier

1
naturel n, U, > - E'

b) Etudier le sens de variation de la suite (up).

c) En déduire que la suite (u,) est convergente.

3. La suite (Vy,) est définie pour tout entier naturel n
o 2u,+1

par: V, = T

n
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a) Démonter que la suite V, est une suite géométrique
dont on précisera le premier terme et la raison.
b) Exprimer v, puis u, en fonction de n.

Exercice 11.22
On pose VnelN, I, = Sx”exdx :

1.a) Calculer Iy
b) Calculer I; a I’aide d’une intégration par parties.

2.a) Pour neIN’, a I’aide d’une intégration par parties établir que la relation : I, = € — nly.1.
b) En déduire Iy, 13, 14 et Is.

3.a) Justifier que : VnelN, 1,>0.
b) Montrer que la suite | est décroissante.

¢) Que peut-on conclure quant a la convergence de la suite | ?

. s 1 e
4.a) Démontrer I’encadrement : i1 <I,<—

T n+l’
b) En deduire lim 1, .

n—+oo

Exercice 11.23
On donne la suite | définie par : I = fxdx vnelN, I,= fx(lnx)”dx.

1.a) Calculer Iy
1+e°
4
2.a) Pour ne IN*, a I’aide d’une intégration par parties établir que la relation : 21, + nly; = e,
b) En déduire I,.
3.a) Justifier que : vnelN, 1,>0.
b) Montrer que la suite | est décroissante.
c) Etudier la convergence de la suite .

b) A I’aide d’une intégration par parties, montrer que I; =
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12. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

I- Généralités : vocabulaire et notation

- Une relation entre une variable x, une fonction f de x et au moins ’une des dérivées successives f’,
f7, £, ..., est appelée équation différentielle.

Exemple :

£2(x) + 3f(x) = 2x%+1

f7(x) — 9f(x) = 0.

- Une équation différentielle est dite d’ordre n lorsque le plus grand ordre des dérivées intervenant
dans cette équation est n.

Exemple :

L’équation f(X) + 3f(x) = 2x%+1 est une équation différentielle d’ordre 1 (a cause de f?).

L’équation f”(x) + 9f’(X) — f(x) = 0 est une équation différentielle d’ordre 2 (a cause de f”).

- Toute fonction vérifiant une équation différentielle sur un intervalle ouvert K est appelée solution
sur K de cette équation différentielle.

- Intégrer ou résoudre une équation différentielle sur un intervalle K, c’est déterminer I’ensemble
des solutions de cette équation différentielle sur K.

- la courbe représentative d’une solution d’une équation différentielle est appelée courbe intégrale de
cette équation différentielle.

I1- Résolution de quelques types d’équations différentielles
1. Tableau récapitulatif

Types d’équations différentielles Solutions générales sur R

fo=af, aecR fx)=ke®™ (keR)

f7=0 f(x) =Ax+B (A€eR, BeR)

f7— 0 f=0, oeR* f(x) = Ae”™* +Be™ (A€R,BeR)

7+ 0f=0, oeR" f(x) = Acos(wx) + Bsin(ox) (A€ R, BER)

2. Propriétés

a) Soit (E) I’équation différentielle y’ = ay (a€ R) ; Xo et yo des nombres réels.
Il existe une unique solution f de telle que f(Xo) = Yo.

b) Soit (E) I’équation différentielle y” + ay= 0 (a€ R) ; Xo, Yo et zo des nombres réels.
Il existe une unique solution f de (E) telle que f(Xo) = Yo et £’(Xo) = 2o.

Exercice 12.1 résolu

1. Résoudre dans R, 1’équation différentielle suivante : (E) : y’ = 2y.
2. a) Résoudre dans R, I’équation différentielle suivante : (E’) : 3y’ + 6y =0.
b) En déduire la solution de (E ) vérifiant f(0) = 2.
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Résolution

1) Les solutions sur R de I’équation (E) sont les fonctions f : x~ ke* (k € R).
2.a) (E’) &y’ = -2y, donc les solutions sur R de I'équation (E’) sont les fonctions f : x~ ke
(k € R).
b) f(0) = 2 © ke?® =2 <k = 2. Donc la solution est la fonction de R vers R définie par
f(x) = 2™

Exercice 12.2 résolu

1. Résoudre dans R, I’équation différentielle suivante : (E) : y” = 4y.
2. a) Résoudre dans R, I’équation différentielle suivante : (E”):y” + 25y =0.
b) En déduire la solution de (E) vérifiant f(0) = 2 et £*(0) = -10.

Résolution

1.(E) ® y"—4y=0 & y’- 2%y =0.
Les solutions sur R de [’équation (E) sont les fonctions [ : X~ Ae™ + Be™ (A€ RetBe R).

2.a)(E’) & y”+5% =0, donc les solutions sur R de I'équation (E’) sont les fonctions
f : X~ Acos5x + Bsin5 avec (Ae RetBe R).

b) On a : f(x) = -5Asin5x + 5Bcos5x.
f0)=2etf(0)=1=A=2¢etB=-2.
Donc la solution est la fonction de R vers R définie par f(x) = 2cos5x - 2sin5x

= 2\/§sin(5x - %)
Exercice 12.3 résolu

On considere I’équation différentielle suivante : (E) : £7°(x) + 4f(x) = 12x.
1. Déterminer les réels a et b pour que la fonction g : x = ax + b soit une solution de (E) sur R.
2. a) Démontrer qu’une fonction h est solution de (E)si et seulement si la fonction h — g est solution
de I’équation différentielle (E’) : £”’(x) + 4f(x) = 0.
b) Résoudre (E’)
c) En déduire les solutions de (E).

Résolution

l.onapourtoutxde R g'(x) =aetg’’(x) = 0.
Donc pour tout x, g’’(x) + 4g(x) =0 + 4% (ax + b) = 12x < dax + 4b = 12x
& da=12etdb=0
< a=3eth=0.
g est donc la fonction définie par g(x) = 3x. (On dit que g est une solution particuliere de (E)).

2. a) On a que g est solution de (E ) ¢ est-a-dire g’’(x) + 4g(x) = 12x
Alors hest solutionde (E) & h’'(x) + 4h(x) = 12x
Sh(x) + 4h(x) =g (x) + 4g(x)
Sh7(x)—g"(x) + 4[h(x) + g(x)] = 0.
eh-g)+4h+g)=0.
& h — g est solution de f7(x) + 4f(x) = 0.

b) (E’) : f(x) + 4f(x) = 0.
(E’) & y”+ 2% =0, donc les solutions sur R de I’équation (E’) sont les fonctions
f: X~ Acos2x + Bsin2x, avec (A€ RetBe R).

¢) les solutions de (E ) sont les fonctions h de vers définies par :

h(x) = f(x) + g(x)
= Ac0s2x + Bsin2x + 2X. (On dit que h est la solution générale de I’équation (E).
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EXERCICES

Exercice 12.4
Intégrer chacune des équations différentielles suivantes puis déduire celle qui vérifie la condition
initiale indiquée.

1.y =4y 7 y(1) = 2e.

2. Yy +3y=0  Y(-1)=e.

3. y’=y ; y(0)=2 et y'(0)=4.
4.y +36y=0 . y(0)= /3 et y(0)=6.
5 y7’=0 py()=2 et y(1)=1.
Exercice 12.5

On considere 1’équation différentielle suivante : y’ —2y =2x + 1
1. Vérifier que la fonction g : x = - x — 1 est une solution de (E).
2. a) Montrer qu’une fonction f est solution de (E) si et seulement si, f — g est solution de 1’équation
différentielle (E’) : y’ — 2y = 0.
b) Résoudre (E’)
c) En déduire les solutions de (E). Puis la solution h de (E) qui vérifie h(0) = 1.

Exercice 12.6
On considére 1’équation différentielle suivante : y> + 9y =x + x + 1.
1. Déterminer les réels a, b et ¢ pour que la fonction g : x + ax® + bx + ¢ soit une solution de (E) sur R.
2. a) Montrer qu’une fonction f est solution de (E) si et seulement si, f — g est solution de 1’équation
différentielle (E’) : y’ + 9y = 0.
b) Résoudre (E’)

c) En déduire les solutions de (E). Puis la solution h de (E) qui vérifie h(0) = V3 et h’(x) = 6.
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