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PREFACE :

Cher lecteur,

Il me fait plaisir de vous présenter ce document d'exercices d'arithmétique avec solutions, congu pour
vous aider arenforcer et a développer vos compétences en arithmétique. Que vous soyez un étudiant en
mathématiques, un enseignant ou simplement quelqu'un qui cherche a améiorer sa compréhension des
concepts mathématiques de base, ce livre est fait pour vous.

L'arithmétique des entiers est |a branche des mathématiques qui traite des opérations fondamentales sur
les entiers telles que |'addition, la soustraction, la multiplication et ladivision. Bien que ces opérations
puissent sembler simples, elles posent souvent des défis aux étudiants, en particulier lorsgu'ils doivent
résoudre des problemes plus complexes.

Les exercices présentés sont variés et couvrent un large éventail de sujets, allant des opérations de base a
larésolution d'équations plus complexes. Chaque exercice est suivi d'une solution plus ou moins détaillée
pour vous aider a comprendre la méthode de résolution utilisée et a vérifier votre propre travail.

Mon objectif principal en vous proposant ce document est de vous aider a développer une approche solide
et confiante envers les problemes d'arithmeétique. Je crois fermement que la pratique réguliere est laclé de
laréussite en mathématiques, et ce document vous offre I'occasion de vous exercer de maniére efficace et
ciblée.

Je vous encourage afaire ces exercices de maniere réguliére, avotre rythme. N'hésitez pas a prendre le
temps de comprendre les concepts sous-jacents. L'arithmétique est une compétence essentielle qui vous
accompagnera tout au long de votre vie, que ce soit dans les domaines académiques ou professionnels.

En conclusion, je vous souhaite beaucoup de succes dans votre parcours d'apprentissage de |'arithmeétique.
Que ce document vous guide et vous inspire dans votre quéte de maitrise des mathématiques.
Cordialement,

L’auteur : Mr. EL. LAABIYAD

Juin 2024



Rappels et compléments:

Théoreme d’Euclide :
Soient(a,b) e Z* . Si a=hq+r avec (q,r)eZ* dors anb=bAar

en particulier st a=hq+r estladivision Euclidiennedea parbaors arb=bar

Application :
L’algorithme d’Euclide :
S a=bg +r, et b=rq,+r, et nL=rg+r ....... r ,=r _,q,+r, etainside suite jusqu’au dernier reste

nonnul r, dors anb=r,

Théoremede Bézout :
Soit a et b deux entiersreletifs.

a etb sont premiers entre eux si et seulement s il existe (u,v)eZ2 tel que au+bv=1

((u,v) e Z* est appellé couple des coéfficients de Bézout associé au couple (a,b))

Remar que sur les couples des coéfficients de Bézout :
Soient a et b deux entiers premiers entre eux.

d’aprés le théoreme de Bézout, il existe (u,v) e Z* tel que: au+bv=1
soit u=bg+r avec 0<r <b ladivision Euclidiennede u parb

alors ar +b(v+aq)=1 deplus v+aq:v+a[%}sv+a—;= au;bvzé

s b>1 anrs%<1 soitque%éo etdonc V+ag<O0 par stiteil existe (r,r')eN? te quear —br'=1
(avec r' =—(v+aq) )
s b<-1alors —b>1 etonserameéneau premier casenremplacant v par (—Vv) et b par (—b)

ains donc il existe toujoursun couple d’entiers positifs (r ,r')e N? tel que: ar =1+br'

Théoréme de Gauss :Soient a,betc trois entiers reletif.
-Si albc et anb=1 dors al]c (Premiereversion)
-Si a|c et b|jcetarb=1dors ab|c (Deuxiéme version)

Remarque : la condition aAb=1est nécessairecar 6|18 et 9|18 mais54=9x6 nedivise pas 18

Compléments:

Résolution dans Z* de I’équation (E): ax+by=c (ot (a,b,c) e Z* sont des entiers donnés)

- Remarquonsquesi d =aAb nedivise pas C alors I’équation n’admet pas de solution dans 7?
ets d|c alorsil existe (a’,b’,c') eZtdquea=da’ ,b=db e c=dc' avec 8’ Ab =1
et I’équation se raméne a la forme a’x+b'y=c’ avec a’ et b’ premiers entre eux.

Supposons donc que aAb=1et soit (X,,Y,) € Z* une solution particulierede (E) (*)




Condition nécessaire: pour toute solution (X,y) € Z* de (E) ona ax+ by = ax,+by, soit que
a(x—x%,)=-b(y-y,) etdonc alb(y-y,) et bla(x-x,)

et d’aprés le théoreme de Gauss a| y—Y, €t b|x—x, et par suiteil existe (k,k') e Z? telsque

X=X +kb et y=y,+kla

Condition suffisante : Le couple (X, + kb, y, + k'a) € Z* est solutionde (E) si a(x—x,)=-b(y—Y,)
soit que k' = —k

En conclusion I’ensemble des solutions de (E) est {(x,+kb,y,—ka)/ ke Z} avec (X,,Y,) unesolution

particuliére de (E)
Remarque(* ) : puisque a et b sont premiers entre eux alors I"algorithme d’Euclide appliqué au couple (a,b)
nous donne le couple de Bézout (U,,V, ) € Z* tel que au, +bv, =1 soit que acu, +bcv, =c

et donc (cu,,cV, ) € Z* est une solution particuliére de (E)§

Théoréme: Si n un entier naturel strictement supérieur a 1 alors son plus petit diviseur d >1 est un

nombre premier et d < Jn
application :(Critére de primalité d’Herasthosene)
Pour montrer qu’un entier naturel n est premier il suffit de montrer qu’il n’est divisible par aucun des

nombres premier inférieur ou égal a Jn

En effet , supposons qued n’est pas premier alors il admet un diviseur 1< d’'<d

puisque d’|d etque d|n alors d’| n cequi est faux car d est par définition le plus petit diviseur den

comme d|n alorsil existeun entier k >1 tel quen=kd et k>d car d est par définition le plus petit diviseur
denet donc n=dk > d? et par suite d </n

application : on vérifie par le calcul direct qu’aucun des nombre premiers p tel que p <+/137 <12
(qui sont: 2,3,5,7 et 11) nedivise 137 et par suite 137 est un nombre premier.

i=k
L e Théoreme fondamental : Tout entier non nul n s’écrit de maniere unique sous la forme gH p' ou
i=1
e=11,les r, sont desentiers naturelset les p, sont des nombres premiers. Cette ecriture est dite la

décomposition de n en produit de facteurs premiers ou ladécomposition primaire de n

Conséquences: Si azl;[ p“ et b= l;[ p* sont deux entiers donnés sous laforme de leur
i=1 i=1
décompositions primaires respectives alors :
- Tout diviseur de a s’écrit sous la forme d = 1;[ p' avec (vi € {1,2,..,n}) 0<y, <q,
i=1
- Lenombre de diviseursde a est : d (a):l;[(ai +1)

i=1




- a/\b=ﬁ p" avec (Vie{l,2,...n}) ;y, =inf (a;.B;)

i=1

- avb:ﬁ p/ avec (‘v’i e{l,Z,....,n}) » Yi ZSUp(OLi’ i)

i=1

L e petit Théoréme de Fermat :
Si p est un nombre premier aors pour tout entier n ona:

i) n°=n [p]
(i) s enplusnap=1ldors n"*=1[p]

Théoréme de Wilson : Soit p un entier supérieur ou égal a2

p estpremier si et seulement si (p—1)!+1=0 [p]

Théoréme de Fermat : Pourn> 3 I’équation x" + y" =Zz" n’admet pas de solution
dans N’ xN' xN’

Remarque : Pour n=2
- 2 2 2\? 2 2 2)?
Soit deZ ona (V(mn)ez?) ; (m’+dn?) —d(2mn)"=(m’-dn’)
donc I’équation x* —dy® = z* admet une infinité de solutions dans 7
En particulier s d =—1 ona: I’équation x* + y* = Z° dite de Pythagore, admet une infinité de solutions
en entiers qui sont de laforme: (S(Uz—vz),ZSUV,S(U2+V2)) ou (28uv,6(u2—v2),6(u2+v2)) ol § est

un entier naturel et uetv deux entiers premiers entre eux.

Théoreme desrestes chinois:
Soient p et q deux entiers naturels strictement positifset a et b deux entiers donnés.

X=a
S paqg=1alors (IceZ) tel que lesystéme: {x—b %g]] est équivalent al’équation x=c [ pq]
Remarque : Ce résultat se généralise a plusieurs entiers stictement positifsp, , p, ,......, B, qui sont deux a
deux premiers entre eux.

Eneffet: * S p et q sont premiers entre eux, d’apres le théoreme de Bézout il existe(u,v) e 77 td que
up+vg=1etdonc up=1 [g] e vg=1 [p| par suite
X = av X=avg+n
() = a [p] _ q+np
x=bup [q] X =bup+mq

on déduit alors que avq -+ np = bup+mg ou encore que (av—m)q=(bv—n)p

avec (n,m) e Z*




puisque pAQ=1,d’apres le théoréeme de Gauss, p|av—m et q|bu—n et doncil existel € Z tel
que (av—m)gq=2Apq=(bu—n)p etdonc x=avqg+bup+ipg avec A eZ

ou encore que X =avq-+bup [ paq]

et réciproguement on vérifie que les entiers X=avg+bup [ pq] sont bien solutions de ( S)

Ains dond ce systéme admet une solution unique modulo pq

X=a [d]

* 9 p et g nesont paspremiersentreeux, soit d = pAqg>1alors(S) :{x—b [d]

= d d|x-
-s a=b [d] alorsde x=a [d] on déduit que |x-a donc d|b—a cequi est absurde
x=b [d] d|x-b
. o x=a [d]
-s a=b [d] (enparticulier s a=b) alorsde x=b [d] on déduit que x=a [d]
etdonc x=a+kd avec keZ .S onpose p=dp’ & q=dq avec p'Aq =1 alors
x=a [d]
(S) = {x=a [p'] donc X—a estdivisiblepar d , p' € ¢’ qui sont premiers entre eux
x=a [q]

dans leur ensemble puisque P’ A Q' =1 et par suite dp'q’ | x—a soitque x=a [dp'q]
et réciproguement on vérifie que lesentiers x=a [dp'q’] sont bien solutions du systéme (S)
Complément : D’une fagon génétale, si n, ,n, ,.....,Nn, sont des entiers naturels deux a deux premiers entre eux

eta ,a,,.....,8, desentiersdonnés alorsil existe un entier a tel que:
x=a [n]

i=k
le systéme ' soit équivalent & I’équation : Xx=a {Hr}}
x=a, [n]

Compléments:
Fonction indicatrice d’Euler
Pour tout entier n supérieur ou égal a 2 ona:

- Le nombre d’éléments de {0,1, ....... ,(n—l)} qui sont premiers avec nest appellé I’indicateur d’Euler

de n et est noté par ¢(n)

i=k
- @(n) est donné par laformule: ¢(n)= nH(l—%j dans |e cas ol la décomposition de n en produit

i=1



-Sin>2 etm>2 dors ¢(nm)=¢(n)e(m)

- ¢ est appellee la fonction indicatrice d’Euler.

Théoréme d’Euler : Pour tout entier @ et pour tout n>2 , s aan=1dors a"” =1 [n]

(c’est une géneralisation du petit théoreme de Fermat)

ThéorémedeDirichlet : Si a et b sont deux entiers naturels premiers entre eux, la suite de terme
géné&ral an+b ( ne N ) contient une infinité de nombres premiers.

Postulat de Bertrand : Pour tout entier naturel n> 2 il existe un nombre premier p tel que n< p<2n

Notations, symboles et abréviations :

E(x) ou [X] : lapartie entiére du reél x

alb : adiviseb

anb : Leplusgrand commun diviseur de a et b

avb : Leplus petit commun diviseur de a et b

T.B : Théoreme de Bézout

T.W : Théorémede Wilson

T.R.C : Théoreme des restes chinois

P.T.F : Le petit théoreme de Fermat

EXOa : exercice numéro o

Q : désigne I’ensemble des nombres rationnels

7 . désigne I’ensemble des nombres entiers (relatifs)

N : désigne I’ensemble des nombres entiers positifs (naturels)
Z/NnZ : désigne I’ensemble des classes d’équivalence modulo n (n>2)
|.S : signifie indications de solutions




Remarques:

(i) Le produit de deux entiers consecutifs est toujours divisible par 2
(if) Le produit de trois entiers consecutifs est toujours divisible par 6
(iii) Le produit de cing entiers consécutifs est toujours divisible par 30

En effet: Soit n un entier relatif .
(i) Ona: n=0 oul[2] donc n(n+1)=0 [2]ains doncleproduit de deux entiers consécutifs est

toujours divisible par 2

((i)Ona: n=0 oulou?2 [3] donc (n-1)n(n+1)=0 [3] ainsi doncleproduit detroisentiers
consécutifs est toujours  divisiblepar 3, et puisque n(n+1)=0 [2] et (n-1)=0 [2] etque 2A3=1
alors (n—-1)n(n+1)=0 [6] etdoncleproduit detrois entiers consécutifs est toujours divisible par 6
(iii)Ona: n=0 oulou2ou3ou4 [5] donc(n-2)(n-1)n(n+1)(n+2)=0 [5] ainsidoncle
produit de cing entiers consécutifs est toujours divisible par 5, de plusle produit de trois entiers consecutifs est
toujours divisible par 6 et puisque 54 6=1 alors (n—2)(n-1)n(n+1)(n+2)=0 [30]

plusencore, s N est pair alors (n—2) et (n+ 2) sont pairs et donc leur produit est divisible par 2° =8 et donc
(n-2)(n-1)n(n+1)(n+2)=0 [8x5=40] car 8 et 5 sont premiersentre eux.

EXO1- Montrer que: (VaeZ),(3(x,y)eZ?) ; x¥*-y’ =a’

1.S: Pour avoir x*—y?=a’ il suffit d’avoir (x—y)(x+y)=a’
_ _ [ x-y=a
donc il suffit donc d’avoir { 5
X+y=a
2x=a(a+1)
2y=a(a-1)
Et puisgue le produit de deux entiers consécutifs est un nombre pair, alorsil suffit de prendre
_a(a+l) a(a-1)

X—T et sz ce qui répond a notre question......

donc il suffit donc d’avoir {

EXO2: Résoudre dans Z* I’équation (E) ; y*=x>—3x+2

1.5: S (x,y) € N? est une solution de I’équation (E) alors y? = (x—1)"(x+2)
- on remarqgue que (1,0)et(—2,0) sont des solution particuliére.

- on suppose que X =1 et on pose t =L1 alos I’equation (E) devient t*=x+2
X_

ets X estentier alors t est aussi un entier
les solutions de (E) sont donc les couples (t2—2,t(t2—3)) lorsque t décrit Z




EXO3: Montrer que I’équation X* + y* + z* —2x°y* — 2y*7* — 27°x* =120 n’admet pas de solution

dans Z3

1.S: On vérifie d’abord que :

X'yt 42t = 2xPy? - 2y* 77 - 22°%% = (x— y - Z)(X+ Y+ Z)(Xx— Y+ Z)(X+ Y- 2)

Les quatre facteurs de ce produit sont de méme paritée.

S les Quatre facteurs sont impairs, alors leur produit est aussi impair

S les Quatre facteurs sont pairs, alors leur produit est divisible par 2*

Or 120 n’est ni impair, ni divisible par 16 et donc I’équation ne peut admettre de solution dansZ*

EXO4 : Résoudre dansZ® I’équation (E): 2x+3y+5z=1

1.S: S (x,y,z) e Z® estunesolutionde (E), onremarque que nécessairement 3y+ 5z doit étre impair
Et puisque 3y +5z=2(y+2z)+y+z alors y+z estimpair

S y est pair alors z estimpair. On posedonc y=2Y et z=2Z+1 avec (Y,Z)eZ2 quel conque.
Etdonc (E) < 2x+6Y+10Z=-4 cequi donne x=-2-3Y -5Z

Et donc lestriplets (—2—3Y —5Z,2Y,2Z +1) avec (Y,Z)e Z?* sont solutions de (E)

Sy estimpair alors z est pair. Onposedonc y=2Y+1 et z=2Z avec (Y,Z)eZ2 quel conque.
Etdonc (E) < 2x+6Y+10Z=-2 cequi donne x=-1-3Y-5Z

Et donc lestriplets (-1-3Y —5Z,2Y +1,2Z) avec (Y,Z) e Z* sont solutionsde (E)

Réciproquement on vérifie que lestriplets (-2—3Y -52,2Y,2Z +1) et (-1-3Y -5Z,2Y +1,2Z) avec

(Y,Z) e Z? quelconque ,sont bien des solutions de I’équation (E)

EXO5 : Soit n un entier naturel.
Montrer que s 4n+2 n’est pas le carré d’un entier alors [\/ﬁ+\/n+1} = [\/4n+ 2}

|.S: - remarquons qu’on a toujours : \/ﬁ+\/n+l< Jan+2
car (\/ﬁ+\/n+l)2:2n+1+2 n“+n et (\/4n+2):4n+2:2(2n+1)

on donc ¢a se ramene a compar er 2@ et 2n+1 cequi est évident si on enleve au carré.
Supposons qu’il existe entier k tel que: Jn+n+l<k<an+2

alors 2n+1+ 2y +n<k®<4n+2 donc 4n+1<2n+1+2Jn? +n<k®<4n+2

soit que 4n+1<k®<4n+2 or 4n+1 et 4n+2 sont deux entiers consécutifs et k est entier donc
nécessairement k® =4n+2 cequi est absurde car 4n+2 n’est pas le carré d’un entier.

Ainsi il n’existe aucun entier Kk tel que Jn+dn+l<k<4an+2

et par suiteles deux réels vn++/n+1 et v4n+2 ont la méme partie entiére.




X—2y+z=0

EXO6 : Résoudre dansZ* le systéme d’équations (S) :
X+2y-2z=1

1.S: Soit(x,y,z) € Z* une solution de(S) si elleexiste.

La deuxiéme équation du systéme montre que X est impaire et donc d’aprés la premiére équation, z est
auss impair. Posons x=2X +1 etz=2Z+1

X-y+Z=-1
X-y+Z=-1 _
Danscecas (S) < = y=3X+1 avec X unentier quelconque.
X+y-2Z=1 2 A% +1
=4X +

Réciproquement on vérifie que (2X +1,3X +1,4X +1) avec X €Z , sont solutions du systeme( S)

EXO7: Soit ac N . Montrer que a* +12a” +4 n’est pas le carré d’un entier (un carré parfait).

.S:Ona a“+12a2+4:(a2+6)2—32<(a2+6)2
Et a4+12a2+4>(a2+5)2 o 28221 < ax4

Ainsi poura>4 ona (a2+5)2 <a4+12a2+4<(a2+6)2 et donc a* +12a’ + 4 ne peut pas étrele carré

d’un entier car il est strictement compris entre deux carrés consécutifs.
Et pour a=1,2 ou 3 on vé&rifie que a* +12a” + 4n’est pas un carré parfait.

EXO8 : Montrer que I’équation(E) ; 3x% - 7y? +1=0 admet une infinité de solution dans N?

1.S: Onremarqueque: 3(55a+84b)° —7(36a+55b)" = 3a* - 7b?

ainsi doncsi (x,y)e N? est une solution de I’équation(E) , alors (55x+84y,36x+55y) est auss
solution de( E)

Et puisque le couple(3,2) est une solution évidente, on déduit a partir d’elle une infinité de solution de

cette éguation.

EXO9: Résoudre dansN° I’équation (E) : 14x+15y+16z = 247

1.S:S (x,y,z) e N° est unesolutionde (E) alors y estimpair.
Posons y=2Y +1 avec YeN , onauradonc (E) < 14x+30Y +16z=232 donc z=-Y+4 [7]

Posons z=-Y+4+7k avec keN e -Y+4+7keN
donc (E) = 7x+15Y+8(-Y+4+7k)=116 soit que 7x+7Y +56k =84

puisque Xxe N e YeN alors k=0 ouk=1

s k=0 ,onaura z=-Y+4 etdonc 0<Y<4 car zeN etauss x=-Y+12

donc les solutions possibles ( E) dans ce ces sont lestriplets (-Y +12,2Y +1,-Y+4) avec 0<Y <4
ce qui donnelestriplets (12,1,4) , (11,3,3) ,(10,5,2) ,(9,7,2) et (8,9,0) comme solutions possibles
S k=1,onaura z=-Y+1let x=-Y+4 etdoncausss 0<Y <4

10




donc les solutions possibles ( E) dans ce ces sont lestriplets (-Y +4,2Y +1,-Y+11) avec 0<Y <4
ce qui donnelestriplets (4,1,11) , (3,3,10) ,(2,5,9) ,(1,7,8) et (0,9,7) comme solutions possibles

Pour compleéter la résolution de I’équation il reste a verifier si ces triplets sont solutions ou non de cette
équation.

EXO10: Déterminer tous les entiers naturels non nuls X, y, z qui vérifient : xyz| xy+ yz+ zx-1

|.S: Soit X, y, z des entiers naturels non nuls qui vérifient xyz| xy+ yz+ zx-1

doncil existe k e N tel que xy+ yz+ zx—1=kxyz ou encore l+E+E=k+i (1) et par suite k<2
Xy z  xyz
Onsupposeque X<y<z
-9 k=0 alors (1) < 1+§+§=i ce qui est impossible car 1+ 2551 e i<1
y z yz y z yz
-G k=laors(l) < 1+1+£:1+—1 (2)
Xy z Xz
. 1 1 1 11 . . :
-S x>3alors—+1>—+1>1 e —+—+—<1 cequi estimpossibleet donc x< 2
XyzZ 27 Xy z
i 11 1 . . :
-9 x=lalors (2) < —+==— < y+z=1 cequi estimpossible
y z yz
11 1 1 .
-9 x=2aors(2) & —+==—+= < (y-2)(z-2)=3 cequi donne
y z yz 2
y=3 et z=5car x<y<z

-9 k=2aors (1) < 1+1+l:2+i
X y z XyZ
- Letriplet (1,1 z) vérifie (3) pour tout ze N’

(3)

-S x=1 et y>lalors(3) < (y-1)(z-1)=0 cequi estimpossiblecar 1<y<z
1 11 3 1 .. . e g peis
-S x=2alors —+—+=<— e ——+2>2 cequiestimpossible d’avoir I’égalité (3)
2y z 2 2yz

Réciproguement on vérifie que les solutions du probléme sont les triplets :
(2:3,5),(2,5,3),(3,5;2),(52,3),(53;2),(L12),(1;,z1) et (z11) avec ze N

EXO11: net d sont deux entiers naturels non nul tels que : d|2n

Montrer que le nombren® +d n’est pas le carré d’un entier.

1.S: Posons 2n° =kd aveck e N'
S n?+d est le carré d’un entier alors k? (n2 + d) est aussi le carré d’un entier.

Or Kk*(n*+d)=k’n’ +k*d = k’n’ + 2n’k = n’k (k + 2)
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donc nzk(k+ 2) est le carré d’un entier et donc k(k +2) est aussi le carré d’un entier ce qui est

absurdecar k* <k(k+2)<(k +1)2 (compris stictement entre les deux carrés d’entiers consécutifs)

EXO12 : Montrer que pour tout entier naturel N, ’entier n® + 2 ne peut pas étre le carré d’un entier.

I.S: Onapour n=0 , I’entier 2 n’est pas le carré d’un entier

* 2 2 . 7 .
et (Vne N ) ; (nz) < nz(n2 + 2) <n*+2n*+1= (n2 +1) doncs n®+2 est le carré d’un entier
alors n? (n2 + 2) I’est aussi ce qui est absurde car il est compris strictement entre deux carré d’entiers

consécutifs.

EXO13: Trouver tous les entiers relatifs x pour lesquels I’entier 1+ x+ x* + x3 + x* est un carré

2 2
1.S: Remarquons que pour tout entier x=0 ,ona: (x%%) <1+x+x2+x3+x4<(x2+§+1]

: : X X . - : o ;
-s x est pair alors X +§ e x° +§+1 sont deux entiers consécutifs et puisque il n’existe aucun carré

strictement compris entre deux carrés d’entiers consécutifs alors 1+ X+ x> + x>+ x* ne peut pas érele
carréd’un entier.

. . . . . > X 5> X >, X 1
S x estimpair , le seul entier comprisentre x +§ et x +§+1e£t X +§+§

ains pour que 1+ X+ X* + X + X" soit le carré d’un entier il est nécessaire d’avoir :
2
x 1 .
1+ X+ X2+X3+X4=(X2+E+Ej soit que X*—2x—-3=0 etdonc x=-1 ou x=3

Finalement les entiers solutions du problémesont: 0,—-1 et 3

EXO14: Soient a,b et c troisentiersimpairs.
Montrer que I’équation (E) : ax’ +bx+c =0 n’admet pas de solutions dans I’ensemble Q

2
1.S: S x:ap avec (p,q)eZxN etpag=1estunesolutionde (E) , alors a(Ej +b(£j+c:0

q q
et donc ap” +bpg+cg® =0
S p estpair, alors co est pair, ce qui est absurde car C et g sont impairs.
S p estimpair, alors ap® est impair et g ne peut pas étre pair sinon bpg+cg® serait pair et donc
ap” +bpg+cq” serait impair ce qui est faux. Ainsi donc g est impair et par suite ap’,bpq et cq”sont
impairs ce qui est absurde aussi.
En conclusion I’équation (E) n’admet pas de solution dans I’ensemble des rationnels Q
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EXO15: Trouver tous les couples (m,n) e N* vérifiant: m<n e m'=n"

[.S: Pour m=0 oum=1 on ne trouve aucune valeur den

In(m) _In(n)

Supposonsdoncm>2 .Ona m'=n" <
m n

L’application f : x> f (x) :In_x est strictement croissante sur I’intervalle |0; e] et strictement

X
décroissante sur I’intervalle[e; +oo[ donc m<n et f(m)= f(n) nécessiteque M<e<n et par suite
m=2 (f (2):'”72="‘T4= f (4)) et par stite n=4

En conclusion (2,4) est le seul couple d’entiers qui vérifie ces hypotheéses.

EXO016: Soienta et n deux entiers naturels non nuls donnés.

Résoudre dansN? I’équation (E) : x"-y"=a

I.S:Pourn=1, (E) & x-y=a < x=y+a etdonc I’ensemble des solutions de cette équation est
S={(y.y+a)/ yeN|

Pour nimpair,ona: x"—y"=(x-y)(x" '+ X" y+...xy"? +y"")=a

s (x,y)e N’ est solution de (E) alorsnécessairement x—y>1let x"'+y""<a

donc x-y>1 et x<"Va et y<"Ja

Le nombre de valeurs possibles du couple(x,y) est donc fini et le probléme est résolu.

Pour n pair, posonsn=2k. Onadonc(E) < x"—y"=(x“—y*)(x+y*)=a

s (x,y)e N? estsolutionde (E) alors X - y“>1 et X‘+y“<a

donc X—y*>1et x<¥a et y<¥a

Le nombre de valeurs possibles du couple(x,y) est donc fini et le probléme est résolu.

Il ne reste qu’a vérifier parmi ces valeurs possibles celles qui vérifient I’équation ( E)

Application : Résoudre dansN? Iéquation (E) ; x*-y*=5

S (x,y) e N? est solution de( E) alors x—y>1, x<+5 et y<5

soit que: x—y=>1, x<2 et y<2 etdonclesvaleurs possibles du couple(x,y) sont :

(1,0) ,(2;0) et (2;1) mais aucun de ces valeurs ne Vérifie I’équation (E) et par suite elle n’admet pas de

solution dans N2
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EXO17 : Résoudredans N' xN I"équation (E) ; 3*-2’=1

I.S: remarquons que (X, y) =(1,1) est unesolution

supposons que y > 2

Ona: (E) & 2'=3-1 etdonc 3*=1 [4] car y=>2 par suite X est pair

posons x=2x" alors (E) < 2’ =(3-1)(3"+1)

donc 3“ -1 et 3 +1 sont des puissances de 2 deplusleur differenceest 2 donc ilsvalent 2 ou 4
puisque 3¥ +1>3“ -1 alors 3 +1=4 et 3“-1=2 soitque x'=1 et donc x=2 et par suite y=3
En conclusion : (1,1) et(2,3) sont les seules solutions.

EXO18: Résoudre dans Z I’équation (E) ; x3+(x+1)3+(x+ 2)3:(x+3)3

I.S: Posons t = x+3 , I’équation (E) est alors équivalente a I’équation (F) ; 2t(t2+3t+21)=0
or I’équation (F) admet dans R une seule solution qui est t =0 donc I’équation (E) admet dans Z

une seule solution Xx=-3

EXO19: Etant donné un polynéme f (x) = x" +a,x" " +a,x" * + ......a, acoefficients entiers.
On suppose qu’il existe quatre entiers distincts a,b,c et d telsque:
f(a)=f(b)=f(c)=f(d)=5

Montrer qu’il n’existe aucun entier k tel que f (k)=13

.S : Posons g(x)= f (x)—5 donc le polyndme g(x) admet quatre racines distincts a,b,c et d et par
suite g(x)=(x—a)(x—b)(x—c)(x—d)h(x) avec h(x) un polyndme de degré n—4

S’il existe un entier k tel que f (k) =13 alorsg(k)=(k—-a)(k—b)(k—c)(k—d)h(k)=8 avec
k—a,k—b,k—-cet k—d sont distincts par hypothése ce qui est impossible car 8 ne peut pas étre écrit
comme le produit de quatre facteurs distincts.

EXO20: Soita,b et n troisentiers naturelstelsque: a>3,b>2e n>1
On noteq le quotient dansladivision euclidiennede a—1 parb

Montrer que le quotient de la division euclidienne de ab" —1 par b™ est q

.S:Ona: a-1=bg+r avec 0<r<b ,soitque 0<r+1<b

deplus ab”—b"=b™q+rb" donc ab"-1=b"'g+(r+1)b"-1

or (r+1)b"-1<(r+1)b"<b™ donc ab”—1=b""q+(r +1)b" -1 est bien la division Euclidienne de
ab" —1 par b™ et donc le quotient de la division euclidienne de ab” —1 par b"'est q
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EXO21: Soientm etn deux entiers naturels strictement positifstelsque: n>m

. o . n
Montrer que le nombre de multiple de m inférieursa n est [—}
m

|.S: Dansladivision euclidienneden parm : n=mg+r avec 0<r<m,
ona mg<n=mq+r<m(q+1) , doncles multiplesdem inférieurs ou égal a n sont :

m,2m,....... ,gm . Leur nombre est doncq qui est le quotient den par m et q§£<q+1
m

ce qui signifie par définition de la partie entiére que : [%} =q

EXO22 : Soient aetbdeux entiers naturels et soient g le quotient et r lereste dansladivision

Euclidienne de a° +b® par a+b
Trouver tous les couples(a,b) e N® telsque: ¢ +r =1977

1.S:Ona a’+b*=q(a+b)+r avec O<r<a+b et g’ +r=1977

donc o° <1977=q’+r <g*+a+b et a’+b><(q+1)(a+b) car r<a+b

puisque 2ab<a’ +b* alors 2ab<(q+1)(a+b) , donc (a+b)* <2(q+1)(a+b)

et par suite a+b<2gq+2 ouencore a+b<2q+1

ainsi donc ¢® <1977 < q2+2q+1:(q+1)2 etdonc q=44 et r =1977-q° =41

donc a*+b*=44(a+b)+41 soit que (a—22)2+(b—22)2 =1009=15%+28° cequi donne:
la-22/=15 a-22/=28

{|b—22|:28 ° {|b—22|=15

finalement les couples (a,b) e N? solutions sont : (50;37),(37;50),(50; 7) et (7;50)

EXO23: Trouver tous les entiers strictement positifs a,b et ¢ tels que ladivision euclidienne du produit
de deux quelcongue d’entre eux par le troisieme donne un reste égal al

|.S: Soit (a;b;c) e N une solution du probléme. On peut toujours supposer que 1<a<b<c
On sait qu’il existe trois entiers o, et A telsque ab=oac+1, bc=pa+let ca=Ab+1
Ona: opiabc=(ab-1)(bc-1)(ca—1) donc abc(apr—abc+a+b+c)=ab+bc+ca-1

et donc abc < ab+bc+ca<3bc et par suite a< 3, soit quea =2
on déduit alors que bc < 2b+ 2c < 4c¢ et donc que b< 4 soit que b=3
enfin 6c<6+5¢c ,donc c<6 et par suite c=4 ou c=5

Lestriplets possibles sont donc (2;3;4) et (2;3;5)
Réciproquement , letriplet (2;3;4) ne vérifie pasles hypothéses puisque 2x 4 =2x3+2

donc la seule solution du probléme est letriplet (2;3;5)

15




EX0O24 : Trouver toutes les applications f de N’ xN' dansN™ vérifiant :
(vaeN') ; f(aa)=a ()
(V(ab)eN'xN') ; f(ab)="f(ba) (2)
(V(ab)eN xN') ; s a<b alors f(ab)="f(ab-a) (3)

|.S: On considéreladivision euclidiennede b para: b=ag+r avecO<r<a

d’aprés (3) , f(ab)=f(aaq+r)=f(aa(q-1)+r)

en appliquant le méme procédé plusieurs fois, on obtient f (a,b) = f (a,r)

ordaprés (2) , f(ab)=f(r,a)="f(r,r,) our estlerestedeladivisioneuclidiennedea par r
et ainsi de suite par application de I’algorithme d’Euclide, sir, désignele dernier reste non nul alors
d’apres (1) , f(ab)=f(r,r,)=r, etdonc f(ab)=anb

ainsi donc il existe une seule application qui vérifie les hypothése a savoir I’application f définie

sur N'xN par: (V(ab)eN xN') ; f(ab)=anb

1
oT|lols

EXO25: SoitneZ et (a,b)eN xN . Montrer que: {%}:

|.S: Considéronsladivision euclidiennede npara: n=ag+r avec qeZ et 0<r<a
puisladivisioneuclidiennede g parb : qg=bq +r' avec deZ e 0<r'<b

onadonc n=abq +ar'+r et O<ar'+r<a(b-1)+a-l=ab-1<ab

donc ' est le quotient dela division euclidienne de n par ab

n
a s -3
de plus 6} donc
n_oar+r | n
ab ab g _{ab}
or q'=|:2:|: Laj donc |:1}: Laj
b b ab b

EX026 : Résoudre dansZ? I’équation : 3x*+xy—11=0

1.S: S (x,y) € ZxZ est une solution de I’équation, alors x(3x+y)=11

donc X est undiviseur de 11, par suite: x=-1,1,-11ou 1l
ensuite pour chaque valeur de X , on détermine une valeur dey qui lui correspond.
Les couples solutions possibles sont (-1;-8), (1;8), (-11;32) et (11;,-32)
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Réciproguement on vérifie que ces couples sont tous solutions de cette éguation.

EXO27 : Déterminer tous les entiers naturels n tes que n+1 divise n” +1

1.S: 9 n+1|n*+1 alors n+1|n* +1+2n—2n+2-2 donc n+1|(n+1)° —2(n+1)+2
et par suite n+1|2 cequi donne n=0 ou n=1

réciproguement on vérifie que pour n=0 onabien 1|1 et pour n=1 onahien 2|2
donclesvaleursde n sont: Oet 1

EXO28: Soient x et y deux entiers.
Montrer que 2x+ 3y est divisible par 7 s et seulement si 5x+ 4y est divisible par 7

1.S: Supposons que 7 divise 2x+3y alorsil divise 6(2x+3y)—7(x+2y)=5x+4y
Réciproquement, s 7 divise 5x+4y alorsil divise 6(5x+4y)—7(4x+3y)=2x+3y

EXO29 : Soit X un entier supérieur ou égal a 2 etk un entier supérieur ou égal al
Montrer quesi k|x*—x aors k| X" —x pour tout entier N supérieur ou égal & 2

.S : Supposons que k | x* — x et procédons par récurrence sur n>2

Pour n=2 larelation est vraie

Montrons que pour tout entier N supérieur ou égal a 2, si la relation est vraie jusqu’a I’ordre n , alors
elle est vraie pour I’ordre n+1

Eneffet, ona x"* - x=x(x"—x)+x*~x doncsi k|x*—x et k|x"—x ,alors k|x

n+l

X

Donc d’aprés le principe de récurrence, (Vvn>2) ; k|x"—Xx

EXO30: Montrer que: (VneZ) ; 6|5n°+n

|.S: Premiere méthode
- Procédons par récurrencesur ne N

Posons f (n)=5n*+n

*ona: 6| f(0) et 6] f (1)

* Montrons que pour tout entier supérieur ou égal a2 ,si 6| f (n) alors 6] f (n+1)

Eneffet,ona f (n+1)=5n°+n+15n(n+1)+6 , 2|n(n+1) et 3|15 doncsi 6] f (n)=5n°+n alors
6=2x3|15n(n+1) etdonc 6| f (n+1)

D’aprés le principe de récurrence, (VneN) ; 6/5n°+n

-Pour n<0 ,ona 5n3+n=—(5(—n)3+(—n)) et -n>0

puisque 6| f (—n) alors 6| f (n) etdonc (VYneZ) ; 6|5n°+n

Deuxiéme méthode- Utilisation de la congruence modulo 6
Ona: 5n°+n=-n*+n [6] donc 5n°+n=—-(n-1)n(n+1) [6]
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or dans un produit de trois termes consécutifs, I’un au moins des termes est divisible par 2 et I’un au
moins est divisible par 3 et puisque 2 et 3 sont premiers entre eux (premiers) alors ce produit est

divisiblepar 2x3=6 etdonc 5n°+n=0 [6]

EXO31: Montrer que: (VneN) ; 3804|(n°—n)(5" +3"?)

1.S:Ona: 3804=6x634 et n°-n=(n-1)n(n+1) donc 6|n*~n (produit detroistermes
consécutifs) de plus:

g+ 4 32 = (51 ()" (5% 32)((54)2” (5" () et (32)2”)
- 634><((54)2” (57" (F)+ ....+(32)2”)
Donc 6345 +3"*2 et par suite 3804 =6x634|(n°~n)(5"* +3"?) car sia|b et ¢|d alors ac|bd

Rappel : 8™ +b™* = (a+b)(a®™ -a**-b+....—a-b** +0b*™)

2In-3 o 15n+2

EXO32: Soit n un entier. Montrer que ne peuvent étre simultanément des entiers.

1.S: S 212_3 et 15n4+2 sont tous les deux des entiers alors 4| 21n—3 et 4|15n+2 donc

4|5(21In-3)—-7(15n+2)=-29 cequi est absurde et par suiteils ne peuvent étre simultanément des

entiers.
Rappel : S a|b et a|c alors a|bu+cv quel que soit le couple (u,v) e Z*

EXO33: On considére lasuite (u,) . d’entiers relatifs définie par :
(vneN) ; u,=16n"+8n+6(1-5")

Montrer que pour tout ne N , letermeu,, est divisible par 64

|.S: Procédons par récurrence sur n
Ona: U,=u=0 e u,=-64 Cc’estbien vérifié

Montrons que pour tout entier ne N , si 64|u, alors 64|u

n+1

Eneffet, ona u, ,—5u, =—64n° etdoncs 64|u,alors 64|5u, —64n* et donc 64|u

n+1

donc d’apres le principe de récurrence, (VneN) ; 64|y,

EXO34 : Montrer qu’il n’existe pas d’entiers a, b, ¢, d telsque lepolyndme f (x)= ax® + bx® + cx+d

vérifie: f(19)=1 et f(62)=2

|.S: Supposons que de tels entiers existent , on aura alors::
1= f(62)- f (19)=a(62°~19°)+b(62° ~197 ) + ¢(62-19) donc 1=(62-19)x A

donc avec AeZ cequi est absurdecar 43 n’est pas un diviseur de 1
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EXO35 : Déterminer tous les entiers naturels n tesque 3" +5™" divise 3" +5"*

n n

3'+5 o
.S: Onremarque que 3(3"*+5"") <3"+5" <5(3""+5"") donc 3< ﬁ <5 et par suite s
+

n n

. 3'+5 . . e 2 X
3 +5" divise 3" +5"dors West un entier et il ne peut étre égal qu’a 4
+

soit que 3" +5" = 4(3"* +5"" ) et donc |a seule solution possible est n=1

EXO36 : Montrer que parmi quatre entiers consécutifs, I’un au moins n’est pas le carré d’un entier.

|.S: S on considére quatre entiers consécutifs, nécessairement I’un est de la forme 4k , un deuxiéme est
delaformedk+1 , untroisemedelaformedk + 2 et un quatrieme delaformedk+3

Celui qui est delaformedk + 2 est divisible par 2 et non divisible par 2° =4 (sinon il sera delaforme
4k ) et donc il ne peut étre le carré d’un entier.

EXO37 : Trouver tous les entiers strictement positifs m et n telsque: i+1— 12 3 *)
m n

mn :4

I.S: L’égalité (*) seraménea n(4n+4M —3mn)=4 et donc n|4 et par suite les valeurs possibles de

nNsont:1 2 et 4
n=1 ou n=4 nedonne aucune valeur entiere dem
Par contresi onprend n=2 ontrouvem=3 et donc la seule valeur possible du couple(m,n) est(3,2)

EXO38 : Montrer que 13 divise 2° +3"

k=34
1.S:Ona 2°+3°=4%+9% :13{2 (—1) x 4% xgkj

k=0

EXO39 : Déterminer tous les couples d’entiers satisfaisants I’équation 6x° —3xy —13x+5y =-11

et donc 3x-5 divise

1.S: S lecouple(x,y) e Z* est solution de cette équation alors y=2x—1+3 6

nécessairement 6, ainsi 3x—-5estégala: 1, out2,0u+30u+6 et x>0
Lesvaleurs possiblesde X sontdonc: x=1ou x=2

réeciproguement sk x=1 ontrouvey=-2 etsi x=2 ontrouvey=9

donc Iensemble des solutions de cette équation est {(1,-2),(2;9)}

EXO40 : Soit n un entier naturel
Montrer quesi 2" —1 est premier alors n est premier (nombres de Mersenne)

|.S: On procede par contraposé.
Supposons que n n’est pas premier donc n=pk avec p>1 et k>1
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puisque 1< 2* —1< (Zk)p_l+(2")p_2 +.....+1 alors 2" -1 est un entier composé.

EXO41 : Déterminer tous lestriplets(x,y,z) d’entiers naturels strictement positifs tels que :

X|y+z et y|z+x et z|x+y

l.S: Soit(x,y,z) une solution du probléme et on suppose que 1< x< y< z (puisqueilsjouent le méme

A Xly+z Z<X+y<2z )
role) onadonc< y|z+ x donc 2%+ et par suite Xx+y=z ou X+y=2z
Z|x+y y
x|y+z e
S Xx+y=2z ,de on déduit que x=y =2
y|z+X

S x+y=z,puisquex|y+z alors x| 2y+ x et donc x| 2y

et puisque Y| z+ X alors y| X ouy|2x et par suite X=y ou y=2X

etdonc z=2x ou z=3X

donc (x,y,z)=(x,x,X) ou (X,X,2x) ou (x,2x,3x) avecxe N

il reste donc a intervertir I’ordre des éléments des triplets pour obtenir toutes les solutions du probleme.

EXO42: Montrer que: (VneZ) ; 120|n°-5n°+4n

I.S: Onremarqueque: n°-5n°+4n=(n-2)(n-1)n(n+1)(n+2)

Puisque cing entiers consécutifs peuvent étre écrits sous la forme : 5k, 5k +1, 5k + 2, 5k + 3 et 5k + 4
avec keZ ,alors n°—5n°+4n=5kx(5k +1)x(5k+2)x(5k +3)x(5k + 4)

Parmi ces cing entiers I’un au moins est divisible par 3 (puisque le produit de trois entiers consécutifs est
divisible par 3) donc 3| n° —5n° +4n

et I’un au moins est divisible par5 (puisgue le produit de cing entiers consécutifs est divisible par 5)
donc 5|n°-5n°+4n

et comme 3 et 5 sont premiers entre eux, alors 3x5=15|n° —5n° +4n

maintenant :

S (n-2) est pair, alors n et (n+2) sontaussi pairsetdonc 2°|n”—5n’+4n

et par suite donc 15x8=120|n*-5n%+4n (puisque 15 et 8 sont premiers entre eux)

S (n-2) estimpair, alors (n—1) et (n+1) sont pairset I’un des cing entiers consécutifs est un multiple

de 2° =4 (du type 4k ) et donc on a toujours 2°|n° —5n° +4n
et par suite 3x5x2°=120|n°> —5n° +4n
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EXO43: Montrer que: (VneN) ; 1693 —-26n-27

|.S: Procédons par récurrence sur N et posons u, = 3> —26n- 27

Onau,=0 et 169|0

Soitne N et supposons que 169|u,,

onau,, -u,=26(3""°-1)= 26((33)’“l —1) =(26)" (27" +27"" +...1)=169q avec geN
donc 169]|u

donc d’aprés le principe de récurrence : (VneN) ; 169|3"°-26n-27

.1 — U, €t puisque par hypothese de récurrence, 169|u, alors 169|u. .,

EXO44 : Soienta et b deux entiersrelatifstels que: 4a° —9b* = 432
Montrer que: 3|a et 2|b

|.S: Onremarqueque: 4a°-9b° =3°x2*
donc puisque 9| 4a® —9b* donc 9|4a’ et puisque 4 et 9 sont premiers entre eux, alors d’aprés le
théoréme de Gauss, 9=3"|a* etdonc 3|a

et de la méme maniére on montre que 2°| b et donc que 2|b

EXO45 : Soit n un entier naturel non nul et d(n) le nombre de ses diviseurs positifs.

Montrer que d(n) estimpair si et seulement si n est un carré parfait

=z

i=N
1.S:Si n=]] p" estladécomposition en produit de facteurs premiersde n alors d(n)=] J(o; +1)

=

i=1 i=

ainsi donc d(n) estimpair si et seulement si tous les termes (o, +1) sont impairs ce qui signifie que tous

i=N i=N 2
les a; sont pairsdonc n=] [ p* =(H p! ij est bien un carré.
i=1

i=1

EXO46 : Montrer quesi 2" +1 est un nombre premier alors n est une puissance de 2

|.S: Procedons par contrapose.

Supposons que n n’est pas une puissance de 2 et soit p un nombre premier impair ( p=2) qui divise n

il existe donc un entier k tel que n= pk et donc:
2“+1:(2k)p+1=(2"+1)(2"(p’1)—2k(p’2)+ ...... +1)

puisque 1< 2“ +1< 2" +1 donc 2“+1|2" +1 et par suite 2" +1 n’est pas premier.
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EXOA47 : Montrer qu’il n’existe pas de polyndme P(x) acoefficients entierstels que:

P(1)=2 e P(3)=5

|.S: Supposons que le polyndme P(x) existe et posons G(x)=P(x)—2 onaalors G(2)=0 et doncil
existe un polyndme Q(x) & coefficients entierstel que P(x) =(x—2)Q(x)

on aura d’une part G(3)=P(3)-2=3 etd’autre part G(3)=(3-1)Q(3)

ainsi donc 3=2Q(3) et Q(3) est un entier ce qui est absurde car 2 nedivise pas3

donc P(x) n’existe pas.

EXO48 : Montrer que 11| 2% +3%

1.S:Ona 2°=-1 [11] donc 2°°=1 [11] deméme 3°=-1 [11] donc 3°=1 [11]
et par suite 2 =1 [11] e 3% =1 [11] ainsi donc 2'*+3*=8+3=0 [11]

Remarque : Puisque 11 est un nombre premier et que 2A11=3A11=1 alors d’apres le petit théoréme
deFermat 2°=1 [11] e 3°=1 [11]

EX049 : Montrer que (YneZ) ; 7|n(n?*-1)(4n*-1)(9n*-1)

I.S:Ona(vaeZ) ; a*=0;,2o0u4 [7] donc
(vnez) ; n*,(n°-1),(4n*~1)ou (9n’-1)=0 [7]
car lesentiers nz,(nz—l) ,(4n2—1) et (9n2—1) sont deux & deux distincts modulo 7

etpar suite (VneZ) ; 7|n(n’-1)(4n’-1)(9n’-1)

EXO50: Montrer que (VneN') ; 9]2""+15n-1
u, =

|.S: Posons pour tout Ne N | 2" +15n—1 et procédons par récurrence sur N

Ona 9|y =18

Montrons que pour tout entier ne N, si 9|u, alors 9|u

n+l

Eneffet, ona (vneN') ; u,,-u,=3(2"+5) et 2"+5=0 [3] (car 2°=1 [3])

donc 3> =9|u,,,—u, e€tpar suite (VneN*) ;D Ua=U, [9]

n+1

doncs 9|u, alors 9|u

n+1

donc d’apreés le principe de récurrence (Vn € N*) ; 9lu,
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EXOS51 : Montrer qu’un entier congru a 7 modulo8 ne peut jamais étre la somme de trois carrés parfaits.

|.S: D’apres le tableau suivant ( les carrés modulo 8 )

n  0|1(2/3(4|5|6]|7
n0/1(4/1/0]1 4|1

onvoitque (vneZ) ; n’=0,lou4 [8] etdonc
(V(ab,c)ez®) ; a®+b*+c*=0,1,2,3,4,50u6 [8]

et donc ne peut jamais étre congru a 7 modulo8

EXO52 : Montrer que (V(mn)eZ®) ; 30| mn(m"*-n*)

I.S: Il est évident que 2| mn(m-—n) car sim et n sont impairs alorsm—n est pair.

puisque (VxeZ) ; x*=0oul [3]donc 3|mn(m2—n2)

enfins 5 nedivisenimni n (mAa5=nA5=1) alors d’aprés le théoreme de Fermat

m*=1 [5] et n*=1 [5] etdonc m*-n*=0 [5] etpar suiteonatoujours 5|mn(m4—n4)

et puisque mn(m* —n*)=mn(m-n)(m+n)(m’+n?) et que 2,3 et 5 sont premiers entre eux deux a

deux alors 2x3x5=30| mn(m" —n*)

EXO53 : Montrer que pour tout triplet (a,b,c)e Z°® , s 9|a’+b’+c’ alors 3|abc

|.S: Procédons par contrapose.
Ona(vneZ) ; n*=0;10u8[9] e (VneZ) ; n°=0 [9] < n=0 [3]
s 3 nedivisepasabc (nediviseni ani bni c)alors:
a’=1ou8 [9] e b’=10u8 [9] e c*=1lou8 [9]
et donc danscecas, a®+b®+c® nepeut pas étre congrua 0 modulo 9 c'est-a-dire qu’il n’est pas
divisible par 9

EXO54 : Montrer que I’équation (E) : x*—2y*+8z=3 n’admet pas de solution dans Z*

1.S: S (x,y,z) e Z® estune solution de I’équation (E) alors:
. X* =3+2y* -8z estimpair donc X estimpair.
. Sy estpair alors y* estdivisiblepar 4 etdonc x*=3 [8] ce qui est absurde car le carré d’un
entier impair est congru a 1 modulo8 et par suite y est impair.
.Posons y=2k+1 aveckeZ alorsonaura x*=3-8z+8k*+8k+2 etdonc x’ =5 [8]
ce qui est absurdeaussi car (vneZ) ; n*=0,1ou4 [§]

en conclusion, I’équation (E) ne peut admettre de solution dans Z°
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EXOB55 : Déterminer les entiers naturels n telsque: 1163|8n+9

|.S: Soit N un entier naturel tel que 1163|8n+9
Onadonc (3keN) ; 8n+9=1163k soitque 3k=1 [8] etdonc k=3 [8] (on pourra utiliser le

tableau de multiplication par 3 modulo8 ou appliquer I"algorithme d’Euclide au couple (8;3))
ainsi donc(3k'eN) ; k=3+3k’ etdonc 8n+9=1163(3+3k’)

soit que n=435+1163k' avec k'eN ouencore n=435 [1163]

Réciproguement on vérifiequesi n=435 [1163] alors 8n+9=3489=1163x3=0 [1163]
Les entiers cherchés sont ceux qui s’écrivent sous la forme n=435+1163k aveck e N

EXO56 : Soientm et n deux entiers naturels.

Montrer que m® +n°+4 ne peut pas étre le cube d’un entier naturel.

|.S: Onvérifieque(vaeZ) ; a’=0ouloud [9]
donc (V(m,n)eN?) ; mP+n’+4=2,34,50u6 [9] etpar suite m*+n’+4 nepeut pasétre

congruni a 0 ni al ni a 8 modulo9 et donc il ne peut pas étre le cube d’un entier.

x=3 [12]

EXO57 : Résoudre dans Z le systéeme (S) : {x—S [9]

|.S: - remarquer que 12 et 9 ne sont pas premiers entre eux.
- S X est une solution du systéme( S) alors d’apres la premiere équation, X est divisible par 3 et donc

d’apres la deuxieme équation 5 est divisible par 3 , ce qui est absurde.
Le systéme (S) n’admet donc pas de solution dans Z

3x+2y=1 [5]

EXO58 : Résoudre dans Z* le systéme(S) ;
2x+4y=3 [5]

y=4 [5]

(En sommant les deux membres du systéme)
2x+4y=3 [5]

1.S:Ona(S) & {

y=4 [5]

=1 [5] (En substituant la valeur dey dans le deuxiéme membre)

donc (S) < {

donc I’ensemble des solutions du systéme (S) est{(1+5k,4+5k") / (k,k') € Z*}
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EXO59 : Montrer qu’il existe une infinité d’entiers u, =2" -3 (n eN ) qui sont des multiples de5

1.S:Ona 2°=3 [5] e 2'=1 [5] ilsuffitdoncdeprendre n=4k+3 (keN)

EXOG60 : Déterminer les chiffres x et y (0<x,y <9) sachant que I’entier 11x1y10est divisible par 28

|.S: On apar hypothése 10° +10° + xx10° +10+ y=0 [28] ,doncy est pair et 16x+y+6=0 [28]
-s x=0 alors 28| y+6 cequi estimpossiblecar y+6<15 (0<y<9)

-si x=1alors 28| y+22 donc y=6

-8 x=2 alors 28| y+10 cequi est impossiblecar y+10<19

-si x=3 alors 28| y+26 doncy=2

et ainsi de suite jusqu’a x=9

En conclusion on trouve que les seuls couples qui vérifient cette équation sont (1;6) et (2;3)

EXO61 : Résoudre dans Z I’équation x*—2x—2=0 [5]

.S:Ona x*-2x-2=0 [5] < (x-1)°=3 [5] (laformecanonique)
or (vneZ) ; n’=0 ou 1 [5] donc 3 n’est pas le carré d’un élément de %Z (on dit que 3 n’est

pas un résidu quadratique modulo5)
et par suite I’équation x*—2x—-2=0 [5] n’admet pas de solution dans Z

EXO062: Montrer que (V(a,b)eZ?) ; 7|a’+b* = 7|a et 7|b

|.S: Procédons par contrapose et supposons que7 ne divise pasa
Puisque a®=1ou20u4 [7] e b*=Ooulou2ou4 [7] alors

a’+b*=lou2ou3ou4ou5ou6 [7] etdonc 7 nedivisepas a*+b?

doncs 7 nedivisepasa ou 7 nedivise pasb alors 7 nedivise pas a*+b?

EXO63 : Résoudre dans Z° I'équation (E) ; x*+y* =77

1.S: - remarquons (0,0,0) est une solution triviale de (E)

S (x,y,z)eZ® est une solution de (E) différente de(0,0,0) alors (E) ; x*+y* =77

donc 7| x*+y* etdonc 7| x et 7|y on déduit alors que 7°| X* +y* et donc 7| Z° soit que 7|z

et ainsi de suite on peut ramener I’équation(E) alaforme: x*+y*=72" avec 7 premier avec x et
avecy

danscecasona X’ +y* =0 [7] etdonc (xy')’=6 [7] avec y' estlesyérique de y modulo 7

chose qui est impossible car 6 n’est pas un carré modulo 7
(ondit que 6 n’est pas un résidu quadratique modulo 7)
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En conclusion I’équation (E) n’admet pas de solution dans Z* autre que (0,0,0)

EXO64 : Montrer qu’il n’existe pas d’entier positif n tel que: 7]|2"+1

1.S: Ona 2°=1[7]
donc pour tout entier ke N ; 2% =1 [7] , 2**"=2 [7] & 2%?*=4 [7]
puisque tout entier naturel N s’écrit sous I’une des trois formes: N=3k , n=3k+1 ou Nn=3k+2

alors pour tout entier naturel N, 2"+1=2,30u5 [7] etdonc 7 nedivisepas 2" +1

EXOG65 : Montrer qu’il n’existe pas d’entier n tel que n®+7 soit un carré parfait.

|.S: Supposons qu’il existe un entier n et un entier a tel que n®+7=a’

S N estpair, onad’une part @ estimpair (car n°+7 estimpair) donc a’ =1 [8]
etd’autre part n*+7=7 [8] car n°=0 [8] cequi est absurde.

S n estimpair, on a d’une part & est pair (car n°+7 est pair) donc a’=0oul [3]

etd’autre part n°+7=2 [3] car n°=1 [3] cequi estencore absurde.

22n+1

EXOG66 : Trouver touslesentiers ne N telsque: — 2™ +1 soit un multiple de5

I.S:Ona 2*=1 [5]donc (vkeN) ; 2%=1 [5]

puisque tout entier N s’écrit sous I’une des formes suivantes : 4k ,4k+1,4k+2 ou 4k+3 alors:
s n=4k alors 22" -2 41=2%"_2%"11=1 [5]

s n=4k+1alors 2°M* 2" 11=2%"2_2%2,1=-0 [5]

s n=4k+2 alors 2°™ -2 41=2%"°_2%%11=0 [5]

s n=4k+3alors 2" 2" 4+1=2%"_2%"*11=3 [5]

donc 2*"*—2" +1 soit un multiplede5 lorsque n=1 [5] ou n=2 [5]

EXO67 : Déerminer tous les entiers naturels a telsque 10| a® +1

|.S: Soitr lerestedeladivision euclidiennedea par1l0 : a=10q+r et 0<r <10

ona a*+1=r"+1 [10] donc 10|a” +1 s et seulement si 10| r*°+1

or pour 0<r <9 lesseulsvaleurs qui vérifient 10[r'°+1 sontr=3 e r=7

et par suite les entiers naturels a qui vérifient 10| a'® +1 sont ceux qui s’écrivent sous la forme 3+10k
oulaforme 7+10k (keN)
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EXO68: Résoudredans%z I’équation (E) : x> -2x+2=0

.S:Ona(E) & x*-2x+2=0 [5] < xX*+3x+2=0 < (x+1)(x+2)=0
5 éant un nombre premier, donc (E) < x+1=0 ou x+2=0 < x=4 ou x=3

et par suite dansZAZ I’ensemble des solution de I’équation (E) est {3;4}

Rappel : s p est premier alors (%Z ,+,><) est un corps et donc n’admet pas de diviseur de O

EXO69: Soit(a,b,c,d)eZ* tel que ad —bc=1

Montrer que (v(m,n)ezz) ; (am+bn)A(cm+dn)=man

|.S: - tout diviseur commun a m et n est un diviseur commun a am+bn et cm+ dn

- Soitd un diviseur commun a am+bn et cm+dn

ona m=d(am+bn)—-b(cm+dn) et n=c(am+bn)-a(cm+dn)

donc & est aussi un diviseur commun a m et n et par suite le plus grand diviseur commun a am+bn et
cm+ dn est le plusgrand diviseur communa met n

EXO70: Montrer que (vneZ) ; (2In+4)A(14n+3)=1

|.S: Tout diviseur commun & 2In+4 et 14n+3 diviseauss 3(14n+3)-2(21n+4)=1
et donc égal a +1 , par conséquent le plus grand diviseur commun est 1

EXO71: Montrer que (VneN') ; (n°+2n)A(n*+3n°+1)=1

|.S: Par application de I’algorithme d’Euclide au couple (n4 +3n°+1Ln° + 2n) on obtient :
n*+3n°+1=n(n*+2n)+n*+1 et n*+2n=n(n’+1)+n puis n*+1=nxn+1
donc (n°+2n)A(n*+3n° +1)=(n’+2n) A(n° +1)=(n*+1)An=nal=1

ou encore que le dernier reste non nul est 1

EXO72 : Montrer que pour tout entiers a et b ona: (a’+b*)rab=(arb)’

|.S: Posonsé =anab , il existealorsdeux entiers Aet B telsque a=0A et b=6B et AAB=1
et par Suite(a2+b2)/\ab:(82(A2+Bz))/\(82AB):82((A2+BZ)/\AB)

S p estundiviseur communa Aet B alors p| A(A’+B%)-B(AB)= A’

donc p| A et puisque p|A*+B? alors p|B? etdonc p|B

or AAB=1donc p=1etpar site (a’+b”) nab=5" (car(A*+B*)A AB=1)
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X+Yy=56 XAY=X—
EXO73 : Résoudre dans N? |es systémes suivants : (I):{ Y ,(II):{ ~Y y

Xvy=105 Xvy=72
(in): {(2x+ y)(5x+2y)=1620
' xy =3(xv'y)

|.S: * Onsupposeque Xx<y.Ona x|105 et 2x<56 donc x|105 et x< 28
et par suite x=21 et y=35
les couples solutions du systéme( 1) sont donc (21;35) et (35;21)
* Soit (x,y) e N? un couple solution du systéme(11) si il existe.
posons d = XAy il existedonc (X,Y)e N? tel que: x=dX ,y=dY et XAY =1
donc {X Y=l ou encore { X=v+l et par suite Y et Y +1 sont desdiviseursde 72
dXy =72 dY (Y +1)=72
ainsi donc lesvaleurspossiblesde Y sont: 1,2 ,3 et 8 etlesvaleurspossiblesde X sont :
2,3,4¢9
Réciproguement |e tableau suivant permet trouver les correspondances et donc les couples solutions :
X (2 [3 |4 |9

Y |1 |2 |3 |8
d |36 |12 |6 1

les couples solutions du systéme sont donc : (72;36) , (36;21) , (24;18) et (9;8)
*Ona xy=3(xvy) donc xany=3
et par suiteil existedonc (X,Y)e N? tel que: x=3X ,y=3Y et XAY =1

(2X +Y)(5X +2Y):180 - uv =180
XAY=1 uav=1

puisque 180=2°x3*x5 et que u>3 et v>7 alors (u,v)=(9;20) etdonc (x,y)=(6;15)

etdonc(lll)<:>{ avec U=2X+Y et v=5X+2Y

EXO74: Montrer que (2* 1) A(2° -1) = 2" —1 pour tout couple (a,b) d’entiers naturels.

.S: posons d =anb et §=(2"-1)A(2°-1)
on a d’une part il existe deux entiers a' et b' telsque a=da’' et b=db’
donc 2° -1=2%" -1=(2"-1)-A (AeZ) etdonc 2 -1|2*-1

de la méme maniére on montre que 2° -1 2° -1 donc 2* -1/
et d’autre part il existe deux entiersu et v telsque d =au+bv et deux entiers A et B telsque

2°-1=8A et 2°~1=8B etdonc 2° =2""" =(2°) :(2")' =(1+38A)"-(1+3B)’ =1+3C (avec C un
entier) soit que 2° -1=38C et donc §| 2" —1 et par suite 5=d




EXO75 : Résoudredans Z I’équation (E) : 429x=1 [700]

|.S: Par application de I’algorithme d’Euclide au couple (700; 429) on déduit que 700 et 429 sont
premiers entre eux et qu’on a I’identité 700x19+429x(-31)=1 et donc 429x(-31)=1 [700]

et par suite (E) < (-31)x429x=(-31) [700] ouencore x=669 [700]

I’ensemble des solutions de (E) est donc : {669+ 700k / k € Z}

EXO76: Montrer que (VneN') ; (n+1)|Cj,

I.S: Ona (n+1)C,' =(n+1) (2n): (2 =n (2n)! =nGC;,

(n-1)!(n+1)! (n-1)!(n)! (2n—n)!(n)!

donc (n+1)| nC;, et puisque N et (n+1) sont premiersentre eux, alors (n+1)|Cy,

EXO77 : Trouver tous les entiers naturels N tels que 65| 4n°+1

1.S: Ona 65|4n°+1 < 5|4n°+1 et 13|4n°+1
or 5|4n*+1 < 4n°=4 [5] & n*=1 [5] < n=1 [5] ou n=4 [5]
deméme 13|4n°+1 < 4n’=12 [13] & n’=3 [13] < n=4 [13]

ainsi donc 65|4n“+1 entraine que ou
n=4 [13] n=4 [13]
le premier systéme nousdonne n=4 [65] car 5A13=1
pour le deuxiéme systeéme, I’algorithme d’Euclide appliqué au couple(13; 5) nous donne I’égalité
13x2+(-5)x5=1etdonc N=1x2x13+4x(-5)x5 [65] c'est-a-dire n=56 [65]

En conclusion n=4 [65] ou n=56 [65]

EXO78 : Déterminer suivant lesvaleursde ke Z lepged de (2k-1) et (9k+4)

.S:Ona 9k+4=4(2k-1)+k+8 e 2k—1=2(k+8)-17

donc d’aprés le théoréme d’Euclide, (2k-1) A (9k+4)=(2k—1)A(k+8)=(k+8)A17
ainsi donc lepged de 9k +4 et 2k —1 est undiviseur de 17 et donc égal a 1 ou 17

s 17|k +8 cest-a-dire k=9 [17] alors (2k—1) A (9k +4) =17

sinon (2k-1)A(9k+4)=1

EXO79: Soit(a,b,c.d)eZ* tel que anb=cad=1
Montrer que: (ac)A(bd)=(ard)(bac)

|.S: Posons ao=ard et B=bac
Onaalorsa=aA,d=aD ,b=bB e c=pBC avec AAD=BAC=1
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donc (aC)/\(bd)Z(lB[(AC)/\(BD)]
Soit p est undiviseur premier communa AC et BD

S p divise A alors p nedivisepas B car anb=1 et puisque p divise BD alors p diviseD et donc
nécessairement p=1car AAD=1 et par suite ACABD =1 ce qu’il fallait démontrer.

EXO80: Pour tout n e N* on définit les entiers &, etb, par : (1+ \/E)n —a,+b2

Montrer que &, et b, sont premiers entre eux.

1.S: Onapour tout ne N*, (1+\/§)n —a +b 2 e (1—\/§)n —a,-b2

donc a’-2b’ = (1+ \/E)n X (1— \/E)n =(-1)" et par suite d’aprés le théoréme de Bézout &, Ab,=1

EXO8L: Soit n et d deux entiers naturels non nuls.
Montrer quesi : d|n et nd+1|n*+d* aors n=d?

|.S:-Onpose: n=dq ou g est un entier naturel non nul.
Ona par hypothése nd+1|n’+d? donc d’q+1|d* (g’ +1)
et puisgue (dzq +1)— d?qg=1alors d’apreés le théoréme de Bézout, d? et d*g+1sont premier entre eux.

et donc d’aprés le théoréme de Gauss, d°q+1| g°+1
2

d’—q q°+1
—1-
d’q+1 d’q+1

-Ona: q’+1=d’q+1 - qg(d’-q) donc g qui est un entier naturel

. z d’—q :
uisque d’g+1| g*+1; or O <le O g 1 donc -1 <1 et puisque c’est un
PUIsy a+ll g <d2q+1 <d2q+1< <d2q+1 PUIS]
2_
entier alorsd g =0 soitque q=d? et par suite n=d?*
d°g+1

EX082 : Quel est lereste de ladivision euclidienne de 2792*" par5 ?

.S: Ona 2792=2 [5] donc 279277 =2%" [5]

d’apres le petit théoreme de Fermat , puisque5 est un nombre premier et qu’il ne divise pas2 (ou
encoreque 2A5=1)ona: 2'=1 [5] etpuisque 217=1 [4] (ouque 217=4x54+1)

alors 2" =2 [5] etdonc 2792*" =2 [5] cequi veutdireque (3qe N) ; 2792% =5q+ 2

par conséquent, le reste de la division euclidienne de 2792%" par 5 est 2

EXOB83 : Déterminer tous les entiers premiers p tel que p|2° +1

.S:-s p=2 alors 2°+1=5 et 2 nedivisepas5 et s p=3 alors 2° +1=9 et 3|9
Pour p> 3, d’aprés le petit théoréme de Fermat p|2° -2 doncs p|2°+1
alors p|(2°+1)-(2° -2)=3 cequi estimpossible
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En conclusion seul p =3 Vérifie cette propriéte.

EXO84 : Soient p et q deux entiers premiers distincts.
Montrer que:  p**+9"*=1 [pq]

|.S: Puisque p et g sont premiers distincts donc d’apres le petit théoréme de Fermat
p**=1 [q] e g°'=1 [p] deplusq”=0 [q] et p**=0 [p] donc p™*+g"*=1 [q] et
p*t+gPt=1 [p] , parsuite p**+qg”*=1 [pq] puisque pAq=1

EXO85 : Déterminer le reste de ladivision euclidienne de 19> x 23" par 7

1.S: 7 est un nombre premier qui nediviseni 19 ni 23 donc d’apreés le petit théoréme de Fermat,
19°=1 [7] e 23°=1[7] donc 19%=1 [7] et 23%=1 [7] , par suite 19* x23” =1 [7]
etdonc 19%x23% =19"x23"x19°x23=1 [7] or 19°x23=8303=1 [7] donc 19¥x23* =1 [7]

En conclusion le reste de la division euclidienne de 19°° x 23" par 7 est 1

EXO86 : Etude d’un contre-exemple de la réciproque du petit théoréeme de Fermat.
Pourn=1729 , montrer que pour tout entier a ,si aan=1aors a"* =1 [n]

|.S: - Remarquons que 1729 = 7x13x17 donc n n’est pas premier.
- Puisqgue ann=1alors an7=1, anl3=1et anl7=1 donc d’apres le petit théoreme de Fermat

a’=1 [7], a¥=1 [13] et a°=1 [17] , par suite a® =1 [7], a® =1 [13] et a® =1 [17]
(48 étant |e plus petit commun multiplede 6, 12, et 16) et donc a® =1 [7x13x17] car 7, 13 et 17 sont
premiers entre eux deux a deux.
et puisque n—1=1728=48x36 alors a"'=1 [1729]
ainsi donc on a pour tout entier a ,s aan=1alors a"'=1 [n] mais n n’est pas premier ce qui

montre que la réciproque du petit théoréme de Fermat n’est pas vraie.

EXO87 : Montrer que I’équation (E) ; x*+20x+74=0 [169] n’admet pas de solution dans Z

|.S: Supposons que I’équation(E) admet une solution X € Z

donc  X°+20x+74=0 [169] onendéduitque x*+20x+74=0 [13] car 169=13

donc  x*—6x+9=0 [13] ouencoreque (x—3)" =0 [13]

puisque 13 est un nombre premier alors (x—3) =0 [13] soit queil existe ke Z tel que x=3+13k
ainsi donc on aura 169 (3+13k)" +20(3+13k)+74 donc 169|169 +2-169K +143

soit que 169|143 ce qui est absurde.

En conclusion I’équation (E) n’admet pas de solution dans Z
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EXO88: Pour neN ,onpose N =n?+(n+1)° +(n+2)"+(n+3)" +(n+4)’
Montrer que pour tout ne N, N n’st pas un carré parfait.

1.S: Ona N =5(n’+4n+6) donc 5| N
Supposons qu’il existe n, e N tel que N :5(n§+4n0+6) soit un carré parfait
puisque 5| N alors nécessairement 5°| N donc  5|n¢ +4n,+6 soitque n}+4n,+6=0 [5]

ou encoreque n; —n,+1=0 [5] cequi est absurdecar (vneN) ; n’-n+1=1,20u3 [5]

EXO89 : Soit n un entier supérieur ou égal a3
Montrer queles (n—1) entiers conséeutifs n!+k avec (2<k <n) nesont pas premiers,

I.S: Onremarquequepour (2<k<n), ona: k|n! donc k|n!+k

donc les entiers nl+k sont composés.

EXO90 : Montrer que pour tout (a,b,c) e Z* ona:
(1) aA(bvc):(a/\b)v(a/\c) et (i) av(b/\c):(avb)/\(avc)

1.S: Soient a:H p , b= 1;[ P’ et c= 1;[ P/ les décompositions en facteurs premiers respectives de

i=1 i=1 i=1

a,betc (les o, ,B; e A, éant desentiers naturels éventuellement nuls)

(I) Ona bvc= H psupﬁ Ai) donc an b\/C H p|nf o ,sup(B; A; ) =ﬁ pisup(inf(oci Bi )sinf (o M)

i=1 i=1

et par suite an(bvc)=(aab)v(anac) car inf [ai;sup[ﬁi xi)] - sup(inf (o ,B;);inf (o, ))

(i) On effectue le méme raisonnement avec : sup{oai Ainf (B 2 j] -inf (sup(oy.B;) s sup(ay ., ))

EXO91 : Résoudre dans %72 I’équation (E) ; x*+x+4=0

1.S:0na: X¥+x+4=0 [17] < X +18x+4=0 [17] < (x+9)°-9=0 [17]
donc (E) < (x+6)(x+12)=0 [17] et puisque 17 est un nombre premier,
alors (E) < x+6=0 [17] ou x+12=0 [17] et par suite

(E) < x=11 [17] ou x=5 [17]

En conclusion : I’ensemble des solutions est : {5,11}
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EXO92 : Montrer que pour tout entier x e Z il existe un entier y e Z et un nombre premier p tel que
X*+X+1=yp

1.S: -5 x*+Xx+1 est premier alorsonprend y=1¢et p=x*+x+1
- s x> + X+1 n’est pas premier alors il existe au moins un nombre premier p qui le divise et doncil

existe yeZ tel que X+ X+1=yp

EXO93 : Montrer que le nombre 10101 écrit danslabase b (b > 2) est un nombre composé.

1.S5: Ona 10101 =1+b* +b* = (b* +1)° ~b? = (b +b+1)(b* ~b+1)

donc c’est un nombre composé car b® +b+1>b*-b+1>2

EXQO94 : Soita=160398576
(i) Déterminer le nombre de diviseurs entiers naturels dea

(i) Calculer lasomme o (a) de cesdiviseurs.

1.S: (i) la décomposition en facteurs premiersde a est: 2*-3°.13°
les diviseurs positifsde a sont donc les entiers naturels qui s’écrivent sous de la forme :

2¢.3.13" avec 0<oa<4 , 0<B<3 e 0<A<5
il y’a donc autant de diviseurs de a que d’éléments de I’ensemble
K ={0;1,2;3;4}x{0;1;2;3} x{0;1;2;3;4;5} donclenombredediviseursdea est: 5-4-6=120

iyona: o(a)= ¥ 2&,33.13x:( ¥ Za](z 3BJ(Z 1@);25‘1 31181

(o pr)eK O<o<4 0<p<3 0<A<5 2-1 3-1 13-1

EXO95: Soit p un nombre premier. (Le petit théoreme de Fermat)
(i) Montrer que pour tout entierke{J; 25 ; p—l} ona: p|C

(i) En déduire que pour tout couple(a,b) e N? ,ona: (a+b)°=a’+b® [p]
(iii) Montrer que: (VneZ) ; n=n [p]

(iv) En déduirequesi p nedivisepasn alors n**=1 [p]

~1)!
S:( 025 i, S p- . ci=P. (P kCk = pC}
1.S: (i) Pour tout k {1;2; ;p—-1jona: C; K k=D (k)] donc kC; = pC; )

donc p|kC} et puisque k A p=1 daprés le théoréme de Gauss, p|C;

k=p-1

(ii)Ona: (a+b)’=al+b?+ >’ Cra’*b*

k=1
et puisque p diviseles C5 pour ke {L2;......... ;p-1alors (a+b)’=a’+b® [p]
(iii) Pour p=2 lerésultat est vrai et supposons que p est premier impair.

*Procédons par récurrencesur ne N
- pour n=0 la proposition est vraie
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- Supposons que la proposition est vraie jusqu’a I’ordre n

onaalors (n+1)"=n"+1° [p] d’aprés (ii)

et donc d’aprés I’hypothése de récurrence, (n+1)° =n+1 [p]

donc d’apres le principe de récurrence (r): (vneN) ; nP=n [p]

* Pour n un entier strictement négatif, on a d’aprés (r), (-n)"=-n [p] car -neN
etdonc -n°=-n [p] car p estimpair etdonc n"=n [p]

Enconclusion: (VneZ) ; n°=n [p]

(iv) S p nedivisepas n alors nA p=1 et d’apres le théoréeme de Bézout,

(3(uv)ez®) ; un+wp=1soitque (JueZ) ; un=1 [p]

(nest inversible dansle groupe ((%Z) ,xj )

puisque n=n [p]alorsu-n-n"*=u-n [p] soitque n"*=1 [p] etonretrouveicile
petit théoréme de Fermat.

EXO96 : Montrer que (VneZ) ; n'=n [42]

|.S: Onremarqueque 42 =7x3x2

D’apres le petit théoréme de Fermat,ona: (vneZ) ; n'=n [7] , n’=n [3] & n*’=n [2]
deplus n’ :(ns)zxns n [3] etn’ :(nz)anE n [2]

ainsidonc (vneZ) ; n"=n [7] , n"=n [3] e n"=n [2] etpuisque 2,3 €t 7 sont premiers

entre eux deux & deux (tous premiers distincts) alors n” =n 42]

EXO97: Montrer que I’équation (E) ; 4xy—X—y=z" n’admet pas de solution dans N' xN" xN’

1.S: 9 (x,Y,2)eN' xN xN est solution de I’équation (E) alors (4x—1)(4y-1) :(22)2 +1
et puisque 4x—-1>3 et que 4x-1=3 [4] alorsil admet un diviseur premier p delaforme 4k +3

ains donc (2z)° =-1 [p] et par suite (22)"" = ((22)2)2k+1 =-1 [p]

or p nedivisepas (2z) donc d’aprés le P.T.F  (22)" =1 [p] cequi est absurde.

EXO98 : Montrer que 24| p> —1 pour tout entier p premier supérieur ou égal a 5

|.S: D’aprés le théoréme de Fermatona: p°=1 [3] car p>5 , 3Ap=1 et 3 est premier.
p étant impair donc p® =1 [8] et par suite 3| p*—1 et 8| p*-1

donc d’apres le théoréme de Gauss puisque 3A8=1, ona: 3-8=24| p° -1
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EXO99 : Montrer que les entiers suivants sont composes : (i) (n € Z) © n*-20n°+4

(i) (n=2) ; n*+4 (i) (a=22et b>2) ; a'+4b’

1.S: () Ona: n*-20n"+4=(n"-4n-2)(n*+4n-2) deplus n’+4n-2=(n+2)"-6 et
n?-4n-2=(n-2)" -6 nepeuvent éreégauxni a1l ni -1

(i) S n est pair alors 4| n* + 4"

S n estimpair , posons n=2k +1 avec k>1 et donc

n*+4" =(n2—2k+1n+ 2”)(n2+2"+1n+ 2”) .S n*+4" est premier alors n?+2n+2" =n*+4"
e N’ —2"n+2"=1car n*-2"n+2"<n*+2n+2"

etdonc (n*+2'n+2")+(n*~2“'n+2") = n* + 4" +1 soit que n* - 2n* +1=2"" - 4"
onauraalors (n’ —1)2 =n*-2n"+1=2""-4"=2"*(1-2"")<0 cequi est absurde.

(iii) Ona a* + 4b* = (a% + 207) ~ 4a’’” = ((a+b)’ +7)((a-b)’ +b?)

deplus (a+b)* +b?>(a-b)’ +b*>b*> 4 et donc a* +4b* est un entier compose.

EXO100 : Montrer que: 20801|20" -1

|.S: - Remarquer que 20801=11x31x61 et que 11,31 et 61 sont des nombres premiers.

-Ona: 2°=-1[11] e 10°=(-1)"=-1[11] donc 20°=1 [11] et par suite 20°° =1 [11]
demémeona 20=-11 [31] donc 20* =121=-3 [31] etdonc

et par suite 20° =2° =1 [31]

enfin nous avons 3' =20 [61] et d’aprésle P.T.F 3 =1 [61] donc 20" = (34)15 =1 [61]

ainsi donc 11/20° -1 , 31]20° -1 et 61|20 -1 et puisque 11,31 et 61 sont premiers distincts
donc premiers entre eux deux a deux alors d’aprés le T.G 11-31-61| 20" -1

EX0101 : Résoudre dans Z° I’équation  (E) ; 5x+3y+15z=2

|.S: Enfixant Z€ Z on se raméne a I’équation (F) ; 5X+3y=2-15z

puisque lesentiers 3 et 5 sont premiers entre eux et que(—1,2) est une solution particuliére de
I’équation 5x+3y =1 alors (-2+15z,4—30z) est une solution particuliére de (F)

et par suitela solution générale de (F) est (-2+15z+3k,4—30z—-5k) avec K variant dans Z

et donc la solution générale de I’équation (E) est (-2+15z+3k,4—30z-5k,z) avec (z,k) variant

dans 72

35




EXO102 : On considére la suite d’entiers (a,) = définiepar: a,=1, a=2
et larelaion derécurrence (vneN) ; a,,=(n+3)a,,,—(n+2)a,

k=n
(i) Montrer que (VneN) ; a,=> k!

(i) Déterminer tous les entiers Npour lesquels leterme entier a, est un multiple de 11

1.S: (i) Pour tout entier naturel N, posons b, =a,,, —a,
onaalors b, =(n+2)b, etdonc (VneN) ; b, :(n+1)!

k=n-1 k=n-1 k=n-1

ca -a,= Zam a = ZbK Z (k+1)! k! et donc puisque @, =1=0!

k=1

3

(i) Il est évident que: (vk>11) ; 11]k!
ensuite on vérifieque a,, a,, a,, a;, &, &, &, €& a, nesont pasdes multiplesde 11 mais que
11]a, et 11|a,
de plus 9!+10! =9!x11 donc 11| a, et par suite: 1l1|a, pour n=4, n=8 e n>10

EXO103: Soientm, n et a desentiers positifstelsque: a>1 e m<n

Montrer quesi a"+1|a" +1 alors m|n

|.S: Onremarqueque: a"+1=a""(a"+1)—(a""-1) doncs a"+1|a"+1 alors a™+1ja""-1

Soit n=mg+r avecO<r <m ladivision euclidienne den par m
En appliquant la remarque successivement, ontrouve quesi " +1|a"+1 alors a”+1|a" +(-1)°

or 0<a' +(—1)q <a™+1 (puisque 0<r <m) donc nécessairement r =0 et donc m|n

r=n

EX0104: Pourn et k deux entiers positifs, on pose:  F(n,k)=> r**

r=1

Montrer que F (n,1)| F (n,k)

1.S: Ona 2F(n1)=n(n+1) et

r=n r=n

2F(n,k)=2[r2"’l+(n+l r) 2 1} rn[ 21 _(r—n- 1)2"_1J:Z(r—(r—n—l))[ ..... ]=(n+1)A

r=1 r=1 r=1
ou A estunentier.

or on peut aussi écrire 2F (n,k)=2n""+ ril[rz“ —(r- n)ZHJ =2n*1+ ril[n( ......... )] =nB

n|2F (n,k) B B
(n+1)| 2F (n,k)

2F (n,1)| 2F (n,k) et par suite  F(n,1)| F(n,k)

ou B est un entier donc {

et puisque nA(n+1)=1, alors n(n+1)| 2F (n,k) et donc

36




EXO105 : Déterminer les entiers naturels ayant éxactement 16 diviseurs:1=d, <d, <........ <dg=n
et tel que d, =18

1.S: Puisgue n est un multiple de 18 aors sa décomposition en produit de facteurs premiers seradela
i=N

forme n=2"3[ [ p"" avec a>1,p=2, A >0 etlesentierspremiers p >5
i=1

18 admet six diviseursqui sont : 1,2,3,6,9 et18 et puisque tout diviseur de 18 est un diviseur de n et
que d, =18 dors d,=1,d,=2,d,=3,d,=6,d,=9et d,=18
en particulier 4 nedivisepas n et donc a=1

i=N
Le nombre de diviseurs positifs de n étant 16 donc 2(B+1)| [ (2, +1)=16 soit que
i=1
i=N
(B+1)] J (A +1)=8 et puisque p+1> 3 donc les seules possibilités sont (B+1=4 ,i=1et A, +1=2)

i=1

ou (B+1=8,i=1let A, +1=1)soitque (B=3,i=1et A, =1) etdonc n=2-3"-p avec p unnombre
premier et p>19 ou (B=7,i=1et 1, =0) etdonc n=2-3'

EXO106 : L’entier positif xyxyxy asix chiffres écrit dans labase décimale est égal acinq foisle produit
detrois entiers impairs consecutifs. Déterminer ces trois entiersimpairs.

|.S: Supposons que lestrois entiersimpairs consécutifs sont (n—2), n et (n+2)

donc xyxyxy =5n(n’ —4) = x10° + y10* + X10° + y10° + X10+ y = 37x 39x (5x14x+ 7y)

donc 5|37x39x(5x14x+7y) et puisque 5 est premier avec 37 et avec 39 alors 5 est premier avec
37x39 et donc d’apreés le théoreme de Gauss, 5|5x14x+7y et donc 5|7y et toujours d’apreés le
théoreme de Gauss (puisque 5 et 7 sont premiersentre eux) , 5|y soitque y=5 puisque 0<y<9

en remplacant dans I’écriture du début y par savaleur, ontrouve (n—2)n(n+2)=37x39x(14x+7)

donc nécessairement 14x+7=35 ou 14x+7=41

I’équation 14x+7 =35 donne x=2 tandisque 14x+ 7 =35 ne donne aucune solution entiere.
Lestroisentiersimpairs et consecutifs sont donc : 35, 37 et 39

k=n

EXO107 : Pour tout entier relatif n et tout entier p>1 onpose S,(n)=) k”

k=1

Montrer quesi p estimpair dors n*| S (n)

I.S:Onan’=S (n)-S, (n-1)

donc S,(0)-S,(-1)=0, S,(-1)-S,(-2)
S,(-n)-S,(-n-1)=(-n)"

soit que —S, (-n-1)=0+(-1)" +(-2)" +....+(-n)" =(-1)" S, (n) puisque p estimpair
etdonc S, (-n)=(-1)°S,(n-1) , soitque (-1)*"'S, (-n)=S, (n-1)=S,(n)-n"

Il
|
=
°
0]
o
|
N
~
|
(0)]
)
|
w
~
Il
|
N
~
o
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soit que S,(n)+(-1)"S,(-n)=n" etdonc S,(n)-S,(-n)=n°
ainsi donc n” est la seule puissance d’exposent impair dans S, (n) et toutes les autres puissances ont

des exposants pairs. Donc n*| S, (n) puisque p> 2

EXO108 : Trouver tous les couples d’entiers positifs (x,y) qui vérifient: 7 -3x2" =1

I.S: On remarque que les deux couples (1;1) et (2;4) sont solutions du probléme
etques x>2 alors y>4
Soit (x,y) unesolution du problémetelleque x> 2 et y>4

=1 AR EN kile?k =201
7-1 ko0

cequi donne 7% (7+1)+ 7 (7+1)+......... +(7+1)=2""

ona7 -3x2' =1 & 7" -1=6x2""' <

Les deux membres de I’égalité (* ) sont pairs, donc g qui est le nombre de termes de la somme a gauche
est pair et par suite X est divisible par 2° =4

ainsdonc (*) < (72 +1)(7+7 0+ .41 =201

et par suite 7°+1=50|2""* cequi est absurde car 50 n’est pas une puissance de 2

En conclusion seules les deux couples (1;1) et(2;4) vérifient I’égalité.

EXO109 : Montrer que pour tout N entier supérieur ou égal a2, le nombre complexe z= ? ne peut
+i

pas étre racine N°™™ de 1

|.S: Onremarque que |z =1 et supposons qu’il existe un entier N supérieur ou égal a2 tel que: 2" =1

Onadonc  (2-i)' =(2+i)' =(2-i+2i)' = 3G (2-1)" (2)™

k=0
ainsidonc: (2i)"=(2-i)(a+ib) avec (ab)eZ?
ce qui implique en passant au carré du module que : 2°" =5(a2+b2) avec (a,b) e Z*

donc 5/2*" cequi est absurde.
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EXO0110 : Soitn un entier naturel non nul. On dit qu’un entier naturel non nul a possede la propriété P
dil existe ke N et desentiers d,, d, ......... ,d, de N' telsque:

- lesentiers naturels d;, d,,......... et d, sont distincts deux a deux.

-a:i‘idi
-(Vie_{l,Z, ...... k}) 5 dn!

Montrer que pour tout entier ac N, si a<n! aors a posséde la propriété P,

|.S: Procédons par récurrence sur n
-Onall =1 et 1 posséde la propriétée P,
- Supposons que jusqu’a I’ordren , s a<n! alors a possede la propriété P,

etsoit ae N tel que a<(n+1)!
Dansladivision euclidiennede a par(n+1) ona: a=(n+1)g+r avec q<n! et 0<r<n+l
par hypothése de la récurrence, q posséde la propriété P, , doncil existe ke N et des entiers
d,dy,n. ,d, de N telsque:

i=k
lesentiers naturels d,, d, ,......... et d, sont distinctsdeuxadeux, a=>_d, e
i=1

(Vie{,2,...k}) ; d|n!

deplusona a=(n+1)d,+(n+1)d, +....... +(n+1)d +r=d/+d;+...+d; +d;,

avec d’ =(n+1)d, pour tout i €{1,2,....k} et di,, =T

et puisque pour tout i €{1,2,.....,k}, d'[(n+1)! car d|n! et d’ =(n+1)d, etqued;, =r|(n+1)!
car 0<r<n+1alors a possedela propriété P, ,

D’apres le principe de récurrence (vneN'), s a<n! alors a possidela propriété P,

EXO111: Résoudre dans Z? I’équation (E) ; y*=x’+16

1.S: S (x,y) e N est une solution de I’équation (E) alors (y—4)(y+4)=x

-s y estimpair alors (y—4) et (y+4) sontimpairset donc premiersentre eux

Eneffet: si d est undiviseur positif communa (y—4) et (y+4)alors d|(y+4)— (y—4)=8 donc
d=1,2,4 ou 8 et puisque (y—4) et (y+4)sontimpairsalors d =1

et donc (y—4) et (y+4) sont des puissances cubiques: il existe un couple (o.,3) d’entiers tel que
y=4+0® e y=—4+p° soitque o’+p*=8=2

ce qui est impossible car I’équation X"+ y" =Zz" n’admet pas de solution en entiers non nuls pour n>3
-9 Yy estpair alors x est auss pair. Posons y=2y' & x=2X

I’équation (E) devient: (y'-2)(y'+2)=2x"> donc (y'—2)(y'+2)=0o0u 2 [4]
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car (vneZ) ; n*=0oul [4] soitque (y'+2)°=00u2 [4] car —2=2 [4] et donc forcement
(y'+2)°=0 [4] soitque 4|(y'+2)" donc 2|y'+2 et par site y' est pair et donc X' aussi
posons y' =2a et X =28 (o et B des entiers) alors I’équation (E) devient (a—1)(a+1)=4p°
donc (o.—1) et (o+1) sont pairs soit que o estimpair.

posons encore o= 2a+1 (aunentier) alorsonaura: a(a+1)=p’

or a et (a+1) sont premiersentre eux donc a et (a+1)sont des cubes ce qui n’est possible que si
a=-1 oua=0etdonc =0 etdonc (x,y)=(0,4) ou (0,-4)

(s a=b’ e a+1=c’ alors ¢* =2’ +b’ donc (b,c)=(0.1) ou (b,c)=(-1,0))

réciproquement on vérifie que les couples (0,4) et (0,—4) sont bien solutions de (E)

X? +6y* =27

, e peut admettre de solution dans 7" autre que

EXO112 = Montrer que le systéme (S) : {6 2 ot
X2 +y° =

(0;0;0;0)

1.S: Soit(x,y,z,t) e Z* une solution du systéme( S)

On peut toujours supposer que lesentiers X, y, Z et t sont premiers entre eux deux a deux sauf peut-étre
zett

- S X est pair alors Z° est pair et donc z est pair, ce qui est impossiblecar xAz=1
- S X estimpair alors Z* estimpair et donc z estimpair et par suite z° — x* =(z-x)(z+x) est
divisiblepar 4 (car z—x et z+x sont pairs) donc 4|6y* et par suite y* est pair et donc t? puis que t
sont pairs
cequi estimpossiblecar yat=1
-S x=0et y=0 alors 6y° =Z° donc Z° est pair et par suite 4| Z° et donc y est pair

Posons y=2xu avec U un entier impair, on obtient donc 72 = 2% x3xu? cequi est impossible car

U estimpair et donc 2°** x3x u® ne peut pas étre le carré d’un entier.
De la méme facon on montre que I’on ne peut pas avoir x=0 et y=0
donc x=y=0 et par suite z=t=0

Réciproquement on vérifie que (0;0;0;0) est une solution du systéme.

EXO113: Montrer quesi N est un entier pair strictement supérieur a 4 alors 2" —1 est le produit d’au
mMoins trois entiers tous strictement supérieursa 1

|.S: Posons n=2k avec k > 2
Ona 2“—1:(2k+1)(2k—1) et 2X+1>2-1>3

or 2¥—1,2“ et 2“+1 sont trois entiers consécutifs donc I’un au moins est divisible par 3

comme 2° n’est pas divisible par3 alors 3| 2 -1 ou 3| 2* +1
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- S 3|2 ~1alors 2~1=3q avec q un entier strictement supérieur a1 et donc 2" —1=3q(2" +1)
- S 3|2+1alors 2 +1=3q avec g un entier strictement supérieur a1 et donc 2" —1=3q'(2* - 1)

ce qui répond a notre question.

EXO114: Soienta, b et ¢ troisentiers naturelstels que a pair et b impair. Montrer que pour tout entier
naturel N, il existe un entier naturel X tel que: 2"|ax®+bx+c

|.S: Procédons par récurrence sur N et posons P(x) = ax’ +bx+c

- Pour n=0 c’est évident
- Supposons que cette propriété est vraie jusqu’a I’ordren> 0 et soit X, I’entier naturel tel que

2"|P(x,)

s 2™ P(x,) onprend X, =X, sinonona P(x,)=2"xd ou d estunentier impair

onaalors P(x)—-P(x,)=(x-x,)(a(x+Xx,)+b) et a(x+x,)+b estimpair

posons X, = X, +2" xe avec € un entier naturel impair, ona alors:
P(xml):2“[d+ex(a(x+xn)+b)]:2”*1><A car d,eet a(x+x,)+b sontimpairs et donc
2" | P(x,,,) et par suite d’aprés le principe de récurrence, (vneN) , (3x, eN) ; 2"|P(x,)

EX0115 : Quel est le reste de ladivision euclidienne de2™” par13 ?

I.S: D’apres le théoréme de Fermat 2 =1 [13] (car 13 est un nombre premier et qui ne divise pas2)
donc sir est le reste dela division euclidienne de 70™par 12 alors 27" = 2124 = (212)q x2' =2 [13]
Remarquons que 2° =4 [12] , 2% =4 [12] , 27 =4 [12] .......

on montre par récurrenceque (vneN') ; 2”=4 [12] (car: 27" = (22" )2 =4 =4 [12])
deplus70=-2 [12] et 71=1+2+22+2° donc 70™ =(-2)" =-2x22x2% x2* [12]

etdonc 70" =-2x4x4x4=-8=4 [12] etainsi donc r =4

et par suite 2" =2* =3 [13] donc lereste demandé est 3

EXO116 : Trouver le chiffre de I’unité dans I’écriture décimale du nombre 77 .

|.S: Ledernier chiffrede 7" dans I’écriture décimale est son reste dans la division euclidienne par 10
Ona: 7=-3 [10] et 7°=-1 [10] et 7°=1 [10] etdonc (VkeN) ; 7*=1 [10]

Cherchons ensuite le reste de la division euclidienne de 77 par 4
ona7=-1 [4] etdonc 7 =-1=3 [4] etpar suite (3keN) ; 7' =3+4k

donc 7" =7**=7°=3 [10] , ledernier chiffre est donc3
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EXO117 : Montrer que I’équation (E) : x°+11° = y* n’admet pas de solution en entiers naturels.

1.S: * D apreés le théoréme de Fermat I’équation X" +y" =Z" n’admet pas de solution en entiers non
nuls pour n>3 et donc s le couple (x,y) e N* est solution de I’équation(E) alorsletriplet
(x,11,y)eZ® estsolution de I"équation X’ +y° = Z° ce qui est absurde.
*Ona(E) & y'-xX*=1 < (y—x)(y2+ yX+ xz):ll3

-S y-x=1 e y*+yx+x*=11 alors y=x+1 et donc x*—3x—120=0 ce qui est absurde car
cette équation n’admet pas de solution dans 7Z

-9 y—x=11 e y*+yx+ x> =11% alors y* + x> <11* donc y <11 ce qui est absurde car
y=x+11>11

-S y-x=11 e y’+yx+x° =11 alors y*+x* <1l etdonc y<3 cequi est absurde car
y=x+11*>121
En conclusion, I’équation( E) n’admet pas de solution dans N?

Rappel : pour n>3 I’équation X"+ y" = Z" n’admet pas de solution dans en entiers non nuls.

. X* +5y* = 7° .
EXO118 : Montrer que le systéme(S) : {5 j yz 2 n’admet pas de solution dans N* autre que
X2 +y? =

(0;0;0;0)

1.S: Soit (x,y,z,t) e N* une solution du systéme (S) .

* On peut toujours supposer que XA y=1

onaalors X’ +5y° =7 e 5x°+Yy>=t*> donc 6x°+6Yy° =7’ +t* et donc 3| Z° +t°

or (vneZ) ; n*=0oul [3] doncnécessairement z=0 [3] et t=0 [3]

et par suite (3(Z t')eN?) ; z=37 et t=3' etdonc 6X°+6y’ =9(z*+1t?) etains

3|x et 3|y cequiestabsurdecar x et y sont premiers entre eux.

* Sans utiliser I’hypothese que x et y sont premiers entre eux.

Puisque 6X° +6Y” =9(Z* +t"*) alors 2(x*+y*)=3(z?+t"?) ,or 2A3=1 d’aprés le théoreme de
Gauss 3|X°+y’ etdonc 3|x et 3|y etpar suite(ﬂ(x’,y’)eNz) . x=3x e y=3y

on auradonc 6(x”+y?)=2z?+t" etdonc 3| Z?+1t soit que 3|Z et 3|t' donc
(3(2”,t")eN2) ;. Z=37" e t'=3t" etains onconstruit dessuites: x> X > X" > ... ;
y>y>y'>..; z>7Z>Z'>..e t>t'>t">... quisontdessuites d’entiers naturels strictement

décroissantes , ce qui est absurde d’apres le principe de la descente infini d’Euclide.
Rapped : Le principe de la descente infinie
Il n’existe pas de suite infinie d’entiers naturels qui soit strictement décroissante.




EXO119: Soit p un entier impair.
Montrer que s’il existe(m,n) e Z* telsque p=n¥+n® aors p=1 [4]

|.S: Puisque p estimpair alors m et n sont nécessairement de parité différentes. Et donc on aura :
(m=0[2] e n=1[2])ou (m=1[2] e n=0 [2]),soitque (m°=0 [4] et n°=1 [4])ou
(m*=1[4] e n°=0 [4]) etparstite p=m’+n°=1 [4]

EXO120: Soitn un entier naturel. Montrer quesi 16n+15= X'+ X; +....+ X aors k>15

I.S: Onrappelleque (VneN) ; n*=0oul [16]
Puisque 16n+15=15 [16] alors nécessairement au moins 15 des x (1<i <k) doivent vérifier

x'=1 [16] cequi nécessite que k soit supérieur ou égal al15

EXO121 : Montrer que I’entier a a, ,...... a1a012 (écrit dans |e systéme de numeérotation de base 12) est

divisible par8 s et seulementsi aa,  est divisible par8

|.S: Remarquer que 12“ =0 [8] pour tout k> 2 donc:

aa ,.aa =0 [8] & a,x12"+4a,,x12""....+a,x12+3,=0 [8] < aa, =0 [8]

EXO122: Soient a ,b et ¢ troisentiersimpairs.
Montrer que ab-+bc-+ca n’est pas le carré d’un entier.

I.S:ona (VneZ) ; n°=0,1ou 4 [8] (Lesseulsrésidusquadratiques modulo 8 sont 0,1 €t 4)
deplus n” =1 [8] si et seulement si N est impair .

Ona (a+b+c)’ =a?+b’+c*+2(ab+bc+ca)

puisgue a ,b et csontimpairsalors a+b+c estimpair

etdonc (a+b+c)’=1 [8] et a’=b’=c?=1 [8] ,par stite 3+2(ab+bc+ca)=1 [§]

ainsi donc 2(ab+bc+ca)=6 [8] cequi donne ab+bc+ca=3o0u7 [8§]

donc ab+bc+ca ne peut pas étre le carré d’un entier.
On dit que ab+bc+ca n’est pas un résidu quadratique modulo 8

EX0123 : Montrer que I’équation X*+ y* =3z n’admet pas de solution dans N°* autre que (0; 0; 0)

1.S: Soit (x,y,z) e N*° une solution de cette équation.

On suppose que I’entier X soit le plus petit possible (la valeur minimale de X)

ona x*+y* =32" donc 3| x*+y* etdonc 3| x et3|y ains (H(X',y’)eNz) c x=3X e y=3y
donc 3(X*+y?)=2" etpar site (32 eN) ; z=37 etenfinonaura: x*+y? =37 avec X' <x ce

qui est contraire a I’hypothése que X est minimale.




Remarque : On pourra aussi utiliser le principe de la descente infinie en construisant une suite d’entiers
naturels x> x>x">....... infinie et strictement décroissante.

EX0124 : Démontrer que V(a,b,c,d)eN* ; a*+5b*-2c*~2cd-3d°=0 = a=b=c=d=0

1.S: Soit (a,b,c,d) e N* vérifiant (*) a®+5b”—2c” —2cd —3d* =0 et on suppose que @ est non nul et
de valeur minimale.

ona(*) < 2a’+10b*=4c’+4cd +d?+5d* = 2a’ E(Zc+d)2 [5]

2a’=0,20u 3 [5]

or (vneZ) ; n®=0,1lou4 [5] donc )
(2c+d) =0,10u 4 [5]

et par suite {

d a=0 [5] ins 3(k1)eZ? - a—sk & 2c+d—5
onc et d =0 [5] ainsi 3(k,l)e © a= c+d=

et donc onaura 10k”+2b* =51 +d* cequi donne encore 2b* =d” [5] donc b=d=0 [5] et par
suite c=0 [5]

ainsidoncs &’ +50°—2c®*—2cd-3d*=0 alors a=5a’ ,b=50",c=5c et d=5d" avec
(a'b',c,d)eN* etvérifiant a”+50”-2c”-2c'd'~3d"” =0

cequi est absurdecar a’'<a et a admet la valeur minimale.
donc la seule possibilité qui resteest quea=b=c=d =0

EXO125: Soient a et b deux entiers naturels.

(i) Montrer que I’impli(:ation(l\’3|a2+b2 =13|a e 13|b) est fausse.
(i) Montrer quesi 13| a* +b* aors 13|a et 13|b

(iii) On suppose que 15a+16b=c® et 16a—15b=d?* avec (c,d)e N’

Déterminer les valeurs minimalesde ¢ et d

1.S: (i) Ona 13|6°+9” mais 13 nediviseni6 ni 9 «et

(i) On a pour tout entier neZ ; n*=0,130u9 [13] e (n*=0 [13] < n=0 [13])

il est évident quesi 13| a et 13|b alors 13| a* +b*, réciproquement si 13 ne divise pasa (ou b) alors
a* +b* nepeut pas étre congru a 0 modulo 13 ce qui veut dire que 13 ne divise pas a* +b*

(i) Ona c*+d* = (15" +167)(a* +b*) =13x37(a’ +b?) donc 13 et 37 divisent ¢’ +d* et donc

13 divisent ¢ et divise d auss

on montre dela méme maniere que 37 divisent ¢ et divise d aussi

et puisque 13 et 37 sont premiers entre eux, alors 13x 37 =481 divise ¢ et divise d auss
sionprend c=d =481 ,ontrouve que a=481x31 et b=481 vérifient les hypotheses et donc la

valeur minimale commune de ces deux carrés est (481)2




EXO126 : Montrer que I’équation X° —3xy” + y° = 2891 n’admet pas de solution dans N?

1.S: Soit(x,y) e N? une solution de cette équation si elle existe.

puisque x*+y® =-1 [3] alors:

(x=-1[3] et y=0 [3]) ou(x=0 [3] et y=-1[3]) ou (x=1 [3] et y=1 [3))

S (x=-1[3] et y=0 [3]) alors(ﬂ(m,n)el\l)2 . x=-1+3m e y=3n

donc (—1+3m)3—3(—1+3m)(3n)2+(3n)3=9><321+2 cequi est absurdecar 9x321+2=2 [9]
et (-1+3m)’~3(-1+3m)(3n)" +(3n)’ =-1 [9]

et aing de suite on fait de méme pour les deux autres cas.
Donc I’équation n’admet pas de solution dans N

En conclusion, n°+7 ne peut pas étre un carré parfait.

EX0127 : On dispose d’un certain nombre n (100 < n< 200) de livres.

Qu’on les répartit par groupe de 20 ou par groupe de 25, il reste toujours 7 livres.
Déterminer le nombre n de ceslivres.

|.S: Par hypothéseona: n=7 [20] e n=7 [25] soitque 20=2°-5|n-7 et 25=5°|n-7

donc 20v 25=2-5"=100|n—7 et par suite n=7+100k (keN)
puisgue 100 < n< 200 alors n=107

X=2 [7]
EX0128 : Résoudre dansZ le systéme (S) x=1 [8]
X=3 [9]

|.S: Condition nécessaire
Soit X une solution du systéme (si elle existe)

ona x=2 [7] donc (JaeZ) ; x=2+7a

puisque x=1 [8] alors 2+7a=1 [8] soitque 7a=7 [8]; 7 et 8 étant premiers entre eux donc
a=1 [8] etdonc (3beZ) ; a=1+7b parsuite(IbeZ) ; x=9+7x8b

puisque encore x=3 [9] alors 9+56b=3 [9] soit que 56b=3 [9] ; 56 et 9 &ant premiersentre
eux et I’algorithme d’Euclide nous donne : 56x(—-4)+9x25=1, donc b=(-4)x3 [9] soit que
b=6 [9] etdonc (3ceZ) ; b=6+9c par suite

Condition suffisante: S x=345+7x8x9c avec ceZ alorsonabien

x=2[7] e¢ x=1[8] et x=3[9] cest-a-direque X est solution du systéme.

L’ensemble des solutions du systéme est donc formé des entiers congru a 345 modulo 504 = 7x8x9
Remarque : cette méthode de résolution du systéme des restes chinois n’est valable que parce-que
7,8 et 9 sont premiers entre eux deux a deux.

45




EXO129 : Trouver tous les entiers vérifiant simultanément 3x—10e 7Z , 11x—8e17Z e x-1e57

|.S: Soitxe Z vérifiant ssimultanément 3x-10e 7Z , 11x—8e177Z et x—1e5Z

3x-10=0 [7] x=1 [7]
alors X est solution du systeme (S) : 111x—-8=0 [17] ona: (S) < <11x=8 [17] eten
16x-1=0 [5] x=1 [5]

remarquant que: 2x17-3x11=1 (ou puisque 11 et 17 sont premiers entre eux puis on applique
Ialgorithme d’Euclide au couple (11;17) ) alors (-3)x11=1 [17]etdonc x=10 [17] et par suite X
x=1 [7]
est solution du systeme (S'): < x=10 [17]
x=1 [5]
Résolution du systeme(S') : 5,7 et 17 sont deux a deux premiers entre eux donc le systeme (S') admet

une solution dans Z modulo 5x 7x17 =595
Ona x=1 [7] donc (JaeZ) ; x=1+7a

puisqueonaaussi x=1 [5] alors 1+7a=1 [5] cequi donne a=0 [5] etdonc (3beZ) ; a=5b
donc (3beZ) ; x=1+7x5b

et puisqueon aaussi x=10 [17] alors 1+35b=10 [17] cequi donne b=9 [17] et donc

(3ceZ) ; b=17c etpar suite (3ceZ) ; x=316+7x5x17c ouencoreque x=316 [595]

Réciproquement, lesentiersdelaforme  vérifies bien simultanément les trois congruences :
3X-10e7Z , 11x-8€17Z et x—1e5Z

5]

1
| ce qui donne x=1 [35] ensuite
1 [7]

X
Remarque : on pourra d’abord résoudre le systéme {x

x=1 [35]

ce qui donne le résultat final.
x=10 [17]

résoudre le systeme {

EXO130 : Montrer que I’équation 6x°+5x+1=0 n’admet pas de solution dans Z mais qu’elle admet
des solutions modulo n pour tout entier n> 2

1.S: Ona: 6x°+5x+1=(2x+1)(3x+1) donc I’équation 6x°+5x+1=0 n’admet pas de solution

dans Z
Soit N un entier supérieur ou égal a 2 et posons N=2* -m avec a un entier positif m un entier impair
puisque 2 Am=1 alorsil existeun entier positif x tel que 3x=-1 [2*] e 2x=-1 [m]

et donc n=2"-m|(3x+1)(2x+1) et par suite I’équation 6x°+5x+1=0 [n] admet une solution.
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EXO131: Soit n un entier strictement positif.
Montrer qu’il existe une suite de n entiers consécutifs telle que aucun de ses termes n’est une
puissance (strictement supérieur a 1) d’un entier.

|.S: Considerons p,, p,,.......,p, desnombres premiers deux a deux distincts.
lesysteme x=p —i+1 [pf] pour i =1,2,....... ,n d’apres le théoréme des restes chinois, admet une

solution modulo H p? depluslesentiers x+i—1 pour i =1,2,....... ,N sont consécutifs et
i=1

pour tout i €{1,2,.....,n} , x+i-1=p’-k + p, donc divisible par p_mais n’est pas divisible par p?

EX0132: Soit(x,y,z) e N® . Montrer quesi xAy=1et x*+y*=2" alors 7 divise xy

1.S: Posons t = 7> , onadonc X* +y* =t* et donc (Equation de Pythagore) il existe (m,n) e N” tel que
man=1, x=n’-n*, y=2mn et t=nf+n°=2

S 7 nedivisepasy alors 7 nediviseni mni n

or pour tout ue N , si U n’est pas un multiplede 7 alorsu*=1,20u 4 [7]

doncm?’=1,20u4 [7] , n®=1,2o0u4d [7] etpuisque man=1et
m*+n’=2z"=0,1,20u 4 [7] alorsnécessairement m*=n* [7] soitque x=m’-n*=0 [7]

donc 7 diviseX et par suite 7 divisetoujours xy

EXO133: On dit qu’un entier naturel N possede la propriété (P) s’il a la méme écriture, dans la base

décimale, vu de droite ou de gauche. exemple : 131, 2552..
Montrer quesi N s’écrit avec un nombre pair de chiffres et posséde la propriété (P) aors N est

divisible par1l

|.S: Posons N =nn,,......n1n, son écriture dans la base décimale (les chiffres n € {0;1; ......;9})
et cs(N):no—nl+n2—n3+++++(—1)k N,

ona N =n,+10n, +10°n, +++++10“n, = ny +(11n, - n, ) +(9x11n, + n, ) + (11x 91n, — n, ) + ...
donc N =o(N)+11x(n,+9n,+91n, ++......) etpar suite N=o(N) [11]

or N s’écrit avec un nombre pair de chiffres et possede la propriété (P) donc o(N)=0 et donc

N=0 [11] cest-a-direque 11 diviseN
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EXO0134: Pour tout ne N, onpose F, = 22" 11 (les nombres de Fermat)

Montrer F, divise 2fn _2

1.S:Ona F,=0 [F,] donc 2° =-1 [F|]

22"_n
n n
or 2= 2(222 ): 2(22 ) et puisque 22 " est un nombre pair alors 2 =2 [F, ]

ce qu’il fallait démontrer

EXO135: Soit p un entier supérieur ou égal a2 (Théoréme de Wilson)
Montrer que p est premier si et seulementsi (p—1)!+1=0 [p]

Eneffet: 9 p est premier alorslesentiers 1,2,........ ,P—1 sont premiersavec p donc ils sont tousinversibles

dans le groupe [(%Z) ,xj

(dapres le théoréme de Bézout Vi €{1;2;...; p—1} .3 {1 2,....;p-1} ; ixj=1 [p])
remarquonsauss ques p estpremier alors:

Ainsi donc (p—1)! =1x2x3x.....x(p-1)=1x(p-1) [p] car touslesautresééments 2,3,......,(p—2)
s’éliminent entre eux et par suite (p—1)!=-1 [p]

Réci proquement procédons par contraposé: S p = ab est non premier (avec a>2 et b>2 ) alors a|(p—l)!
et b|(p-1)! car a<p-letb<p-letdonc ab|(p-1)! soitque (p-1)!=0 [p] etdonc (p-1)! ne
peut pas étre aussi congru aussi & (—1) modulo psinononaura 0=-1 [ p] ouencoreque p|1 cequi est
absurde.

ainsi doncsi p est non premier alors (p—1)!+1+0 [p] etpar suitesi (p—1)!+1=0 [p] alors p est

premier.

k:p a
EXO136 : Pour tout entier naturel p>1, on pose zlz_p avec a, Ab =1

k=1 b

Montrer ques p est un nombre premier impair alors a,_, est un multiplede p

|.S: Rappels:
-S p est premier alors (Z/Z) _{L 25 p—l} muni de la multiplication est un groupe Abélien
et (Vke{L;2..;p-1}) ; kestinversibleet soninverse k™ est dans {1, 2;...; p—1}
k=p-1 k=p-1
soitque D kt= >k
k=1 k=1
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a S, . )
donc L:% cequi entraineque a_, (p-1)! =b, S,

b, (p-1)! PP
donc d’apres le théoréme de Wilson, —a_,=b S , [p]
ket (p-1)!
deplusonposons S, , = Y. o, avec o, = .~ rona (p—1)! =ko, donc (-k)o, =1 [p]
k=1

et par suite (k) est I'inverse de &, danslegroupe (%Z) muni de la multiplication et par suite

k=p-1 k=p-1
S,1= D, O =- k
k=1 k=1
k=p-1 p—l
comme p estimpair alors Z k= pT etdonc S, ;=0 [p] etparsiitea, =0 [p]

k=1

EX0137 : Montrer que (VK S N*) 323 41

|.S: On procede par récurrence sur k
pourk=1,ona 3|9

Supposons que 3" | 2% +1 jusgu’a I’ordre k (hypothese de récurrence)
onaa’+1=(a+1)(a’-a+1) donc 2% +1:(23k +l)(22x3k a4 +1)
or 22 -2 414" +2-(2% +1) e 312" +1 @ 4" =1 [3] donc3[2*¥ -2¥ +1

3k+1

ainsidoncona 3¢|2% +1 et 3]22% -2%¥ +1 donc 3k*1|(23k +1)(22X3k ~2* +1)= 2" 41

et donc d’apres le principe de récurrence , (Vk eN ) 3 2311

EX138 : Déterminer tous les entiers naturels n telsque 3| n2" +1

1.S: - C.N: Soitn unentier naturel vérifiant : 3|n-2"+1 soitque n-2"+1=0 [3]
*sn=0 [3] onaural=0 [3] cequi estfaux

*s n=1 [3] onaura 2"+1=0 [3] soitque 2"=2 [3] ouencore 2" =1 [3]

or 2°=1 [3] donc 2|(n-1) ouencoreque n=1 [2]

puisque n=1 [3] et n=1 [2] etque 2A3=1alors n=1 [6]

*s n=2 [3]onaura 2"*+1=0 [3] soitque 2" =1 [3]

or 2°=1 [3] donc 2|n ouencoreque n=0 [2]

puisque n=2 [3] et n=0 [2] et que 2A3=1 alors d’apres le théoréme des restes chinois,
n=2 [6]

- C.S: On vérifiedirectement que pour n=1+6k (ke N) ou n=2+6k (ke N) onabien
3|n-2"+1
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En conclusion les solutions du probléme sont lesentiers: 1+ 6k et 2+ 6k (avec keN)

EXO139 : Déterminer le chiffre X danslabase décimale tel que le nombre 506390'%2 +561x  soit
divisible par 7

1.S: Ona 506390=3 [7]et =1 [7] donc (VkeN) ; 3*=1 [7]

deplus128=2 [6] donc 506390'° =3 [7] et 3% =3* =2 [7] donc 506390% =2 [7]
Par hypothése 0< x<9 et 506390™°+561x=0 [7] donc 2+5x10° +6x10?+10+ x=0 [7]
cequi donne x=2 [7] (car 10=3 [7] )

ainsidoncona: 0<x<9et x=2 [7], par suite x=2 ou x=9

EXO140: Soitb un entier strictement supérieur a7 et N un entier naturel dont la représentation dans la

baseb est 777
Trouver laplus petite valeur de b pour laquelle N est une puissance quatrieme d’un entier.

1.S: S’il existeae N tel que N =a* alors 7b*+7b+7=a’ donc a* estimpair et par suite a est impair.
(En effet 7b° + 7b+7=7b(b+1)+7 et b(b+1) est un nombre pair)

puisque a est nécessairement impair alors 7b”+7b+7=1 [8] (car a*=1 [8] si a estimpair)

et donc 7b° +7b+6=0 [8] ouencoreque 7b”+7b+14=0 [8] Cest-a-dire 7(b’+b+2)=0 [8]

et puisque 7 et 8 sont premiersentreeux alors b*>+b+2=0 [8] soitque b(b+1)=6 [8]

etdonc b=2 [8] oub=5 [8] soitque b=2+8k oub=5+8k avec ke N’

Réciproguement cherchons parmi lesentiers b=2+8k avec k € N celui qui répond a notre question
s k=1 alors b=10 mais I’entier 777 n’est méme pas un carré parfait.

s k=2 alorsb=18 et 777 =2401=7"
ensuite cherchons parmi lesentiers b=5+8k avec k e N’ celui qui répond & notre question

s k=1 alors b=13 mais I’entier 777  =1281 n’est méme pas un carré parfait.
Donc b=18 est la valeur qui correspond a la question.

k=n
EXO141 : Montrer que pour tout entier naturel N, 'entier Y C2<1 x 2% n’est pas divisible par5
k=0

3 2n+1 3 3
.S: Ona (2%1) -C° +C2 2°+C' 2°4..C" 23”+22(c1 +C° 24C° 4. cz"*123”):A+228

2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
3 2n+1 3 3 2n+1 3 2n+1
2 _ 2 2 2 _n3R2 2 oni ol _ op? 2
et|22-1| =-A+22B donc|2*+1 22-1| =2°B°-A° soitque 77" =8B"-A

or 7=2 [5] et 7°=-1 [5]donc 7*"*=(-1)"x2 [5] etpar suite 3B* - A’ =(-1)"x2 [5]
s 5|B alors A*=20u3 [5] cequi est absurde.
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EXO142: Montrer que si N est un entier strictement supérieur a2aors %(sz +27 +1) est un entier qui

est divisible par 7

1.5:Ona(VneN) ; 27 =1 [3] donc 27" +2”+1=0 [3] car 2°=1 [3]
et par suite 22 + 27 +1 est divisible par 3

* s nestpair,ona 2"=1 [3] donc 2" =1+3k avec ke N'

etdonc 27 = 2% =2x(2°) =2 [7] et 2*" =(22” )2 =4 [7]

donc 2" +27 +1=0 [7] soitque 2" +2% +1 est divisible par 7

puisque 3 et 7 sont premiers entre eux, alors 22 + 2% +1 est divisible par 3x7 = 21 et donc

%(22"“ + 27 +1) est un entier divisible par 7

EX0143 : Montrer que pour tout k e N, il existe un entier naturel y, tel que 2| y? +7

|.S: Procédons par récurrence sur k
Pour k=1,20u3 onprend y, =1

supposons que jusqu’a I’ordre k (k = 3) , il existeun entier y, tel que 2| y; +7

soit queil existe un entier X, tel que y? +7 =2x,

doncs X =2z alors y?+7=2"z, e s x =2z +1alors y’+7=2""z +2

dansle premier cas, onprendy, ., =Y,

dans le deuxiéme cas, on pose Y7, = (Y, - 2“’1)2 =y, -2y + 2% =y -2y, [2"*1]

or si k>3 et puisque Y, est nécessairement impair, alors y, =1 [2“*] etdonc y;, =y; -2 [2]
soitque y;, = y; =—7 [ 2] cest-adireque 2| yg , +7

et d’aprés le principe de récurrence, pour tout ke N' | il existe un entier naturel y, tel que 2|y +7

EXO0144 : Soit(a,b) e Z° tel que anb=1. Montrer que (a’ —ab+b*) A (a+b) est égal a1ou 3

1.S: Soit p undiviseur communa a®—ab+b’ & a+b

puisoue (a+ b)z—(az—ab+b2)=3ab alors p|3ab donc p|3(a+b)Aa3ab=3((a+b)rab)=3
car (a+b)rab=1s arb=1etdonc (a*—ab+b’)A(a+b)=10u3

En effet tout diviseur communa a+b et ab estundiviseur de a(a+b)-ab=a* etde

b(a+ b)— ab =b?donc c’est un diviseur communa a et b
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EXO145 : Trouver le plus petit entier naturel qui peut s’écrire comme somme de 9 entiers naturels
consécutifs et comme somme de 10 entiers naturels consécutifs et comme somme de 11 entiers
naturels consécutifs.

1.S: Soit N I’entier cherché. Onaalors N=9(a+4) et N=5(2b+9) et N=11(c+5)avec a,betc

des entiers naturels.
donc N estleplus petit multiplecommunde 5,9 et 11 et donc N =495

EX0146 : Soit P(x) un polynéme a coefficients entiers et de degrén .
Soient a, p et g desentierstelsque P(a)=0 , pArq=1¢&t P[EJ:O

Montrer que( p—aq)| P(a)

1.S: OnaP(x)-P(a)=(x—a)G(x) avec G(x) un polyndme a coefficients entiers et de degrén—1
donc [E—ajG(Ejz—P(a)

q q
le degré de G(x) éant n—1 donc "G [gj est un entier et (p—aq)q”lG(gJ =—q"P(a)

et par suite (p—aq)|q"P(a)
or pAQ=1 donc pour tout ne N et pour toutae N on a( p—aq)/\ q" =1 et par suite d’apres le

théoréme de Gauss on déduit que (p—aq)|P(a)

EX0147 : Soient (a,)

Montrer ques lima, =+ aors lima, Ab, =+

N—+0 n—+o0

et (b,),, deux suites d’entiers naturels telles que : (VneN) ; a’-2h? =1

neN

1.S: Pour tout ne N ,ona (a,-1)(a,+1)=2b]
S d,=(a,-1)A(a,+1) alors d, =2 et donc I’un des deux termes (&, —1) et (a,+1) est divisible par

2 et non divisiblepar 4 sinononaura d, >4

a,

Supposons que(an —1) est divisible par 2 et non divisible par 4 alors 2_ est un entier qui diviseb,

pwsque(an j(ah+1) b? et donc a, Ab, > q”z_l

et puisque Ilm,/a‘z_ =+ooalors lima, Ab, =+
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EXO0148: Soit P(x) = X" +ax"" +a,x"* +.....+a,,X+4a, un polyndme a coefficients entiers.

Montrer que toutes les racines rationnelles de P(x) sont des entiers relatifs.

| .S: Soient p et q deux entiers premiers entre eux tels queap soit uneracine de P(x)

n n-1 n-2
p p p p p
doncP|=|=0= || +a|—| + - +o +a .| —|+a =0
(qj [qj ai[QJ az(qj a’”{q] %

= p"+agpt+a,g’p"’+.....+a g 'p+aq' =0
donc q| p" et par suite q| p et donc g=1 car p et q sont deux entiers premiers entre eux.

2X+5y-11z=1

EX0149 : Résoudre dansZ® le systéme (S) :
X=12y+7z2=2

1.S: Soit(X,y,z) e Z* une solution du systéme(S) si elle existe.

2x+5y-11z=1
y on déduit que —29y + 25z = 3 et donc en passant modulo 29, 25z=3 [29]
X-12y+7z2=2
puisque 25A29=1 alors25 est inversible dans Z/ZQZ
en appliquant I’algorithme d’Euclide au couple(29; 25) on trouve que 25x 7+ 29><(—6) =letdonc 7 est
I’inverse de 25 dans %QZ (car: 25x7=1 [29])

ainsi donc 25z=3 [29] entraine que z=3x7 [29] ou encoreque z=21 [29]
soit que z=21+29K avec KeZ

2x+5y-11z=1
de

X-12y+7z2=2

2x+5y =1+11(21+ 29k)
X—12y=2-7(21+29%)

X=71+97k

et donc que
y =18+ 25k

en déduit aussi que {

réciproquement, on vérifie que pour tout K€ Z | letriplet (71+ 97k; 18+ 25k; 21+ 29k) est bien solution
du systéme (S) et par suite les solutions du systéme sont (71+97k; 18+ 25k; 21+ 29k) avec ke Z

EX0150: Soit (a,b,c,d)eZ .
Montrer quesi a,b,c et d sont premiers entre eux deux a deux, alorsab+bc+cd etabc sont
premiers entre eux.

|.S: léreméthode : Ona anb=anc=1donc as(bc)=1 et par suite a/\((ab+ca)+bc) 1
de méme, on a b/\((ab+bc)+ac):1et c/\((cb+ca)+ab):1et donc abc A (ab+bc+ca)=1

2eme méthode : Soit P un diviseur premier commun a ab+bc+cd et abc
S par exemple P divisea alors P divise ab+ac et puisque P diviseab+bc+cd alorsil divise aussi bc

et puisque bAc=1 alors Pdiviseb ou P divisec et par suite p=1car arb=anc=1
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EXO151: Pour tout ne N onpose U,=2"+3"+5

Déterminer le plus grand diviseur commun a U,,uU,,, et U,

1.S: Soit O, undiviseur communa u,,u.,, & u.,

Oremarqueque: 5u,—-u,, =32"+23" et par suite (5u,,,—U,,,)—(5u,~U,,)=23"

et 3.(5u,-u,,)—(5U,,;,—U,,,)=32" donc 8, divise 23=6

or pour tout ne N°, u,=2"" [3] donc 3 nedivise pas U, puisque 3 ne divise pas2™" et donc

d’apres le théoréme de Gauss O, divise 2 et donc le plus grand diviseur communa U,,U., €& U, ., est2

EX0152: Soit(a,b) e N* tel que a impair et a>3
Montrer que (2° —1) A (2" +1) =1

.S : Posons 3 = (2" -1) A (2°+1) doncil existe deux entiers A et B premiersentre eux telsque:

2°-1=0Aet 2°+1=3B
Onalors 2% = (ESA+1)b =1 [5] et 2*=(8B-1)"=-1 [3] (puisque a estimpair) et donc

=-1 [8] donc § divise2

donc 8=1ou 8=2or 2* -1 et 2° +1 sont des entiersimpaires donc 5=1

EXO153: Soient P €  deux entiers naturels premiers entre eux tel que: q> p >1
Montrer qu’ils existent deux entiers m>1et Nn>1tel que: " =1+np

|.S: Pour tout i >1 , on pose k lerestedeladivision euclidiennede q' par p cequi veut dire que
o=k [p]aveco<k <p-1

en particulier, lesentiers k ,k;,, Kk, € {O;],' ....... ; p—l} et donc d’apres le principe du berger il existe
un couple d’entiers (i, j)tel que: 1<i< j< p+1et k =K,

donc o' =q [p] et par suite ¢ (q(H) —1)50 [p]

puisque pAg=1alors pq =1 et donc d’aprés le théoréme de Gauss ¢ ~1=0 [p]

ce qui veut dire qu’il existe deux entiers m=j—i et ne N te que: g™ =1+np

EXO154 : Soient x et y deux entiers naturelstels que xy divise x* + y* — x
Montrer que x est un carré parfait (le carré d’un entier).

1.S: Posons d = xAy

il existent donc deux entiers premiersentre eux X ety telsque X=0dx et y=dy’

puisque xy divise x> + y* - xalorsil existekeN tel que x? + y> - x = kxy , et puisque d? divise xy et
x* + y?alors d® diviseaussi x = x* + y? — kxy = dx’ et donc d diviseX et par suiteil existe un entier X"
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tel que X =dx’
de x2 + y2 — x = kxy On déduit que d2x"? + y'® — x" = kdx"y’ &t donc X" divise y* et puisque X" divise
auss X et quex' Ay =1 alors X' =1 donc X =d et donc x=d? C.Q.F.D

EXO155: Soient a et b deux entiers naturels premiers entre eux.
Montrer que pour tout entier naturel n, si N> ab aorsil existe deux entiers naturels x ety
tels que n=ax+by

|.S: - D’aprés le théoréme de Bézout, il existe toujours un couple d’entiers relatifs (x,y) tel que:

n=ax+hy

- S n=ax+by alorsnécessairement b divise n—ax

Considérons donc lesentiersnaturels n, =n—a, n, =n-2a,n, =n-3a,.........., n, =n-ba
SOt 1,1y, Iy, r, lesrestes respectifs dansla division euclidienne des n, par b

s I, =r; alors n—ia=n=bq +r, & n-ja=n =bg +r etdonc (i-j)a=b(q,—q) soitqueb
divise (i— j)a et puisque arb=1alors d’aprés le théoréme de Gauss, b divise (i—j)

or 1<i<b et 1< j<b donc|i—j|<b-1<b et par suitei-j=0

enconclusionona: [ =I < i=]

Ains donc les entiers naturels r, T, ,.......,I, sont deux a deux digoints et au nombre de b

comme I’ensemble des restes dans la division euclidienne par b est {0;1;.......;b—1} alors nécessairement
il existe i €{12....;b} tel que r, =0 etdonc n—ia=bg c.-a-d. que n=xa+yb avec X=i eN et
y=¢eN

EXO156: Soient a et b deux entiers naturels premiers entre eux.
Montrer que le PGCD de a+b et a®+b? ne peut éreque 1ou 2

|.S: Soit ple plus petit diviseur commun & a+b et a>+b? (il est premierou égal & 1)

ona p|a’+b* et p|(a+b)2 puisque p|a+b) donc p|2ab et par suite p|2 oup|ab

S p|2 alors p=1ou p=2

S p|ab puisque p|a+b alors p|ab+b* etdonc p|b* soit que p|b puisque p est premier
et de la méme maniére on montre aussi que p|a etdonc p=1car anb=1

en conclusion p=1

EXO157 : Soient k, p et m troisentiers naturelstelsque: k< p<m
Montrer que: (1+kxm!)A(1+ pxm!)=1

1.S: Soitd un diviseur premier commun a 1+kxm et1+ pxm!

alors d| p(1+kxm!)—k(1+ pxm!)= p—k or p—k<m donc d|m!
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puisque d |1+kxm! alors d|1=(1+kxm!)—kxm! donc d=1

EXO0158: Soienta et b deux entiers. Montrer qu’au moins un terme de la suite (an+b) . n’est pas un

carré parfait (le carré d’un entier).

|.S: Soit p un nombre premier strictement supérieur a a+b
ona aA p=1donc a p? =1 etpar suite d’apres le théoreme de Bézout, I’équation ax - p’y =1

admet au moins une solution (X,y) € N?
S onpose n=(p-b)x alors an+b= p’y(p-b)+p donc p|an+b mais p> nedivise pas an-+b et

par suiteil ne peut étre un carré parfait.

EX0159 : Résoudre dansZ® I’équation (E): x°—x° —x° +1=y

.S Remarquons que les couples (-1;0),(1;0), (0;-1) et (0;1) sont solutionsde (E)
Supposons que le couple d’entiers(X; ) soit solution de (E) avec x ¢ {-1;0;1}

Ona(E) & (x-1)°(x+1)(x*+x+1)= y? ainsi (x—1)° divise y? et donc

2
1) x? 1) = Yy
(x+1)(X* +x+1) (x—lj
donc (x+1)(x* + x+1) est le carré d’un entier. Or xA(x+1)=1donc (x+1)(x* +x+1)=1 et donc

(x+1) et(x2 n x+1) sont des carré d’entiers.

Or pour tout X€Z , ona x*+x+1 est un nombreimpair et X+ x+1=3,50u 7 [8] ce qui est absurde

car le carré d’un entier impair est congru a 1 modulo 8 et par suite les seules solutions de I’équation
(E) sont les couples (~1;0),(1;0),(0;-1) et (0;1)

EXO160 : Soient & € M deux entiers strictement supérieurs a 1€t soit g, le quotient dansladivision
euclidienne de a™ par(a—1)

Montrer que: @, A(a-1)=mn(a-1)

k=m-1 k=m-1
.S:Onaa” =(a—1)[ > a"J+l donc G, = Y. & (etleresteestl)
k=0

k=0

j=k-1 k=m-1
sonnote § = Y a' alors a“=(a-1)S +1 et donc q, :(a—l)( > SKj+m et par suite d’apres le

i=0

théoréme d’Euclide ona: g, A(a-1)=(a-1)am

56




k=n
EXO161: Pourtoutne N* onpose: §, =) K
k=1

Déterminer le PGDC de S, €t S,

_ 2 2
. Sy n(n+1)
|.S: Onrappellequepour tout ne N ona: S, = k| =

P 2
sin estpair: n=2p alors S,, = p*(2p+1)° e S,,,, =(2p+1)°(p+1)° donc
Szp/\Szp+1:(2p+1)2(pZA(p+1)2):(2p+1)2 car pA(p+1)=1

sin estimpair : n=2p+lalorss, ,=(p+1)°(2p+1)° e S,,,,=(2p+3)°(p+1)°donc

Span Sz = (P+1)°((2P+1)° A (2p+3)) = (p+1)° car (2p+1)A(2p+3)=1

EX 0162 : Montrer qu’il existe un unique entier naturel n tel que 2%+ 2" + 2" soit le carré d’un entier.

1.S: Supposonsque 2° + 2" +2" =a’avec ae N’

ona 2" =a’-2°(2°+1)=a’-(48)° = (a-48)(a+48) doncil existe (u,v) e N tel que:
V>U,u+v=n,a-48=2"et a+48=2"

deplus 2 -2 = 2" (2" -1) = 2x 48=3x 2° donc nécessairement on doit avoir : 2'=2° et 2" -1=3
par suite (u,v)=(5;7)

Réciproquement on vérifie que 28 + 2+ 2% est le carré d’un entier.

EX0163 : Montrer que pour tout entier N>6 , il existe (a,b) e N* avec a>1et b>1, tel que:
anb=let n=a+b

1.S: Sin estpair alors n=2+(n-2) et 2A(n—2)=1 car N—2 est impair
S n estpair.
s N=4k alors n=(2k+1)+(2k-1) deplus 2k+1>2k-1>1et (2k-1) e (2k+1) sont deux

entiers impaires consecutifs donc ils sont premiers entre eux.
s N=4k+2 alors n=(2k—1)+(2k+3) deplus 2k+3>2k—1>1(car k>1)

s d est un diviseur commun & (2k—1) et (2k+3) alors d divises et puisque (2k—1) et (2k+3)sont

impairesalors d=1donc (2k—1) et (2k+3) sont premiers entre eux.
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EX0164 : On considére la suite numérique (u,) . définie par :

U=0,u=1et (VneN) ; u,,=U,,+U, (ditestitede Fibonacci)

n+1
1-(i) Vérifier que: (YneN-{0;1}) ; uu, ,-u?, =(-1)""
(ii) En déduire que pour toutNeN | u_ et u_,, sont premiers entre eux.
2-(i) Vérifier que pour tout entier p > 2 et pour tout entierq>0 ; U,Uy,; +U, U, =U, Uy, +U, U
(ii) En déduire que pour tout entier >0 et pour tout entier p > q ; U, =U, JU,, +U, .U,
3-(i) Montrer que pour tout couple d’entiers naturel non nul (m,n) , sinfmaorsu, |u,
(ii) En déduire que pour tout couple d’entiers naturel non nul (m,n) , U AU, =U

nAm

4- Trouver une suite infinie extraite de (u, ) _, dont les termes sont premiers entre eux deux a deux.

1.S: 1-()) Onremarqueque: (Yne N-{0;1}) ; u,u, ,—uZ, =—(u, U, ;—u’,)

(ii) il suffit d’appliquer le théoréme de Bézouta u.u, ,+u,,(~u,,)=(-1)""
2-(i) simple vérification

(ii)si p>q alors U, =uU +U, Uy =U U, +U; U =.......

3-(i) Supposons que n| m et posons g :? puis procedons par récurrence sur q
-gq=1lonauram=n etdonc u =u_

- supposons que jusqu’a I’ordreq , s q:% alorsu, |u,

m-n

=g etdoncu, |u, , OF u,=u, U, +U, , U

m-n m-n—n+1 m-n-1~'n

. m

s —=qg+1alors
n

doncs u, |u,_, aorsu, |u,

et donc d’apres le principe de récurrence : pour tout couple d’entiers naturel non nul (m,n) ;

s nfm alorsu, |u,

(ii) Considéronsla division euclidiennede mparn :  M=ng+r avec 0<r<n

Ona U, =Uy,., =U.U  +U. U ets destundiviseur communa y, etu, alors d est un diviseur

communa U, ety _car U |u. . donc d|u_ . U etpuisque U AU _ . =U =u, =1 alors d’aprés le
m n 1 ¥nq r nq ng-1

naA(ng-1)
théoreme de Gauss, d|u,

ainsi donc tout diviseur commun a u,, €t y, est diviseur commun a u, et y

Par suite u_ Au, =u_Au, etparapplication de cet algorithme jusqu’au dernier reste non nul on obtient

que u, Au, =u

nAm

4- On prendra pour suite extraite la suite (an) , avec F, = 2% +1 (les nombres de Fermat)

ne
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EX0165: Résoudre dans Z/QZ I’équation : (E) ; X —3x*+2x=0

1.S:0na: x*—3x*+2x=x(x-1)(x-2) donc (E) < x(x-1)(x-2)=0 [9] et par suite xest un
diviseur de O dans I’anneau (%Z+’X) et donc x et 9 ne sont pas premiers entre eux.

Lesentiersde{0;1; ......;8} qui nesont pas premiersavec 9 sont: 0, 3et6

et pour chacune de ces valeurs on vérifiesi ona 9| x(x—1)(x—2)

man=m-n

EXO0166 : Trouver tous les entiers 0<N<mtels que:
mv n=300

1.S: Posons d=MAN donc il existe un couple d’entiers premiers entre eux (rrf,n’) tel que:

d=m-n=35(m—-n')
(8m') v (8n")=8(m' v n')=8mn"=300

m=n'+1

m=3onT et N=0N" et donc
dn'(n'+1) =300

et par suite {

il ne reste qu’a déterminer les diviseurs de 300 = 2°.3.5* puis déterminer lesvaleursde N' en tenant

compte que M =n'+1 doit auss étre un diviseur de 300 ensuite déduire pour chacune de ces valeurs
o,net m

EXO167 : Pour tout entier Ne N onpose F, = 2% +1 (les nombres de Fermat)

Montrer quelesentiers F, sont premiers entre eux deux a deux.

n+k

1.S: Soit(n,k)eN® ,ona: F,1+k—2=(22")2 —1:(22"—1)q donc F, |F..,—2 deplus F, et ., sont

impairs et donc tout diviseur commun a F, et F,,, doit é&reimpair et doit diviser 2 donc nécessairement
doit étre égal al

EX0168: Soit(a,b) e N tel que anb=1et2|ab

Montrer que pour toutnNe N | lesentiers a* +b” sont premiers enter eux deux & deux.

I.S: Posonspour tout NeN : A =a” , e u =A +B,

unIA?_Brf

Onapour tout (NK)eNxN", u , = A" +B? ets d=u, nu,, alors )
A? - an | Un i _ZBnZ

donc d|2B? or d est impair donc d’aprés le théoréme de Gauss, d|B?

et de la méme fagon on montre que d| A> donc d|a et d|b et par suited =1 car arb=1

EXO169 : Déterminer tous les entiers naturels non nulstels que : n-2"* +1 soit un carré parfait.

I.S: Pour n=1,2,3 et 4 ce n’est pas vrais
Pour N=5,0na: 5-2°+1=9" donc c’est vrais
Pour N>5, on démontre par récurrence que 2"° > n+1
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Supposons qu’il existe un entier naturel mtel que n-2"* +1=m’

- m est nécessairement impair car v est impair

posons M=2k+1 donc n-2"° =k(k+1) et puisque kA(k+1)=1alors:

2"%|k oubien 2" |k +1 etdonc k+1>2"°>n+1 et par suite K>n

ainsi donc on aura k(k+1)>k-2"°>n-2"°=k(k+1) cequi est absurde

et donc pour N>5, I’entier n-2""+1 ne peut ére un carré parfait.

En conclusion N=5 est la seule valeur pour laquelle n-2"*+1est le carré d’un entier.

EXO170 : Soit nun entier impair.
Montrer quesi d est un diviseur de n*+2 aors d=1[8] ou d=3[8§]

1.S: n étant impair donc n”=1 [8] et n® =10u 9 [16]

et par suite °+2=3 [8] (*) e n*+2=30ull [16] (**)

S d|n’+2 alors d=1ou3ou50u7 [8] et d=1ou3ou9oull [16]
or d=1[8] équivauta d=1lou 9 [16
et d=3 [8] équivauta d=3ou 11 [16]
et d=5 [8] équivauta d=5o0u 13 [16] impossible d’avoir (*) et (**)

et d=7 [8] équivauta d=7ou 15 [16] impossible d’avoir (*) et (**)
Enconclusion d=1[8] ou d=38§]

EXO171: Soit Kun entier supérieur a 2
Montrer que I’équation n(n+1)(n+2)=mn n’a pas de solution dans N x N’

|.S: Remarquer d’abord que deux entiers consécutifs ne peuvent jamais étre simultanément des
puissances K—iemme d’entiers. En effet, si n=a“ et n+1=b" alors

1=(n+1)-n=b“-a“>(a+1) -a“>ka>1

-S n estimpair alors  sont deux & deux premiers entre eux et dansce cass n(n+1)(n+2)=a" alors
n= af , n+1:a'2‘ d n+2= a'3‘ ce qui est absurde d’aprés la remarque précédente.

-S n est pair alors NA(n+2)=2 et danscecas, s n(n+1)(n+2)=a"“ alorsil existe (p,q.r)eN°

tel que: (n=2p" ,n+1=q" et n+2=2"r") ou (n=2"p* ,n+1=q" et n+2=2r%)

mais alors on aura (n+1)2 :(qz)k et n(n+2)= (2pr)k ce qui est impossible d’aprés la remarque
précédente car n(n+2) et (n+1)° sont deux entiers consécutifs.

En conclusion, I’entier n(n+1)(n+2) ne peut jamais étre une puissance K—ieme (k> 2)
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EXO172 : Montrer qu’il n’est pas possible que la somme des carrés de 13 entiers consécutifs soit un carré
parfait.

|.S: Considérons les 13 entiers consécutifs: n—6, n-5,......,n-1,n, n+1,.......,n+5,n+6

et posons N =(n-6)" +(n-5)" + ..+ n*+ ...+ (n+5)" +(n+6)° =13(n* +14)
Supposonsque N =2’ avec a€N alors a* =13(n” +14) et donc a® -13* =13(n” +1) soit que
s (a+13=13et a-13= n2+1) alors n’ = -14 ce qui est impossible

s (a+13=n’+1et a-13=13) alors n* =30 cequi estimpossible

s (a+13=13(n2+1) e a—13=1) alors 3n”* =14 ce qui est impossible

donc danstouslescas N n’est pas un carré parfait.

EXO173: Montrer que 19341]2%° -1

|.S: Il s’agit de montrer que :  2°° =1 [19341]
Remarquons d’abord que : 19341=7x9x307 et que 7 et 307 sont des nombres premiers.
D’aprés le petit théoréme de Fermat, 2® =1 [307] car 307 est un nombre premier et 2A307=1

et toujours d’apreés le petit théoreme de Fermat, 2°=1 [7] donc 2°°=1 [7] car 306=6x51
deplus 2°=-1 [9] donc 2*°=1 [9] ainsidonc: 2 =1 [7] et 2*® =1 [9] et 2°=1 [307]

puisque 7,9 et 307 sont premiersentre eux deux a deux alors 2*° =1 [7x9x307]

EXO174 : Montrer que pour tout entier naturel n , I’entier 2" + 3" +5" n’est jamais divisible par 7

|.S: Pour tout entier ne N , posons u, =2"+3"+5"

d’apres le petit théoréme de Fermat, puisque 7 est un nombre premier et qu’il ne diviseni 2 ni 3 ni 5 (
ouencoreque 2A7=1,3A7=1¢et 5A7=1)ona: 2°=1 (7], 3=1[7] e 5°=1 [7] donc

(VneN) ; 2m®=2" [7] , 3"°=3" [7] e 5"°=5" [7]etdonc (VneN) ; u,,=u, [7]
On dit quela suite (u,) . estmodulo7 , périodique de période6
ainsi donc (VneN) ; u, =U,, U ,U,...0uuU [7] etdonc (VneN) ; u,=130ub [7]

et par suite I’entier u, n’est jamais divisible par 7

EXOL75: Soient x,y et z trois entiers distincts deux a deux.
Montrer que (x—y)’ +(y—2)’+(z-x)’ est divisible par 5(x-y)(y-2)(z-X)

1.S: 5 est un nombre premier donc (VaeZ) ; a’=a [5]
donc(x—y)5+(y—z)5+(z—x)5E(x—y)+(y—z)+(z—x) [5]
ce qui donne(x—y)5+(y—z)5+(z—x)550 [5] ainsi 5 divise (x—y)5+(y—z)5+(z—x)5
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posons P(x)=(x—y) +(y—-2z) +(z—x)  (considéré comme polyndme en x)

ona P(y)=P(z)=0 donc

(x-y) divisne(x—y)5+(y—z)5+(z—x)5 et (x—z) divise (x— y)5+(y—z)5+(z—x)5
posons Q( ):(x—y)5+(y—z)5+(z—x)5 (considéré comme polyndme en y)

ona Q(z)=
par suite (x—y)(y—2z)(z—x) divisze(x—y)5+(y—z)5+(z—x)5
et donc 5(x—-y)(y- )(z—x)|(x—y)5+(y—z)5+(z—x)5

0 etdonc (y—z) divise (x— y)5+(y—z)5+(z—x)5

EXO176: Soit p un nombre premier impair. Montrer qu’il existe une infinité d’entiers positifs n

telsque p divise n-2"+1

1.S: Soit p un nombre premier impair et considérons les entiers positifs n=(p—1)(kp+1) avec ke N
Ona (p-1)|n et d’aprés le petit théoréme de Fermat 2°*=1 [p] donc 2" =1 [p]
etpar site n2"=n [p] or n+1=0 [p] (puisque n+1=kp*+(1-k)p) et donc

il existe donc une infinité d’entiers positifs n telsque p divise n-2"+1

EXO177 : Montrer que pour tout nombre premier p , il existe un nombre premier
telque: q|p"-1 e p|g-1

|.S:-Remarquer que g =3 correspond bienaucas p=2

- On suppose p>3

ona: (vke{01,...,p-1) ; p=1 [p-1] car p-1|p*-1

donc p**+ pP?+....+ p+1=1 [p-1] etd’apres le théoreme de Bézout, p—1 et

PP+ pP P +.......+ p+1sont premier entre eux.

Soit g un diviseur premier de p° ™+ pP P+ ...+ p+1

puisque p° —1=(p—1)( PPl pP Pt p+1) alors g nedivisepas (p-1) etdivise p® -1
soit que p’ =1 [q] ainsi donc p et g sont premiers entre eux et donc d’apres le théoréme de Fermat,
onaauss pTt=1 [q]

par suitesi d = pA(g-1) alors p’=1 [q]

or p estpremierdonc d=1 ou p

s d=1alorsonaura p=1 [q] cequi est absurdecar q nedivise pas p—1 par suite d = p
etdonc p|g-1
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EX0178 : Résoudre dansZ® I"équation (E) ; XY 2o
y z X

1.S: Soit (X,Y,z)€Z” une solution de I’équation (E)

Ona(E) & z¢+xy°+yz’ =0 < (—x2)* = xyzz(xy+ 22)

posons d = xy A Z° , donc il existe deux entiers premiersentreeux aetb tel que: xy=da et z>=db
etdonc (E) < (—xz)’ =dab(a+b) et par suite ab(a+b) est le cube d’un entier.

Or a,bet (a+b) sont premiers entre eux deux a deux (car aAb=1) doncils sont aussi des cubes
d’entiers

il existe donc troisentiers n,met k telsque a=n’ , b=n7? et a+b=k*soit que k*=n’+n?’

or d’apreés le grand théoréme de Fermat I’équation X°+Y? = Z® n’admet pas de solution dans Z* autre
que la solution (0;0;0) et donc n=m=k =0 par suite a=b=a+b=0 soit que x=y=2z=0 cequi est

absurdecar x,y et z sont supposés toutes non nuls.

EXO179: Soient a,b,c et d des entiers de I’ensemble {0;12; ......... ;99}
et pour tout entier k onpose:  n, =101k +100x 2° .
Montrer quesi n,+n,=n.+n, [10100] alors a=c e b=d

|.S: Remarquons que 10100 =101x100
s n+n,=n+n, [10100] alorsa+b=c+d [100] et 2°+2°=2°+2¢ [101]

posons f(x)=x"—(2"+2°)x+2"" et g(x)=x"—(2°+2')x+2"¢

101 étant un nombre premier, d’aprés le petit théoréme de Fermat 2'® =1 [101] etdonc et par
suite (VxeZ) ; f(x)=g(x) [101]

enparticulier g(2°)=f(2°) [101] etpuisque g(2°)=0 et f(2°)=(2°-2")(2°-2")

alors (2°-2%)(2°~2°)=0 [101] soit que 2°=2" [101] ou 2°=2" [101]

Supposonsque 2°=2* [101] soitque 2°°=1 [101] et & leplus petit entier positif tel que
2°=1 [101] et r lereste dela division euclidienne de 100 par §

Ona 2% =1[101] etdonc 2 =2%" =(2°)'x2' =2 [101] soitque 2' =1 [101] avec O<r <3
etdonc r =0 car § leplus petit entier positif tel que 2° =1 [101] ainsi donc & est un diviseur 100
et par le calcul direct sur lesdiviseurs de 100 on vérifie que 6 =100 est la seule valeur qui Vvérifiela
propriété 2° =1 [101] ainsi donc 100 est le plus petit entier positif qui vérifie 2° =1 [101]
puisque 2°* =1 [101] alors 100 divise (a—c) etdonc a=c [100] puisque 0<a;c<99 alors a=c
etdonc b=d ce qu’il fallait démontrer.
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EXO180 : Montrer quesi p est un nombre premier delaforme 4k+3 (avec ke N)

alors I’équation : x> = p-1 [p] n’a pas de solution.

|.S: Supposons p est un nombre premier et que p=4k+3 avec ke N
si X est une solution de cette équation alors on a d’une part x” = x [p] (petit théoréme de Fermat)

k+:
et d’autre part x° =x""-x= (xz)2 '

Xx=-x [p] car etque 2k+1 estimpair
donc x=-x [p] cequi donne 2x=0 [p] ouencoreque x=0 [p] car 2A p=1
ainsi onaura X*=0 [p| et X’ = p—1 [p] et en déduit que p—1=0 [p] ouencore p=1 [ p] cequi est

absurde et donc I’équation x* = p—1 [p] n’a pas de solution.

EXO181 : Montrer que pour tout entier n , I’ensemble S={n;n+l‘ n+2;n+3;n+4;n+5} ne peut pas

étre partage en deux sous- ensembles disjoints tel que le produit de tous les éléments de I’un
soit égal au produit de tous les éléments de I’autre.

|.S: Supposons qu’il existe deux sous-ensembles S &t S, de S tel que: SUS, =Set §SNS =
soit [, le produit detousleséémentsde S et [, e produit de tousles élémentsde S,
ona [1, =IT,donc [, =11, [7]
- Si I’un des éléments de S est congrua 0 modulo7 alorsaucun autre éément de S ne I’est et on aura
I'un des [1; égal @ 0 modulo7et I’autre non ce qui est absurde car [1, =11, [7]

- Supposons donc qu’aucun élément de S n’est congrua 0 modulo7
on aura d’une part le produit de tous les éémentsde S est [T, xI1, =117 [7]

et d’autre part [1,xI1, =1x2x3x4x5x6 [7] or 7 est un nombre premier donc d’aprés le théoréme de
Wilson 1x2x3x4x5x6=-1 [7] onauradonc [T} =—1 [7]cequi est absurde aussi car

pour tout entier n, n’=1;2ou4 [7]

EX 0182 : Montrer que pour tout couple d’entiers (m;n) , I’entier N = mn(m60 - n6°) est divisible par
I’entier 56786730

|.S: La décomposition en produit de facteurs premiers de 56786730 est : 2-3-5-7-11-13-31-61

soit d un diviseur de 60 , donc N = N’(n(md*l—m)—m(nd*l—n))

s (d+1) est premier alors d’prés le petit théoréme de Fermat, il divise m™*—m et n“*—n doncil
diviscauss N

Lesdiviseursde 60 sont: 1, 2, 3, 4,5, 6, 10, 12, 15, 20, 30 et 60

donc N est divisible par lesnombrespremiers: 2, 3,5,7,11, 13, 31 et 61

et par suite N est divisible par leur produit qui est : 56786730

remarque : 60=dk donc

= (0 ) o) (0 () )
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soitque: N=N'(n-m"*—m-n"*)= N’(n(md”—m)—m(nd”—n))

EXO183: (i) Démontrer qu’il existe une infinité de triplets (m,n, p) eN?tdsque: 4m-m-n=p°*-1

(ii) Démontrer qu’il n’existe aucun un triplets (m,n, p) eN?tdsque: 4m-m-n=p°

1.S: (i) Pour tout entier t non nul, il suffit de poser : m:@ , n:@ e p=t°-1
(ii) S’il existe un triplets (m,n,p) e N telsque: 4mn—m-n= p®alors (4m-1)(4n-1)=4p*+1
soitq un diviseur premier de (4m-1) alors (2p)° =-1 [q]

-1

puisque q est premier et que gA(2p)=1alors (2p)"

1l
o
o]
e

gq-1

et puisque (2p)" " = ((Zp)2 )7 = (—1)(477l [q] alors (-1)

ce qui entraine que %l est pair soit que qT_1=2k (keN) etdonc q=1 [4]

g1
2

=1 [q]

etpar suiteonaura:  4m-1=1 [4] e 4m-1=3 [4] cequi est absurde

EXO184: Soit xe N .
Montrer quesi 10*=2 [19] alors x=17 [18]

1.S: S 10" =2 [19] alors10**' =1 [19]

or d’aprés le petit théoréme de Fermat: 10" =1 [19] car 19 est premier et 10A19=1

doncsi d =18 (x+1) alors d’aprés le théoréme de Bézout il existe un couple d’entiers (u,v) tel que
18u+(x+1)v=d et donc10’ =(10°)'x (10"¥) =1 [19]

Lesdiviseursde 18 étant: 1,2, 3,6, 9 et 18 et par un calcul direct on trouve que seule la valeur
d =18 vérifie 10° =1 [19] donc 18 (x+1) =18 et par suite 18 divise (x+1) soit que x=17 [18]

EXO185 : Trouver le reste de ladivision euclidienne de A=1000""""" par 19

1.S: Ona 1000=-7 [19] donc A= 72000 [19] de plus d’aprés le théoréme de Fermat 7° =1 [19]

il faut donc déterminer le reste dela division euclidienne de 2000 par 18
ona: 2000=2 [18] donc 2000 =22 [1g]
or 2°=-8 [18] et 2”=-8 [18]

004000

s on suppose que 2°"=-8 [18] jusqu’a I’ordre n (hypothése de récurrence)
alors 25" =2%.2°6 = _g [18] et on peut conclure d’aprés le principe de récurrence que

(vneN') ; 2"=-8 [18]
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or 6 divise 3000 donc il divise auss 3000 et par suite 2" =-8=10 [18]
ainsi donc le reste de la division euclidienne de 2000°°" par 18 est 10

et donc A= (718"*10) = (718)k x7°=7° [19] etenremarquant que 7° =343=1 [19]
onaura 7°=7°-7=7 [19] et par stite A=7 [19]

lerestedeladivision euclidiennede A par 19 est 7

EXO186: Soit p un nombre premier. Montrer quesi (8p—1) est premier alors (8p+1) ne Iest pas.

1.S: Ona (8p-1)(8p+1)=64p°-1=p°-1 [3]

-9 p=3 alors 8p-1=23 & 8p+1=25 et donc la proposition est vraie
-S p=5 puisque 3A p=1alors 3| p* -1 soit que 3|(8p-1)(8p+1)

ets  est premier alors d’apres le théoréme de Gauss, 3|8p+1

donc (8p+1) n’est pas premier car 8p+1>3

EXO187 : Soitn un entier supérieur ou égal a3. Montrer que si I’un des deux entiers (2" 1) et (2" +1)

est premier aors I’autre ne I’est pas.

1.S:Ona(2"'-1)(2"+1)=4"-1=0 [3] ainsidonc 3[2"-1 ou 3[2"+1
deplus 2"+1>2"-1>7>3 donc si I'un des deux entiers (2" 1) et (2" +1) est premier alors I"autre

est divisiblepar 3 .

EX0188 : Montrer que (V(a,b)eZ®) ; a’|b* = alb

1.S: Soit b= H p" la décomposition en facteurs premiersde b. Ona alors b* = H pe"

i=1 i=1

s a’|b’ alors &? =H p?® avecpour tout i , 0<s§ <r, donc a=1;[ p? et donc alb

i=1 i=1

EXO0189 : Soient a et b deux entiers naturelstels que aTJrlJrE soit un entier naturel.
a

Montrer que: aAnb<+a+b

|.S: Soit p undiviseur communa aet b

a+1+b+1_a2+b2+a+b
b a ab
un entier alors p°|a’+b”+a+b et par suite p°|a+b soit que p’ <a+b ouencore p<+a+b

est

Ona pla & p|b donc p’|ab , p*|a® e p*|b® et puisque

en particulier le plus grand diviseur commun a a et b vérifie auss cette inégalité.
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EXO190 : Montrer que pour tout entier naturel non nul n, il existe deux entiers naturels premiers p et q

avec (q< p) tel que n| p—q

1.S: Notons (P) I’ensemble des nombres premiers.
Soient neN' et pe(P) ,onnote r,(p) lerestedeladivision euclidiennede p parn
puisque I’ensemble (P) est infini et que I’ensemble des r, (p) est fini (r,(p)e{0;L; .......;n-1})

donc il existe au moins deux nombres premiers p et qtelsque: r,(p)=r,(q) et par suite n| p—q

EXO191 : Soit p un nombre premier impair et q un entier positif.
_u,xu,,+qQ

n+l —
un72

On définit lasuite (u,) . par y=U =u,=p et (Yn=2) ; u

Montrer que tous les éléments U, sont des entiers si et seulement si p°| g

|.S: Pour tout entier nona:
Uy XU, , —U XU, = q donc Uy XUy, —U XU =U o XU — U, XU

n

u.,(u +u_ u.,,+U U +U :
donc UM:M—Un etdonc —m2_n—_n_n2 e par suite
un—l un+l un—l
U, +U . .
-2 0-2 s nest pair
U, tU, _ U
un+l u3+ul q

=2+— s nestimpair
u2

-S p*|q alorsil existeun entier k tel que q=kp® etdonc U, =cuU U avec C=2 ou c=2+k

suivant que la parité denet puisgue U, , U, € U, sont des entiersalors U, est un entier pour toutn

2q q

- réciproquement, s p° nedivise pasq on aura U, = p+—(2+—2] qui n’est pas un entier
P

et doncs U, est unentier pour tout n , alors p°|q

EX0192 : Soient aetb deux entiers naturels.

Montrer que si le polynéme x* + ax+b+1 admet deux racines entiéres alors a° +b® est un
entier composé ( n’est pas premier).

|.S: Soient x, €t X, lesdeux racines entiéres du polyndme X° +ax+b+1

d’aprés les formules de VIETTE : X +X,=—a € X xX=b+1
donc a®+b® =(x+%,)" +(xxx,-1)" =(x +1)(x +1) est un nombre composé

car X’ +1>2 et XX +1>2
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EX0193 : Déterminer tous les entiers naturels n telsque : n° ne divise pas n!

1.S: - Sn est premier d’apres le théoréme de Wilson, n nedivise pas (n—1)! donc
n’ nedivise pas n-(n-1)! =nl

-S n=pq avec p>2e =2 (n composé) alors p<n—-2e q<n-2 etdonc
n=pg|(n-1)! et par suite n*|n!

Ainsi donc n° nedivise pas n! si et seulement n est premier

EXO0194 : Soient p un nombre premier et a un entier naturel premier avec p (p nedivise pasa)
et n le plus petit entier naturel qui vérifie a" =1 [ p]

Montrer que n divise (p—1)

I.S: Posons p—1=ng+r ladivisioneuclidiennede (p—1) par n avec 0<r<n

p estpremier et an p=1 donc d’aprés le théoréme de Fermat, a**=1 [p]

donc (a”)q xa' =1 [p] soitquea =1 [p] puisque par hypothése a" =1 [p]

or n est le plus petit entier naturel qui vérifie a" =1 [p] et 0<r <n donc r =0 et par suite p—1=nq
soit que n|(p-1)

Compléments : - Le plus petit entier naturel n qui vérifie a" =1 [p] est appelé I’ordre de I’élément a
dansle groupe ((%Z) ;Xj dont le cardinal est (p—l) appelé I’ordre de ce groupe.

-S n estI’ordre dea alors pour tout entier naturel g, a’=1 [p] < nl|q

- Enparticulier st an p=1 alors n|p-1 soit que I’ordre de a divise I’ordre du
groupe.

EX0195 : Résoudre dans Z I"équation (E) ; x*+x+7=0 [13]

1.S:Ona: (E) & 4X+4x+28=0 [13] < (2x+1)°=12 [13]

Or X?=12 [13] & X=5 [13] ou X=8 [13]

(on dit que 12 est un résidu quadratique modulo13)

ainsidonc (E) < (2x+1=5 [13] ou 2x+1=8 [13]) <> (2x=4 [13] ou 2x=7 [13])

- Résolution de I’équation 2x=4 [13] : Puisque 2A13=1,onaura 2x=4 [13] < 2(x—2)=0]13]
ce qui donne xX=2 [13] (ou encore que 2est inversible donc régulier danslegroupe((%z) ;xj)

- Résolution de I’équation 2x=7 [13] : dans ce cas on est obligé de déterminer I’inverse
de 2 modulo 13 en appliquant I’algorithme d’Euclide au couple (13,2)
on obtient : 13+ 2x(—6)=1 et donc 2x(—6)=1 [13] et donc
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soit que  x=-42[13] ouencore x=10 [13]
Enconclusion: (E) < (XEZ [13] ou x=10 [13]) et donc I’ensemble des solutions dans Z

et  S={2+13k;10+13k/ keZ}

EXO196 : Soitn un entier naturel non nul. Montrer qu’il existe une infinité d’entiers naturelsk tels que
n* +4k* soit un entier composé.

|.S: En effet,
n* +4k* = n* + 4n°k? + 4k* — 4n’k? = (n2 + 2k2)2 —(2nk)’ = (n2 +2k% + 2nk)(n2 + 2k - 2nk)
or n2+2k2+2nk2n2+2k2—2nk:(n—k)2+k22k224 pour k> 2

donc pour n un entier naturel non nul et pour tout entier k>2 , n*+4k* est un entier composé.

EX 0197 : Montrer que pour tout entier n , I’entier N> +2n+12 n’est pas un multiple de121

1.S: Supposons quel21| n® +2n+12 donc 11| n® +2n+12 = (n+1)2 +11 et donc 11| (n +1)2
11 étant un nombre premier donc 11> =121 (n+1)2 et donc 12111 ce qui est absurde.

EX0O198 : Trouver I’exposent de 2 dans la décomposition de 1000! en produit de facteurs premiers.

[.S: (i) - les 500 = {?} entiers pairsinférieurs 21000 donnent chacun un exposent de 2

1000

22

-les 250 = { } entiers multiples de4 inférieurs a1000 donnent chacun un exposent de2

supplémentaire.
1000

28

-les 125= [ } entiers multiples de8 inférieurs 21000 donnent chacun un exposent de2

80} =1 qui donne le dernier exposent de?2
2

supplémentaire.
En conclusion I’exposent de 2 dans la décomposition de 10000 en produit de facteurs premiersest :

1000 1000 1000 1000
+ — |+ T |t + s |= 994
2 2 2 2

EX0199 : Soit n un nombre entier supérieur ou égal a 3 et p un nombre premier.
Déterminer I’exposent de p dans ladécomposition de n!

1.S: On supposeque 2< p<n et soit m le plusgrand entier naturel qui vérifie p™<n ;
onadonc p<n, p*<n, ... P <ne p™>n

In(n)
In(p)

ainsi donc p™ <n< p™ soit que m<

<m+1 et par suite m{

o
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et I’exposent de p dansla décomposition de n! en facteurs premiersest :

(Sl o e ol
a’ b? c?

EXO200: Soient a,b et c trois entiers strictement positifs. Montrer que si , et sont
a+b b+c c+a

des entiers premiersalors a=b=c

a2

a+b

1.S:-S est un nombre premier alors a° = p(a+ b) ou p est un nombre premier

donc p|x* cequi donne p|a (car p est premier) et par suiteil existeun entier a' tel que a= pa’
donc aa' =a+b et donc ala+b soit que a|b

2 2 2
' . a b C . .
- S lestrois nombres : et sont premiersonaura alb ,b|c et c|a soitque a=b=c
a+b b+c c+a

EXO201: Soit a un entier strictement positif.
Montrer quesi a"+1 est premier alors n est une puissance de2

|.S: Procédons par contrapose.
S n n’est pas une puissance de 2 alorsil est divisible par un nombre impair donc il existe un entier
d impair et supérieur ouégal a 3 tel que: n=dk (keN)

7

EX0O202 : Trouver les entiers naturelsn pour lesquels 2n +1

3 1 2 est un entier naturel.
n” +

[.S: On utilise une technique proche de I’algorithme d’Euclide
ona: 9(2n"+1)=(3n*+2)(6n"~4n)+8n+9 et

512(3n*+2) = (8n+9)(192n° - 216n+ 243) - 1163

7

. L et un entier s 1163|8n+9 soit que 8n+9=0 [1163]

or 1163 est un nombre premier donc
3n°+2

ou encoreque 8n=1154 [1163]

puisque 1163x 3—8x436 =1 (I’algorithme d’Euclide appliqué au couple (1163; 8))
alors 8x(—436)=1 [1163] ouencore 8x700=1 [1163] et par suite N=435 [1163]
2n’ +1

3An*+2

est un entier

En conclusion: § n=435 [1163] alors

EXO0203: Soitne N et p un nombre premier inférieur ou égal an
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Montrer que p divise C” —[%}

|.S: Posons k {%} donc n=kp+r avec O0<r < p—1 (c’est la division Euclidienne den par p)

onadonc: p!an":(nil!p)! :i_nﬂ(kpﬂ)

donc px(p-1)!CP =(kp+r)(kp+r—1)........ (kp+1)kp(kp—-1)......(kp—r + p-1)

donc (p-1)!CP=(kp+r)(kp+r-1)........ (kp+1)-k-(kp—1)......(kp—r + p-1)

donc (p-1)!C? =k-(kp+1)(kp+2).......(kp+r —=1)(kp+r).....(kp—1)

et par suite (p—1)!CP =k-1-2.......... (r=1)-r-(r+1)........ (p-1) [p] (car -1=p-1 [p])

soit que (p—1)!xCP =kx(p-1)! [p] ouencore(p—l)!x(Cnp—k)EO [p]

p étant premier donc d’apres le théoreme de Wilson, p et ( p—l)! sont premiers entre eux ( puisque p

nedivise pas(p-1)! ) etdonc C!-k=0 [p] ce qu’il fallait démontrer.

EXO204 : Déterminer tous les entiers naturels p qui vérifient: p,p+2,p+6,p+8,p+12 et p+14
sont des nombres premiers.

1.S: p=2 & p=3 neconviennent pas.

p=>5 convient car : 5,7,11,13,17et19 sont des nombres premiers.
Supposons p>5

p =5k ne convient pascar 5| p

p=5k+1 ne convient pascar 5| p+14

p=5k+2 ne convient pascar 5| p+8

s p=5k+3 neconvient pascar 5| p+2

s p=5k+4 neconvient pascar 5| p+6

En conclusion, la seule solution est p=5

EXO205: Soient p,,p, ,........ p, desentiers premiers deux adeux distincts et k un entier naturel non
nul. Pour tout élément xe Z , onpose: f(X)=x+2k
(i) Montrer que pour tout i €{1,2,......,n} il existe X €Z tel que p, nedivisepas f (X )
(ii) En déduire qu’il existe un entier x, €N tel que: pour tout i € {1,2,.....,n} ; f(x)Ap =1
(iii) Soient o,y ,.......,0,, desentiers naturels. Onpose m= p* - py? -....... Py

Montrer que f(x,)Aam=1

.S (i) supposons qu’il existe i€{12,.....,n} tel que (VxeZ) ; p|f(x)=x+2k
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en particulier pour X=1 et X=-1cequi donne p |2k+1 et p|2k—-1 cequi est absurde car
(2k+1) A(2k—1) =1 donc pour tout i € {1,2,......,n} il existe x €Z tel que p, nedivisepas f (X))
x=x% [p]
(i) considérons le systeme suivant :
X=X, [Pn]

puisgque les p, sont des nombres premiers deux a deux distincts alors ils sont premiers entre eux deux a
deux et donc d’apreés le théoreme des restes chinoix, il existe x, € N tel que pour tout

ie{l,2,....n} ; x=x [p] soitque f(x)=f(x) [p] pourtoutie{l2,....n}

donc pour tout i €{1,2,......,n} , p nedivisepas f(X,) et par suite

pour tout i €{1,2,....,n} ; f(x)Ap=1

(iiiyOna Vie{l2....nf ; f(x)ap=1donc f(x)A(p" P pir)=1

EX0206 : Soit p=2q+1 un nombre premier impair donné.
Montrer que: p|(q!) +(-1)°

1.S: p étant premier donc (29)!+1=0 [p] (théoréme de Wilson)

q
or (2q)!=q!l;!(q+k)etpuisque alors g+k=—(q+1-k) [p]

q q
et par suite [ [(q+k)=(-1)"T[(a+1-k) [p]
k=1 k=1
q

posons j=q+1-k donc [](q+1-k =ﬁj =q! etdonc (29)! :q!l_[(q+k)E(—1)q(q!)2 [p]

q
k=1 =1 k=1

et par suite 1+(-1)"(q!)*=0 [p] ouencore (q!)’+(-1)*'=0 [p]

EX0207 : Soit p un nombre premier delaforme 4k+3 (ke N)

Montrer que I’équation x* +y = pz* n’admet pas de solution dans N° autre que (0;0;0)

1.S: Soit (x,Y,z) une solution en entiers autre que (0; 0; 0) de cette équation.

donc p|x*+Yy* etpuisque p estdelaformep=3 [4] alors p|x et p|y etdonc p*|x* et p?|y?

et par suite p|z* donc p|z
ainsi donc 3(x,Y;,z)eN°® autreque (0;0;0) telsque: X=px ,y=py, & z=pz

et X’ +Vy, =pz’ deplus
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ainsi de suite en répétant le méme procédé, on obtient trois suites infinies d’entiers naturels
(%) o (¥n),., €& (2,).., quide plus sont strictement décroissantes ce qui est absurde d’aprés le
principe de la descente infinie.

donc I’équation n’admet pas de solution dans N°® autre que (O; 0 0)

s p 5z . . 2 A 7
EX0208: (i) Résoudre I’équation (E) : x*+2x-3=0 dans 977

iy iy . .2 _a_ Z,
(ii) Résoudre I’équation (E) : x*+2x-3=0 dans %912

1.S: (()Ona: (E) < (x-1)(x+3)=0 [97
puisque 97 est un nombre premier donc (E) < x%1=0 [97] ou x%3=0 [97]
soit que x=1 [97] ou x=94 [97]

et par suite I’ensemble des solutions dans %7Z est: {194}
(i)Onaauss (E) < (x-1)(x+3)=0 [9]]

(x-1)(x+3)=0 [7]

isque 7 et 13 sont
(x-1)(x+3)=0 [13] "o n

mais 91=7-13 n’est pas premier donc (E) < {

premiers entre eux.
x-1=0 [7] ou x+3=0 [7]
x—-1=0 [13] ou x+3=0 [13]

©) = ({77 ) @), oy @) s ) @90, 0 [y

Rappel : S p et g sont deux entiers premiers entre eux alors d’apres le théoreme de Bezout il existe

ainsi donc (E) < { ce qui nous donne quatre systéme :

(u,v) e Z*tel que: pu+qgv=1 et donc d’aprés le théoréme des restes chinois,
{an [p]
X=b [q]
et en appliguant ce résultat aux quatre systemes, on trouve les solutions suivantes :
(S) & x=1 [91] , (S) & x=36 [91] , (S) & x=53 [91] et
(S,) < x=88 [91]

est équivalenta  x=aqv+bpu [ pa]

s - 7. . (1. 2m 2
et par suite I’ensemble des solution dans @m est: {1,36;53;88}

EXO209 : Soit p un nombre premier et a un entier naturel non nul.
Montrer ques p|a® -1 aors p*|aP -1

1.S: S p|a® -1 alorsil existek e Z tel que: a® —1=kp donc d’aprés le théoreme de Bézout, a et p
sont premiers entre eux et donc d’aprés le petit théoréme de Fermat, p|a”*'-1
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puisque a® ~1=a(a"*-1)+(a-1) alors p|a-1
et par suite p|a’ —1 pour tout j€{0;12;....; p—1} (puisque a—1|a’—1)

j=p1 LA
ainsiona: Y a =1+1+....+1=0 [p] etpuisque ap—lz(a—l)-[ > a'j etque pla-1et
j=0 p fois j=0

j=p1 j=p1
pl[ > aJ] alors p2|(a—1)-( > a’j:ap—l
j=0 j=0

EXO210: Soientx,y,z et t quatre entiers premiers et telsque :
O<x<y<z<t et xy+yz+zt+tx=3882
Déterminer lesentiers x,y,z et t

|.S: rappel : le seul nombre premier pair est 2

Remarquer d’abord que 882 est un nombre pair qui n’est pas divisible par 2° et que

Xy +yz+ Zt+1x = (X+Z)(y+t)

puisque 882 n’est pas divisible par 2 alors I’un des deux entiers (X+z) et (y+t) estimpair

et comme O< X< y<z<t alorsnécessairement x =2

ainsi donc z+2 est un diviseur impair de 441=3-7% et comme 2+z< y+t alors

(2+2)° <882<30° donc 2+2z<30 par site 2+2z=7,9 ou 21

-Sz=5alors y=3 et t =123 qui n’est pas premier donc c’est a rejeter.

-Sz=7 alors y=3o0u 5 et t =93 ou 95 qui n’est pas premier donc c’est a rejeter.

-S z=19alors y+t=42 e y<19 donc y=5,110u 13 ett =37,310u 29 qui tous premiers et donc

cette valeur z=19 est acceptée.
En conclusion (X; y; z;t) =(2;5;19;37) ou (2;11,19; 31) ou (2;13;19; 29)

k=p
EXO211 : Pour tout entier p strictement supérieur alonpose: S, = Z kP

k=1
(i) Montrer que pour tout ac Z , s p estimpair alors p2|ap+(p—a)p

(if) Montrer quesi p est premier impair alors p*|S,

1.S: (i) Soitae Z et p unentier positif impair.

Ona: a’+(p-a)’=a’-(a-p)’=a’-(a’-Cja"* - p+Cla’? p’+...+ p°)
donc a”+(p-a)®=a"* p’-C2a’? p*+...+ p® et par suitep®|a® +(p-a)
car p>3etC =p

(HOna s, =1°+2°+3°+...(p-1)"+ p? = (p-1)° +(p-2)" +....2° +1° + pP

a=p-1

donc 2S, =2p°+ >’ (ap+(p—a)p) etdoncs p estimpair alors p°|2p°
a=1
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et p?|a”+(p-a)’ pour tout entier ae {1 2;......; p—1} donc p?|2S, et puisgue p est

premier impair, donc p* premier avec?2 et par suite p | S, (theoreme de Gauss)

EX0212: Soitne N . Montrer que le nombre de couples(a,b) e N* telsque avb=n est égal au

nombre de diviseurs den?

i=N i=N i=N
1.S: Posons n=[ [ p ,a=]]p" e b=]]p'lesdécompositions en facteurs premiers des entiers
i=1 i=1 i=1

n,a et b respectivement.
Ona : avb=n < (Vie{;2..;N}); sup(s.t)=r

donc le nombre de couples(a,b) e N* telsque av b= n est égal au nombre de couples (s .t;) tels que

i=1
i=N

or la décomposition en facteurs premiersde n” est n* = [ p* donc le nombre de diviseurs positifs

i=1
i=N
de n* est justement  J(2r, +1) ce qui répond & notre question.

i=1

EXO213: Montrer que %(2‘””2 +1) est un entier composeé pour tout entier N strictement supérieur al|

.S : d’apres le petit théoréme de Fermatona: 2°=1 [5] donc (Vn>1) ; 2*' =1 [5] et par stite
(vn>1) ; 2""2=4=-1 [5] donc (Vn>1) ; 5|2"*+1 et par suite

%(2‘“1+2 +1) estun entier pour tout N>1 deplus 272 +1= (2" - 2" +1)(2°™ + 27 +1) (*)

22n+1 + 2n+l +1> 22n+l_ 2n+1+1: 2n+l(2n _1)+12 25

ainsi donc 5|(2°"* - 2™ +1)(2°"* + 2™ +1) et par suite 5| 2°™! —2"" +1 ou 5| 2" +2"1 +1

et le quotient est chaque fois strictement supérieur al et par suite 5(2‘“1+2 +1) est composé.

EXO214: Résoudredans ZxZ  I’équation (E) ; x*=y°-4

I.S: Comme les puissances intérvenants dans I’équation (E) sont2 et 5 il serait intéressant de travailler
modulo un nombre premier p tel que 2 et 5 soit desdiviseursde p—1 asavoir : p=11

or (vneZ) ; n°=-1,00ul [11] donc

s (x,y)eZ? est solution de I’équation (E) alors x*=-5,-40u -3 [11]

soitque xX*=6,7 ou8 [11]

or (vneZ) ; n*=0,1,3,4,5 ou9 [11] donc I’équation (E) n’admet pas solution dans Z*
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EX0O215: Quel est le plus petit entier naturel admettant exactement 15 diviseurs positifs distincts ?

i=N
1.S: S n:H p" estla décomposition en facteurs premiers den alorsle nombre de ses diviseurs
i=1
i=N
positifsest : T](r, +2)
i=1
puisque 15=15x1 ou 15=5x3 alors nécessairement :
N=2et (r.r,)=(140) ou N=2et (r,r,)=(42) ainsdonc n=p* ou n=p; p;

par conséquent le plus petit entier naturel n corresponda p, =2 et p, =3 soit quen =144

EX0216 : Montrer que lasuite arithmétique (4n+3) - contient une infinité de nombres premiers.

ne.

.S Pour tout entier n> 0 , on considére I’entier A, =(4n)!-1
-Ona A, =3 [4] doncil s’écrit sous la forme 4k+3
- A, admet undiviseur premier p supérieur a n (s p<n alors p|(4n)! et donc p ne peut pas diviser

A =(4n)!-1)
- p éant premier donc il est soit de la forme 4k +1 soit de la forme 4k + 3et puisqueil divise un
entier de la forme 4k + 3 donc nécessairement il est delaforme 4k +3
ainsi donc pour tout entier il existe un nombre premier p delaforme 4k +3 tel que p>n et par

suite il existe uneinfinité de nombres premiers de la forme 4k +3 et donc la suite (4n+3) , contient une

ne

infinité de nombres premiers.

EXO217 : Soient nun entier naturel non nul et p un nombre premier qui divise (n! )2 +1

Montrer que p est delaforme4k+1 (p=1 [4])

|.S: - p est nécessairement impair.

- p>ncars p<n alors p|(n!)2 et donc ne diviserai pas(n!)2+1

- p étant premier donc p=1 [4] ou p=3 [4]

- Supposonsque: p=3 [4] et posons p=3+4k (keN)

ona (n!)?+1|(n!)**? 11 puisque (V(a,k)eN?) ; a+1a®**+1

or 2(2k+1)=p-1 et p|(n!)2+1 donc p|(n!)p_l+1

mais p est premier e pA(n!)°=1donc pA(n!)=1 et d’aprés le théoréme de Fermat,
pl(n!)"" 1 et par suite p| 2 ce qui est absurde.

Enconclusion p=1 [4] (delaforme 1+4k)
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EXO218: Soit p un nombre premier impair.
Montrer que p=1 [4] s et seulement si il existeun entiert tel que: t*+1=0 [p]

(on dit que p—1 (ou —1)est un résidu quadratique modulo p)

1.S: -9 p=1 [4] alorsil existe ke N tel que p=1+4k
posons t = (2k)! :(—1)2k(2k)! =(-1)(-2)........ (—2k)

et puisque p est premier donc d’apres le théoréme de Wilson (p—1)!+1=0 [p]

et par stite t?+1=0 [p] avec t =(2k)! lorsque p=1+4k

- Réciproquement

* supposons qu’il existe un entier t tel que: t>+1=0 [p]

donc d’une part t*=1 [p]

et d’autre part il existe un entier g tel que - p—t-t =1 donc d’apres le théoréme de Bézout, pAat=1
etdonc t"*=1 [p] (d’aprés le petit théoréme de Fermat)

ainsidoncona: t*=1[p] et t**=1 [p]

* Soit p—1=4q+r avec 0<r <3 ladivision euclidiennede p-1 par 4

ona t*'=1[p] < (t“)q-tr =1 [p] < t'=1[p]

pour r=1onaurat=1 [p] donct>=1 [p] cequi estabsurdecar t>=-1 [p] cequi donnera
1=-1 [p] soit que 2| p

pour r =2 onaura t*=1 [p] cequi est encore absurde.

pour r=3 onaurat’=1 [p] donc t*-t=1 [p] soit que (-1)t=1 [p] donc t*=1 [p] cequi

est encore absurde .
Ainsi donc r =0 et par suite 4| p—1 cequi veut direque p=1 [4]

EX0219: Soit p un nombre premier delaforme 3+4k (ke N) et (X,y) un couple d’entiers.
Montrer ques p|x*>+y* aors p|x etp|y

1.S: -si p|x*+Yy* alors p|x < ply
en effet, s p| x alors p| X* et puisque p|x*+Yy* alorsp|y® et p éant premier donc p|y

- supposons que p ne divise pasx , puisque p est premier alors XA p=1 et donc x** =1 [p]

d"apres le théoreme de Fermat, soit que (X’ )Mk =1 [p]
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or xX’+y*=0 [p] donc 1+x™ y*=0 [p] soit que (xz"-y)2 =-1[p] (*)

puisque XA p=1, alors onad’une part X A p=1etd’autrepart (car p|x < ply)
et donc (x* - y) A p=1 par suite d’apres le théoréme de Fermat, (x** y)p_1 =1 [p]

soit que (X y)2+4k =1 [p] ouencore soit que (X* y)2 =1 [p]

ce qui donne d’aprés (*) que p|2 cequi est faux.

Ainsi donc p|x et donc p| y aussi
Remarque : La condition : p un nombre premier delaforme 3+ 4k (k € N') est nécessaire car

13|6°+9° mais 13 nediviseni 6 ni 9

EX 0220 : Déterminer tous les entiers premiers p tel que : 1+ p+ p° + p°+ p* soit un carrée parfait.

|.S: Supposons qu’il existe un entier a tel que: 1+ p+p°+p’+p'=a’

donc (2p*+ p)2 <(2a)’ <(2p*+p+ 2)2 et par suite (2a)° =(2p*+ p+1)2
onadonc 4n” =4p‘ +4p’+5p° +2p+1 maisaussi 4n° =4( p* + p’+ p® + p+1)
donc p®—2p+3=0 et par suite p|3 ouencoreque p=3 (car p est premier)
réciprogquement, on vérifieque pour p=3 ona: 1+ p+p*+ p’+ p’ :121:(11)2
En conclusion: p=3 estla seulevaleur possible.

EX0221 : Montrer que I’équation  x*—y* =7 n’admet pas de solution dans N?

1.S: Soit(x,y) e N? une solution de cette équation si elle existe.

-S y estpair alors xX* =7 [8] cequi est absurdecar : y°=0 [8] et (VvneN) ; n°=0,1ou 4 [§]
S y estimpair, puisque x*+1=y’+8=(y+ 2)((y—1)2+3) etque(y—1)2+3e£t un entier dela
forme 4k +3 alors x* +1 admet un diviseur premier delaforme 4k +3

orsi p estpremier etsi p|x*+1 (ouencore X*+1=0 [p])alors p est delaforme 1+4k
(ouencore p=1 [4]) d’ou la contradiction.

donc I’équation n’admet pas de solution dans N?
Rappel : Soit p est un nombre premier impair.

I’équation x*+1=0 [p] admet une solution si et seulementsi p=1 [4]

EX0222: (i) Montrer que (VaeZ) ;s an24=1dors a’=1 [24]
(i) Montrer que (V(a,b)eZ?) ; s ab=-1 [24] alors a+b=0 [24]

1.S: (i) - On vérifie par le calcul direct que s a est un entier premier avec24 et inférieur a24 alors
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a’=1 [24]

- S a est un entier quelcongue premier avec 24 , on considere la division euclidienne dea par 24

.soit que a=24qg+r avec 0<r <24 or d’apreés le théoréeme d’Euclide an24=r 24
etpuisque an24=1alorsr A24=1etdonc r’ =1 [24]

or a=r [24] donc a*=r?=1 [24]

(i) S ab=-1 [24] alors an24=1

(car il existeqeZ te que 24q—ab=1 et on applique e théoreme de Bézout)

et par stite a’=1 [24] etdonc a(a+b)=a’+ab=0 [24] et puisque ar24=1 d’aprés le

théoréme de Gauss a+b=0 [24]

EX0O223: Montrer quesi n est un multiple non nul de 24 alors la somme des diviseurs positifs de

(n—1) est aussi un multiple de24

.S : Soit nun multiple non nul de24 et D(n—-1) I’ensemble des diviseurs positifs de (n—1)
- (n—1) n’est pas un carré parfait sinon on aura n—1=a’ soit que &’ =—1 [24] donc
a’=-1 [3] cequi est absurdecar (VacZ) ; a’=0oul [3]

- Lesééments de D(n—1) seregroupe par couples (deux & deux dont le produit est (n—1))
posons D(n-1)={a,,&,,......&} avec & -a; =(n—1) quand i + j =k et leur somme est :
Sa=(a+a)+(a+a.)+...

or pour tout couple (i,j) ona a-a =n-1=-1 [24] donc & +&a =0 [24] etdonc

, =0 [24] cequi répond & notre question.

EX0224: Pourne N, déterminer le reste de ladivision euclidienne de (n—1)! parn

1.S: - 9 n est premier : d’aprés le théoréme de Wilson, (n—1)!+1=0 [n] ouencore que
(n-1)!=-1=n-1 [n] et puisqueO<n-1<n donc lereste dela division euclidienne de (n—1)!
par nest (n—1)

- S n est un entier composé :

* pourn=4 leresteest2
*pourn>4 ,posons n=ab avec a>2 e b>2

.S anb=1,onaa|netb|ndeplusa<n et b<ndonc al(n-1)! et b|(n-1)! et par
suite n|(n-1)! ; lereste est alors0

.s n=p®avec 2<p<n-lalors(n-1)!=1-2-.....p-(p+1)-...-2p-...-(n-1) car 2p< p* donc

p*|(n-1)! etleresteest alorsO
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i=N
.S n= H p* avec o, =1 pour tout i € {J; 25 N} est la décomposition en produit de facteurs
i=1

premiersde n, on applique lesrésultats ci-dessus et on trouve que le reste est nul.

EXO0225: Soit p un nombre premier.

Montrer que s’il existe un couple (m,n) e Z* tel que p=n’+n” eeman=1 aors

p=1 [4] (delaforme p=1+4k (keN))

|.S: Pourtout ueZ,ona: u’=0oul [4]

s mM+n*=0 [p] & man=1alors p nedivise pasleproduit m-n si nononaura
m+n=0 [p]etdonc p nediviseni M ni n et par suite p=n’+n°=1 [4]

car m+n°#0 [4] et m+n’=2 [4]

3

+1 . )
1 Soit un entier.

I n
EX0226 : Déterminer tous les couples (m,n) e N* tels que

.S - Remarquer que mn—(mn—1) =1 donc d’apreés le théoréme de Bézout, ma(mn—1)=1 et donc
n’ A(mn-1)=1

donc mn-1|n*+1 < mn-1] m3(n3+1) S mn—1|(mn)3—1+ m® +1 et par suite

mn-1| m*+1 car mn—1|(m)’ -1

3

. . n°+1 1 . . .
- Remarquer auss quess m=n alors 1=n+—1est un entier s et seulements n=m=2
mn— n-—

- Supposons M>n

.S n=1 alorsil est entier si et seulements m=2 ou m=3
m_

.sn>2 onan’+1=1[n] & mn-1=-1 [n]

n°+1

doncil existe ke N tel que 1= kn—1

NP+l n’+1 1
<——=n+
mn-1 n“-1 n-1

or kn—-1= donc (k—l)n<1+i1 soit que k=1
n_

3

. S 1 2
par suite n®—1=(n-1)(mM-1) ce qi nécessite M= r:] +1 = n+1+n—1

or m estentier donc n=2 ou n=3 et par suite m=5
- Supposons M< N et effectuons le méme raisonnement.....
En conclusion : il ya neuf couples de solutions & ce probléme qui sont

(22)(21)(31).(53)(5:2) (£2)(13) (25) & (35)
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EX 0227 : Démontrer que I’ensemble des entiers de la forme 2¢ -3 (avec k> 2) contient une infinité

d’entiers deux a deux premiers entre eux.

1.S: Supposons que 24 -3 ,2% -3 ,......et 2% -3 sont n entiers de cette forme et deux & deux
premiers entre eux et posonsP = 1;[(2K -3)
i=1

I’entier P est impair car c’est le produit d’entiers impair.

Considéronsles (P+1) entiers: 2°,2',......,2°
leursreste dansla division euclidienne par S ne peut que 0,1,......... ,P—1 (au nombredeP)
donc nécessairement, il existe a et B de I’ensemble des restes {0,1, ......... ,P—1} tel que

a<p et2=2" [P] soitque2*-(2"*-1)=0 [P]

puisqueP est impair alors d’aprés le théoréme de Gauss, 2 * -1=0 [P] et donc PA(Zﬁ‘“ —3) =1
ainsi donc 2"* -3=(2"“-1)-2=qP-2 et donc d’aprés le théoréme d’Euclide,
PA(27“—-3)=Pa2=1etpar stite Vie {2 ...;n} ; (2°-3)a(2"*-3)=1

soit quelesentiers 24 -3 ,2¢ -3 ........,2% -3 et 2 -3 sont encore deux & deux premiers entre

eux et donc il existe une infinité d’entiers de la forme (2k —3) qui sont deux a deux premiers entre eux.

Remarque : on pourra aussi utiliser le théoréme d’Euler et obtenir lerésultat P| 2°") _1 et donc

24-3,2¢ -3 . 2% —3et 2P _3  sont encore deux & deux premiers entre eux.

EX 0228 : Déterminer tous les entiers naturels n> 2 telsque n°|2" +1

|.S: - remarquer que n=3 est une solution du probléme.
- Soit N> 2 unentier naturel tel que: N°|2"+1

I’entier n s’écrit sous la forme n=3"-d avec d A3=1 etdonc 3*|2*“+1

puisque mzsk (2d )e)kfm-(—l)”k1 = nﬁl((Zd )Z'Sm —(2d )3m +1j qu’on peut montrer par récurrence sur m
m=1 m=0
’ m-k-1 23" 3

alors 2°9+1=(2"+1) [] ((2") -(2%) +1)

m=0

et puisque pour g un entier impair, ona: (22“—2q+1)(2q+1)=23q+1=(23)q+150 [9]

les diviseurs deO dans I’anneau (%Z ,+,><) sont 3 et 6 en plus 2° —2% +1 étant impair
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m=k-1 m m
donc 2-2+1=3 [9] etpar site 3| [ [ ((2d ) —(20) +1j et 3* neledivise pas
m=0

et comme 3% |29 +1 alors 3|27 +1 et comme d A3=1 alors 9 nedivisepas 2 +1
etdonc k=0 ou k=1

Supposons maintenant qued >1 et soit p le plus petit facteur premier ded

d étant impair et 3ad=1doncp=>5

ona p|2"+1 donc p|2°"+1 or 2A p=1 donc p|2°* -1 (le petit théoréme de Fermat)
soit j =2nA(p-1) d’apres le théoreme Bézout, p|2’ -1

(puisque il existe un couple d’entiers (u,v) tel que 2nu+(p-1)v=j etdonc 2' =1 [p])
ona 2n=6d et d A(p—1)=1donc j|6 et par sitej=1,2,30u 6

puisque p|2' -1 alors p|1,3,70u63 or p>5donc p=7

Montrons que pour tout ne N , 7 nedivisepas 2" +1:

En effet, soit n, le plus petit entier naturel tel que 7|2® +1

Ona 2°+1=82"°+1=2%"+1 [7] donc n,—3<n, et 2°°+1=0 [7]

d’ou la contradiction

ainsi donc 7 nedivise pas2" +1 et par suite I’hypothese d >1 est absurde
Enconclusion: k=1 et d=1 et donc n=3 est la seule solution du probléme.

EX0229 : existe-t-il un nombre entier p tel que: p,p+6,p+12 sont premers et
p+1,p+2,p+3,p+4,p+5,p+7,p+8,p+9,p+10,p+11 sont composes

.S:- p#2 car p+6=8 n’est pas premier
-p#3car p+2=5 n’est pas composé donc 3| p+1 ou 3| p+2
- s 3|p+lalors 3| p+4 et 3| p+7 et
-ona p#5car p+2 estcomposé donc 5| p+1ou 5| p+2 ou 5|/p+3oub|p+4
et comme p+6 et p+12 sont premiersalors 5 nedivisepas p+let p+2
-si 5| p+3alors 5| p+8etdonc 7| p+2
p=2 [3]
p=2 [5] et p+6 et p+12 sont premiers.
p=5 [7]
puisque 3,5 et 7 sont premiers entre eux deux a deux, |e théoréme des restes chinois nous donne que
p=47 [105] (car 3-5-7=105) soitque p=47+105k , p+6=53+105k et p+12=59+105k
et on vérifie que pour k=2,10,50,74,..... I’entier p répond bien a la question.

Ainsi donc p est premier et vérifie le systeme

EXO230 : Soient a et b deux entiers naturels non nuls.

2 2
. . a
Montrer ques ab+1 divise a° +b® aors

est un carré parfait.
+1
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|.S: Supposons qu’il existe un entier k positif tel que: a®+b*= k(ab+1) (*)

2 2

-s k=1alors a+b
+1

=1 est bien un carré parfait

-s k=2 alorsde (*) on déduit que (a—b)2 =2 cequi est absurde car 2 n’est pas un carrée.
- supposons que k >3 et que k n’est pas un carré parfait.

.a=b sinononaura (k—2)a®+k=0 cequi estimpossible

..onsupposeque O<b<a

I’équation x> +y* —kxy =k (**) issue delarelation (*), a pour solutios particuliére (%,,Y,)=(a,b)

considérée comme une équation en x , elle a dux solutions dont la somme est ky ( formulesdeViette)
donc si(X,,Y,) est unesolutionde (**) alors ( Y,k y, — X, ) Iest aussi.
Posons X =Y, € Y, =Kky,—X, et soient o et B lesdeux racinesde zZ —kz+1=0 tel que af =1
donc o > k—1 et puisque (%, —ay, )(% —BY,) =k alors x, > ay, > (k-1)y, donc y, =ky, =%, < ¥,
sy, <0 alors xy, <0 et donc Xy, <-lcequi estimpossiblecar (XY, )est solution de (**) et
X =Y,>0
s y,=0 onaura X’ =k cequi est absurde car k n’est pas un carré parfait et par suite y;, >0
ainsi donc a partir dela solution particuliére (X,,Y,) on construit une solution (x,,y;)avec x >y, >0

et ainsi de suite on construit deux suitesinfinies (x,) . e(y,) , d’entiers naturels strictement

décroissantes ce qui est absurde d’apreés le principe de la descente infinie de Fermat
En conclusion k est necessairement un carré parfait.

EXO231 : Déterminer les entiers naturels p et n vérifiant :

p estpremierimpair , N<2p et (p-1)'+1=0 [n®"]

1.S: - n est nécessairement impair car sinon n®* serait un nombre pair , (p-1)" etdonc (p-1)"+1

et on aura un nombre pair qui diviserait un nombre impair.
- Soitq le plus petit diviseur premier den

ona n**|(p-1)"+1donc n|(p-1)"+1 etdonc q|(p-1)"+1soitque (p-1)"=-1 [q]

et donc d’apres le théoréme de Bézout, (p—l)/\qzl (puisqu’ il existe ke Z tel que kq—( p—1)n =1
et par suite d’aprés le théoréme de Fermat, (p-1)" =1 [q]

puisque q est le plus petit diviseur premier denalors nA(q—1) =1 et donc d’apres le théoreme de
Bézout , il existe (u,v)eZ® tel que: nu+(gq-1)v=1

Soient g’ et r respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de u par (q-1)

alorsu=q-(q-1)+r etdoncona nr+(q-1)(v+ng)=1
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nu+(q-1v
nu _nu+(q-Lv_ 1 <1 soit que v+ng'<0

or v+ng =v+n- LI PV =
q-1 q-1 q-1

q-1
et donc il existe deux entiersnaturels: u'=r et vV'=—(v+nq’) telsque nu’'=1+(q-1)v’
et par suite (p—1)"' =(p-2)-( p—l)(qfl)vy etdonc (-1)" = p-1 [q]
puisque n estimpair et que 1+(q—1)V estimpair (car (q—1) est pair) alors u’ estimpair
etdonc -1=p-1 [q] soitque q| p etdoncp=q car p est premier et ainsi donc p est le plus petit
diviseur premier den
deplus p=q étant le plus petit diviseur premier den donc il existek e N tel quen = kp
puisquen< 2p donc kp<2petdonc 1<k <2 et puisque n estimpair alorsk =1et par suite n=p

k=p
Ona(p—l)p+1=1+zcgpp—k (_1)k :1+C8pp_ciljpp—1+cippfz+ ...... +Cpflp—1
k=0

donc (p-1)° +1= p*+ p°Q avec QeZ (remarquer que C)™" = p)
etdonc p* nedivisepas (p-1)° +1 pour o >3

or (p-1)"+1=0 [ p"*] donc nécessairement p<4

puisque p est premier alors p=3

En conclusion le couple (n, p) =(3,3) est I"'unique solution de ce probléme.

EX0232 : Montrer que pour tout entierk>1; 2?|3* —1 ets m>k+2 alors

2" nedivisepas 3 -1

|.S: Procédons par récurrencesurk :
* pour k=1 ,ona 2°|3 -1 donc la proposition est vraie.

* Soit k>1, et montronsquesi 2%|F —1alors 2992|327 1

eneffetona 3 -1= (32k —1)(32k +1) , puisque 3 +1est un entier pair et non divisible par 4
alors 3" 1= 2n(32k —1) etdoncs 2¢?|3 —1alors 29?37 —1

d"apres le principe de récurrence, (vkeN') ; 2 F -1

ets m>k+2 alors 2" nedivise pas 3 -1

EX0233 : Montrer que pour tout entier n>1; I"équation 3* =y | 2" | admet des solutions dans

NxN si et seulementsi y=1ou 3 [8]

1.S: Onapour tout entier ae N’ | 32a—1=(3a—1)((3a—1)+2)
d’aprés (i) 3 =1 [2"] et 2" estlasaule puissance de 3 qui vérifie cette propriété

donc lesentiers 3* avecl< x < 2" sont tous différents modulo 2"




or toute puissance de3 est congrue soit al soit a 3 modulo8 et donc tout entier y congrua 1 ou a

3 modulo8 est une puissance 3“ modulo2" avec 1< x< 2" et vis-versa.

EXO234 : Pour tout entier n>2 ,onpose S, =1+2+....... +Nn=

Montrer que S, | P, si et seulementsi (n+1) est un entier composé.

1.S:* 9 (n+1) est premier (impair puisque n> 2) alors d’apres le théoreme de Wilson, (n+1)|ni+1
donc (n+1) nedivisepas n'=P, car nlet (n!+1) sont premiers entre eux

et par suite S, nedivise pasP,

- . . n+1 n+1 ,
* réciproquement : - si (n+1) est pair alors %ln! car %< n et puisque n|n! alors

n-n7+1|n! soit que S, | P,

-S (n+1) est impair et non premier alors tous les nombres premiers qui divisent

(n+1) sontinférieur an et donc divise et par suite (n+1)|n!
or g|n! et puisque nest pair etqueg<n alors g-(n+1)|n! soit que S, | P,

doncsi (n+1) n’est pas un entier premier impair alors S, | P,

EX 0235 : Soit p un nombre premier impair et on pose: S=1+ p+ p° + ..co.oot P°°

Montrer que si q est un nombre premier qui divise S alors g=1 [ p]

|.S: - remarquer que S— p(1+ P+ P° 4.t p”’z) =1 donc d’apres le théoréme de Bézout pAS=1
Soit g un nombre premier qui diviseS alors pAq=1 et d’aprés le théoréme de Fermat, p* =1 [q]
ona p°-1=(p-1)-Sdonc q|p°-1 soitque p°=1 [q] etdonc p* ¥ =1 [q]

rappel : s p est un nombre premier alors pour tout entiera ona: paa=1ou pla

s on suppose que pA(q-1)=1alors p=1 [qg] etdonc S=1+1+........ +1=p [q] et par suite

S=1 [q] cequi est absurdecar g|S etdonc p et (q—1) nesont pas premier entre eux et puisque
p estpremier alors p|g-1soitque q=1 [p]

2
EX0O236 : Déterminer le plus petit entier naturel n> 2 tel que: A= \/1 soit un entier.

85




(n+1)(2n+1) (n+1)(2n+1)

.S: Ona A? = donc A est un entier naturel s et seulement s estlecarré

d’un entier m
deplusona: (n+1)(2n+1)=0 [6] < n=1 [6] ou n=5 [6]
-sin=5 [6] alorsil existeunentier k > 0 tel que n=5+6k et n¥ =(k+1)(12k+1)
or (k+1)A(12k+1)=1 doncil existe(t,s) e N* tel que k+1=5" et 12k+1=t?
on en déduit que 125’ =t’+1or 128°=0 [4] et t*+1=1ou 2 [4] etdonc il est impossible d’avoir
1262 =12 +1
-si n=1 [6] alorsil existeun entier k > 0 tel que n=1+6k et M’ =(3k+1)(4k+1)
or (3k+1)A(4k+1)=1doncil existe(t,s) e N* tel que 3k+1=5" et 4k+1=t

s on fait varier s ontrouve lesvaleurs dek suivantes: 0,2,6,12,20,30,42,56,......

si on fait varier t? on trouve les valeurs dek suivantes: 0,1,5,8,16,21,33,40,56,......
donc la plus petite valeur den est obtenue pour k =56 et corréspond a n=1+6-56 = 337

EXO237 : Soit nun entier impair non divisible ni par 3 ni par5
Montrer qu’il existe un multiple de n qui s’écrit en base10 uniquement avec le chiffrel

I.S:Ona: n[il...1 < 10°°+10%+....+1=0 [n]
—

k fois
= 9(10"’1+10"’2+ ....... +1)EO [n]
< 10°-1=0 [n]
& 10=1 [n]

or 10An=1 donc d’aprés le théoréme d’Euler, 10" =1 [n] avec @(n) est I'indicateur

i=N i=
Rappel :si n=] ] p" estladécomposition en facteurs premiersden alorse(n)=](p -1)"

i=1 i=

=z

=

(n-1) fois

EXO238 : Déterminer tous les couples d’entiers naturels (n,m) vérifiant : 11-21......... (2n-1)!=m!

1.S: - remarquer que les couples (2,3),(3,6) et (4,10) sont solutions du probléme.
-s n=5o0na1l.21.31.41.5.6.71.81.9' > 10 donc s 1!.21.31.41.5!.6!.7!.81.9=m! alors m>11
donc 11| m! or 11 nedivise pas 1!.2!.3!.4!.5!.6!.7!.8!.9!d’ou la contradiction

-8 n=6 onall.2!.31.41.51.6!.7!.81.91.10!.11! > 12! donc si 1!.2!.31.41.51.6!.71.81.91.10!.11! = m! alors
m>13 donc 13| m! or 13 nedivise pas 1!.21.31.41.51.6!.7!.8!.91.10!.11!d’ou la contradiction

-s n>7 onmontreque 1!- 2'......... (2n-1)!>(4n)!

86




le postulat de Bertrand nous indique qu’il existe un nombre premier p tel que 2n< p<4n
etsi 1-2........ (2n—1)!=m! alors m> p etdonc p|m! or p nedivisepas 1!-2......... (2n-1)!
car p>2n d’ou la contradiction

ainsi donc |es seules solutions du probléme sont les couples : (2,3),(3,6) et (4,10)

EX0O239 : Montrer gu’il existe une infinité de nombres premiers qui sont congrus a 3 modulo4

1.S: (Méthode du & Fermat)
- remarquons d’abord que tout nombre premier impair et soit de la forme1+ 4k soit dela forme

3+4k (keN)

- supposons qu’il n’existe qu’un nombre fini de nombres premiers de la forme 3+ 4k (k € N) :

Pys Pysereeness P, €L POSONS Nzli[p.—l

i1
on a pour touti e{1,2, ...... ,n} , P nedivisepasN et puisque N estimpair alorstout diviseur deN est
congrue a 1 modulo4 (dela forme 1+ 4k (k € N)) donc dans la décomposition deN en produits de
facteurs premiers ces derniers sont tous congrusa 1 modulo 4 et donc N =1 [4]

cequi est absurdecar N=3 [4]

En conclusion il y’a une infinité de nombres premiers qui sont congrus a 3 modulo4

EX 0240 : Soit p un nombre premier impair. Montrer que tout diviseur premier (et différent de3) du

nombre 2° +1 est delaforme 2kp+1(aveckeN')

1.S: Soitq un diviseur premier et différent de3 du nombre2” +1
ona: g|2°+1donc q| 2" -1=(2°-1)(2° +1) soitque 2 =1 [q]
Soitd le plus petit entier naturel tel que 2* =1 [q]

(dest appelé I’ordre de 2dans le groupe [(%Z) ,x]

onaainsi par définition d <2p etdonc (**) d|2p et par suite d=1,2,p ou 2p

(**) (En effet, considéronsla division euclidiennede2p par d : 2p=ds+r avecO<r <d,

onadonc 2°° =(2d )5-2r =2 [q] soitque 2" =1 [q] ce qui nécessiteque I =0 par

définition ded )

* d =1 entraineque 2=1 [q] cequi estimpossible

* d=2 entraineque 2° =1 [q] soit que g=3 cequi estimpossible

* d=p entraineque 2° =1 [q] donc q|2°-1et q|2°+1 soit que q|2 cequi estimpossible

car g estimpair.
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etains d =2p cequi veut direque d = 2pest le plus petit entier positif tel que: 2 =1 [q]
or d’apreés le petit théoréme de Fermat, 29" =1 [q] (puisque q est premier et que 2AQ=1)

donc 2p| g1 (le méme raisonnement que(* *) ) soit que g=1+2kp (avec keN')

EXO241: Pourtout neN" ,onpose: F, =27 +1 (appeléslesnombres de Fermat)
(i) Montrer que tout diviseur premier différent de3 du nombreF, est delaforme:

2" k+lavec ke N
(ii) Montrer que (vneN') ; naF, =1

1.S: (i) Soitq undiviseur premier et différent de3 du nombreF,

ona: q|2* +1donc q|2*" -1 soitque 27" =1 [q

et donc si d est le plus petit entier naturel tel que 2* =1 [q] alors d|2*" (voir ex0277)

etdonc d=1,2,2%,......... 2m

soits unentier tel que: 1<s<n+let 2° =1 [q]

ona: q|2° -1 e q|2*" —1donc q|2°" -2% =2 (22"”‘25 —1) et donc q| 22" % -1

soit que 227 % =1 [q] et par suite 2™ —2°| 2™ qui n’est possible que si n+1=s

ains d =2"" or d’aprés le petit théoréeme de Fermat, 2°* =1 [q] car g est premier et 2Aq=1
et par définition ded ceci entraineque: d|g-1 soit que q=1+2"" -k (avec ke N*)

et donc les diviseur premier différent de3 du nombreF, est delaforme: 2™ .k+1lavec keN
(i)Ona(vkeN') ; 2".k+122""+1>2"">n ains donc n est strictement inférieur & tous les

diviseurspremiersde F, etdonc nAF, =1

EX0242 : Soit(u, )
u=39 , u,=45¢et (VneN') ; u.,=u} -u

¢ une suite d’entiers naturels définie par :

n+l~ Yn

Montrer qu’il existe une infinité de termes de cette suite qui soient divisible par 1986

|.S: -Remarquer que u, =1986

- Dansladivision euclidienne deu, par1986 : u, =1986q, +r, avec 0<r, <1985 considéronsla suite
finie (). (r,€{0.1,.......,1985}) et soit k le plus petit indice tel que(r, .f,,)=(1,.1;)

s (I f.q)=(r F,,)pour i =1 alors on aura d’une part : r, =r,, donc u,,, =u,, [1986]
soit que U; —U, , =U7 —u,_, [1986] et d’autre part r, =r, donc u, =u [1986] soit que

u; =u’ [1986]
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et par suite U, =U_, [1986] etdonc r,_, =T, etdoncauss r, =T, soit que (T, ;.5 )=(F_;.F;)cequi est
contraire a I’hypothese selon laquelle k est e plus petit indice qui vérifie cette égalité de couples.
-ona (r,h,,)=(r.r,) e r,=0car u;=1986 donc (VjeN) ; r,;=r=0

soitque (VjeN) ; u,.,=0 [1986] etdoncles u,,, sont tous des multiples de1986

EXO243 : Montrer qu’il existe deux entiers naturels consécutifs dont aucun n’est la somme de deux
carrés.

|.S: On considéere deux nombres premiersdistincts p et g delaforme 3+ 4k (keN)
x=p 7]

, admet une solution X unique
x=q-1 [q]

d’apres le théoreme des restes chinois, le systéeme (S) :

modulo p°q” puisque p° AQ° =1
deplusona: p|x mais p’nedivisepasx et q|x+1 mais g’ nedivise pas(x+1)
donc X et (x+1) ne sont pas somme de deux carrés sinon s’il existe (n,m) e N tel que x=n’+n7

puisque p|x alors p|n*+n¥ donc p=1 [4] cequi est faux.

EXO244 : On dit qu’un entier positif n vérifie lapropriété (P) s
pour tout entier ae N ,si nja"-1 adors n’|a"-1
(i) Montrer que tout entier premier vérifie la propriété (P)

(if) Montrer qu’il existe une infinité d’entiers positifs non premiers qui vérifie la propriété (P)

1.S: (i) Soitae N et p un nombre premier.

s p|a® -1 alorsil existeun entier k tel quea® —kp =1 et donc d’apres le théoreme de Bézout, an p=1
et par suite p|a”™* —1 d’apreés le petit théoréme de Fermat.

or a’-1=a(a’*-1)+(a-1) donc p|a-1 etdonc p|a—1 pour toutk € {0.1,......,p-1}

k=p-1

ains a"*+a"’+.....+a+1=0 [p] soitque p| z a“ etdonc p’|(a-1)- (z aj

En conclusion tout nombre premier vérifiela propriété( P)

(i) Soitae N et n un nombre naturel non premier.
s n|a"—1 alors d’apreés le théoréme de Bézout, arn=1

et par suite d’aprés le théoréme d’Euler : n| a”” -1 ((p(n) étant I’indicateur d’Euler den)

et puisque n|a" -1 alors n|a™"” -1
-si nag(n)=1alors a=1 [n] etdonc n’|a" -1 par suite le probléme seraméne a la recherche des

entiers naturels non premiersn ettelsque: nAg(n)=1
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- Soit p un nombre premier supérieur aou égal a 5

on choisit un entier premier g tel queq| p—2 et on posen = pq

ona ¢(n)=o(p)e(a)=(p-1)(a-1)

puisqueq| p—2 alors q nedivise pasp—1 (car (p—1)A(p—2)=1) et puisque g < palors p nedivise
pas g—1 et par stiteni p niqg nedivise (p-1)(q-1)=¢(n) soitque nAg(n)=1

comme il y’a une infinité de fagons de choisir des couples de nombres premiers (p ,q) tel que q| p-2

alors il y’a une infinité d’entiers n= pq non premiers qui vérifient la propriété(P)

EX 0245 : Montrer qu’il existe 21 entiers naturels positifs consécutifs tels que chacun soit divisible par
au moins un nombre premier de I’ensemble {2,3,5,7,11,13} :

1.S:-sin=0 [2] alorslesentiers n,n+2,........ ,n+20 sont divisibles par 2

sin=2 [3] alorslesentiers n+1,n+4,n+7,n+10,n+13,n+16,n+19 sont divisibles par 3
sin=0 [5] alorslesentiers n,n+5,n+10,n+15,n+ 20 sont divisibles par 5

sin=4 [7] alorslesentiers n+3,n+10,n+17 sont divisibles par 7

sin=2 [11] alorslesentiers n+9 est divisible par11

sin=2 [13] alorslesentiers n+11 est divisible par 13

Ainsi donc les 21 entiers positifs consécutifs n,n+1,....... ,n+20 sont divisible chacun par au moins un
nombre premier de I’ensemble {2,3,5,7,11,13} si n est solution du systéme::

(S): 7]
14
=2 [13]
puisgque lesentiers 2,3,5,7,11,13 sont deux a deux premiers entre eux alors d’apres le théoreme des
restes chinois le systéme (S) admet une solution modulo 2-3-5-7-11-13=30030et donc il existe une

infinité d’entiers n qui répondent a la question.

EX0O246 : Démontrer que s n est un entier naturel impair alors n|2”! -1

1.S: Soit n un entier naturel impair et ¢(n) Iindicateur d’Euler den

i=N i=N i=N i=N
s n=]] p" estladécomposition primaireden alors ¢(n)= n-H(l—ij = [H pi"lJ( (p —1)j
=1 i-1 B i-1 i1
i=N
or [Tp"|n etlestousles p —1 sont strictement inférieur & n et deux & deux disjcints alors
=1
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] (p -1)|(n-1)! et par suite ¢(n)|n!

i=1

puisque 2An=1 alors d’aprés le théoreme d’Euler, n]| 27" _1 et par suite n| 2" _1 puisque (p(n)l n!

EXO247 : Montrer que pour tout entier naturel m , il existe un entier n divisible par m et dont lasomme
de ses chiffres dans |a base décimale soit égale am

|.S: posonsm=2°-5-t avec (a,b,t)eN° et t n’est divisible ni par2 ni par 5
onadonc t A10=1 par suite 10" =1 [t] avec ¢(t) est I’indicateur d’Euler det

considérons I’entier n=10%" (10"’(‘) +10%°0 4 . +10™0 )

onadonc m|n car 2*-5° |10 et t|[10‘°(‘) +10%°0 1 ... +10m‘*°“)]

m termes
de plus la somme des chiffresde n en base décimaleest : 1+1+.......... +1=m
mtermes

EX0O248: Soit A I’ensemble des nombres entiers naturels compris entre O et 232
On considere I’application f de A vers A définie comme suit :

pour tout élément a de A, f(a) estlerestedeladivision euclidienne du nombre a** par 233

Montrer que I’application f est unebijectionde A dans A puis déterminer sa bijection réciproque

|.S: - Remarquer que233 est un nombre premier donc d’apres le petit théoreme de Fermat,
pour tout élément ae A\{0} ona: a**=1 [233]

-soit (a,b)e A’ & f(a)=f(b) alorsa®=b"* [233]
or 195A232=1doncil existe (u,v)eZ* tel que au+bv=1
- si on considére I’équation (E) : 195x=1 [232] elle admet dans %322 une unique solutiond =163

(car I’ensemble des solution dans Z* de I’équation 195x—232y =1 est
S={(163+232k,137+195k)/ ke Z} )

etdonc (a®)" =(b*")" [233] etdonc a"*¥ =" [233)] soit que

a-(a®)” =b-(b®2)" [233]

-si a=0 ou b=0 onanécessairement a=b=0

-sia#0 et b=0alorsa™®=1 [233] et b =1 [233] etdonc a=b [233]

En conclusion I’application f estinjective.

Montronsque f est surjective: en effet soit (a,b) e A* tel que f(a)=b alors a* =b [233]

-s b=0 onanécessairement a=0
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-si b0 alorsde a® =b [233] on déduit que (a* )163 =b'* [233] donc a-(a™ )137 =p** [233]
soit que a=b'* [233] ainsi donc pour tout éémentbe A | il existe ac A (a=b" [233] ) tel que
f (a)=b par suite f estsurjective

Ainsi f est unebijection de A sur A et sa bijection réciproque f ™ est définie par :

pour tout xe A, f*(x ) estlerestedeladivision euclidienne dex™® par 233 soit que
f(x)=x" [233]

EX0249 : Résoudre dans Z Iéquation: (F) ; x*=2 [97]

|.S: - remarquer que 97 est un nombre premier .

- remarquer auss que 35A96=1 et en appliquant I’algorithme d’Euclide au couple (96,35) on trouve
que: 35x11-96x4=1 soit que 35x11=1+96x4

S X est une solution de I’équation(F) alors x* =2 [97]

97 étant premier donc 97| x ou xA97=1 or 97 nedivisepasx car 97 nedivise pas2, donc

X A 97 =1et d’aprés le petit théoréme de Fermat, on a aussi X* =1 [97]

ainsi donc (x35)11 =2" [97] soit que x-(x%)4 =2" [97] puisque 35x11=1+96x 4

cequi donne x=2" [97]

Réci proguement on vérifie que (211)35 =2 [97]

En conclusion I’ensemble des solution de I’équation(F) dansZ est: S={2"+97k/k e Z}

EXO250 : Pour tout entier naturel nonnul n onpose: a,=2"+3"+6"-1
Montrer que pour tout entier naturel premier q il existe un entier naturel non nul n

tel que: q|a,

1.S: - il est évident que pour toutne N, a_ est pair

-ona: a,=0 [3] & 2"=1 [3] < n=0 [2] soitque n est pair

- soit p un nombre premier strictement supérieur a3

dapresleP.T.F: 2°"=1[p] , 3"'=1[p] e 6°'=1[p]car pr2=par3=pab=1
etdonc 6-a,,=3-2""+2.3""4+6"'-6=0 [p| etpuisque pA6=1

d’aprésle T.G a,,=0 [p] soitque pla,,

ainsi donc pour tout nombre premier g

* s q=2 alorspour tout entier naturel nonnul , &, est pair donc: 2|a, et par suite 2Aa, =2
* s =3 alorspour tout entier naturel non nul pair n,ona: 3|a, etdonc a, A3=3

*si >3 il existeun entier naturel nonnul n (n=q-2) tel que q|a, etdonc a,Aq=q
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EX0251 : Soit p un nombre premier delaforme 3+4k (ke N)

Montrer qu’il n’existe pas d’entier naturel n vérifiant: n” +1=0
p

[.S: Soit n un entier naturel tel que

onan’=-1 [p] donc (nz)Mk =-1 [p] soitque n’*=-1 [p]car p-1=2+4k

or de n’+1=0 [p] on déduit qu’il existe ke N tel que kp—n®=1doncd’aprésle T.B nap=1
etdonc d’aprésle P.T.F n**=1 [p]

ainsidoncona n®*=-1 [p]et n"*=1 [p] donc1l=-1 [p]| soitque 2=0 [p] ouencoreque

p=2 cequi est absurdecar 2 n’est pas de la forme 3+4k (keN)

EX0O252 : Soit N I’entier naturel dont I’écriture dans la base décimaleest: N=11........... 1
\—ﬁ/_—J

Montrer que le nombre N est divisible par 22121

1.S:-Ona N =11.....1=10%° +10®® + ... +10+1= (1) +(-1)" + .o+ (-2) +1 [11]

2010 fois
donc N=0 [11] soit que 11| N

-ona 2011 est un nombre premier et 10°° ~1=(10-1)(10* +10°* + ... +10+1) =9N

et puisque 2011A10=1 alors d’aprés le P.T.F 10®°=1 [2011] soit que 2011|10™° -1=9N

or 2011A9=1d2011| N onc d’apres le T.G
deplus 2011A11=1 donc 11x2011| N soit que 22121| N

EX0253 : Déterminer I’entier naturel x qui vérifie:10*=2 [19]

1.S: 19 étant un nombre premier et 10A19=1 donc d’aprés le P.T.F 10° =1 [19]

s X unentier naturel qui vérifie 10*=2 [19] alors 10" =1 [19]

posons d =18/\(x+l) alors en appliquant I’algorithme d’Euclide au couple (l8,x+1) , il existe
(u,v)eZ? tel que 18u+(x+1)v=d

s u=q(x+1)+r estladivisioneuclidiennede u par x+1

alors d =18-(q(x+1)+r)+(x+1)v=18r +(x+1)(v+18q)

or v+18q :v+18-{i} <V+
X+1

et donc v+189<0 ou x+1=d
s x+1=d alorsonabien 10° =1 [19]

s v+18q<0 alors —(v+18q) >0 et 18r =d +(—(v+18q))(x+1)

18u 18u+(x+1)v_ d

<lcard|x+1
x+1 x+1 x+1
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—(v+18q)

et donc 10 =10 -10 9 it que (1018)r =10 -(10”1)
puisque 10 =1 [19] et 10°*=1 [19] alors 10°=1 [19]

d est undiviseur de 18 et lesdiviseursde 18 étant 1,2,3,6,9 et 18

on vérifie par le calcul que seulelavaleur d =18 vérifie 10° =1 [19]

ainsi donc 18 (x+1) =18 et donc 18| (x+1) soit que x=-1=17 [18]

ou encore x=17+18k avec ke N

Réciproguement on vérifie que 107"* =2 [19] pour tout ke N car 107+% =10" -(1018)k =10" [19]
or 10° =10"-10=1 [19] et 2:10=1 [19] donc 10" =2 [19] et donc 10" =1 [19]

EX0254 : Soient(x,y) e Z* vérifiant : 143x—195y =52

Montrer que pour tout ne N, lesdeux nombres n* et n¥ ont le méme chiffre des unités
dans I’écriture dans le systeme decimal.

1.S: S (x,y) e N? est une solution de I’équation 143x—195y =52 alorsil existe ke N tel que

(x,y)=(-1+195k,~1+143K) car cette équation admet (—1,—1) comme solution particuliére dans Z?
etdonc x=y+52k

X

-onapourtout neN : n*=n’ [2] car x et y ontlaméme parité.

- s n unentier non nul premier avec5 onad’aprésle P.T.F n*=1 [5]

donc (VkeN) ; n*=1 [5]etparsuite n*=n"*=n’ -(n“)m donc n*=n" [5]
-si5lnonan*=0 [5] et n*=0 [5] etdonconaencore n*=n" [5]

et puisque 2n5=1alorsd’aprés le T.G n*=n’ [2-5] soitque n*=n’ [10]

soit que n* et N’ ont le méme reste dans la division Euclidienne par 10 et par suiteilsont le méme
chiffre d’unité dans leurs écriture en base décimale.

EX0255: Onpose N=1+7+7*+....+ 77
Montrer que le nombreN est divisible par 2012

I.S:ona7=-1 [4] donc 7 =1 [4] et 7*"'=-1 [4]
or N=1+7+7+....+ 7% donc N=1-1+1-1+...... -1+1=0 [4]

2008 nombres

demémeona 503 est un nombre premier et 7A503=1 donc d’aprés le P.T.F 7°% =1 [503]
et par suite 7°* =1 [5083] puisque 2008 = 4-502

et puisque 7% —1=(7-1)(7* + 7% +....+7+1)=6N alors 6N=0 [503] cequi donne
N=0 [503] car 50376=1

enfin puisque 4A503=1 et que 503|N et 4|N alors 2012=503-4|N
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EXO256 : Montrer qu’il n’existe pas d’entier naturel n strictement supérieur a 1vérifiant :
(R) - 3'-2"=0 [n]

.S Supposons qu’il existe un entier naturel n>1 qui vérifielarelation (R) ; 3'-2"=0 [n]
et soit p lepluspetit diviseur premier den

ona p|n e n|3"-2" donc 3'-2"=0 [p]

-s p=2onaural=0 [2] ce qui est absurdedonc p#2

-s p=3onaura(-1)"=0 [3] cequi est absurdedonc p+3 etainsi donc p=5
etd’aprésleP.T.Fona: 2°'=1 [p] & 3"'=1 [p]

ssd=na(p-1) alorsd<p-1<p e d|nor p estlepluspetit diviseur premier den donc d =1
et par suite d’aprés le T.B il existe (a,b) € Z* tel que an+b(p-1)=1

soit a:q(p—l)+r avec 0<r < p—1ladivision Euclidiennede a par p—-1

donc n(q(p-1)+r)+b(p-1)=1soitque nr=1+k(p-1) avec k=—(b+ng)eZ

or b+ng=b+ n{pi—l}gbdr pnflz na+:)a£rl)—1) = pl—l
puisque 3'=2" [p]donc 3" =2" [p] soitque 3P =2"KP [p]

or 2°*=1 [p] e 3"'=1 [p] donconaura 3=2 [p| soitque 1=0 [p] cequi estabsurde

donc qu’il n’existe pas d’entier naturel n strictement supérieur a 1vérifiant :
(R) ; 3-2"=0 [n]

<1 donc b+ng<0 etpar suite k>0

EXO0257 : Pour toutne N, onpose: a, =33........... 3  (nfoislechiffre 3)
%/_/

Montrer que pour tout ne N, si n=1 [30] alors I"équation : a,x+31y =1 n’admet pas

de solutions dansZ?

I.S:-ona3a +7=99....93+7=10"" pour tout ne N et puisque 31 est un nombre premier
n fois

et que 10A31=1 alors d’aprés le P.T.F  10° =1 [31] et par suite pour tout ke N |,
ona 10 =10"=7 [31] et donc pour tout ke N, et

soit que 38y, =0 [31]

or 3a31=1donc d’aprés le T.G, ay,,,=0 [31] pour tout ke N

cequi veut direque 31|a,,, pour tout ke N

soit ne N’ tel que n=1 [30] alorsil existe ke N tel que n=30k+1 et donc 31|a,
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si I"équation (E,) ; a,x—3ly=1 admet unesolution (x,y) e N alors 31| a,x=1+31y et puisque
31|31y alors 31|1 ce qui est absurde

et par suite I’équation (En) n’admet pas de solution dans Z*> dans ce cas particulier.

EXO258 : Pour tout entier naturel nonnul n onpose: b, =2-10"+1 et ¢, =2-10"-1
Trouver un couple (X,,Y,) € Z* qui vérifie: bx +c,y, =1

1.S: Ona b, =c,+2 donc d’aprés le théoreme d’Euclide, b, AC, =C, A2
puisque C, est un nombreimpair alors ¢, A2=1 et donc b, et ¢, sont premiers entre eux et par suite
d’aprés le T.B il existe(X,,Y, )€ Z® tel que bx, +c,y, =1
et en appliquant I’algorithme d’Euclide au couple (bn ,cn) on trouve que :
b,=c,+2 etc,=2(10"-1)+1
donc 1=c, -2-(10"-1)=¢, - (h, ¢, )(10"~1) =(1-10")b, +10"c,
et par suiteil suffit de prendre (X,,y,) =(1-10",10")

EX0259 : Résoudre dans Z I’équation (E) ; x**=1436 [2015]

|.S:- En appliquant I’algorithme d’Euclide au couple (2015,1436) on trouve que
1436-1051—2015-749=1 et donc d’apres le T.B, 2015 et 1436 sont premier entre eux.

- §i X est un entier qui vérifie: x** =1436 [2015] alorstout diviseur commun a x et 2015 est un
diviseur commun a 1436 et 2015 et puisque 2015 et 1436 sont premier entreeux alors x e 2015 sont
auss premier entreeux or 2015=5-13-31 alors X est premier avec les trois nombres premiers
5,13t 31 etpar suite d’aprés le P.T.F, x'=1 [5] , x?=1 [13] e x*=1 [31]

et en remarquant que : 1440=4-360=13-120=30-48 alors

x“®=1[5] , x*=1[13] e x* =1 [31] donc x* =1 [2015] car 2015=5-13-31
nous avons donc d’une part que x“** =1439 [2015] et d’autre part que x“° =1 [2015]

et par suite X*°-x=1 [2015] soit que 1436-x=1 [2015]

or 1436-1051- 2015- 749=1 donc 1436-1051=1 [2015] et par suite 1051-1436-x=1051 [2015]
ou encore x=1051 [2015]

Réciproguement puisque 1436-1051—- 2015- 749 =1alors 1051 est premier avec 2015 donciil est premier
avec chacun des nombres 5,13 et 31

et par suite 1051*° =1 [5] , 1051*°=1[13] et 1051*° =1 [31] soit que 1051*° =1 [2015]
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et donc 1051 -1051=1 [2015] soit que 1051** -1051-1436=1436 [2015] ou encore
1051 =1436 [2015] puisque 1436-1051=1 [2015] et par suite 1051 modulo 2015 est bienla

solution de I’équation (E)

EX0260 : Résoudre dansN' x N I’équation : (E) ; x°+y° =173(xy+1)

1.S: Soit(a,b)e N' xN'

s 173|a’ +b” alors a’=-b* [173] etdonc (a®)" =(-b°)" [173] soit que & =-b™ [173]
et plus puisque 173 est un nombre premier alors:

a=0 [173] o a‘=0 [173] < b*=0 [173] < b=0 [173]

ains :- sl 173|a alors 173|b et donc 173|a+b

-8 173 nedivisepas a alors 173 nedivisepas b
etd’aprésleP.T.F a?=1 [173] e b =1 [173] soitque a’*=b"* [173]

donc a?-b"?=0 [173] ouencore a”*-a-b"™-b=0 [173] et puisque a"* =—b" [173]
alors a™-a+a”-b=0 [173] soitque a"-(a+b)=0 [173]

et puisque 173 nedivise pasa alors173 nedivise pasa'”™ et donc 173|a+b
donc danslesdeux cas 173|a+b

ainsi doncsi(x,y)e N xN' est solution de I’équation (E) alors 173| x+y

doncil existe ke N tel que x+y=173k et donc puisque x*+y° = (x+y)(x* - xy+ y*)
alors (x+y)(x* - xy+y*)=173(xy+1) ou encore 173k (x* - xy + y*) =173(xy +1)

soit que k-(x—y)2+(k—1)xy:1 avec ke N et (x,y)eN xN

et donc k(x—y)*=0 et (k-1)xy=1ou k(x-y) =1 et (k-)xy=0

s k(x-y)'=0 et (k-1)xy=1alors x=y e (k-1)x*=1 soitque x=y et (k-1)=x=1
donc x=y=1 et k=2 cequi estimpossiblecar 173|x+Yy et x+y=2

et par stite k=1 etains (x-y)’ =1 soitque x—y=1 ou x-y=-1

et donc X+(x—1)=173 ou X+ (x+1)=173 soit que 2x=174 ou 2x=172

cequi donne (x=87 etdonc y=86) ou (x=86 etdonc y=87)

En conclusion les solutions de (E) dans N' xN' sont: (87,86) et (86,87)

EXO261 : Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 5

Déterminer, suivant lesvaleursde p , lescouples (X,y)eN xN  vérifiant :
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px+yP ™t =2017

1.S:- on remarque que 2017 est un nombre premier et que 2016=2°-3.7

S (xy)eN xN vérifiant: p-x+y"*=2017 alors p< 2017 (car px<2017 )

et p nedivisepas y sinon p diviserait2017 ce qui est faux

ainsi d’aprés le P.T.F, y"*=1 [p] etdonc puisque p-x+Yy"* =2017alors 1=2017 [p]
soit que p| 2016 et puisque p est un nombre premier supérieur a 5 alors p=7

ainsi donc s’il existe (X,y)e N xN' vérifiant: p-x+yP*=2017 alors nécessairement p=7
et dansce casonaura: 7x+Yy°® =2017

remarquer gue dans ce cas on doit avoir y < §/2017 soit que 1<y<3
y =1 donne 7x+1=2017 soit que 7x= 2016 et donc x =288
y =2 donne 7x+64=2017 soit que 7x=1953 et donc x =279
y =3 donne 7x+ 729= 2017 soit que 7x=1288 et donc x =184

les couples (x,y) e N' xN' qui répondent & la question sont donc : (288,1) , (279,2) et (184,3)

EX0O262: On admet que2969 est un nombre premier et soientn et m deux entiers naturels.
Montrer que: n®+nf=0 [2969] < n=0 [2969] e m=0 [2969]

[.S: - on remarque que2969 est un nombre premier.
- Soient n et m deux entiers naturelstelsque n°+m’ =0 [2969]

s 2969 nedivise pasn alors d’aprés le T.B, il existe ueZ tel que n-u=1 [2969]
(car il existe (u,v) e Z* tel que nu+2969v =1) et donc (un)’+(um)’ =0 [2969]
=1 [2969] puisque 2968 =8-371

2968

soit que (um)8 =-1 [2969] et donc (um)
ainsi donc 2969 ne divise pas (um)2968 et donc 2969 nedivise pas umcar 2969 est premier

et donc d’aprés le P.T.F, (um)™ =1 [2969] et donc 1=-1 [2969]

ou encore que 2969 2 ce qui est absurde et par suite 2969|n donc 2969|n° et par suite 2969|
puisque n®+m’ =0 [2969]

Réciproquement, s n=0 [2969] et m=0 [2969] donc n=0 [2969] et =0 [2969]

et par suite n°+m’ =0 [2969]

EXO263 : Montrer que I’équation : (D) . 7x*-13y =5 n’admet pas de solution dans Zx Z

1.S: S (x,y) € Z? est une solution de I’équation(D) alors 7x* 13y =5
tout diviseur d positif et commun a x et 13 divise nécessairement 5 donc égal a 1ou 5
or 5nedivise pas 13 donc d =1 et par suite xA13=1 ou encore que X et 13 sont premiers entre eux

etd’aprésleP.T.F ona x“=1 [13]




or 7x°-13y=5donc 7xX°=5 [13] et par stite 2-7-x*=2-5 [13] etdonc x°=10 [13]
on déduit alors que x* = (x3)4 =10* [13]
or x?=1 [13] donc 10* =1 [13] cequi est absurdecar 10°=3 [13]

En conclusion I’équation (D) n’admet pas de solution dans Z?

EX0264 : Déterminer tous les nombres premiers p et q vérifiant: p<q et 9"%' =1 [pq]

1.S: Ona 9”*=1 [pg] doncil existeunentierk e N tel que kpg—9-974?%=1
donc d’aprés le T.B 9 et p sont premiers entre eux et d’aprés le P.T.F 9°*=1 [ p]
etpuisque 9”*=1 [p]| soitque 9°-9°*=1 [p] alors =1 [p]

deplus p-1<q et q est premier donc (p—1) et g sont premiers entre eux

et donc d’aprés le T.B, il existe (u,v) e Z?* tel que ug+Vv( p—1)=1 en on déduit que
9=9".9"P? =(9“)u -(9"‘1)V =1 [p] soitque p|8or p estpremier donc p=2
remarquer gue comme pour p on montre que 9 et g sont premiers entre eux

et donc puisqueq est premier alors d’aprés le P.T.F 9" =1 [q]

or 9"9'=1 [q] et p=2 donc 9" =1 [q] soitque 9**-9°=1 [q]
etdonc 80=0 [q] et puisque 80=2*-5 et que 2= p<q alors =5

En conclusion la seule valeur de ( p,q) est (2,5)

EX0265 : (i) Donner I’ensemble des solutions dansZ de I’équation (F) ; x*=4 [43]

{ x'=4 [43]

ii) En déduire I’ensemble des solutions dansZ du systéme: (S) ;
(i) ui uti u sy (S) =10 [47]

1.S: (i) S x est une solution de I’équation (F) alorsil existek e Z tel que x* =4+ 43k

et donc tout diviseur positif commun & x et 43 doit diviser 4 donc il ne peut prendre que les valeurs
1,2o0u 4 etpuisqueni 2 ni4 nedivise 43 alorsle seul diviseur positif communa x et 43 est 1

soit quex et 43 sont premiers entre eux en on déduit d’aprés le P.T.F que x* =1 [43]

soit que x-x*" =1 [43] ouencoreque 4x=1 [43] etdonc x=11 [43] puisque 4-11=1 [43]
Réciproquement on a 11% =11"-11=1 [43] puisque 11A43=1 et donc 11*-11-4=4 [43]

soit que 11" =4 [43] donc x=11 [43] est bienla solution de (F)

et donc I’ensemble de ses solutions dans Z est {11+ 43k / k € Z}

(i1) On rappelle une deuxieme version du P.T.F a savoir :
S p estunnombrepremier alors (VaeZ) ; a’=a [p]

- §i X est une solution du systéme (S) alors X* = 4 [43] et x*' =10 [47]
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donc x=11 [43] d’aprés la partie (i) et x=10 [47] puisque 47 est un nombre premier et que
x=11 [43]
x=10 [47]
puisque 43A 47 =1 d’apres le théoreme des restes chinois ce systeme admet une unique solution
modulo 43-47 = 2021 a savoir x=11-47-u+10-43-v  [2021] avec (u,v) le couple de Bézout associé

X" =x [47] (Deuxiéme version du P.T.F) ainsi donc x est solution du systéme (S){

au couple(47,43) et puisque 11-47-12-43=1 (d’apreés I’algorithme d’Euclide)
donc (u,v)=(11,—-12) et donc x=11-47-11+10-43-(-12) [2021] soit que x=527 [2021]
donc I’ensemble des solutions du systéme (S) dansZ eﬂ{527+ 2021k / k € Z}

EX0266 : Soit a un entier naturel supérieur ou égal a2 et soit A=1+a+a’*+a’+a*+a’+a°
Montrer que si p un nombre premier impair qui divise A alors: p=7 oup=1 [7]

1.S: Onaa’-1=(a—-1)A et puisque p| A alors p|a’—1 soitque a’ =1 [p]

etdonc (VvneN) ; a™=1 [p]

puisque a’ =1 [p] alorsil existe ke Z tel que a-a° —kp=1donc d’aprésle T.B aet p sont premiers
entre eux et par suite d’aprés le P.T.F a”'=1 [p] etdonc (VmeN) ; a®’"=1 [p]

-s 7 nedivisepas( p—1) alors 7A(p—1)=1 et donc d’aprés le T.B il existe (u,v) e Z* tel que
7u+(p-1)v=1 et par siite a=a™""V =a™.a"" =1 [p]

danscecas A=1+1+1+1+1+1+1=7 [p] etpuisque p| A alors p|7 soitque p=7

-s 7 divise (p-1) alors p=1 [7]

ains danstouslescasona: p=7 ou p=1 [7]

EX0267 : Résoudre dans Z I’équation (E) ; x°=1 [137]

|.S: - Remarquer que 137 est un nombre premier.
Soit x une solution de I’équation(E) alors x° =1 [137] donc d’une partona x*=1 [137]

et d’autre part x et 137 sont premiers entre eux (car s 137| x alors 137 diviserait nécessairement 1 ce
qui est absurde) donc d’aprés le P.T.F x* =1 [137]

or 38A136=2 donc X’ =1 [137]

(en effet 38A136=2 donc il existe (u,v) e Z* tel que 38u+136v=2 etdonc x* = x™ - x> =1 [137])
et puisque 137 est un nombre premier alors X =1 [137] < x=1 [137] ou x=136 [137]
Ainsidoncsi x°=1 [137] alors x=1 [137] ou x=-1 [137]

Réci proquement :
-si x=1 [137] alors x°=1 [137] donc x=1 [137] est solution de I’équation (E)
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-maissi x=-1 [137] alors x°=-1 [137] etdonc x°=-1 [137] n’est pas solution

En conclusion I’ensemble des solutions dansZ de I’équation(E) est : {1+137k/ ke Z}

EX0268: Soit p un nombre premier impair. On considére dansZ I’équation(E) ; x*=2 [p]

Montrer quesi p=5 [8] alors I’équation (E) n’admet pas de solution dans Z

|.S: - p éant premier impair donc (p—l) est un nombre pair et 2A p=1 et donc d’apres le P.T.F

p-1 P LR

2
2°t=1 [p] etparsuite[ZZJ =1 [p] cequidonne22 =1 [p] ou 22 =-1 [p]

- & X est une solution de I’equation (E) alors x et p sont premiers entre eux

p-1

p-1
etdonc d’apresle P.T.F x**=1 [p] soitque (x*) 2 =1 [p] etpar suite 22 =1 [p]

p-1

ainsi donc si I’équation (E) admet une solutionalors Z alors 22 =1 [p]

=\ e »
- on a d’aprés la formule de Moivre : (1+i)° :Ex/ie“j =22 cos% p+i22 sing P

kPt k=Pt

2 2
et en utilisant la formule du bindme de Newton : (1+i)" Z C2k Z Ci"“
k=0

P k=P

2
2k
donc 22 cos z Cp eZ

et puisquesi p est premier alors plcg pour tout ke{l,2, ...... ,p—l}

P k

_p
alors 22 cos— p=1+ i CE" =1 [p]
k=1

P Pl
2 L _

» »
etainsi s p=5 [8] alors p=5+8k avec ke N et donc 22 cos%p:Z2 0055%=—2 E_—Z 2

Pl
soitque 22 =-1 [p] etdonc I’équation n’admet pas de solution dans Z

EXO269 : Soit p un nombre premier impair eta un entier naturel non divisible par p
p-1 p-1

(i) Montrerque a2 =1 [p] ou a? =p-1 [p]

p1
2

(ii)Montrer quesi a estuncarrémodulo p adors a? =1 [p]

Pt

(iii) Montrer quesi a 2 = p—1 [p] alors I’équation x*=a [ p] n’admet pas de solution
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7
dans 07

1.S: (i) a est un entier naturel non divisible par pdonc aA p=1etdonc d’aprés le P.T.F a**=1 [p]
P

? P P
puisque p estimpair alors (a 2 J =1 [p] soit que (a 2 —1j[a 2 +1JEO [p]

p-1 p-1
p éant premierdonca? =1 [p] ou a? =-1 [p]

(i) S a estuncarrémodulo p (ondit que a est unrésidu quadratique modulo p) alors il existeun
entier ntel que n=a [p] etpuisque paa=1donc pan®=1 soitque pan=1 etd’aprésle

P p-1
PTF n*'=1 [p] donc(nz) 2 =1 [p] soitque a? =1 [p]
(iii) en effet si I’équation admet une solution alors il existeun entier n tel que n>=a [p] etalorson

p-1
auraa? =1 [p] soitquel=-1 [p] ou encoreque p=2 cequi est faux car p estimpair.

EXO270 : Soit p un nombre premier impair e a un entier premier avec p . Montrer que :

Pl
I’équation x*=a [p] admet une solution danc %Z s etseulementsi a? =1 [p]

|.S:-s p estunnombrepremier impair e a un entier premier avec p alors d’apres le P.T.F
p1)? p1 p1

a’*=1 [p] donc (a 2 } =1 [p] ouencore {a 2 —1j[a 2 +1]EO [p]
P P

p éantpremerdonca? =1 [plou a? =-1 [p]

-si I’équation x’* =a [p] admet unesolution Nnalors nA p=1etd’apresle P.T.Fn"'=1 [p]

p-1 p1

Pt Pt
or n°'=(n’)2 =a? donca? =1 [p]
- réciproquement si I’équation x*=a [p] n’admet pas de solution alors pour tout élément i de
I’ensemble {1,2,....... ,p—1} il existeun unique éément j de I’ensemble {1,2,....... ,p—1} tel que
i-j=a [p]
(il suffitdeprendre j=i'-a [p] avec i' estlesymétriqguede i danslegroupe ((%Z) ,-j)
on a d’une part d’aprés le théoréme de Wilson: 1-2......... (p-1)=(p-1)'=-1[p]

et d’autre par, en rangeant les éléments de ce produit par groupes(i- j) telque i-j=a [p] onaura:

p-1 P

12, (p-1)=a-a....a=a? anidonc: a2 =-1 [p]
p—_]'fois
2

p-1
En conclusion : I’équation x* =a [ p] admet une solution modulo p si et seulementsi a2 =1 [p]
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exemple : I’équation x> =6 [7]n’admet pas de solution modulo 7 car (6)°=(-1)’=-1 [7]

et on peut vérifier directement que modulo 7 , aucun carré n’est égal a 6

EXO271 : On considére I’équation (E) ; (x2 - 2)(x2 + 7)(x2 +14) =0
Montrer que I’équation (E) n’admet pas de solution dans Z mais qu’elle admet des solutions

dans %Z pour tout nombre premier impair p différent de 7

|.S: - lessolutionsdans R de I’équation (E) sont /2 et —+/2 qui ne sont pas des entiers donc elle
n’admet pas de solutions dans Z
supposons que ni I’équation x* =2 [p] ni I’équation x*=-7 [p] n’admette de solution(exercice285)

p-1 -1
puisque 2A p=(-7)ap=Llalors22 =-1 [p] et (—7)p7z—1 [p] donc
et P2 L}
2 2

(-14)2 =22 (-7)

1 [p]

et par suite puisque (-14)A p=1, I’équation x*=-14 [p] admet une solution dans Z oz

EX0272 : Trouver tous les entiers naturels x> 3 qui vérifie: x-3|x*-3

1.S: posons t=x-3; § x—3|x*-3 alors t|(t+3)’ ~ 3 soit que t|t>+9t* + 27t + 27— 3et donc t| 24
Lesdiviseurs positifsde 24 étant : 1,2,3,4,6,8,12 et 24 et par suitelesvaeursde X sont :
45,6,7,91115¢et 27

EXO273: Montrer que pour tout entier naturel n et pour tout entier a>1 ona:

[a” _]:_L)/\(a—l):(a—l)/\n

a—

|.S: Soit d =(a:_1l}\(a—1) et Sz(a—l)/\n
ona: a’ - a7t +a ... a+l:(a“‘1—1)+(a“‘2—1)+ ....... (a-1)+n

a-1

et puisque (a—l)l a“—1 pour tout , alors tout diviseur commun &

et (a—1) estundiviseur
a-1

commun & (a—1) et n et réciproquement ainsi donc d =3
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i=n-1 i=n-1

et (n—k)" =2q.nﬂ—i K = ZO Cp-n" (k) + (k)" soit que k" +(n—k)" = 3’ C;-n"" (k)

donc pour tout k € {1,2,.....,(n-1)} ona: n|k"+(n-k)"

Soit ke{1,2, ....... ,(n—l)} et soit m le plus grand entier naturel tel que 2™ | n

-s k est pair alors: 2"|k" (car 2" >m)
- s k estimpair ( au nombre de %n ) alors d’apres le théoréme d’Euler, k‘“(zm) =1 [2”‘]

soit que k" =1 [2"] car (p(2m)=2m~(1—%j=2m‘letdonc k'=1 [2"] car 2™*|n

ainsidonc  etdonc 1" +2" +......+(n-1)" z%n [2”‘}
(puisque 2" +4" +.......+(n-2)"=0 [2"])
puisque par hypothése n|1" +2" +......+(n-1)" alors 2"[1"+2"+......+(n-1)" et donc %nzo [2”‘]

soitque n=0 2™ | ouencoreque 2™|n
ce qui est absurde car m le plus grand entier naturel tel que 2™ | n

donc n ne peut diviser 1" +2" +......+(n-1)"

EXO276 : Montrer quesi n est un entier naturel pair alorstous lesentiers: n+1,n"+1,n" +1,......
sont premiers avec 7

1.S: S n est pair alorstouslesentiers n,n",n" ,......sont pairs

si I’un des termes n+1,n" +1,n" +1,......est divisible par 7 alorsil existerait un entier naturel m
tel que n""+1=0 [7] cequiestimpossiblecar: (VneZ) ; n*=01,20u4 [7]

EXO277 : n étant un entier naturel.
2 k
CalculerlasommeSnz[n+1}+[n+2}+[n+2 }+ ...... {u} ......

2 2° 2°

1.S:- On remarque que cette somme est fini puisque & partir de 2 > n+2* soit que 2“ >n

k
ona {M}:O

2k+l

-Ona: pour tout réel x , [2x]:[x]+{x+ﬂ
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eneffets n<x< n+% alors 2n<2x<2n+1 et n+%£ x+%< n+1 donc [2x]:2n et {x+ﬂ

ets n+%£ x<n+1lalors 2n+1<2x<2n+2 e n+1< x+%< n+g donc

[2x]=2n+1et {x+ﬂ:n+1
k
ainsi donc {nzti }:[2[11 +ﬂ:[2—nk}—[2al} et par suite:

=T 2+ D] 3 | ot [ 2t | e 0 ] -

car 2¢'>2%>n etdonc

k=m

k
ainsi donc n= Z{%} avec mest la plus grande puissance telleque 2" <n

k=0

n

EXO278 : Déterminer tous les entiers naturels n telsque 2" | 3" -1

.S:Ona: 3'-1= 2(3“-1+3“-2 N +1)

-s n estimpair et n>1 alors (3“‘1+3”‘2 F e +1) est la somme d’un nombre impair de nombres

impairs donc il est impair donc il n’est pas divisible par 2 et par suite 3" —1 n’est pas divisible par 2° et

donc il n’est pas divisible par 2" puisgue n>2
-pour n=1onabien 2|2

-Si N est pair posons n=2k etdonc 3" -1=3% -1=(3"-1)(3 +1)
S 8=(3-1)A(3+1) alors 3|3 -1 et §|3+1 donc 5|2
or 3-1 et 3*+1 sontpairsdonc §=2

puisque 2% |(3-1)(3 +1) alors soit (3 ~1) ou soit 3 +1 est divisible par 2**

ce qui implique que soit 3 —1> 2% ou soit 3 +1> 2% donc dans les deux cas 3 +1> 2%

car 3F+1>3-1

Or I’inégalité 3 +1> 2% n’est pasvriae pour k >3 et par suiteil restelescas: k=0,1et 2

on vérifie par lecalcul direct: k=0 donc n=0 et 1|0
k=1donc n=2 et 2|8
k=2 donc n=4 et 16|80
En conclusion : Les entiers qui vérifient cetterelationsont 0,1,2et 4

EX0279 : Déterminer un entier naturel n pour lequel d +dZ? +d+d? =n 6ules d (i=1a4 ) sont

les plus petits diviseursde n telsque: 1=d, <d, <d, <d,

.S:-onad =1
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- S n estimpair alorstous ses diviseurs sont impair et donc d +d? +d? +d?est pair ce qui est
impossible.
- supposons n pair donc d, =2

-s d, et d, sont de méme paritéalors d? +d; est pair et donc d” +d> +dZ +d; estimpair ce qui

est encore impossible.

-s d, =3, puisque d, estleplus petit diviseur aprés d, =3 alors d, >3 est un nombre premier et

donc il est impair cecqui est encoreimpossible car d, et d, seraient de méme paité.

-s dy;=4alors d, = p est un nombre premier strictement supérieur & 3 etonauraalors:
21+ p*=n

or p|n donc p|21 et par suite p=7 mais ¢a ne convient pas car

n=21+49=70 et 4 nedivisepas 70

-si 4 nedivisepas n alors d, = p est un nombre premier supérieur ouégal a 5 et d, =2p on aura

alors: 5+5p°=n donc p|5 et par suite p=5 et N=130 convient.

EXO280 : Déterminer tous les coupl&(n,m) eN xN pour lesquels lasomme des entiersden a n+m

est égale a 1000

|.S: La somme en question vaut
m(m+1) (2n+m)(m+1)
- 2
ce qui revient arésoudre dans N' xN' I’équation :  (2n+m)(m+1)=2000=2"-5’

n+(n+1)+(n+2)+...+(n+m)=n(m+1)+

avec lesconditions: 3<2n+m, 2<m+1<2n+m et est un nombreimpair

soit que (2n+m) et (m+1) sont de parité différentes.

les seules possibilités qui restent sont : - m+1=5 et 2n+ m=400 donc m=4 et n=198
-m+1=25¢et 2n+ m=80 donc m=24 et n=28
-m+1=16 e 2n+m=125 donc m=15¢et Nn=55

EXO281 : Déterminer toutes les suites (un)neN* d’entiers naturels strictements positifs telle que

U AU, =iA | pourtouslesindicesi et |

|.S: Onapour tout , U, AU =2nAN=n donc n|u, pourtout n>1

donc pour tout n>1 il existeun entier k, tel que u, =n-k,

supposons qu’il existe un indice m>1 tel que k,>1 et soit p un diviseur premier de K,
p|k, donc plu,, et commeil diviseaussi u, alors p|u, Au, =ma p etdonc p|m
soit p* la plusgrande puissancede p qui divise m

alors p** diviseu_ (car u,=m-k_, m=p*-k e k_=p-k')

mais U, AU ., =ma p** = p* donc p*! divise p* cequi est absurde.

106




Ains pour tout n>1, u =n

n

EX0282 : Montrer que pour tout entier n>1, 2"| F -1

|.S: Procédons par récurrence
pour n=1 onabien 2|F -1
Montronsques 2" |3 -1 alors 2" |3 -1
n+1 n 2 n n
En effet 3? -1=(32) —1=(32 —1)(32 +1)
s par hypothése 2" 3% -1 alors 2"-2| (32n —1)(32" +1) car 3 +1 est un nombre pair

et donc 2| 3" —1 et donc d’aprés le principe de récurrene (vneN') ; 2|3 -1

EXO283: Soient a , b et c trois entiers strictement positifs deuxpr et tels que :

- il n’existe aucun nombre premier qui les divise tous les trois (premiers dans leur ensemble)
1 1 1

"a b c
Montrer que a+b est un carré parfait.

|.S: Posons d =anb alorsil existe deux entiers premiersentreeux telsque: a=da' e b=db’
puisque 1+%=l alors c(a'+b')=da'b' etdonc c|da'b' et comme a,b et csont premiersdansleur
a c

ensemble alors ¢ et d sont premiers entre eux et donc d’aprés le théoréme de Gauss c|a'b'
deméme a'|c(a'+b') et comme a'Ab' =1 alors a'A(a'+b')=1etdonc a'|c

par le méme raisonnement on montre que b' |c

et puisque a'Ab' =1 alors @' b' | ¢ (deuxiéme version du théoréme de Gauss)

ainsidoncona cla'b’ et a'b'|c etparsuite @' b' =c (puisgue ce sont des entiers positifs)
etdonc c(a'+b')=dc soitque a'+b'=d etains a+b=d(a'+b")=d?

EXO284 : soient a et b deux entiers premiers entre eux.

Montrer que I’équation (E) ; (a+x)v (b+x)=avb n’admet pas de solution dans N’

1.S: Onrappellelaformule: (avb)(arb)=ab

onaavb=abcar anb=1

soit xe N une solution de I’équation (E) alors (a+x)v(b+x)=avb

soit p undiviseur premier communa a+ X et b+x alors p divise avb et doncil divise ab
et par suiteil divise a ou b et dansles deux cas on déduit que p|x

s p|x alors pla e p|b car p undiviseur premier commun a a+ x e b+ X

et ceci est absurdecar anb=1

I’équation (E) devient ab=(a+x)(b+x) c’est une équation qui n’admet pas solution dans N’
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EXO285 : Soit n un entier supérieur ou égal a 2 . On note(p(n) le nombre d’entiers positifs inférieurs a

N et premiersavec n ( ¢’esr I’indicateur d’Euler)
Montrer que pour n>2, ¢(n) est toujours un nombre pair

|.S: onremarque que si un entier k est premier avec n alors n—k est aussi premier avec n
ainsi donc on peut regrouper les entiers positifsinférieursa n et premiers avec nen groupes de deux

ééments k et (n—k) sauf danslecas k=n-k
n . n )
or dans ce cason aura k = > etsi n>2onan et > ne sont pas premiers entre eux et donc c’est un cas

argeter.
En conclusionsi n> 2 alors ¢(n) est pair.

EX0286 : Montrer que pour tout entier naturel n,ona n*|(n+1)" -1

k=n
|.S: d’aprés la formule bindmiale  (n+1)" =Y Cn"* =n"+Cln"*+Cn"? + ...+ Cl 'n+1
k=0

soit que (n+1)" —1=n"+Cin"*+C2n"? + ...+ CJ'n or tous |es termes de cette somme sont divisible

n

par n? (puisque C:=C*=n) donc n*|(n+1)"-1

EXO287: Soit X,V €t z trois entiers naturels.

Montrer quesi : xAy=1et X +y*=27" aors 7|xy

1.S: S xay=1let X*+y’=2" alorsil existe (m,n)eZ* premiersentre eux tel que:
X=m'-n®, y=2mn et 2 =m*+n’

s 7 nedivisepas Yy alors 7 nedivisepas m et 7 nedivisepas n

or lecarré modulo 7 d’un entier non divisible par 7 est soit 1, 2 ou 4

donc m*=1,20u4 [7] e n’=1,20u4 [7]
et puisque 1+2,1+4 et 2+4 sont différentsde 1, 2 et 4 donc nécessairement n¥ =n”  [7]
et par suite 7|x=n7 -n’

Remarque : la condition XA y=1est nécessaire car : 15> +20* =5 mais 7 nedivise pas 15x 20

EX0288: Soit a un entier naturel tel que (a+1) n’est pas une puissance de 2

Montrer qu’il existe une infinité d’entiers naturels m telsque: mja™+1

|.S: puisque a+1 n’est pas une puissance de 2 alorsil admet un diviseur premier impair p (p|a+1)

. . . n N+l
Montrons que si pour un certain entier naturel n, p™*|a® +1 alors p™*|a® +1
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eneffetsi p"*|a” +1 etposons b=a® alors  soitque b=-1 [p™]

puisque p estimpair alors " +1=b" +1=(b+1)(b**—b*+....—b+1)

or bP*—b*?+....~b+1=1-1+...-1+1=0 |p™*] et b+1=0 [p] (puisque b=-1 [p™*])
soit que p|b+1et p™|b** —b*?+....—b+1 et donc p"*2|(b+1)(bp’1—b”’2+ ...... —b+1):ap"+l+1
ainsi d’aprés le principe de récurrence : p™*|a® +1 pour tout n>1 et par stite p"|a” +1

(puisque p"[p
et donc il existe une infinité d’entiers naturels m telsque: m|a™+1

n+l )

(il suffit de prendre m= p" avec n variant dans N )

EX0289 : Montrer qu’il n’existe pas d’entier naturel n>1 tel que n|2" -1

|.S: Supposons qu’un tel entier existe et soit n le plus petit entier strictement supérieur a 1 et tel que
nj2"-1

puisque 2" —1 est impair alors n est impair et donc premier avec 2 donc d’aprés le théoréme d’Euler
n|2"” -1 (o(n) étant I"indicateur d’Euler de n)

on rappelle que pour deux entiersnaturels aet b ona: (2*-1)A(2°-1)=2""-1
puisque n|2"~1 et n|2"” -1 alors n|(2" —1)A(2‘°(“) —1): 2mem _q

et puisque nAg(n)[n alors  nag(n)[2"*" -1
i=N

or 1<nag(n)<o(n)= n]_[(l—ij< n cequi est contraire au fait que n est le plus petit entier
i-1 P

strictement supérieur a 1 et tel que n|2" -1

Donc n ne peut pas exister .

EX0O290 : Soit n un entier strictement supérieur a 2
Montrer que I’équation (E) ; 2°+1=0 [2"-1] nadmet pas de solution dans N\ {1}

1.S: Soit x>1 unesolution de(E) et x=ng+r avec 0<r <n ladivision Euclidiennede x par n
ona: 2 +1=2""+1=2'2"+1=2"(2"-1)+(2 +1)
puisque 2* +1 est divisible par 2" -1 et que 2™ -1= (2” —1)(2”(““1) +2MD 4 +1) donc

2" -1 divisblepar 2"-1, alors 2" +1 est divisiblepar 2" -1 etdonc 2" +1>2"-1
or 0<r<n donc 2' <2" etainsiona: 0<2"-2" <2 cequi estimpossiblecar n>2
donc I’équation( E) n’a pas de solution x>1
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EX0291 : Montrer que le produit de k (k > 2) entiers consécutifs est divisible par k!

|.S: En effet soient n,n+1,......... ,Nn+k—-1 desentiers consécutifs au nombre de k

puisque ck=n(n+1) ........ (n+k-1)

alors k! divise n(n+1) ......... (n+k-1)

EX 0292 : Déterminer tous les nombres premiers p telsque 4p+1et 7p—4 soient également premiers.

1.S:ona 4p+1=p+1 [3] et 7p—4=p-1= p+2 [3] ainsi donc I’'un des entiers p ,4p+1,7p—4 est
divisible par 3 puisque tout entier s’écrit sous I’une des formes : 3k ,3k+1ou 3k +2
comme 4p+1 et 7p—4 sont supérieursa 3 alors p=3

EX0293 : Soit pun nombre premier. Montrer qu’il existe un diviseur premier de p®—1 qui soit congru
almudolo p

|.S: Soit g undiviseur de p°—1donc p’=1 [q] etdonc p et g sont premiersentre eux.
d’aprésleP.T.F p™=1 [q] etsid=pa(g-1) alors p®=1 [q]

p étant premier donc: d=p (lecas: p|g-1) ou (lecas:p et(q—l) sont premiers entre eux)
s d=p alors p|g—1donc q=1 [p] et carépond a notre question

s d=1alors p=1 [q] donc q| p—1

il suffit donc de trouver un diviseur de p® —1 qui nedivisepas (p—1)

or p?-1=(p-1)(p" +p*°+...tl) et PP pP i 15T et pPTapP i prl=l [p-]]

et il répond bien anotre question.

EX0294 : Soit p un nombre premier eta et b deux entiers naturels.

Montrer ques 2°+3° =a° dorsb=1

1.S: - remarquons que 2°+3 =13
- supposons donc que p>2, alors 3°+2° =5(3° - 2.37 24 ...+ 2"

donc 5/3°+2° =a" (n>2) donc 25|3"+2° etdonc 0=3"+2"=5-p-2°" [25]

etdonc mais 2°+3 = 275=5%-11 n’est pas une puissance parfaite.
et donc b=1
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EX0O295 : Montrer que tout entier naturel non nul n admet un multiple qui s’écrit dans la base
décimae souslaforme: 11.....1.00....0

|.S: Considéronsles (n+1) entiers: 1,11,111, ......... ,11111.....1
%r_/

(n+1) fois

Pour 1<i<n+1, soit r; le reste de la division Euclidienne de I’entier 11......1par n (0<r, <n-1)
—

i fois
puisgue les restes possible dans |a division Euclidienne par n sont au nombre den et que il y’a (n+1)
restes r. alorsd’apres le principe des pigeons, il existe (i,j) telque i<j et r=r; etdonc
11111.....1=11111....1 [n] soit que 11111......1-11111.....1=0 [n]

i fois j fois i fois j fois

ouencors 11..100...0=0 [n] etdonc I"entier 11...100....0 est un multiplede n
—_— — —_—

(j-i)fois i fois (j-i)fois i fois

EX0296 : Résoudre dans N” I’équation : 5 =y* -2

1.S: Siil existeun couple (X,y) e N® vérifiant: 5 =y*-2 alors y’—2=1 [4] car 5=1 [4]
soit que y* =3 [4] ce qui est absurde car modulo 4 , I’entier 3 n’est pas un carré.

((vnez) ; n*=0oul [4])

EXO297 : Pour m et n deux entiers naturels stictement positifs, déterminer la valeur minimale positive
de 12" -5"

1.S: Soit §=12"-5" cette valeur minimale positive.
Ona: 46=-5% [6] donc & n’est divisible ni par 2 ni par3 ni par 5 etdonc =10u 6>7

deplus 8=-1 [4] ouencore =3 [4] etdonc 5=1
en conclusion §>7 et onremarque que pour (m,n)=(1,1) ona: 12"-5"=12-5=7
donc 6=7

EX0O298 : Trouver tous les entiers stictement positifs x et y vérifiants:

(x+1)2+(x+2)2+ ....... +(x+99)2:y2

[.S: S’il existe (x,y) un couple d’entiers stictement positifs vérifiants :
(x+1)2+(x+2)2+ ....... +(x+99)2:y2

99(99+1)
2

99(99+1)(198+1)

[]

puisque 1+2+....+99 =

0 [9] e 1*+2°+.....+499° =

alors:
(x+1)2+(x+2)2+ ....... +(x+99)2=99-x2+2x(1+2+ ..... +99)+(12+22+ ..... +992)511-653[9]
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ce qui est absurde car 3 n’est pas un carré modulo 9

EX0O299 : Déterminer tous les entiers strictement positifs x,y et n qui vérifient les deux conditions :
XA(N+1)=1 et x"+1=y™

1.S: S(xy,n)eN xN xN vérifielarelation x"+1=y™* alors x"=(y-1)(y"+y" "+ ...t y+1)

- soit p est un diviseur premier de (y—1) alors p|x" et donc p|x

et puisque XA(n+1)=1 alors p nedivise pas (n+1)

etpuisqueona y=1 [p] alors y'+y"+...+y+1l=n+1 [p]

etdonc p nedivisepas y"+ Yy +....+y+1 etpar stite (y-1) et (y"+y " +....+y+1) sont
premier entre eux et donc puisque (y—l)(yn Yt y+1) est une puissance d’ordre n

alors (y” Yyt y+1) (et bien sur (y—l) aussi) est une puissance d’ordre n ce qui est impossible

puisqueona y" <y "+ y" "+ ...+ y+1<(y+1)n soit que y"+ Yy " +.....+ y+1 est compris entre les

puissances d’ordre n de deux entiers consécutifs.

EXO300 : Montrer que pour tout entier naturel m il existe un entier naturel n divisible par m et tel que
la somme des chiffres de n dans|abase décimale soit égalea m

|.S: Posons m=2*-5".a aveca >0, b >0 et a premier avec 2 et 5
considérons I’entier n=10%* (loj(a)+102j(a)+ ...... +10”‘j(a)) alors:

la somme des chiffresde n est égalea m
et d’aprés le théoréme d’Euler: 10" =1 [a] donc 10" +10% +.....+10"® =m=0 [a]

et puisque 10°* =0 [2*-5" | alors m|n

FIN
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