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CHAPITRE : GROUPES

I. GENERALITES
1. DEFINITIONS ET EXEMPLES

1.1 Définition
On appelle groupe, un ensemble G non vide, muni d’une loi de composition interne, ®, telle que :

a) " Laloi est associative : V(x,,2) e GxGx G, xe(yez)=(xe y)ez
b) Elle admet un élémentneutre dans G: Jee G/Vxe G, xee=eox=x
¢) Tout élément de G admet un symétrique : Vxe G,3x'e G/xex'=x'ex=e¢

1.2 Remarques
a) Sila loi est commutative, le groupe est dit commutatif ou abélien.

b) Sile nombre d’éléments du groupe est fini, cc nombre est appelé ordre du groupe.
) V(x»)eGxG ,ona(xey)' =y ex”
d) "V(a,b,x)e GxGxG,onagdisx
2. EXEMPLES )

2.1 Lesensembles Z, Q, IR et C sont des groupes ad'diti’fs commutatifs.
2.2 Q* IR*, C*et {{1,-1}, x} sont des groupes multiplicatifs commutatifs.

II. SOUS GROUPES
1. CARACTERISATIONS
1.1 Définition
On dit qu’une partie non vide H d’un groupe G, est un sous-groupe de G, si elle vérifie la condition
suivante: V(x,y)e HxH,xy"' e H
1.2 Théoréeme
Soit G un groupe d’élément neutre e et / une partie non vide de G. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :
a) Hestunsous groupe de G.
b) éeHet (V(x,y)e HxH,xye Het x™ € H)
13 Remarques
a) Le sous groupe H muni de la loi induite définie sur G est un groupe.
b) Tout groupe G d’élément neutre e, admet au moins deux sous groupes qui sont {e} etG.
1.4 Définition
Soit groupe G d’élément neutree . On appelle sous groupe propre de G, tout groupe H distinct de
’ {e} et G.
1.5 Remarques
a) Pour démontrer qu’un ensemble muni d’une loi de composition est un groupe, il est souvent
recommandé de montrer que cet ensemble est un sous-groupe d’un groupe connu.
b) Tous les sous groupes propres de Z sont de la forme nZ ol n est un entier naturel supérieur 2.
c) Les groupes Z, Q et IR sont des sous groupes de C.
2. SOUS GROUPE ENGENDRE PAR UNE PARTIE NON VIDE
1.1 Théoréme

Si G un groupe et (f),,, une famille de sous groupes de G, alors I{ = n H, est un sous groupe de G.

el

1.2 Remarque
La réunion de deux sous groupes d’un groupe est un sous groupe que lorsque I’un d’eux est inclus dans

I’autre.
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1.3 Théoréme
Soit G un groupe et A une partie non vide de G. L’intersection de tous les sous- -groupes de G contenant 4,

est un sous groupe de G. On appelle le sous groupe de G engendré parA On le note [A] ou gr (4).

1.4 Deﬂnmons
® On dit qu’un sous ensemble 4 d’un groupe G est une partie génératrice de G, si [A]= G.

*Si A= {x} ol x€ G, le sous de G engendré par xest H = {_”,'x—z’x-l’e,x’ x’,...}

* Le sous groupe engendré x par est abélien,

® On dit qu’un groupe G est cyclique lorsqu’il peut etre engendre par un seul élément de G On dit alors
* que cet élément est un générateur de G. :

* On dit qu’un groupe G est monogéne lorsqu il est fini et cychque

1.5 Définition .
Soit G un groupe multiplicatif d’¢lément neutre ¢ et a un elément de G. On appelle ordre de a, le plus
petit entier naturel non nul 7 tel que &" =, * L

1.6 Théoréme o T
Si le cardinal d’un groupe G existe, alors _ ‘
a) I'ordre de tout élément de G est un diviseur de ce cardinal.
b) Pordre de tout sous groupe de G est un diviseur de ce cardmal

1.7 Remarque \ g :
Le cardinal d’un groupe G peut ne pas exister, mais des élemenls de G peuvent étre d’ ordre f'm

.

IIl. MORPHISMES DE GROUPES

1. DEFINITIONS ET EXEMPLES

1.1Définition

Soient (G,*) et (G',9) deux groupes. On appelle morphtsme ou homomorphume de G dans G’, toute

application f:G—>G' telleque:
V(x,y)eGxG, f(x*y)=f(x)s f())
1.2Remarques
* Side plus [ est surjectif, on dit que f estun épimorphisme de G dans G’.
* Si f est bijectif, on dit que f est un isomorphisme de G dans G. ’ '
= Si fest un isomorphisme, on dit que les groupes G et G* sont isomorphes.
=Si G G’, ondit que f est un endomorphisme de G; un endomorphmne bijectif est un automorphisme.

2. EXEMPLES
2.1 L’application x> e”, de IR dans IR',, est un morphlsme de groupes
2.2 Soit G un groupe et a un élément de G, alors

a) L’application n+— a”, de Z dans G, est un morphisme de groupes.
b) L application ¢ de G dans G définic par@(x) = x™' est un automorphisme de G.

c¢) L’application f, de G dans G définie par f, (x) = axa™ est appelée un automorphisme intérieurs de G.

2.3 Définitions
a) Soit G un groupe et a un élément de G, alors les automorphismes de G de la forme £, s’appellent les

automorphismes intérieurs de G.
b) Soit G un groupe, H un sous groupe de G et a un élément de G, alors I'image de H par tout

automorphisme de G s’appelle le conjugué de H.
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3. PROPRIETES DES MORPHISMES DE GROUPES
3.1Théoréme

Soient.G, G’ et G* trois groupes, f un morphisme de G dans G’ et g un morphisme de G’ dans G*’
alors

a) ge f estun morphisme de G dans G”’,

b) Si f estun isomorphisme de G sur G’, alors I’application f~'est un isomorphisme de G’ sur G.
c) Si f estun isomorphisme de G sur G’ et g est un isomorphisme de G sur G~

' go f estunisomorphisme de G sur G .
3.2Théoréme

Soit f un morphisme d’un groupe G dans un groupe G’.
a) Sie est I’élément neutre de G et e’ est I'élément neutre de G, alors f(e)=e'.
b) SiVxeG,ona f(x")=(f(x)".

4. IMAGE ET NOYAU D’UN MORPHISME DE GROUPES
4.1Théoréme ' ‘

Soit f un morphisme d’un groupe G dans un groupe G’.
a) L’image par f de tout sous-groupe de G est un sous-groupe de G’.

b) L’image réciproque par f de tout sous-groupe de G’ est un sous-groupe de G.
4.2Théoréme

Soit f un morphisme d’un groupe G dans un groupe G°, d’élément neutree’.
a) L’image par f du groupe G est un sous-groupe de G’, noté Im 5

, alors I’application

b) L’image réciproque par f de {e'} est un sous-groupe de G, noté ker f .
43Théoréme

Soit f un morphisme d’un groupe G dans un groupe G’.

a) Pour que f soit injectif, il faut et il suffit que ker f = {e} .

b) Pour que f soit surjectif, il faut et il suffitque Im f=G.
IV.  GROUPES QUOTIENTS

1. CLASSES MODULO (SUIVANT) UN SOUS GROUPE
1.1Théoréme

Soit G un groupe et G un sous groupe de G. Alors :

a) La relation xRy si et seulement si xy™' € H est une relation d’équivalence sur G.

b) Laclasse de x suivant Hest Flx.

1.2Remarque

On peut définir également la relation d’équivalence xRy si ct seulementsi y™'x e H .

1.3Définitions

a) L’ensemble Hxs’appelle une classe a droite modulo I.

b) L’ensemble xH 3’appclic unc classe a gauche modulo H.

c) L’ensemble des classes a droite modulo f se note G/ I

d) Le nombre de classes modulo 4 droite H s’appelle 'indice de H dans G ou l’index de H dans G. il est
noté [H :G].

1.4Théoréme (Théoréme de Lagrange)
Soit G un groupe fini et H un sous groupe de G. Alors |G| = [G § H]x|HI . On déduit que ’ordre de H/

divi'sc I’ordre de G.
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1.5Théoréme
Soit'G un groupe fini d’ordre premier. Alors les seuls sous groupes de G sont { e} et G.

2. GROUPES QUOTIENTS

2.1Définition

On dit qu’un sous groupe A d’un groupe G est distingué, ou normal ou invariant dans G si :

VxeG ona Hx=xH.

“Onéerit: HaAG

2.2Remarques

a) Dans un groupe commutatif, tout sous groupe est distingué.

b) Si Hun sous groupe d’un groupe G est invariant par tout automorphlsme mteneur de G alors il est-
distingué dans G. ; .

¢) Tout sous groupe de Z est distingué.

23Remarques )

Si H un sous groupe distingué d’un groupe G,

a) alors % est un groupe.

b) alors I'application 5§: G — G/H est morphisme surJectlf appelée sur;ectmn canonique de G..

2.4Théoréme S
Si H est un sous groupe distingué d’un groupe G, alors tout sous groupe K de G contenantHest un sous
groupe distingué de G. P, : : ‘
2.5Théoréme

Si H est un sous groupe distingué d’un groupe G alors tout sous g:roupc de A_{ est de la forme /H tel

que K est un sous groupe de G contenant H.
2.6Théoréme
Si f un morphisme du groupe G dans le groupe G’, alors N = Kerf est un sous groupe distingué de G.

3. DECOMPOSITION D’UN MORPHISME
3.1Théoréme
Un morphisme f d’un groupe G dans un groupe G’ peut se décomposer en :

e 5:6>G/kerf
« f:Glker f—Im f
e i:lmf—>GCG'

/

G ——* G’

/ .
Glkerf — Im [

3.2Théoréme
Si f d’un groupe G dans un groupe G alors G/ker [ et Im f sont isomorphes.

3.3Propriété universelle du noyau d’un morphisme
Soit H'un sous groupe d’un groupe G. Si H est distingué d’un groupe G, alors il existe un groupe Ketun

morphisme f, de G dans K, tel que ker f =
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V., GROUPES SYMETRIQUES
Dans cerfe partie, n désigne un entier naturel non nul et IN,, ’ensemble des n premiers entiers

naturels non nuls.,

1. GENERALITES

L.1D¢initions

* Soit £un ensemble non vide, On appelle groupe des permutations de E ou groupe symétrique de E,
I"ensemble des bijections de £ dans E,
Cet ensemble est noté S(&).

* Lorsque £ IN_, le groupe S(E) se note S, et s’appelle le groupe symétrique d’ordre n.

* Legroupe S, an! ¢léments.

* Onditqu'uns élément de S, est d’ordre r si s” =e, ol e désigne I’application identique de E dans E.

* Onappelle permutation circulaire, I'élément s de S, tel ques(l) =2;52) = 3; ... ;s(n-1) =net
s(n) = 1.

1.2D¢éfinition

On dit qu'un élément s de S, estun cpclesi s2e.

1.3Théoréme

Si s est un cycle, alors I'ordre de s est le nombre d'éléments de s.
1.4Théoréme

V22, tout élément s de S, peut s’écrire comme composée de cycles A supports disjoints.
1.5Théoréme |

Si tout s élément de S, est écrit comme composée de cycles & supports disjoins, alors son ordre est égal au
ppcm des ordres des cycles intervenant dans cette composée.

1.6Théoréme

Le groupe S, n’est pas commutatif si 72>3.

2. TRANSPOSITIONS

2.1Théoréme

On dit qu’un s élément de S, est une transposition, s’il existe deux entiers distincts i et j, de IN, tels que :
s(@) = j; s(j)=1i ets(k)=k pour Vke IN, -{i, j}.

2.2Théoréme

Vn =2, tout élément de S, peut s’écrire comme composé de transpositions.

3. SIGNATURE D’UNE PERMUTATION
3.1Définition

Soit & un élément de S, . On dit qu’un couple (7, j) d’éléments IN,, est une inversion pour o ou est une
o -inversion, si i{jet g(i))o()).

3.2Définition

Soit I le nombre total de & -inversions.

L’application o &(0)= (=1)" de S, dans le groupe multiplicatif {—1; 1} s’appelle la signature de la
permutation @ .

» Si £(o)=+1, on dit que la permutation o est paire.

» Si £(a)=-1, on dit que la permutation & est impaire.
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CHAPITRE : ANNEAUX

I. GENERALITES

1. _DEFINITIONS ET EXEMPLES

1.1 Définition

On appelle anneau, un ensemble 4 non vide, muni de deux lois de composilion interne, I’addition et la

multiplication, telles que :

a) L’addition est une loi de groupe abélien et admet un élément neutre, appclé ¢lément nul, noté 0

b) La multiplication est associative et admet un élément neutre, appelé élément unité, noté 1

c¢) Lamultiplication est distributive par rapport a I’addition.

1.2 Remarques o5

a) SiA est anneau quelconque, alors il a au moins deux éléments

b) Silaloi multiplicative est commutative, I’anneau est dit commutatif. :

c) SiA estanneau quelconque, on dit que deux éléments a et b de A commutent ou sont permutables
siab=ba.

2. EXEMPLES

a. Lesensembles Z, Q, IR et C sont des anneaux commutatifs.

b.  Soit 7 un entier naturel non nul, alors Z/nZ est un anneau commutatif,

-

II. SOUS-ANNEAUX ; IDEAUX

1. SOUS ANNEAUX ' ' . T

1.1 Définition e ‘

On dit qu’une partie non vide B d’un anneau A, &ct un sous-anneau de A si clle vénf'e la condition -
suivante ;

a) B est un sous groupe du groupe additif A
b) Si a et b sont deux éléments de B, alors ab est un élément de B

¢) L'élément unité / est un élément de B.

1.2 Théoréme
Soient A un anneau et B une partie non vide de 4. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) B estun sous anneau de A.

b) 1e BetV(a;b)e BxB,onaa-be Betabe B

13 Exemples

a) IR est un sous anneau de C. s

b) Soit A un anneau ; A est un sous anneau de A, mais {0} n’est pas un sous anneau deA si A :{0}

¢) Pour démontrer qu’un ensemble est anneau, il est souvent recommandé dc montrer que cet ensemble
est un sous-anneau d’un anneau connu. :

1.4 Théoréme

L mterscctlon d’une famnlle d’anneaux de A est un sous anneau de A.

1.5 Théoréme

Le plus petil sous anneau contenant une parlie non vide H de A4 est anneau, appelé le sous anncan

engendré par H.

1.6 Définitions

Soit A un anneau non nul

a) On dit qu’un élément a non nul de A est un diviseur de zéro, s’il existe un élément b non nul de A tel

queab =0.

b) On dit que I’anneau A est intégre ou un anneau d’infégrité s’il est commutatif et s’il ne posséde pas

de diviseurs de zéro.
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1.7 Définitions
a) Onditqu’un élément a non nul de A est inversible, s'il posséde un symétrique pour la
multiplication (c’est-a-dire qu’il existe un élément b non nul de A4 tel que ab = J),

b) On dit qu’un élément ¢ non nul de 4 est un élément nilpotent, s'il existe un entier r;amrel non nul p
“tel que d” =1

¢) On dit qu’un élément a de A est un élément idempotent, si & = a.

2. IDEAUX

2.1 Définition

On dit qu’une partie / d’un anneau 4, est un idéal A gauche de 4, si elle vérifie les conditions suivantes :

a) Iestun sous groupe du groupe additif A
b) Vae AetVxe l,axe I

2.2."Remarques

a) Onditque est un idéal dilatére (ou simplement un idéal) si 7 est & la fois idéal a gauche et A droite
de 4.

b) Dans tout anneau 4, les sous groupes triviaux A et {0} sont des idéaux. Tout idéal autre que ces
deux idéaux est appelé idéal propre de A.

¢) Dans un anneau commutatif, tous les idéaux sont bilatéres.

23 Définition

Soit J'un idéal de I'anneau A. On dit que 7 est un idéal maximal si I vérifie les conditions suivantes :

a) ' Iest différent de 4

b) Pour tout idéal J différent de J, si 7 est inclus dans J alors J est égal 3 A.

2.4 Définition

Soit 4 un anneau. On dit qu’un idéal I de A4 est un idéal principal, s'il est engendré par un élément de

I’anneau A (c’est-a-dire que s’il existe un élément a appartenant a A tel que I = ad = Aa).

2.5 Définition

On dit qu’un anneau A est principal, s’il est commutatif, intégre et si tout idéal de A est principal.

2.6 Remarque

Les idéaux de Z sont les ensembles de la forme nZ, ou n est élément de IN.

Z est donc un anneau principal.

2.7 Deéfinition

Soit 4 un anneau. On dit qu’un idéal P de I’anneau A est premier, si P vérifie les conditions suivantes

a) Pestdifférentde A

b) (V(x;y)e AxA,xyeP,ye P)=>xeP.

2.8 Définition

Soit 4 un anneau. On dit qu’un idéal P de I’anneau A est premier, si P vérifie les conditions suivantes :

a) Qestdifférent 4

b) (V(x;y)edxA,xyeQ,yeQ)= (Eln €IN',x" e Q).
2.9 Théoréme

Soit [ un idéal d’un anneau 4, alors les idéaux premiers de ‘% sont les idéaux de la forme % tel que P

est Ui idéal premier de A contenant /,
2.10 Théoréme
Soit Iun idéal d’un anneau commutatif 4.

a) L’anneau % est intégre si et seulement si 1’idéal / est premier,

. b) L’anneau % est un corps si et seulement si I’idéal 7 est maximal.
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III. MORPHISMES D’ANNEAUX

1. DEFINITIONS

1.1 Définition

Soient 4 et A’ deux anneaux dont les éléments nuls respecufs 0 et 0 et d’éléments neuitres respectifs /
et I’.

On appelle morphisme ou homomorphisme de A dans A’, toute application f :A—> A' telle que les
conditions suivantes sont vérifiées: -

a) f() =1

b)V(a;b)e Ax A, f(a+b)= f(a)+ f(b)

) V(a;b) € Ax 4, f(ab) = f(a) f(b)

1.2 Remarqucs ‘ :

a) Ee noyau de fest le noyau du morphisme du groupe (A +) dans le ¢ groupe (A’ +)

b) Si de plus f est bijectif, on dit que f est un |somorph|sme de A.

¢) Sifestun isomorphisme, on dit que les anneaux A et A" sont lsomorphes

d) Si4=4’, onditque f estunendomorphisme de 4; un endomorphlsme bl_]'ectlf est un

automorphisme. 3" ’

- 1.3 Théoréme (decomposilion d'un morphism'e d’anneau'x)'

Un morphlsme J d’un anneau A dans un groupe A’ peut sedécomposer en:

. sA—)%erf
. f:%erf—ﬂmf
e icImf—->4
- 1
s P
/

G/kerf — Im/f

1.4 Théoréme ‘
Soient 4, A’ et A’* sont trois anneaux, / un morphisme de A dans A’ et g un morphisme de 4’ dans

A”’, alors

a) go f estun morphisme de A dans A”’.

b) Si f est un isomorphisme de A sur A°, I’application f'estun iso’morphismc de A’ sur A.
1.5 Théoreme

Soit f un morphisme d’un anneau A dans un anncau A”.

a) Si 0 est I’élément nul de A et 0" est Iélément nul de A°, alors f(0) =0" .

b) Yae A, f(-a)=—f(a)

¢) Siaestunélémentinversiblede A,ona f(a™')=(/(a))™

d) Si B est sous anneau de A, alors /(B) est un sous anneau de A"
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-
e) Si B’ esl sous anneau de A°, alors f 7 (B) est un sous anneau de A .

f) Sif’estunidéal A°, ulors f"(l') est un idéal de A.
g) fest injective si et seulement si ker /= {0}
2. CARACTERISTIQUE D'UN ANNEAU

2.1 Dé¢éflinition
On appelle caractéristique de I'anneau non nul A, entier naturel p tel que pZ soit le noyau du

morphisme f :Z > A défini par f(n) =n.1.

2.2 Théoréme

Si le morphisme fest injectif, on dit que ’anneau A est de caractéristique nulle, donc A est un ensemble
infini.

2.3 Remarques

a) Lesanncaux Z, Q, IR ¢t C sont de caractéristique nulle.

b) La caractéristique de tout anneau Z/nZ est n pour tout entier naturel n supérieur ou égal i 2.

2.4 Théoréme ‘
Si le morphisme fest n’est pas injectif, on dit que I’anncau A est de caractéristique p.

2.5 Théoréme
A un anneau intégre si ct seulement si sa caractéristique p est nulle ou est un nombre premier.

IV. DIVISIBILITE DANS UN ANNEAU
Dans cette partic, on considére A un anneau commutatif intégre (4 est un anneau principal) et on note

par (a)1’idéal engendré par un élément a de A.

1. GENERALITES

1.1 Définition
Soient a et b deux éléments de I’anneau A.
On dit que a divise b (a st un diviseur de b) ou que b est divisible par a (ou 5 est un multiple de a), s’il

existe g dans A4 tel que b = aq.
" 1.2 Théoréme
(b) c (a) si et sculement si a divise b

1.3 Définition
Soient a et b deux éléments de 'anneau 4
On dit que a et b sont associés, s’il existe un élément inversible u de A tel que b = au.

1.4 Théoréme
(6) = (a) si et seulement si a et b sont associés.

1.5 Définition
On dit qu’un élément non nul de A est premier ou irréductible ou extrémal s’il n’est pas inversible et si

ses seuls diviseurs sont les éléments inversibles de A et les éléments qui lui sont associés.

2. PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR

2.1 Définition
Soient a,;a,;...;a, des éléments non nul de 4.

On appelle plus grand commun diviseur dea,;a,;...;a, , noté PGCD (a,;a,:...;a,), tout élément d de

Atelque dd=aA+a,A+...a,4

2.2 Définitions
a) On dit que les éléments non nulsa,;a,;...;a, de A sont premiers entre eux dans leur ensemble si

PGCD(a;ay;..;a,) =1

10
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b) Ondit que lesa,sont premiers entre eux deux A deux si pour tous les /, J tels que /# j,ona
PGCD (a,;r:j) =1
. 2.3 Théoréme de Bézout
Soient a,;a,;...;a, des €léments non nul de A. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) a,;a,;...;a, sont premiers entre eux dans leur ensemble.,
b) 1l existe des éléments u,;u,;...;u, de A tels'que au +au, +..+au, =1,
2.4 Corollaire

Soient a ; b et c trois éléments non nuls de A.

Si a est premier avec b et si a est premier avec c, alors a est prem:cr avec bc.
2.5 Théoréme
Soient a et b deux éléments non nuls de 4.

Si on appelle d le PGCD(a,b), alors il existe deux éléments a’ et b’ premiers entre cux tcls quea = da
etb =db’. ‘ :

2.6 Théoréme de Gauss

Soient a et b deux éléments non nuls de A et so:t d un diviseur du produit ab. Si d est premier avec a,
alors d divise b.

- 3. PLUSPETIT COMMUN MULTIPLE
3.1 Définition

Soient a,;a,;...;a, des €léments non nul de A.

On appelle plus petit commun multiple de g, ,a2 5 ,an ; noté PPCM (al ,a2 B a,) , tout élément de '
Atel que (a,)N (a,)N...N (a,) =(m) ' ' : |
3.2 Théoréme

Soient a et b deux éléments non nuls de 4, tels que PGCD(a ;b)=det PPCM(a ;0)=m.

Alors il existe un élément inversible A tel que ab = Mm

3.3.TCurvllaire
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls tels que PGCD(a b) d et PPCM(a ;b)=m.

Alors Iaﬂb[ md .

3.4. Corollaire

Soient a et b deux entiers naturels non nuls tels que PGCD(a ;6) =d et PPCM(a ;b) = m.
- Alors ab = dm. :

3.5 Théoréme

Soit un entier natureln = 2.

Alors il existe une suite croissante de nombres premiers p,; p,;...; p, etsuite @,;a,;...;a, de nombres

entiers naturels, tels que n = p,“ p3*...p2"

11

Generated by CamScanner from intsig.com



CHAPITRE : CORPS

I. GENERALITES

1. DEFINITIONS ET REMARQUES

1.1 Définitions

a)  On appelle corps tout anncau K non nul dans lequel tout élément non nul est inversible.
b) On dit qu’un corps est commutatif si la multiplication est commutative.

1.2 Remarque

Toutes les notions définies pour les anneaux (intégrité, morphisme, idéal et caractéristique) s'appliquent
également aux corps qui sont des anneaux particuliers.

1.3 Exemple

Les anncaux Q, IR et C sont des corps commutatifs de caractéristique nulle.

2. PROPRITES FONDEMENTALES

2.1 Théordmes

a) Dans un corps K, tout élément non nul est régulier pour la multiplication.

b) Tout corps K est intégre

2.2 Théoréme

Soient K et X* deux corps commutatif ct f un morphisme de corps de K dans K. Alors f est une
application injective.

2.3 Théoréme

L’anneau % 7 estun corps si et seulement si 7 est un nombre premier.

_ 2.4 Théoréme

Soit @ un élément non nul de Z. Dans I’anneau %Z , I’élément est inversible si et seulement si a et

sont premiers entre eux.

12
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. Fiche de travaux dirigés

Exercice 1
Soit a un entier naturel non nul.

On pose G, = {-i/z € Z}
a

1. Montrer G, que est groupe commutatif.

_ 2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que G, soit inclus dans Z.

Exercice 2
Soit G un groupe
1. Montrer que si G d’ordre quatre, alors il existe au moins un élément dlstmct de l’element neutre
et qui soit son inverse. ‘ : _
2. Montrer que si (ab)? = a’b?, pour tous a et b'dnns G, alqrs G'est cox‘nmut’atif.
Exercice3 ' '
1. Déterminer les sous groupes de /42

-

E Z .
2. Déterminer les éléments inversibles de A 4 Z o

Exercice 4

- - . . Z
Résoudre les équations suivantes dans A 37 Resoudrc les equat:ons suwamcs dans / 127 -

1)3x=2 et2)7x’ =5x—2=0 | l)3x 0 ct2)x —7x+10 0

Exercice 5 P ) ; - :
Dans (G, .) un groupe abélien multiplicatif d’element neutre e, on consxdere deux e]ements distincts aet. |

b d’ordres finis. Démontrer que si [a]ﬁ[b] {e alors Pordre de l’element ab est egal au PPCM des '

ordres des éléments aet b.
F.xercice 6

Onpose G ={zeC/|4=1}

Soit [ : IR — G définie par f(x)=e""
.1. Montrer que G est un groupe.
2. Montrer que fest un épimorphisme.
3. En déduire que G est isomorphe 1%_,

Exercice 7
1. Démontrer qu’une matrice est inversible si et sculement si 0 n’est pas une valeur propre.
2. Démontrer que les valeurs propres d’une matrice hermitienne sont des nombres réels.
Exercice 8 )
Dans le plan euclidien 2, on considére deux points distincts 4 et B.

Soit / I'’ensemble des isométries de 9. Pour tout point M de 2 ¢t pour tout i de I on pose i(M)=M".
Soient 1,= {ie [/ MAMB=M"AM Blet 1,={ic!/MAAB=M" M A.4B)

Démontrer que /, (11, est isomorphe Z/2Z .

Exercice 9

_ 1 23456 78
SoS=l, 4 61583 7

I. Déterminers™. -
2. Calculer I’ordre de s et écrire le plus simplement possible s

-
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Exercice 10
Soit A un anneau, tel que Vx € 4, x* = x.
1. Montrer que A est de caractéristique 2. (On pourra calculer (x + x)*pourtout x€ A,

2. Montrer que A est un anneau commutatif (On pourra caleuler (x + »)? pour tout (x;y) c 42,

Exercice 11
On désigne par E = IR, [X ] I’espace vectoriel des polyndomes réels de degré strictement inférieur A

quatre et rapporté A la base canonique B = (e,;e,;e,;¢,) = (X*; X, X;1).
Soit I'application u de E dans E, définie par: VP € E,u(P)X =P'(X +1)+ P (X =-1)=-P'(X)
1. Soit Q(X) =X’ + X%+ X +1. Déterminer u(Q)(X).

.

a. Montrer que v est un endomorphisme de E.

b. Déterminer la matrice A de u par rapport & B.

¢. En déduire que u n'est pas un automorphisme de E.

3. Ondonne v, =2X> =3X? +1;v, =2X > +3X7 ;v =X’ =2X" 4+ Xetv, =X’ - X*.

a. Montrer que B'= (v,;v,;v4;v,)

b. Déterminer la matrice de passage de la base duale B” 4 la base duale 5'° .

Exercice 12
1. Diviser A= X +1par B=X?— X +1suivant les puissances croissantes de  I’ordre 2.
2. Décomposer I'inverse de C = (X —=1)(.X'? +1)? en éléments simples sur /R .

Exercice 13

1 4
1. Déterminer les vecteurs propres de la matrice d’ordre deux suivante A = (2 l)

2. Soient (u,)et (v,) deux suites numériques telles que u, =v, = let
u,=u, ,+4v,

VneIN',{

Vo =2U,y —V,

a. Ecrire le systéme sous forme matricielle.
b. OnposeX, =(u,;v,). Exprimer X, en fonctionde X, ,, puis X, en fonction de n.

c.  Endéduire u, et v,en fonction de n.

Exercice 14
Résoudre le systéme différentiel défini par

dx
_:2x_

, ddr 2,
Y
——=—x42
dt ¥

Exercice 15 .
Soient G un groupe et H un sous groupe distingué de G tel que [G: H] = p , avec p premier.

I. Montrer que si K est un sous groupe de G non inclus dans /7, alors G = KH .
2. En déduire que si K est fini, alors |K| = p|Kﬂ H|.
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Epreuve de préparation d’Algébre
Probléme
Dans tout le probleme ¢ déalgne wn groupe maltiplicatif d'élément neutre e.

Partie 1,
On suppose que tout éément v o (G véyifie x° =¢
Montrer que (F et coninwtatif,

Montrer que ponr fout sous groupe propre H de G et pour élémentade G- H , HUaH estun
< sous proupe de ¢f

-t-)_—-

fad

Montrer que st 6 est ' oo find, alors il existe un nombre entier nature £, tel que [G] =2t

Partie 2
On suppose que ¢ est ink d'oidye pair,

L. Montrer que ¢ contiont un élément ' ordre 2.
%

2. Montrer que si [( u'| =20, aveo p premier, alors G contient un ¢lément d’ordre p.

Partie }

On suppose que I et K sont denx sous groupes de (7, : L i
L. a) Monter que /1L A st un sous groupe de G si et seulement si HcKouKcH.

b) en déduire quaneun grovpe n*est la réunion de deux SOus groupes propres.

2. Montrer que (7 M est ind i et seulement si (7 est fini ou G = H .

3. Monter que si 1 ext un sous gronpe propre de (7, alors gr(G - H) =G.

4. Soit A une partie finke non vide de (7, Montrer que A est un soas groupe de G si et seulement si

»= A eststable pour la lol de (7,

5. Montrer que si ¢ est (ind, alors toute partie non vide stable de G est un sous groupe de G.
Exercice 1

Soit L une loi de composition intere sur IR, définie par: V(x;y)c IRx IR, x | Y=xiy-xy
)
I. Déterminer 3 L{ 1 =2 L5et 017,

" 2. Montrer que (IR - {l}.‘l ) est un groupe abélien.
3. VnelIN",onpose x Ly .L..Lx=x". Montrer que x" =1-(1-x)"

N )
iy

Exercice 2
Dans cet exercice a désipne un nombre réel, E un espace vectoriel réel de dimension 3 et
B= (e,;e,;e,)sn base canonique, Soit / un élément de L(E) tel que
S(e))=(C=a)e, —ae, + Se,
J@&)=(=5+a)e, +(a—-2)e, -Se, (On désigne par A, lamatrice de f).
S(e)) =ae, +ae, =2e, _
[.a. Montrer que le polyndme caractéristique P, de A, est indépendant de a et en déduire son
polynéme ¢ ,.
b. Montrer que / est un automorphisme de E et déterminer 4,7 (1a matrice de S en
fonction de o,
2. Pour quelle (s) valewrs (8) Ia matrice A, est-elle diagonalisable ?
Dans toute la suite, on suppose quea =0,
Déterminer Ay pour ne IN et en déduire e’ pour 1€ IR.

15
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o ! BIRECTION DE L' ENSEIGNEMENT SUPLRILUR PUBLIC s
T SERvICE DES EXAMUNS ot concouns | - '
Discipling : Mathématiques |

[Concours d'entrée a FENS pour la préparation du CAPCM | Seaslon 2000 i line : Mathém:
prreuve : Algebre ' o __ﬁ" B - l . ' Durée ;4 heures _u___::_—_—_l )(

Celtte épreuve comporte quatie (1) exercicos indeépendants

EXERCICE 1 K est un corps commutatif et L est un K espace vector icl,

Soit f un élément non nul de /.(15).
On désigne respectivement paro et ¢, I’endomorphisme nul el

4 2
On supposc dans cet exercice que fi=0.

["application identique de E.

<

o 1 1) Montrer que Imf < Ker [
2), On considére g élément de L(I)) tel que g = ¢ - f ) ) .
a) Montrer que g est un automorphisme de E 4 b) Détermer g5y~
3) On supposc maintenant que K=/l ¢l 1=
a) Montrer que dim(Im /) < dim(Ker /). ¢ \,/ b) Iin déduire alors que dim(Im /) ( 2. 69 .
c) Montrer qu'il existe une forme lincaire /i sur IR" et un veeteur i de 11" telsique 7

viEell', f(X)=h(¥)0. 1 ~
)

EXERC 2 s
ICE2 Soit G un groupe d’élément ncutre e.
2 1) Montrer que si G est d’ordre 4 alors il existe dans G un élément différent de I'élément

"‘1 b € qui est son propre inverse.
T 2) Montrer que G est abélien si et seulement si I'application ¥ - GG
* g g”" est un automorphisme de G.

EXER ' ¢ i :
S Dire si les affirmations suivantes sont vraics ou fausses en justifiant volre reponse.
1) Puisque JR*=IR X /R alors IR*X IR=IR X IR X IR. F

2) Tout groupe G d’ordre fini est abélien. Y,
3) Toute matrice diagonalisable est inversible. ¥
4) Le seul groupe isomorphe a un groupe d'ordre 4 est Z/AZ. ¥
est syméyrique. ¥

5) Siune matrice a seulement deux valeurs propres distinctes alors clle
6) Siun nombre entier naturel divise le produit de deux nombres enticrs naturels alors il

by~
divise chacun des deux nombres.
7 ( {— 1;1}, +)et( {- l;l}, x) sont des groupes. ¥ N :
8) Tout polynome de degré 3 a cocficients réels a au moins une racine réelle.
9) Toute matrice triangulaire cst diagonalisable. +
EXERC]CE} Dans I’espace vectoriel réel E = IR, muni de la base canonique /3 = ( e, ¢,,e,), on
considére I’endomorphisme / vérifiant :
fle,)=3e-4e, +4e,; fle,)= ¢, - e, +8¢ ct fley)=2¢e, .
On pose A la matrice de fdans la base /3.
1) a) Déterminer A. A b sest-il clément de GL(I)? 4
T 2) a) Déterminer les valeurs propres de A 4 b) A st clle dingonalisable 7 4
| .
a 0 0 .
3) Déterminer une matrice semblable 2 A de la forme: |0 6 ¢ .
| 0 0 b A\

A

f .4/4
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v trée a I'ENS pour la préparation du CAP/PL [Dlgclplino Mnlhémaliquos I
}- Concours, d'entre 5 = | Durée : ! _4Houres [ Sesslon : 2014 4

[ Epreuve d’admission : Mathématiques

1. ALGEBRE (24>

;
q') I On considére trois ensembles non vides E, F, G, et des applications f:E-F; gl -G et
: h:G - E.

| l%"_t » andnd .
"]/:[ + ECOLE NORMALE SUPERIEURE D’ABIDJAN (E.N.S.) Service des Examen'i ot (‘oncours (S E.C. )

% 1- Montrer que sihogofetgofoh sont mjectwes etf o h o g surjective alors [, geth sont

bijectives.

{ 2- "Que peut-on conclure dans le cas ot i o gef et g of o hsontsurjectives et [ °h o g Injective ?

_.Ao " A) Soit (4 ,_.) un groupe d’élément neutre e .
Pour‘tout a€G,gr(a)estle sous-grou;fe de (G,.) engendré para.

1- Soienta etb dans G vérifianta b = b.a et gr(a) ngr(b) = (e).

A i) Montrer que a. b est d’ordre fini dans (G ,.) si et seulement sia et b sont d’ordre fini

_dans (G,.)

} _ estlep.p.cm desordresde a etde b dans @,.).
: 2- a) Soienta etbdansGtelsque ab=b.a.

= '-‘quea.b est d’ordre mn dans @.,.). "

A b) Soita € G d’ordre r = st dans (G, .). Montrer que a* est d’ordre ¢ dans @,.).
. 3- Onsuppose que (G ,.) est abélien.

Soient a etb dans G, d’ordre respectif set t dans (G,.) avecsAt =1

# A Montrer que ab est d’ordre st dans’ @..).
4- On suppose que (G,.) estun groupe cydique d’ordre n engendré par a.
A ) Montrer que, pourk € Z, yr(a") G siseulementsikAn=1
4 i) Quel est le nombre de générateurs de (G ".) ? '

5.0 B) i) Montrer que tout groupe (G,.) d‘qrdre 20449 est abélien.
N )/ if) Déterminer tous les types de groupes d’ordre 20449,
Iy F Il "Tous les anneaux sont supposés avoir un élément unité noté 1.

p (1- A est un anneau non nul. Donner la définition de la caractéristique de A.
1

BA i) " On suppose que ab estd’ordre fini dans (G ,.). Montrer que I'ordre de a. b dans G, )

-.Slaestd’ordre mdans (G.) etb d‘ordre n dans (G,.)avecmAan=1= = pged(m,n), moritrer_ )

2- Aestun anneau intégre. Montrer que la caractéristique de A est soit zéro, soit un nombre premier.

1"‘, 3- Aestunanneau intégre fini. Montrer que A est un corps. Quelle est sa caractéristique ?
Gy 4- A estun corps ( non nécessairement commt’{tatif)
0 n/ i) Montrer que le centre de A, C(A) = {xeA\ VyeAxy=yx) est un sous-corps
commutatif de A ]
0,,/ if) Rappeler la définition du sous-corps premier de A.
5- | Rappeler la définition d’un corps premier.
My

/ i) Montrer qu’un corps premier est commutatif.

y

na i) Déterminer tous les corps premiers ( 3 un isomorphisme prés ).

5 / iv) Démontrer que le sous-corps premier d’un corps A est un corps premier,
A

/6- Démontrer que le cardinal d’un corps fini est une puissance d'un nombre premier.,
v

13
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. ANALYS £ (28

ll(iuu lee Il
ol (1 o g
folt (%)) th eopace de Banach et 132 12 % 12—y 1 une application bilinéalie ef contintie.

Oy rappielle .
appe 'l“ ‘alors Ay 0, Vo, yc 12 ||B(z w) = Collzll Il :

Hoitao I Inl'quu l|al| < __‘1_*' 4

'

S Do e * 0
Onee propose de démontrer que I'equation ' z = a - Bi(z, z) | (4| |posséde une solution # <

- L Montrer que  fy(x, z) - B(y, y) = E [[}(;1: —y,zy) - Blzdy = ).

Fn déduire que application @ : 7 — a + B(z, z) es t lipschitzienne dans toute boule
{x ¢ I7 ¢ ||z|| < r} et préciser une constante de Lipschitz pour ¢ .
2. Résoudre I'inéquation
Cor? =1+ ||a]| £ 0.

Trouver ensuite 0 < r, < r; tels que pour tout élément r de Vintervalle [ry, 72} on ait:
lzll € r=*lla+ B(z, r)|| £ 7.

3. Trouver un r > 0 tel que P soit une contraction dans la boule {z € £ : ||z|| <7} -
4. lin déduire que I’équation (») posséde une solution z € E. Cette solution est-elle unique

[Exercice 2]
Soit (£, || - ||) un espace vectoriel normé et f une fonction de E dans E qui vérifie

Yt €R, Yz € E, f(tz) = t*f(z).

1. Montrer que si [ est différentiable en 0 alors sa différentielle en 0 est identiquement nulle
c’est-a-dire D f(0) = 0. , |
2. On suppose que [ est bornée sur la sv}_);érc unit¢ S={z € E : [|z|]| = 1}.
Montrer que [ est différentiable en 0.

A e P2 =

[! xercice ﬂ
On considere 1'espace mesuré¢ (R, B(R), A), ot B(R) et'\ désignent la tt"ilm borélienne et la

mesure de Lebesgue respectivement.
Soit P(R) 'ensemble des parties de R. Pour A € P(R) eta € Ronnote: 1 Afa = {:n ta:zeA)

Soita € R fixt, .
* 1. Montrer que | T.={AcP(R) : A+ac B(R)}
est une tribu sur R. '
2. Montrer qué B(R) C T, puis que B(R) = 7.
3. Pour A & B(R) on pose u(A) = A(A + a).
Montrer que j1 est une mesure sur (R, B(R)).

4. En déduire que pour tout A € B(R), on a /\(A +.a) e /\(/1) (invariance de la mesure de
Lebesgue par translation), ‘
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ECOLE NORMALE SUPERIEURE D’ABIDJAN (E.N.S.) ***** Service des Examens et Concours (S.E.C.)

Epreuvg?x;:;?ed'entrée 3 I'ENS pour la préparation du CAP/PL [ Discipline : Mathématiques
[ Duréo: 4 Heures |  Sesslon: 2014

Cette épreuve comporte CIng (05) exercices indépendants. Le candidat doit traiter les questions posées, dans I'ordre
chronologique présenté. Toute réponse sera proposée avec le maximum de rigueur.

i Exercicel : S e
Soit ( G,* ) un groupe multiplicatif d’élément neutre &, tel que pour tout (x,y) deG?*,ona (xe = xteyt.
Soient a et b deux éléments distincts de G, d’ordres respectifs m et n.
1. Montrer (G,e) est commutatf.
5> Démontrer que ab est d’ordre fini. :
3. . On suppose que [_a]r'\[b] = {e} . Démontrer que 1’ordre de 1'élément ab est le PPCM (m ; n).

Exercice 2 é

Soit E est un IR-espace vectoriel dimension finie n (n€IN").fet g sont deux éléments de Z (E).
* -~ 1. Montrer que fo g est bijectif si et seulement si gofest bijectif.
-7 2. Montrer que O est une valeur propre de fo g si et sculement si 0 est une valeur propre de_

Qo 2 Zem T - e 4 . . .

’ ﬂ3. Soit A une valeur propre non nulle de fog et soit i un vecteur propre de /o8 associéa 4.
a) Moniresr que g(u)# Oet que g(iz) est un vecteur propre de gof. '

b) Quelle est la valeur propre de gof associce 4 (). ?

4. Déduirz de ce qui préci;de_’quc pour tout co_uplg gf_,_g) de _;?;(E) x Z (E). fog et gofont les .mémes

valeurs propres. - -7 -

Exercice 3
@ désigne |’ensemble des nombres complexes.

Soient a ¢t b deux éléments Ca f,,1'application définie par.
f., € —>C

s> az+bz

a) Montrer quc f,, cstun endomorphisme de (C.%).
b) Montrer que pour tout couple (m,,m,) de JR? et pour tout couple(2,,73) deC?,
S (m2 +m,z;) =m,f,,(z‘)+ m!fn,b(zz)

a) Pour quelles valeurs des nombres complexcs a ot b, fos est-clle I'application nulle ?

b) Déterminer deux nombres complexes & ¢t f,pour que fop0fap = Jus

3. Traduire par un systéme ¥ de deux relations entre les nombres complexces a, b, a eth . la condition pour
que f,, soit involutive.

4. On suppose que ab z0.
Pour tout couple (z,2) de@?, onpose f.(2) = z'

~a) Trouver une condition cntre les nombres complexes a, b, @ etb pour que f,, soit bijective

v) Exprimer alors it

- wn
-
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ey i turel non nul. On considére la fonction définic par
Dans tout cet €x¢rcice,
@ IN' — IN®

n »m oumd

n désigne un cnticr na

¢signe le nombre des entiers naturels plus petits que 1 el premiets avec .

“- " a) Calculer (1)
" b) Montrer que pour tout nde IN®
¢) Endéduire ¢(p)pourp premier.
ier et k un entier naturel non nul, montrer que @{P Hy=p'( -';)

R P4 2 3 Z
- {1}, @(n)estle nombre des éléments inversibles de A z

2. Soit p nombrc prem

3 Soient p et g deux entiers naturels plus grands que l,tels que prg=1.

a) Montrer que @{(pq) = ¢(P)P(q) ;
b) Généraliser par récurrence, I’égalité au cas de n entiers naturels
premiers entre cux.

4. En déduire quc pour tout n dc IN - {l} sin= np , ou les p, sont nombres premiers, deux a deux

plus grands que 1 et deux a deux

dxslmas et les a, sont des nombrcs enticrs naturels, éléments de N — {1}, alors on a

@(n) = nH(l ——)
Exémicé 5

"Dans tout cet exercice, A est un anneau commutatif, unitaire d’élément neutre unité 1, et intégre.
(4 peut étre Z, Q ou IR).
On désigne par @ un élément de 4 qm n’est le caré d’zucun él¢ment de A.

On considére dans Ax A4, I’ addition et la multiplication, définies respectivement par V(a,b) € 4% et
- Ve d)yE A - ———— S S s ek 8 e Seasweies | Seglaee; @ da
(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)
(a,b).(c,d) = (ac +abd,ad + bc)
;i Montrer que (A x A, +,.) est un anneau commutatif.
b) Cet anneau est-il unitaire ?
;) Montrer que cet anneau contient un sous-anneau A’ isomorphe a I'anneau A.
. a) Calculer le carré de @ = (0,1).
b) Quels sont les couples (a,b)dont le carré est (a,0)?
Cect anncau (A x A,+,.)sera noté A[Jc;].
¢) Montrer que si I'on identific les ¢éléments homologues deA[\/E ] etde A’, tout élément z =(a,b) de
A[ﬁ]s'écritz =a+ab,
3. Pourtout élément z = (a,b) de A[JE], onnotc z=a-wbet w(z) = zz.
a) Montrer que I'application ¢:z z de A[JE] dans A[Jc—r] est un automorphisme de A[J;]‘
b) Montrer que pour tout élément z de AlVa) . p(z) e A",
¢) Montrer que ¥(z,2,) € Alalx A[Na] , ¢(z,2,) = ¢(z,)¥z,).
d) Monter que I’élément z de A[JE] admet vn inverse dans A[w/;]si et sculement si ¢(z) admet un
inverse dans A'.
e) En déduire que si A est un corps, alors A[a ] est un corps.

212,
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| Epreuve : Analyse et Probabilité L TTER | Durée: 4Heures | Session: 20192 i
La guahtd de ln rédaction 2l larte o fa pricision des rnsonnereots i l
i cutrerant pour IJI:LWT‘rm’pDrr*mt(, daass iappre rv&hm' des (‘t*t““b o ‘__‘. e |
2 . i
.- Exercice I B 2 XRA e PN
' I-Détesminer pour Q”f’”('w v.leu.s. du couple (o, ﬂ) e R (?‘4 1
7 intégrales sulvantes sout canvergentes. B ‘_,)_, [4; L 7w \ \ ‘
——— - o e qe el o i 2 ¢ \
i [ '———"_‘dI Y 4‘} b T (1 4 ”" — L dii. f':’;} Jf.E \
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_lesqud\ i y.a convergencep.

- Bxercice 11 .,
On adoptera Ia:éeﬁmuon suivante : - G B

Une suite de fonctions f,, converge uniformément sur A f\)Ub
une fnnr__'twn f i, pour tout £> 0, il existe ng € N £ 7»‘1' V 1 é W
n > ng implique | fo(z) — f (:c)[ < gpour tout 7 & A.

A _‘.'_'f ik ‘Prouver: qu'une sulte de fonctions {f,} deﬁmw e m’(uyr* f'wu“s, (fz_”":
e A uniformément convergente vem - B — /ﬂ\ 5

et seulement si .la suite snelle dn, . .{.'_'.L},X: -(_Jiu.é: ;’- é\’_ !:ﬁ’i
'—bup{lfn lxeB}neN‘ N .
converge vers 0. , _
2- Soient fn et-g deux suites convergeant L.mfoxmenen‘f Vers sz }.;r j
/ et g respeetivement. Montrer que fn + 5. mnverga uni- = {\E’:., O ol :

formément vezs f +g¢.

3-Cormdemns I&c suites fu(z) = z(1 — L) ot g,;(:z:} - 4
‘Etudier la cc_rweroepce uniforme de _]’nqn Que peut—o con-
C!hff”? =

Exercice 11T ey 2o

Soit I 2p] ‘lmat-ond_e 'R"' dans R définie par

(oowwmrmm( )5 () 7 00—

_ Montrer quef est différentiable en tout point de R?. Calculer -5 N -"Y'«‘ LIPER
R df (U; V). e ST o o'® = _
2- Les dérivéey pdrtldleq de f sont ell(,s continues au point kY \
i) Fon P N
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ECOLE NORMALE SUPERIEURE D'ABIDJAN (E.N.S.) ***** Service des Examens et Concours (S.E.C.)

Concours d'entrée 2 I'ENS pour la préparation du CAP/PC | Discipline : Mathématiques

Epreuve : Analyse et Probabilité | Durée: 4Heures | Session: 2014

Exercice I Etudier la nature de )a série numérique de terme général u_ dans chacun des cas suivants :

/3 ) u, =(-1) (Ve +1-n). vnen (g g )

j%/ /' ‘ C&, 2) u, —(na:l,] Vne N oraestun réelpontf ((‘c»ﬁl? Aoy, a fcy
a” ! oS L
| R B v o gy e b i (2. Satr X 4
Exerc:ceE

Soient a et b deux nombres réels tels que 0 < @ < b. On définit les suites (wn) et (zn) Par

= _ Wy, +
Wo=a,z=bet Wns1 = /WnZn, Unpl = n2 Zn, VTLEO

7 “Cem—, 1

[ T O ——— ( ¥
3 I-Demontrer Vn > 0ona 1wy < w, < Wnt1 < Zpt1 < 27 < 2.

3 2 Demontrer que CZy—wn < 20 ;n‘wo Vn > 0.

4 Endéduire que les suites w, et 2, sont convergentes et la ont méme limite.

Soit % un ensemble non vide.

i

|

|Exercice IIL:. Q
|

! f’ 1- Montrer que I'application définie sur E x E par

| 1 slapshay s, \ )
/ @ d(:E, y) 0 siz =0 /'1 a’)
/ est une distance sur E.
> 2- a- Quels sont les ouverts sur E ?

SR

\ b- Quels sont les fermés sur E? :
3- On pose :
PR YN V(:c,y)eExE-

\3/

3, 1¢d(z,y)
i Montrer que d est une distance sur E.
\—' 4- On suppose que £ = R, montrer que (IR d) et (R,d) sont
A+ Ges esmaces métriques bornés dont on précisera le diametre.

Exercice TV

Soit f une application continue de R dans lui-méme périodiquie
+ de période 1. On supp t)q 'l existe un couple (A, ) de nombres
réels strictemrnt positifs tel qu 'au voisinage de 0, | f(2)| ~ Alt|°.

;3 ’*_—‘) i Pour tout entier n > 1 on note f, la fonction définie sur l'inter-
/ ,(i"/} / valle [0, oo[ par la formule ;

‘ B falt) = F(VEF12).
. 1- Montrer que la suite de fonctions (f,)ns1 converge simple-

“ment vers 0 sur l'intervalle [0, +o0]. .
2- Montrer que la convergence n’est pas uniforme sur lmter—
| valle [0, +o0].
' 3- Déterminer les intervalles de [0, +oo[ sur lesquels la conver-
| gence est absolue.
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¥ :COLE NORMALE SUPERIEURE D'ABIDJAN (EN.S) **** Service des Examens et Concours (S.E.C.)
G oncours dentrée a PENS pour la préparation du CAPIPG [ Discipline : Mathématiques

[ Durée: 4 Heures |  Session : 2014

T.ALGEBRE ()

“Epreuve d’admission : fyathématiques

;;'ovﬁ | ‘Soient E, F, G et H quatre ensembles non vides,
A4L f+E—2F;g:F 2Geth:G = H.

Montrer que ( g o [ et h o g sont bijectives ) si seulementsi ( f, g et h sont bijectives )
3 b Il Donnerla valeur de vérité ( avec justification ) des propositions suivantes :

1- Tout sous groupe H d'un groupe monogéne (G, .) est distingué dans (G, .).
2-  Sitout sous groupe H d'un groupe (G, .) est distingué dans (G, .) alors (G, .)est monogéne.

4-  Pour tout groupe fini (G,.)d’ordre n, d’élément neutre ¢ et pourtout x € G ,ona x™ =e.

A
Y|
A 3- Toutgroupe fini est cydique.
i
/1 5- Unanneau A non nul avec élément unité noté 1, est de caractéristique zéro si et seulement

sipourtout n€N* ,onan 1, +0,.
Th w1 a) soient ACX) = X* — 9X3 4 30X% — 44X + 24,
y B(X) =X3—5X2+4+8X—4et C(X)=X?4X 41 dans R[X].
! 1- Montrer que A(X) aun zéro multiple d’ordre 3 que I'on déterminera. Factoriser A(X)

A dans R[X].
2- Déterminer l'idéal de R[X] engendré par A(X) et B(X).
B(X)

—//’;f’ 3- Décomposer en éléments simples dans R(X) la fraction rationnelle F(X) = TS
b) Factoriser le polyndme P(X) = 8X3 —36X? + 46X <15 € R[X] sachant que ses zéros
A(( sont en progression an‘thmétique. ' : 3 b

%3'0 IV Soient E un R-pspace vectonel de dimension 3, B = (e;, ez;'es ) une base de E'sur’R, B"labase -

duale de [a base B, ul—-e1+Zez—ea, 2 =2e; +3e; et u3=e; +3e;,—e;.

0_”-_ - 1- a) Montrer que C = (4,uz ,u3) estune base de EsurR.-- engit s ’ i
y * b) Déterminer les matrices de passage Pg_c de BaCet Pc_.B deC3 B-— 45
' 2- SoitC* = (u],u3,u5) labase duble delabase C. g et el
A a) Déterminer les matrices de passage Pp+_,c- de B* a (" et Pc-p- de C‘ aB. : .-
Onﬂ b) En déduire C* ( en fonction des éléments de B" )

3- Sojent v = 531 + 262 + 4’33 ¢ &— 381 + 232 5 U3 =e t+ 263 et
F = vect(ry ,v;,v3 ) le sous-espace vectoriel de Eengendre par vl ,vz v3

| Déterminer F° l'orthogonal de F ( dans E* ) et un systéme d’équations _carteﬂennes deF

dans la base B.

\ : 5 3 1
4- SoituEEn(E)telque M(u,B)=(2 2 0)

4 0 2
A i) Déterminer M(u,C) la matrice de u dans la base C.
9 i) Déterminer Im(u) et Ker(u) (danslabaseB )./
1 i) péterminer M( ‘u,B*) et M( *u,C") ol ‘u est]atransposée dew.
A iv) Déterminer Im( “u) et Ker( “u) ( dans la base B‘ ).

0 ." 5- a)Soitv=7e,+ 14e; — e; G E. Déterminer les coordonnées de v dans la base C
: 5(./ b) Soitf = 7e; + 14e; — 23 € £ . Déterminer les coordonnées de f dans la base C”.
' Al 9

TNt T O U O AR AIER A A L R A I v A A ]



T ANRLYSE (28)

Ezercice 1. ,
Soit f(z) =2® — 3z +2 et mun paramétre réel.
1. Ftude et réprésentatation graphique de s
9. Déterminer le nombre de solution(s) réelle(s) de 1'équation
8 -3z+2 - m=0.
Ezercicel.
Enoncer
a) le théoréme des valeurs intermédiaires;
b) le théoréme de Rolle;
‘ c)le théoréme des accroissements finis.
’ Ezercice 8.Determiner une primitive de f(z) = sy
Ezercice 4.Calculer au moyen d’une intégrale P’aire d'un disque de rayon R.
Ezercice5 (suite de Fibonacci). '
‘ Determiner la suite (u,) définie par ug =u1 = let Upt2 = Un41 T Un
(on calculera un en fonction de n et on donnera lim ).

CEER
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Concours dentrée 4 7
Ours dentrée a I'ENS pour la préparation du CAP/P

_Epreuve :
Analyse et Probabilité C [ Discipiine : :
| Durée; 4 quf = I]Vlathémanques
—- I ure * .
e ] S Session : 2015
EXERCICE 1 '
1) Soit

X—i

g(x) =In (1 + —i ) - (% ),

Etudier les variations et le signe de %(x) suivant les

valeurs de x dans R.

f

2) Etudier et représenter graphiquemen% f:R - R telle que

f0) = (&% = Din (1

On prouvera que

/1
42)
; X

f(x) =2x g(x)

pour tout X € o0, —1[ U J0, +oo].

EXERCICE 2
Soit (fr)nent 12 suite de fo
= ]—'TEJ +T[[ pa‘r ‘

_sinztnx) A. :
fn(x) T nsinx st 170

a) Etudier la converge
b) Etudier la convergence un
chacun des cas suivants :

i)  Surtout compacte d¢ ] =7, +7
—g, +m[ ne contenant

ii) Sur tout compacte (de ]

pas z€ro
| iii)
EXERCICE 3

1 xlnx

‘ Soit [ = fe mdx

1) Justifier 1a convergenge de I.

[o, [ telque @€ -m, 4l o

nctions définies sur

et f,(0) =0

nce simple de (fn)nen*-
iforme de (frn)nen dans

[ contenant z€ro

;
\ " P
R Lanm \ull \ ‘\ L

|

\

LIS pour a>0 en utilisant

2) Calculer [ (a) = L 1)

une intégrat
i

H
f
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== e g ‘ce des Examens et Concours (S.E.C)
s ERIE 'ABIDJAN (E.N.5.) Service ° -
( ECOLE NORMALE SUPERIEURE D'A ( ~— | Discipiine ; Mathématiques

o R =

e e | i ﬁﬁ_cu_
—— Goncours d'entrée 4 'ENS pour la préparation du ca [ Durée: 4Heures |  Session:2015

Epreuve : Algébre/Analyse et Probabilités

1. ALGEBRE

Exercice 1
1- Décomposer en éléments simples dans R(X) la fonction rationnelle suivante :

X1
(x+1)2(x*+x>+x+1)

fG) =

2-a) Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle PTE T CT

1

b) En déduire la limite de la suite S,, = X }i_, K(k+1)(k+2)

Exercice 2 : Logique i
[- Soit p € N, un nombre premier. Montrer que p n’est pas un carré dans Q .

2- Pour m € N, montrer que si 2™ — 1 est un nombre premier alors m est un
nombre premicr.

. Exercice 3
(4 -6 0) j
SoitAla matrice| 3 5 0
3 6 5

1- Diagonaliser A
2- Calculer 4" en fonction de n.
3- On considére les suites (u,),(v, )es(w,) définies par leur premier terme
uy,v, ef w, et les relations suivantes :
un+l = —4?1" _6vn
vn+i '—‘31{" +5\.’”

W,., =3u,+6v, +5w,

(4
| v, |. Exprimer X, en fonction de A et X, . En déduire

-

Pour n20.0n pose X, =

|
\ W,

u, v etw, enfonction den.
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