Sciences de gestion

Synthese
de cours
exercices
COITiges
Matheématiques
appliquees
a la gestion
@ Cours et exercices adaptés aux besoins
des gestionnaires et des économistes
@ Approche progressive illustrée de
nombreux exemples
@ Corrigés détaillés de tous les problemes
et exercices
Collection
synthex
PEARSON
L Jeremy DUSSART, Natacha JOUKOFF,

Education .
wrrps/stribe DG LQULIT, Ariane SZAFARZ



Sciences de gestion

Synthése Exercices
de cours corrigés

Mathématiques
appllquees
a largestion

Jeremy DUSSART
Natacha JOUKOFF
Ahmed LOULIT
Ariane SZAFARZ

Direction de collection : Roland Gillet
professeur & |'université Paris 1 Panthéon-Sorbonne

Collection
synthex

PEARSON

Education
France

http://fribok.blogspot.com/



ISBN : 978-2-7440-7374-8
ISSN : 1768-7616

© 2009 Pearson Education France

Tous droits réservés

Composition sous ETgX : ScripTEX

Toute reproduction, méme partielle, par quelque procédé que ce soit, est interdite sans autori-
sation préalable. Une copie par xérographie, photographie, film, support magnétique ou autre,
constitue une contrefacon passible des peines prévues par la loi, du 11 mars 1957 et du 3 juillet

protocopiLage| 1995, sur la protection des droits d’auteur.
TUELE LIVRE

http://fribok.blogspot.com/



A Cécile, Céline, Sylvain, Cédric, Yasmina et Clara, en espérant qu’un jour ils approfondiront
cette matiere fascinante qui leur a pris un peu du temps de leurs parents.

A Emerson, pour Pencourager a découvrir ce domaine que son grand frére a pris plaisir a
investiguer.

http://fribok.blogspot.com/



Sommaire

Les auteurs Vi
Introduction IX
Chapitre 1 * Rappels et définitions 1
Chapitre 2 * Suites réelles 31
Chapitre 3 ¢ Les fonctions d’une seule variable 51
Chapitre 4 » Optimisation des fonctions d’une seule variable 101
Chapitre 5 ® Les matrices 121
Chapitre 6 o Les fonctions de plusieurs variables réelles 161
Chapitre 7 * Optimisation des fonctions de plusieurs variables 201
Références bibliographiques 235
Index 237

Sommaire

http://fribok.blogspot.com/



Les auteurs

Jeremy Dussart est ingénieur de gestion de la Solvay Business School (SBS) de I'Université
Libre de Bruxelles (ULB). 1l est chercheur en stratégie au Centre Emile Bernheim (CEB)
et enseigne les mathématiques en privilégiant les applications pratiques a ce domaine.

Natacha Joukoff est mathématicienne diplomée de 'ULB. Passionnée par la pédagogie,
elle enseigne les mathématiques a la SBS, elle participe aussi activement aux cours pré-
paratoires a destination des futurs étudiants et aux cours de soutien organisés pour ceux
qui, en premiere année de sciences de gestion, ont des difficultés a s’adapter au rythme de
I'enseignement des mathématiques.

Ahmed Loulit est titulaire d'un DEA de sciences de gestion (SBS) et d’'un doctorat de
mathématiques (ULB), obtenu sous la direction du professeur Jean-Pierre Gossez. Il est
enseignant en mathématiques (SBS) et chercheur au CEB. Il prépare actuellement une
these en modélisation financiere sous la direction du professeur André Farber.

Ariane Szafarz est professeur de mathématiques et de finance a 'ULB. Elle y dirige le
Centre Emile Bernheim (CEB) et est membre du Département d’économie appliquée
(DULBEA). Diplomée en philosophie des sciences, elle a rédigé une these de doctorat de
mathématiques sous la supervision du professeur Christian Gouriéroux (CREST, Paris),
avec qui elle a régulierement collaboré. Présidente de I’Ecole doctorale en gestion de 'ULB
(SBS), elle participe a divers projets scientifiques, nationaux et internationaux, et encadre
plusieurs doctorants du département de finance dont elle assume la responsabilité avec les
professeurs Ariane Chapelle et André Farber. Enfin, elle est 'auteur de nombreux livres
et d’articles scientifiques en économétrie financiére.

Les auteurs

http://fribok.blogspot.com/

Vi



Introduction

Lobjectif principal de cet ouvrage est d’apporter aux étudiants en sciences de gestion les
bases mathématiques nécessaires pour aborder les diverses branches de leur discipline. A
cette fin, il propose un compromis entre une vision mathématique abstraite qui ignorerait
les aspects pratiques et une démarche strictement utilitariste qui masquerait la fécondité
et Uesthétique du raisonnement mathématique.

Selon le principe de la collection, chaque chapitre commence par une synthése de cours
illustrée de nombreux exemples, remarques pratiques et commentaires. Ceci exclut les
démonstrations (qui peuvent étre trouvées dans les ouvrages de référence) au profit
d’explications mettant en évidence la logique de la succession des matieres. Ce sacrifice,
difficile a consentir pour un mathématicien, est compensé par des définitions précises,
des hypotheses explicites et des résultats rigoureux.

Les exercices et problemes, qui occupent la seconde et majeure partie de chaque chapitre,
se répartissent entre applications directes des résultats théoriques et formalisation des
questions posées par les sciences de gestion. Tous sont accompagnés des solutions détaillées
qui mentionnent, le cas échéant, 'existence d’autres approches possibles.

Les sciences de gestion sont jeunes et dynamiques et leurs contours théoriques fluctuent.
Dresser I'inventaire détaillé des outils mathématiques qu’elles emploient constitue une
mission périlleuse. Nous avons choisi la voie, plus commode, de la cohérence mathéma-
tique thématique, quitte a délaisser certaines matieres, qui, comme les intégrales ou les
applications linéaires, apparaissent moins souvent dans les applications, mais sont tout
aussi passionnantes. Il reste donc matiére a un second volume.

Ce livre est organisé de la maniére suivante. Le premier chapitre introduit les notions de
base et les notations qui seront utilisées tout au long des pages qui suivent. Il va cependant
au-dela des simples rappels en présentant notamment la résolution d’équations dans
I’ensemble des nombres complexes. Le chapitre 2 étudie les suites réelles qui permettent
de caractériser 'évolution et la convergence de processus déterministes en temps discret.
Le chapitre 3 développe la théorie des fonctions d’une variable tandis que le chapitre 4
est dédié a la détermination des extrema de ces fonctions. Le chapitre 5 est consacré aux
notions fondamentales relatives aux matrices et a la résolution de plusieurs problemes
d’algebre linéaire. Le chapitre 6 présente les fonctions de plusieurs variables dont les
applications pratiques a la gestion sont multiples. Logiquement, le chapitre 7 approfondit
la recherche des extrema de telles fonctions.

%%
*
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depuis plusieurs années ce type de cours a la Solvay Business School de 'Université Libre
de Bruxelles. Arrivés au terme de la rédaction, nous lui sommes trés reconnaissants de la
confiance qu’il nous a témoignée et des bons moments passés en sa compagnie qui nous
ont permis d’apprécier sa rigueur intellectuelle, son sens de 'organisation et son humour
communicatif.

Il convient de souligner le soutien efficace et les encouragements répétés que nous a pro-
digués Pearson Education France, et tout spécialement Pascale Pernet et Antoine Chéret,
avec qui nous avons pris un grand plaisir & travailler. Ils conserveront probablement le
souvenir que les matheux sont des gens certes pointilleux, mais respectant les délais.

Nous remercions également Martine Anciaux-Mundeleer pour sa patiente relecture et
ses commentaires judicieux, sans oublier les générations d’étudiants et d’éleves-assistants
qui nous ont aidés a ajuster le contenu de notre enseignement et a affiner I'approche
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Jeremy Dussart
Natacha Joukoff
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Chapitre

Rappels
et définitions

Ce chapitre présente les notions de base et les

Rappels et définitions
1. Ensembles de nombres ............... 2 notations utilisées dans la suite du livre!", en
2. Relation <dansR .................. 3 | bles d b | évol
commengant par les ensembles de nombres. Il évolue
4. Fonctionsde R dans R .o oo, 4 ensuite vers la structure ordonnée de I'ensemble R des
5. Résolution d'équations dans C ... 6 b 2el
nombres réels.
5.1 Nombres complexes .............. 6
5.2 Plan complexe et forme De lg, les intervalles et autres ensembles convexes de
tr|q0n0merr|que .................. 7
53 Po|yn?mesd coeffcients \ R sont introduits. Les fonctions réelles dont I'étude
Comp EXESK...........af. ..... 200 e . s
6. Topolog Aeldambedaies Inecire détaillée apparait dans les chapitres 3 et 4 sont
Qons RY oovovsninniens, ¢ briévement présentées. La généralisation de
Problémes et exercices ...... 12

I'ensemble R est abordée selon deux directions. D’une

Relation < dans R .
: part, au plan algébrique, les nombres complexes

Fonctionsde R — R 14
Nombres complexes ................... 24

permettent la résolution d’équations polynomiales sans

gl ,
Topologie ef dépendance linéaire solution réelle. D’autre part, les ensembles de n-uples

dons R" 2 réels constituent la base indispensable & I'examen des

fonctions de plusieurs variables qui font I'objet des

chapitres 6 et 7.

1. Nous supposerons néanmoins acquises les notions de base et les notations de la théorie des ensembles et de
lalgebre élémentaire.

Rappels et définitions 1
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] Ensembles de nombres

Les ensembles de nombres sont présentés du plus petit au plus grand, partant de celui des
nombres naturels, utilisés communément pour dénombrer des objets. Les nombres entiers
sont obtenus en ajoutant aux nombres naturels leurs opposés, qui sont munis d’un signe
négatif. Les nombres rationnels permettent d’introduire toutes les fractions (division de
deux nombres entiers) 4 dénominateur non nul. Enfin, ’ensemble des nombres réels qui
n'est pas dénombrable, est déterminé par analogie avec les points d’une droite, appelée la
droite réelle.

Notations
+ N est ’ensemble des nombres naturels {0, 1, 2, ...}.

+ Z est ’ensemble des nombres entiers{..., —2,—1,0,1,2,...}.
+ Q est ’ensemble des nombres rationnels {1—) peZ,qel,qF# O}.
q

+ R est 'ensemble des nombres réels, représenté par I’ensemble des points d’une
droite orientée munie d’une origine et d’une unité.

« Pour chacun des ensembles cités, on indique Pexclusion du nombre 0 par un
indice inférieur nul ou un astérisque. La restriction aux nombres positifs ou
nuls, ou négatifs ou nuls, s’effectue a 'aide du signe qui convient placé en indice
supérieur. a

Exemples
No=N*=N\{0} ={1,2,...}, Rt = {xe R:x >0}, R; = {x e R:x < 0}.

L’équation x> = —1 n’admet pas de solution réelle. Afin de résoudre cette difficulté, on

définit un ensemble plus vaste que R, I'ensemble des nombres complexes.
Définition (C:{a+bi:a,beR, i2=—1}. Q

Les définitions et propriétés relatives a I'ensemble C seront présentées dans la section 5
du présent chapitre. Remarquons que les inclusions successives N C Z Cc Q c R ¢ C
sont strictes puisque :

s —leZet—1¢N.

1 1
c-€Qet-¢Z.
Ny 3
steRetw ¢ Q.
*342ieCet3+2i¢R.

Lensemble R occupe sans conteste une place prépondérante dans les applications pra-
tiques. En effet, les multiples éléments quantitatifs qui émaillent les probléemes de la
gestion s’expriment le plus souvent a I'aide des nombres réels.

Dans le domaine des processus évolutifs, deux approches du temps coexistent. D’une part,
le temps vu comme une succession d’instants dissociés (approche dite discréte) conduit

3

a une représentation mathématique de dates appartenant a N ou Ny et Iévolution des

Rappels et définitions
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Chapitre

variables d’intérét sera exprimée a I'aide de suites (chapitre 2). D’autre part, le temps
considéré comme un continuum (approche dite continue), en référence a R ou R,
requiert la théorie des fonctions (chapitre 3). En fait, ces deux visions du temps sont
complémentaires : I'observation statistique s’effectue a des dates discretes, tandis que
I'analyse théorique repose plus volontiers sur la théorie des fonctions, plus performante a
cet égard.

F] Relation < dans R

Lensemble des nombres réels est naturellement ordonné selon la position des points sur la
droite réelle de gauche a droite. Cette relation d’ordre, notée <, jouit de diverses propriétés
qui enrichissent la droite réelle et permettent de définir des notions qui s’avereront fort
utiles dans I’étude des fonctions.

Propriétés
« La relation < est un ordre total sur R car :
— Vx e R: x < x (réflexivité),

— Vx,ye R:x<y et y < x= x =y (antisymétrie),

Vx,y,ze R:x <y et y < z= x < z (transitivité),
— Vx,y e R:x <y ou y < x (Pordre est total).

Lordre < est compatible avec 'addition et avec la multiplication par un nombre
positif ou nul car :

-V, y,zeR:x<y=>x+z<y+z
-~ Vx,yeR, VzeR": x<y=xz<yz a

Attention

Vx,yeR, VzeR : x<y=>xz2>yz

Propriété R est un ensemble dense car :

Vx,yeR:x<y=>3FzcR:x<z<y. 0

Remarque

N et Z ne sont pas des ensembles denses, tandis que Q et R\Q le sont. En outre, ces deux
derniers ensembles sont denses dans R. En effet :

Ve,yeR:ix<y=3zeR\Q:x <z <y.
Ve, yeR:ix<y=3zeQ:x<z<y.

Considérons un ensemble A C R. Les définitions suivantes utilisent la relation d’ordre <

afin de situer un point quelconque b € R par rapport a cet ensemble.

Relation < dans R 3
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4

Définitions

« b est un majorant de A si Vx € A : x < b. Pensemble des majorants de A est
noté A.

« b est un minorant de A siVx € A : b < x. Uensemble des minorants de A est
noté A.

« A est borné si A admet au moins un minorant (A est minoré) et un majorant (A
est majoré).

+ Le plus petit majorant de A est appelé supremum ou borne supérieure de A. 11
est noté sup A. Si Isup A € A, alors sup A est appelé maximum de A. Il est noté
max A.

« Le plus grand minorant de A est appelé infimum ou borne inférieure de A. 11
est noté inf A. Si 3inf A € A, alors inf A est appelé minimum de A. Il est noté
min A. a

Propriété DansR, tout ensemble non vide majoré admet un supremum et tout
ensemble non vide minoré admet un infimum. O

Néanmoins, certains ensembles majorés (resp. minorés) n’admettent pas de maximum
(resp. minimum). Voir les exercices.

K] Sous-ensembles convexes de R

Un sous-ensemble A de R est dit convexe si tout segment qui joint deux de ses points
est contenu dans I’ensemble. La formalisation mathématique de cette définition s’énonce
comme suit.

Définition A est un sous-ensemble convexe de R si :
Vx,y€A, VzeR:x<z<y=>2z€A. a
Les sous-ensembles convexes de R sont les intervalles, les demi-droites et les sous-ensembles
triviaux : ¥ (ensemble vide) et R. Voici tous les intervalles et demi-droites possibles :
+ Intervalle fermé : [a, b] = {x e R: a < x < b}.
« Intervalle ouvert: (a,b) = {x € R:a < x < b}.
« Intervalles ni ouverts, ni fermés : [a,b) = {x e R: a < x < b}
et(a,b] ={xeR:a<x<b}.
« Demi-droites fermées : [a, +o0) = {x e R:a < x} et (—o0,b] ={x e R:x < b}.
« Demi-droites ouvertes : (a, +o0) = {x e R:a < x} et (—o0,b) = {x € R:x < b}.

Il Fonctions de R dans R

Considérons deux sous-ensembles A et B de R. Par définition, une fonction de A dans B
envoie chaque élément de A sur un élément de B, son image par la fonction, notée f(x).

Définitions

« f est une fonction de A dans B si a tout élément x € A correspond un et un seul
élément f(x) € B.Onécrit:f : A — B:x — f(x).

+ Lensemble A est appelé le domaine de définition de f, et noté domf.

« Le graphe de f est la courbe plane d’équation y = f(x), x € A. Qa

Rappels et définitions
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Chapitre

Les roles des ensembles A et B sont fort différents. En effet, tout élément de A est
obligatoirement envoyé par f sur un élément de B, tandis que chaque élément de B peut
étre 'image d’un, de plusieurs ou d’aucun élément de A.

Exemple

Prenons la fonction f : R — R* : x — max{x, 1}. Tous les nombres du sous-ensemble (—o0,1]
de R ont pour image 1, tandis que les autres points de R sont envoyés sur eux-mémes. Il s’ensuit,
entre autres, que : 1/2 n’est I'image d’aucun point de R, 1 est I'image d’une infinité de points
de R, 3 est I'image d'un seul point de R. Notons aussi que les nombres négatifs ne font pas
partie de I'ensemble d’arrivée R*. Le graphe de f est donné par la figure 1.1.

Figure 1.1 i"
4_
3]
5]
y=1f(x) .
L O B B e B B B s B S B e B e s ey RS
-2 o 1 1 2 3 4
g

Afin de caractériser les diverses situations possibles, on adopte les définitions suivantes.

Définitions
« Limage par f de A est 'ensemble : Im((A) [ou f(A)] ={f(x) : x € A}.
« L'image inverse de B' C B par f est 'ensemble :f !(B') = {x € A : f(x) € B'}. O

Exemple

Si I'on considére la fonction f : R — RT : x — max{x, 1}, on a : Ims(A) = [1, +00) et, pour
B =[1,2] R, ona:fY(B)=(—o0,2].

Dans les problémes pratiques, on est souvent amené a appliquer plusieurs fonctions
successivement. Par exemple, une usine peut, dans un premier temps, transformer une
quantité de facteur de production de base en un produit semi-fini, lui-méme appelé a
servir de matériau pour le produit final. Les quantités successives en jeu dans ce processus
peuvent étre représentées par Papplication en chaine de fonctions de production selon le

Fonctions de R dans R 5
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schéma suivant :
Facteur brut (x) 4 produit semi-fini (y) £ produit final (z)

Le passage direct de I'input initial x a Uoutput final z est donné par la fonction composée
définie comme suit :

Définition Sif: A — B:x— f(x)etg: B— C:x — g(x), la composée de f
et g estla fonction de A — C, notée g o f, définie par: (g0 /) (x) =¢(f(x)). O

Parmiles fonctionsf : A — B : x — f(x), ondistingue trois grandes classes : les fonctions
injectives, surjectives et bijectives.

Définitions Soitf: A — B:x — f(x).

. f estinjective siVx1, %, € A f(x1) = f(x) = x1 = x5

s f est surjectivesiVy € B, 3x € A1y = f(x);

- f est bijectivesi f est injective et surjective, Cest-a-dire siVy € B, 3 un et un seul
xeA:y=f(x). Qa

Remarque

Les ensembles A et B jouent un réle crucial dans la détermination du caractére injectif et/ou
surjectif d’une fonction.

Enfin, seules les fonctions bijectives permettent de donner un sens a une fonction réci-
proque (ou inverse) selon le schéma suivant :

f

x=f") y =1

f‘l
“«—
Définition Sila fonction f : A — B : x — f(x) est bijective, alors sa fonction

réciproque, notée ', de B — A, est définie par :

1

VyeB:f () =x<y=f(x). a
Ainsi, parmi les fonctions usuelles, on dénombre plusieurs couples de fonctions réci-
proques telles que Pexponentielle et le logarithme (dans la méme base), les fonctions
sinus et arcsinus (moyennant une restriction de domaine qui garantisse la bijectivité),
etc. Plus simplement encore, la fonction identité f : R — R : x — x est sa propre

réciproque tandis que la fonction « carré » f : R™ — R : x — x? (domaine restreint
pour bijectivité) a pour réciproque la fonction « racine carrée » f : RT — RT : x — /x.

H Résolution d’équations dans C

Apres avoir brievement rappelé les définitions de base des nombres complexes, nous
donnons ici les propriétés relatives aux solutions d’équations polynomiales.

5.1 NOMBRES COMPLEXES

Dans la section 1, Pensemble C des nombres complexes a été défini par :
C={a+bi:abeR, #=—1)}.

On introduit également les notions suivantes :

Rappels et définitions
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Chapitre

Définitions

+ Le nombre réel a est la partie réelle de a + bi.

« Le nombre réel b est la partie imaginaire de a + bi.

+ Le nombre complexe z = a — bi est appelé conjugué de z = a + bi.
« |z| = v/z.Z est appelé le module de z.

+ Les nombres complexes a + bi et ¢ + di sont égaux < a =cetb = d. a

L’addition et la multiplication dans C sont définies par la généralisation des opérations
correspondantes dans R. Ainsi, sizy =a+ bietz, =c+di,ona:

zZi+z=(@+c)+(b+d)i et z.z = (ac— bd) + (ad + bo)i.

Remarque

L'inverse du nombre complexe a + bi # 0 est obtenu comme suit :

1 - a— bi
a+bi (a+ bi)a— bi)
A a—bi
e

a b

a2 + b2 _a2+b2"

5.2 PLAN COMPLEXE ET FORME TRIGONOMETRIQUE

On représente volontiers les nombres complexes dans un plan, dit plan complexe ou plan de
Gauss, muni en abscisse de « 'axe réel » et en ordonnée de « ’axe imaginaire » (figure 1.2).

Figure 1.2 axe imaginaire
A

bk = = = = = @ Z=a+ bi
1
1
1
1
1

0 P - axe réel

Les nombres complexes non nuls peuvent aussi étre représentés sous forme trigonomé-
trique (figure 1.3, page suivante) : z = a + bi = p(cos 0 + isin 0),

Résolution d’équations dans C 7
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Figure 1.3
g y = /a2+b2
\ a=pcos@
ou =>

[

. ) b a
_ : b=psind sin@ =—,cos @ =—
Dl o mammam z=a+bi P Y]

Langle & est appelé argument de z.

Exemple

ST ST
z:l—«/gizz(cos?+isin? puisque :

1= pcosb p=+1+3 . p=%
—/3=psinb sin@:——ﬁ, COS@:% 92;4-2]0'[, ou keZ.

On peut aussi opter pour la représentation plus générale :
5 5
z=2 [cos (; +2krr> + isin (; +2kn>i| , ou keZ.

La forme trigonométrique est commode pour effectuer les produits et les quotients de
nombres complexes.

Propriétés Siz; = p; (cos6; +isin6;) et z, = p, (cos 6, + isin6,), alors :
« Z1.2) = pl.pz(cos (01 4+ 6;) + isin (B, + 92)) .

'sizz#O:z—;:%(cos(@l—62)+isin(61—62)). QO

Exemple

57 5T 7m 7T
z1=1—+3i=2cos=— +isin— | et z, = —4v/3 — 4i = 8 ( cos — + isin — | -
3 3 6 6
z1 2 57 77 . 5T Vi 1 bid i ¢ 1
Ona: —=-(cos|{ ——— ) +isin[ —— — :—<cos—+zsm—>:—
74 8 3 6 3 6 4 2 2 4

La forme trigonométrique est particulierement appropriée au calcul des puissances. A cet
égard, le résultat suivant est fondamental.

Propriété (formule de De Moivre) Sin € Njetz = p(cosO + isin0),
alors z" = p" (cos n + isin n0). 0

Lexponentielle des nombres complexes est définie de maniére a généraliser 'exponentielle
dans R.

Définition Soitz = a + bi: ¢ = ¢*(cos b + isin b). a

Rappels et définitions
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Chapitre

Propriétés
e e =—1
el it ol _ o—ib
e cosb = — sinb = oy (formules d’Euler). O
i

5.3 POLYNOMES A COEFFICIENTS COMPLEXES

Le théoréeme de D’Alembert est fondamental pour la résolution des équations polyno-
miales.

Théoréme de D’Alembert Tout polynome de degré n € N a coefficients
complexes admet exactement # racines complexes, distinctes ou non. O

En particulier, 'équation x" = z, ol1 z est un nombre complexe donné, a pour solutions les
n racines n-iemes de z. Dans la pratique, pour déterminer ces racines n-iemes, il convient
d’exprimer d’abord le nombre z sous sa forme trigonométrique générale.

Propriété Siz = p(cos (0 + 2km) + isin (0 + 2kw)), ot k € Z, alors les n

solutions de I’équation x" = z, notées zy, z, . . . , Z,—1, sont données par :
0+ 2kx . [0+ 2km
Zr = %[cos(—)-l—lsm(—)], k=0,1,....,n—1. O
n n

Iln’existe malheureusement pas de formule qui fournisse de maniere similaire les solutions
d’une équation polynomiale de degré quelconque. Cependant, une méthode simple existe
pour résoudre les équations du second degré. Elle généralise la méthode classique utilisée
dans R.

Propriété Les solutions dans C de I’équation ax? + bx + ¢ = 0,0t a, b, c € C
et a # 0, sont obtenues en fonction du nombre complexe A = b* — 4ac.

b+ JA

+ Si A € R™, les solutions sont données par x =

2a
’ ) —b+tiJ—A
« Si A € Ry, les solutions sont données par x = SR
a
+ Si A € C\R, les solutions sont données par x = — , olt R représente 'une
des deux racines carrées du complexe A. a

Comme R C C, le théoréeme de D’Alembert entraine que tout polynome de degré n a
coefficients réels admet n racines complexes. En outre, on peut établir que les racines
complexes non réelles d’'un polynéme a coefficients réels sont conjuguées 2 a 2. Ainsi,
les équations x* + 1 = 0 et 2x* + 3x + 10 = 0 qui n"admettent pas de solution réelle
possedent deux solutions complexes conjuguées.

[] Topologie et dépendance linéaire dans R”

La structure topologique des ensembles R" est importante pour caractériser avec précision
les domaines dans lesquels seront définies les fonctions d’une variable (n = 1), puis de
plusieurs variables (n > 1). Lensemble R” est composé de tous les n-uples de nombres
réels.

Topologie et dépendance linéaire dans R” %
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Définitions

cRY={(x1, %, %) XL X, ERP =R X Rx - xR
n fois
« La distance euclidienne entre les points p = (p1,p2,.--,pn) €t 9 = (91,

q2, - - - qn) de R" est définie par :

d(p,q) = V(1 —q1)> + (P2 — q)* + - + (Pn — qn)*

«Sip=(p1,p2, ..., pn) € R"etr € Ry, la boule ouverte de rayon r centrée en p
est composée de tous les points de R” situés a une distance de p inférieure a r:

B(p,r) ={x e R" : d(x,p) < r}. a

Lanotion de boule ouverte dans R” généralise celle d’intervalle ouvert dans R. Elle permet
de définir diverses caractéristiques topologiques des sous-ensembles de R”. Considérons
a cet effet un ensemble A C R” et un point p = (py, p2, - - ., Pn) € R™.

Définitions
« Le point p est un point intérieur de A (ou A est un voisinage de p) si
dr > 0: B(p, r) C A.
« Lintérieur de A, noté Int A, est Pensemble des points intérieurs de A.
» Densemble A est ouvert si Int A = A.
+ Le point p est un point adhérent de AsiVr > 0: B(p, r) N A # (.
» Dadhérence de A, notée Adh A, est ensemble des points adhérents de A.
» Lensemble A est fermé si Adh A = A.
- La frontiére de 'ensemble A, notée Fr A, est égale a Adh A\ Int A.
« Le point p est un point d’accumulation de AsiVr > 0 : [B(p, r) N A] \{p} # 9.0

Exemples

1.
2,

Dans R”, R" et @ sont les seuls ensembles & étre ouverts et fermés.

Dans R, les intervalles ouverts sont des ensembles ouverts. Les intervalles fermés sont des
ensembles fermés. L'intervalle (a, b] n’est ni ouvert, ni fermé. En effet, il n’est pas ouvert car
Int(a, b] = (a, b) # (a, b] et nest pas fermé car Adh (a, b] = [a,b] # (a, b] . Par ailleurs,
comme IntQ = @ et AdhQ = R (en vertu de la densité de Q dans R), I'ensemble Q n’est ni
ouvert, ni fermé. Tous les éléments de R sont des points d'accumulation de Q.

Dans R?, la boule ouverte centrée en l'origine et de rayon 2 est donnée par B((0,0),2) =
{G.y) e R?:x* 4+ y* < 4}. l'ensemble D = {(x,y) e R?: 1 < x> 4+ y* < 4} est ouvert, E =
{G.y) e R?: x>+ y* < 4etx < 1} n’est ni ouvert, nifermé et C = {(x,y) e R? : x* +y* < 4}
est un ensemble fermé.

Un singleton (ensemble constitué d’un seul élément) est égal & son adhérence et constitue
donc un ensemble fermé. Son intérieur est vide et il n’admet pas de point d'accumulation.

La notion d’ensemble convexe peut étre étendue a R” de la maniére suivante :

Définition Lensemble A C R" est convexe si tous les segments liant deux points
de A sont constitués exclusivement d’éléments de A : Vp,q € A, Vi € [0,1] :
M+ (1—h)g € A 0

Rappels et définitions
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Exemples dans R*
B((0,0).2) = {(x.y) e R : ¥ +y* <4}, C = {(x.p) eR?:x? +y* <4} et E = {(x,y) e R? :
x* 4+ y* < 4etx < 1} sont convexes tandis que D = {(x,y) € R? : 1 < x? +y* < 4} ne |'est pas

puisque (2,0) et (—2,0) € D mais (0,0) = %(2, 0) + %(—2, 0) ¢ D.

Les ensembles R" peuvent aussi étre vus comme des ensembles de vecteurs (ou espaces
vectoriels), munis de I’addition vectorielle et de la multiplication scalaire, définies comme
suit.

Définitions Sip=(p1,p2,---Pn), 9= (91,92, ---,qn) € R"et X € R, alors:
cp+q=Mi+q,p2+ G-, pu+gn) € R?;
* Ap = (\p1, NP2, ..., Apy) € R™. 0

L’approche vectorielle est souvent utilisée dans R?, qui offre une représentation naturelle
de I’espace physique a trois dimensions. Au plan mathématique, les opérations d’addition
vectorielle et de multiplication scalaire conduisent aux notions de combinaison linéaire
et de dépendance ou d’indépendance linéaire entre vecteurs, qui jouent un role crucial en
algebre linéaire.

Définitions
+ Le vecteur ¢ = (q1, @2, - - - » gn) € R" est une combinaison linéaire des k(€ Np)
vecteurs p' = (pl, pl,....pY), .., pF = 5. Pk, L PE) e R si AN, .. Nk €

k

R:q:Z)\jpf.

=1
k
- Les vecteurs p', ..., p* € R” sont linéairement indépendants si Z NP =0=
j=1
Vie{l,....,k} : ,;=0,000=(0,...,0) e R".
Dans le cas contraire, les vecteurs sont dits linéairement dépendants. ]

Ces concepts ouvrent la voie vers des développements extrémement féconds en algebre
linéaire, un domaine que cet ouvrage ne fera cependant qu’effleurer dans le chapitre 5
consacré aux matrices.

Topologie et dépendance linéaire dans R”
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Problemes
el exercices

Les exercices suivent globalement le schéma de la présentation théorique.
Au passage, sont expliquées des méthodes pratiques relatives,
notamment, & la division de polynédmes et & I'étude des signes. Des
fonctions élémentaires, telles que le logarithme népérien (In) et le sinus
(sin), sont présentées & 'occasion d’exercices sur la théorie de la

section 4. Les équations résolues dans C restent relativement simples. Les
exercices portant sur la structure vectorielle ou topologique de R”
permettent d’introduire des éléments qui serviront soit dans le chapitre 5

(matrices), soit dans les chapitres 6 et 7 (fonctions de plusieurs variables).

Relation < dans R et les sous-ensembles
convexes de R

EXERCICE 1
:
Considérons dans R, les ensembles A, B, C, D, E, F, G, H, I, ].
B A=(-4382-9.20}. F=7.
n .
@ c-(s 4 B H={xeR:x*<4}.
B D=[-27)NN. B ={xcR:x¥>27}
BEi=[-mdnQ J = (=00, =10] U {-3}.

Déterminez pour chacun, les ensembles de minorants et majorants, 'infimum et le
supremum, le minimum et le maximum (s’ils existent). Ces ensembles sont-ils bornés,
convexes ?

B A = (—oo, —9]. En effet, on a, d’'une part, A C (—o0, —9] puisque : =9 € A =
Vx € A : x < —9 et, d’autre part, (—o0, —9] C A car Vb € (—00,—9],Vx € A =
{—9,—4,2,3,8,20}: x > —9 > b.

Rappels et définitions
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