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Competence 1 Traiter des situations relatives aux calculs
algébriques et aux fonctions
Theme 1 Calculs algébriques

LECON 1 : EQUATIONS ET INEQUATIONS DU SECOND
DEGRE DANS IR

A-SITUATION D’APPRENTISSAGE

Une éleve en classe de premiere, décide de faire un jardin de tomates dans la grande cour
familiale. Pour I’encourager, son pére lui offre 20 metres de grillage pour la cléture qu’elle
décide d’utiliser entierement. Elle décide de réaliser son jardin de forme rectangulaire comme
I’indique la figure ci-dessous, laissant sans cloture un de ses cotés dans le sens de la longueur.
Elle veut que I’aire du jardin soit de 48 m?2. Devant la difficulté & déterminer les dimensions

de ce jardin, elle explique sa préoccupation a ses camarades de classe. Ensemble, ils décident




de determiner les dimensions du jardin.

B- CONTENU DE LA LECON
I- EQUATIONS ET INEQUATIONS DU SECOND DEGRE DANS IR
1- Discriminant d’un polynéme du second degré
a) Définition
On considere le polyndme du second degré P tel que : P(x) = ax*+ bx + c,0l a # 0.
On appelle discriminant du polynéme P le nombre réel noté A défini par : A= b? — 4ac.

Exemple

Soit le polyndme du second degré P tel que : P(x) = 3x? + 2x — 4.
Danscecasona: a=3;b=2etc=—4

Son discriminant : A = 22 — 4 x 3 x (—4) = 52

b) Propriété

On consideére le polyndme du second degré P tel que : P(x) = ax* + bx + ¢, olla # 0,
et A son discriminant.
e SiA> 0, P admet deux zéros distincts x; et x, tels que :
-b—VA __ —b+VA
2a et X2 = 2a
La forme factorisée de P(x) est: P(x) = a(x — x1)(x — x3).

X1 =

e SiA =0, Padmet un zéro double x, = % :

Dans ce cas la forme factorisée de P(x) est: P(x) = a(x — xg)?
e SiA< 0, P n'admet pas de zéro et P n’est pas factorisable.

Exercice de fixation




Calcule les zéros éventuels des polynémes P, Q et R ci-dessous, puis factorise si possible
chacun d’eux.

P(x) =—-2x*+x-3, Q(x)=x*—4x+4 et R(x)=2x*+3x-5
Solution

e Pourle polynébme P: A= —23 , A< 0 donc P n’admet pas de zéro.
P n’est pas factorisable.
e Pourle polynbme Q: A= 0, donc Q admet un zéro double x, etona:

Xy = —— =
0™ ox1 ™

Q est factorisableetona: Q(x) = (x — 2)?
e Pour le polynébme R: A= 49, A> 0 donc R admet deux zéros distincts x; et x, et
ona:

-3-V49 _ 5 -3+V49 _

X1 = =T et = 5

2X2

1

R est factorisableetona: R(x) = 2 (x + g) (x—1)

2-- Equations du second Deqré

a) Définition
On appelle équation du second degré, toute équation de la forme : x € R, ax* + bx + ¢ = 0,
oua,b,et c sontdesnombresréelseta # 0.
Exemple

L’équation : x € R, —3x* + x + 4 = 0 est une équation du second degré.

b) Résolution d’une équation du second degré

> Résolution algébrique
Résoudre I’équation du second degré x € R, ax* + bx + ¢ = 0 revient a déterminer
les zéros éventuels du polyndme du second degré P tel que : P(x) = ax*+ bx + c.

Exercice de fixation
Résous dans R 1’équation suivante : —x?+X+2=0.
Solution :
A=12-4x(-1)x2=9 A > 0 donc I’équation admet deux solutions distinctes.

—-1++/9 —-1+3 2
e e R N

-1-V9 _ -1-3 -4
TS0 T 2 -2 2(-1) -2

== =2 donc Si = {—1;2}.

Remargue



Si I’équation du second degré(E) : x € R, ax® + bx + ¢ = 0 est telle que a et ¢ sont de
signes contraires, (le discriminant est positif dans ce cas), alors 1’équation (E) admet deux
solutions distinctes.

> Résolution graphique

Pour résoudre graphiquement 1’équation (E): x € R, ax®*+ bx + ¢ =0, on peut
utiliser le tableau récapitulatif suivant.

A>0 A=0 A< O

X1 X2

0 a>0

X1 X2 )L(O

a<o




(E) admet deux solutions | (E) admet une solution

distinctes x1 et x unique Xo (E) n’admet pas de

solutions

Exercice de fixation

Les courbes (Cy), (Cg4) €t (Cp) ci-dessous sont les représentations graphiques respectives des
fonctions polyndmes du second degré f, g et h.

+

Résous graphiquement les équations du second degré suivantes :
Q) x€ER, f(x)=0;b)xeR, glx) =0;¢c)x € R,h(x) =0.
Solution

a) La courbe (Cy) coupe I’axe des abscisses au point d’abscisse 3. Par suite I’ensemble des
solutions de I’équation : x € R, f(x) =0est: S = {3}.




b) La courbe (C4) ne coupe pas I’axe des abscisses. Par suite I’ensemble des solutions de
I’équation x € R, g(x) =0est: S =0.

c) La courbe (Cp,) coupe I’axe des abscisses aux points d’abscisses —1 et 2. Par suite
I’ensemble des solutions de ’équation : x € R, h(x) =0 est: S = {-1;2}.

¢) Somme et produit des solutions d'une équation du second deqgré

Propriété 1

Si I’équation du second degré x € R, ax® + bx + ¢ = 0 possede deux solutions x; et x, ,
(distinctes ou non) alors : x4 + x, = —g et xqx, = 2

Exercice de fixation

L’équation (E):x € R, x* + 5x + 4 = 0 admet deux solutions dont I’une est —1.
Détermine 1’autre solution de (E).
Solution

Soit x; = —1 et x, autre solution de (E).

e Ona:x;+x,=-—

QT

—1+x2=—§;donc:x2=—5+1=—4

e On peut aussi utiliser la formule suivante :  x;x, = 2
4
—1xx; =+ ;donc: x, = —4.
Propriété 2
Soit S et P deux nombres réels.

Si S% — 4P > 0, alors il existe deux nombres réels dont la somme est S et le produit est P.
Ces deux nombres sont les solutions de I’équation : x2 — Sx + P = 0.

Point méthode

Pour déterminer deux nombres réels dont on connait la somme Set le produit P, on peut
procéder de la maniére suivante :

- onvérifieque : S*—4P >0

- on résout I’équation x> —Sx+ P =0
- les nombres réels recherchés sont les solutions de 1’équation précédente.

Exercice de fixation
Détermine deux nombres réels s’ils existent dont leur somme est —3 et leur produit est —4

Solution

Soit S=—-3 etP =-4



Ona:S?—4P=9+16=25;52—-4P > 0.
Ces deux nombres existent et sont solutions de 1’équation x2+3x—4=0

—3+5 -3-5

A=25,donc: x, = 1; X,=——=-4

Ces deux nombres sont : 1 et — 4.

3- Inéquations du second degré

a) Signe d'un polynéme du second degré

Propriété

Soit P le polyndme du second degré définie par : P(x) = ax* + bx + c ol
a, b et ¢ sont des nombres réels et a # 0 et A son discriminant.

e SiA>0,lepolynébme P a deux zéros distincts x, et x,. (on suppose que
X1 < Xy)
On obtient le tableau de signes suivant :

X —0o0 X1 Xy + o

P(x) Q ) Signedea
Signe de a Signede - a

e SiA=0,alors le polyndme P admet un zéro double x, ; on obtient le tableau :

X | —o Xo + o0

P(x) Signe de a 0 Signe de a

e Si A< O, le polynome n’admet pas de zéro ; on obtient le tableau suivant :




P(x) Signe de a

Exercice de fixation
Etudie le signe de chacun des polyndmes suivants, connaissant leurs zéros éventuels :

1) P(x) = 2x?> —8x + 6, les zéros de P sont 1 et 3 ;

2) Q(x) = —2x%—8x— 11, Qn’apas de zéro ;

3) R(x) = —x%+ 10x — 25, le zéro de R est 5.
Solution

1) P(x) = 2x? — 8x + 6, les zéros P sont 1 et 3, le discriminant A de P est positif (A>
0).
Le coefficient de x? esta = 2, a > 0. On obtient le tableau de signes suivant :

X —0 1 3 +oo

P(x) . * _ (*} .

e Pourx €]—o,1[ U ]3,+oo[, P(x) > 0,
e Pourxe€]1;3[[P(x)<0
e Pourx € {1;3}, P(x) = 0.

2) Q(x) = —2x? —8x — 11, Qn’apas de zéro ; A< 0 .

Le coefficient a de x? esta = —2eta < 0.
On obtient le tableau de signes suivant :

Q(x) -

Pourtout x e R, Q(x) <0

3) R(x) = —x2 + 10x — 25, le zérode R est 5. A= 0
Le coefficient a de x? esta = —1eta < 0.
On obtient donc le tableau de signe suivant :

x — 5 +00

R(x) — ) —




e Pourx €]—o,5[U]5,+0o[, R(x) <0,
e Pourx € {5}, R(x) = 0.

b) Définition d’une inéquation du second degré
Soit P un polyndme du second degré défini par P(x) = ax* + bx + col a,b, et ¢
sont des nombres réels avec a # 0 .

Toute inéquation de 1’un des types ci-dessous est appelée inéquation du second degré.
XERP(X)>0; xERP(Xx)=20; xeERP(x)<0; x€RP(x)<O0.
Exemple

L’inéquation : x € R, —3x* + 5x — 2 > 0 est une inéquation du second degré.

¢) Résolution d’une inéquation du second degré

Résoudre dans R une inéquation de 1’un des types ci-dessus revient a étudier le signe du
polyndmeP (x), puis trouver I’intervalle ou les intervalles correspondants a I’ensemble des
solutions de I’inéquation.

Exercice de fixation

Résous dans R, les inequations suivantes :
1)2x2-5x+3<0;2) —x2—4x—-4>0;3)x*+x+2>0
Solution

1) Résolution de ’inéquation 2x% —5x +3 < 0

On consideére le polynéme P tel que : P(x) = 2x? — 5x + 3.

On calcule le discriminant du polyndme P.

A= (-5)2—-4x2x3=25-24=1

Le polynéme P admet deux zéros : x; = 5;—1 =1letx, = % = %
On obtient le tableau de signes suivant :

X —0o0 1 +00

ol W

P(x) + 0 -

Pour x € |1;3[, P(x) < 0



Sp = ]1 3[
]R - ) 2
2) Résolution de I’inéquation —x? —4x —4 >0 ;

On considére le polyndme Q tel que : Q(x) = —x? — 4x — 4.
On calcule le discriminant du polyndéme Q.
A= (—4)2 —4x (1) x (—4) =16 — 16 =
Le polynébme Q admet un zéro double : x, =
On obtient le tableau de signes suivant :

0
2 __9
-2

—00 -2 +00

X
Q(x) - [0 | —

Pour x € {—-2},Q(x) =0
Sr = {—2}
3) Résolution de I’inéquation x% +x +2 >0 ;

On considere le polyndme R tel que : R(x) = x% + x + 2.
On calcule le discriminant du polyndme R.

A= (1)2—4x1x2=1-8=-7

Le polyndme R n’admet pas de zéro .

On obtient le tableau de signes suivant :

X —00 +0co

R(x) +

Pourx e R,R(x) >0

SR=R

. EQUATIONS ET INEQUATIONS SE RAMENANT AU SECOND DEGRE DANS R

1-Equations bicarrées

a) Définition

On appelle équation bicarrée une équation du type : x € R,ax* + bx> + ¢ =0, ol a,betc
sont des nombres réels avec a # 0.



Exemple

L’équation : x € R, —3x* + 5x® — 2 = 0 est une équation bicarrée.
b) Résolution d’une équation bicarrée

Point méthode

Pour résoudre une équation du type : x € R, ax* + bx? + ¢ = 0 (a # 0). On peut procéder
de la fagon suivante :

-onpose : X = x?;
- on résout I’équation du second degré : aX? + bX + ¢ =0;
- on résout, s’il y a lieu, les équations d’inconnue x du type x? = X.
(X étant solution de 1’équation aX? + bX +c=0)
Exercice de fixation
Résous dans R, 1’équation suivante : 2X* —3x*+1=0
Solution :
Posons : X =x2. L’équation devient : 2X*—3X+1=0.
Ona: A=(-3)?-4x2x1=9-8=1, les solutions de I’équation 2X* —3X + 1 = 0 sont :

X1=3—_1=1:X2=3—+1=2
Onobtient: x2=1oux*=2=x=—-1loux=1oux=vV2oux =—2

Sp={1;-1;2; V2]

2. Equations et inéquations irrationnelles

a) Résolution d’une équation irrationnelle du type: x € R,/P(x) = Q(x)

Point méthode

Pour résoudre une équation irrationnelle du type: x € R, /P(x) = Q(x) on peut

Utiliser I’équivalence suivante :

~ Qx)=0
VP() = Q) ‘:’{P(x) = (Q(x))?



L'ensemble des solutions de I'équation est I’ensemble des solutions du systéme.

Exercice de fixation

Résous dans R, I’équation v x* — 1 = x + 2.

Solution

7 1 _ x+2=20
Vx 1_x+2(:){x2—1=(x+2)2

@{xe[—2;+00[
X’ —1=x*+4x+4

{xe [—2; +oo]
= 5
xX=—-

4

b) Résolution d’une inéquation irrationnelle du type: x € R, ,/P(x) < Q(x).

Point méthode

Pour résoudre une inéquation irrationnelle du type: x € R, /P(x) < Q(x) on peut utiliser
I’équivalence suivante :

P(x) =0
JP(x) <Q(x) ©4{0Qx)=0
P(x) < (Q(x))?

L'ensemble des solutions de I'inéquation est I’ensemble des solutions du systéme.

Exercice de fixation

Résous dans R I’inéquation «/x2+5x+3 <2x+1

Solution



Vx2+5x+3<2x+1

( l —5—\/ﬁl l—5+x/ﬁ [
X € |—o0; U ; +00

x> +5x+3>0 2 2

1
s 2x+120 =2 xe[__;+oo
x% +5x +3 < (2x + 1)? 22
\ x E]—OO,—g[U]l,+00[
1
xe[_i”’“[
s & x € ]1; oo

xe]—oo;—g[u]l; +oo[

Donc Sk = ]1; +oo]

¢) Résolution d’une inéquation irrationnelle du type: x € R, /P(x) = Q(x)

Point méthode

Pour résoudre une inéquation irrationnelle du type: x € R,/P(x) = Q(x) on peut utiliser
I’équivalence suivante :

Q(x) =0 P(x)=0
m =2Q(x) & ({P(x) > (Q(x))z ou {Q(X) =0 )

L'ensemble des solutions de I'inéquation est I’ensemble des solutions du systéme.

Exercice de fixation

Résous dans R, I’inéquation : V2 —x >x + 4

Solution

x+4=>0 2—x=20
V2 —x 2x+4<:>({2_x 2(x+4)2 ou {x+4 SO)

(B o fa)

& (x € [—4; —2]oux €] —0; 2] N] — 00; —4])
& x € [—4; —2] U] — o0; —4]

L’ensemble des solutions est : | — 00; —2].



C. SITUATION COMPLEXE

Lors d’une visite d’entreprise, les éléves d’une classe de 1% scientifique ont été informés que
dans cette entreprise, le colt de production de g objets et les frais d’entretien sont donnés en
milliers de francs CFA par la formule c¢(q) = 0,19 + 10 q + 1500 et que chaque objet est
vendu a 87.000 F. Un agent de cette entreprise affirme que pour maintenir le bénéfice
supérieur ou égal a 12.832.500 F, le nombre d’objets q & produire doit étre compris entre 310
et 460.

En utilisant leurs acquis mathématiques, les éleves doivent verifier si I’agent a raison ou pas.
A I’aide d’une production argumentée, dis si I’agent a raison.

Corrigé
Pour résoudre ce probléeme nous allons utiliser la lecon équations et inéquations dans R pour
cela nous allons :

- le bénéfice en fonction du nombre d’objets fabriqué
- déterminer le nombre d’objet pour que le bénéfice soit supérieur ou égal a 12.832.500 F
- puis conclure

Le bénéfice est : 87.000q —c(q) en milliers de FCFA
On résout donc I’inéquation : 87.000q — (0,192 —-10qg +1500) x1000 >12.832.500

<-0,102+77q-14332,5>0
< (Q?-7700+143325<0

A = (~770)2 - 4x143325 =140° et g, = L;“O — 455 et g, =110 190 ;140 _315

L’inéquation devient : (q—315)(q—455)<0 d'ou qe[315; 455]

Pour que le bénéfice soit supérieur a 12.832.500 FCFA il faut que le nombre d’objets q soit
compris entre 315 et 455 or [315; 455] < [310;460].

Donc I’agent de I’entreprise a raison
D-EXERCICES

EXERCICES DE FIXATION
Exercice 1

Ecris le numéro et la lettre correspondant a la bonne réponse

N° Polynéme du 2" degré Discriminant
a | b | ¢




1. 2x2—3x +1 15 1 -15
2. X2+ X2 -7 3 9
3. 4x2—-5x+3 3 13 -23
4. 15x2—27x+10 129 49 9
5. X2-2x+1 0 -1 5
Corrigé
1- b 2-c 3¢ 4-a b5-a
Exercices 2 : Compleéte le tableau suivant :
Polyndme Valeur du | Nombres de
discriminant | racines du
P() polyndme
X2 —3x+2 A= |
x2—x+1 A= |
Bx2+10X-5 |A= |
X2 —4x + 4 A= |
3X2-4x+2 |A= |
2x2-x- 3 A= |
corrigé
Polynéme Valeur du Nombres de
discriminant zéros du
P() polynéme
X2 —3X + 2 A= | 2
S
x2—x+1 A= .. Oeevnnnne,




...... —3......

S5x2+10x-5 A= | ... 1o,
0o

X2 —4Ax + 4 A= | ... 1ol
...... 0......

X2-4x+2 |A= | [ JOT
=8

2x%-x- 3 A= | ... 2.,
25,

Exercice 3
Par la méthode du discriminant, résous dans R chacune des équations suivantes :

1)—2x*4+5x+3=0 2)9x*+4x+5=0
= 3) V2x?+ (1-vV2)x—1=0

Corrigé

1) A =49 5 = {Z ;3}

2 )
2)A=-164 Sg = ¢ 3)A=3+2v2 = (1 +V2)? 5R={%;§}
. Exercices de renforcement

Exercice 4

Dans chacun des cas suivants, détermine deux nombres réels s'ils existent, dont on connait la
somme S et le produit P.

1) S=28;P =195
2)S=2V5;P=3
Corrigé

1) S?-4P=4> 0 donc il existe deux nombres x; = 12 et x, = 16 solution de I’équation x* —
Sx+P=0

2) S2-4P=8> 0 donc il existe deux nombres x; = V5 V2 et x, = /5 ++/2 solution de
’équation x> — Sx + P = 0



Exercice 5
Détermine deux entiers consécutifs dont la somme des carrés est 41.

Corrigé

Soit n un entier relatif on a n2+(n+1)2=41 on obtient n= -5 et n=4 donc on aura :

Set-40U4eth

Exercice 6

Résous dans R les inéquations suivantes :
(I1): x2—2x+3>0

(I2): -3x?2+2x+5<0

Corrigé

e Résolvons (l1): soit p(x)=x?-2x + 3 étudions le signe de p
A =—8 donc pour tout X €IR P(x) >0 donc Donc Sk = IR

e Résolvons (l2): soit Q(x)=x%—2x + 3 étudions le signe de Q
A =64 donc x; =§etx2 =-1

X —0 -1

OWw| Ul

Q) s 0 _

Donc Sy = [—1,%]

Exercice 7

Résous dans IR I’ équation suivante :x? + 1 = /5 — x?
Corrigé

x2+1=+5—x% & (x2+1)2=5-x2 car x2+5> 0

& x*+3x2—4=0 posons X=x* I’équation devient :

X?+3X-4=0 ;A= 25; X; =—4;X,=10na

*=1ox=1let x=-1




S]R = {_1’1}

Exercices d’approfondissement

Exercice 8

Détermine les nombres x et y tels que :

{ xX+y=2

x* +y? =34
Corrigé

{ x+y=2 (1)
x>+ y* =34 (2)

En ¢élevant I’équation( 1) au carré on obtient :
{x2+2xy+y2=4
x* +y* =34

En faisant la différence membre 2 membre on obtient :
xy=-150na

{x+y =2 (s)
xy =-=15 (p)

x ety sont solutions de x2-2x-15=0

A=64etdonc X; =5etX, =—3 Onax=50ouy=-3 ouax=-5ouy=3

Exercice 9

a) Vérifieque : A= V3 + 26t B =- 3+ 2 sont inverses I'un de I’autre.
b) Vérifieque A+ B =4
c) Déduis-en (sans calcul mais en justifiant) les solutions de 1’équation (E) : x2=4x -1

corrigé

a) AX B=(\/§ +2)( - J3+ 2)=-3+4=1alors A et B sont inverses I’un de 1’autre
b) A+B=+/3 +2 - \/3+2=4

c) A+B=4 et AxB=1 donc A et B sont solutions de I’équation x>-4x+1=0
Exercice 10



L’aire d’un jardin rectangulaire est égale a 360 m?.

Si on augmente sa longueur L de 6m et sa largeur I de 6m, alors 1’aire est alors égale & 630m?.
Détermine les dimensions de ce jardin.

Corrigé

Lx £ =360¢et(L+6)(£+ 6) = 630 & Lx £+6(L+¢)+ 36=630

OnaL+#=39 Soit S=39 et P= 360 donc L et ¢ sont solutions de 1’équation x2-39x+360=0

A=8letlL=24etf =14
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Durée : 10 heures Code :
COMPETENCE 3: Traiter une situation relative a la géométrie du

plan, a la géométrie de I’espace et aux
transformations du plan.
Théme1: Géometrie du plan.

LECON 2 : BARYCENTRE

A -SITUATION D’APPRENTISSAGE

Au cours d’une séance de travaux pratiques, les éleves d’une classe de premiere scientifique découvrent le
dispositif ci-dessous.

Ce dispositif est une plaque triangulaire ABC de masse négligeable. On suspend a chacun de ses sommets
des solides de masse (ma = 2g) ; (ms = 5g) et (mc = 30Q).

Les éleves veulent déterminer en quel point G, accrocher le fil pour que la plaque reste en équilibre.

L’un des éléves affirme que le point G cherché doit vérifier la relation : 2GA + 5GB + 3GC = 0, mais n’arrive
pas a justifier son affirmation. Ils décident de s’organiser pour déterminer la position exacte de G.

A C




B- RESUME DE COURS

|. Barycentre de deux points pondérés

1. Point pondéré
Définition
Soit A est un point du plan et a un réel non nul, on appelle point pondéré, le couple (A, a).
Exemple : les couples (A, 2); (B,—5). Sont des points pondérés

2. Propriété et Définition
A et B sont deux points du plan, a et b sont deux nombres réels tels que : a + b # 0.

Il existe un point G et un seul tel que :aGA + bGB = 0
Ce point G est appelé barycentre des points pondérés (A, a) et (B, b).

Notation
Le barycentre G de deux points pondérés (A, a) et (B, b) se note :
G =bar{(4,a);(B,b)}

A | B
G =har
al|b

Exercice de fixation

Soient A, B et G trois points du plan tels que : 2GA—3BG = 0.
A partir de cette égalité vectorielle, détermine les points pondérés, pour lesquels G est le barycentre.

Solution
2GA —3BG = 0 < 2GA + 3GBE = 0. Donc G est le barycentre des points pondérés (A4, 2)
et (B,3).Onnote G = bar {(4,2); (B,3)}

a. Consequence
G =bar {(4,a); (B,b)} & 4G = a%ﬁ

Exemple

G=bar {(4,2); (B,—3)} © AG = 2+':3)E = 34B
De méme
G=bar {(4,2); (B,—3)} & BG = 2+(2_3)§1’ = —2BA

b. Théoreme : Le barycentre de deux points A et B appartient a la droite (AB)
Exercice de fixation
Soient A,B et K trois points du plan tels que : —2KB — 2BA — 54B = 0
Justifie que K appartient a la droite (AB).

Solution



Il
ol

Ona:—2KB — 2BA — 5AB = 0 & —2KB + 24B — 54B
& —2KB—34B =0
& —2KB — 34K —3KB =0
& —5KB+3KA=0
& K =bar {(4,3); (K,-5)} © Ke (CD)
Remarque
e Si les coefficients sont de méme signe, alors le barycentre Ge [AB]
e Si les coefficients sont de signes contraires, alors le barycentre Ge (AB)\[AB]
e Si les coefficients sont égaux, alors le barycentre G est le milieu de [AB]

3. Propriétés

a. Homogénéité du barycentre

Propriété

Soit k un nombre réel non nul et deux points pondérés (A, a) et (B, b).

G est barycentre des points pondérés (A, a) et (B, b) équivaut a G est barycentre des points pondérés
(A, ka) et (B, kb).

Exercice de fixation
On donne G = bar {(A,2) ;(B,7)}
Détermine le nombre réel a tel que G=bar{(A,a) ;(B,21)}

Solution
Ona G =bhar {(A2);[B,7)} Comme 21 =3 x 7,alorsa =2 x 7 = 14.
Donc G=bar{(A,14) ;(B,21)

b. Isobarycentre

Définition

Le barycentre des points pondérés (A, a) et (B, a) ou a # 0 est appelé I’isobarycentre des points A
et B, c’est le milieu de[AB].

Exemple : G=bar {(A,3) ;(B,3)} équivaut a G est I’isobarycentre des points A et B

G est le milieu du segment [AB].

Al i | | I

G
c. Conservation du barycentre par projection

Propriété
Le projeté du barycentre de deux points pondéreés est le barycentre des projetés de ces points affectés
des mémes coefficients.

Exercice de fixation

Soit G = bar {(4,a) ; (B,b)} et P une projection tel que : P(A) = A", P(B) =B’ et P(G) = G'.
Quel est le barycentre des points pondérés (A, a) et (B', b).

Solution



Comme G = bar {(4,a) ; (B,b)}etque P(A) = A', P(B) = B',P(G) = G', alors:
G’ =bar {(4',a); (B',b)}

d. Réduction de la somme : aM4 + bMB
Propriété
Soit (4, a) et (B, b) deux points pondeérés tels que a + b # 0 et G leur barycentre.
Pour tout point M du planon a: aMA + bMB = (a+ b)m.

Exercice de fixation
Soit le barycentre K des points pondérés (C, 3) et (D, 1) .Pour tout point M du plan exprime
3MC + MD en fonction de MK .
Solution Pour tout point M du plan, 3MC + MD = 4MK
Remarque Lorsque a + b =0, alors aMA + bMB = aMA — aMB = a( MA — MB ) = aBA.
e. Coordonnées du barycentre
Propriété

Le plan est muni du repére (0,1,7)).

axA+bxb ayA+byb)

Si A(x4;v4), B(xg; yg) etsi G est le barycentre de (4, a) et (B, b), alors G ( o
Exercice de fixation
Soit A (1,2) etB(—1,3)danslerepére (O; i, J)

Détermine les coordonnées du barycentre G du systéme {(4, —1); (B, 2)} dans un repére  (O;i, )

—1x142(-1) |, —1x24+2x3

Solution : G( — );G(-3; 4)

I1. Barycentre de trois points pondérés

1. Définition et propriété
Soit (4,a), (B, b) et (C, c) trois pomts ponderes tels que a +b+c #0.

Il existe un unique point G verifiant aGA + bGB + ¢GC = 0.
Le point G s’appelle le barycentre des points pondérés (4, a), (B, b) et (C, c).
Notation : G = bar {(4, a); (B, b); (C,c)}

Exercice de fixation

Soient A, B, C et G quatre points du plan tels que : AG + 2BG + GC = 0
A partir de cette égalité vectorielle, détermine les points pondérés, pour lesquels G est le barycentre.

Solution
AG+ 2BG+ GC=0< AG+ 2BG—CG=0



Donc G =bar{(4,1);(B,2);(C,1)}car 1+2+1 #0

Consequence

aGA + bGB + cGC = 0 équivaut a AG = ——AB + ——AC
a+b+c a+b+c

Exemple

—2GA + 6GB + GC = 0 équivaut a AG =§E+§ﬁ

2. Propriétés
a. Homogénéité du barycentre
Propriété
Soit k un nombre réel non nul et trois points pondérés (A, a), (B, b) et (C, ¢).
G est barycentre des points pondérés (A, a), (B, b) et (C, ¢) équivaut a G est barycentre
des points pondérés (A, ka), (B, kb) et (C, kc).

Exercice de fixation
On donne G = bar {(A,1) ;(B,—7); (C, —4)}

Détermine les nombres réels a et c tels que G = bar {(A, a); (B,13—4) ; (C, c)}

Solution
OnaG = bar {(A,1) ;(B,~7) ; (C, —4)}. Comme = = —= x (=7),
alorsa=—2x1=—2etc= —Ex(—4) _8

3 3 3 3

Donc G = bar {(A —g); (B,%) ; (€ g)}

b. Isobarycentre

Définition

Le barycentre des points pondérés (A, a), (B, @) et (C, a) ou a # 0 est appelé
L’isobarycentre des trois points A, B et C.

Exemple
—4GE — 4GH — 4GF =0 équivauta G est I’isobarycentre de E, F et H.

Remarque
L’isobarycentre de trois points non alignés A, B et C est le centre de gravité du triangle ABC.

c. Réduction de lasomme : aMA + bMB + cMC
Propriété
Soit (4,a), (B, b) et (C, c) trois points pondérés telsque a + b+ c # 0 et G leur
barycentre.

Pour tout point M du plan on a: aMA + bMB + cMC = (a + b + ¢)MG
Exercice de fixation
Soit le barycentre E des points pondérés (4, —1), (B, 4) et (C,—7).
Pour tout point M du plan exprime —MA + 4MB — 7MC en fonction de ME .
Solution



—MA + 4MB — TMC = —4ME
Remarque
Lorsque a+b+c =0, aMA + bMB + cMC est indépendant du point M.

Exemples aMA + bMB + (—a — b)MC = aCA + bCB

—2MA + 5MB — 3MC = 54B — 3AC

d. Coordonnées du barycentre
Propriété
Le plan est muni du repére (0,1,7)).

Si A(x4;¥4), B(xg;¥5), C(x.; V) etsi G est le barycentre de (4, a), (B, b) et (C,c), alors

(axA+bxb+ch ayA+byb+cy(;)
a+b+c '’ a+b+c

Exercice de fixation

Soit A(1,2) , B(—1,3) et C(0,—2) danslerepére (O; i, j)

Détermine les coordonnées du barycentre G du systeme {(4, —1); (B, 2); (C, 3)} dans un repére

-

©;i,])

Solution : G (_73 ; _T

)

3. Barycentre partiel
Propriété et définition

Soient (A, a) ; (B, b) et (C, c) trois points pondérés telsque :a+b +c #0et a+b+# 0.SiGestle
barycentre du systeme {(4, a); (B, b); (C,c)} et H le barycentre du systeme {(4, a); (B, b)}
alors G est le barycentre du systeme {H, (a + b); (C,c)}.

H est appelé barycentre partiel des points pondérés (A, a) ; (B, b).

Exercice de fixation
Soit G = bar{(4,1); (B,2); (C,3)}
Exprime G comme 1’isobarycentre de deux points.

Solution



Soit H = bar{(4,1);(B,2)}

Comme G = bar{(4,1); (B,2); (C,3)}alors G = bar{(H,3); (C,3)}. G est donc I’isobarycentre
deHetC.

Remarque
On ne change pas le barycentre de trois points pondérés en remplagant deux d’entre eux par leur

barycentre partiel (s’il existe) affecté de la somme des deux coefficients a condition que cette somme
soit non nulle.

I11. Barycentre de quatre points pondérés

1. Définition et propriété

Soit (A,a),(B,b),(C, c) et (D, d) quatre points pondérés telsquea + b +c+d + 0.
Il existe un unique point G verifiant : aGA+bGB + cGC + dGD= 0.
Le point G s’appelle le barycentre des points pondérés (A, a), (B, b), (C, c) et (D, d).

Notation: G = bar {(4, a); (B, b); (C,c); (D,d)}
Remarque : L’isobarycentre des sommets d’un parallélogramme est le centre de ce parallélogramme.

Exercice de fixation

Soient A, B, C,D et G des points du plan tels que : GA — GB + 4GC —2GD = 0
A partir de cette égalité vectorielle, détermine les points pondérés, pour lesquels G est le barycentre.

Solution
GA—GB + 4GC —2GD = 0 G =har {(4,1); (B,—1); (C,4); (D,-2)}
car 1—-14+4-2 +0
2. Conséquence
Sia+b+c+d +0etG=bar {(4,a); (B,b); (C,c);(D,d)}, alors pour tout point M du plan,
aMA + bMB + ¢cMC + dMD = (a + b + ¢ + d)MG.

Exemple
Soit H =bar {(4,4); (B,—2); (C,4); (D,—5)}

Pour tout point M du plan, on a: 4MA — 2MB + 4MC — 5MD = MH

IV. Ligne de niveau d’une application f:

1. Définition
Soit f une application du plan dans R et k un nombre réel.
la ligne de niveau k de I’application fest I’ensemble des points M du plan tels que f (M) = k.

Exemple
Soit 0 un point du plan et f I’application du plan dans R qui a tout point M associe la distance OM.
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La ligne de niveau 3 de f est I’ensemble des points M tels que OM = 3 ; C’est donc le cercle de
centre O et de rayon 3.

2. Ligne de niveau de I’application M — aMA? + bM B>

Propriété
Soit A et B deux points distincts du plan, a et b deux nombres réels tous non nuls. f I’application du
plan dans R tel que : f(M)~ aMA?+bM B>
Sia+ b # 0, on désigne par G le barycentre des points pondérés (4, a) et (B, b).
la ligne de niveau k de I’application f est : soit I’ensemble vide, soit le point G, soit un cercle de
centre G.

Exercice de fixation

On donne deux points A et B tels que AB = 12.
Soit I’application f: M~ MA?+MB?
Détermine la ligne de niveau 122 de f.

Solution
Soit G I’isobarycentre de A et B.
La ligne de niveau 122 de f est I’ensemble des points M tels que : MA2+MB? = 122.
MA2+MB? = 122 & (MG + GA)2+(MG + GB)? = 122
& MG? + GA? + 2(MG.GA) + MG? + GB? + 2(MG.GB) = 122
& 2MG? + GA? + GB? + 2MG (GA + GB) = 122
& 2MG? 4 GA*> + GB® = 122 car GA+ GB =0
Comme G est le milieu du segment [AB], alors GA = GB = 6
Donc 2MG? 4+ GA? + GB? = 122 < 2MG? + 36 + 36 = 122

& MG? =25
& MG =5
la ligne de niveau 122 de f est le cercle de centre G et de rayon 5.
. . . . MA
3. Ligne de niveau de ’application M — T

Propriété
Soit A et B deux points distincts du plan P et f ’application de P\{B} dans R tel que : f(M)~ Z—g

la ligne de niveau k de I’application f est :
- Lamédiatrice de [AB] sik =1
- Uncercledecentre Gsik # 1

Exercice de fixation

Soit A et B deux points du plantels AB = 6

MA

Détermine la ligne de niveau 3 de I’application f: M T

Solution

La ligne de niveau 3 de ’application f: M % est I’ensemble des points M tels que % = 3.

M4 _ 3 & MA?2 —9MB? = 0
MB

Soit G = bar {(4, 1); (B, —9)}



MA? —9MB? = 0 & (MG + GA)?> —9(MG + GB)2 =0
& MG? + GA? + 2(MG.GA) — 9MG? — 9GB? — 18(MG.GB) = 0
& —8MG? + GA® — 9GB? + 2MG(GA — 9GB) = 0
& —8MG? + GA? — 9GB? = 0 car GA — 9GB = 0

Comme GA — 9GB = 0, alors GA = 9GB donc GA® = 81GB?2
Onadonc —8MG? + GA* —9GB? = 0 & —8MG? + 72GB? = 0
& MG? = 9GB?
< MG = 3GB
la ligne de niveau 0 de f est le cercle de centre G et de rayon 3GB.

C- SITUATION COMPLEXE

Au cours d’une séance de travaux pratiques, les éléves d’une classe de premicre scientifique découvrent le
dispositif ci-dessous.

Ce dispositif est une plaque triangulaire ABC de masse négligeable. On suspend a chacun de ses sommets
des solides de masse (ma = 2g) ; (ms = 5g) et (mc = 3Qg).

Les éleves veulent déterminer en quel point G, accrocher le fil pour que la plaque reste en équilibre.
Détermine la position exacte du point G, en expliquant ta démarche.

Solution

Pour déterminer la position du point G, je vais utiliser des notions de barycentre.

Pour cela, je vais :

- Déterminer H, le barycentre partiel du systeme {(4, 2); (C, 3)}
- Déterminer le point G, barycentre du systeme {(4, 2); (B,5); (C,3)}
- Préciser la position de G.



Déterminons H, le barycentre partiel du systéeme {(4, 2); (C,3)}

Ona:2HA + 3HC = 0 donc AH = %R

Déterminons le point G, barycentre du systéme {(4,2): (B,5):(C,3)}
Ona: G = bar{(4,2);(B,5);(C,3)}donc G = bar {(H,5);(B,5)}

G est I’isobarycentre des point H et B.

Donc la position exacte du point G est le milieu de [BH].

D- EXERCICES

Exercice 1

Soient A, B et H trois points tels que : SHA + 2HE = 0. Compléte les pointillés pour que la phrase
soit vraie.
H est le barycentre des points pondérés .......

Solution
H est le barycentre des points pondérés (A ;5) (B ; 2)

Exercice 2

Soient A et B deux points distincts.
1) Justifie qu’il existe un point G barycentre des points (A, 3) et (B, 2).
2) Exprime AG en fonction de AB, puis place G.
3) Soit M un point du plan. Ecris en fonction de MG, 3MA + 2MB.

Solution
1) Justifions qu’il existe un point G barycentre des points (A, 3) et (B, 2).

Ona2+ 3 =5+ 0 alors le barycentre des points (A, 3) et (B, 2) existe.

2)Exprimons AG en fonction de 4B, puis place G.
Comme G = bar {(4, 3); (B, 2)} ; alors

AG = %E
3) Soit M un point du plan. Ecris en fonction de MG, 3MA + 2MB
Comme G = bar {(4, 3); (B, 2)}; alors 3MA + 2MB = 5MG

Exercice 3
Sur la figure ci-dessous, on donne les points A, B et G alignés sur une droite régulierement graduée.
Ecris G comme barycentre des points A et B avec des coefficients a préciser.

10



A G B

L ]
L ]
L ]

Solution
On a: G est le barycentre des points pondérés (A,2) ; (B, 1)

Exercice 4
Construis le barycentre de (A, 2) ; (B, -1) et (C, 4) ou BC =6 cm.
Solution

Soit G le barycentre de (A, 2) ; (B, -1) et (C, 4)
Alorsona: E=§ﬁ+gﬁ.

Exercice 5

ABC est un triangle et G est le barycentre de (A,1) ; (B, 4) ; (C, -3).
1) Construis le barycentre de H de (B, 4) et (C, -3)
2) Justifie que G est I’isobarycentre de points A et H.
3) Construis le point G.

4) Soit A (1,-2) , B(—3,—2) et C (—1,0) dans le repére (O; i, T), détermine les
coordonnées du barycentre G.

Solution

1) Construisons le barycentre de H de (B, 4) et (C, -3)
OnaBH = ?ﬁ = —3BC
2) Justifions que G est I’isobarycentre de points A et H.
G=bar{(4,1);(B,4);(C,—3)};
Comme H=bar{(B,4);(C,—3)}
Alors G =bar {(H,1); (4,1) } d’aprés la propriété du barycentre partiel.
Par suite G est le milieu de[HA]

3) Construction du point G.
11



1-12+3 -2

2,2, 6(—4,-5)

4) G(
Exercice 6
Soit ABC un triangle équilatéral tel que AB = 8 (I’unité est le centimétre).
H est le milieu de [BC].

a) Construis le barycentre G des points pondérés (A,2); (B,1) et (C,1).

b) Quel est ’ensemble (D1) des points M tels que 2 MA + MB + MC

soit colinéaire @ BCet de méme sens que BC ?
Construis (D).

) Quel est I’ensemble (D2) des points M tels que

|2MA+ MB + WMC||=2| MB + MC|.
Construis (Dy).

d) Quel est I’ensemble (Cy) des points M tels que 2 MA + MB + MC soit orthogonal 2 MB +

MC.
Construis (Cy).

e) Quel est I’ensemble (C2) des points M tels que |2 MA + MB + MC|| = 8V7.
Construis (C2). Montre que (C>) contient le point B.

Solution

a) Construisons le barycentre G des points pondérés (A,2); (B,1) et (C,1).
G=bhar{(4,2);(B,1);(C,1)}

Comme H est le milieu de [BC]. Alors par application du barycentre partiel

G =bhar {(4,2); (H;2) }donc G est le milieu de [AH].

b) Déterminons I’ensemble (D1)

Soit M un pointduplan; M € (D, )= 2MA+ MB + MC=ABC;1€R

& 4 MG =ABC;

12



Sil=0: MG=0=M=G

Si A # 0 alors (Dy) est la demi-droite passant par G parallele a (BC) dirigée dans le sens du vecteur
BC

c) Déterminons I’ensemble (D2)

Soit M un pointdu plan;; M € (D, )& ||2MA+ MB + MC| = 2|| MB + MC||.
Comme H est le milieu de [BC] ; MB + MC = 2MH

D’ou Me D, )= || 4MG| = 2| 2MH|.
D’ou Me (D, )= || Mc| = || MH|.
D’ou M€ (D, )= MG = MH.

Donc (D,) est la médiatrice du segment [GH]

d) Déterminons I’ensemble (C1)

Soit M un pointdu plan; M € (C, )< (2MA+ MB + MC)(MB + MC)=0
< (8MG)(MH) =0
& MG.MH =0
Donc (C,) est | e cercle de diamétre le segment [GH]

e) déterminons I’ensemble (Cy)

Soit M un pointdu plan; M € (C, )& |2MA+ MB + MC| =8V7.
o || 4 MG| = 8V7.
& MG =2V7.

Donc (C,) est le cercle de centre G et de rayon 2+/7
FIGURE
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Exercice 7
Chacun des c6tés d'un triangle ABC est partagé en
trois segments de méme longueur grace aux points :

| et Jsur [AB], Ket L sur [BC], M et N sur [CA].
- Démontrer que les droites (IL), (JM) et (KN) sont

concourantes.
J G,
B K L

Solution

=l

Ona:I = bar{(4,2); (B,1)};J=bar{(A,1);(B,2)}; N = bar{(4,2); (C,1)}
M = bar{(4,1);(C,2)}; K = bar{(B,2);(C,1)}; L = bar{(B,1); (C,2)}

Soit G = bar{(4,2); (B, 2); (C,2)}

Ona: G = bar{(4,2); (B,1); (B,1); (C,2)} = bar{(l,3); (L,3)} donc G € (IL)
G = bar{(4,2); (C,1); (B,1); (C,1)} = bar{(N, 3); (K, 3)} donc G € (NK)

G = bar{(A,1);(B,2); (A4, 1); (C,2)} = bar{(J,3); (M,3)}donc G € JM)

Par conséquent, G € (IL) n (NK) n (JM)

14



Exercice 8

On consideére un parallélogramme ABCD. K est le milieu de [AD], L le milieu de [BC] et les
points | et J partagent [AB] en trois parties égales.

Soit M est le quatrieme sommet du
parallélogramme JAKM.

D
Le but de I'exercice est de montrer
que les points C, M, G et | sont
alignés.
’ M

/M a) Exprime 1, J, K, M et C comme

barycentre des points A, B et D.
N b) Montrer que les droites (BK), (DJ) et

J 5 (C1) sont concourantes au point G,
barycentre de (A, 1), (B, 2) et (D, 1).
c¢) Conclure en montrant que G et M sont
des barycentres de | et C.

-
-

Solution

a)
I = bar{(A,2); (B,1)}; ] = bar{(A,1); (B,2)}; K = bar{(4,1); (D, 1)}

Soit H le milieu de [DB]. Ona: H = bar{(D,1); (B,1)}et C = bar{(A,—1); (H, 2)}, donc
C= bar{(A! _1)’ (B! 1): (D' 1)} = bar‘{(A, _3)’ (B, 3)1 (D' 3)}

Soit E le milieu de [K]].Ona: E = bar{(K,2); (J,2)} et M = bar{(4,—2); (E,4)}, donc

M= bar{(A! _2)’ (K! 2): (]' 2)} = ba‘r‘{(A, _2)’ (A' 1): (D, 1): U' 2)} = bar{(A, _1): (D' 1): (]' 2)}

= bar{(A! _3): (D! 3), (]' 6)} = bar‘{(A, _3)’ (D' 3): (A, 2)1 (B' 4)} = bar{(A, _1): (D, 3)» (B' 4)}
b)

G = bar{(4,1); (B,2); (D, 1)} = bar{(K, 2); (B, 2)}. Donc G € (KB)
G = bar{(4,1); (B, 2); (D,1)} = bar{(J,3); (D, 1)}. Donc G € (JD)
G = bar{(4,1); (B,2); (D, 1)} = bar{(4,2); (4,—1); (B,1); (B, 1); (D, 1)}
= bar{(4,2); (B,1); (4, —1); (B, 1); (D, 1)} = bar{(l,3); (C,1)}. Donc G € (IC)
Par conséquent, G € (KB) n (JD) n (IC)
c)
Onsaitque : M = bar{(4,—-1);(D,3);(B,4)}
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Donc M = bar{(A,—3); (B, 3); (D, 3);(4,2); (B,1)} = bar{(C, 3); (1, 3)}, alors les points M, C et

I sont alignés.

De plus G € (IC), donc les points M, C, G et I sont alignés.

Exercice 9
P
[
A R E
—> 1 —
Soit ABC un triangle, P le symétrique de B par rapport a C, Q le point défini par CQ = 3 CA etR

le milieu de [AB]. Prouver que P, Q et R sont alignés.

Exercice 10

i K B H

Soit un triangle ABC ; I, J et K les milieux des cotés [BC], [CA] et [AB], L est le milieu de

[JC] et M le symétrique de K par rapport a B.
_)
a) Ecris L comme barycentre et calculer 4 IL .

_)
b) Ecris M comme barycentre et calculer 2 IM .

¢) Ecris | comme barycentre. Conclus a ’alignement de I, L et M.
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Lrec COTE D’IVOIRE - ECOLE NUMERIQUE
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Durée : 10 heures Code :
Compétence 1 Traiter des situations relatives aux calculs algébriques
et aux fonctions
Theme 2 Fonctions

Lecon 3: GENERALITES SUR LES FONCTIONS

A-SITUATION D’APPRENTISSAGE

Une Petite et Moyenne Entreprise (PME) emploie 6 personnes. Le Directeur est payé a
200 000 F CFA, le comptable a 150 000 F CFA et les 4 autres employés a 70.000 CFA
chacun. Vu I’accroissement des activités de la PME, le propriétaire décide d’embaucher
de nouveaux employés qu'il veut aussi payer a 70 000F chacun. La condition fixée par
les bailleurs de fonds est que le salaire moyen de tous ceux qui travaillent doit étre
supérieur a 80 000 F CFA. Le propriétaire veut savoir le nombre de personnes qu'il peut
embaucher sans changer les salaires. 1l en parle a son fils qui est en classe de premiere



scientifique. Ce dernier, soucieux d’aider son pere, pose le probleme a son professeur de
mathématiques qui affirme qu’il est possible de résoudre ce probleme

B- CONTENU DE LA COURS

I- Applications

1. Définition

Une application, d'un ensemble E dans un ensemble F (ou de E vers F) est une
correspondance, qui a tout élément x de E associe un élémenty de I'ensemble F.
y est appelé I'image de x par f et se note : f(x) ; x est un antécédent de y par f ;
E est I'ensemble de départ, et F est I'ensemble d'arrivée.

Exemple

f est une application.

2 Applications injectives

Définition

Une application f, d'un ensemble E dans un ensemble F est une injection ou une
application injective lorsque tout élément de F admet au plus un antécédent par f
dans E.

Exemple et contre-exemple
On donne les applications fet g de E vers F

r N g

|

X X

L'application f est injective, par contre lI'application g n’est pas injective.



Point méthode

Pour démontrer qu’une application f, d'un ensemble E dans un ensemble F est
injective, il suffit de justifier que pourtoutb € F,

I’équation : x E, f(x) = b admet au plus une solution,
(c'est-a-dire soit 0 solution, soit une unique solution).

Exemple
L'application f de [0; +oo[ vers R définie par : f(x) = v/x+1 est injective car :
Soit y un nombre réel,
f(x)=y < Vxtl=y
SVx=y-1
Si y>1 alors x=(y — 1)
Pour tout nombre réel y, I'équation f(x) =y, admet au plus une unique solution.

Propriéte

Une application f d'un ensemble E dans un ensemble F est une injection si et
seulement si pour tous a et b élementsde E, f(a) = f(b) = a=0b

Exercice de fixation
On considere I'application f de R\{1} vers R définie par : f(x) =
Justifie que I'application f est injective.

2x+1

x—1"

Solution

Soit a et b deux éléments de R \{1}

f(a) :f(b) N Zaa+1 _ 2b+1

-1 b-1
= 2ab-2a+b-1=2ab+a-2b-1
= 3a=3b
=a=b

D'ou, f est injective.

3. Applications surjectives

Définition
Une application f, d'un ensemble E dans un ensemble F est une surjection ou une

application surjective lorsque tout élément de F admet au moins un antécédent par
f dans E.

Exemple et contre-exemple
Soit les applications f de E vers F et g de A vers B




| J

E F A B

L'application g est surjective et I’application f n’est pas surjective.

Point méthode

Pour démontrer qu’une application f, d'un ensemble E dans un ensemble F est
surjective, il suffit de justifier que pour tout b € F

I’équation : x € E, f(x) = b admet au moins une solution dans E,
(c'est-a-dire soit une unique solution, soit plusieurs solutions).

Exercice de fixation
On considere l'application f de R vers [1; +oo[ définie par : f(x) = x2+1.
Justifie que I'application f est surjective

Solution

Df=IR

Soity un élément de [1; +oo] ,
fx)=yeox*+l=zyoxt=y-1

Ory—1=>0donc x=,/y — 1 ou x=—\/y — 1.

Tout nombre réel y, I'équation f(x) =y, admet au moins unique solution.
D'ou, I'application f est surjective.

4. Applications bijectives

a) Définition

Une application f, d'un ensemble E dans un ensemble F est une bijection ou une
application bijective lorsque tout élément de F admet un unique antécédent par f
dans E.

Exemple
Soit f I'application de IR vers IR définie par : f(x) = x+1.

L'application f est bijective.



Point méthode

Pour démontrer qu’une application f, d'un ensemble E dans un ensemble F
est bijective, il suffit de justifier que pour tout b € F , 1’équation: x €
E, f(x) = b admet une unigue solution dans E.

Soit f une application d’un intervalle K dans un intervalle L et (Cf) sa
représentation graphique dans le plan rapporté a un repére (O, I, J).

Pour vérifier graphiquement que fest une bijection, il suffit de vérifier que
toute droite d’¢quation : y = b coupe (Cr) en un unique point dont I’abscisse

xo appartienta Kou b € f(K).

(C)

b) Propriéeté

Une application f d'un ensemble E dans un ensemble F est une bijection si
et seulement si elle est a la fois injective et surjective.

Exercice de fixation

On considére I'application f de J-o0 ; 0] vers [0 ; +oo[ définie par : f(x) = x°.
Justifie que I'application f est bijective.

Solution

Df =]-0; 0]

Soit y un nombre réel de [0 ; +oo]
f)=y=x*=y

= x=-/y ou x=,/y
x=-[y carx e J-o;0]
Tout élément y de [0 ; +oo[ admet un unique antécédent. Par conséquent, f est injective et

surjective.
D'ou, f est bijective.

5. Bijection réciproque d’une bijection

Définition



Soit f une bijection de E dans F. On appelle bijection réciproque de f,
I’application de F dans E, notée f ~lqui, a tout élément de F associe son
unique antécédent par f dans E.

Exemple
On considére I'application f de ]-oo ; 0] vers [0 ; +oo[ définie par : f(x) = x2. f est bijective,

alors sa bijection réciproque est tel que :

f71:[0; +0o[>] — ;0] et f~1(x) = —/x

Remarque

Si f est une bijection et £~ sa bijection réciproque alors fest la bijection
réciproque de f 1.

Propriéte

Dans le plan muni d'un repere orthonormé, les représentations graphiques
d'une bijection et de sa bijection réciproque sont symétriques par rapport a
la droite d'équation : y = x.(la premiére bissectrice)

) L /
Exercice de fixation

Soit I’application bijective f: R* - R*

Représenter dans un méme repére la courbe représentative de la fonction f et celle de sa
bijection réciproque f 1.

Proposition de réponse
Soit b € R*tel que f(x) = b

Vx = b alors x = b2 .Onadonc :



(CHenrouge, (CfY)en orange et la premere bissectrice en noir.

Il — Compléments sur les Fonctions

1. Restriction d’une fonction

Définition

Soit f une fonction d’un ensemble E vers I’ensemble F et A une partie non vide
de I’ensemble de définition de f. On appelle restriction de f a A I’application

g:-A—F
x = f(x)

Exemple

. . fx)=x+1, six<1
Soit f la fonction définie sur IR par : {

f(x)=vVx+3, six>1

La fonction g définie sur ]-oo ; 1] par : g(X) = x + 1 est la restriction de f sur | — oo0; 1]
La fonction h définie sur ]1 ; +oo[ par : h(x) = vx + 3 est la restriction de f sur ]1; +oo[



2. Opérations sur les fonctions numeériques

Définition

Soit f et g deux fonctions de R vers R.
On note D I’ensemble des nombres réels X pour lesquels g(x) # 0,DretDg les
ensembles de définition respectifsde f etg. Ona:

Fonction Ensemble de définition | Expression
Sommef + g Dfyg = D N Dy F+9)) =flx) +gx)
Produit fg D¢y = D¢ N Dy (fg)(x) =f(x) x gx)
g g g g(x)
Exemple
On considere les fonctions numériques f et g définies par : f(x) = E et g(x) = x-1.
Ona:

Df=R\{1}etDg=R
Dig =RV1} N R=R\{1}
Et pour tout x élément de R \{1},
(fo)(x) = i (f)g(X)
X
=)
=x+1

3. Comparaison de deux fonctions

Définitions et notations

Soit | un intervalle de R, f et g deux fonctions données sur un intervalle I.
e festinférieure ou égale a g sur I, lorsque pour tout élément x de I,
f(x) = g(x).
Onnote: f < gsurl.
e festsupérieure ou égale a g sur I, lorsque pour tout élément x de I,
f(x) = g(x).

Onnote: f = gsurl.
Point méthode

e Pour comparer deux fonctions fet g données par leurs formules
explicites sur un intervalle I, on peut :



- calculer, pourtoutx € I,f(x) — g(x);
- étudier le signe de f(x) — g (x) sur | :

» Sif(x) —g(x) < 0 alors f < gsurl;
> Sif(x)—g(x)=0alorsf = gsurl.

e Pour comparer deux fonctions fet g dont on connait les représentations
graphiques respectives (Cr) et (C, ) sur un intervalle | dans le plan muni
d’un repére (O, 1, J), on peut procéder comme sulit :
> si (Cr) est au-dessous de (Cg) sur I, alors f < gsurl;
> si (Cf) est au-dessus de (Cy) sur I, alors f =g sur I.

Exercice de fixation
Justifie que : VxelR, x> + 1 > 2x.

Solution
Pour tout nombre réel x,

X2 +1-2x=x%-2x+1
= (x- 1)?
(x-1)?>>0
X2 +1-2x>0
D'ol, ¥xelR, X% + 1 > 2x

. Composition de fonctions

e Soient E, F et G trois parties de R, f une fonction de E vers F et g une
fonction F vers G. On appelle composee de f par g la fonction de E vers G
notée gof et définie par : gof(x) = glf(x)].

e Df, Dy et Dy, sont les ensembles de définition respectifs de f,g et gof.

X €Dyor & x €Dret f(x) €Dy.

Exercice de fixation

Soit f et g les fonctions de R vers R définies par : f(x) = Xiz etg(x) = XJ_r—Z
a) Détermine I'ensemble de définition E de gof.
b) Pour tout x élément de E, explicite gof(x).

x—1

Proposition de réponse

Soit f et g les fonctions de R vers R définies par : f(x) = Xiz etg(x) = ii

X—
a) Df =R *etDg = R\{1}



1
XGDQOf@XiOGtX—Z =1

ox=0etx’=1
& X#0etx=-letx=1
E=R*{-1;1}
b) Pour tout x élément de IR*\{-1; 1}

gof(x) = g(f(x))
_f(x)+2

Propriété
Si f est une bijection de E dans F et f 1 sa bijection réciproque, alors :

e f~1of estl’application identique de E.
e fof~!est’application identique de F.
f~tof fof™
| f f—l \L | f—l f \l/
E—F—E F E —>F

Exercice de fixation

On considére la bijection f: R* — R* et sa bijection réciproque : f~1: R* —» R*
x - +\/x x - x2
Détermine fof "1 et f~lof

Proposition de réponse

fof 1) = F(f (X)) = VxZ =xet fof (x) = (fF ' (f(x)) = (Vx)* = x

5. Représentations graphigues de fonctions associées

Propriétes



Le plan est muni d’un repére orthogonal (O, I, J). f est une fonction de R vers R.

a et b sont deux nombres réels.

On note (Cy) la représentation graphique de la fonction fdans le repere (0,1,]).

Fonction g Représentation graphique (C4) de g
xe f(x—a) (Cg)est l'imagede (Cy) par la translation t de vecteur a0l
xe f(x)+b | (C,) estI'image de (Cy) par la translation ¢ de vecteur bOj]
x> f(x—a)+b | (Cy) estI'image de (Cy) par la translation t de vecteur directeur a0l + b0j
x - f(=x) (C,)est 'image de (Cy) par la symétrie orthogonale S, yd’axe (OJ)
x - —f(x) (C,)est 'image de (Cy) par la symétrie orthogonale S,;,d’axe (OI)
x - —f(—x) (C,)est 'image de (Cy) par la symétrie centrale S¢yyde centre O

Exercice de fixation

Le plan est muni d'un repére orthonormé d'unité graphique le centimetre.
On donne la courbe représentative (C) d'une fonction numérique définie sur [1 ; 4].

3

y

(€)

2 3 \ 4 5 6

On considéere la fonction numérique g définie par : g(x) = f(x-3)+1.
On note (C") la courbe représentative de g dans le plan.
Construis (C') a partir de (C).

Solution

(C") est I'image de (C) dans la translation t de vecteur (3 ; 1).
t(A) = A" t(B) =B'et t(C) =C'




B ()

(€) A

C- SITUATION D’EVALUATION

Un monsieur cede une parcelle de terrain
cultivable a ses deux enfants avec les mémes
conditions d’accessibilit¢ et de superficie. Un
grand lac traverse la parcelle. Un pont[AB]et une
piste (AB) permettent de traverser aisément la
parcelle. Les contours du lac s’apparent a la
courbe de la fonction inverse et la piste s’identifie
a la premiére  bissectrice dans un repére
orthonormé naturel comme I’indique la figure ci-
contre. Les deux parts sont séparees par la piste.
Le plus jeune pense qu’il est 1ésé et menace de ne
plus s’adresser a son pére. Ayant assisté a cette
scéne, éléve de 1% C et amis du jeune fils, rassure
le en utilisant tes connaissances mathématiques.

Proposition de solution

Pour rassurer le jeune fils, nous allons utiliser la lecon généralités sur les fonctions.
Nous utiliserons les notions de :

- de restriction ;

- d’application ;

composée de fonctions ;

bijection et sa réciprogque

de représentation de la bijection réciproque.

Les contours du lac s’apparent a la courbe de la fonction inverse. Soit la fonction f définie de R vers R
par (x) = i . Son ensemble de définitionest D, = R\ {0}. On considere la restriction g de f définie de
R\ {0}dans R\ {0}.OnaD, = R\ {0} donc g est une application.
Composons g par g.

go9®=g(3)=

X

=x .Donc o g = idp (o} - Par suite g est une application bijective et

RIR| -
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sa bijection réciproque est g.

Symeétrie de (Cg4)

g =g donc (C’g-1) = (C4) et (AB) est la premiere bissectrice de repere orthonormé dans lequel est
représenté ( Cy) . Donc sgapy(Cy) = (Cp).

La parcelle cultivable cédée par le pére présente une parfaite symétrie par rapport a la piste (AB).

En conséquence les parts situées des deux cotés de la piste ont la méme aire.

D-EXERCICES

Exercice 1

On consideére I'application f de J-o0 ; 1] vers [-4 ; +oo[ définie par : f(x) = x? - 2x - 3.
a) Justifie que f est une bijection.

b) Explicite la bijection réciproque f * de f.

Correction de I’exercice 1

On considére I'application f de ]-oo ; 1] vers [-4 ; +oo[ définie par : f(x) = x? - 2x - 3.
a) Soit y un élément de [-4 ; +oo[ et X un élément de ]-oo ; 1].
fxX)=y= x2-2x-3:y
= (x-1)2%-4=y
= (x-1)?=y+4
:x-lz-\/m ou x-1=,y+4
Xx<1l = x-1<0d’ou
X-1=-,/y+4
= x=1- \/m
Tout élément y de [-4 ; +oo[ admet un unique antécédent : 1 - \/y + 4.
Par conséquent, f est une bijection.

b) De ce qui précéde :
Vye[4; +of fy)=1-/y + 4
Ou encore, Vxe[-4 ; +oo, f 1(x) = 1-Vx + 4

Exercice 2
On considere I'application f de IR\{-2} vers IR définie par : f(x) = XX:ZB.
a) L'application f est-elle injective ? (Justifie ta réponse).
b) L'application f est-elle surjective ? (Justifie ta réponse).
c) Justifie que f n'est pas bijective.
Correction de I'exercice 2
. s .. e - 5x+3
On considere I'application f de IR\{-2} vers IR définie par : f(x) = ey

a) Soit y un élément de IR,
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xelR, fX)=y= SXX:; =
=X(-y+5)=2y-3
2y-3

y-5

= X=-

5 n'a pas d'antécédent.
Et, tout nombre réel distinct de 5 a un unique antécédent.
D'ou, f est injective.
b) 5 n'a pas d'antécédent.
D'ou, f n'est pas surjective.

f n'est pas surjective.
Donc, fn’est pas bijective.

Exercice 3
Soit f I’application de IR vers |—oo; 1] définie par : f(x) = 1 — x2.
Démontre que f est surjective.

Correction de ’exercice 3

Soitbh €] — ;1] tel que f(x) =b=1—x2=balorsx =v1—boux =—V1—b par
conséquent f est une application surjective.

Exercice 4
Soit g I’application de R\{1} vers R\{2} qui a x associe 2;%13

1. Démontre que g est une bijection.
2. Détermine g~ 1.

Correction de ’exercice 4

1. Soitbh € R\{2} telque f(x) =b
2;__13 = bonadoncx = g. Par conséquent, g est une bijection.
2. On en déduire que:
g R\{2} - 3]R \ {1}
—X

X P —
2—x

Exercice 5

14



Soit la fonction h définie sur R par :h(x) =3 — |2 — x|.
Détermine la restriction fde h alintervalle |—oo; 2].

Correction de I’exercice 5

X —00 2 +o0

2—x + <]5 -

|2 — x| 2—x ¢ x—2

Alors la restriction de h al'intervalle |—oo; 2] est f(x) = x + 1.
Exercice 6

On considere les fonctions f et g de R vers R définies par :

fx) =x%etg(x) =x%—4x + 8.

1. Démontre que, pour tout nombre réel x, g(x) = f(x — 2) + 4.
2. On désigne par (Cf) et (C,) les représentations graphiques de fet g dans le plan

muni d'un repere orthonormé.
a) Détermine la transformation du plan t telle que (Cf) = (Cy).
b) Construis (Cr) et (C,) dans le méme repere.

Correction de I’exercice 6

1 fx—2)+4=(x—-2)>+4=x>—4x+4+4=x*—4x+8
2. a)Onag(x) = f(x—2)+4alors (Cg) est I'image de (Cf) par la translation t de
vecteur directeur 201 + 40J.

b)

= N W & O & = @0
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Exercice 7

Soit f la fonction de R vers R définie par: f(x) =2—x? + 2x.
1. Justifie que pour tout nombre réel x, f(x) = 3 — (x — 1)
2. Justifie que pour tout nombre réel x, f(x) < 3.

Correction de I'exercice 7

1. f(x) = —x2+2x+2
=—(x? —2x —2)
=—(x%2—-2x+1-1-2)
=—(x?—-2x+1-3)
=—[(x —1)* - 3]
=3—(x—1)2

2. fX)-3=3—-(x—1)2%2-3=—(x—1)2

Pour tout nombre réel x, (x — 1)? > 0 donc — (x — 1)? < 0 alors f(x) =3 <3 = f(x) < 3.

Exercice 8

f et g sont deux fonctions de IR vers IR définies respectivement par :

f(x)=vx—1etg(x) :f;;.

1) Détermine I’ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :
fraf—g:fxget §
2) Détermine (f + 9)(x); (f = 9)(®) et D).
Exercice 9
f et g sont deux fonctions de R vers R définies respectivement par :
f(xX)=x*2+x—-2etg(x) =+x.
a) DétermineDy; Dsoq €t Dyo .

b) Déterminefog(x)et gof (x).
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Exercice 1
Soit f la fonction de IR* vers IR définie par : f(x) = x?2.

Démontre que f est injective.

Exercice 11

La courbe (C ) ci-contre est la représentation graphique d'une application bijective fdans
un repére orthonormé.

Construis (C-1), la représentation graphique de f~1 dans le méme repére.
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Durée : 10 heures Code :
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phénomenes aléatoires, a I’organisation et aux
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Theme 2 Modélisation de phénoménes aléatoires
Lecon4: DENOMBREMENT

A- SITUATION D’APPRENTISSAGE

Dans le cadre des compétitions de I’OISSU, un sponsor a remis un lot de maillots au
Chef d’un établissement. Le professeur d’EPS de la classe de 1% scientifique a fourni a
ce Chef d’établissement les informations suivantes :

Sur les 25 éléves réguliérement inscrits en 1% scientifique :

15 jouent au Handball ;

10 jouent au Basketball ;

5 pratiquent les deux sports.



Le premier lot de maillots parvenu n’étant pas suffisant pour tous les eleves, le Chef
d’établissement décide de dénombrer les éléves de 1°¢ scientifique qui ne pratiquent
aucun sport. 1l se rend dans la classe afin de procéder au comptage. Malheureusement,
ayant terminé leur cours du jour, la plupart des éléves des éleves sont rentrés chez eux.
Vu I'urgence et dans le souci d’avoir le nombre exact de maillots restants pour cette
classe, il sollicite les éléves de la classe présents. Ceux-ci s’organisent pour répondre a
la préoccupation du Chef d’établissement.

B-RESUME DE COURS

1. ENSEMBLE FINI
1.1 Cardinal d’un ensemble fini

Définition

On appelle cardinal d’un ensemble fini E le nombre d’¢léments de E.
On note : Card (E).

Exemple: A={0;1;2;3}

Card (A) =4

1.2Réunion et intersection de deux ensembles

Définitions
e Soit A et B deux ensembles.
On appelle réunion de A et B, I’ensemble des éléments qui

appartiennent a A ou a B.
On note A U B eton lit : A union B.

e Soit A et B deux ensembles.
On appelle intersection de A et B, I’ensemble des éléments qui
appartiennent a la fois a A et a B.
Onnote A N B eton lit: A inter B.

Exemple
Ondonne A={3;h;*;5}etB={8;*; 1}



Onaalors:AUB ={3;h;*;5;8;1}et AN B = {x}

Propriété
Soit A et B deux ensembles finis.
Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(A N B).

Exercice de fixation

On considere les ensembles E et F tels que Card(E) = 30, Card(F) = 25 et
Card(ENF) =15

Détermine Card(E U F)

Solution

Card(EUF) = Card(E) + Card(F) — Card(ENF)
Ona:Card(EUF)=30+25-15=40

1.3Complémentaire d’un ensemble

Définition
Soit E un ensemble et A un sous ensemble de E.

On appelle complémentaire ou partie complémentaire de A dans E,
I’ensemble des ¢léments de E qui n’appartiennent pas a A.

On note : C# ou A lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.
Exemple
Soit A et E deux ensembles tels que E = {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9} et
A= {0; 2; 4, 6; 8}.
le complémentaire de A dans E est :
A=Cf={1;3,57;9}
Propriéeté 1
Soit E un ensemble et A une partiede E. On a :

AUCA=E
ANCE=0

Exercice de fixation

On donne B et A deux parties d’un ensemble E tel que B = A et



A={2:3:6}etB={t;4; vy}
Ecris I’ensemble E.
Solution

AUB=AUC# =FEalorsE={2;3;4;6;t;v;y}

Propriété 2
Soit A une partie d’un ensemble E et A le complémentaire de A dans E.
Ona: card( E) = card(A) + card(4)

Exercice de fixation

On donne B et A deux parties d’un ensemble E tel que B = A et
A={2;3;6}etcard(E) =12

Trouve le cardinal de I’ensemble B.
Solution

card(E) = card(A) + card(B) donc card(B) = card(E) — card(A) =12 -3 =09.

1.4Produit cartésien de deux ensembles
Définition

Soit A et B deux ensembles.

On appelle produit cartésien de A par B, I’ensemble des couples (a ; b) tels
quea e Aetb € B.

Notation : Le produit cartésien de A par B se note : A X B

(et se lit : A croix B).

Exemple
Soit A et B desensemblestelleque A={1;2;3}etB={a;b;c;d}
Les éléments du produit cartésien de AxB sont :
(On pourra utiliser un arbre de choix ou un tableau a double entrees)

e Arbre de choix




c (2;0)
d (2;d)
a (3;8)
b (3;b)
3
c (3;¢)
d (3;d)
e Tableau a double entrées
B a b C d
A
1 (1;a) (1;b) (150) (1;d)
2 (2 ;a) (2:b) (2:0) (2;d)
3 (3;a) (3;b) (3;0) (3;d)

AxB={(1;a);(1;b);(1;0);(1;d);(2;8);(2;b);(2;0);(2;d);@;a);(3;b);
@;c)(@;d)}

Remarqgues
e De la méme maniére, on définit A X B X C ’ensemble des triplets

(a;b;c)ola€eA,beBetceC.
e AXAsenote A2, A X A X A se note A3.
e Soit n est un entier supérieur ou égal a 2



AXAX..xA=A" (A apparait n fois dans le produit)
Les éléments de A™ sont n éléments x; ; x,; ...et x,, de A totalement

ordonnés. On les note (xq; x5; ...; X;,).
X, est premier ; x, est deuxieme ;... x,, est n-ieme.
Lorsque x; # xyo0na: (xg; Xo; «; Xp) # (X905 Xq;5 «j Xp) €N

particulier : (a; b) # (b; a) ainsi, dans un couple 1’ordre des éléments
est tres important.

Propriété

Pour tous ensembles finis AetB,ona:

Card(A x B) = Card(A) x Card(B).
Exercice de fixation

Soit E et F deux ensembles tels que : card(A) =5 et card(F) = 8.
Détermine Card(E x F).

Solution
CardEx F)=5x8=40

Conséguence
Pour tout ensemble fini A, pour tout entier naturel p non nul,

Card (4P) = [Card (A)]P.

Exercice de fixation

On lance au hasard trois fois de suite un dé parfait en notant a chaque lancer le
numéro de la face supérieure.

Détermine le nombre de résultats possibles.

Solution
Posons E ={1, 2, 3, 4,5, 6}, Card(E) = 6.
Chaque résultat est un élément de E2.
Soit N le nombre résultats possibles.
N = 6°

=216

2. P-UPLETS, ARRANGEMENTS, PERMUTATIONS

2.1 Définition
Soit E un ensemble a n éléments et p un nombre entier naturel non nul.

On appelle p-uplet de E tout élément de I’ensemble ET .

Cas particuliers
p =2:0n parle de couple ;
p = 3:0n parle de triplet ;



p =4 : On parle de quadruplet.
Exemple
Ondonne E={0;5; 6}.
(0:;0;1);(0;5;6)sont des 3-uplets ou triplets de 1’ensemble EZ.
2.1Propriéeté
Le nombre de p-uplet(s) d’un ensemble a n éléments est égal a n”.

Remarque : Dans les p-uplets, un élément peut apparaitre plusieurs fois
(répétition possible) et 1’ordre dans lequel les éléments apparaissent est
important.

Exercice de fixation

Détermine le nombre de numéros de téléphones de 8 chiffres puis de 10
chiffres qu’on peut former avec les nombres du systéme décimal.

Solution

Le systeme décimal étant composé des chiffres:0;1;2;3;4;5;6;7;8;9
soit 10 chiffres.

e Pour 8 chiffres : Chaque chiffre pouvant étre répété, le nombre de numéros
de téléphone de 8 chiffres est un 8-uplet dans 10 soit 108 numéros

e Pour 10 chiffres : Chaque chiffre pouvant étre répété, le nombre de numéros
de téléphone de 10 chiffres est un 10-uplet dans 10 soit 101° numéros.

3 Arrangements

3.1 Définition
Soit E un ensemble a n éléments et p un entier naturel tel que : 1 <p < n.

On appelle arrangement de p éléments de E tout p-uplet d’éléments de E deux a
deux distincts.

Exemple
E ={a;1;4;b;9; c}

(1;a;4;9); (b;c;9;1) ; (9; a; 4;1) sont trois arrangements de 4 élements de E.



Par contre (b; 4; b); (9; b;9) sont des triplets qui ne sont pas des arrangements de
E.

3.2 Propriéte

n et p sont deux entiers naturels tels que 1 < p < n. Le nombre d’arrangements
de p éléments dans un ensemble a n éléments est égal a AP,

AA=nx(n-1)X..x(n—p+1)

NB : Le nombre d’arrangement de p éléments dans un ensemble & n éléments est
égal au produit de p nombres entiers naturels consécutifs dont le plus grand est n.

Remarque : Dans les arrangements, un élément ne peut apparaitre qu’au plus
une fois (répétition impossible) et ’ordre dans lequel les éléments apparaissent
est important.

Exercice de fixation
Calcule A%, et A3

Solution

A7, = 10 X 9 x 8 x 4 (Produit de 4 nombres entiers naturels consécutifs dont le
plus grand est 10)

AS=7X6X5X4x3

(Produit de 5 nombres entiers naturels consécutifs dont le plus grand est 7)

Cas particulier :AL = n; Par convention A9 = 1 ;

4 Permutation
4.1 Définition

Soit E un ensemble a n éléments. On appelle permutation de E tout arrangement
des n éléments de E.

Exemple

(0;1;6);(6;0;1);(0;6;1) sont des permutations de I’ensemble A = {0 ;1 ;6}.
4.2 Propriétés

Propriétél

Le nombre de permutations d’un ensemble a n éléments est A}.



Al=nXx(n—-1)xn—-2)..x2x1
Exercice de fixation

Détermine le nombre de mots ayant un sens ou non, que 1’on peut former a partie
des lettres du nom KENDAL.

Solution

Il s’agit d’une permutation des 6 lettres du nom KENDAL. Le nombre de mot est
donc : A% = 720

Notation factorielle

nxXm—1)xX (n-—2)..x2x1senote n! On lit factorielle n.

n=nxm-1)xnM-2)..x2x1

Exemple : 7! =7X6X5X4Xx3x%x2x%x1

Propriété2

e Soit n et p deux nombres entiers naturels non nuls tels que : 1<p<n.Ona
p _ nl

n T (n-p)!
o nl=A}

Exercice de fixation
Calcule le nombre de 4 arrangements dans 10.
Solution

Ona: Aty = ——— =10 = 1P _ 15 9x8x7=75040
(10-4)! 6! 6!

5 COMBINAISONS

5.1Définition

Soit E un ensemble a n éléments et p un nombre entier naturel tels que p < n.
On appelle combinaison de p éléments de E tout sous- ensemble de E ayant p
éléments.

Exemple
Les ensembles {0 ; e ; u}, {v; e} sont des combinaisons de I’ensemble

A={0;1;e;v;u}



Remarque

L’ensemble {d ; a; c} posséde les mémes éléments que I’ensemble {a ; d; c}.
Ils sont donc égaux.

Par conséquent, contrairement aux listes, 1’ordre d’écriture des éléments d’une
combinaison n’a pas d’importance.

Cette absence d’importance de 1’ordre est marquée par I’utilisation de 1’écriture
avec accolades, écriture réservées aux ensembles.

Par ailleurs, chaque ¢élément ne peut apparaitre qu’au plus une fois

(répétition impossible).

5.2 Propriétés

Propriéte 1
Le nombre de combinaisons de p éléments d’un ensemble a n éléments, noté

p
ch =1t
n!
Ch=——
" pl(n—p)

Exercice de fixation
Calcule le nombre de combinaisons de 5 dans 11.
Solution

11! 11 X10X9X8X7X6!

51(11—5)! 5x4x3x2x1x6
. 11x10Xx9x8x7

(i = 5x4x3%x2x1

5 _
C11_

=11x3x7=231

Propriéte 2
Soit n et p deux nombres entiers naturels tels que : p <n.

e Ona:c, ¥ =cp.

e SideplusO<p<n,alorsona:Ct=t +cP_=cCF



Exercice de fixation

Relie ceux qui sont égaux entre eux.

2
98
Cioo ° ° C100
55 95
€100 = €100
[}
5
CToo Coo
[ ]
[}
Solution
2
55 95
€700 Cioo
5
CToo Cf050

5.3 Tirages simultanés, tirages successifs sans remise, tirages successifs avec

remise

TIRAGES SIGNIFICATION MODELES
Simultanés de p parmi n | Tirer en méme temps des p éléments dans cP
(0<p<n) n
Successifs sans remise | Tirer élément apres élément sans remettre AP
de p parmin
0<p<n)
Successifs sans remise | Tirer élément apres élément sans remettre n!
de n parmin jusqu'a tirer les n éléments
Successifs avec remise | Tirer élément le remettre et ainsi de suite nf
de p parmin




\Vocabulaire

e Tirer au moins n éléments, c’est tirer un nombre plus grand ou égal a n. Cet
ensemble a pour complémentaire « Tirerau plusn — 1 »

e Tirer au plusn éléments, c’est tirer un nombre plus petit ou égal a n. Cet
ensemble a pour complémentaire « Tirer au moins n + 1 »

5.4 Binbme de Newton

Soit a et b deux nombres réels et n un nombre entier naturel non nul. Ona:
(a+b)" =X7_,CKakpnk,

(a+b)" = Cla™ + Cla™ *b' +...+CPaP~1b? + .-+ CF ta'h™ ! + CPD™

n=0 1

\
n=1 11
n=2 1 2 1

Lesnombres1;2;3;etc.....
n=3 1331 > sont les coefficients C?
n=4 1 46 41

n=5 1 510105 1

_/
Exemples

(atb)!=1.a+1b
(a+b)?= 1.a2+2.ab+1.b?
B+b)*=1%x3*+4x33b' +6x3%b2+4x3h3+1xb*

(a—b)>=1.a®>—5.a*b? + 10.a3b? — 10.a?b3 + 5.a'b* —1.0°



C- SITUATION D’EVALUATION

Les éleves d’un lycée souhaitent participer a la kermesse organisee par une
société de la place.

Pour gagner des tee-shirts, il faut miser la somme de 20.000F avant de faire le
tirage de deux cartons dans une urne contenant quatre cartons numérotés de 1 a 4.
Le nombre de résultats possibles de chaque tirage correspond au nombre de tee-
shirts gagneés. Les organisateurs de ce jeu proposent alors trois tirages au choix :

e “Tirer simultanément deux cartons de cette urne ” ;
e “Tirer successivement sans remise deux cartons de cette urne” ;
e “Tirer successivement avec remise deux cartons de cette urne”.

Apres étre informés, les éléves décident de connaitre le tirage le plus avantageux
Mais ne savent pas comment procéder. Il te sollicite.

Eleve de premiére C, utilise tes connaissances mathématiques pour déterminer le
tirage le plus avantageux.

Proposition de réponse

Pour résoudre cet exercice, je vais utiliser les dénombrements.

Je vais déterminer le type la formule appropriée pour chacun des trois tirages.
Je vais calculer le nombre de tee-shirts que propose chaque formule.

Je vais comparer ses différents résultats entre eux afin de trouver le tirage le plus
avantageux.

e “Tirer simultanément deux cartons de cette urne ” est une combinaison de 2
dans 4.
e “’Tirer successivement sans remise deux cartons de cette urne ’ est un
arrangement de 2 dans 4.
e “Tirer successivement avec remise deux cartons de cette urne” est un 2-
liste.
o Pour le tirage 1, le nombre de tee-shirts est: 2 =6
o Pour le tirage 2, le nombre de tee-shirts est: 42 =12
o Pour le tirage 3, le nombre de tee-shirts est : 42 = 16



16>12 et 16>6 alors :

Le tirage successif avec remise de deux cartons de cette urne est le plus avantageux.

D- EXERCICES

Exercice 1

SoitA = {0,1,2,3,4} et B = {3,4,5,6 }. Compléter par : € ou ¢.
0,1) ......AxB; (1,3)...... BxA;(6,0).....BxA

(3,6) wov vor oo BXB;(2,3) ... AxB;(3,4)........ Bx A

Correction de 1’exercice 1

(0;1)eAxB; ((1;3)¢BxA ; (6;00eBXxA;
(3;6)EBXB ; (2;3) EAXB ; (3;4)€EBxA
Exercice 2
Soit A et B, deux ensembles non-vides. On donne Card (A x B) =12

Compleéte le tableau suivant :

Card (A) |1 6 3 6

Card ( B) 4 12

Correction de 1’exercice 2

Card (A) |1 6 3 3 6 1
Card (B) |12 2 4 4 2 12
Exercice 3

Soit E un ensemble a n éléments et p un nombre entier naturel non nul.

Reéponds par vrai (V) ou par faux (F) a chacune des affirmations suivantes :

N° | AFFIRMATION Réponses

1 Tout p-uplet d'éléments d’un ensemble E est un élément de E




2 (0,1, 2, 3, 4) est un quadruplet d’éléments de {0, 1, 2, 3, 4}

3 (0;1:2:2:0)estun élément de E® oll E={0, 1, 2}

4 (0, 1, 0) est un couple d’éléments de {0, 1}

5 L’ordre des éléments d’un p-uplet n’est pas important

6 Un p-uplet peut contenir plusieurs fois le méme élément.

Correction de I’exercice 3

N° | AFFIRMATION RépoNses

1 Tout p-uplet d'éléments d’un ensemble E est un élément de E Vrai

2 (0,1, 2, 3, 4) est un quadruplet d’éléments de {0, 1, 2, 3, 4} Faux

3 |(0;1;2;2;0)estunélémentde ES ou E={0, 1, 2} Vrai

4 (0, 1, 0) est un couple d’éléments de {0, 1} Faux

5 L’ordre des éléments d’un p-uplet n’est pas important Faux
Vrai

6 Un p-uplet peut contenir plusieurs fois le méme élément.

Exercice 4

Le code secret d’un téléphone portable est composé de 4 chiffres tapés sur un
clavier numérique comportant les chiffres 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 et 9.

Détermine le nombre de codes possibles.

Correction de 1’exercice 4

Méthode 1



Les chiffres sont en ordre avec la possibilité de repétition d'un méme chiffre.
Soit N le nombre cherche.
N est le nombre de quadruplets d'un ensemble a 10 élements.
D'ou, N = 104
=10 000
Méthode 2

Pour le premier chiffre du code, on a 10 choix possibles;
Pour le 2eme chiffre du code, on a 10 choix possibles;
Pour le 3eme chiffre du code, on a 10 choix possibles;
Pour le 4éme chiffre du code, on a 10 choix possibles.
Soit N le nombre cherché.
N=10x10x 10 x 10

=10*

=10 000

Exercice 5

Un parking comprend cing (5) places disponibles. Trois automobilistes se présentent au
parking et doivent stationner au hasard I'un aprés l'autre. Chaque véhicule ne peut
occuper qu’une seule place.

Détermine le nombre de rangements possibles.

Correction de 1’exercice 5

Méthode 1
Il s'agit de prendre 3 pistes parmi 5 sans prendre une méme plus d'une folis.
D'ou, un rangement des 3 véhicules est un arrangement de 3 parmi 5.
Soit N le nombre cherche.
N = A3
=60

Méthode 2
Pour le premier vehicule, on a 5 choix possibles ;
Pour le 2éme véhicule, on a 4 choix possibles ;
Pour le 3éme véhicule, on a 3 choix possibles ;
Soit N le nombre cherché.
N=5Xx4x3

=60

Exercice 6



Dans un jeu de 32 cartes, chaque joueur recoit 8 cartes.
Détermine le nombre de “’main’’ que 1’on peut obtenir a partir de 32 cartes.
Une “’main’’ est un sous ensemble de huit cartes prises permis 32.

Correction de 1’exercice 6

Une ““main’’ est un sous ensemble de huit cartes prises permis 32, ici I’ordre n’est pas
important. On a donc affaire a un tirage simultané.

Le nombre de “’main’’ possible est donc une combinaison de 8 parmi 32 :C%, =

Exercice 7

Une urne contient cing (5) boules indiscernables au toucher et de couleurs différentes
(noire, blanche, verte, rouge, bleue). On tire simultanément trois boules.

Détermine le nombre de tirage possibles.

Correction de 1’exercice 7

On tire simultanément trois boules parmi 5, alors ¢’est une combinaison de 3 dans 5 :
C3=10
Exercice 8

On dispose d’un jeu de 32 cartes. On en prend simultanément 8, ce qui constitue une
« main »,

a) Combieny a-t-il de mains différentes ?
Dénombre les mains qui contiennent :

b) Exactement deux as.

c) Aucun as.

d) Au moins un as.

e) Au plus deux as.

f) Exactement deux cceurs et trois piques.

g) Exactement deux cceurs, trois piques et un tréfle.

Correction de ’exercice 8

Le modele mathématique utilisé est la combinaison



a) Le nombre de mains est une combinaison de 8 cartes dans 32 soit
C5,=10.518.300 mains.

b) Il'y a4 as. Donc le nombre de mains contenant exactement deux as est :
C2xCP% =6x26x23x14x%x9x5=2.260.440

c) Il n’y pas d’as, donc le tirage se fait dans 28 cartes soit C;5= 3.108.105 mains.

d) Le complémentaire, c’est aucun as, donc le nombre de mains est :
c8, — €5 =10.518.300—3.108.105 = 7.410.195 mains

e) Soit zéro as, soit un as, soit deux as, donc le nombre de mains est

CE + CL X Cly + C2 X CSy = 3.108.105 + 4x1.184.040 + 6x376.740 =10.104.705

f) Ily a8 ceeurs et 8 piques, donc le nombre de mains est
CE x C3 X C3,=28%x168x280 = 1.317.120

g) Ily a8 ceeurs, 8 piques et 8 tréfles, donc le nombre de mains est
CE x C3 X C& X C& =28x56x8%28 = 351232,



MINISTERE DE L’EDUCATION NATIONALE REPUBLIQUE DE COTE D’IVOIRE
ET DE L’ ALPHABETISATION .

o\
)

I RE DF LEDUCATION NATIONALE ENSEIGNEMENT TECHN
IE LA FOR N PROFESS)

Union — Discfpline — Travail

MON ECOLE A LA MAISON

SECONDAIRE

L COTE D’IVOIRE — ECOLE NUMERIQUE
MATHEMATIQUES

Durée : 8 heures Code :
Compétence 1 Traiter des situations relatives aux calculs
algébriques et aux fonctions
Theme 2 Fonctions

Lecon5: LIMITES ET CONTINUITE



A- SITUATION D’APPRENTISSAGE

Pendant une séance de cours en informatique
qu’organise le club scientifique, les éléves d’une
classe de premiére D apprennent a tracer des
courbes a 1’aide de I’ordinateur de leur salle
multimédias.
Ainsi pour la fonction f définie

ar { f(x) =x%six € |—oo,1]
par- f(x) =x+2six€]l,+oof
Ils observent sur 1’écran de leur ordinateur une
figure morcelée en deux parties au point
d’abscisse 1 (voir figure). Cherchant a
expliquer cette particularité de la courbe, un
professeur de mathématiques encadreur du club
scientifique les renvoie aux notions de continuité
d’une fonction.
Désireux de comprendre le comportement de la
courbe de la fonction f en 1, les éleves décident

d’approfondir les connaissances sur les fonctions.

(]




B--RESUME DE COURS

I. LIMITES

1- Notion de limites

Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = x>

On constate par le calcul que lorsque 1’on choisit « x suffisamment proche de 2 », on obtient
« f(x) suffisamment proche de 4 ».

On dit alors que : f(x) tend vers 4, lorsque x tend vers 2

ou bien : la limite, lorsque x tend vers 2, de f(x) égale 4.

On dit aussi que : 4 est la limite de fen 2.

On note : }Cigg fx) = 4.

Exercice de fixation
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 2x — 1
A chaque affirmation réponds par Vrai si elle est correcte et par Faux si elle est incorrecte

1) lim f(x) =8 2)lim f(x) =5 3) lim f(x) =9
x—5 x—5 x—5

Corrigé

1) Faux 2) Faux 3) Vrai

2- Notion de continuité
Propriété
Soit f une fonction définie en a.
Si f admet une limite en a alors jlcl_r)% f(x) = f(a).

Exercice de fixation
Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = 2 +§
A chaque affirmation réponds par Vrai si elle est correcte et par Faux si elle est incorrecte.

1) lim £ () = £(0)

2)La fonction f admet une limite en —2

3) La fonction f admet une limite en 0

Corrigé
1) Faux 2) Vrai 3) Faux

Définition

Soit f une fonction et a un élément de 1I’ensemble de définition de f

On dit que la fonction f est continue en a lorsque f admet une limite en a.
(c’est—a—dire : f est continue en a signifie que !CI_I)I‘} f(x) = f(a)).

Exemple
Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = 2x + %

- La fonction f est continue en 2 car f est définie en 2 et linzn fx)=f2) = g
X—

- La fonction f n’est pas continue en 0 car f n’est pas défini en 0



Remarque
e On démontre et on admet que : lorsqu’une fonction admet une limite en a, cette limite est

unique.
e Pour qu’une fonction f soit continue en a, il est nécessaire qu’elle soit définie en a.

lllustration graphigue de la continuité d’une fonction en un point
Dans chacun des cas de figures ci — dessous, (Cf) est la représentation graphique d’une fonction f.

4,,
3,,
(Cf)
o4
f@) oo
o 1a s & 4
_l,,

Dans chacun de ces trois cas, la fonction f est continue en a.

Exercice de fixation
Sur chacune des figures ci — dessous, la courbe donnée est la représentation graphique d’une
fonction f et a désigne un nombre réel. Indique dans quels cas la fonction f est continue en a.

£(@) |- .
AN |
f(a) ﬁ
J Ji
O| a 0

Figure 1 Figure 2



Jf(@)

rJ

; S0

Figure 3 Figure 4

() |
o 1 a
1 O | a
Figure 5 Figure 6
Corrigé

Les figures qui présentent une courbe de fonction continue en a sont Figure 3 et Figure 5

3- Continuité en a de fonctions élémentaires

a) Propriéte 1
Les fonctions élémentaires definies respectivementpar : x — c (c € R) ;x — x" (n € N*);

1 . . 1z
X=X Vxx+— |x|; x — cosx et x> sinx sont continues en tout élément a de leurs
ensembles de définition respectifs.

Exercice de fixation

Compleéte les égalités suivantes :

1 — ees " i — eee 1 2 — eee 1 — ees " 1 — eee 1 l — s
iy cosx =+ Im,3) = -3 fim (o) =5 i (Vo) = -3 i ol = lim ()
Corrigé

Comme les fonctions élémentaires sont continues en tout élément de leur ensemble de définition

alors :

lim cosx = cos (15); lim (3) = 3; lim3(x2) =(-3)2=09; lir‘{lg(\/}) =49 =7;
X—>— X—>— x>

x-15

lim |x| =|-1,8/=1,8; lim(=
x—--1,8

1
x—>3 x)_g'



b) Propriété 2
fet g étant deux fonctions continues en a :

- Lesfonctions f + g, fg, kf (k € R) et |f]| sont continues en a.

. . 1 .
- Signe s’annule pas en a alors les fonctions 5 et g sont continues en a.

- Si f est positive alors la fonction \/f est continue en a.

Exercice de fixation

Soit f et g deux fonctions continues en 5

Justifie que chacune des fonctions f2; f — g et 4f estcontinue en 5.

Corrigé
e f est continue en 5 donc la fonction f x f = f2 est continue en 5.
e gestcontinue en 5 donc —g est continue en 5.
f et —g sont continues en 5 donc f + (—g) = f — g est continue en 5

e f étant continue en 5 alors 4f est aussi continue en 5

Remarque

Toute fonction qui est somme, produit ou quotient de fonctions élémentaires, est continue en tout

élément de son ensemble de définition.

Il. LIMITE A GAUCHE — LIMITE ADROITE
1) Présentation

Sur la figure ci — dessous, le plan est muni d’un repére orthogonal (O, I, J), (Cs) est la représentation

graphique d’une fonction f et a est un nombre reel.

e Lorsqu’on choisit x dans |—oo; a[ et suffisamment proche de a alors f (x) est trés proche de
. On dit alors que I est la limite de f a gauche en a et on note : lim f(x) = !

<
e Lorsqu’on choisit X dans Ja; +oof et suffisamment proche de a alors f(x) est tres proche de
I'. On dit alors que I' est la limite de f a droite en a et on note : lim f(x) = I'

>

44+

)
i /_/
II —_ - —

|
=
o
= —
QD - — —
N
w
iy




Exercice de fixation

— 2 i — 00"
On considere la fonction f définie sur R par : { fr) == si x € ]—o0; 3]
f(x) =2x+1six€]3; +oof
A chacune des affirmations ci — dessous, réponds par VRAI si elle est correcte sinon réponds par
FAUX.
1) La limite de f a gauche en 3 se note }ciiré f(x)

>
2) La limite de f adroite en 3 est égale a 9
3)lim f(x) =7

4) )lciz% Flx) =7

<

Corrigé
1) FAUX 2) FAUX 3) VRAI 4) FAUX

2) Propriétés
a et | sont des nombres réels, fest une fonction définie sur un intervalle ouvert centré en a sauf
éventuellement en a.

e f n’est pas définie en a.
La fonction f admet une limite | en a si et seulement si f admet en a, une limite a gauche et une
limite a droite égales a l.

(lim £ (x) = L © lim () = lim () = 1)

xXx—-a
>

o f estdéfinie en a.
La fonction f admet une limite en a si et seulement si f admet en a, une limite a gauche et une
limite & droite égales a f (a).

(lim £(0) = f(a) & lim () = lim f() = f (@)

x—a

Exercice de fixation
f est une fonction définie sur IR\{4} telle que : Iin‘ll f(x)=7, Iirq f(x)=7, Iirq f(x)=-2,

Iirq f(x)=—2et f(1)=3.

A chacune des affirmations ci — dessous, réponds par VRALI si elle est correcte sinon réponds par
FAUX.

1) f admet une limiteen 1

2) f admet une limite en 4

Corrigé
1) FAUX
2) VRAI

Remargue
f est continue en a si et seulement si lim f(x) = lim f (x) = f(a)
< >



I11- CALCUL DE LIMITES

1- Opérations sur les limites
Propriétés

a, l et I' désignent des nombres réels.

o Si MM f(x)=1let A" g(x)="1alors, ' (f+g)(x) =1+l

o Si % f(x)=1let i g(x)="1alors, 55 (f.9)(x) =1

o Si M F() =let M g0 = U # 0)alors, M D8 =2

Exercice de fixation
f et g sont deux fonctions telles que : lirg f(x) =—5 et lirr31) glx) =2.
X— X—

Calcule chacune des limites suivantes : lirg(f +g9)(x) ; lirré(f.g)(x) et lirr;(g)(x)
X— X— X—

Corrigé
Comme lin; f(x) =-5 et ling g(x) =2alors:
xX— xX—
. lin;(f +9)(x) =-5+2=-3
X—
o lin;(f.g)(x) =-5%x2=-10
X—
-5

. ImO@ =7

remarque
. Lasomme de deux fonctions continues en a est une fonction continue en a.
. Le produit de deux fonctions continues en a est une fonction continue en a.
« Le quotient d’une fonction f continue en a par une fonction g continue en a telle que g(a)
soit différent de zéro, est une fonction continue en a.

C--SITUATION COMPLEXE

Deux fréres, éléves d’une classe de 1°°C, souhaitent communiquer avec leur oncle
résidant a Paris en France.
Ils se rendent dans une cabine téléphonique et le gérant de la cabine leur propose le
contrat suivant :

e 150F CFA la minute de 0 a 5 minutes de communication,

e 750F CFA forfaitaire entre 5 minutes et 10 minutes de communication,

e 100F CFA la minute, de 10minutes a 30 minutes de communication,

e Au - dela de 30 minutes, 3000F CFA de forfait plus 50F CFA pour chaque

minute de communication supplémentaire.

Dans leurs échanges 1’ain¢é affirme que le contrat proposé par le gérant de la cabine
traduit une fonction continue en 5 et discontinue en 30 mais son petit frére soutient
que cette fonction est continue en 5 et en 30. lls ont présenteé cette situation a leurs
camarades de classe qui n’ont pu départager. En tant qu’éléve de 1°°C, ils te



sollicitent. A I’aide d’une production argumentée, en utilisant tes connaissances
mathématiques, indique lequel des deux freres a raison.

Corrigé
Pour départager les deux fréres nous allons utiliser la lecon limite et continuité pour
cela nous allons :
- Déterminer la fonction f qui a chaque minute de communication associe son
colt
- Etudier la continuité de fen 5 et en 30
- départager les deux fréres

Soit x la durée en minutes de communication et f la fonction qui a x associe le codt
de la communication en franc CFA. On a :
Si xe[0;5] alors f(x)=150x

Si xe]5;10[ alors f(x)=750
Si x€[10;30] alors f(x)=100x
Si xe€]30;+0o alors f(x)=3000+50(x—30)
e Ona: f(5)=150x5=750, lim f(x)=lim(150x) =750 et lim f (x) = lim(750) = 750

< < > >

Comme lim £ (x) =lim f (x) = f (5) alors f est continueen 5 (1)

e Ona: f(30)=100x30=3000, lim f (x) = lim(100x) = 3000 et
lim f(x) = 1im (3000 +50(x~30)) = 3000

>

Comme lim f(x) = lim f(x) = f(30) alors f est continue en 30 (2)

< >

(1) et (2) impliguent que f est continue en 5 et en 30 donc le petit frere a raison.

D- EXERCICES

Exercices de fixation

Exercice 1
Calcule les limites suivantes :
2 .
. X°- 2x+ 3 . sinx
i - X lim ——M— : lim ——
m (2- 7)

X®- 5 X - 2 x®_%COSX



Corrigé
|ir9§(2—ﬁ):2—\/7 ;

2 _ _K)2 _ _
Iim(x 2x+3):( 5)2—2x( 5)+3:_§ :
o8 X—2 52 7
. b4 1
| smx) S'”(‘g) 23
-2 COSX g K ) ﬁ 3
6 2

Exercice 2
f est une fonction de R vers R définie par : f(x)=x*+3.
Etudie la continuité de f en 2.

Corrige
La fonction f est définie sur R car f est une fonction polyndme.

f est définie en 2. Iirr21 f(x):ling(x2+3):22+3:7 et f(2)=22+3=7.

Iin; f(x) = f(2) donc f est continue en 2.

Exercices de renforcement

Exercice 3
Pourx <1, f(x) =3x—1

Pour x = 1, f(x) =z—:

1) Calcule la limite de f a gauche en 1 et la limite de f a droite en 1.
2) Justifie que la fonction f n’admet pas limite en 1.

On donne la fonction f définie sur R par : {

Corrigé
. . . ooox=1 1-1
1)Ona: |XI<LT11 f(x)= IX|<Lrl1(3x—1) =3x1-1=2 et legg f(x)= legl(x—ﬂ) =11 0
2)Ona legll f(x) = IXILI‘ll f(x) doncf n’admet pas de limite en 1.
Exercice 4
(Cs) est la représentation graphique d'une fonction f dans le plan muni d’un repére orthogonal.
bl /)
Caf-mmmmmmmmmm - . ————E
€3 F-f-----—-f--- E E
Jid
o & b o




A l'aide de ce graphique:
a) donnelalimitedefena,enbetenc.
b) dis si fest continueena, enbetenc.

Corrige
a) Lalimite de fenaesté; lalimite de fen b esté et lalimite de fen c est 6.
b) fest continue en aeten c. fn’est pas continue en b car f n’est pas définie en b.

Exercices d’approfondissement

Exercice 5
Calcule chacune des limites suivantes.

im X 4 X - 4 .mxz- 4x+ 3
@i fx- 2" x®-2 X+ 2 x®3 x>~ X- 6

Corrigé
Ona:

x=4 o (CHEXED) (X 4)(&+2) (x=4)(/x+2)
le—rH\/_ 2 le—>4(,\/_ 2)(\/_+2) x—>4 (\/_) I><—>4 X —4 _Ilm(&+2) \/_+2 4

2 __
lim =4 _ jjm ($=22(X+2) lim(x—2)=-2-2=—4
x>-2 X+ 2 xa—z X+ 2 X—>-2

2 __ — —
lim X 4x+3_II (x=3)(x-1) _im X 1 3-1 2

5 X_x_6 B (x-3)(x+2) *Bx+2 3+2 5

Exercice 6
Dans chacun des cas suivants f est une fonction de IR vers IR.
Etudie la continuité de f en a.

1) f(x)=2x’- 4x*- 3x+1;a=1

2) f(x)= LX:;” a=- 3
—x2—x42
3) Pourx # =2, f(x) = xx+’2‘+ =2
f(=2)= 0
Corrigé

1) f est une fonction polyndme donc f est continue sur IR en particulier f est continue en 1
2) L’ensemble de définition de f est IR \{-3} donc f ne peut étre continue en —3

3) f est définie sur IR.
—Xx2—-x+2 ..  —(x+2)(x-1)

Ona: limf(x)=lim ——— =lim —————==lim(-x+1) =3
x—-2 x——2 X+ 2 X—-2 (X + 2) x——2

Comme Iirp2 f(x) # f(-2) alors fn’est pas continue en —2 .

11
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(C) est le cercle trigonométrique, I’ et J sont les points de (C) diamétralement opposés respectivement a
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A- SITUATION D’APPRENTISSAGE

Un éléve de 1% C d’un lycée Moderne fait des recherches sur les équations et inéquations dans R dans
la salle multimédia de son établissement. Il decouvre des équations de types :

cosx =a; sinx=a; tanx=a (a €R); acosx+bsinx+c=0(a+0etb +0).

Il présente ses recherches a ces camarades de classe. Ceux-ci constatent que ces éguations ne sont pas
habituelles. Ils décident d’approfondir leurs connaissances sur la trigonométrie afin de résoudre ces
équations.



B- RESUME DE COURS

)] ANGLES ORIENTES
1) Mesures d’un angle orienté
a) Définition

Soit (Tf,\ ¥) un angle orienté et o sa mesure principale.
On appelle mesure de 1’angle orienté (tf V) , tout nombre réel de forme o + 2kn oU k € z.

On note mes(i\ﬁ) = 2km.

Exemple

Soit (i, ¥) un angle orienté de mesure principale g

T 7T T 11w
—+2m=— et ——4g =——
3 3 3 3
7T

11 , . , S5
- et— Tn sont des mesures de ’angle orienté (u, v).

Remarques

A tout nombre réel x correspond un unique point M de (C) ; donc un unique angle orienté (W, W)
dont une mesure est x.

e Si X est une mesure d’un angle orienté, les mesures de cet angle orienté sont les nombres réels
de laforme x + 2km ; (k € Z)
e Toutes les mesures d’un méme angle orienté ont le méme point image M sur (C).

Notations

e [ ’angle orienté (17/,\ ¥) de mesure o sera noté @.
e L’angle orienté nul et I’angle plat seront notés respectivement 0 et 7.

b) Recherche de la mesure principale d’un angle orienté
Propriété :

Soit @ un angle orienté de mesure a, o € IR. 1l existe un unique nombre réel x € - ; x] tel que
Mes(&) = X.

Méthode

Déterminer la mesure principale o d’un angle orienté dont une mesure x est connue, consiste a écrire
a=x+2krou—-n<a<met k€.

o Cette écriture peut étre immediate.
e Sinon, on détermine tout d’abord k a 1’aide des inégalités —w < x + 2kn < 1 ;
e Puis I’on détermine o a I’aide de 1’égalité @ = x + 2kmr.



Exercice de fixation

. . . , L 119
Détermine la mesure principale a de 1’angle orienté dont une mesure est : — Tn .

Solution

o Vérifie les deux conditions suivantes :

Q) -—n<a<m,; (2) iIexistekeZtquueaz—%+2k7r.

De (1) et (2) on déduit que :

119 . . 1 119 1
-1 < —Tn + 2km < m, en divisant par 2z on obtient : _5<_? +k SE X
. 15 123 N
parlasune:%<ks? ; dou: k=15.
119 .
donca=—Tn+15><27t; ce qui donne : a=%.

2) Somme et différence de deux angles orientés
Définitions
Soient & et B deux angles orientés de mesures respectives o et .

e On appelle somme des angles orientés @ et S et on note & + 5 I’angle orienté dont une
mesure est o + f.
e Deux angles orientés sont opposés lorsque leur somme est 1’angle orienté nul. L’opposé de &

A

est noté —a, il a pour mesure —a.
o Ladifférence des angles orienté @ et §, noté @ — j est I’angle orienté @ + (—f) dont une
mesure est o — 3.

Exemple :

a A . , . -2
Soit @ et S deux angles orientés de mesures respectives % et T”

e @+ f estl’angle orienté de mesure

+

ol oy
a|Ja|y

e @— B est ’angle orienté de mesure

Remarque

SN
+
=
I
=
+
o)



) PROPRIETES DES ANGLES ORIENTES
1) Relation de Chasles

Propriété

-

Pour tous vecteurs non nuls @ , % et w : (4, B) + (3, W) = (@, w).

EXERCICE DE FIXATION

A, B, C et D sont quatre points distincts. Choisis 1’égalité correcte :
) (4B, AC) = (4B, DC) + (AC, D)

b) (4B, AC) = (AB,DC) + (DC, AC)

¢) (AB,AC) = (AT, D_C’) + (D_E’,Tl_ﬁ)

SOLUTION

L’égalité correcte est b)

Conséguences

Soient u et v deux vecteurs non nuls et k un nombre réel non nul on a:
1) (3,4) =—(@, )
2) Sik>0alors (kii, %) = (4, k%) = (4, D)
3) Sik<O0alors (ku, %) = (4, k¥) = 7 + (@, D)
4) (kt, k) = (i, D)

kv

k>0

k<0

EXERCICE DE FIXATION

Soient % et v deux vecteurs non nuls.

Ecris le numéro de I’égalité suivi de VRAI si I’égalité est juste ou de FAUX si 1’égalité n’est pas
juste.



N° Egalités

1 | (-269) = @,v)

3 | (74,7) = (&, 79)

4 | (=5%,-5%) = (4, 9)

5 | @ 40) = (4,9) +7

SOLUTION
1- FAUX; 2-VRAI; 3-VRAI; 4-VRAI; 5-FAUX

2) Double d’un angle orienté
Définition
Soit (i, ¥) un angle orienté.

On appelle double de (i, %) et on note 2(i, ) I’angle orienté défini par : 24, ¥) = (@, B) + (4, )

Exemple

ABC est un triangle équilatéral de sens indirect et | le milieu de [BC] A

2(AC, 4l) = (AC,4l) + (AC, A1) = (4C, A1) + (4I,4F ) = (AC,4B)

Remarques C

e Le double d’un angle orienté¢ de mesure o a pour mesure 2a.
e Soient @ et B deux angles orientés ; ona: 2& + 23 = 2(& + B).

Propriétés

Soient @ et B deux angles orientés et g I’angle orienté droit direct. On a :

1) 26=6<(@=060ud="m)
2) 2a=2f < (@=poua=p+r)
3) 2&:&@(@:§oua:-§)

EXERCICES DE FIXATION

A, B et C sont trois points distincts tels 2 (ﬁ, Té) =0.

Démontre que les points A, B et C sont alignés.



CORRIGE
2(4B,4C) = 0 < ((AB,C) = 0 ou (4B, AC) = #)
& AB et AC colinéaires
< A, B et C sont alignés
3) Angles orientés et cercle
a) Angles orientés inscrits dans un cercle.
Propriété

Soit (€) un cercle de centre O ; A et B deux points distincts de ce cercle. Soit M un point de
(¢) distinctde AetB

(MA,MB) = - (04, 0B) +#

Exercice de fixation

1)On donne Mes (m) = 2?“ : 2) On donne Mes (W, W) =

Calcule Mes (M4, MB) Calcule Mes(04, OB).

Solution

1) (MA, MB) == (04, 0B) + # donc mes(MA, MB) =+ mes(04,0B) +mesft =S +m =22
2 2 3 3

Donc Mes (m, m?))= %ﬁ —21 =—2?1T.

2) (MA,MB) = % (04, 0B) donc mes(MA, MB) :% mes(04, OB)

g:% mes(04, OB) donc mes(O4, OF) = =

Par suite Mes(O4, OB) ==



b) Caractérisation d’un cercle

Soit (C) un cercle de centre O ; A et B deux points distincts de ce cercle. Pour tout point M du plan
distinctde AetBona:

M e (€) @ 2(MA, MB) = (04, OF)

EXERCICE DE FIXATION

Observe les figures ci-dessous et indique dans quel cas ona: 2(N4,NB) = (04, OB)

a) b) c)

Solution

Figure b)

¢) Points cocycliques
Propriété

Soient A, B, C et D quatre points distincts du plan tels que trois quelconques d’entre eux ne sont pas
alignés.

Les points A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si 2(@, @) = Z(W, E_ﬁ).

EXERCICE DE FIXATION
Soit ABC un triangle rectangle en C et D le symétrique de C par rapport a la droite (AB).

Démontre que les points A, B, C et D sont cocycliques.

Solution

Les triangles ABC et ABD sont rectangles respectivement en C et en D

Ona:?2 (Eéf @) =1 et2 (ﬁ I—JT?’) = ft donc 2 (ﬁf ﬁf) =2 (ﬁ ﬁ) Donc les points A, B,
C et D sont cocycliques.



I11) TRIGONOMETRIE
1) Lignes trigonométriques d’un angle orienté
a) Cosinus et Sinus d’un angle orienté

Définition

Soit (ii’,\ﬁ) un angle orienté de mesure a et M I’image de a
sur (C).

e Le cosinus de (%, ) ou de o est I’abscisse de M.

e Lesinusde (Tif,\ﬁ) ou de a est I’ordonnée de M.

M M C?::)
Exemple
® (oS (g) =0
. sin(g)zl M®) O I

b) Tangente d’un angle orienté
Définition
Soient (17/,\ ¥) un angle orienté non droit de mesure a (a;tg + 2km).

La tangente du (i, %) ou de o est le nombre réel noté tan (i, %) défini par :

ﬁj _______ &
e 2
Ko cosa

tana =1T

_ sina

tan (i, ¥) = tana, =

cosa

Exemple

sinm _ 0 —0
cosm -1

tanm =



Remarques

e cosqa, sina et tana sont appelés lignes trigonométriques de 1’angle orienté de mesure o
Le tableau ci-dessous indique les lignes trigonométriques des angles remarquables

o 0 T T T T T
6 4 3 2
cosa 1 V3 V2 1 0 -1
2 2 2
sina 0 1 V2 V3 1 0
2 2 2
tana 0 1 1 V3 0
V3

e tan n’est pas définie pour les nombres réels a de la forme : o = g + km ; k €L

c) Lignes trigonométriques d’angles associés

Soit & un angle orienté de mesure o.
Les angles orientés de mesures —a, 7 — a, T+ a, %— a, g + «a sont dit associés a @

Propriété

Pour tout nombre réel a on a :

cos(-a)) = cosa

sin(-a) = -sina.

cos(m — a) = -cosal

sin(m — o) = sina

cos (m+a) = — cosa

sin(m + o) = -sina

cos(g — o) = sina

sin (g — o) = cosa

cos (% + o) =— sina

Sin(g + o)) = cosa

EXERCICE DE FIXATION

Détermine cosa et sina dans chacun des cas suivants :

1) a=5?n=7t——
T
2)6(——;
am
3) (l—?

T
6

T
=-+m
3

I'(m)

E(g - o)

A(a)

1(0)




4)a=3—n=z+
4 2

NE

Solution

1) cos (S?H)

Il

Q

Q

[97)
~~

S|

|

|
N——

I

|

Q

@)

[97)
/X
ol
N——

Il

|
~ |

wn

P

=

Remarque

Les tangentes des angles associés, non droits, se déduisent des formules précédentes.
Exemple : Pour o = g +kn  k €Z;

sin (t—a) __ sina

tan(m — a) = S5 (am) — —cosz —tana
tan(rr + 0() _ sin (m+a) _ “Sina _ tana
cos (m+a) —cosa
_sin(-a) _ -sina _ _
tan(—a) = prerarl—— tana

2) Formules trigonométriques
a) Formules d’addition

Propriétés
Pour tous nombres réelsaetb,ona:

1) cos(a+b)=cosacosb—sinasinb
2) sin(a+b)=sinacosb+cosasinb
3) cos(@a—b)=cosacosb+sinasinb
4) sin(a—b)=sinacosb —cosasinb

EXERCICE DE FIXATION

7 4 - 7 . 7
En remarquant que — = =4 Z, détermine cos (—") et sin (—")
12 4 3 12 12

Solution

<7n)_ (n_l_n)_ T T T ,n_\/fxl \/7)(\/?_\/7—\/8
cos v = cos 213 —cos40053 Sln4sm3— > X375 > = 2
_ (771)_ ) (n_l_n)_ T 7T+ T _n_\/fx1+\/fxx/§_\/§+\/g
sin v = sin 213 —sm4cos3 cos4sm3— > X5t > = 2
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b) Formules de duplication et de linéarisation

Propriété
Pour tout nombre réel a, on a :
Formules de duplication Formules de linéarisation
cos 2a = cos?a — sin%a = 2 cos?a — 1= 1-2 sina cos2a = Heos2a.

sin 2a = 2sin a cos a.

sin®a =

2
1-cos2a

2

EXERCICE DE FIXATION

Pour chacune des propositions suivantes, trois réponses sont proposees ; une seule est exacte.
Ecris le numéro de I’affirmation suivi de la lettre correspondant a la bonne réponse.

Réponses
N° | Affirmation A B C
1 | cos*a — sin®a est égale a 1 cos2a sin2a
2 | sin2a estégale a 2sina 1 — 2sin’a 2cosa sina
3 | 2sin®a estégale a 1 — cos2a 1+ cos2a 4sina
4 |1+ cos2a estégale a 2cos’a 1 — 2sin’a 1 — 2cos*a
CORRIGE
1-B ; 2-C; 3-A; 4-A
3) Fonctions circulaires
a) Fonctions cosinus ; fonctions sinus
Définitions
e On appelle fonction sinus, la fonction notée sin: R — R
X — sinx
e On appelle fonction cosinus, la fonction notée cos : R — R
X — COSX

b) Représentations graphiques des fonctions cosinus et sinus

Pour construire les courbes représentatives des fonctions : x +— sinx et x +— cosx, on construit les
courbes sur |—m, ] puis on compléte en utilisant les translations de vecteurs 2101 et —2701 .

Représentation graphique de la fonction sin

-

\/n r 7\/7{ 3
-4

11



Représentation graphique de la fonction cos

b) Fonction tangente
La fonction tangente notée tan est la fonction: tan: R — R
X — tanx
L’ensemble de définition de la fonction tan est R\ {g + km; k € Z}.
Cette fonction est continue en tout élément de son ensemble de définition

On construit sa courbe représentative sur ]

T T
__,;

[ puis on compléte en utilisant les translations de
vecteur 7 X 01 et —1 X OI.

Exemple

Représentation graphique de la fonction tangente dans le plan muni d’un repére orthonormé

44

3+

EXERCICE DE FIXATION
Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, 1, J). Représente graphiquement la fonction :
f: x> cos(2x +5)

CORRIGE

Représentation graphique de la fonction x ~ cos (2x + 5)

12
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1IV) EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES
1) Equationsdutype:cosx =cosa;sinx =sinacttanx =tana

Propriétés
Pour tous nombres réels x et a, ona:

x=a+2km, k€’
(] CostCOSaﬁ{ ou
x=—a+2kn,k€Z

x=a+2knm, ke’

. sinx:sina@{ ou
x=m—a+2kn, k€’

e tanx=tana o x=a+km, €Z, pour x et a différent de §+kn,keZ.

EXERCICE DE FIXATION
Résous dans R chacune des équations :

1
a) cosx = >

~ |G

b) sinx = —

C) tanx =1

SOLUTION
a)Ona:cosZ=1
3 2
1 T
COSX = — & (COSX = Cc0S—
2 3

x=§+2kﬂ,kEZ
COSX=COS§ (—1 ou
x=—§+2kn,kez

Les solutions sont les nombres réels x de forme : x = g +2km,k €Zou x = —g +2km,k €.

Sk ={§+2kn,k ez}u{—§+2kn,k ez}

13



x=—-2142kn k€L
. . 21 3
sinx = sin (— ?) & ou
x=7‘[+2?n+2kﬂ,kEZ
X = —2?”+2kn,kEZ
= ou

x=5§+2kn,kEZ

Les solutions sont les nombres réels x de forme : x = —2?" + 2km,k € Zou x = 5?” + 2k, k € Z

c)Ona:tan(%)zl
tan x = tan(%)@x=%+kn,kez

Les solutions sont les nombres réels x de la forme : x = % + km, k €Z

Remargues : cas particuliers d’équations trigonométriques

Decosx=—-1ox=QRk+1)n ,keL 4) sinx = —1 (=>x=—%+2k7r,k€Z
2)sx=0<=>x=§+kr[,kEZ 5)sinx =0 x=kn , k€L
Nsx=1=x=2kn, ke 6) sinx =1 & x=~+2kn k€L

2) Equationsdutype:acosx+bsinx+c=0

Méthode
Pour réduire I’expression : a cos x + b sin x, on peut procéder de la fagon suivante :

A i+ - . = 2 2 a b .
e Onécrit:acosx+bsinx =Va*+b (mcosx+msmx)
e On détermine un nombre réel o tel que :

a
b

e Onécritensuite : acos x + bsin x = Va2 + b? (cosa cosx + sina sinx)

e Donc: acos x + bsinx = Va? + b2cos(x — a)

y y . —C
e Onrésout ’équation : cos(x — @) = ——
q x—) =7

cosa =

sina =

EXERCICE DE FIXATION
Résous dans R 1’équation (E) : v3cox + sinx = v/2

Solution

14



2
V3cosx + sinx =V2 < /(\/5) +12 | ——c05x + ———35inx | =
4/\/_)+12 /\/—)+12
S 2 (£ cosx + - smx)
= £cosx + —smx = V2
2 2 2

= cos%cosx + sin%sinx = g

n) W2

@COS(X—— -
6 2

2 v
< cos (x —=) = cos—
6 4

x—E=E+2kn,kEZ
6 4

= ou
b2

x——=—£+2kn,k€Z
6 4

x=i—§+2kn,kez
[=—1 ou
x=—f—2+2kn,kez

Les solutions de (E) sont les nombres réels x de la forme x = i—’; + 2km, k € Z ou

x=——+2knr, k€T
12

V) INEQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

Les résolutions d’inéquations trigonométriques seront traitées sous forme d’exercices.

EXERCICE DE FIXATION
a) Résous dans |—m, ] I’inéquation (I;) : sin X > — %
b) Résous dans [0,27], I’inéquation (I,) : cos x < —?.

c) Résous dans |—m, ] I’inéquation (I3): tan < 1.

Solution
. : . . . 1
Résolution de ’inéquation (I;) : sin X > — 3
Considérons les points M et M’ du cercle trigonométrique J
, 1
ayant pour ordonnée — >

Les points du cercle trigonométrique ayant une ordonnée

. Zo. N 1 . -
strictement supérieur a — - sont les points du grand arc MN,

M et N étant exclus.

15



Dans |—m, ] M et N sont les images respectives de _%" et %

5
Donc : S g =] —m; —=—[U ]—%; n].

Résolution de ’inéquation (I5) : cos x < —?

Soient les points M et N du cercle trigonométrique ayant pour

abscisse — g Les points du cercle trigonométrique ayant une

abscisse inférieure ou égale a — ? sont les points du petit arc MN,

les points M et N étant inclus.
Dans [0; 2], M et M’ sont les images respectives de 5?" et 76—"

5m 7
Donc : Sgo2n] = [?” ?”

Résolution de I’inéquation (I3) : tan < 1

. . T T
Contraintes sur I’inconnue : x # — 3 et x # .

3
Dans]-n;n], tanx =1 & x = —T”oux=%.

Désignons par N et M les images respectives sur (C) de — %” et %

Les points M du cercle trigonométrique tels que (OM) coupe (T) en

un point d’abscisse strictement inférieure a 1 sont les points des petits

arcs JN et J'M ; J, N, J’ et M étant exclus.

Dans]-n ;x], I’ensemble des solutions de (I3) est donc :

]—n;—3—"[u —E;E[U]E;n].
4 2’4 2

C- SITUATION COMPLEXE

Au cours d’une séance de travaux dirigés en Physique
chimie, des éléves de 1% C découvrent la figure ci-
contre :

Cette figure représente un couloir de largeur V3 m qui
tourne a 1’angle droit et cette largeur n’est plus alors
que de 1l m

Sur la figure, une droite passe par O fait avec I’un des

murs un angle a et coupe les deux autres murs en A et

16



B (0 <a< g et AB = 4). L’unité de longueur est le

métre

En observant la figure, Séri, le chef de classe, affirme

2T T
que I’angle a admet deux valeurs 5o - Par

contre, son voisin affirme que a n’a qu’une seule

. LT L )
valeur égale a e Tu es sollicité pour les départager.

Dis, en le justifiant par une production argumentée, qui

de Séri ou de son voisin a raison.

SOLUTION

Pour départager Séry et son voisin, nous allons utiliser nos connaissances
mathématiques sur la lecon angles orientés et trigonométrie.

Pour ce faire, Nous allons :

- En fonction des données connues, obtenir une

- équation contenant une ligne trigonometrique de o.

- Résoudre I’équation obtenue pour trouver (si possible) les valeurs

de a.

Déterminer une ligne Soit H le projeté orthogonal de A A

orthogonal de B sur le bord du mur opposé a B.

Le triangle AHO est rectangle en H. ]

. AH 3
Ona:sina =—=—;

V3

sina

donc 0OA =

Le triangle BKO est rectangle en K.

L 4 OK 1
Ona.sm(——a)=—=—
2 OB OB

1 1

sin(g—a) cosa

Donc: OB =

V3 1 vV3cosa+sina
sina cosa sina cosa

Ona. AB=0A+ 0B =

n V3cosa+sina

Comme AB = f(a) = 4, on déduit I’équation (E) : 0 < a < =

_l .
2 sina cosa

-_ T
04 04’ H




n[ V3cosa+sina
2 1

Résolvons I’équation (E) : a € ]0 ; = 4.

sina cosa

e Commel<ac< % , 0n a cosa # 0 et sina # 0 par suite cosa.Sina # 0. Donc le domaine de validité

de (E) est : ]0; g[

V3cosa+sina . ,
————— =4 < +3cosa + sina = 4sinacosa
Slna cosa

Or: v/3cosa + sina = 2 (cos%cosa + sin%sina) = 2cos (a — %) et 4sinacosa = 2sin2a

V3cosa+sina T ] 3 i
Donc:—————— =4 < 2cos (a — —) = 2sin2a <& cos (a — —) = sin2a
Sina cosa 6 6

sin2a = cos (g - Za) donc cos (a - g) = sin2a < cos (a - g) = cos (g - Za)
a—%=§—2a+2kn,kez

cos(a—g)zcos(g—Za)@ a_%=2a_0§+2kn,kez

( 2n  2km

a=—+—ke€el
cos(a 6)—cos(2 a - ou

La=§—2kn,kez

. N . 2
Comme «a appartient a ]0; g[ , on adeux valeurs de a qui correspondent : @ = ?” ou a= g

C’est donc Seri qui a raison.

D- EXERCICES
A) Exercices de fixation

Exercice 1

, . .. s ., 149
Détermine la mesure principale o de 1’angle orienté de mesure Tn et place sur le cercle

trigonométrique le point M (%).

SOLUTION

a vérifie les deux conditions suivantes :

(D -m<a<m; (2) ilexiste k € Ztel que @ = =~ + k2.

De (1) et (2) on déduit que :

- < Hgﬂ + k2m < m, en divisant par 27 on obtient : —%<¥ + k S% :
par la suite : —% <k< —% ; dou: k=-25.
donca=%—25 x 21 ; ce quidonne: a = —g.

18



Exercice 2

Soit (ﬁ,\ﬁ) un angle orienté de mesure principale 1”—2

Parmi les nombres ci-dessous indique ceux qui sont des mesures de 1’angle orienté (fﬁ) :
= +3m ; Z—6m ; ; —+4+2020m ; —-—2021m

12 12 12 12

SOLUTION

Les mesures ’angle orienté (&, ) sont : ——6m et —+2020m

Exercice 3

Relie chaque élément du tableau A a 1’élément du tableau B qui lui est égal.

Tableau A Tableau B

sin (a — b) . . cosb cosa — sina sinb

cos (a+ b) . « | sina sinb + cosa cosb

sin (a + b) . « | sina cosb — cosa sinb

cos (a —b) . « | sinb cosa + cosb sina
SOLUTION

Tableau A Tableau B

sin (a — b) cosb cosa — sina sinb

cos (a+b) sina sinb + cosa cosb

sin (a + b) sina cosb — cosa sinb

cos (a — b) sinb cosa + cosb sina
Exercice 3
Calcule la tangente de I’angle orienté de mesure — sachant que : sin (E) =2 et cos (E) SE

6 6 2 6 2
SOLUTION
. T
an(f) = @ 1
an(—) = = —
6/ cos (%) V3

Exercice 5

Dans chacun des cas suivants, détermine le sinus et le cosinus de ’angle orienté (i, v) de mesure a

a) a=T b)(I:O C)a:—g
SOLUTION

a) cosm=—-1 ; sinmt=0

b) cos0 =1 : sin0=0

C) cos(—g) =0 ; sin(—g) =-1



Exercice 6

Soient 1 et v deux vecteurs non nuls. Indique les égalités justes :

8) 2(,~7) = 2(&, )

SOLUTION
Les égalités justes sont : a) et c)

car (4, —v) = (Wv)+#7 et (i-u)=r

Exercice 7

@ et B sont deux angles orientés. Recopie et compléte le tableau suivant :

R T —2m T 25w
Une mesure de & 3 — " -
~ [i3 T 7
Une mesure de S ) -7 3 =
Une mesure de & + §
Une mesure de & — f3
SOLUTION
A T —2m 251
Une mesure de & 3 — -
~ /4 7
Une mesure de 7 -7 =
~ ~ V14 -5 —43m
Une mesure de X + f8 I — c
A s T —=57m
Une mesure de X— (8 tH 3 :

Exercice 8
Dans chacun des cas suivants, determine la mesure principale « de I’angle orienté dont une mesure

est :

2021w

a)6

37

b) - 2%

SOLUTION
a) o vérifie les deux conditions suivantes :

2021w
6

+ k2m.

D) -n<a<m,; (2) ilexiste k € Ztelque: a =

De (1) et (2) on déduit que :



2021w 1 2021

- < + k2m < m, en divisant par 2m on obtient : — S5 T k<

NlH

. 2027 2015 N
par lasuite: —— <k <——— ; d’ou: k=-168.
12 12
2021 . 5
donc o= =" — 168 x 2 ; ce qui donne : a=£.
37 —-36
) — =" 2 _6x2m; donc a=—<=
3 3 3
Exercice 9

ABCD est un carré de centre O et de sens direct. Relie chaque élément du tableau A a un élément du
tableau B qui lui est égal.

Tableau A Tableau B A D
2(4 B,Ao) . . 7
(Wf, ﬁ)’) . . 0
2 (4B, DC) . . (B4,BC) ©
2(co,c0) |- .| (4B, aD) -
B
SOLUTION
Tableau A Tableau B
(AB,A—d) A
4,00) 0

81 _%sl El
81 El

-

g
2 (1800 is
2 (c0.) (47.30)

Exercice 10

Soient i, U et w, trois vecteurs non nuls.
Sachant que —Z et = sont des mesures respectives des angles orientés (i, 7) et (L, w),
compléte les phrases suivantes :

1) Une mesure de (22, D) @St ...

2) Une mesure de (17, —3v) St e
3) Unemesurede (W, %) est ...

Une mesure de (¥, W) est ... car (U, W) =........ S A

SOLUTION
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1) Une mesure de (24, 7) est — =

2) Une mesure de (17, —3v) est —g + = 67”
3) Une mesure de (W, 1) est — =

4) Une mesure de (7,W) est 2+ = car (5,w) = (3,4) + (W)

B) Exercices de renforcement

Exercice 11

1. Démontre que pour tous nombres réels a et b on a: 2sina cosb = sin(a + b) + sin (a — b)
2. Soit A le nombre reel défini par: A = ZSin% (cos% + cosi—j + cosj—j + cosi—’lr + cos j_Z)

P . 10
a) Démontre que : A = sml—ln

b) Déduis-en que : 4 = sinl—”1

, 3 5 7 9 1
c) Démontre que : cos — + cos = + cos = + cos — + cos— = =
11 11 11 11 11 2

SOLUTION
1.ona:sin(a + b) = sina cosb + cosa sinb et sin(a — b) = sina cosb — cosa sinb
Donc : sin(a + b) + sin(a — b) = 2sina cosb
2.3 Ona:A= (Zsinlcos l) + (Zsinlcos 3—”) + (ZSinlcos 5—”) + (ZSinlcos 7—”) +
11 11 11 11 11 11 11 11

. T o

(ZSm —cos —)
11 11

2T 41 —27 6m —47 8w —61
A= (sinﬁ + sinO) + (sin— + sin —> + (sin— + sin —) + (sin— + sin —) +

11 11 11 11 11 11
- 10m - —8r
(sm— + sin —)

11 11
A= sinz—n + (sin4—n— sinz—n) + (sin6—n— sin4—n) + (sins—n— sin6—n) +
11 11 11 11 11 11 11
- 10m . 8
(smﬁ—smﬁ)

101
11

D’ou: A = sin

10 . .
byOna:—=m—— ; donc A = sm(n—l) = sin—
11 11 11 11

. 3 5 7 9 .
c) Ona:A = 2sin—(cos—+ cos =+ cos =+ cos— + cos—) et A = sin—
11 11 11 11 11 11 11

- 3 5 7 9 1 .
On en déduit que : cos — 4 cos = + cos — + cos— + cos— =~ car sin—# 0
11 11 11 11 11 2 11
Exercice 12

1) Démontre pour tout nombre réel x, cos2x — v/3sin2x = 2cos (2x + g).
22



2) a) Résous dans R 1’équation (E) : cos2x — v/3sin2x = —1.

b) Représente les solutions sur le cercle trigonométrique.

c) Donne les solutions de (E) appartenant a ]— 3?”; Zn].

SOLUTION

2
1) Pour tout nombre réel x , on a : cos2x — /3sin2x =, / 12 ++/3 (% c052x — gsinx)

=2 (cos (— g) cos2x + sin (— g) sian)

= 2cos (2x + g)

2)a) (F) & 2cos(2x+§) =-1
<=>cos(2x+§) = —%

Ona:cosz—nz—l
3 2
2x+§=2?n+2kn,kEZ
Donc: (E) & ou
T 2T
2x+5=—?+2kn,kEZ

x=%+kn,kEZ
(E) & ou
x=—§+kn,kEZ

Les solutions de (E) sont les nombres réels x de la forme :

x=%+kn,kEZ ou x=—§+kn,k€Z

T
2

b) 3
8]

—5m
6

-1

2

ol
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e Cherchons les nombres entiers k tels que : — 3?” < g+ kr < 2m
—37" < % +kr <2 _1?0 <k< % . Trois valeurs de k conviennent: —1; 0 et 1.
T 71T

. 5
Il leur correspond les solutions : —?” , - et —

e Cherchons les nombres entiers k tels que : — 3?" < —g +kn < 2m

—37”<—§+kn§2n<:>—1<kSg.Troisvaleursdekconviennent:0; let 2.

. 3
Il leur correspond les solutions : —g; g et 7”
. , . N 3 5
Les solutions de I’équation (E) appartenant a ]— 7“; 27'[] sont : — ?n : —g ; g Do g ;

7
et_n
6

C) EXERCICE D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 5

ABCD est un carré de sens direct. ABF et CBE sont des triangles équilatéraux directs

1. Justifie que : Mes(DA, DF) = i—’; P . c
2. Démontre que : Mes(DF,DC) = =

3. a) Donne une mesure de I’angle orienté (CD, CE).

T

b) Déduis-en que : Mes (D_C), ﬁ) =-=

4. Démontre que les points D, E et F sont alignés.

SOLUTION

1) Le triangle AFD est isocéle en A et de sens direct. On a : Mes (ﬁ E) = g — g = %

—

Comme (m) + (ﬁ/’,\ﬁf) + (FD,FA) =1 et (ﬁ) = (FD,FA)

on déduit que : Mes (DTL/B_F’) = %(n - %) =

51
12

2) Ona: (ﬁ, D_C)) = (ﬁ, ﬁ) + (DA,DC) (relation de Chasles)

Donc : mes (ﬁ, m’)) = mes (ﬁ) + mes(ﬁ)

mes (ﬁ,ﬁ) = —5—7T+E =Z Dou Mes(ﬁ,ﬁ) ==
12 2 12 12



3) a) (H)/),E_E)) = (ﬁ) + (ﬁ?’),E_E)) donc mes (ﬁ) = mes (TD,’E_E) + mes(ﬁ).

mes(C—D<,\C—E>)=§+§=—.

b) Le triangle CDE est isocele en C et de sens direct.
ona: (DE,DC) + (CD,CE) + (EC,ED) = #t et (DE,DC) = (EC,ED).

Dong : (ﬁ) = %(n —5?") = . On en déduit que : Mes (ﬁ) =-=

———

c) Ona: (l—)ﬁ) = (ﬁ) + (DE,\WE)) =0 car (ﬁ) =— (Dc,ﬁ)

Par suite, les points D; E et F sont alignés.
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Durée : 9 heures Code :
Compétence 1 Traiter des situations relatives aux calculs algébriques
et aux fonctions
Theme 2 Fonctions

Lecon 7 : EXTENSION DE LA NOTION DE LA LIMITE

A-SITUATION D’APPRENTISSAGE

Dans la perspective d’aborder le prochain cours dans ta classe de 1% C, ton professeur de
mathématiques présente la courbe suivante qui décrit dans un repere orthonormé, la trajectoire de deux
projectiles a I’aide de 1’équation horaire suivante :

y(&) ==, te[0;+oo]

ou pour le premier projectile,

t € [0; 2[ et pour le deuxieme,

t €]2; +ool.

Tes amis et toi constatez que sur ]2; +oo[ lorsque t tend
vers +oo, la trajectoire du projectile se rapproche de la

droite d’équation y =0 comme I’indique le graphique ci- = 3 2 -
contre. Dans le but d’expliquer ce résultat le professeur /r‘*




vous organise en groupe afin de traduire ce résultat en limite de la fonction.

B- RESUME DE COURS

. LIMITE INFINIE D°’UNE FONCTION EN UN POINT
1) Limite infinie d’une fonction en a (a_est un nombre réel)
Propriété

Soit a un nombre réel.

Pour tout nombre entier naturel non nul n, on a:

. 1 . .
e |im — | =+o0si n est pair
X—a (X_a)
. 1 . L .
e lim — | =+o0si n est impair ou pair
x—a (X_a)
>
. 1 . S
e |im — |=—oosi n est impair
X—a (X_a)

<

Cas particuliers

. 1 . 1 (1 (1
lim| —— |=400 ; lim|— |=—0; lim| = |=400; lim| = |=-o
x?a X—a x?a X—a X;)O X x—=>0\ X

<

Exercice d'application

Complete chacune des égalités suivantes :

o 1 1 1

) lmE == BINE = o) im0 = ) lim) =

Corrigé

a) lim(——) =40 b) im(-2) =400 ) lim(——) = oo d) lim(2) = +o0
>4 X —4 x—0 © x2 x:>1 (X_4)5 x;»O X

2) Asymptote verticale

Définition

Le plan est muni d’un repere orthogonal.

a est un nombre réel et f est une fonction de représentation graphique (Cs)




Lorsque lim f(x), lim f(x) ou lim f (x) est infinie, on dit que la droite d’équation : x = a est une
X—a X—a X—a
> <

asymptote verticale a la courbe (Cx).

Exemple
Soit f la fonction définie de Rvers Rpar :

1
f(x)=——
) X+1

Ona: Iiml f (X) =+o0 donc la droite d’équation \
b

> Cf)
x =—1 est une asymptote verticale a la courbe \\

(Cr).

I1-LIMITE A L’INFINI D’UNE
FONCTION
1) Limite a P’infini des fonctions élémentaires ol
Propriétés
Ona:
e Pour tout nombre réel c :
XILer (c)=c; XIiﬁmoo(c) =C

e Pour tout nombre entier naturel non nul n :
v lim(X") =+o0

X—>+0

v'lim (x") =+oo si n est pair

X—>—0

v'lim(x") =—oo si n est impair

. 1 } 1
v lim(=)=0et lim(—)=0
X—>+00 Y X—==0 X
Exercice de fixation

Compleéte les égalités suivantes:

Q) lim ()= b) lim()=.. Q) lim (<) =... ) lim () =...

X—>+0 ¥ —>—0 X

e) lim(x')=... f) Iim(ig)z...
X—>+00 X—>—00 X
Corrige

a) Iim(%)=0 b) 1im (x°) = +o0 c) lim(x*)=—0 d) X'me(%)=0

X—>+0

e) lim(x)=+0 1) Xllmw(%):o

2) Asymptote horizontale




Définition
Soit f une fonction numérique et (Cy) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére
orthogonal.

e Lorsque xl—i>Too f(x)=b(beR) onditque ladroite d’équation y = b est asymptote

horizontale a (Cf) en +oo.

e Lorsque lim f(x) =b (b €R) onditque ladroite d’équation y = b est asymptote
X——00
horizontale a (Cf) en —oo.

Exemple
Soit f la fonction définie sur R par f(x)=— et (C) la courbe representative de f dans le plan muni
X

d’un repére orthogonal.

. .1 . .
.Ona: lim f(x)= lim (=) =0 donc la droite d’équation y =0 est une asymptote horizontale a (C)
X—>+00 X—>+00 Y

en +oo.

11 — Opérations sur les limites
1) Limite de la somme de deux fonctions

Propriétés

L et I’ sont deux nombres réels et a € R U {+00; —o0}

On admet:

lim f (x) [ —0 +0o0 +00 —00 +o0
limg(x) U I I 400 —o0 —®

lim(f+g)(x) | [+ —0 400 400 —0 -

Exercice de fixation
Calcule les limites suivantes

1) lim(x" +x%)

2) lxigg(%+&>



Corrige
1) Ona lim(x")=—0 et lim(x*) =—oo donc lim (x" +x%) = —w0

2) Ona Iim(is)=+oo et Iim(\&):o donc |im(i5+\/;):+oo
x—=0 "X x—0 x—=0 "X
b) Limite du produit de deux fonctions

Propriétés
L et I' sont deux nombres réels et a € R U {+400; —c0}

On admet:

lim f(x) l —00 —00 +o0 +0o0 +00 | 400 | —o0 | +o00U —o0
limg(x) U I'>0|0U'<0|U'>0|1'<0| 40 | —0 | —o0 |0

im(fxg)(x) | IXU | =0 | 40 | 4o | - | 4o | —o | +oo -
Exemples

lim (x®) = —0 et lim (<10) =10 donc |im(—10X3):—|—oo

X—>—00

lim (x*) = —o et I|m(2) 2donc I|m(2x )=—o0

X—>—00

Ona lim(x’)=—w et lim(x*)=—o donc lim (X" (x%)) =+

X—>—00

Exercice de fixation
Calcule les limites suivantes :

a) lim(—— (3x—5)) b) lim (3(-2+ =) 0) lim ((6+ )2+ 1)) d) lim (2 (<))
x?z X—2 X—>—o0 X X—>+00 X X X400 X

Corrigé

Ona:

a) lxlgg(x—)——oo et lim(3x—5)=1 donc Ilm((—)(3x 5)) = —0

b) Iim(x3):—oo et Iim(—2+—7)=—2 donc Iim(X3(—2+—7))=+oo
—0 X—>—00 X X—>—00 X

c) lim (6+—) 6 et Iim(—2+x—17):—2 donc Iim((6+%)(—2+%))=6><(—2):—12

.1 : . . . .1 .
d) lim(=)=0 et lim(x") =+ donc il est impossible de conclure lim (=x>) sans transformation.
X—+0 Y X—>+00 X—+0 X

On peut remarquer que :




1, X
lim(=(x")) = lim(—)= lim (X°) =+
X—>+00 X X—>+0 X X—>+00

3) Limite de I’inverse d’une fonction
Propriétés
[ designe un nombre réel non nul et a € R U {+00; —oo}

On admet:
lim £ (x) l +00 —o0 Oet f(x)>0 | Oet f(x)<O
Ilm[ j(x) % 0 0 +o0 —o0

Exercice de fixation
Calcule Ies limites suivantes :

1

a I| b) lim c) lim
) f ) lim (- +3> ) Jim ()
Corrlge

i = > —:
a) !(ILT(')I\/; 0 et /x>0 donc legg \/_

., . 1
b) lim(x°+3)=4 donc =—

x—>-1 x—>-1 4
¢) lim (x*+3) =+ donc 1.

X—>—0 B X—>—0 )(2 +3
4) Limite du quotient de deux fonctions
Propriétés
[ et I sont deux nombres réels et a € R U {+00; —co}
On admet :
lim f(x) l l +00 +0o0 —0 —00 0 |+oou —oo
limg(x) U +© I'>0 |I'<0|U'<O0|1I'>0] 0O |+co0u —
X—a non oul —o0

nul

Exercice de fixation
f et g sontdeux fonctions. Compleéte les égalités suivantes :




FO) _

1) I|m f(X) =+ et I|m g(x) =—6 donc I|m

~3g(x)
2) I|m f(x)=15 et I|m g(x) =—o donc lim —= f(x )
X—>+00 g(x)
3) I|m f(x)=15 et I|m g(x)=-3 donc lim —= f(x )
X—>—00 g(x)
Corrigé
1) I|m f(X) =+o0 et Ilm g(x)=-6 donc lim——= f(x) =—00
3 g(x)
f(x)
2) I|m f(x)=15 et I|m g(x) =—c donc lim —==0
X—>+00 g(x)
3) I|m f(x)=15 et I|m g(x)=-3 donc lim —= f(x) E=—5
o= g(x) -3
Remargue
Pour calculer la limite du quotient d’une fonction f par une fonction g, on peut écrire le quotient

00y, (f L j
i Ry )

comme produit de f par ’inverse de g. (I|m

5) Limite en ’infini des fonctions polyndmes

Propriete

La limite en ’infini d’une fonction polynome f est la limite en 1’infini de la fonction mondme définie
par le terme de plus haut degré de f(x).

lim (apx™ + an_1x"" Ty vvvaix+ay) = hm(anx)

X——00
hgrn (apx™ + a1 x" 1+ +ax +ap) = hm 1 (apx™)
X—>400

NB : a, estun nombre réel non nul

Exercice de fixation

Calcule les limites suivantes :

1) lim (—4x® +2x* —6x+8) 2) lim (—4x% +2x*> —6x’ +8x—09)

X—>+0 X—>—0

Corrigé
1) lim (-4x* +2x* —6x+8) = I|m( 4%%) = —0

X—>+00

2) lim (—4x% +2x* —6x" +8x—9) = lim (-6x") =

X—>—00

6) Limite en I’infini des fonctions rationnelles




Propriété

La limite en I’infini d’une fonction rationnelle s est la limite en l’infini de la fonction rationnelle

définie par le quotient des mondmes de plus hauts degrés de p(x) et de q(x).

Anx"+ap_1x" Ttagxtag . apx™

x——00 bpxP+by_1xP~ 1+ +byx+bg x——o00 bpxP

Anx"+ap_1x" I tagxtag . apx™

x—>+00 bpXP+by_1xP~ 1+ +byx+bg x—+00 bpxP
NB: a, et b, sont des nombres reels non nuls

Exercice de fixation
Calcule les limites suivantes :

5_
D fim| o 2 lim| 5
x—-o| BX® 4+ 2X° —X+7 -0l 2XT—X+7
Corrigé

) 3x° —6x+8 3x° 3x?
1) lim —Im——Im——Ilm—x +
)X»—w[5x3+2x2—x+7j x> w(5x )=mtg) ( ) =40

2) Iim(:jx—+87j=xli )= 1lim (—) 0

X+ 2X° — X+

7) Propriétés de comparaison

Propriété 1
Soit f une fonctionet a € R U {+00; —0}
e S’il existe une fonction g telle que g < f et limg(x) =+o0 alors lim f (x) =+
e S’il existe une fonction g telle que f <g et limg(x) =—o alors lim f (x) =—o0
X—a X—a

Exercice de fixation
Soit f la fonction définie sur R par f (x) = 2x+cos(x?) .
Calcule lim f(x) et lim f(x)

Corrige
Pour tout nombre réel x, —1< cos(x?) <1 donc 2x—1< f(x) <2x+1.

Comme f(x)<2x+1et lim(2x+1)=—ooalors lim f(x)=—o0

Comme 2x—1< f(x) et lim(2x—1) =+ alors lim f(x) =+

C-Situation complexe

Lors d’une recherche pour le cours de géographie, les €léves d’une classe de premiére scientifique
d’un lycée découvrent une ville d’Afrique créee en 1960. La population de cette ville évolue selon une




60x+40 . o . .
— o OU X est le nombre d’années écoulées depuis la fin de

I’année 1960 et f(x) est exprimée en dizaines de milliers d’habitants.

Un éléve de la classe affirme que la population de cette ville ne pourra jamais dépasser 600000
habitants mais certains éléves de la classe pensent le contraire. Une discussion s’engage entre eux.
En tant que major de ta classe en mathématiques, utilise tes connaissances mathématiques pour les
départager.

fonction croissante f telle que : f(x) =

Corrige
Pour départager ces éléves nous allons utiliser :

- lanotion d’extension de limite

- Calculer la limite de la fonction quand x tend vers +oo

- Et comparer a 60000
Comme la fonction définissant 1’évolution de la population est croissante alors lorsque x devient de
plus en plus grand, la population de cette ville est aussi de plus en plus élevée. Ainsi lim f(x)

X—>+00

déterminera la population limite.
lim f(x)=lim (sz lim (%jz lim (60) = 60

X—>+00 X—>+0 X+10 X—>+o0 X X—>+0

La population limite est : 60x10000=600000 habitants

L’¢léve qui a fait I’affirmation a raison.

D- EXERCICES

Exercices de fixation

Exercice 1

Le plan est muni d’un repere orthonormeé

(O, 1, J). f est une fonction de représentation graphique (C) et legg f(X) =+o0.

Interpréte graphiquement la limite de f a gauche en 6.

Corrige

Ona legel f (X) =+o0 donc la droite d’équation X =6 est une asymptote verticale a la courbe (C).

<

Exercice 2
Calcule chacune des limites suivantes :
_ 2

2) lim X b) lim (9—7xC +6x—8x") ¢) lim (X 0%

o4 X+4 X+ x>—o" X° +2X—4
Corrigé

) 3x ) . ]
a) lim(——) = lim(3x) x =—oo car lim(3x)=-12 et lim =400
) fime ) = m@0x =) fim 3% Gy

b) lim (9—-7x*+6x—8x") = lim (-8x") =0

X—>+00



0) "m(937x—+6X)= lim ( 7;( )= Iim(—7)=0
x>0 X° +2X—4 X0 X X—-o X

Exercice 3

Soit f la fonction définie sur R\{—2} par: f(x)= ﬁ et de représentation graphique (C) dans le
X+

plan muni d’un repére orthogonal.
1) Justifie que la droite d’équation x =—2 est une asymptote verticale a (C).
2) Justifie que la droite d’équation y =0 est une asymptote horizontale a (C) en —o.

Corrigé

1ona: lim f(x) = lim

——=1lim ;3 =+o0 donc la droite d’équation X =-2 est une
S22 2 (x=(-2)

>

asymptote verticale a (C).

2)Ona: lim f(x)= lim ( 12)3 =0 donc la droite d’équation y =0 est une asymptote horizontale a
X—>—00 X—=>-0 (X 4+

(C)en —oo.

Exercices de renforcement

Exercice 4
A chaque affirmation réponds par Vrai si elle est juste et réponds par Faux si elle est incorrecte
1) Si Iim7 f (X) =+o0 alors la droite d’équation X =—7 est une asymptote horizontale a la courbe (Cy).

2) Iir[11(3x2 +2x—8) = Iiml(3x2)

Corrigé
1) Faux 2) Faux 3) Faux 4) Faux

Exercice 5

(Cr) est la courbe représentative d’une fonction f dans le plan rapporté au repere (O, I, J).
(O), (D) et (D) sont asymptotes a (Cs ).

Observe attentivement la figure et donne chacune des limites suivantes :

XILrEO f(x); XILrEO f(x); leﬂg f(x); leﬂg f(x).

Corrigé
Ona:
lim f(x)=2; lim f(x)=0; IirT;f(X):—oo; Iin;f(x):+oo

> <

10



(D)

(D)

14 J

Exercices d’approfondissement

Exercice 6

Calcule les limites suivantes :

1
i — 2 _
a) }Cl_r)r(l)x(\/1+x 1)
b) lim (x—+/X)
0 Iim(2X+3]
X—>+00 1_\/;
Corrigé

ayona: IXirrg(i(«/H X2 —1)}

c) Posons X =+/X .

x—0

Ona x=X? et lim(\/x) =+ donc

X—>+0

_"m[(\/1+ X2 —1) (1% +1)
X(y1+x° +1)

b)Ona: lim(x—yx) = lim \x (/x —1) =+ car

X
B o o1
JX =+ et Xllrpw(\/x_—l)eroo

lim

X—>+00

=0

11



2
tim [ 243 2 gim [ 22253 i [ 2222 i c2x) = o
x—+o0| 1 — X =40 1- X x—>to| —X X—>+00

Exercice 7

B

On considgre la fonction f définie sur [ \{3} par: f(x)=

On note (Cr) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repere orthonormé.
1) Calcule Iirr; f (x) puis interpréte graphiquement ton résultat.
X—>

<

2) Calcule lim f(x) puis interprete graphiquement ton résultat.
X—>+00

Corrigé
1)Ona: lim f (x) = lim X =2
x—3 x->3 3

—X

= Iin;((—5x+ 2) x ! 3} =00 car

<

lim(-5x+2) =13 et lim—— = o
x»3x 3

<

Comme Iin; f (X) =400 alors la droite d’équation X =3 est une asymptote verticale a la courbe (Cy).
X—>

<

2)Ona: I|m f(x)=

X—>+0

Comme lim f(x)=-5 alors la droite d’ equatlon y = -5 est une asymptote horizontale a la courbe

X—>+0

(Cr) en +oo.
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MATHEMATIQUES

Dureée : 12 heures Code :
Compétence 3 Traiter une situation relative a la géométrie du plan,
a la géométrie de I’espace et aux transformations du
plan
Théme 1 Géométrie du plan

Lecon 8 : COMPOSEES DE TRANSFORMATIONS
A. SITUATION D’APPRENTISSAGE

Des éléves de 1°°C d’un lycée revenus d’un jeu de cracks sur les mathématiques proposent a leurs
camarades 1’exercice suivant qu’ils n’ont pu résoudre:

Sur la figure ci- contre, (D) et (D”) sont deux droites sécantes en O.

Il existe une ’homothétie h, de centre A qui transforme (D
O en B et il existe une I’homothétie hy de centre O qui (D)
transforme F en E.

Les points A, O, B, E et F sont tels que : AB  OF
AO OE

Donne un programme de construction du centre de
[’homothétie hA o ho .

Ensemble les éléves de la classe veulent relever le défi. Pour cela ils décident de faire des recherches sur
les composées d’homothéties.



B. Contenu du cours
I- COMPOSEE DE DEUX TRANSLATIONS

1) Propriété caractéristique de la translation
Proprieté
Soit f une application du plan dans le plan.
f est une translation si et seulement si, pour tous points M et N d’images respectives M’ et N, on a :

MN =M 'N"

Exercice de fixation

ABCD est un parallélogramme et f est une application du plan dans lui-méme.
Dans chacun des cas suivants, dis si f est une translation
1)f(A)=Cetf(D)=B

2)f(A)=Betf(D)=C

3)f(C)=Betf(D)=4

Corrige
Comme ABCD est un parallélogramme alors :

1) Ona AD = CB donc f n’est pas une translation
2)Ona AD =BC donc f est une translation

3)Ona CD =BA donc f est une translation
2) Composeée de deux translations
Propriété
Soit 1 et ¥ deux vecteurs.
La composée t;; o t; des translations de vecteurs respectifs i et ¥ est la translation de vecteur u + 7.
Ona:tgoty =ty

Exercice de fixation
Le plan est muni d’un repére orthonormé. On considére les vecteurs 1 (—5; 2) et ¥(2; 1). Détermine la
nature et les éléments caracteéristiques de la composeée t; o t3

Corrigé

) — —(-3
ty o tz estune translation de vecteur u +v [3 ]
Remargues
DOna:tzoty =tzoty

2) Toute translation est une transformation (une bijection) du plan ; La transformation réciproque de la
translation t; est la translation t_3;

3) Expression analytique d’une translation

Propriété

Le plan est muni d’un repére (O, i, 7).



—(a
Soit t; latranslation de vecteur u (b} M(x;y) et M'(x";y") deux points du plan. Ona:

, x'=x+a
- ) - - . ~(a (X'=x+a
On dit que I’expression analytique de la translation de vecteur u (b) est: {y’ —y+b

Exercice de fixation

—(2
Soit A(-1;4) un point du plan et u [3} un vecteur.

Détermine les coordonnées du point A', image de A par la translation de vecteur u .

Corrige
: : . —(2 X'=X+2
L’expression analytique de la translation de vecteur u est donc :
3 y'=y+3
Xp =X, +2
tJ(A):A'<:>{ MR
Ya=Yat+3

On en déduit que : A'(1,7)

II- COMPOSEE DE DEUX ROTATIONS

1) Composée de deux rotations de méme centre

Propriété
Soient r(0, a) et r'(0, 8) deux rotations de méme centre O et d’angles respectifs a et 6.
La composée (0, a) o r'(0, 0) est la rotation R(0, a + 0).

Exercice de fixation

| est un point du plan, r est la rotation de centre I et d’angle z : v’ est la rotation de centre I et d’angle
p p gle - g

A

-z
Détermine la nature et les éléments caractéristiques de la composée : r o 1.

Corrigé
ror' est la rotation de centre I et d’angle % + (— %) =-,

Remargues
1) Etant donné deux rotations r et ' de méme centre, ona:ror' =r'or.

2) Toute rotation est une transformation (une bijection) du plan. La transformation réciproque de la
rotation (0, ) est la rotation (0, —a).

2) Composeée de deux rotations de centres différents.

Propriete
Soient r et r’ deux rotations de centres distincts et d’angles respectifs a et 6.




Si @ + 6 = 0 alors la composée r o r' est une translation.
Si @ + 6 # 0 alors la composée r o 1’ est une rotation d’angle orienté o +6.

Exercice de fixation

A et B sont deux points distincts du plan. r est la rotation de centre A et d’angle «, r' est la rotation de
centre B et d’angle &

Détermine la nature de r o ' dans les cas suivants :

2 4
a)a=—7r et 0=—ﬂ- b)a:z et 9:_1

3 3 3 2
Corrigé
a)Ona (2?”) + 4?” = 2m = 0 :doncr o r’ est une translation
b) Ona ( g) + _7” = —% = 0: or donc r o ' est une rotation.
Remarques

1) Sir(A, a) o r(B, 8) est une translation alors son vecteur est BB’ ol B est I’image de B par la
rotation r (4, a).

2) Si r(A,a) o r(B, 8) est une rotation alors :

- on construit le point B’ image du point B par la rotation (4, a)

- on marque un point E et on construit son image £’ par r(A4, a) o r(B, 6)

- Si les segments [BB'] et [EE'] n’ont pas la méme médiatrice alors le point d’intersection de leurs
médiatrices est le centre de r(4, a) o r(B, 8) sinon le centre est le point d’intersection des droites (EB)
et (E'B’).

Exercice de fixation
ABCD est un carré de sens direct. On considére les rotations suivantes :

ry=r(A, %), ry = r(B,—%) et r, =r(D,x)

Détermine la nature et les éléments caractéristiques de :
a)TgoTy b) p o1y

Corrigé
a)Ona () + —-= 0 donc ry o 7 est une translation
r.(A)=Acet r,(A)=C doncrg o 14(A) = C d’ol 15014 =tz

7T

b)Ona: (E)+ fl =

R S S o 7
—=- g or —g + 0 donc 1y, o r, est une rotation d’angle -

Ona:rpory(A) = A’ telle que D est le milieu de [ AA"] (voir

figure) et r o 1, (B) = D. 1 /
La médiatrice du segment [ AA'] est la droite (CD) et la médiatrice y

du segment [BD] est la droite (AC). (CD)~(AC)={C} donc /

TpoTy = r(C,—g).




Remarques
- En général, la composée de deux rotations de centres distincts n’est pas commutative

(r(A,a) er(B,0) #r(B,a) o r(4,0)).
- Toute rotation d’angle 7 est une symétrie centrale

[1I- COMPOSEE DE DEUX HOMOTHETIES

1- Composée de deux homothéties de méme centre

Propriéeté

Soient h et h'deux homothéties de centre O et de rapports respectifs k et k'.
La composée h o h' est ’homothétie de centre O et de rapport kk'.
Remargues.

Ona: hoh'=h'oh

On dit que la composée de deux homothéties de méme centre est une homothétie de méme centre et de
rapport le produit des rapports.

Exercices de fixation

Exercice 1

Parmi les affirmations ci-dessous, indique celle qui est correcte.

A est un point du plan. La composée de ’homothétie de centre A et de rapport é et de ’homothétie de

centre A et de rapport v/2 est :
a) Une rotation de centre A

b) L’homothétie de centre A et de rapport (; + \/7)

=

c) L’homothétie de centre A et de rapport \/3—5

d) L’homothétie de centre A et de rapport %

solution

L’affirmation correcte est ¢)

Exercice 2

I est un point du plan
Détermine la nature et les éléments caractéristiques de la composée : h (I, %) oh(l,— g).



Solution

h (1 , %) oh(l,— g) est I’homothétie de centre I et de rapport —%

2 Composée de deux homotheties de centres differents

Propriété
Soient h(4, k) et h'(B, k") deux homothéties de centres différents A et B.

e Sikk' = 1 alors la composée h(A4, k) o h'(B, k") est une translation.
e Sikk' + 1 alors la composée h(A4, k) o h'(B, k") est une homothétie de rapport kk'.

On dit que la composée de deux homothéties de centres différents est soit une homothétie, soit une
translation.

Remargues

On peut déterminer le vecteur de la translation ou le centre de I’homothétie de la maniére suivante :

1) Sih(A, k) o h(B, k') est une translation, son vecteur est BB’ ol B est I’image de B par h(4, k).
2) Sih(A, k) o h(B, k") est une homothétie, soit O son centre.

Soit E un point quelconque n’appartenant pas a la droite (AB) et E” son image par h(A, k) o h(B,k’). La
droite (AB) des centres A et B est globalement invariante par h(A, k) o h(B, k") donc elle contient le
point O. Donc O est le point d’intersection des droites (AB) et (EE’).

Exercice de fixation

Exercice 1
Pour chacune des affirmations suivantes, trois réponses sont proposées

Ecris le numéro de I’affirmation suivi de la lettre correspondant a la bonne réponse.

N° | Affirmation Réponses
0 et 0’ sont deux points distincts du plan. La | a) une translation
1 composée de I’homothétie de centre O et b) une homothétie de rapport -8

rapport —2 et de I’homothétie de centre O’ et

de rapport 4 est : C) une rotation

A et B sont deux points distincts du plan. a) une homothétie
2 | Lacomposée h(4,3) o h(B, g) est b) une rotation
C) une translation
Corrigé
1-b); 2-¢)
Exercice 2

ABC est un triangle.
Soit h et h' les homothéties de centres respectifs B et C, de rapports respectifs 2 et g
Justifie que h o " est une homothétie et précise son rapport



Corrigé
h o h' est la composée de deux homothéties de centres distincts B et C et de rapports respectifs 2 et %

Ona:2x g = g # 1 donc h o h' est une homothétie de rapport S

Remargues
o De maniére générale, h(A4,k) o h(B, k") # h(B, k") o h(4,k)

o  On peut déterminer le vecteur de la translation ou le centre de |’homothétie de la maniere
suivante :

> Sih(A, k) o h(B, k') est une translation, son vecteur est MM’ oi M’ est 1 ‘image d’un point
quelconque M par h(A, k) o h(B, k").

> Sih(A, k) o h(B, k") est une homothétie, soit O son centre.

Soit E un point quelconque n’appartenant pas a la droite (AB) et E’ son image par h(A, k) o h(B, k").
La droite (AB) est invariante par h(4, k) o h(B, k") donc elle contient le point O. Donc O est le point
d’intersection des droites (AB) et (EE’).

[V- COMPOSEE DE DEUX SYMETRIES ORTHOGONALES

1-composée de deux symetries orthogonales d’axes paralleles

Propriété

Soit (D) et (D) deux droites paralleles, Sipy et S(p,y des symétries orthogonales d’axes respectives (D)
et (D)

La composée S(p,) © S(p) est la translation de vecteur 200’ 0l O est un point de (D) et O’ le projeté
orthogonal de O sur (D’).

Remarqgue
La composée Spy o S(p) est la translation de vecteur 200

On dit que la composée de deux symétries orthogonales d’axes paralléles est une translation.

Exercice de fixation

ABCD est un rectangle



Donne la nature et 1’élément caractéristique de chacune des composées suivantes :

D C
a) Sap) © S(cpy
b) S(CD) ° S(AB)
C) Scap) ° Sgoy B
A

Corrigé

a) Scap) ° S(cp) est la translation de vecteur 2CB
b) Sccpy © Scap) est la translation de vecteur 2BC

C) Scap). © S(ac) est la translation de vecteur 2BA

2-composée de deux symetries orthogonales d’axes sécants

Propriété
Soit (D) et (D) deux droites sécantes en un point O, de vecteurs directeurs respectifs 1 et v

La composée Sp,) © S(py des symétries orthogonales d’axes respectifs (D) et (D’) est la rotation de
centre O et d’angle 2(u, V).

On dit que la composée de deux symétries orthogonales d’axes sécants est une rotation

Cas particulier : lorsque les axes (D) et (D”) sont perpendiculaires en O, la composée S(py © Sp) est la
symetrie centrale de centre O. On a Sy © Sipy = S(py © Sy = So

Exercice de fixation

ABC est un triangle équilatéral de sens direct et de centre O .
On note A’, B’ et C’ les milieux respectifs de [BC], [AC] et
[AB].

Donne la nature et les éléments caractéristiques de chacune
des composeées suivantes :

a) Scaar ° S(ap)
b) Scaan ° SBn)
C) Sccery © Scap)

Corrigé
a) (AA’) et (AB) sont sécantes en A donc : S, © S(ap) est la rotation de centre A et d’angle

2(AB, AA)



Une mesure de 2(4B, AA) est g
S(aan ° Scap) €st la rotation de centre A et d’angle g

b) (AA’) et (BB’) sont sécantes en O donc : (a4, © Scgg) est la rotation de centre O et d’angle

2(0B’,04). Une mesure de 2(0B’, 04) est 2?” Scaan © Seear €t la rotation de centre O et d’angle 2?”

¢) (CC’) et (AB) sont sécantes en C’ donc : s¢cci) © S(ap) est la rotation de centre C” et d’angle

2(?3: E‘?). Une mesure de 2(CT3: Z'?) est 7. S(ccr) © Sap) est la rotation de centre C et d’angle 7

SITUATION COMPLEXE

Des éléves de 1°C d’un lycée revenus d’un jeu de cracks,

organisé par le conseil municipal, sur les mathématiques proposent a
leurs camarades 1’exercice suivant qu’ils n’ont pu résoudre:

« Sur la figure ci-dessous, (D) et (D’) sont deux droites sécantes en O.
Il existe une [’homothétie h, de centre A qui transforme O en B et il
existe une ['homothétie h, de centre O qui transforme F en E.

Les points A, O, B, E et F sont tels que : 28 98
AO OE

Donne un programme de construction du centre de [’homothétie hy o hy. »
Tu fais partie des trois éléves du groupe compétiteur et tu veux relever le défi.

Donne la solution I’exercice proposé au jeu.

Corrigé

Pour résoudre ce probléme, nous allons utiliser la composée de deux homothéties.
Pour cela, je vais :

- Noter Q le centre de I’homothétie h = hy o hy
- Construire I’image F’ de F par h
- Le point Q est alors I’intersection des droites (FF’) et (OB) car h(O) =B

e Justifions que h(0) = B

ho(0) =0 et hy(0) = B = h(0) = B . Le point Q appartient a la droite (OB).

e Construction de F’
Ona:F' =hyohy (F)=hy(hy (F)) = hy (E). Donc F’ € (EA)
h(OF) = (BF’), donc F’ a la droite (A) parallele a (OF) passant par B.

F’ est le point d’intersection de (AE) et (A)



e Programme de construction de Q
- Jetrace la droite (A) paralléle a (EO) passant par B.
- Je trace la droite (AE).
- Jenote F’ le point d’intersection de (A) et (AE)
- Je trace la droite (FF”) ; elle coupe la droite (OA) en un point qui est le centre Q de hy o hy

4'.

[
A

S
]

EXERCICES

Exercice de fixation

Exercice 1
Soit ABCD un parallélogramme de centre O. A
1. Justifie que h(4,2) o h (D,%) est une translation. -
2. a) Déterminer h(4,2) o h (D%) (B) }
C

b) Détermine le vecteur de la translation h(A4,2) o h (D%) . D

Corrigé

1) h(A,2)oh D,2)estla composée de deux homothéties de centres distincts et de rapports
2

respectifs 2 et % Ona:2 X % =1donch(A4,2)oh (D%) est une translation.

2) a) Ona:h(D,%)(B)=0 carD_0)=21ﬁ et h(4,2)(0) = C car AC = 240 : donc



h4,2) h(D,3)(B) =C
b) Ona: h(A4,2)o h (Dé) (B) = C . Donc le vecteur de la translation est BC.

Exercice 2

Soit ABCD un carré de sens direct, de centre O. Onnote |, J, Ket L
les milieux respectifs des cotés [AB]; [BC]; [CD] et [DA].

S

1. Justifie que S; ;)  Sipc) est une translation et précise son I -

vecteur. O
2. Démontre que Scacy © Scap) €st une rotation et détermine son

angle orienté. y .
g C

Corrigé

1) Les droites (LJ) et (DC) sont paralleles et J est le projeté orthogonal de C sur la droite (LJ) ; donc
Swp ° Sioe) est la translation de vecteur CB . (car CB =2 Fj)

2) Les droites (AC) et (AB) sont sécantes en A ; donc Sacy © Sc4p) €St une rotation de centre A.

L’angle orienté de cette rotation est Z(E, R) dont une mesure

Exercices de renforcement

Exercice 3
ABCD est un carré de centre O et de sens direct. On considére les rotations suivantes :

T T T
= r(B,E), r,=r(A, E) et = r(O,—E)

1) a) Détermine I’image du point C par 75 o 1.
b) Détermine la nature et les éléments caracteristiques de 1, o 1y

2) Determine I’image de la droite (BD) par t;z ° tzp

Corrige
1) a) ABCD est un carre de sens direct donc r,(C)=A. Or r,(A)= A donc r, o 11 (C) = A.



b)Ona: (g) + (g) =for & # 0 donc r, o ry est une rotation d’angle m c’est — a — dire une
symeétrie centrale. Comme 1, o r;(C) = A alors r, o r; est la symétrie centrale de centre le milieu O du
segment [AC].

2)Ona:tﬁotﬁ§= tﬁ+ﬁ§.

Or AB +CB =DC +CB =DB donc tz otz = tpz

Exercice 4

Le plan est muni d’un repére quelconque (O, I, J).

On considére la translation t de vecteur ' (—2; 3).

1) Détermine I’expression analytique la translation t.

2) Soit le point E (4, —5). Détermine les coordonnées du point E’ image de E par la translation t.
3) Soit (D) la droite d’équation : —x + 3y +2 =0

Détermine une équation de la droite (D) image de (D) par la translation t.

Corrigé

X'=x-2

1) L’expression analytique de la translation t est : { '
y'=y+3

2)Ona: Xg. =X —2=4-2=2¢et y. =y, +3=-5+3=-2 donc E'(2,-2).

X'+2=X
3) Soit M (x;y) un point du planet M ‘(x";y") son image par t. On a alors : {y' 3-y
M e (D) < —x+3y+2=0.0nen déduit que : —(x'+2)+3(y'=3)+2=0 donc —x+3y—9=0 est une
équation de la droite (D).

Exercice 5

Sur la figure ci-contre

- ABC est un triangle de sens direct ;

- ABED et ACGF sont les carrés construits
extérieurement a ABC sur les cotés [AB] et [AC].

- H est le projeté orthogonal de A sur la droite (BC).
- K est le milieu du segment [FD]

- letJ sont les centres respectifs des carrés ABED et
ACGF.

1. On considere les rotations r et r’ de centres respectifs I et J et d’angle g



a) Détermine r o 7' (F) etr'"1or~1(D)
b) Démontre que r o 7’ = r'""1or1 = S, 0l Sk est la symétrie centrale de centre K.
2. a) Justifie que I’image de la droite (AH) par r'~! o r~1 est la droite (AH).
b) Déduis-en que les points K, H et A sont alignes.
3. Soit A’ 'image de A par Sk.
a) Démontre que’ =r(C) =r""1(B).
b) Détermine I’image de E par r et ’image de G par r'~1.
c) Justifie que (EC) L (A'B) et (BG) L (A'C).
4. Déduis des questions 2-b et 3-c) que les droites (EC), (BG) et (AH) sont concourantes..

Corrigé

1) a) ror'(F)=r[r'(G)]=r(A) =D
" tor (D) =r""r (D) =r"1A)=F
b)
> ror'est lacomposée de deux rotations de centres distincts et de méme angle % Donc r o r' est

. . . T V1
une rotation. Une mesure de 1’angle orienté de r o ' est : Sto=m

r o r’ est une rotation d’angle  donc une symeétrie centrale. Comme r o r'(F) = D alors le
centre de cette symeétrie est le point K, milieu du segment [FD]
> r'71or~lest lacomposée de deux rotations de centres distincts et de méme angle — % Donc

Vs Vs
—_——_—— = 7T
2 2
r'~1 o r~1 est une rotation d’angle  donc une symétrie centrale. Comme r'~* o r=1(D) = F alors le
centre de cette symétrie est le point K, milieu du segment [FD]

On déduit de ce qui précédeque : ror’ =7r""tor 1 =S,

-1

r'~1 o r™1 est une rotation. Une mesure de 1’angle orienté de r'~tor 1 est:

2)a) r'tor (AH)] = r""1(r [(AH)]). Onar~1(4) = B donc I'image de (AH) par r ! est la
droite passant par B et perpendiculaire a (AH) ; c’est-a-dire la droite (BC)
Onadonc: r'"Tor [(AH)] = r'""[(BC)]. Orr'"1[(BC)] = (AH) Car r'"1(C) = A et
(AH) L (BO).
Par suite I’image de (AH) par r'~1 o r~1 est (AH)

b) L’image de (AH) par Sk est (AH) ; donc : Ke (AH)
Les points A, H et K sont donc alignés.
3)a) Ona: A" =Sg(A) = ror'(A) =r('(A) =r(C) et
A =Sc(A) = r"tor ™ (A) = r"t@TH(A)) =1""1(B)
by r(E)=B ; rY6)=C

c) Ona: r(E) =B etr(C) = A"; donc I’'image de la droite (EC) par r est la droite (A’B). On en
déduit que : (EC) L (A'B) car I’angle de r est g

Demémeon: 7'71(G) = Cet r"1(B) = A"; donc I’image de la droite (BG) par '~ est la droite
(A’C). Onen déduit que : (BG) L (A'C) car ’angle de r'~1 est —g

3) Considérons le triangle A’BC.



» La droite (BG) est une hauteur de A’BC car (BG) L (A'C)
» Ladroite (EC) est une hauteur de A’BC car (EC) L (A'B)

» Ladroite (A’H) est une hauteur de A’BC car (A'H) L (BC). Eneffet (A'H) = (AH) car les
points A’, A, H et K sont alignés.

Les trois hauteurs d’un triangle sont concourantes. D’ou le résultat.
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A. SITUATION D’APPRENTISSAGE

Lors de la préparation du concours d’excellence de sa région, B

un éleve de premiére scientifique découvre dans ses recherches Q

la figure ci-contre.

Cette figure est un triangle ABC rectangle en B tel que : A P
AB =8;BC =6et AC = 10. A l'intérieur de ce triangle, M=

on a construit le rectangle BPMQ avec M € JAC[; Q € ]AB|

P € |BC[ et on aposé MC = x.

En faisant varier M de C a A, il constate que I’aire du rectangle croit puis décroit par la suite.

Il veut déterminer la valeur de x pour laquelle 1’aire du rectangle BPMQ est maximale sans passer par la
forme canonique. Aprés plusieurs tentatives sans succes, il présente la situation a toute la classe a un
cours de Mathématiques.



Le professeur de mathématiques propose d’étudier ce probléme d’optimisation en utilisant les
dérivées de fonctions. Ensemble les éléves font des recherches sur la dérivation.

B. RESUME DE COURS
|. DERIVATION D’UNE FONCTION EN UN POINT

1. Nombre dérivé d’une fonction dérivable en un point

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert K contenant le réel x,. On dit que f est
J@) =/ *0) 5dmet une limite finie en Xo-

X —Xg

Cette limite finie est appelée le nombre dérive de f en x et est notée f'(xq).

dérivable en x, sil’expression

XOE Df

i L —fGo) o

X = Xg X — Xp

f est dérivable en x, &

Exemple 1
Soit la fonction fde R vers R définie par : f(x) = x? — 2.

En utilisant la définition, montrons que f est dérivable en 3.

— 2_9)\_ 2_
Ona: lim Z97® _ i, @227 _ lim(x—:)=lir3n(x+3)=6et6 €R
X -

x—3 x—3 x—->3 x-—-3 x—>3 X—

Donc, la fonction fest dérivable en 3 et le nombre dérivé de fen 3est: f'(3) = 6.

Exemple 2

Soit la fonction g de [0; +oo vers R définie par : g(x) = Vx.
ona lim £¥=99 _ 1y V% -0

x—-0 x—0 x—->0x-0

> >
lim £2799 _ iy L = 4 o
x—-0 x—0 x—->0Vx
> >

L:}q)(()) n’est pas un nombre réel, donc la fonction g n’est pas dérivable en 0.

Puisque lim
x—-0 X

>

2. Interprétation graphigue

Propriété

Soit f une fonction et (Cf) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére (O, I, J) et A un
point de (Cf) d’abscisse x.

Si f est dérivable en x, alors (Cf) admet en son point A une tangente (T) de coefficient

directeur f'(x,).

Une équation de (T) est: y = f'(x9) (x — x0) + f(x0).



EXERCICE DE FIXATION

Soit la fonction f définie et dérivable en 2 telle que f(2) = —4 et f'(2) = —3.(C) désigne la
courbe représentative de f dans le plan muni du repére (O, 1, J).

Détermine une €quation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 2.

CORRIGE

Une équation de (T) estdonc: y=f'(x)(x—2)+ f(2) = -3(x—2)—4=—-3x+2
Onadonc: (T): y =—3x+ 2.

3. Dérivabilité et continuité

Propriété
Si une fonction f est dérivable en x,, alors f est continue en x,.

Remargue
Réciproguement, f continue en x, n'implique pas que f dérivable en x,.

En effet la fonction g de [0; +oo[ vers R définie par : g(x) = +/x est continue en 0, mais elle
n’est pas dérivable en 0. (Voir exemple 2 ci-dessus)).

EXERCICE D’APPLICATION
Réponds par Vrai si I’affirmation est vraie ou par Faux sinon.
1-Toute fonction continue en x, est dérivable en x,

2- Toute fonction qui n’est pas continue en x, n’est pas dérivable en x,
3- Toute fonction dérivable en x, est continue en x

SOLUTION
1-Faux:; 2-Vrai ; 3-Vrai

I1. FONCTION DERIVEE

1. Définitions

e Fonction dérivable sur un intervalle
On dit qu'une fonction f est dérivable sur un intervalle ouvert K lorsqu’elle est dérivable en
chaque élément de K.

e Fonction dérivée
Soit f une fonction numérique et K un intervalle ouvert sur lequel f est dérivable.
L’application qui a chaque élément x de K, associe le nombre dérivé de f en x est appelée
K- R

fonction dérivee de f sur K et notée f’. f’: x o )

Exemple



Déterminons la fonction dérivée de la fonction g définie sur R par : g(x) = x3.
Soit x, un nombre réel.

L1 (x) —g(xg) . ox3-x3
Ona: lim £272% — i 0
X = Xq X — Xo X —>Xxg X~ Xo

— lim (x = x0) (x%+xx0+ x3) — 3,2

X = Xg X = Xo 0

Onadonc: g'(xy) = 3x3 .

g:R—R
x +— 3x?

On conclut que la fonction dérivée de g est la fonction :

Remargues

e On appelle ensemble de dérivabilité d’une fonction f, I’ensemble des nombres réels en
lesquels f est dérivable. La fonction x — f'(x) est la fonction dérivée de f. Elle est
notée f’

e Les fonctions élémentaires (constante, puissance, inverse), polynémes, rationnelles et

trigonometriques sont dérivables sur tout intervalle ouvert inclus dans leur ensemble de
définition.

e Les fonctions élémentaires racine carrée et valeur absolue sont dérivables sur IR\{0}.

2. Dérivées de fonctions de référence

X B

cos?x

Fonction f Fonction dérivée f* | Ensemble de
dérivabilité
x »k (keR) x ~0 R
X X x =1 R
x »ax+blaeR", b€ X > a R
x »x"; (n€N¥ x — nx" 1! R
1
x —Ax X P — 0; 4+
Vx N ] [
1 1
X B — X » == R*
x X
1 n .
xHx—n(neN) X o - R
X »sin x X B CoSs X R
X P CoS X X = —sin x R
x — 1+ tan®x ou -
X »tan x 1 ]R\{—+k7r;k€Z




EXERCICE DE FIXATION

Relie chaque fonction a sa fonction dérivée

Fonction f

x - —3

x — —3x

x - x*

X P CoS X

1

X »—
X

1
X P —
x4

X »tan x

X +— sin x

SOLUTION

Fonction f

X B C0S X

1
X »—
X

1
X v —
x4

X > tan x

x +» sin x

Fonction dérivée f'

x —»0

x - 4x3

x — —3

1

X B
cos?x

1

X o —=
x?2

4

X ©——
x5

X P C0S X

X — —Sin x

Fonction dérivée f'

x —»0

x - 4x3

X o —=
x?2

4
X P ——
%5

X B C0S X

X — —Sin x




3. Dérivées et opérations

Propriété
On suppose que u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle ouvert K de R.

Fonction f Fonction dérivée f'
x P u(x) +v(x) x »u'(x)+v'(x)
x »ul)v(x) x U ()v(x) + ulx)v'(x)
x »au(x), (a €R) x »au'(x)
N —u'(x)
x o1 0surK) o WO v0) = u@). v'G)
) v
x » cos(ax+b), (a € R b ER) x +~ —asin(ax + b)
x v sin(ax +b), (a € R,b € R) x = acos(ax + b)
a
V X P —
x »+Vax+b,(a € R,b €R) Nax 1D

EXERCICE DE FIXATION
Dans chacun des cas suivants, détermine la fonction dérivée de la fonction donnée.

1) f(x) =x3+ % + cos(x).
2) g0 ==
3) h(x) =vV3x+6

SOLUTION

1) flx)=x3+ % + cos(x).
f est dérivable sur R\ {0}

vxeR\{0}, f'(x)= 3x2 —xiz— sin (x)

x2
2) 9g(x) =—.
g est dérivable sur R \ {—5}
2x(x +5) — x*  x* + 10x
(x +5)? ~ (x + 5)2

Vx e R\ {-5},9'(x) =



3) h(x) =V3x + 6.
h est derivable sur ]—2 ; +oo[

Ona: h'(x) = 2\/%

I11.  APPLICATIONS DE LA DERIVABILITE

1. Dérivée et sens de variation
Propriete 1
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert K.
f est croissante sur K si et seulement si f' est positive sur K

f est décroissante sur K si et seulement si f' est négative sur K
f est constante sur K si et seulement si f’ est nulle surK

Propriété 2
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert K.

f eststictement croissante sur K si et seulement si f' est strictement positive surK
f est stictement décroissante sur K si et seulement si f' est stictement négative surK

EXERCICE DE FIXATION

Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = x> — 3x.
1- Détermine f'(x) pour tout nombre réel x.
2- Détermine les sens de variation de f.

SOLUTION

1) f estdérivable sur R
Vx€eR f(x)=3x2-3=3x+1(x—-1);

2) Signe de f'(x)
Soit x un nombre réel
e f'l(x)=0=ox=1oux=-1

e Vxe |-1;1[f'(x) <0 ;
e Vx€ |-—o;—1[ U |1;4+00l[,f'(x) >0

Variation de f

Vxe |-1;1[,f'(x) <0 ; donc f eststrictement décroissante sur |—1; 1],
Vx€ |-oo;—1[ U ]1;+4+ ool[,f'(x) > 0; donc fest strictement croissante sur
]—o0;—1[etsur ]1;+ ool].

Remarques
e Si f' est positive sur K et ne s’annule qu’en un nombre fini d’éléments de K alors
f est strictement croissante sur K



e Si f’ est négative sur K et ne s’annule qu’en un nombre fini d’éléments de K alors
f est strictement décroissante sur K

2. Extremums relatifs d’une fonction
Propriété

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert K de R et x, un élément de K.
Si f' s’annule et change de signe en x, alors f(x,) est un extremum relatif de la fonction f .

X X0
f'(x) + fo] —
f(xo)

e / \

f(xg) est un maximum relatif de f

X Xo

£1(x) - lo] +

£ \ /
f(x0)

f(x0) est un minimum relatif de f

EXERCICE DE FIXATION

3
On donne le tableau de variation de la fonction g définie par : g(x) = i



g (%) - 0 - - 0 +

gx) \ 27/4 /

Indique 1’extremum relatif de g

SOLUTION

L., s 3 . . 3 ..
La dérivée de g s’annule en S en changeant de signe. Donc, la fonction g admet en > un minimum

-r 2z 27
relatif égal -

C.SITUATION COMPLEXE

Monsieur Moussa est un menuisier. Il veut confectionner une caisse en bois
semblable a un pavé droit tel que représenté sur la figure ci-contre.

Cette caisse doit avoir les caractéristiques suivantes :

e Son volume est égal 3 8 m®;

e Sa base est un carré.

Monsieur Moussa se demande quelles dimensions doivent avoir la base et la
hauteur de cette caisse afin d’utiliser le moins de bois possible pour
minimiser les dépenses. Ne sachant comment effectuer ses calculs, il te
sollicite.

En utilisant tes connaissances en mathématiques, réponds a la préoccupation de
Monsieur Moussa dans une production écrite.

SOLUTION

Pour résoudre ce probléme, nous allons utiliser nos connaissances sur les fonctions et

particulierement la lecon dérivation.

Pour cela, je vais :
- exprimer [’aire de la surface totale du solide en fonction de X,
- étudier la fonction obtenue pour trouver ses éventuelles extremums
- conclure

e Notons V le volume de la caisse et S sa surface de base.
74 8
Ona:h==-=-
S x

e Lacaisse a deux faces carrées qui ont pour aire est : 2x?

. . . . 8 32
e  Lacaisse a 4 faces rectangulaires qui ont pour aire : 4 X (x X F) ==

L’aire de la surface totale est : f(x) = 2x* + % .

e Lafonction f est dérivable sur ]0; +oo[ etona: Vx € ]0; +oof, f'(x) = 4x — i—i

4
=x—2(x3

- 8)



vx €10; 2[,f'(x) <0 ; Vx€]2; +oof,f'(x) >0

fest strictement décroissante sur ]0; 2[ et strictement croissante sur |2; +oo[

x |0 2 +o0
£(x) - |of +
f(x)
16

16 est le minimum de f

Moussa utilisera moins de bois lorsque
L’aire de la surface totale est minimale
c’est-a-dire lorsque la longueur x du c6té
de la base mesure 2 m et la hauteur de la
caisse mesure également 2 m.

D-EXERCICES
A) Exercices de fixation

Exercice 1
f une fonction définie sur un intervalle ouvert K contenant le réel x,.
Indique dans quel cas la fonction fest dérivable en x,

o) lim [O7G _

X—Xq X—Xo
b) La limite en x, de L2~/ *0)
X—Xo
X—>Xq X—Xo
& lim fOTCD _ 5

X—Xq X—Xo

n’existe pas ;

Solution
f est dérivable dans le cas d)
Exercice 2

Dans chacun des cas suivants, calcule, en utilisant la définition, le nombre dérivé de fen x,
a) f(x) =x*+2x—3; xg=—1
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b) f(x) === X0 =0
c)f(x)=+v3x+1; Xg =2

()-f(-1 . x%2+2x-3)+4 . xP42x+1 . x+1)?
a) lim TOTED — i (Frax—3)+a lim = lim &1
x—>—1 x+1 x—>—1 x+1 x>—1 x+1 x—>—1 X+1

donc f(-1)=0

= lim (x+1) =0
x—--1

x+2 X

b) lim L9~ — i 7% =y L = iy =t = — 1
x—0 X x-0 X x-0 X x-0x+1
donc f'(0) = —
o) li f)-f(2) _ lim V3x+1-V7 _ — lim VBx+1-V7)(V3x+1+V7) _ .. 3(x-2)
x‘i‘% x—2 x1_>2 x=2 x_>2 (x=2)(V3x+1+V7) x‘i’% (x=2)(V3x+1+V7)
3 _ 3V7,

= i s~ 2 = ar
donc f'(2) = %

Exercice 3
Soit la fonction f définie sur R* par: f(x) = i et (C) sa courbe représentative.
Détermine une équation de la tangente (T) a (C)au point d’abscisse —2.

Solution

Les calculs donnent : f'(—=2) = —i et f(=2)= —%.

Une équation de (T) estdonc : y = —i(x + 2) —% ouencore (T):y = —ix -1
Exercice 4

Dans chacun des cas suivants, détermine la fonction dérivée f’ de f sur L’intervalle K
a) f(x)=+vx ; K=]0; +oof
D fG)=—= : K=]-1; +]

Solution
a) Soit x, un élément de ]0; +oo

O fxe) g VAo L (=) (VX xe) . 11
e A, I aE . m N
La fonction dérivée de f est définie sur ]0; +oo[ par: f'(x) = —

\/_
b) Soit x, un élément de |—1; +oo[

L _ 1 Xo—X
lim f(x) f(xO) — lim x+1 X+l lim (x+D)(xo+1) . -1 _ -1
x-xg X — X x-xXg X — X x-x9 (X — Xg) x—Xg (x + D(xo+1)  (x+ 1)
La fonction dérivée de f sur |—1; +oo[ est définie par : f'(x) = e
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Exercice 5

Recopie le tableau puis réponds par Vrai (V) si I’affirmation est vrai ou par Faux (F) sinon

Affirmations VouF

f est dérivable en x, si lim f(xo) ~f(x0)

X =Xg X—Xo

= + oo,

Si f(x) = (—2x + 5)%alors f'(x) = —12(—2x + 4)°.
Si v est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert K sur
-1

UZ

Si f’(a) = 0 alors la courbe de f admet une tangente verticale
au point d’abscisse a.

Si la fonction f est positive sur un intervalle K alors f est
croissante sur K.

lequel elle ne s’annule pas alors : G) =

Solution
Affirmations VouF
f estderivable en x, si lim UG (GO F
X X X—Xo

Si f(x) = (=2x + 5)%alors f'(x) = —12(=2x + 4)°. \Y;
Si v est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert K sur

oo F
lequel elle ne s’annule pas alors : (%) = v_21
Si f’(a) = 0 alors la courbe de f admet une tangente verticale F
au point d’abscisse a.
Si la fonction f est positive sur un intervalle K alors f est F

croissante sur K.

Exercice 6
Détermine la fonction dérivée de f dans chacun des cas suivants :
(Tu préciseras I’ensemble de dérivabilité de la fonction f dans chaque cas)
a) f(x) =ix4—x3 —2x+5
b) f(x) = (25x — 1)*

Q) f() = 2
d) f(0) = =

e) f(x) =tan (2x + m)

Solution

a) f(x) =ix4—x3—2x+5
f est dérivable sur Ret ona: Vx € R, f'(x) = x3 —3x%2 -2

b) f(x) = (25x — 1)*
f est dérivable sur R etona: Vx € R, f'(x) = 100(25x — 1)3



%3
C) f(x) - x+1 2( ) 3 3 2
L . _ , O 3x%(x+1)-x3  2x343x%  x*(2x+43)
f estdérivable sur R\ {—1} etona:vx € R\ {—1}, f'(x) = e TRt rab e
1

-1

ATl 0N . - ’ _ T oVix _ 1
f est dérivable sur |—co: 1] etona: Vx € |—oo: 1], f'(x) = = s

1-x

e) f(x) = tan (2x + )

f est dérivable sur R\ {—% + %n, k € Z} eton a:

T k .
Vx € ]R{\{—Z+§7T,REZ}, f'(x) =1+ tan*(2x + )

B) Exercices de renforcement

Exercice 7

On considére la fonction h définie sur R par : h(x) = §x3 —x?2—-3x+2.
1. a)Justifieque:vx e R A (x) = (x + 1)(x — 3)

b) Etudie les variations de h.
2. a) Dresse le tableau de variation de h.

b) Déduis-en les extrema de la fonction h.
3. Détermine une équation de la tangente (T) a la courbe de h au point d’abscisse 0

Solution
1)a)VxeR A (x) =x?—-2x—3.0na: VxeR,(x+1)(x—3)=x2—-2x—-3

donc: Vx € R,A'(x) = (x + 1)(x — 3)

b) Vx € |—o0; —1[ U ]3; +oo[, h'(x) > 0 donc h est strictement croissante sur
J—o0; —1[ et ]3; +oof

vx € [—1;3],h'(x) < 0 donc h est strictement décroissante sur [—1; 3]

2) @)

X -1 3 +o0

K (x) +

h(x) /

b) 13—1 est un maximum relatif de h
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—7 est un minimum relatif de h
3) h(0) =2; h'(0) = —3. Uneequationde (T)est:y = —3x + 2
Exercice 8

Soit a et b deux nombres réels. On considére la fonction g définie sur R\{3} par:
gx)=ax+b+ ﬁ ; On note (I') sa courbe représentative dans le plan muni d’un repere

orthonormé (O, I, J)

1) Détermine les nombres réels a et b sachant que :
e (I') passe par le point A(2; 2)
e f'(2)=0

2) Détermine une équation de la tangente (T) a la courbe (I") au point d’abscisse 2.

3. Dans lasuite,onprend :a = —1etb =3
. , / (4-x0)(x-2)
a) Démontre que : Vx € R\{3},g'(x) = TG
b) Etudie les variations de g.

Solution

1) vxe R\{3},g(x) =a+ (3_1x)2 .Ona:g'2Q)=a+1;doncg’'2)=0=a=-1

On:g()=2a+b+1=b—-1;0r g(2) =2 donc b =3
2) g(2) = 2etg'(2) = 0. Une équationde (T)est: y =2

/ _ 1 1-3-x)?% _ (4-x)(x-2)
3)a) vx € R\{3},g'(x) = -1+ G- G - G

b) Vx € |—o0; 2[ U ]4; +o[,g'(x) <0

vx €]2; 3[U]3; 4[,g'(x) > 0. Onen déduit que :

e g est strictement décroissante sur |—oo; 2[ et |4; +oo[
e (g est strictement croissante sur ]2; 3[ et |3; 4]

C) Exercice d’approfondissement

Exercice 9

L’unité de longueur est le centimetre

Sur la figure ci-contre qui n’est pas en vraie grandeur, ABC est un triangle rectangle en B tel
que:AB=8;BC=6et AC=10.

Alintérieur de ce triangle, on construit le rectangle BPMQ avec M € JAC[; Q € ]AB|

P € |BC[ et on pose: MC = x.

14



1. Exprime MQ et MP en fonction de x.
2. On désigne par f la fonction définie et dérivable sur ]0; 10[et représentant I'aire du rectangle
BPMQ. On a donc f(x) = MQ.MP

a) Justifie que f(x) = %x (2 - gx)
b) Etudie les variations de f puis dresse son tableau de variation.

3. Déduis-en la valeur de x pour que I'aire du rectangle BPMQ soit maximale et calcule alors
cette aire.

Solution

1) Considérons le triangle ABC; M est point de (AC), Q est un point de (AB) et (MQ) parallle &

4 AB BC 10 8 6
\ X
Dou: MQ =6—=

Le triangle CMP est rectangle est rectangle en P. D’ aprés la propriété de Pythagore on a :
CM? = MP? + PC*donc : MP2 = CM? — PC? = x?> — (BC — MQ)?
On en déduit que : MP = —
2a) f(x) = MP x PQ =“—( ) =Ee2-)
b) Vx € ]0; 10[, ' (x) = —(1 -H=20G-x

vx € 10;5[,f'(x) >0 ; Vx€]5; 10[f(x)<0
fest strictement croissante sur] 5[ et strictement décroissante sur ]5; 10[

3)
x o 5 10
£/(x) + o] -~
12
f(x)

L’aire du rectangle est maximum pour x
égal a 5. L’aire du rectangle est alors de 12
cm2
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Lrec COTE D’IVOIRE - ECOLE NUMERIQUE
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Durée : 06 heures Code :

Compétence 2 Traiter des situations relatives a la modélisation de
phénoménes aléatoires, a I’organisation et aux
traitements de données

Théme 2 Modélisation de phénoménes aléatoires

Lecon 10: PROBABILITE

A-SITUATION D’APPRENTISSAGE

M. Konan a oublié le code secret de son compte bancaire. Apres deux essaies infructueux, il
appelle son épouse pour de ’aide. Celle-ci lui communique les quatre chiffres mais pas dans le
bon ordre !

Ne disposant que d’un dernier essai, il joue la carte de la prudence en envisageant tous les cas et
en quantifiant la chance qu’il a, de retirer I’argent, a I’ultime essai.

B -CONTENU DE LA LECON

I. VOCABULAIRES ET PROPRIETES

1- Vocabulaires et définition

a) Expérience aléatoire

Une expérience ou une épreuve aléatoire est une expérience dont on ne connait pas d’avance le
résultat mais dont on connait les résultats possibles.




Exemples
1.

Expérience 1 : Le lancer d’un dé cubique parfaitement équilibré.
Expérience 2 : Le lancer d’une pi¢ce de monnaie.

2.
Soit les expériences suivantes :

1. Trois bouteilles de limonade : Fanta, Coca et Sprite sont posées sur une table.
« Choisir la bouteille de Fanta » n’est pas une expérience aléatoire.

2. “Cing boules numérotées de 1 a 5 sont placées dans un carton non transparent. Les
boules ont la méme taille et sont indiscernables au toucher.
« Choisir une boule parmi elles » est une expérience aléatoire.

b) Univers-Eventualité

€ est une expérience aléatoire donnant un nombre fini de résultats possibles.
Chague résultat possibles est appelé éventualite.

L’ensemble de ces résultats possibles est appelé univers des éventualités de €.
On le note U ou Q.

Exemple

EXPERIENCE ALEATOIRE EVENTUALITES UNIVERS
Lancer d’un dé 1;2;3;4;5;6 {1;2;3;4;5;6}
Lancer d’une piece Pile (P) ou face (F) {P;F}
Exemple2

En considérant le lancer de deux piéces de monnaie. Tous les résultats possibles (on dit qu’on écrit
I’univers en extension) sont :

Soit U ['univers de toutes les éventualités.
U={P,P),PF)F,P),F,F)}

c) Evenement

Définition
U étant 1’univers des éventualités d’une expérience aléatoire, on appelle évenement de U, toute
partie de U.
- Lorsque cette partie de U est un singleton, on I’appelle événement élémentaire ;
- Lorsque cette partie de U est I’ensemble vide, on I’appelle évenement impossible ;
- Lorsque cette partie de U est I’ensemble U, on I’appelle événement certain.
Exemple
- Lors d’un lancer de piéce de monnaie, le résultat obtenu est un évenement
élémentaire :’soit pile’” ou “’face”’.




- Lors d’un lancer de D¢ (parfaitement équilibré et dont les faces sont numéroté de 1 a 6),
obtenir le chiffre 7 est un événement impossible.
- Pour une femme qui porte une grossesse, “’accouché d’un gargon ou d’une fille’” est un
événement certain.

TABLEAU RECAPITULATIF

Langage des ensembles Langage des probabilités Ilustrations
U est un ensemble U est I'univers des
U . éventualltés d’une eXpérience EEEEEEE] U
nIVers aléatoire.
e €U e; est une éventualité
ACU A est un événement .
e, EA e; réalise I’événement A.
, Ay/e u
{e;)CU {65} est un évenement
Evénement élémentaire.
A=0 L’événement A est
impossible. A
A=U . .
L’événement A est certain.
ANB L’éveénement (A et B)
— B
Intersection de
deux evénements e; réalise I’évenement A et e; \
e, €EANB réalise I’événement B. U
A AN B
AUB L’évenement (A ou B) \ 0
Réunion de deux
évenements T
e; réalise I’éveénement A ou
e;€EAUB e; réalise I’événement B. A B
AUB
A est I’événement contraire
de A.
A=A AUA — R
A=(j < {A A Aet A sont des événements
Contraire d’un disjoints.
événement " L :
e; réalise I’événement A si et ‘. J
e,EA & e ¢ A seulement si, e; ne réalise pas A n
I’événement A.




L’événement (A et B) est
ANB=0 impossible.
Evénement
incompatibles L’événement A et
A et B sont disjoints I’événement B sont
incompatibles
A B
Exemple

Lors du lancer de deux pieces de monnaie, deux événements de cette expérience sont :
A : « obtenir Pile (P) au 1*" lancer » : ona A = {(P, P), (P, F)}

B : « obtenir Pile au 2" lancer » : ona B = {(F, P), (P, P)}

II. NOTION DE PROBABILITE

1. Probabilité d’un événement

Définition

Soit U I’univers des éventualités d’une expérience aléatoire.

Une probabilité P sur I'univers U est une application de 1’ensemble des parties de U vers
I’intervalle [0;1], qui a chaque événement A, associe le nombre réel P(A) appelé probabilité de A
et qui vérifie les conditions suivantes :

PU)=1
Si A et B sont deux événements incompatibles, alors P(A U B) = P(A) + P(B)

Exemple

Lors d’un lancer de dé non truqué, 'univers est : Q = {1;2; 3;4; 5; 6}.

Soit A I’événement’ avoir un nombre pair’’. A= {2 ;4 ; 6} ;

p(4) = p({2) + p({4}) + p({6}) =3 x % =

1

Propriétés

Pour tout évenement A, ona: P(A) = 1 — P(4)

P(@)=0

Si A est évenement tel que :A = {e;;e,;....ex}

alorsP(A) = P({e:}) + P({ex}) + -+ P({er D).

Pour tous événements A et B, P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB).

Exercice de fixation

On lance un dé truqué tel que :

P({1})= = ; P(2D=; P(3]) = =; P({4) = = P({5) = = et P({6}) = —

2
16’

Calcule la probabilité de chacun des évenements suivants :
A : « le résultat du lancer est un nombre pair »




B : « le résultat est un nombre multiple de 3 ».
C : « le résultat est un nombre différent de 6 ».

Proposition de réponse

1) A={24;6). Donc P(A) =P({2}) + P(4}) + P((6}) = 222 = Z p(ay = Z
2) B={3;6}. Donc P(B) = P({3}) + P({6}) = Z==_ P(B) = —

1+3+5+2+3 _ 14

3) C=1{1;2;3;4;5}. Donc P(C) = P({1}) + P({2}) + -+ P({5)=—— 16

P(C) =1

Equiprobabilité

Définition
Soit U I'univers des éventualités d’une expérience aléatoire et P une probabilité définie sur U.

On dit que cette expérience aléatoire a lieu dans un cadre d’équiprobabilité des événements
élémentaires lorsque tous les évenements élémentaires de U ont la méme probabilité.

Exemple

Un lancer de dé non truqué est une situation d’équiprobabilité. Toutes les faces du dé ont la méme
chance d’apparaitre lors du lancer.

Propriétél
Soit U I'univers des éventualités d’une expérience aléatoire tel que card(U) = n.

Sous I’hypothese d’équiprobabilité, la probabilité d’un événement élémentaire est %

Exercice de fixation
On lance un deé parfaitement equilibré. Détermine la probabilité d’apparition de chaque face.
Proposition de réponse

Soit Q I'univers, on a Q = {1; 2;3; 4; 5; 6} et donc card () = 6. Le dé étant équilibré, toutes les
faces ont la méme chance d’apparition, on a donc :p(1) = p(2) = p(3) =p(4) =p(5) =

p(6) =<

Proprieté2
Dans une situation d’équiprobabilité, la probabilité d’un événement A est

nombre de cas favorable a A

P(A) - nombre de cas possibles
CardA
P(A) = CardU’

Exercice de fixation
On lance un dé équilibré a 6 faces.
1) Justifie que nous sommes en présence d’une situation d’équiprobabilité.




2) Détermine la probabilité de I’événement E suivant « on obtient un multiple de 3 »
Proposition de réponse

1) Le fait que le dé soit équilibré, toutes les faces ont la méme probabilité d apparaitre.
On est donc dans une situation d’équiprobabilité.

2) Soit 2 l'univers des éventualités. On a . Q2 = {1;2;3;4;5;6}. Card((2) =6

1

Ensuite E = {3; 6} ;ona card(E) = 2donc P(E) = %soit P(E) = 3

Remarque

Dans certains exercices de probabilité, il est dit clairement que I’hypothése d’équiprobabilité est
vérifiée. Cependant, voici quelques mots clés qui permettent de reconnaitre une situation
d’équiprobabilité.

e « Equitable »

e «Equilibré »

e « Parfait »

e « Uniforme »

e « Méme chance »

e « Indiscernable au toucher »

Remarque 2
Il n’est pas évident d’écrire un éveénement en extension avant de déterminer son cardinal. Les
formules de dénombrement permettent de déterminer directement le cardinal d’un événement.

C-SITUATION COMPLEXE

Une loterie consiste a tourner une roue partagée en huit secteurs. On admet que chaque secteur a
autant de chance d’étre désignée. (Voir figure ci-dessous)

Lorsque le secteur désigné par la fleche est :

e Le blanc, on perd 2 000FCFA (c’est-a-dire qu’on remet 2 000FCFA aux organisateurs) ;
e Le noir, on gagne 1 000FCFA (c’est-a-dire qu’on regoit 1 000FCFA des organisateurs) ;
e Lerouge, on gagne 2 000FCFA (c’est-a-dire qu’on recoit 2 000FCFA des organisateurs) ;

Un groupe d’¢éléves qui assistent a cette loterie affirment qu’un joueur a autant de chance de
gagner que de perdre.

Par des calculs appropriés dis si ce groupe a raison ou pas.




Proposition de réponse

Pour répondre a cette question, je vais utiliser les probabilités.
Je vais définir chaque événement en fonction de I’apparition de couleur.
Je vais définir I’événement « gagner » et [’événement « perdre ».

Je vais déterminer la probabilité de perdre et celle de gagner.

Je vais comparer ses deux probabilités afin de justifier si le groupe a raison ou pas.
Soient les événements suivants :

B : «on perd 2 000FCFA » ; card (B)=4

N : « on gagne 1 000FCFA » ; card (N)=3

R : «on gagne 2 000FCFA » card (R) 1

G : «on gagne »

Le contraire de G est [’évenement B.

Ona G = N UR avec R et N incompatibles.

Soit Q ['univers des possibilités. On a card(f)) = 8

_ 4 _ . __card(N) _ 3 _ . __card(R) _ 1_
P(B) = =y =5 = 05 P(N) = —=os = == 0375 ; P(R) = o5 = 5 = 0,125 . Donc

P(G) = P(N) + P(R) ; P(G) = 0,375 + 0,125 = 0,5 .

card(B) _ 4

Ona: P(B) = P(G). Les deux évenements ont la méme probabilité ¢ est-a-dire qu’il y a autant
de chance de gagner que de perde.

Le groupe d’éleves a donc raison.

D-EXERCICES

Exercice 1
Soit A et B deux évenements quelconques.
Complete par vrai ou faux les propositions suivantes

- P(AuB)=PA)+PB) ..
- PAVA=1 .
- PANnB)=1-P(AnB) ...

Correction de ’exercice 1

- P(AUB) =P(4) + P(B) ...FAUX...
- PAUAD =1 ...VRAI...
- PANnB)=1-P(ANB) ...VRAI...



Exercice 2
Soient deux évenements A et B tels que P(A) = 0.33; P(B) = 0,15et P(ANn B) = 0,09.
Détermine P(A U B).

Correction de l’exercice 2

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANnB).Onadonc: P(AUB) =0,33+0,15—-0,09 = 0,39

Exercice 3
Une coopérative comprend sept hommes et trois femmes. Le couple Zamblé fait également partie
de cette coopérative.
La cooperative choisit au hasard une délégation de quatre membres pour la représenter a une
cerémonie.

1) Détermine le nombre de délégations possibles.

2) Calcule la probabilité que le couple Zamblé en fasse partie.

3) Calcule la probabilité que monsieur ou madame fasse partie de la délégation.

Correction de ’exercice 3
1) Une délégation est ici un sous-ensemble de quatre membres pris parmi les 10 membres de
la coopérative. Il y a donc :C}, = 210 délégations possibles.
Les choix se faisant au hasard, il y a équiprobabilité.

2)
Le couple Zamblé faisant partie de la délégation, il suffit alors de choisir deux membres
parmi les 8 restants pour avoir les quatre membres. Il'y a donc C2 = 28 fagons possibles
de constituer une telle délégation. Le choix se faisant au hasard, il y a équiprobabilité.

La probabilité cherchée est donc 28 soit =,

2
210 15
3) Méthode 1
Il'y a trois cas a examiner :
1°" cas : monsieur Zamblé fait partie de la délégation mais son épouse n’en fait pas
partie ; Mr Zamblé étant déja choisi, ['on doit choisir les trois autres personnes parmi 8. il
y a C§ =56 délégations possibles.
2" cas : Mme Zamblé fait partie de la délégation mais son époux n’en fait pas partie ; on
fait le méme calcul que dans le cas 1 ; il y a donc 56 délégations possibles.
3°™ cas : le couple fait partie de la délégation . Cela revient & la question 2. 1l donc 28
délégations possibles.
Au total, il y a 56+56+28=140 delégations possibles.
La probabilité est donc : % soit g
Méthode 2
L’événement contraire de Mr ou Mme Zamblé font partie de la délégation est SOt
B : « « Mr et Mme Zambleé ne font pas parti de la délégation » ». Alors on va choisir les 4
membres de la délégation parti 8 membres, soit :Cg4 = 70 délégations possibles.
70 1

PB)=916=3



(B = 1 — —1-1_2
Onadonc:p(B)=1-p(B)=1~-;=:

Exercice 3
Associe chague expérience aléatoire a son univers.

Expérience aléatoire Univers
1) On lance deux fois de suite un dé a) L’univers est constitué des 4-uplet formés
cubique dont les faces sont numérotées a partir des 10 touches du clavier. 1l comporte
delaé. 10 000 codes possibles.

b) L’univers est constitué des 2-
arrangements formés a partir des 4 boules. Il
comporte 12 arrangements possibles.

2) Choisir simultanément deux éléves
dans une classe de 25

3) Taper un code secret de 4 chiffres

. ) L’univers est I’ensemble de toutes les
sur un clavier comportant les 10

combinaisons de deux éleves de cette classe.

touches 0;1;2;3,4;5,6;7,8;9. Il comporte 300 combinaisons possibles.
4) Tirer successivement sans remise d) L univers est 'ensemble de tous des 36
deux boules dans une urne qui en couples des nombres formés a partir des
contient 4. chiffres de 14 6.

Correction de l’exercice 3

Expérience aléatoire Univers
1) On lance deux fois de suite un dé a) L’ univers est constitué des 4-uplet formés
cubique dont les faces sont numérotées de a partir des 10 touches du clavier. 1l
1a6. comporte 10 000 codes possibles.
2) Choisir simultanément deux éléves dans b) L 'univers est constitué des 2-

une classe de 25 arrangements formés a partir des 4 boules. Il

comporte 12 arrangements possibles.

3) Taper un code secret de 4 chiffres sur
un clavier comportant les 10 touches
0;1;2;3;4;5;6;7;8;9.

¢) L’univers est l’ensemble de toutes les
combinaisons de deux éléves de cette classe.
I comporte 300 combinaisons possibles.

4) Tirer successivement sans remise deux d) L’univers est l’ensemble de tous des 36
boules dans une urne qui en contient 4. couples des nombres formés a partir des
chiffres de 1 a 6.
Exercice 4

On lance deux fois de suite un dé cubique parfaitement équilibré dont les faces sont numerotées de
1a6.
Détermine la probabilité que les deux nombres soient supérieurs ou égaux a quatre.

Correction de ’exercice 4




Un résultat de cette expérience est un couple de deux nombres entiers naturels compris en 1 et 6.
Il'y a donc 36 résultats possibles. Les couples dont les composants sont supérieurs ou égaux a 4
sont:(4;4);(4;5);(4;6);(5;4);(5:5):(5:6);(6:4);(6;5)et(6;F6).

Il'y a équiprobabilité : donc la probabilité cherchée est 336 soit 0,25.
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A-SITUATION D’APPRENTISSAGE

Ta tante a une entreprise qui fabrique des jus de fruits. Pour des contraintes de fabrication et de
conservation, elle fabrique un nombre de jus ne pouvant excéder 100. Chaque jus est vendu a 100F
CFA et on suppose que tous les jus fabriqués sont vendus. Le co(t unitaire de production journaliére
par jus est fonction de la quantité produite et vérifie la relation suivante : V(x) = x* — 130x + 4225.
Afin de rentabiliser son activité, ta tante te sollicite pour lui indiquer la quantité exacte de jus de fruits
a fabriquer pour un profit maximal.

Par solidarité, toute la classe décide de t’aider a répondre a la préoccupation de ta tante en étudiant la
fonction V.

B. CONTENU DU COURS

| -PARITE

Soit f une fonction de IR vers IR d’ensemble de définition Dy et (Cr) sa représentation graphique
dans le plan muni d’un repere orthogonal (O, I, J).



1. Fonction paire
a) Définition

Une fonction f de IR vers IR d’ensemble de définition Dy est dite paire lorsque pour
tout x élément de Dy, ona: —xeDs et f(—x) = f(x).
Exemple

Les fonctions : x +— ¢ (celR), x — x*, x +— |x| et x — cosx sont paires.

la fonction f de IR vers IR définie par: f(x) = %le est paire car I’ensemble de définition Df de la

fonction f est IR et donc pour tout x de Df, ona —x € Df.

2
1+|—x|

Ensuite pour tout x de Df, f(—x) =

;|—x| = |x| ; donc f(—x) = f(x).

b) Interprétation graphique

Propriéte

La fonction f est paire si et seulement si la droite (OJ) est un axe de symétrie de (Cr) dans un repére
orthogonal (O, I, J).

Exemple

La courbe représentative de la fonction : x — x* admet la droite des ordonnées (OJ) comme axe de
symeétrie dans un repére orthogonal (O, 1, J).

Exercice de fixation

La représentation ci-dessous, est celle d’une fonction de f de [—6; 6] dans IR dans un repére
orthonormé (O, 1, J). Cette représentation graphique admet la droite (OJ) comme axe de symétrie.

Justifie que la fonction f est paire.

SOLUTION



Par hypothése, la représentation graphique de f admet la droite (OJ) comme axe de symétrie dans
repére orthonormé (O, 1, J). Donc la fonction f est paire.

2. Fonction impaire

a) Définition
Une fonction f de IR vers IR d’ensemble de définition D est dite impaire lorsque pour tout x

element de Dy, ona: —xeDy et f(—x) = —f (x).

Exemple
- 1 . . .
Les fonctions : x — x ,x — x3 ,x — — et x — sinx sontimpaires.

X

La fonction f de IR vers IR définie par: f(x) = -
la fonction f est IR et donc pour tout x de Df, ona —x € Df.

est impaire car I’ensemble de définition Df de

Ensuite pour tout x de Df, f(—x) = 1+(__xx)2 =— 1+?x)2 .il en résulte que : f(—x) = —f(x).

b) Interprétation graphigue

Propriété

La fonction f est impaire si et seulement si le point O est un centre de symétrie de (Cr) dans le plan
rapporté a un repere (O, I, J).

Exercice de fixation

La représentation ci-dessous, est celle d’une fonction de f de [—4; 4] dans IR dans un repére (O, I, J).

Cette représentation graphique admet le point O comme centre de symeétrie.



Justifie que la fonction f est impaire.
SOLUTION

Par hypotheése, la représentation graphique de f admet le point O comme centre de symétrie dans
repére (O, 1,J). Donc la fonction f est impaire.

Remarques

- Un sous- ensemble E de IR est dit symétrique par rapport a zéro lorsqu’il vérifie la propriété
suivante : Vxe E, on a - xeE.

Exemples : Les ensembles IR, IR\{0} , IR\{-2 ;2} , [—1; 1] et ]—3; 3[ sont symétriques par
rapport a 0.

- Lorsque la fonction f est paire ou impaire, il suffit de I’étudier sur I’ensemble Dy N [0; +oo].
La courbe obtenue est ensuite complétée par symétrie par rapport a la droite (OJ) si fest paire
ou par symeétrie par rapport au point O si f est impaire.

II-ELEMENTS DE SYMETRIE

1. Axe de symétrie

Propriete
Le plan est muni d’un repere orthogonal (O, 1, J).
Soit une droite (D) d’équation : x = a et une fonction f de IR vers IR d’ensemble de définition Df.

La droite (D) est un axe de symétrie de la courbe de f si et seulement si pour tout x de Df ona:

(2a—x) e Df et f(2a—x) = f(x).



Exercice de fixation

Le plan est muni d’un repéere orthogonal (O, I, J).

Soit une droite (D) d’équation : x = 3 et une fonction f de IR vers IR définie par :
f(x) ==2(x—3)?+5.

Démontre que la droite (D) est un axe de symétrie de la courbe de f.

SOLUTION
L’ensemble de définition de f est Df = IR. Donc pour tout x de Df on a 6 — x appartient a Df .

Ensuite f(6 —x) = —=2(6 —x — 3)? + 5 = —2(x — 3)? 4+ 5. Donc f(6 —x) = f(x).
D’ou le résultat.

On donne ci-dessous, un apercgu de la courbe de f et de son axe de symétrie.

Remarque :on peut aussi utiliser la propriété ci- dessous

Ladroite (D):x = a est un axe de symétrie de (cy) si et seulement si :

Pour tout h € R; tel que,(a +h) € Dy ona(a—h) €D et f(a+h)=f(a—h)
2. Centre de symétrie

Proprieté
Le plan est muni d’un repére (O, 1, J).

Soit un point A de couple de coordonneées (a, b) et une fonction f de IR vers IR d’ensemble de
définition Df.

Le point A est un centre de symétrie de la courbe de f si et seulement si pour tout x de Df ona:
2a —x € Df et f(2a — x) + f(x) = 2b.

Exercice de fixation

Le plan est muni d’un repére (O, 1, J).



Soit A de coordonnées (2 ;3) et une fonction g de IR vers IR definie par :

gx) = (x—2)%+3.

Démontre que le point A est un centre de symétrie de la courbe de g.

réponse

L’ensemble de définition de g est Dg = IR. Donc pour tout x de Dg on a 4 — x appartienta Dg.
Ensuite: g(4—x) +g(x) = (4—x—2)3+3+ (x—2)3+3.

g4 —x)+g(x) = (—x+ 2)3 + (x — 2)3 + 6. Sachant que (—x + 2)3 = —(x — 2)3, on obtient
finalement : g(4 — x) + g(x) = 6. D’ou le résultat.

On donne ci-dessous, un apercgu de la courbe de g et de son centre de symétrie.

Remarque :on peut aussi utiliser la propriété ci dessous

La droite Q(a; b) estun centre de symétrie de (cy) si et seulement si :

Pour tout h € R; tel que,(a + h) € Df ona(a—h) ED et f(a+h)2f(a—h) — b

3. Fonction périodique

Définition

Soit T un nombre réel strictement positif.
Une fonction f est dite périodique de période T lorsque Vx € Dy :

x+T €Df, x—T € Dy et f(x+T)=f(x).



Remargue

on dit souvent qu’une fonction f est T-périodique pour exprimer qu’elle est périodique de période
T.

Exemple

- Lesfonctions : x + cosx , x +— sinx sont périodiques de période 2.
- Lafonction : x +— tanx est périodique de période .

La fonction f de IR vers IR définie par : f(x) = sin(2x) est m-périodique

e car I’ensemble de définition de f est IR ; et donc pour tout x de IR, x + metx —m
appartiennent a IR.

e Ensuite sin(2(x + m)) = sin(2x + 27) = sin (2x) car la fonction sinus est 2r-périodique.

Donc f(x + ) = f(x).

Remarques

- Si T est une période de f alors V (keZ\{0}) f(x + kT) = f(x).

- Si f est périodique de période T, il suffit de I’étudier sur I’ensemble Dy N [a; a + T|. La courbe
obtenue est ensuite complétée par les translations de vecteurs
TOI et -TOI.

I-  ASYMPTOTE OBLIQUE

Définition
f est une fonction et (C;) sa représentation graphique dans un repére orthogonal.
Soit a et b des nombres réels (a # 0).
Lorsque xEToo[f(x) — (ax + b)] = 0 (respectivement xlirpm[f(x) — (ax+ b)] = 0), ondit que la
droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a (C¢) en +oo (respectivement en —co).
Exemple

Sur la représentation ci-dessous, la droite (D) est une asymptote (oblique) a la courbe en
(40) et en(—).



C-SITUATION COMPLEXE

Des éléves de 1°7¢D ont découvert le texte suivant dans une revue. « Une
entreprise fabrique et vend chaque jour un nombre x d’ampoules dite ** économique de 20 watts”’.
Chaque ampoule est vendue a 100 francs CFA. 1l a été établi que le colt de production de x ampoule(s)

est donné par la fonction suivante: U(x) =x — 10 + 92—0 pour tout x appartenant a I’intervalle

[10; 100]. Le Directeur de I’entreprise cherche a déterminer le nombre d’ampoules a fabriquer pour
minimiser le co(t de production et avoir un bénéfice maximal ».

Impressionnés par cette formule donnant le co(t de production, tu cherches a répondre aux
préoccupations du Directeur.

Réponds, a l’aide d’une argumentation basée sur tes connaissances mathématiques aux
préoccupations du Directeur.

SOLUTION
Pour répondre a la préoccupation du Directeur, je vais faire une étude de fonction.

Je vais faire 1’étude de la fonction U afin de déterminer son minimum, le point auquel ce minimum
sera atteint correspondra au nombre d’ampoules a fabriquer pour minimiser le cotit de production pour
avoir un benéfice maximal.

Dy = R\{0}

U'x) =x' =10 + () =122 = EE0E0

x2 x2

Vx € Dy,x? > 0; U'ale signe de (x — 30)(x + 30).



Tableau de signe

x —o0 [30 iso +o0
2 _ + | - +
x2 —900 0 |O
x 10 30 100
U'(x) - + +
U
50

50 est le minimum de la fonction U est 50 et il est atteint en 30.

Le nombre d’ampoules a fabriquer pour minimiser le colGt de production et avoir un bénéfice
maximal est 30.

D. EXERCICES
Exercicel

f est une fonction de IR vers IR. Dans chacun des cas suivants, étudie la parité de f.

DfG) =32t —lxl+1; 2f() =2=: fW=22; 4)f()=x>+4x-8,

X" = x—1

1) SOLUTION
2) Dy = R.Donc Dy est symétrique par rapport a 0.

f(=x) =3(—x)* — |—x| + 1 = 3x* — |x| + 1 = f(x) donc la fonction est paire.

3) Df = R\{-1;1}. Donc Dy est symétrique par rapport a 0.

0 _ -x° i impai
f(—x) = ik —f(x), alors la fonction est impaire.

4) Dy = R\ {1}.Df n’est pas symétrique par rapporta 0 car —1 € Dy; et 1 € Dy. La fonction
n’est ni paire ni impaire.
5) Dy = R.Donc Dy est symétrique par rapport a 0.



f(—=x) = (—x)?+4x(—x) —8=x%2—4x—8; f(—x) # f(x)etf(—x) = —f(x) ; par

conséquent, la fonction n’est ni paire ni impaire.

Exercice 2

Soit f la fonction polynéme définie par : f(x) = x* — 4x + 7 de représentation graphique (Cy) dans
le plan muni d’un repere orthogonal (O, 1, J).
Démontre que la droite (D) d’équation x = 2 est un axe de symétrie de (Cr).

SOLUTION

onpose g(x) = f(x+2)alors g(x) = (x +2)> —4(x+2) + 7 = x? + 3.
Dy = R.Donc D, est symétrique par rapport a 0.

g(—=x) = (—x)? + 3 = x2 + 3 = g(x), alors la fonction g est paire, d’ou la droite (D) d’équation
x = 2 est un axe de symétrie de (Cy).

Exercice 3

x2+5x—1

Soit f la fonction rationnelle définie par : f(x) = —; - Onnote (Cy), la courbe représentative de

f dans le plan muni d’un repére (O, L, J).
Démontre que le point A(-1 ;3) est un centre de symétrie de (C).

SOLUTION
2 _ N 2 _
On pose f (=2 —x) + f(x) = = 7yl S0 _ g = 2 x 3 ; alors le point A(-1 ;3) est un

1 x+1 x+1

centre de symetrie de (Cy).

Exercice 4

Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = cos (3x — g).

Démontre que f est périodique de période 2?”
SOLUTION

Dy =] —m; m[ ; alors Vx € Df,x+2?nx € Dr et x—z?”x € Dy .
2 2
f(x+?n) = cos[3(x+?”) —%] = cos (3x+2n—§) = cos (3x—§+2n) = CoS (3x—§) car
cos est périodique de période 2.
Onadonc f (x + 2?”) = f(x), par conséquent, f est périodique de periode 2?"

Exercice 5

10



2x%+3x—1
x—-1

Soit f la fonction rationnelle définie par : f(x) = On note (Cy), la courbe représentative de

f dans le plan muni d’un repére orthogonal (O, I, J).
1) Démontre que pour tout x de Dy, f(x) = 2x +5 + ﬁ
2) Démontre que la droite d’équation y = 2x + 5 est une asymptote a (Cy) en+oo et en —co.
SOLUTION
1) En effectuant la division euclidienne de 2x? + 3x — 1 par —1,ona f(x) = 2x + 5 + ﬁ

2) f(x)—2x+5=— lim il = 0, alors la droite d’équation y = 2x + 5 est une asymptote

xX—1 x—-+4o00X—

a (Cr) en+oo et en —oo.

Dans les exercices suivants, f est une fonction de IR vers IR. On note (C) la courbe
représentative de f dans le plan muni d’un repére orthogonal (O, 1, J).

Exercice 6

Soit f(x) =x3 —3x —1.
1-Justifie que le point A(0 ;-1) est un centre de symétrie de (C).
2-Calcule les limites de f en —oo et en +oco.
3-a) Calcule la dérivee de f .
b) Etudie les variations de f sur [0 ; +oo[ et dresse son tableau de variation.
4-a) Détermine une équation de la tangente (T) & (C) au point d’abscisse 0.
b) Etudie la position de (C) par rapport (T).
5- Trace la droite (T) et construis (C) sur [0 ; +oo[ puis sur IR dans le plan muni du méme repére
orthonormé (O, 1, J) tel que : Ol =0J = 1cm.

1- SOLUTION
2- Onpose g(x) =f(x+0)+1=x3—-3x—1+1=x3 —3x
Dy = R, donc I’ensemble de définition est symétrique par rapport a 0.
g(=x) = (—x)* =3 x (—x) = —x3 + 3x = —(x® — 3x) = —g(x), alors g est impaire ; par
conséquent le point A(O ;-1) est un centre de symétrie de (C).
3- lim f(x) = lim x3 =4+oet lim f(x) = lim x3 = —
X—>+00 X—>+00 X——00 X——00
4- a) f'(x) =(x® =3x—1)=3x2-3=3(x%?—-1)
b) Tableau de signe de f’
X - -1 1 +oo

f'(x) |O 1,
+ - +

Vx €] —00; —1] U [1; +oo[, f'(x) = 0; alors f est croissante sur | — co; —1] et sur [1 ;+oo[
Vx €] — 1; 1[,f'(x) < 0; alors f est strictement décroissante sur ]-1 ;1]

Tableau de variation

f'(x) 0 - 0 ¢

11



1 +00
F) / . e
-00 -3

5- a)y = f(0) + f'(0)(x — 0)
y=—-1-3Xx
(T):y=-3x—-1
b) Position de (C) par rapport a (T)
fX))—y=x3-3x—1—-(-3x—-1)
=x3—-3x—1+3x+1
f)—y =x°

x3 > 0 sur [0; +oof et x3 < 0 sur ] — ;0] ; alors :
e Sur]—o0;0], (T) est au-dessus de ( C)

e Sur [0; +oo[, ( C) est au-dessus de (T).
6- Construction

Exercice 7
£ est définie sur IR\{-1} par : f(x) = 22

x+1°
1-Calcule les limites de f en +oo et en —co.

12



Interprete graphiquement les résultats obtenus.

2-Calcule : xllrg1 f(x) et xhﬂll f(x) . Interprete graphiquement les résultats obtenus.
< >
3-a) Calcule la dérivée de f.

b) Etudie le sens de variation de f et dresse son tableau de variation.
4-Justifie que le point A(-1 ; 2) est un centre de symétrie de (C).
5-Construis la courbe (C) et ses asymptotes. Unité graphique : Ol = OJ = 1cm.

1- SOLUTION
2- lim f(x) = lim Z=2; lim f(x) = lim 2= 2. Alors la droite d’équation y = 2 est
X—>—00 xX—>—0o X X—+ 00 X400 X
une asymptote horizontale en 4o et — co.
3- lim f(x) =-3x (—00) = 400 Jim f(x) = =3 X (400) = —oo . Alors la droite
>

<
d’équation x= -1 est une asymptote verticale en +o et -co.
) , _ (x-1)'(x+1)-(2x-1)(x+1)r 3
4- ) f'(x) = (x+1)2 T (x+1)2

b) f'(x) = ﬁ; Vx € Dy, (x + 1)2 > 0,donc f(x)' > 0; alors f est croissante sur
] —oo;—1[etsur] —1; +oof

Tableau de variation

f(x) + +

2 —00

Onpose g(x) =f(x—1)—2 = —% ; Dy = R\ {0} donc I’ensemble de définition est symétrique par

rapporta 0. g(—x) = %

= —g(x) donc g est une fonction impaire ; alors le point A(-1 ; 2) est un
centre de symétrie de (C).

5- Construction

L
R :bu o - R -

ol .

13-12-11-10 -9 -& -f -6 -5 -4 -3 -2 1 /‘1 2 3 4 5 6 7 8 9 10




Exercice 8

o x*—3x+3
f est définie sur IR\{2} par: f(x) = ——7

1-Calcule : 3lci£r21 f(x) et }Ci_r)r% f(x). Interpréte graphiquement les résultats obtenus.
< >
2-Calcule les limites de f en +oo et en —co.

3-a) Détermine les réels a, b et c tels que : Vxe IR-{2}, f(x) =ax + b + i .
b) Justifie que la droite (D) d’équation y = x — 1 est asymptote a (C) en +oo et en —oo,
c) Etudie les positions de (C) par rapport a (D).

4-a) Justifie que : Vxe IR-{2}, f'(x) = x:;g;'

b) Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
5-Démontre que le point A(2 ; 1) est un centre de symeétrie de (C).
6-Construis la courbe (C) et ses asymptotes. Unité graphique : Ol = OJ = 1cm.

1- SOLUTION
2- }Cig% f(x) =—o0; chilg f(x) = 400 ; alors la droite d’équation x = 2 est une asymptote
< >
verticale en I’infini a ( C).
: g xR T
3- xl—1>r_noof(x) - xl—l>r_noo X - xl—1>r_noox - «© ! xgrpwf(x) xl—1>r-Poo X xl—1>r+noox +OO
4- a)

en effectuant la division euclidienne de x? — 3x + 3 par x — 2 on obtient
f(x) =x—1+x—i2alorsa= 1;b=—-1etc=1.

b) xl_i)l;noo[f(x)—(x—l)]=x—1+x—i2—(x—1)= lim Lzzo

X—>—00 X—

lil’_{l [f(x) — (x — 1)] = 0; la droite (D) d’équation y = x — 1 est asymptote a (C) en +oco et en —co.
X—+ 00

c) Positionde (C)et(D).
[ -(x-1)=—=

- Sur]—oo;2[,(D)estau-dessus de (C)
- Sur]2; +oo[, (C) estau-dessus de (D).
(22 -3x+43)1(x—2)—(x2-3x+3)(x—2)r _ x2—4x+3

5- a) f,(x) - (x_z)z = (x_z)Z

14



x%—4x+3

b) f'(x) = ol Vx € Dy, (x — 2)% > 0 alors f" a le signe de x? — 4x + 3.

Déterminons le signe de x? — 4x + 3.

A= 4 ; les deux racines du polynéme sont :x; = 1 et x, = 3. Alors :
pour x € [1;2[U]2;3],x* —4x + 3 < 0 et pour x €] — ;1] U [3; +oo[,x* —4x +3 =0

Par conséquent - { f est décroissante sur[1; 2[ et sur ]2; 3]
q "{f est croissante sur | — oo; 1] et sur [3; +oo[

Tableau de variation

X —00 1 2 3 400

e | - : b -
400
-1
/ —00 / \—co \ 3/

6- Onpose:g(x)=f(x+2)—1 =% , Dy = R\{0}. Alors Vx € Dy, —x € Dj,.

g(—x) = e e R e —g(x), lafonction g est donc impaire. Alors le point A(2 ; 1)

—X X
est un centre de symétrie de (C).
7- Construction

B T T S = e = T =]

-0 -9 8% 7 6 -5 4 3 2 1 1 ¥ 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 -

1A
Z
.—"r.-l -3 i
4
-5
il

JJJ“J
/ b
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Exercice 9

Soit f(x) = 2sinx + sin2x.
1-a) Démontre que f est impaire et périodique de période 2.

b) Justifie que 1’on peut limiter I’ensemble d’étude a ’intervalle : 1=[0 ; m].
2-Démontre que : Vxe IR, f'(x) = 2(2cosx — 1)(cosx + 1).
3-Etudie les variations de f sur I’intervalle I puis dresse son tableau de variation sur 1.
4-Trace (C) sur | puis sur [—7?" ; 7?”] Unité graphique : Ol =0OJ = 1cm.
SOLUTION

1- a) f est définie sur R, f(—x) = 2sin(—x) + sin(—2x) = —2sin(x) — sin(2x) = —f(x) , la
fonction est donc impaire.
f(x + 2m) = 2sin(x + 2m) + sin(2(x + 2m)) = 2 sin(x + 2m) + sin(2x + 2 X 2m)
f(x + 2m) = 2sin(x) + sin(2x) = f(x) car la fonction sin est périodique de période 27 .
b) f estpériodique de période 27, donc on peut I’étudier sur I’ensemble Dy N [a; a + 2] en
prenant a=0 ; on restreint I’ensemble d’étude a [0; 2m] ; la fonction étant impaire, on pourra
donc I’étudier sur [0; r] et compléter par la symétrie centrale de centre O.
2-  f'(x) = 2cox + 2cos (2x)comme cos(2x) = 2cos?(x) — 1 on obtient donc : f'(x) =
2cox + 4cos?(x) — 2 = 4cos?(x) + 2 cos(x) — 2 = 2(cos?(x) + cos(x) — 1)
En posant cos(x) = X et en calculant le discriminant du nouveau polynéme, on obtient deux racine
-let % Onadonc: 2(cos?(x) + cos(x) — 1) = 2 x 2(cosx + 1) (cosx — %) =
2(cosx + 1)(2cosx — 1)
3- En résolvant I’équation (cosx + 1)(2cosx —1) =0ona:
cosx = —1 ou cosx = %, enrésolvantsurl,onax = Toux = g

16



X 0 r T
3
2cosx — 1 + (l) -
cosx +1 + +
f'(x) + 9 - ¢

Tableau de variation
x 0 T T
3
f'(x) + ? -
EE
2
f
0 0
N\ [
Ir":l ';Ilhl 2 ‘!'i
A
! Hl 1 ]!
[ \ f
P f |
m —brr -1 \. i} ]l' _ﬂ\"L ?‘r
i {1}
[ \ |/ Y]
/ \ / \ /
J \J "'J’
<. 3

Exercice 10

Ta tante a une entreprise qui fabrique des jus de fruits. Pour des contraintes de fabrication et de
conservation, elle fabrique un nombre de jus ne pouvant excéder 100. Chaque jus est vendu a 100F
CFA et on suppose que tous les jus fabriqués sont vendus. Le codt unitaire de production journaliére

par jus est fonction de la quantité produite et vérifie la relation : V(x) = x* — 130x + 4225.
Afin de rentabiliser son activité, ta tante te sollicite pour lui indiquer la quantité exacte de jus de fruits

a fabriquer pour un profit maximal.
1-Démontre que le bénéfice global B (x) réalisé par I’entreprise pour x jus produits et vendus est :

B(x) = —x? + 130x — 4125.
17



2-Dresse le tableau de variation de la fonction B.
3-Déduis le bénéfice maximal, puis indique pour quelle production elle est atteinte.

Exercice 11
Partie A

Soit p la fonction polyndme définie par : p(x) = x* + 6x*> — 16x + 9.
1-Justifie que : p(x) = (x — 1)%(x% + 2x + 9).
2-Etudie le signe de p(x) suivant les valeurs de x.

Partie B

= . g x3—-x?+3x+5
On considere la fonction f de IR vers IR définie par : f(x) = —,; etonnote (O)sa

représentation graphique dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J).

1-Détermine I’ensemble de définition Dy de f.

2-Calcule les limites de f en —co et en +oco.

3-a) Justifie que : Vxe Dy, f(x) =x—1+ x:; .
b) Déduis-en que la droite (D) d’équation y = x — 1 est asymptote a (C) en —o et en +co.
c) Etudie les positions relatives de (C) et (D).

. _ () — P&
4-3) Justifie que : Vxe Dy, f'(x) = reSeh

b) Etudie le sens de variation de f et dresse son tableau de variation.

5-Démontre qu’il existe un unique point A de (C) tel que la tangente a (C) en A soit paralléle a (D).

6-a) Démontre qu’une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse -1 est :
y =2x+ 2.

b) Vérifie que : Vxe Dy, f(x) — (2x+2) = —

c) Etudie les positions relatives de (C) et (T).
7-Trace les droites (D) et (T) et construis la courbe (C). Unité graphique : 1cm.

(x+1)3
x?4+3
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A- SITUATION D’APPRENTISSAGE

SITUATION D’APPRENTISSAGE

Hermann, un éleve en classe 1¢r C ne comprend pas pourquoi son H G
frére ainé affirme que dans le cube ABCDEFGH ci-contre, 7

les droites (HG) et (IJ) sont orthogonales ; avec I et ] milieux
respectifs de [FB] et [FG].

Afin de comprendre cette affirmation, Son professeur de mathématiques Dy ----- i
lui demande de faire des recherches sur les propriétés de I'orthogonalité AL~ B
dans I'espace.




B- CONTENU DE LA LECON

1. DROITES ORTHOGONALES DE L’ESPACE

a) Définition

Dans I’espace (&), deux droites (D;) et (D,) sont dites orthogonales lorsqu’il existe deux
droites perpendiculaires (L1) et (L) telles que (D1) est paralléle a (L1) et (D2) est paralléle a
(L2).

La droite (D1) est orthogonale a la droite (D2) se note : (D,) L (D,)

(L,) et (L,) perpendiculaires
(D1) I (L)

= (D1) L (Dy)
(D2) Il (L2)

" )/K

(d>) (P)

D
Les droites (D;) et (D,) sont orthogonales L

Exemple :

H

Dans le cube ABCDEFGH, les droites (AE) et (DC) sont

orthogonales. En effet, (GH) est perpendiculaire a (CG). De
plus (GH) // (DC) et (CG) // (AE).

Remargue : le terme perpendiculaire ne s’utilise que lorsque les droites sont orthogonales et
sécantes. Autrement dit, deux droites orthogonales ne sont pas nécessairement sécantes.

b) Propriétés
Propriété 1 :

Si deux droites sont orthogonales, alors toute droite paralléle a I'une est orthogonale a
l'autre.



Propriété 2 :
Si deux droites sont paralleles, alors toute droite orthogonale a I'une est orthogonale a
I'autre. F
E

Exercice de fixation

Sur la figure ci-contre :

ABCDEFGH est un cube, I est le milieu de [DG] et
J est le milieu de [BG].

Démontre que les droites (1J) et (AC) sont orthogonales. S )8

Solution

Dans le triangle BDG, | est le milieu de [DG] et J est le milieu de [BG],
D’aprés le théoréme des milieux (1J) et (DB) sont paralleles.

Comme ABCD est un carré, alors ses diagonales (AC) et (BD) sont perpendiculaires.

Puisque (1J) et (BD) sont paralleles et (AC) est orthogonale a (BD), alors (AC) est orthogonale a (1J).

Remargue :

Dans I’espace, deux droites orthogonales a une méme troisiéme ne sont pas nécessairement
paralleles.

2. DROITES ET PLANS ORTHOGONAUX

a) Définition
Dans I’espace, on dit qu’une droite (D) est perpendiculaire a un plan (P) lorsque (D) est
orthogonale a deux droites sécantes contenues dans (P).
La droite (D) est perpendiculaire au plan (P) se note : (D) L (P)

(dy) et (d,) sécantes dans (P)
(D) L (dy) = (D) L (P)
(D) L (d3)

(D)

. (d2)
A | -

Le plan (P) et la droite (D) sont perpendiculaires

F G
Exemple e i
On donne la figure ci-contre : ABCDEFGH est un cube.
(DH) est perpendiculaire au plan (EGH). En effet, (DH) L (HE) Eiir __________ e
et (DH) L (HG). La droite (DH) est orthogonale a deux droites A /



sécantes en H incluses du plan (EGH), alors (DH) est perpendiculaire
au plan (EGH).

b) Propriétés
Propriété 1 (proprieté fondamentale) :
Si une droite est perpendiculaire a un plan, alors elle est orthogonale a toute droite incluse
dans ce plan.

Exercice de fixation
Avec I’énoncé précédent, justifie que les droites (DH) et (EG) sont orthogonales.

Solution : Comme (DH) est perpendiculaire au plan (EGH), Or (EG) c (EGH), donc
(DH) L (EG).

Propriété 2 :
Il existe une unique droite passant par un point donné et perpendiculaire a un plan donné.

Exercice de fixation
Avec D’énoncé précédent, combien y a-t-il de droites passant par le point B et
perpendiculaire au plan GCD ?

Solution : Il existe une seule droite passant par le point B et perpendiculaire au plan
(GCD), ¢’est la droite (BC).

Propriété 3 :
Il existe un unique plan passant par un point donné et perpendiculaire a une droite donnée.

Exercice de fixation
Avec I’énoncé précédent, combien y a-t-il de plans passant par le point A et perpendiculaire
a la droite (AD) ?

Solution : 1l existe un seul plan passant par le point A et perpendiculaire a la droite
(AD) c’est le plan (ABE).

Propriété 4 :
Si deux droites sont paralléles, alors tout plan perpendiculaire a l'une est perpendiculaire
a l'autre.

Exercice de fixation
Justifie que la droite (AE) est perpendiculaire au plan (FGH).

Solution : la droite (AE) est parallele a la droite (DH) et (DH) est perpendiculaire au plan
(FGH). Alors (AE) est perpendiculaire au plan (FGH).



Propriété 5 :
Si deux droites sont perpendiculaires a un méme plan, alors elles sont paralléeles.

Exercice de fixation
Justifie que les droites (DH) et (BF) sont paralleles.

Solution : la droite (DH) est perpendiculaire au plan (FGH). De méme, on montre que
(BF) est perpendiculaire au plan (FGH). Alors les droites (DH) et (BF) sont paralléles.

Propriété 6 :
Si deux plans sont paralléles, alors toute droite perpendiculaire a I'un est perpendiculaire
a l'autre. .
1 | G
Exercice de fixation : f !
Sur la figure ci-contre ABCDEFGH est un cube, la droite (D) est
perpendiculaire aux droites (FH) et (EG) en I. Bi
Justifie que (D) est perpendiculaire au plan (ABD). LTI /¢
AL !
Solution | D

La droite (D) étant perpendiculaire aux droites
(FH) et (EG), alors elle est perpendiculaire au plan (FGH). Or les plans (ABD) et (FGH)
sont paralleles. Donc la droite (D) est perpendiculaire au plan (ABD).

Propriété 7 :
Si deux plans sont perpendiculaires a une méme droite, alors ils sont paralléles.

3. PLANS PERPENDICULAIRES DE I’ESPACE

a) Définition
Dans I’espace, deux plans sont perpendiculaires lorsque 1’un d’¢
orthogonale a I’autre plan.

Le plan (P) est perpendiculaire au plan (Q) se note : (P) L (Q)

d) est une droite du plan (P
(@ Plan () | oy 1

(@ L (d)



(d)

N

Q)

| (@cPet(@L(@Q=>PL@Q |

Exemple
On donne la pyramide réguliere SABCD ci-dessous de hauteur [SO]

Démontrons que les plans (SDB) et (ABD) sont perpendiculaires.

(AO) est une droite incluse dans le plan (ADB)
(AO) est perpendiculaire au plan (SDB) donc les plans
(SDB) et (ABD) sont perpendiculaires.

Conséguences
= Si une droite (D) est perpendiculaire a un plan (P), alors tout plan paralléle a (D) est perpendiculaire a
(P).

« Si deux plans sont perpendiculaires, alors toute droite perpendiculaire a 1’un est paralléle a I’autre.

b) Propriétés
Propriete 1
Si deux plans sont perpendiculaires, alors tout plan parallele a I’un est perpendiculaire a 1’autre.
Propriete 2
Un plan est perpendiculaire a deux plans sécants si et seulement s’il est perpendiculaire a
leur droite d’intersection.

Exercices de fixation ¢

Sur la figure ci-contre ABCDEFGH est un cube. r 7

Démontre que les plans (ACE) et (DEH) sont perpendiculaires
au plan (ABC).




Solution
Les plans (ACE) et (DEH) sont sécants et leur droite d’intersection est la droite (AE).

(AE) L (AD) et (AE) L (AB). Comme (AD) et (AB) sont incluses (ABC), donc (AE) L (ABC).
Par conséquent, les plans (ACE) et (DEH) sont perpendiculaires au plan (ABC).

4. PROJECTIONS ORTHOGONALES SUR UN PLAN, SUR UNE DROITE DE I’ESPACE

Définitions
e Soit A un point et (P) un plan de I’espace. Soit (D) 1’'unique droite passant par A et
perpendiculaire a (P) en H.
Alors le point H est appelé le projeté orthogonal du point A sur le plan (P)
La distance AH est appelée la distance du point A au plan (P)

e Soit B un point et (A) une droite de I’espace. Soit (Q) 1’unique plan passant par B et
perpendiculaire a (A) en K.
Alors le point K est appelé le projeté orthogonal du point B sur la droite (A).
La distance BK est appelée la distance du point B & la droite (A).

- A \
/ b
M &
 H : T
®) : N @)
(D)
—(Q
M e (P), H est le projeté orthogonal de N € (A), Kestle projeté orthogonal de

Asurleplan (P); AH < AM B sur la droite (A) ; BK < BN




Exemple
Sur la figure ci-dessous, ABCDEFGH est un cube. I, ] et K sont des points respectifs des

arrétes [EF], [FG] et [GH]. p est la projection orthogonale sur le plan (EHD)

Complétons le tableau ci-dessous.
M A|B|C|D|E|F|G|H]I K

pM)| A|A|D|D|E|E|H|H|E|H

b -Propriétés

Propriété 1

Par une projection orthogonale sur un plan (), ’image d’une droite (D) est :
- un singleton si (D) est perpendiculaire a (P).
- une droite si (D) n’est pas perpendiculaire a (P).

Propriété 2

Par une projection orthogonale sur un plan () , I’'image d’un segment [AB] est :
- un singleton si la droite (AB) est perpendiculaire a ().
- un segment si la droite (AB) n’est pas perpendiculaire a (P).

Propriété 3 (Projete orthogonal du milieu d’un segment)
Par une projection orthogonale sur un plan (P), I’image du milieu d’un segment [AB] est le

milieu de I’image du segment [AB] si (AB) n’est pas perpendiculaire a (P).

Exercices de fixation

oo
Sur la figure ci-contre ABCDEFGH est un cube. J est le centre du /
carré ABCD et | le centre du carré EFGH. 5 F

Détermine le projeté orthogonal du point I sur le plan (ABC).
Justifie ta réponse.




Corrigé

Soit | le milieu du segment [HF].
Le projeté orthogonal de [HF] sur le plan (ABC) est le segment [DB].

Par conséquent, le projeté orthogonal de I sur le plan (ABC) est le milieu de
[DB] donc le point J.

C. SITUATION COMPLEXE

Soit ABCDEFGH un cube. | et J sont les milieux
respectifs des arétes [BC] et [CD]. P et Q sont les
centres respectifs des faces AEHD et CDHG. Lors du
cours le professeur de Mathématiques d’une classe de E H
1°" C affirme que I

—
: « les droites (PQ) et (1J) sur la figure ci-contre sont j Y G
orthogonales non sécantes». Il donne la démonstration I
a faire en exercice en classe et accorde trois points en Ajoceeo L__|D
bonus au premier éléve qui aura fait une démonstration Rl .
correcte. B = C

Etant éléve de cette classe et désireux d’obtenir les
points bonus, justifie cette affirmation du professeur de
Mathématiques

Solution

Pour répondre a la question, nous allons nos connaissances sur la lecon orthogonalité dans
I’espace. Pour ce faire, nous allons :

- Justifier que les deux droites sont non sécantes
- Justifier que les deux droites sont orthogonales

ON/1




Montrons que les droites (1J) et (PQ) sont non sécantes

Soit (IT) le plan médiateur de I’aréte [AE].
(1J)=(ABC) et (PQ)c(IT) or, (ABC)//(IT) (disjoints) les droites (1J) et (PQ) sont

disjointes car appartenant a des plans disjoints. Elles ne sont pas sécantes.

Montrons que les droites (1J) et (PQ) sont orthogonales. Pour cela nous allons utiliser la
définition de droites orthogonales.

Soit J est le projeté orthogonal de Q sur le plan (ABC). Soit S le projeté orthogonal de P sur le
plan (ABC). Alors les droites (SJ) et (PQ) sont paralléles car (ABC)//(IT).

I milieu de [BC] et J milieu de [CD] ; d’aprés la propriété de la droite des milicux dans le
triangle BCD, (1J)//(BD). Par conséquent, (SJ)_L(BD) .

Dns le triangle ACD, S milieu de [AD] et J milieu de [CD] ; d’aprés la propriété de la droite des
milieux dans le triangle ACD, (SJ)//(AC). Or (AC) perpendiculaire & (BD), par conséquent,

(53)L(BD) .

En définitive, (SJ) perpendiculairea (BD) ; (SJ)//(PQ), (BD)//(1J) et donc (PQ) L (1J).

D-EXERCICES
1. EXERCICES DE FIXATION

Exercice 1

Sur la figure ci-dessous ABCDEFGH est un cube.
Justifie que la droite (EF) est orthogonale au plan (BFG).
Corrigé

(BF) et (GF) sont deux droites secantes du plan (BFG) or (EF) est orthogonale aux deux
droites (BF) et (GF) ; on en déduit que la droite (EF) est perpendiculaire au plan (BFG).



Exercice 2

La figure ci-dessous représente un cube. Les points Q et R désignent les milieux respectifs des

arétes [AE] et [BF]

=1

1) Justifie que les droites (AE) et (DC) sont orthogonales.

2) Justifie que les droites (AR) et (HG) ne sont pas orthogonales.

CORRIGE

1) (AE)//(BF) et (DC)//(AB) or (BF) et (AB) sont perpendiculaires en B, donc (AE) et

(DC) sont orthogonales.

2) (AR)//(QF) et (HG)//(EF) or (QF) et (EF) ne sont pas perpendiculaires, donc (AR) et

(HG) ne sont pas orthogonales.

Exercices 3
Réponds par vrai (V) ou faux (F)

Affirmations

VouF

Deux droites perpendiculaires sont orthogonales

Deux droites orthogonales sont perpendiculaires

Deux plans perpendiculaires @ un méme plan sont paralléles

AWIN(F

Deux droites orthogonales a une méme troisieme sont
paralleles

Toute droite orthogonale a deux droites paralleles d’un plan
(P), est orthogonale a ce plan (P).

Par un point donne, il passe une unique droite orthogonale a
une droite donnée.

Deux droites orthogonales a un méme plan sont paralléles

SOLUTION

1.V 2.F 3.V 4F 5F 6.V 7.V




Exercice 4
A partir du cube ABCDEFGH ci-dessous, et pour chaque affirmation, choisis la ou les bonnes
réponses parmi les réponses A, B et C du tableau

E H
F I G
|
|
Ay __|p
Bl- ¢
AFFIRMATIONS A B C
1 | La droite (AB) est perpendiculaire a... (AD) | (EH) (GH)
2 | La droite (AB) est orthogonale a... (CG) | (CD) (GH)
3 | La droite (BD) est orthogonale a... (AE) | (AEH) | (ACD)
4 | Le projeté orthogonal de B sur la droite (EH) est ... A E H
5 | Le projeté orthogonal de G sur le plan (AED) est.... A E H
6 | La distance de H au plan (AED) est... HE 0 HD
7 | La distance de F a la droite (HD) est... FD FH FE
8 | Le triangle ... est rectangle EBG | HEC AEC
Solution

1. A 22A  3A 4E 5C 6.B 7B 8.B-C

Exercice 5
E H
Fé— 6
|
1
____1_JD
4
BLZ C

La figure ci-dessus est le cube ABCDEFGH

1. Détermine le projeté orthogonal de G sur (ABF). F

2. Détermine la distance de B au plan (EGH).

3. Cite 3 droites perpendiculaires a la droite (EF).

4. Cite 3 droites orthogonales et non perpendiculaires a la droite (EF).
5. Cite 3 plans orthogonaux au droite (CD).

6. Cite 3 plans orthogonaux au plan (CDH).



On utilisera le cube ABCDEFGH pour résoudre les exercices allant de Ex 6 a Ex10.

Exercice 6 : L objet de cet exercice est d’utiliser la définition pour justifier que deux droites
sont orthogonales

1. Démontre que : (BC) // (AD) et (HD) // (AE)
2. Déduis-en que : (BC) L (HD)

Exercice 7 : L objet de cet exercice est d utiliser la définition pour justifier ['orthogonalité
entre une droite et un plan.

1. Démontre que : (AB) L (AD) et (AB) L (AE)
2. Déduis-en que la droite (AB) est orthogonale au plan (AHD)

Exercice 8 : L objet de cet exercice est d utiliser la propriété fondamentale pour justifier
["orthogonalité entre deux droites.

1. Démontre que : (AB) L (AHD).
2. Déduis-en que : (AB) L (HD).

Exercice 9 : L objet de cet exercice est d utiliser la définition pour justifier | orthogonalité
entre deux plans.

1. Démontre que : (AB) L (AHD).
2. Déduis-en que : (AEB) L (AHD).

Exercice 10 L objet de cet exercice est de trouver le projeté orthogonal d’un point sur une
droite ou un plan et de calculer la distance d’un point a une droite ou a un plan

1. a) Justifie que E est le projeté orthogonal de A sur le plan (FHG).
b) Déduis-en, la distance de H a la droite (HG)

2. a) Justifie que D est le projeté orthogonale de C sur le plan (EHA).
b) Déduis-en, la distance de C au plan (EHA).



D.2. EXERCICES DE RENFORCEMENT ET D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 11
S
C
B 3
AV

La figure ci-dessus est un tétraédre SABC tel que :

e Ladroite (SB) est orthogonale au plan ABC

e Letriangle ABC est rectangle en A

1. Démontre que la droite (AC) est orthogonale a la droite (SB).
2. Déduis-en que les plans (SAB) et (SAC) sont perpendiculaires

CORRIGE
1. (SB) L (ABC) et (AC) c (ABC). Donc (AC) L (SB).

2. (AC) < (SAC); (AB) — (SAB) et (SB) < (SAB)
(AC) L (SB) ; (AC) L (AB) ; (AC) et (SB) sont sécantes en B donc (AC) L (SAB).
Par conséquent les plans (SAB) et (SAC) sont perpendiculaires.

Exercice 12 Orthogonalité entre les plans
On donne ci-dessous le cube ABCDEFGH

1. Démontre que : (ABC) L (AEC)
2. Démontre que : (AEC) L (HDB)
3. Démontre que : (FCH) L (AEG)

Indications :

1. on étudiera I’orthogonalité entre (AE) et (ABC))

2. on étudiera I’orthogonalité entre la droite (AC) et les droites (BD) et (HD))
3. on étudiera I’orthogonalité entre la droite (FH) et les droites (EG) et (AE))

CORRIGE



1) (AE)L(AD) et (AE)_L(AB) (AB) et (AD) sont incluses dans (ABC) donc (AE) est

perpendiculaire au plan (ABC). La droite (AE) étant incluse dans le plan (AEC) on en déduit
que les plans (ABC) et (AEC) sont perpendiculaires.

(AC) L(CG)
(CG)/I(HD)

par conséquent (AC) est perpendiculaire au plan (HDB) et comme (AC) est incluse dans le
plan (AEC) alors les plans (AEC) et (HDB) sont perpendiculaires.

2) (AC)_L(BD) car ABCD est un carré. (AC) et (HD) sont orthogonales car {

(FH)L(FB)
(FB)//(AE)

par conséquent (FH) est perpendiculaire au plan (AEG) et comme (FH) est incluse dans le
plan (FCH) alors les plans (FCH) et (AEG) sont perpendiculaires.

3) (FH)L(EG) car EFGH est un carré. (FH) et (AE) sont orthogonales car {

Exercice 13
La figure ci-dessous est un tétra¢dre régulier SABC c¢’est-a-dire que toutes ses faces sont des
triangles équilatéraux. On désigne par K le milieu de I’aréte[AB] .

1. Démontre que la droite (AB) est orthogonale a la droite (SC)
2. Soit G le centre de gravité du tétraeédre SABC et H le projeté
orthogonal de S sur le plan (ABC).

a) Justifie que H est le centre de gravité du triangle ABC

b) Justifie que 3GH + GS = 0

Solution

1. Pour cela, nous allons montrer que la droite (AB) est orthogonale a un plan contenant
(SC).
Considérons le triangle équilatéral SAB. K est milieu de [AB] donc (SK) est
perpendiculaire a (AB).
De méme en considérant le triangle équilatéral ABC, K est milieu de [AB] donc (CK)
est perpendiculaire a (AB).
Donc la droite (AB) est orthogonale a deux droites secantes du plan (SKC). Donc
(AB) L (SKC), d’ou (AB) L (SC).

2. a) (SH) est la hauteur du tétraédre régulier SABC et G € (SH). Donc H est le centre de
gravité ABC.

b) G est le centre de gravité du tétraédre SABC alorsGA +GB + GC+ GS = 0.
GA +GBE + GC+ GS =0=GH +HA + GH+HB +GH + HC+ GS = 0
— 3GH +HA +HB + HC+ GS = 0
= 3GH + GS = 0 car H est le centre de gravité ABC.



Exercice 14

H J G
E : -7
i -“F |1
-7 3
Kdrl b = = = —1
Syl 'k
,/
Al B

Sur la figure ci-dessus, ABCDEFGH est un cube. I, J et K sont les milieux respectifs de
[BF],[FG] et [AE]

1. Démontre 1’orthogonalité entre les droites et les plans dans les cas suivants :
a) (IK) et (ADE)
b) (BE) et (ADG)
c) (ED) et (JK)

2. Démontre I’orthogonalité entre les droites dans les cas suivants :
a) (AC) et (BF)

b) (IK) et (CF)

c) (1J) et (CD)

Indications :
1b. (BE) L (AD) et (BE) L (DG) et conclure
1c. (ED) L (BG) et (BG)//(1J) et conclure

Exercice 15 (Arétes opposées orthogonales)

Dans un tétraedre, on appelle arétes opposées, deux arétes qui n’ont aucun sommet commun.
La figure ci-dessous est un tétraedre SABC tel que :

e La droite (SA) est orthogonale au plan ABC

e Le triangle ABC est rectangle en A

Démontre que les arétes opposees de ce tétraedre sont orthogonales. C’est a dire démontre
que:

1. (SB) L (AC)

2. (SA) 1L (BC)

3.(SC) L (AB)

S




Indications :

1. Justifier que : (AC) L (ABS) et conclure
2. Propriété fondamentale

3. Justifier que : (AB) L (SCA) et conclure

Exercice 16

La figure ci-dessous est un cube ABCDEFGH d’aréte a

L’objet de cet exercice est de demontrer que la droite (EC) est orthogonale au plan (AHF) et
de calculer la distance du point E au plan (AHF)

7i~
T~

1. a) Démontre que la droite (AH) est orthogonale au plan (EDC)
b) Déduis-en que : (EC) L (AH)
2. a) Démontre que : (AF) L (EB) et (AF) 1L (BC)
b) Deduis-en que : (AF) L (EBC)
3. Déduis-en gue la droite (EC) est orthogonale au plan (AHF)
4. On suppose que (EC) et (AHF) se rencontrent en O.
a) Quelle est la nature du triangle AHF ?
b) Démontre que O est le centre de gravité du triangle AHF. (On pourra justifier que la
droite (EC) est axe de symétrie du cercle circonscrit au triangle AHF)
5.
a) Justifie que
E = bar{(F; 1), (H; 1), (A; 1), (C; =1)}
b) En utilisant I’isobarycentre O de A, H et F, détermine la position de O sur [EC].

¢) Calcule la distance EC en fonction de 1’aréte a

d) Déduis-en que la distance du point E au plan (AHF) est égale a: EO = \/S—Ea
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A-SITUATION D’APPRENTISSAGE

Trois éléves d’une classe de premiére C font des recherches sur les hydrocarbures. Ils découvrent le
texte suivant :

« Un mélange de méthane, d’acétyléne et d’oxygene est introduit dans un eudiométre. Le mélange
initial occupe un volume de 70 cm3. Apres le passage d’une étincelle, il se produit une réaction. Au

retour dans les conditions normales, il reste dans 1’eudiométre 30 cm3 de dioxyde de carbone et 10 cm3
d’oxygene ».

Impressionnés par les résultats de cette expérience, ils veulent déterminer les volumes respectifs des gaz
qui composent le mélange initial.

Pour cela, ils décident d’apprendre a résoudre des systémes d’équations dans R3,



B- CONTENU DE LA LECON

I. SYSTEMES DE DEUX EQUATIONS LINEAIRES DANS R?
1) Définition
On considére un systeme (S) de deux équations du premier degré a deux inconnues (x; y):
(S) { ax+ by =c

) - , ola,b,ca,betc’ sontdesnombres réels.
ax+b'y=c
On appelle déterminant du systéme (S), le nombre réel ab’ — a'b. On le note :|Z, ll;’

Exemple
2x+3y =1

12 3|
5x+y=OESt'|5 117713

Le déterminant du systéeme(S) :{

2) Propriété
On considére un systeme (S) de deux équations du premier degré a deux inconnues (x; y):

(ax+by=c . oo
S) .{a,x + by = OU(@b) % (00) et (@,b) # (0,0)
Le systéme (S) admet une unique solution si et seulement si |Z, £,| + 0.

Remarque
Le systeme (S) n’admet pas de solution ou admet une infinité de solutions si et seulement si |chL' £,| = 0.

EXERCICE DE FIXATION
Pour chacun des systemes ci-dessous, détermine le nombre de solutions.

(x+2y—-5=0 (3x+15y+2=0
(51)'{3x—y+2=0 ' (SZ)'{2x+10y—6=0 '
Solution

det(S;) = |§ B i| =1x(—1)—3x2=-7=+0,donc (S;) admet exactement un couple de solutions.

3 15
det(S,) = |2 I~

admet une infinité de couples solutions.

=3X10—-2x15=0. Soit (S,) n’admet pas de couples solutions, soit (S,)

3) Résolution d’un systéme de deux équations linéaires dans R?

Méthode
Un systéme de deux équations linéaires dans R?, peut se résoudre :
- Parlecalcul al’aide de la substitution, de la combinaison ou du déterminant.

- Graphiguement.
Exemplel : Par le calcul al’aide du déterminant
Résous les systémes d’inconnue (x; y) dans R? :

(3x+15y+2=0
? (51)'{2x+10y—6=0

Le déterminant du systéme est : le couple (_ z, 0) vérifie I’équation
D=3 **|=3x10-2x15 =0 ; . :
2 10 3x + 15y + 2 = 0 et ne vérifie pas I’équation




Donc le systéeme (S;) admet zéro solution ou 2x + 10y — 6 = 0. Donc (S;)n’admet aucun
plusieurs solutions. couple solution.

x+2y—-5=0
b) (SZ)'{Bx—y+2 =0
Le déterminant du systéme est : Dy = | 5 2 | =—1doncx = D __1_1
_|1 2| _ x -2 -1 p -7 7
D=|; 2|=1x(-1)—-3x2=-7 D= [I 5|=—17doncy =2 =21 12
Donc le systeme (S,) admet une seule solution. | ~» — 13 -2l — Y=~ = 7"
. . 1 17
L’unique couple de solutions de (S,) est (; ; 7).

Synthese : Cas général

)_{ax+by=c

. -y _la b
ax+by=c' ou (a,b) # (0,0) et (a,b) # (0,0).0n poseD—|a, b

Lorsque le déterminant D = 0, le systeme admet une unique solution. On calcule D, = |Cc £,| et
Dy

_l|la c . _ Dy _
Dy_la' c,| puis x = — ety = rx

x+2y—-5=0

Exemple 2 : Graphiquement, résous le systéeme (S):{ X—y+1=0"

Dans un repere orthonormé (O, 1, J), on trace les droites
(D) et (D’) d’équations respectives
x+2y—5=0etx—y+1=0puison litles
coordonnées du point d’intersection des droites.
(D) et (D’) sont sécantes en A et A(1; 2) . Lasolution
du systeme est (1; 2).

(D)

) ~

Il. SYSTEMES DE TROIS EQUATIONS LINEAIRES DANS R3

1) Définitions

¢ On appelle systeme linéaire de trois équations du premier degré a trois inconnues (x; y; z), un systéeme du

ax+by+cz=m
type X ax+by+cz=m ol ab,ca,b,c,a’,b" c’,m,m'et m"sont des nombres réels.
ax+b'y+cz=m"

ax+by+cz=m
e Un systéme triangulaire d’équations dans R3 est un systtme dutype { by +cz=m’

"

c'z=m
ol a,b,c, b, ¢c’,c’,m,m'et m"sont des nombres réels.

Exemples
x+2y—z=-1 x—y+3z=2
Z){2x+3y+z=0 () 2y +4z =0

x+y+2z=3 3z=6



2) Résolution d’un systéme de trois équations linéaires dans R3

Méthode
Pour résoudre un systéme de trois équations linéaires dans R3, on peut utiliser I’une des méthodes
suivantes :

- Par substitution ;
- Par la méthode du Pivot de Gauss.

a) Par substitution

Exemple
x—2y—3z=-9
Résous le systeme suivant par la méthode de substitution :(Y;;) {Zx +5y—-3z2=0

x+y+2z=9

x—2y—3z=-9 x=2y+3z-9 x=2y+3z—-9
{2x+5y—32=0@{2(2y+32—9)+5y—32=0=}{ 9y +3z =18
x+y+2z=9 2y+3z—-9+y+2z=9 3y+5z=18

3y+z=26 z=6-—3y z=6-—3y z=23

x=2y+3z—-9 x=2y+3z—9 x=2y+3z—-9 y=1
3y+5z=18 3y+5(6—-3y)=18 —12y = —-12 x =2

Donc : Sgxrxr = {(2;1;3)}

b) Par la méthode du pivot de Gauss

Exemple
x—=5y—-7z=3
Résous le systeme suivant par la méthode de pivot de Gauss : (3,) { 5x+3y+z=3
3x+y—2z=-1
x—5y—7z=3(L,)
5x+3y+2z=3(Ly)
3x+y—2z=-1(L3)
x—5y—7z=3 (L)
= 0+ 28y+36z=-12 (L) = (L) — 5(L,)
0+16y+19z=-10 (L3) = (L3) —3(L,)
x—5y—-7z=3 (L)
= 14y +18z=—-6 (L)
16y + 19z = —10 (L3)
x—5y—7z=3 (L)

PN 14y + 18z = —6 (L)
0—22z=—44(L";) = 14(L3) — 16(L%,)
z=2

=4y = -3
x=2

Donc : Spxrxr = {(2; —3;2)}



C- SITUATION COMPLEXE

On propose un jeu a trois groupes d’¢éléves d’une classe de premicre.

A ce jeu, les groupes peuvent solliciter une personne ressource. Le probleme pose est le suivant : « un
fermier éléve des canards, des lapins et des dromadaires. Il compte le nombre de pattes de ses canards, de
ses lapins et de bosses de ses dromadaires. Il trouve 130. Il compte le nombre de tétes de ceux-ci, et il
trouve 46. Il compte ensuite le nombre d’oreilles des lapins et des dromadaires et trouve 38. Enfin, le
fermier affirme avoir dénombré au moins 16 lapins et souhaite déterminer le nombre d’animaux de
chaque espéce. »

Tu es la personne ressource sollicitée, A L’aide de tes connaissances mathématiques aide ce fermier.
Corrigé

Pour résoudre ce probléme nous allons utiliser la legon : systémes d’équations linéaires
dans R? et dans R3 pour cela nous allons :
- Traduire le probléme en un systeme de 3 équations
- résoudre ce systeme et
- déterminer le nombre de canards de lapins et de dromadaire

Mise en équation : soit x le nombre de canards, y celui des lapins et z le nombre de lapins.
Ona: 2x+4y+z=130 , Xx+y+z=46, 2y+2z=38 et y>16

2X+4y+1z=130

X+Yy+z=46

y+z=19

y>16

Ce qui nous conduit au systéme suivant :

Ontrouve x=27, y=19, z=0
Donc ce fermier a 27 canards, 19 lapins et 0 dromadaire.

D- EXERCICES

Exercice 1

Calcule le déterminant de chacun des systéemes suivants, puis indique le nombre de solutions du systeme.
2x +3y =2 3x—y=1 2x — 2y =+/2

S { ; (S { (S

(S1) x+2y=-3 (S2) 6x — 2y = —1 ( 3){2x—2\/§y=—2

Corrigé

23
o det(Sl)z‘l2‘=2x2—1x3:4—3=1 (S1) a une solution unique.

3
. det(Sz)z‘G

o= 3x(-2)—-6x(-1)=—6+6=0  (S2) n’a pas de solution car (1 ;-2) est solution

de la premiére équation mais pas solution de la deuxieme équation.



J2 -2
2-22

solution de la premiére équation mais pas solution de la deuxiéme équation
Exercice 2

o det(S;)= =\/§x(—2\/§)—2x(—2)=—4+4=0 (S3) n’a pas de solution car (1;0) est

Résous dans R? les systémes ci-dessous en utilisant :

1) La méthode de substitution ;
2) La méthode de combinaison.

2x+3y =2 3x—-y=1 —\2x+y=+3
SOl oy -3 S {sn 2 = 1 ’(53){296_@:_@’
Corrigé
2X+3y =2
) (Sl){x+2 y——3 )
y= (Lz)

Résolution par substitution :

De (L,)ona x=-3-2y (L',). On remplace x par -3-2y dans (L,) on obtient

2(—3—2y)+3y =2 soit y =—8 on calcule x en remplacant y par -8 dans (L'z)on trouve x=13.
La solution du systéme est le couple : (13;-8)

Résolution par combinaison :
(L'2)=(L1)—2(L2):3y—4y:2+6

y =-8
On remplace y par -8 dans (L, ) ; on trouve x =13.
La solution du systéme est le couple : (13;-8)

3x-y=1 (L)
(52) {Sx -2y =-1 (L)

Résolution par substitution

3x—y=1 y=3x-—1 y=3x-—1
(52){5x—2y=—1(={5x—2(3x—1)=—1=){5x—2(3x—1)=—1
y=38
(:{x=3

La solution du systeme est le couple : (3 ,8)

Résolution par combinaison :
(L3) =_2L1+L2 <=>X=3
On remplace x par 3 dans (L,) ; on trouvey = 8.

La solution du systéme est le couple (3 ,8)

—V2x+y =13

(5) {Zx — \/Ey =6

Det(S;) = 0 et le couple ( 0,/3) est solution de des deux équations donc (S5) a une infinité de solution



Exercice 3

3) Résous dans R3 les systemes a) b) c) ci-dessous en utilisant La méthode de substitution et d) e) et
f) par la méthode du Pivot de Gauss ;

x+2y4+z=8 2x+y—4z=4 xX+y=>5
a){—Sy—Zzz—lZ ; b){3x+2y=—5 ;0 0) {y+2=1
—22z = —66 5 +8y=1 x+z=-8
x—5y—-7z=3 2x+y+z=1 x+y—2z=1
d){5x+3y+z=3 ; e){ 2x+3y—z=6 ; f){x—2y+7z=1
3Ix+y—2z=-1 —x+2y+2z=-1 —2x+y+z=1
Corrigé

—3y—-2z=-124{-3y=2z—-12 < y =2 y = 2Donc:
—22z = —66 z=3 z=3 z=3
Srxrxr = {(1;2;3)}

x+2y+z=28 x=-2y—z+8 x=-2y+5 x=1

( 1
z=-2x —4 1 -11
2x+y—4z=4 4( ty—4) z=-02x+y—4) z7=—
b) { 3x+2y=-5 & 1 . 4 = 4
S5x+8y=1 y=§(—3x—5) y==7 y=-1
x=-3 x=-3

5x +4(—-3x—-5)=1

11
SRxRxR = {(—32 -1;- T)}

x+y=>5 X=5-y x=5-y (z=-6

c) {y+z=1 (:){ z=1-y <:>{Z=1—y<:>{y=7

x+z=-8 5—-y+1—-y=-8 y=7 x=-=2
Srxrxr = {(—2;7;—6)}

x—=5y—-7z=3 (L)
d){ 5x+3y+z=3(L;)
3x+y—2z=-1(L3 )

x—5y—-7z=3 (L)
On élimine x dans (L,) et (L; ) onobtient{ —28y—36z=12 (5L;— L,) (L3)
—16y — 192 = 10 (3L; — L3 )(Ly)
On élimine y dans (L3) et(L,) on obtient

x—=5y—7z=3 (L) x=2

-7y —9z =13 Sy =-3

z=2 z=2

Srxrxr = {(2;=3;2)}



2x+y+z=1 —x+ 2y +2z=-1(Ly)
e)] 2x+3y—z=6 << 2x+3y—z=6(L,)
—x+2y+2z=-1 2x +y+z=1(L3)
—x+2y+2z=-1 (L)
On élimine x dans ( L,) et (Ls ) on obtient 7y+3z=4 (2L1+ L) (Ly)
5y +5z=—-1 (2L + L3 ) (Ls)

3
—x+2y+2z=1 (L) [x=3

On élimine y dans (L3) et(L,) onobtienty 7y +3z =4 (L,) S y= g
—20z = 27 (7Ls) — 5(L,) I

3 23 27
SRxRXR = {(5%; ‘ﬁ}

x+y—2z=1(Ly) x+y—2z=1(Ly) 3y — 37 =0
Hix—2y+7z=1(L,;) &)1 3y—-3z=0(L; - L, & {Sy —3,=0 n’a pas de solution donc
—2x+y+z=1(Ls) 3y —3z=3 (2L, — L, y

le systeme n’a pas de solution

Exercice 4
Le plan est muni d'un repére (O, 1, J).
Détermine une équation de la parabole dont la courbe représentative passe par les points :

1\ (2 3

a()im(2) ecc(3)

Corrigé

L’équation de la parabole est de la forme :y = ax® + bx + C et passe par les

points A ((1)) ;B (_25) et C (_312) donc on a le systeme suivant :

a+b+c=0
4a+2b+c=-5
9a+3b+c=-12
La résolution de ce systeme par substitution ou par pivot de Gauss nous donne a=—1 .b=—2 et c=3

Exercice 5

Le plan est muni du repere (O, I, J). On donne les points :
A(2;6),B(=3;1),C(7;-2); D(4;0),E(—4;4) et F(11; —1).

Les droites (AB), (CD) et (EF) sont-elles concourantes ? Justifie ta réponse.

Corrigé
(AB):x—y=—4; (CD):2x+3y=8; (EF):x+3y=8

X—y=-4

41 . X—y=-4 ) . .
(——;—6J est solution de (s,) y , mais pas solution de (s,): par conséquent, les
5 5 2Xx+3y =8

2x+3y =8
droites (AB), (CD) et (EF) ne sont pas concourantes.

Exercice 6



Détermine un nombre de trois chiffre sachant que :
e Lasomme des chiffres est égale a 14 ;
e Sion permute le chiffre des dizaines et celui des centaines le nombre augmente de 180 ;
e Sion permute le chiffre des unités et celui des centaines le nombre diminue de 297.
Corrigé
Mise en équation : soit x le chiffre des unités, y celui des dizaines et z le chiffre des centaines.
o X+y+z=14
o y-—7=2
e —X+z=3
x+y+z=14(L,)
Les chiffres de ce nombre sont solution du systeme suivant : (s):qy—z=2(L,)

—x+2=3(L,)
Résolution du systéeme :
De (L,) ona: z=x+3 onremplace z par x+3 dans (L,) et (L,). On obtient le systeme suivant :

(Sz)_{X—y=—5(L'l)

: ontrouve:x=2, y=7, z=5.Lenombre cherché est572.
2x+y=11(L")
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LECON 15 : SUITES NUMERIQUES

A- SITUATION D’APPRENTISSAGE

Une coopérative scolaire veut monter un projet de construction de ferme. Pour ce fait le
président encourage ses 45 membres a cotiser une somme de 1000 F par mois pendant 9
mois. Au bout de la premiere année, il compte ouvrir un compte et déposer cet argent dans
une banque qui accorde un intérét de 5% chaque année, sur tout montant resté immobilisé
sur ce compte. Le budget primitif du projet s’éleve a 623 000F.

Le président de la coopérative, en classe de premiére est curieux de savoir si pendant 4
années la coopérative pourra réunir ce montant grace a la banque. Il recherche un procédé
efficace pour effectuer les calculs nécessaires.

B-CONTENU DU COURS



[- GENERALITES

1- Définition

On appelle suite numérique toute fonction de N vers IR.
U:N— IR
n+ U(n).L'image U(n) de n est généralement notée U,.
La suite numérique ainsi définie est notée (U,), ¢ y ou simplement (Uy,).

U, estappelé terme d’indice n ou terme général de la suite (U,,).

Exemple
Parmi les fonctions suivantes, seule la fonction de la colonne C est une suite numérique
A B C
f:IR— IR g:IR — 1R g:N—IR
n—2n—1 n|_)2n—1 n|_)2n—1
n+3 n

2- Différentes présentations d’une suite
Une suite peut étre définie par une formule explicite ou par une formule de récurrence.

a- Suite définie par une formule explicite

Soit f une fonction définie dans IR+, pour tout ne N, la suite (Un) de terme général
Un = f(n) est dite définie par une formule explicite.

Exemples :

2n?+1

e U, =3n+5et}, =

sont des suites définies par des formules

explicites.

e Soit la suite suivante : W,, = —6(%)” +10.0na:

1527 s Wip = —6( %)10 +10 = =7

_ _¢er Lo — 4. — _e( s — 17
Wo =—6(3)°+10=4;W; =—6(3)°+10 == =

b- Suite définie par une formule de récurrence

La suite (U,,) définie par la donnée :

- d’'un terme (en général le 1¢r terme)

- et d'unerelation du type: ¥V ne N, Un+1 = f(Un)
est dite suite définie par une formule de récurrence.

P, = 3500

est une suite définie par une formule de
VneN*, Py, = P, + 25 P

Exemple 1 : {

récurrence.




Soit la suite (1},) définie par la formule de récurrence suivante :
V, =7

{‘v’neN,VnH =2V, -5

Ona:

V, =2V, =5 =9;

V, = 2V3 — 5.1l nous faut calculer V5.

V; = 2V, — 5; il nous faut calculer V, .

V, = 2V;—=5.0nadonc V, = 14;V; = 23 etenfinV, = 41.

3- Représentation graphique d’une suite

a- Suite définie par une formule explicite
Un = f(n).
Méthode :

- On représente (Cf), la courbe de la fonction f
associée a la suite (Un).

- On détermine graphiquement

Uo=£(0) ; U1 = (1) ; Uz = f(2) ; Us= {(3) etc.

Exemple
Représentation graphique des 3 premiers termes de la suite définie par : Un= 2n+1.

8 4

b- Suite définie par une formule de récurrence : Un+1=f(Un)
Méthode :



- On représente (Cf), la courbe de la fonction f associée a la suite (Un).

- On trace la droite (A ) d’équation :y = x (la premiere bissectrice)

- On marque Uo sur I'axe des abscisses (OI).

- On Projette le point obtenu verticalement sur (Cf), on projette ce nouveau point
horizontalement sur (A) et enfin on projette ce dernier point obtenu verticalement
sur (OI), on obtient U1.

-Refaire ce méme processus avec U1 pour obtenir Uz.

- Et ainsi de suite...

Exemple
Représentation graphique des 3 premiers termes de la suite définie par:

UO = O
{\meN,Un+1 = 20Uy + 2

-4

[1- SUITES ARITHMETIQUES, SUITES GEOMETRIQUES

1- Suites arithmétiques

a- Définition

Soit (Un) une suite numérique.
(Un) est arithmétique s'il existe un nombre réel r tel que :
v ne N, Un+1 =Un+r.

* r est appelé la raison de la suite (Un)

Exemples:
e Voici des exemples de suite arithmétique :

v ne N, Unt1 =Un+ 3; 3 estlaraison et Uole premier terme.




11 : .
vne N* Vnt1=Vn- S5 est la raison et Vile premier terme.

e On considere la suite ( U,,) définiepar:vVn €N, U, = %n - 3.
vneN, U, = %(n +1)-3= %n -3+ ; Donc U, ,; = U, + % Il en résulte que la suite

(U,,) est arithmétique. Sa raison est 2 etson premier terme est: Uy, = —3.
2

b-Détermination du terme général

Propriété

Soit n et k des entiers naturels ; (Un) une suite arithmétique de raisonr,ona:
Un = Ux+ (n-K)r
Cette forme est appelée terme général de (Un)

Cas particuliers:

Un=Uo+nr
Un: Ul + (n-1)r‘

Exercice de fixation

Soit (U,,) la suite arithmétique de raison -4 et de premier terme U, = 5.
Exprime U, en fonction de n.

Solution

vn €N, U, = Uy + (—4)n. Doncvn € N,U,, =5 — 4n.

c- Somme des termes consécutifs

Propriété

La somme de n termes consécutifs d’'une suite arithmétique est égale au produit par n de la
demi-somme des termes extrémes

Conséquences :

e Si S=U1+ U2+ U3z +....+ Un une somme de termes consécutifs de la suite
arithmétique (Un) alors § = n X Rt}
e Si S = Uk+ Uk+1+ Uk+2 +....#+ Uj une somme de termes consécutifs de la suite

arithmétique (Un) ,alors S = (G —k+1) X (Uk+U))

Exemples

o S=142434...4 2020 = 2020 x (“zzﬂ — 2041210



¢ S=2+4+6+ A2 =N X 2 = n(n +1)

e S=143+45+ ..+ 2n+)=n+ 1) x(n+1) = (n+ 1)?

e Soit (U,) la suite arithmétique de raison 9 et de premier terme U, = —2.
Alors : Si on pose

1) S=Uy+U; + -+ U,_;.De 0 an — 1, on additionne n termes.
Donc S = %(UO + U,_1).-Soitdonc § = w
2) T=U3+Uy+ -+ U,;;de3a77, onadditionne 77 — 3 + 1 = 75 termes.

Donc T = 2 (Us + Uy,) soit T = 26 850.

2- Suites géométriques

a- Définition

Soit (Un) une suite numérique.
(Un) est une suite géométrique s’il existe un nombre réel q tel que: Vne N, Un+1=q Un
* q est appelé la raison de la suite (Un)

Exemple :
e Soitla suite définie par:
UO = 3

1 est une suite géométrique.
VneN,Unpy = 2 Uy & q

e On considere la suite ( 1},) définiepar:vn €N, 1, = 3(%)”.

¥n € N, Vys = 3™ =2[3()"| lenrésulte que ¥n € N, Vyyy =V,

. g . 1 .
Donc la suite ( V},) est une géométrique de raison S et de premier terme V, = 3.

b-Détermination du terme général

Propriété

Soit (Un) une suite géométrique de raison q et k un entier naturel inférieur a n.
Ona: Un=q(n-0 Uy

Cas particuliers :

o Un= qn Uo
e Un= qn_l U1

Exercice de fixation

Soit (V},) la suite géométrique de raison 3 et de premier terme V; = 3.
Exprime V;, en fonction de n.

Solution

vn>1,V, =V;3" 1 Donc vn>1,V, = 3"




c-Somme de termes consécutifs

Propriété

La somme S des n termes consécutifs d’'une suite géométrique de 1¢" terme a et de raison q
est:

1—q"
Sig#1lalors:S=Ui+Uz+ Uz +........... +Un=U1><1 7
eSig=1lalors S=Ui+Uz2+ Us+........... + Un = (nombre de termes) x (1¢r terme) ;
S=nx U1
1_qp+1
e De facon générale : Uk +Uk+1+Uk+2 +......... +Uk+p= kal— sig#1

Uk +Uk+1+Uk+2 +......... +Uk+p=Ukx(p+1) sig=1

Exercice de fixation

Soit (V,,) la suite géométrique définie par: V,, = (%)”.

Calcule la somme T suivante: T = é + 3% + .-+ 3%

Solution

3’ , 1 1,7
1); SOltT=E(1—(§))
3

T=V,+V,+:-+V,;dapres une formule du cours, T = i( -

1093

T 2187

C-SITUATION COMPLEXE

Chaque année, depuis 2010 la production d’un article de I'usine citoyenne 0.B.V en Cote
d’Ivoire subit une baisse par rapport a la production de I'année précédente d’environ 3%.
Au cours de I'année 2010, la production a été de 65 000 articles.

Une étude de marché a montré que la production de cet article n’est plus rentable dés que
la production annuelle devient inférieure a 56 000 articles

Les premiers responsables de cette usine désirent savoir a partir de quelle année la
production de cet article ne sera plus rentable.

Eleve en classe de 1C, Ton professeur de mathématiques a son épouse qui travaille dans
cette usine. Il présente la situation a la classe puis accorde un bonus de deux a chacun des
trois premiers éleves qui trouveront la solution. Tu désires obtenir ce bonus.

Propose une solution argumentée a ce probléeme.

Proposition de solution




Pour aider a résoudre ce probleme, je vais utiliser les suites numériques.

Je vais schématiser ce probleme sous la forme d’une suite géométrique.

Je vais au fur et a mesure donner des valeurs a n afin de trouver une valeur inférieure a
56000.

La valeur qui me permettra de trouver une valeur inférieure a 56000 me permettra de
trouver 'année et conclure.

Chaque année, la production subit une baisse par rapport a la production de I'année
précédente d’environ 3%. Au cours de I'année 2010, la production a été de 65 000 articles.
Soit (V) nen 12 une suite associée a ce probleme. Alors le terme général de cette suite est :

3 97

U,,=U, ——U, =—
nTER 100 " T 100

Un

Alors (V,)nen est une suite géométrique de raison q = % et de premier terme V, = 65000.
Onaalors: U, = U, X q" = 65000 X (%)"
En 2011, la production sera :

U, = 65000 X 1‘% = 63050

En 2012, la production sera :

U, = 65000 x (%)2 = 61158,5 Soit 61159
En 2013, la production sera :

U; = 65000 x (%)3 = 59323,7 Soit 59324
En 2014, la production sera :

U, = 65000 X (1%)4 = 57544

En 2015, la production sera :

Us = 65000 x (1%)5 = 55817,7 Soit 55818

55818 < 56000 Alors la production ne sera plus rentable a partie de 2015.

D- EXERCICES

Exercice 1

Réponds par vrai ou faux a chacune des affirmations suivantes :
1- La suite définie par: Vn € N,r;, = —2n + 7 est une suite arithmétique.
2- Lasuite définie par:vVn € N,u, = —% + 1 est une suite arithmétique.

3- La suite définie par: Vn € N, t, = 3(2") — 1 est une suite géométrique.
4- La suite définie par: Vn € N, v, = 6" est une suite géométrique.

Correction de 'exercice 1

1- Vrai
2- Faux
3- Faux
4- Vrai



Exercice 2
Soit (1) 1a suite séométri défini { Vi =-2
oit (1},) la suite géométrique définie par: VneN'V,,, = =5V,

Exprime V;, en fonction de n.

Correction de l'exercice 2
Vo=V, xq" ' ==-2x(=5)""

Exercice 3
Soit (Uy,) la suite de terme général : U,, = —5n + n? avecn € N
Calcule les 5 premiers termes de cette suite.

Correction de l'exercice 3

Uy=-5%X0+02=0; Uj=-5X1+12=—-4; Uy,=-5x2+22=—6;
U;=-5%X3+32=-6; Uy,=-5x4+4%2=—-4

Exercice 4
Soit (U,,) nen la suite arithmétique définie par : { n

Exprime U,, en fonction de n.

Correction de I'exercice 4
(Up)nen estune suite arithmétique de premier terme U, = 5 et de raison r=-3, alors :
U,=U,+(n—-2)x(-3)=5+(n—-2)x(-3)=-3n+11

Exercice 5
Soit (U, ) nen une suite arithmétique de raison r telle que : Ug = —3 et Uy = —6.
Détermine la valeur de r.

Correction de I'exercice 5

(Up)nen €tant une suite arithmétique, ona:U,,1 = U, + .
Par conséquent : U, = Ug + 1r; Ug = U, + r, en remplacant U, par sa valeur, on obtient ;
Ug = Ug + 2retdonc; Ug=Ug+ 3r =—-3+3r=—-6dour = —1.

Exercice 6

. NS . 3 2
Soit (V) nen Une suite géométrique de raison q telle que : V; = — 5 et V; =— 77

Détermine les valeurs possibles de q.
Correction de I'exercice 6

(V)nen €st une suite géométrique, alors V,,,; = g X V,, d’'ouV, = q X Vj,



V3 = q XV, = q% x V; par conséquent, on a —22—7 =q* X (— %) ; g% = 9. Conclusion q =

3ouq=-3.

Exercice 7
Soit la suite (U,) définiepar:U, =2n+1
1) Calcule les quatre premiers termes de cette suite.
2) Démontre que (U, ) est une suite arithmétique.
3) Déduis-en le calcul de la somme des cents premiers nombres impaires.

Correction de l'exercice 7

1) Up=2%x0+1=1;U;=2x1+1=3;U,=2%x2+1=5;U;=2x3+1=7
2) Upyr=2n+1)+1=2n+2+1=2n+1+2 = U, + 2 alors (U,) est une suite

arithmétique.
3) § =122 % 100. Uy = 2 X 99 + 1 = 199 ; alors S=10000.

Exercice 8
V1 = —2
* Vn
Vn € N VTL+1 =

1-Vy,

Soit (1},) la suite définie par: {
Calcule les 3 premiers termes de cette suite.

Correction de I'exercice 8

Vi 2 2
V,==2:V, = ===V, ===
1 ' 72 7Ty 3’ '3 5

Exercice 9
Le plan est muni du repere orthonormé (0O; [, ]).
Uy=1
vneN"U,,; =20,+1
Représente sur I'axe des abscisses les 4 premiers termes de la suite

Soit (U,) la suite numérique définie par: {

Correction de I'exercice 9

10
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Exercice 10

Soit (t,) la suite de terme général t,, = —6n + 3

Démontre que : (t;),en+ €St une suite arithmétique dont on déterminera le premier terme
et la raison.

Correction de I'exercice 10
thy1 =—6(n+1)+3=—-6n—-6+3=—-6n+3—-6=t,—6,alors: (t,) ey €St Une
suite arithmétique de raison -6 et de premier termet; = -6 X1+ 3 = —-3.

Exercice 11
Py = -2
vn € N*, 2P, = 2B, —5
Démontre que : (P,)n € N* est une suite arithmétique dont on déterminera le premier

Soit (B,) la suite numérique définie par: {

terme et la raison

Correction de 'exercice 11

2P,,1 = 2P, —5alors P, = B, — g; par conséquent (P,)n € N* est une suite

9

. - . 5 : 5
arithmétique de raison S et de premier terme P; = P, — 3= "3

Exercice 12
Soit (U,) la suite numérique définie par: U, =7 X 2" avecn € N

11



Démontre que : (U,)n € N est une suite géométrique puis précise le premier terme et la
raison.

Correction de I'exercice 12
Uppp =7 X 21 =7 x 2" x 2 = 2U,, ; alors (U,)n € N est une suite géométrique de raison
2 et de premier terme U, = 7.

Exercice 13
Vo =2
vneN, 2V, +5V, =0
Démontre que : (V;,)n € N* est une suite géométrique et précise le premier terme et la
raison

Soit (V) la suite numérique définie par: {

Correction de l'exercice 14

2Vpiq + 5V, = 0alors 2V, = =5V, d'ou Vg = —gVn par conséquent (V;,)n € N* est

o : 5 . 5
une suite géométrique de raison — Set de premier terme V; = — 5 Vy = =5.

Exercice 14

Soit (U,,) une suite arithmétique telle que : Ug = 4 et U,, = 28
1- Détermine la raison de cette suite
2- Calcule U;g puis en déduis U

Correction de I'exercice 14
1- (U,) estune suite arithmétique, en utilisant la formule : U, = U, + (n —p)rona:

_ _ . __Uzo—-Ug __
U20 = U8 + (20 8)T, r = _(20—8) =

2- Ujg = Uyy + (18 — 20)2 = 24. En utilisant la formule U, ;; = U,, + r on en déduis
que:Ujg = Uyg +2 = 24+ 2 = 26

Exercice 15

UO =4 1
Vn €N, Uy, = o2 eth =73

Soit (U,) la suite numérique définie par: {
Un—2

1- Calcule U, , U, puis V, V; et V,
2- a) Démontre que (Vj,)n € N est une suite arithmétique de raison r = 1 et de premier
termeVy =1
b) Déduis-en V,, puis U,, en fonction de n
3- Onpose T, =V; + Vo + -+ 1,
Exprime T, en fonction de n

Correction de l'exercice 15

4Up—9  4x4-9 7
1- U = —-——= = - U = - . V = = 1 . V = = 2 .
17 yp-2 4-2 2’ 2 Y » 71 ’

12



1

v, = =3
27 U,-3
11 Up=2 _ Up—3+1 _ 1 _
2- a)Vpyq = TRk s T TR Lty =1+0; alors (,)n €N
=y
est une suite arithmétique de raison r = 1 et de premier terme V, = 1.
bV, =Vo+nr=1+n; V, = = alorsUn=i+3=L+3=4+3"
Un-3 Vn 1+n 1+n
2
3- (V)n € N est une suite arithmétique alors : T,, = Wl“;")xn = (ZHZn)X" ~ 1 ZBn
Exercice 16
UO = 9
it la suit - Afini : I _
Soit (U,) la suite numérique définie par VneN,U,,, = éUn ) etV,=U,—3

1- Calcule Uy , U, puis V, V; et V,

2- a) Démontre que (V,)n € N est une suite géométrique de raison g = % et de premier
termeVy, =6
b) Déduis-en V,, puis U,, en fonction de n

3- OnposeS,=U;+ U, +-+U, etT,, =V, + 1V, +--+ 1,

Exprime T, puis S,, en fonction de n.

Correction de 'exercice 16

1‘ U1=§U0+2=5,U2=§U1+2=13—1 'V0=U0—3=6, V1=U1—3=2’

wl N

Vz = U2 - 3 =
1 1 1 1
2- a)Vn+1=Un+1—3=§Un+2—3=§Un—1=§(Un—3)=§Un
Alors (V,)n € N est une suite géométrique de raison q = %et de premier terme V, = 6.

b) (V,)n € N est une suite géométrique de raison g = % et de premier terme V, = 6, alors

1
Ve =6Xx()"

Vn=Un—3a|orsUn=Vn+3=6><(§)n+3

"
3- Th = 11_—qqn X Vo= - (3)

><6=9(1—(§)n)onaVn=Un—3alorsUn=Vn+3

w | N

1

Sn=Tn+3n=9(1—(§)n)+3n

13
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Lecon 16 : VECTEURS DE L’ESPACE
A.SITUATION D’APPRENTISSAGE

Un professeur des arts plastiques demande a ses éleves de faire le dessin
d’un batiment qui les a le plus marqués.

Un de ces éléves va voir son frére en classe de premiére C pour lui
demander de 1’aider a reproduire la pyramide du plateau dont la

photo est ci-contre.

Désireux d’avoir le plus beau dessin, les deux éléves décident d’utiliser
des vecteurs de I’espace pour mieux reproduire cette image.




B. CONTENU DE LA LECON

I- VECTEURS, DROITES ET PLANS

L’ensemble des vecteurs du plan P est not¢ V. L’ensemble des vecteurs de 1’espace & sera
noté %~
1- Vecteurs colinéaires
Propriété 1
e Deux vecteurs sont colinéaires si 1’un des deux est nul ou s’ils ont la méme direction.

e Deux vecteurs u et v sont colinéaires si et seulement s’il existe un nombre réel k tel
que: u=kvouv=ku.

Exercice de fixation

ABCD est un parallélogramme et | est le milieu de [AB]. -

1) Justifie que Al et DC sont colinéaires.

2) Exprime Al en fonction de DC

. A |
Solution o B

1) ABCD est un parallelogramme donc (AB)//(DC). Onal €(AB).D’ou (AI)//(DC). Alors
Al et DC sont colinéaires.

2) | est le milieu de [AB] alors 4l = %ﬁ or AB = DC par conséquent Al = %W

Propriété 2
Soit A un point de ¢ et % un vecteur non nul de %~

L’ensemble des points M de ¢ tels que AM = ki, (k € R) est la droite (D) passant par A
et de vecteur directeur (ou droite de repére (A, u)).
On la note : D(A, u).

Exercice de fixation

Soit B un point de ¢ et ¥ un vecteur non nul de %

Détermine I’ensemble des points M de ¢ tels que BM = k# avec kun réel.

Solution

 est un vecteur non nul et B est un point de &. L’ensemble des points M tels que BM = k¥
avec k un réel est donc la droite D(B, ).

Remargues

Soit A et B deux points distincts de ¢.
- L’ensemble des points M de ¢ tels que AM = kAB, (k € R) est la droite (AB).



- L’ensemble des points M de € tels que AM = kAB, (k € [0; +) est la demi-droite [AB).
- L’ensemble des points M de ¢ tels que AM = KAB, (k € [0;1]) est le segment [AB].

2- Vecteurs orthogonaux

Définition et propriété

e Deux vecteurs u et ¥ sont orthogonaux si I’un des deux est nul ou si leurs directions
sont orthogonales. On écrit : 1 L v.

e Deux vecteurs non nuls 1 et ¥ sont orthogonaux lorsqu’ils sont vecteurs directeurs
respectifs de deux droites orthogonales.

Exercice de fixation
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| L rest un vecteur

Justifie que # L .

Solution

ABCDEFGH est un pavé droit, donc (HD) est orthogonale a (ABC).

Alors (HD) est orthogonale a (BC). Or u et ¥ sont vecteurs directeurs respectifs de (HD)
et (BC). Doncu 1 v.

3- Vecteurs coplanaires

Définition 1
Soit A un point de &, 1 et v deux vecteurs non colinéaires de %
L’ensemble des points M de ¢ tels que AM = AU + u® ol (A; u) € R?, est un plan de
’espace appelé plan de repére (A, U, V).

C’est le plan passant par A et de vecteurs directeurs u et v.
On le note : P(A, u,v).



Exemple

ABCDEFGH est un cube et I est le milieu de [BC].
Ona Al = AB + BI =ﬁ+%ﬁ .Or AB = EF et BC = AD donc ﬁ=%ﬁ+ﬁ5

Alors | € P(A; AD; EF).

Remargue

AM = 2U + u% ol (A; p) € R2.
On dit que le vecteur AM est une combinaison linéaire des vecteurs % et .

Définition 2

Les vecteurs 1, v et W de I’espace sont dits coplanaires si,
étant donnés un point O de I’espace et les points A, B et C
définis par: OA=u4 0B =7 et OC=w , les points
0, A, B et C sont coplanaires (ou appartiennent a un méme
plan).

Autrement dit :

Des vecteurs (au moins au nombre de trois) sont dits coplanaires s’il est possible de construire
un représentant de chacun d’eux dans un méme plan.

Exemple :



ABCDEFGH est un cube.

Les vecteurs 4B ; AE et AF sont coplanaires car ils sont situés dans le méme plan (ABF).

Remarques

o Cette définition est indépendante du choix du point O.

e Deux vecteurs U et ¥ de I’espace sont toujours coplanaires.

e Si deux des trois vecteurs de I’espace sont colinéaires, alors les trois vecteurs sont
nécessairement coplanaires.

e Les vecteurs OA4, OB et OC sont non coplanaires si et seulement si les points O, A, B
et C ne sont pas coplanaires.

Propriétés
e Soitu, vetw trois vecteurs de % tels que i et ¥ sont non colinéaires.
u, U et w sont coplanaires si et seulement si w est une combinaison linéaire de u et v (il existe des
réels A et u tels que : w = A + uv).
e Soitu, vetw des vecteurs de #°
u, U et w sont coplanaires si et seulement si il existe une combinaison linéaire de ces vecteurs
égale au vecteur nul sans que ses coefficients soient tous nuls.
Ou
i, betw sontcoplanaires & 3(A, u,v) € R3, (A, 1, v) # (0,0,0) et AU + u + viw = 0.
e Soitu, vetw des vecteurs de #°
u, ¥ et w sont non coplanaires si et seulement si le seul triplet (4, u,v) de nombres réels tels
que A% + uB + v = 0 est le triplet (0,0, 0).
Ou
i, etw sontnon coplanaires & A +ub+vw=0 =A1=u=v=0.



Exercice de fixation
ABCDEFGH est un cube ; on pose :

AB=1:AD=j ;AE =k
Montre que les vecteurs 7; 7+ j et 7+ J + k sont non coplanaires.

Solution
Soit 3 nombres réels a, B ety tels que «d+pE+7) + v ((+7+ 73) =0.
On obtient (a + B+ y) I+(B+ V)] + yk = 0.
Orijet k sont non coplanaires par conséquent
a+ B+ y=0
B+vy=0
y=0
On obtienta = B = y = 0.Par suite les vecteurs 7 ; 7+ J et T+ J + k sont non coplanaires.

11- BASES ET REPERES

1- Bases de 9~

a) Coordonnées d’un vecteur

Propriété fondamentale

Soit7, J et k trois vecteurs non coplanaires.
Pour tout vecteur 1 de % il existe un et un seul triplet (x, y, z) de nombres réels tels que :

U =xl+yj + zk.

Exercice de fixation :
ABCDEFGH est un cube.
Justifie que pour tout vecteur v de 9#7;il existe un et un seul triplet (x, y, z)de nombres réels

tels que ¥ = xAB + yAD + zAE.

Solution

AB , AD et AE sont non coplanaires car les points A , B, D et E sont non coplanaires .

Donc il existe un et un seul triplet (x, y, z) de nombres réels tels que pour tout vecteur v de
W, ¥ = xAB + yAD + zAE.

Définitions
e Tout triplet (7, J, E) de vecteurs non coplanaires est appelé base de %7
e Soit (7,7, k) une base de %~et @ un vecteur.
L’unique triplet (x,y,z) de nombres réels tels que & = x7 + yJ + zk est appelé triplet de
coordonnées de 7 dans la base (7, ], k).



X
On note : U <y> dans la base (7, J, k).
VA

Exemple
ABCDEFGH est un cube.

(AB,AC,DH) est une base de #”
Soit le vecteur i = 34AB — 2AC + 4DH.

3
Onal (—2) dans la base (Zl-_?), AC, W—I))
4

Propriété

-

Soit (7, 7, k) une base de %, A un nombre réel, % et u’ deux vecteurs.

X NE: _, [x+Xx Ax
Siﬁ(y) etu’<y’ ,alors: (u+u) <y+y’> et (Au) (ly).
z z' z+ 2z Az

Exercice de fixation

2 1
Soit (7, 7, k) une base de 92 On donne <—1> et 17( 2 ) .
3 -1

Pour chaque affirmation dans le tableau, une seule réponse est juste. Ecris le numéro de
I’affirmation et associe la lettre correspondant a la réponse juste.

Coordonnées

Vecteur
a b c

g

ORET

U




Solution

1-b 2-c 3-a

b) Base orthogonale, base orthonormée

Définitions
e Une base est orthogonale lorsqu’elle est constituée de trois vecteurs deux a deux

orthogonaux.

(1,7, k) est une base orthogonale si et seulementsi? L 7,7 L ket] L k.
e Une base est orthonormée lorsqu’elle est orthogonale et constituée de trois vecteurs
unitaires.

(7,7, k) est une base orthonormée si et seulement si7 L J,7 L k,j L k et
Iz = 1171 = ||| = 1.

Exemple

ABCDEFGH est un cube de coté 1 et | est le milieu de [AB]
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o (AI, AE,AD) est une base orthogonale car Al L AE ; Al L AD et AE 1 AD.
o (AB,AD,AE) est une base orthonormée car AB L AD ; AB L AE et AD L AE et
14B]| = [[4D| = [|4E]| = 1

%“—".‘.“'

2- Repéres de &

a) Definitions et vocabulaire

¢ On appelle repére de 1’espace &, un quadruplet (O, I, J, K) de points non coplanaires ou
bien un quadruplet (O, 7,7, k) ol O est un point et (7, 7, k) une base de 9



e Soit (O, 7,7, k) un repére et M un point de I’espace &.
L’unique triplet (x,y, z) de nombres réels tels que : OM = x7 + yJ + zk est appelé triplet
de coordonnées du point M dans le repére (O, 7, , k).

X X
Ona:M (y) dans (O, 7,7, k) & OM (y) dans (7,7, k).
Z Z

e Le point O est appelé origine du repere. Les nombres x, y et z sont appelés
respectivement abscisse, ordonnée et cote du point M.

e Lesdroites de repéere (O,7), (O, ) et (O, k ) sont appelées les axes de coordonnées
du repere.

e Lerepére (O, 7,7, k) est dit orthogonal lorsque la base (7, 7, k) est orthogonale.
e Lerepére (O,7,7, k) est dit orthonormé lorsque la base (7, 7, k) est orthonormée.

Exemple

ABCDEFGH est un cube de coté 1, | est le milieu de [AB] et K est le symétrique de G par
rapport F

o (A, AB,AC,AE) est un repére car A est un point et ( AB, AC, AE) est une base de %~

o (A, Al AE, AD) est un repére orthogonal car A est un point et ( Al, AE, AD) est une
base orthogonale de %~

o (A, 4B, AE,AD) est un repére orthonormé car A est un point et ( AB, AE, AD) est une
base orthonormeée de 7~



1
e On a AK =AB + BF+FK = AB+AE —AD alors K( 1 > dans le repére
-1
(4,48, 4E, 4D).
b) Représentation d’un point dans un repére

5.

(37 s
e :
- -

3
Sur la figure, le point M (2)
3
c) Calculs dans un repere

Les regles de calcul sur les vecteurs de I’espace sont analogues a celles établies dans le

plan.

Exemple
Xa Xp Xp — Xa

Soit A <yA>,B (349) dans (0, 7,7, k). Ona: AB (yB - yA> dans (7,7, k).
Zy ZB Zp — Z4

111- PRODUIT SCALAIRE DANS L’ESPACE

1-Définition et propriété

Soit 7 , # deux vecteurs et A, B, C des points tels que : AB = 7 et AC = .
On appelle produit scalaire des vecteurs 1 et ¥ , le nombre réel noté u - v et défini par :

—

e 1+ U =0 sil’un des vecteurs u ou ¥ est nul ;

— -

e U - U =|u|l X ||[¥]| X cos (BAC) si les vecteurs u et ¥ sont non nuls.
- - 1 — - - -
+ Ona: u-v=_(lli+7l?— [l - I9]1%).
Exercice de fixation

ABCD est un tetraédre régulier de coté a.
Calcule les produits scalaires suivants en fonction de a

1) 4B.AC
2) 4B .AD
3) 4B .BC
4) AB.CD
Solution
Les quatre faces du tétraédre ABCD sont des triangles équilatéraux de coté a :

10



Ona:
1) 4B.
2) 4B.
3) 4B.BC = -%
4) AB .CD=0

2- Propriétés

X x
Soit U (y) et v <y> deux vecteurs dans une base orthonormée (7,7, k). Ona:
VA 7'

e U V=xx+yy +zz
|

o U]l =+/x?%+y%+ 22

Exercice de fixation

—

1 2
Soit les vecteurs ﬁ( 2 ) etv (—1) dans une base orthonormée (1, j, k).
-3 2

Calcule i - v ; ||7]|
Solution

e U P=12)+2(-1)-32)=2-2-6=-6
o lI7ll=y22+(-1)2+22=v9=3

Conséguence

Soit A (x4, V4, 2Z4) €t B (xg, yg, zg) deux points dans un repere orthonormé (O, 7, j, E).

Ona:AB = \/(XB —X4)2+ (Vg —Ya)? + (zp — z4)*

Exercice de fixation

2 -1
On donne A4 (3) et B ( 2 ) dans un repeére orthonormé (O, 7, J, k).
1 1

Solution

AB=./(-1-2)2+(2-3)2+(1-1)2=V10

11



C- SITUATION COMPLEXE

Lors d’une séance de travaux dirigés sur les vecteurs de I’espace, un professeur de
mathématiques d’une classe de premiere C dessine

H G
le cube ABCDEFGH ci-contre au tableau. .
Il demande a ses éléves de déterminer les coordonnées - F
d’un vecteur £ orthogonal aux vecteurs BH et EG. o loo c
Aprés un temps de recherches de 10 minutes, un A

éleve de la classe affirme que tout vecteur qui vérifie ces conditions est

de la forme f(—“a), (a € R) dans la base orthonormée (AEB, AD, AE). Son voisin de classe
2a

ne partage pas cet avis. Le professeur te sollicite pour les départager.

Dis, en argumentant, lequel des deux éléves a raison.

Solution

Pour départager les deux €leves je vais utiliser la legon sur les vecteurs de 1’espace.
Notamment :

-la détermination des coordonnées d’un vecteur dans une base.

-le produit scalaire de deux vecteurs orthogonaux.

ABCDEFGH est un carré donc (AB; AD; AE ) est une base orthonormée de W.

X
Soit E(y) dans (ATa, AD, ﬁ).

Z
Ona:
-1
BH = —AB+ AD + AE soit BH|1 | dans (A—B, AD, ﬁé).
1
1
EG = AC = AB+ AD soit EG| 1 | dans (AB, AD, AE).
0
De plus :

fiﬁ@f.ﬁ:O(:)—x+y+z=O
EJ_E_G)@E.E_G)=0(=>x+y=O
Onadonc:

12



{—x+y+z=0

y=—x
Alorspour x = a;aeRonay = —a etz =x —y = 2a.
a
Donc E(—a) dans (ﬁ AD, E) avec ae R .Alors c’est le premier éléve qui a raison.
2a

D-EXERCICES PROPOSES

Exercice 1

Soit ABCDEFGH un pavé. Précise dans chaque cas ci-dessous si les vecteurs sont coplanaires

ou non.
1) DB,EGetAB  2)AG,AE etFE —FG  3)DF,FE — HE et AC
Solution

1) Les vecteurs sont coplanaires.
2) Les vecteurs sont coplanaires.
3) Les vecteurs sont non coplanaires.

Exercice 2

Soit 7, J et k trois vecteurs non coplanaires.
Justifie que les vecteurs ci-dessous sont non coplanaires.

1) j+k,k+ietj+i 2)2/—k,2k—Tet2i—7

Solution

1) Soit «, B, y trois nombres réels tels que : a(]+R)+,B(R +T)+y(]+7)=6. Ona:

a+y=0

a+ =0 donc a = =y =0 ; par conséquent, les vecteurs sont non coplanaires.

B+y=0
2) Soit &, p, y trois nombres réels tels que : o(2]—k)+B(2k—i)+y(-j+2i)=0.
Ona:
20—y =0
—a+2 =0 donc o = g =y =0 ; par conséquent, les vecteurs sont non
—fB+2y=0
coplanaires.

Exercice 3

(7,7, k) est une base de I’espace. Soit % = 20+ ] — k ; ¥ = 3T+ 2] + 4k et W = — 6k.

13



Démontre que les vecteurs i, ¥ et w sont coplanaires.
Solution
Soit le triplet(a, B, y) de nombres réels tels que & + B% +y w = 0.
Ona:
a2i+7—k)+ BBT+2]+4k) +y (@ — 6k) =0.
Ce qui donne (2a + 38 +¥) T+ (a + 2B)] + (—a + 48 — 6y)k = 0.
Comme (7, ], k) est une base de I’espace, on a
20+3+y=0 _
a+28=0 donc {_fizz_go
—a+4pf -6y =0
Par exemple pour f = l,onaa = —2ety = 1.
Ainsi, il existe une combinaison linéaire nulle de u, ¥ et W sans que les coefficients ne
soient tous nuls. Par conséquent 1, ¥ et w sont coplanaires.

Exercice 4

Soit EFCD un tétraédre. On désigne par G le barycentre des points pondérés
(E,—-1),(F,2),(C,1) et (D, 2) et par K le milieu du segment [FD].
Justifie que les points E, C, G et K sont coplanaires .

Solution

Ona:

—GE+2GF+GC+2GD =0etKF+KD =0.
Donc

—GE + 2(GK + KF) + GC + 2(GK + KD) =0
Ce qui donne

—GE +4GK +GC +2(KD+ KD) =0

Ou encore

—GE + 4GK + GC = 0 puisque KF + KD = 0 .
Donc les vecteurs GE, GK et GC sont coplanaires. Par conséquent les points E, C, G et K sont
coplanaires.

Exercice 5
Soit (7,7, k) une base de I’espace. On considére & = T+ ] — k ; B = =27+ ] — 2k et
W=—1—2]+4k
1- Démontre que le triplet de vecteurs (i, v, w) ainsi défini est une base de £.
2- Détermine les cordonnées de 7, 7, et k dans la base (&, # , ).

Solution

14



1) Soit «, B, y trois nombres réels tels que : au+ Bv+yw=_0 soit

a—2B-y=0

a(i+]j-Kk)+p(-2i+]j-2k)+y(-i-2j+4k)=0.0na: ya+p-2y=0 donc

—a—2B+4y=0

a = =y =0 ;par conséquent, les vecteurs sont non coplanaires et dés lors

(J, v, Vv) est une base de I’espace.

2) Ona: i=U-]j+k onremplace ipar son expression dans les deux autres égalités, on

obtient : V=—2u+3j—4k et w=—-u— j+3k

Cequidonne K =i+1v+ow, j=2i+ov+dw et f=—
5 5 5 5

0 2 1
- 20 =3] -1
- I _= . — _k - —_— = —
Soit 5| J AR dans (u, v, W).
N I A
5 5 5

Exercice 6
Soit (7, J, k) une base de I’espace.

Soit A(1;2;3),B(-1;0;4) et C(-2 ;1 ;-3) trois points de 1’espace.
1- Calcule les coordonnées de AB, AC et BC dans la base (7, 7, k).
2- Calcule les coordonnées du milieu du segment [AB].

3- Détermine les coordonnées du point K tel que AK = EB_C)
4- Déduis-en que les points A, B, C et K sont coplanaires.

Solution
-2 -3 -1
1-On obtientﬁ(—z) ;ﬁ(—l) ;?ﬁ( 1 )
1 —6 -7
0
2-OnaH %
2

3'1?( = %R‘) dOﬂC xK - xA = E(XC - xB) SOlt xK = %

A~ 13 1
De méme on trouve yj = — et zx=-.

Donc K

=Y
u1|>—\u1|wu1|w

2- 1-—
“v-Zw.
5 5

-

15



4-OnadkK = %ﬁf donc a AK et BC sont colinéaires. Alors AK et BC sont coplanaires. Par
conséquent les points A, B, C et K sont coplanaires.

Exercice 7

Soit (17,7, E) une base orthonormée de I’espace.
On donne les points A(1;-2; 1), B(-2;0;3) et C(4 ;1 ;-2).

—

1- Détermine les coordonnées des vecteurs AB, AC et BC dans la base (7,7, k).

2- Calcule les produits scalaires : AB - AC ; BC - AC et AB - BC.
Solution

_ (-3 __ /3 [ 6
1-OnobtientAB(2) ;AC( 3) ;BC( 1 ) )
2 -3 -5

—_— — —_— — —_— —

2- AB-AC=-9; BC-AC=36 ; AB-BC =-26

Exercice 8

2 -1
L’espace est muni d’une base orthonormée (7, J, k). Soit u (1) et v ( 2 )
0 4
1- Calcule: [|u]], ||?7]| et u.v.

2- Les vecteurs u et v sont-ils orthogonaux ? Justifie ta réponse.

3- Détermine les coordonnées d’un vecteur w non nul, orthogonal a i et a 7.
Solution

1-

e |[Hll=VZTIZ+02 =15

e Deméme ||B]| = V21

u.v=2(-1)+1(2)+0(4) =0.
2- ulvcaru.v =0.

X
3- Smtw(y)tel que w Luetw L v.0nadoncw.u = 0 etw.v=0.
Z

2x+y =0 . y = —2x
—x+2y+42=0SOIt {—5x+4z=0'

Ce qui donne {
Par exemple pour x = 1 on obtienty = —2 etz = Z.
1

Alors w _52
4

16
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SECONDAIRE

Lrec COTE D’IVOIRE - ECOLE NUMERIQUE
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Traiter des situations relatives a la modélisation de
phénoménes aléatoires, a I’organisation et aux traitements
de données

Organisation et traitements de données

Compétence 2

Theme 1
Lecon 17 : STATISTIQUES

A. SITUATION D’APPRENTISSAGE

L’équipe de course a pied d’un lycée a un nouvel entraineur. Celui-Ci vient de recevoir le tableau ci-
dessous indiquant le temps mis par chacun des membres de 1’équipe lors de la derniere épreuve de 10 km.

Nom Temp_s Nom Tempfs Nom Temp_s
(en min) (en min) (en min)
Agnero 53 Goly 51 Pakora 51
Aka 51 Gnali 60 Sery 57
Akalé 66 Kassi 49 Seyo 62
Allou 63 Koffi 46 Tiékoura |50
Amani 59 Kouamé 44 Traoré 43
Ballo 61 Kouman 43 Vanié 47
Camara 48 Lath 52 Yao 48
Dago 41 Lamine 39 Yéo 56
Ehouman | 47 Lohess 42 Zadi 49
Fallé 46 Manouan |53 Zatto 61




Soucieux d’améliorer les performances de I’équipe, I’entraineur expose ses décisions suivantes a I’équipe.
« Je vais vous partager en cing équipes de méme effectif et de niveau équivalent (selon le temps mis lors
de votre derniére épreuve).

Pour exposer les raisons de mon choix, je vais faire un affichage présentant une représentation graphique
sous forme d’un histogramme.

Chacun des sportifs sera situé par rapport aux autres avec le classement, ainsi qu’une mise en évidence du
premier quart, de la moitié et du troisieme quart et des temps correspondants ».

Les éléves des classes de premiére scientifique faisant partie de 1’équipe sont impatients de savoir dans
quelles équipes ils seront et quelle est la situation de chacun par rapport aux autres.

Ils se mettent ensemble a organiser les données ci-dessus pour répondre a leurs préoccupations.

B. RESUME DE COURS

l. SERIES STATISTIOUES REGROUPEES EN CLASSES
1. Rappel

Lorsqu’il est question d’une série statistique regroupée en classes, on considére le tableau suivant :

Valeurs de X [xl, xz[ [xZ, x3[ [X3, x4[ [xp; xp+1[ TOTAL
Effectifs ny n, ns e Ny, N
Centre 1 Cy C3 e Cp

e L’amplitude de la classe [x;; x;.1[ €St xj41 — X;

X+
e Lecentrec; = ‘T‘“

Exemple :

On a releve dans une agence bancaire les montants en milliers de francs des 49 premiers versements effectués au
guichet. On a obtenu les résultats suivants :

950 300 100 800 200 30 75
250 600 260 150 45 490 400
200 375 360 620 130 1450 880
1025 560 350 450 400 280 190
1180 220 520 120 900 110 350
600 850 290 1400 125 900 1000
130 1100 430 950 45 310 590

Regroupons ces montants par classes d’amplitude 300, la premicre étant [0 ;300[et dressons le tableau des
effectifs comportant les centres.

Classes [0 ;300[ [300 ; 600[ [600 ; 900[ | [900 ; 1200[ | [1200 ;1500[
Effectifs 19 14 6 8 2
Centres 150 450 750 1050 1350

2. Densité
Définition

On appelle densité d’une classe, le quotient de 1’effectif de la classe par I’amplitude de cette classe.

Exemple



Cette série statistique représente la production en tonnes de plusieurs cooperatives de planteurs de cacao.

Classes [0;30[ [30; 45] [45; 70[ [70 ; 80[ [80 ; 100[
Effectifs 13 25 20 15 17

Déterminons I’amplitude et la densité de chaque classe.
Classes [0:;30] [30; 45] [45; 70[ [70; 80[ [80 ; 100[ Total
Effectifs 13 20 25 15 17 90
Amplitude 30 15 25 10 20
Densité 0,43 1,33 1 15 0,85

La densiteé de la classe [0 ;30 [ est g = 0,43

1. Caractéristiques de position d’une série statistique regroupée en classes

Définition

1. Classe modale

On appelle classe modale toute classe dont la densité est maximale

Exemple

Cette série statistique représente la production en tonnes de plusieurs coopératives de planteurs de cacao.
Classes [0:30[ [30 ; 45] [45; 70[ [70 ; 80[ [80 ; 100[
Effectifs 13 20 25 15 17
Densité 0,43 1,33 1 15 0,85

La classe modale de cette série statistique est [70 ; 80[

Interprétation : La classe [70 ; 80[ comporte la plus grande concentration de coopératives.

Cas particulier :

Si toutes les classes ont la méme amplitude, alors une classe modale est une classe dont I’effectif est maximal.

2. Moyenne

La moyenne d’une série statistique, notée : X , est donnée par :

P
i1 i
N

— 1
xX= —N(n1c1+nzcz+--~+npcp).

En utilisant les fréquences, on a :

p
xX = Zfl-cl- = fic1 + facy + -+ ey
i=1

Exercice de fixation

Cette série statistique représente la production en tonnes de plusieurs coopératives de planteurs de cacao.

Classes

[0;30

[30; 45]

[45; 70[

[70 ; 80]

[80 ; 100[

Effectifs

13

20

25

15

17

Calcule la moyenne de la série statistique.



Solution

Classes [0;30[ [30; 45] [45; 70 [70; 80[ [80 ; 100[ Total
Effectifs 13 20 25 15 17 90
Centre 15 37,5 57,5 75 90
n;c; 195 750 1437,5 1125 1530 5037,5
n1C1 = 13 X 15 = 195
La moyenne est : x = 20375 55,97

Interprétation

La production moyenne de I’ensemble des coopératives est 55,97 tonnes.

3. Mediane
Définition :
La médiane d’une série statistique continue est un nombre qui sépare les valeurs ordonnées de la série en deux

familles de méme effectif.
Autrement dit : ¢’est un nombre M tel qu’au moins 50% des individus aient une valeur du caractére supérieure ou

égale a M.
Elle se détermine :

e Soit graphiquement : c’est I’abscisse du point de la courbe cumulative des effectifs (resp. fréquences) dont
I’ordonnée est la moitié de I’effectif total (resp. 0,5) ;

Exemple :

On a relevé le nombre d’heures d’absences de tous les éléves de 1% C d’un lycée durant I’année scolaire.

On a obtenu la série statistique suivante :

Classes [1;5] [5;8[ [8; 13] [13; 14] [14 ; 21
Effectifs 12 28 32 24 8
Effectifs

cumulés 12 40 72 96 104
croissants

Le polygone des effectifs cumulés croissants est le suivant :

=
o
=

Polygone des effectifs

cumulés croissants

v
N

B
[@]

Effectifs cumulés croissants

[
Q-

o



La médiane est environ égale a 9.

e Ladetermination de la médiane par calcul se fait par interpolation linéaire.

Exemple :
Considérons I’exemple précédent.
Ona: % = zﬁ = 52 ; 52 est compris entre le 40° rang et le 72° rang. Ona Me € [8; 13[.
72 On obtient le tableau suivant :
52 Modalités | 8 Me | 13
404 (Abscisse) Alors
o : Ecc 40 |52 |72 | Mem8 _327%0 qone Me = 9,87
& " : (Ordonnée) 13-8  72-40
THIE 8 e 13

Interprétation

La moitié des éléves a un nombre d’heures d’absences supérieur ou égal a 9,87.

Remarque : La médiane peut étre déterminée graphiquement a 1’aide du polygone des effectifs cumulés
décroissants.

Définition :
Les valeurs de la série étant ordonnées :
e Le premier quartile, noté Q,, est la valeur de la variable telle que 25% des valeurs sont inférieures ou
égales a Q, et 75% lui sont supérieures.
e Le deuxieme quartile Q,, est la médiane.

e Le troisieme quartile, noté Qs, est la valeur de la variable telle que 75% des valeurs sont inférieures ou
égales a Q5 et 25% lui sont supérieures.

» Graphiquement,
e (, correspond a 25% de ’effectif sur le polygone des effectifs cumulés croissants ou des
fréquences cumulées croissantes.
e Q3 correspond a 75% de I’effectif sur le polygone des effectifs cumulés croissants ou des
fréquences cumulées croissantes.

Exemple :

On a relevé le nombre d’heures d’absences de tous les éleves de 1ereC d’un lycée durant I’année scolaire.

On a obtenu la serie statistique suivante .

Classes [1;5] [5;8] [8; 13] [13; 14] [14; 21]
Effectifs 12 28 32 24 8
Eff_ectlfs cumulés 12 40 79 9% 104
croissants




Le polygone des effectifs cumulés croissants est le suivant :

10{: _________________________________________________________________________________________

]
Pdlygone des effectifs
cumulés croissants

~
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wv
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N
[e)]

Effectifs cumulés croissants
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Le premier quartile est environ égal a 7.

Le troisieme quartile est environ égal a 13.

> On peut calculer une valeur plus précise de Q, et Q; par interpolation linéaire.

Calculons le premier guartile

Nx % =104 x % = 26 ; 26 est compris entre le 12° rang et le 40° rang. Ona Q; € [5; 8]

Qi-5 _ 26-12

Alors = ,
8-5 40-12

donc Q, = 6,5

Calculons le troisiéme guartile

Nx % =104 x 17750 = 78 ; 78 est compris entre le 72° rang et le 96° rang. On a Q5 € [13; 14|

03— 78-72
Alors ==t = ,
14—-13 96—-72

donc Q, = 13,25

Interprétation

e 26 ¢léves ont un nombre d’heures d’absences inférieur ou égal a 6,5.
e 78 ¢leves ont un nombre d’heures d’absences inférieur ou égal a 13,5

I11. REPRESENTATIONS GRAPHIQUES

1. Histogramme

e [’histogramme d’une série statistique regroupée en classes est constitué de rectangles juxtaposés.
e [’aire de chaque rectangle est proportionnelle a 1’effectif (resp. la fréquence) de la classe correspondante.
e Les largeurs des rectangles sont proportionnelles aux amplitudes des classes.

e Les hauteurs des rectangles sont proportionnelles aux densités des classes

Exercice de fixation

On donne la série statistique suivante :



Modalité [2; 3] [3;4,5] [4,5;5,5] [5,5; 6] [6; 8]
Fréquence 0,15 0,35 0,25 0,1 0,15
Amplitude

Centre

Densité

a- Compléte le tableau
b- Construis I’histogramme des fréquences de cette série statistique.

Solution

a- Complétons le tableau

Modalité [2; 3] [3;4,5] [4,5;55] [5,5; 6] [6;8]
Fréquence 0,15 0,35 0,25 0,1 0,15
Amplitude 1 15 1 0,5 2
Centre 2,5 3,75 5 5,75 7
Densité 0,15 0,23 0,25 0,2 0,075

b- Construis I’histogramme des fréquences de cette série statistique

Densité
0,28 7T

0.24 4

0,20 L

0.16 4

== ] SRR

I s E g : = }imp!ftij\de

1 =1%

La surface d’un petit carreau est 0,5 X 0,02 = 0,01 soit 1%

2. Polygones des effectifs et des fréguences

Le polygone des effectifs (resp. frequences) est obtenu en joignant les milieux successifs des cotés les plus hauts
de chaque rectangle de 1’histogramme.



Exercice de fixation

Construis le polygone des fréquences de la série statistique dont 1’histogramme des fréquences est donné ci-
dessous.

Solution

)y : — :
T =" \ Polygone des

/ ; \ fréquences

3_Caurbes cum |lnvfi\@c

] ] ;
0 1 2 3 4 S 6 = P 8 : X

La courbe cumulative des effectifs est la représentation graphique de la fonction F définie sur IR et a valeurs
dans I’intervalle [0 ; N] telle que :

) Six <xj,alors F(x) =0

. Sur chaque intervalle [x;; x;+1[, F coincide avec la fonction affine g telle que g(x;) = N; et g(x;+1) = N;y1
, 0U N; est ’effectif cumulé croissant de [x;; x; .1 [ et Nj.q celui de [x;41; xi42]

) Six = xp4q,alors F(x) = N.

La courbe cumulative des fréquences est la représentation graphique de la fonction F definie sur IR et a valeurs
dans I’intervalle [0 ;1] telle que :

o Six < xq,alors F(x) =0

o Sur chaque intervalle [x;; x;+1[ F coincide avec la fonction affine g telle que g(x;)=F; et 9(x;+1) = Fi41,
ou F; est la fréquence cumulée croissante de [x;; x;,1[ et F;,, celle de [x; ;xi4-[

. Six = x,4q,alors F(x) = 1.

Exercice de fixation

On donne la série statistique suivante :



Classes [2;3] [3;4,5] [4,5;5,5] [5,5; 6] [6;8]

Fréquences 0,15 0,35 0,25 0,1 0,15

Fréquences cumulées 0,15 0,5 0,75 0,85 1

Construis la courbe cumulative des fréquences de cette série statistique.

Solution

IV. CARACTERISTIQUES DE DISPERSION D’UNE SERIE STATISTIQUE REGROUPEES EN
CLASSES

1. Variance

La variance d’une série statistique regroupée en classe, notée V, est donnée par la formule :
Thani(a=®? _ 1 N2 2 2
V=== E[nl(c1 — %2 +n,(c; — %)+ +n,(c, — %) ]
Autre formule :
1 yp 2 N2 1 2 2 2 =
V= Qo i) — () = ;("101 +nyc; + -+ npcp) —x?

Exercice de fixation

On a relevé, pour 125 éléves d’un lycée, le temps consacré a la pratique de sport par semaine. On obtient le
tableau suivant :

Temps (min) [0;20] | [20;40[ [40 ; 60[ [60; 100[ | [100; 140[ | [140; 200[
Effectif 35 41 30 12 5 2




a- Justifions que la moyenne est 39,84
b- Calcule la variance de cette série.

Solution
Temps (min) [0;20[ |[20;40[ [40 ; 60[ [60; 100[ |[100;140[ |[140;200[ | Total
Effectif 35 41 30 12 5 2 125
Centre 10 30 50 80 120 170 TN
n;c; 350 1230 1500 960 600 340 4980
n; c;® 3500 36900 75000 76800 72000 57800 322000

a/ la moyenne x

7=22%0 _ 3984

125

b/ la variance V
1 _
V= B mic?) - (B)? =

2. Ecart type

322000
125

- (39,84)2 = 988,77

L’écart type d’une série statistique, noté o = VV.
Interprétation
Plus I’écart type est plus élevé, plus la dispersion des valeurs autour de la moyenne est plus élevée

Exercice de fixation

On a relevé, pour 125 éléves d’un lycée, le temps consacré a la pratique de sport par semaine. On obtient le
tableau suivant :

Temps en (min) | [0; 20[ | [20; 40[ [40; 60[ [60;100[ |[100;140[ | [140; 200[
Effectif 35 41 30 12 5 2

Calcule I’écart type de cette série et interpréte le résultat.

Solution

Temps en (min) | [0; 20[ | [20; 40[ [40 ; 60[ [60; 100[ | [100; 140[ | [140; 200[
Effectif 35 41 30 12 5 2
Centre 10 30 50 80 120 170
On trouve V = 988,77

L’écart type o

o =V =+/988,77 = 31,44.

Interprétation(

31,44 est élevé donc le temps que les éleves consacrent au sport par semaine dans la majorité n’est pas proche de
la moyenne 39,84

3. Ecart absolu moyen

L’¢cart absolu moyen, noté e, , estle réel :

1 - 1 = x x
em =X Milei =X =2y X|ep =X +my X|cz =% +..4m, x[c, —%| ).



Interprétation

L’écart moyen nous indique la distance moyenne entre la moyenne et les valeurs de la série statistique

Exercice de fixation

On a relevé, pour 125 éléves d’un lycée, le temps consacré a la pratique de sport par semaine. On obtient le

tableau suivant :

Tempsen (min) | [0;20[ | [20;40[ [40;60[ | [60;100[ | [100;140[ | [140; 200[
Effectif 35 41 30 12 5 2
Calcule I’écart absolu moyen de cette série et interpreéte le résultat.
Solution
Temps en (min) | [0;20] | [20;40[ |[40;60[ |[60;100[ |[100;140[ |[140;200[ | Total
Effectif 35 41 30 12 5 2 125
Centre 10 30 50 80 120 170
lc; — x| 29,84 9,84 10,16 40,16 80,16 130,16
n;|c; — x| 1044.4 403,44 304,8 481,92 400,8 260,32 2895,68

On trouve la moyenne X = 39,84

L’écart absolu moyen

eém= L(35 x |10 —39,84| +41 x|30—39,84| +30 x |50 —39,84|+ 12 x |80 —39,84| +5 x |120 — 39,84| + 2 x |170 — 39,84|)

125

_ 2895,68
125

em

Interprétation.

= 23,17

Le temps consacré a la pratique de sport par semaine d’un éléve est a 23,17 min de la moyenne.

4. Ecart interquartile

L’écart interquartile est la différence entre le troisiéme et le premier quartile. C’est le nombre Q; — Q;.

Interprétation

50% des valeurs sont comprises entre le premier quartile et le troisieme quartile .

Exercice de fixation

On a relevé, pour 125 éléves d’un lycée, le temps consacré a la pratique de sport par semaine. On obtient le

tableau suivant :

Tempsen (min) | [0;20] | [20;40[ [40 ; 60[ [60; 100[ | [100;140[ | [140; 200[
Effectif 35 41 30 12 5 2

Calcule I’écart interquartile de cette série et interpréte le résultat.

Solution
Temps en (min) [0;20[ |[20;40[ |[40;60[ [60; 100[ | [100; 140[ | [140; 200[
Effectif 35 41 30 12 5 2
Effectifs cumules | 45 76 106 118 123 125
croissants




e Onail25x-22 =3125.
100

31,25 est plus petit que la 35¢ valeur. Donc Q; € [0; 20].

-0 _ 31,25-0
9170 _ 312570 donc
20-0  35-0

e Onal25x-2> =9375.
100

93,75 est compris entre la 76° et la 106°valeur. Donc Q; € [40; 60].

Q3-40 _ 93,75-76
60—-40  106-76

L’écart interquartile est Q; — Q; =51,83-17,86=33,97

donc

Interprétation

L’étendue est 200.

L’interquartile est environ égale a 25% de 1’étendue donc 50% des éléves ont leur temps consacreé a la pratique
du sport proche de la médiane.

C. SITUATION COMPLEXE

Le président du comité de gestion scolaire (COGES) de ton lycée veut acquérir une machine pour
stocker sa récolte dans des sacs de 50 kg. Un commercant lui propose deux machines, A et B, qu’il teste
sur 80 sacs. Le tableau ci-dessous indique les résultats obtenus.

Classe Machine A | Machine B | Classe Machine A | Machine B
[49; 49,2 7 4 [49,8; 50[ 11 14
[49,2;49,4] | 6 6 [50;50,2[ |14 16
[49,4;49,6[ | 14 9 [50,2; 50,4 | 9 17
[49,6;49,8] | 14 11 [50,4;50,6[ | 5 3

Un agent de I’agriculture du service qualité estime que la machine est bonne si les conditions suivantes
sont simultanément réalisées :

e la moyenne X doit étre comprise entre 49,7 et 50,3 ;

e [’écart-type o doit étre inférieur a 0,5 kg ;

e [Dintervalle [49,3; 50,5] doit contenir 85% des sacs.
Sollicité par un membre du bureau du COGES pour le choix de la machine convenable, tu décides de
répondre a la préoccupation de leur président en utilisant tes connaissances en mathématiques.

Solution
Pour vérifier la qualité de cette machine je vais utiliser la lecon sur les statistiques .
Pour cela je vais :
- Dresser le tableau des effectifs, des fréquences et des fréquence cumulées croissantes de chaque
machine.
- Calculer le stockage moyen de chaque machine.
- Calculer la variance 1’écart type de chaque série statistique.
- Utiliser I’interpolation linéaire pour donner une estimation de la fréquence correspondante a la
valeur 49,3 et 50,5.
e Le tableau des effectifs, des fréquences et des fréquence cumulées croissantes de chaque
machine.



Machine A

Stockage [49;49,2] [49,2;49,4] [49,4;49,6] | [49,6;49,8[| [49,8;50[ | [50;50,2[ | [50,2;50,4] [50,4;50,6[
Nombre de sacs 7 6 14 14 11 14 9 5
Centres 49,1 49,3 49,5 49,7 49,9 50,1 50,3 50,5
Fréquence (%) 8,8 7,5 17,5 17,5 13,8 17,5 11,3 6,3
Fréquence 8,8 16,3 33,8 51,3 65 82,5 93,8 100
cumulées

croissantes(%)

Machine B
Stockages [49;49,2[ [49,2;49,4] [49,4;49,6] | [49,6;49,8[| [49,8;50[ | [50;50,2[ | [50,2; 50,4 [50,4;50,6[
Nombre de sacs 4 6 9 11 14 16 17 3
Centres 49,1 49,3 49,5 49,7 49,9 50,1 50,3 50,5
Fréquence (%) 5 7,5 11,3 13,8 17,5 20 21,3 3,8
Frégquence 5 12,5 23,8 37,5 55 75 96,3 100
cumulées
croissantes(%)

e Le stockage moyen de chague machine.
Machine A :
>8 .mic; 39838

¥ = - = 49,79
x N 80

Machine B :

>8 nic;  3991,2
= = = 4
N 80 989

&=

e Lavariance et I’écart type de chaque série statistique.

Machine A
V=1 B e®) = (0 = =100+ (49,78)7 = 0,39
o= 1/0,39 == 0,62

Machine B

199132
80

V== (BEni %) — (B)? = - (49,89)2=0,14

o =4/0,14 = 0,37

e Une estimation de la fréquence correspondante a la valeur 49,3 et 50,5par 1’interpolation linéaire.

Machine A Machine B
A T’aide du tableau des frequences cumulées A T’aide du tableau des fréquences cumulées
croissantes , On a: croissantes , On a :
49,2 49,3 49,4 49,2 49,3 49,4
8,8 b 16,3 5 b 12,5




493-492 b-88 493-492 b-5
494 —492 16,3 —8,8 494 —492 125-5
2788 _ %1 doncb =12,55 b5 _ %1 doncb =875
7,5 0,2 7,5 0,2
50,4 50,5 50,6 50,4 50,5 50,6
93,8 b 100 96,3 b 100
50,5—50,4 b —938 50,5—-50,4 b —963
50,6 — 50,4 100 —93,8 50,6 — 50,4 100 — 96,3
27938 _ %1 donc b =96,9 27963 _ %1 donc b =08,15
6,2 0,2 3,7 0,2
La fréquence de [49,3;50,5] est La fréquence de [49,3;50,5] est
96,9 — 12,55 = 84,35% 98,15 — 8,75 = 89,4 %

Apres calcul, on remarque que :
Pour la machine A ona:
- lamoyenne calculée (49,8 ) est comprise entre 49,7 et 50,3 ;
- D’écart-type calculé (0,39) est inférieur a 0,5
- Dintervalle [49,3;50,5] contient 84,35% des sacs donc la machine n’arrive pas a contenir 85%
des sacs.

Pour la machineB ona:
- lamoyenne calculée (49,89) est comprise entre 49,7 et 50,3 ;
- D’écart-type calculé (0,37) est inférieur a 0,5
I’intervalle [49,3;50,5] contient 89,4% des sacs donc la machine arrive a contenir 85% des sacs.

Donc le président du comité de gestion scolaire (COGES) devra choisir la machine B.
D. EXERCICES

Exercice 1
Le tableau ci- dessous indique la répartition du salaire journalier (en milliers de francs CFA) des

ouvriers d’une entreprise.

Salaire [1;2] | [2;3[ | [3;5[ | [5;8]

Nombre

, : 34 76 51 39
d’ouvriers

1. Dans un tableau détermine la densité et I’amplitude de cette série statistique.

2. Construis I’histogramme des effectifs de cette série statistique.

3. Construis le polygone des effectifs cumulés croissants et celui des polygones des effectifs cumulés
décroissants.

4. a) Déduis graphiquement une valeur approchée de la médiane.
b) Détermine par le calcul une estimation de la médiane.



Solution

1. Tableau des fréquences

Salaire

[1; 2]

[2; 3]

[3; 5[

[5; 8]

Total

Nombre d’ouvriers

34

76

o1

39

200

Amplitude

2

1

2

Densité

17

76

25,5

13

2. L’histogramme des effectifs

Echelle ; un petit carreau correspond a 2 ouvriers soit 1cm? — 8 ouvriers

Salaire

[1; 2]

[2; 3]

[3; 5[

[5; 8]

Total

Nombre d’ouvriers

34

76

o1

39

200

Largeur

1

2

3

hauteur

9,5

3,2

1,6
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Exercice 2




On donne la serie statistique suivante :

el NS

Tranche d’age
(en année)

Effectif (;,,) 7

[0;10[ | [10; 15[ | [15;17[ | [17;20[

16 18 9

Dresse, en pourcentage, le tableau des fréquences cumulées croissantes de cette série.
Construis I’histogramme des fréquences de cette série statistique.
Construis le polygone des fréquences cumulées croissantes.
a) Déduis graphiquement une valeur approchée a 10~ prés des quartiles de cette série statistique.
b) Détermine par le calcul une estimation des quartiles de cette série statistique.
(On donnera les résultats a I’arrondi d’ordre 1).

c¢) Calcul I’écart interquartile.

Solution

1. Le tableau des fréquences cumulées croissantes de cette série en pourcentage.

Tranche d’age (en année) [0;10[ | [10; 15[ | [15;17[ | [17;20]
Effectif (,,,) 7 16 18 9
Fréquence ( %) 14 32 36 18
Fréquence cumulées croissantes(%) 14 46 82 1

2. Construis I’histogramme des fréquences de cette série statistique.

Histogramme deos fréguences

o F3 Y [ a 10 1= 1a 16 18 20

. =x0%

3. Construis le polygone des fréquences cumulées croissantes.

Pobgone des fréqguences cumuléess croissantes
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s
a0t
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4. a) Une veieur appruciiee

22 =

a LU - pres ues quarules de cette série statistique.




Ql Med Q3

Q=117 3=16,6

b) Une estimation des quartiles par le calcul de cette série statistique.

Tranche d’age _ _ _ _

(en année) [0;10[ | [10; 15[ | [15;17[ | [17;20]
Fréquence ( %) 14 32 36 18

Fréquence

cumulées 14 46 82 1
croissantes(%)

e Onal00x = =25 e ONa100x-— =75,
100 100

25 est compris entre la 14¢ et la 75 est compris entre la 46¢valeur et la
46°valeur. Donc Q; € [10; 15]. 82°¢valeur. Donc Q; € [15; 17]
Q1—-10 _ 25-14 _ Q3-15 _ 75-46 _
Ts-10  26—12 donc Ql =11,72 17-1t 8226 donc Q3 = 16,61

c) Calcul I’écart interquartile.
L’écart interquartile est Q3 — Q; =16,61-11,72=4,89

Exercice 3
On considere la serie statistigue présentée dans le tableau suivant :
Classe [1;2] | [2;4] | [4;5] | [5;6] [6;9]
Effectif 258 133 164 108 337

1. Construis les polygones des effectifs cumulés croissants et décroissants.
2. Détermine le nombre d’individus dont la modalité est :

a) inférieure a 3; b) supérieure a 5,3 ; ¢) comprise entre 3 et 5,3
3. Calcule la moyenne, la variance et I’écart type de cette série.




1. Le nombre d’individus dont la modalité est :

- inférieure a 3

Graphiquement on a 340 individus qui ont une modalité inférieure 3
- supérieure a 5,3

Graphiquement on a 600 individus qui ont une modalité inférieure 3
- comprise entre 3 et 5,3
On a 600-340=260 individus.

YT U Polyigone des effectifs camulés didcEoissanes! i i e
[ETPS o o 1% SENPEE SRS SN SN SR S SN S, __7/ scoofoo o} I8 Lo
S _.—_————:‘—//
oS SR T~ U SO N 2. 8. 7. > 2. SECAET 5 R S

Classe

[1;2]

[2; 4]

[4; 5]

[5;6]

[6;9]

Total

Effectif

258

133

164

108

337

1000

Centre

1,5

3

4,5

9,5

7,5

n; ¢

387

399

738

594

2527,5

4645,5

n; C'i2

580,5

1197

3321

3267

18956,25

27321,75

la moyenne,

=

5
2i=1MiC; _

464

55

N

~ 1000

4,65




La variance

27321,75

5 2 V2 —
=i G7) — (0)° = — &

v:% - (4,65)2 =5,7

L’écart type.

oc=.+57=24

Exercice 4
L’histogramme ci-contre représente les recettes en milliers de
francs CFA de 300 commercants. 1cm? représente 60 individus.

1. Justifie qu on-obtient le tableau des effectifs suivant i

of 10 i20 30405060 T
Classes | [10;20][ | [20; 25[ | [25;40[ | [40;45][ | [45;50][ | [50; 60]
Effectifs 60 45 90 40 15 50

2. Détermine 1’écart —type de cette série statistique. Interpréte ce résultat.

3. Détermine I’écart interquartile de cette serie statistique. Interprete ce résultat.

Solution
1.

i : ot On sait que 1’aire d’un rectangle est hauteur X base

T - N I N I U TN T T
il A | LI/ (v 2
7 Classes vlolald lu!l &

i i i el (o e B 212212 |12 =2
10 :20 130 : 40 : 50 : 6D : T Aire du rectangle(cm?®) | 2 | 15| 3 [1,33]05] 1,67

Pour trouver 1’aire de la classe [50 ;60[ on a la base est égale
a 1cm et la hauteur est égale environ a 1,67.

On obtient le tableau des effectifs

Classes | [10;20[ | [20;25[ | [25;40[ | [40; 45[ | [45;50[

[50; 60[




Effectifs 60 45 90 40 15 50

2. L’écart —type de cette serie statistique.

Classe | [10;20][ | [20;25[ | [25;40][ | [40;45[ | [45;50][ | [50; 60[ | Total
Effectif 60 45 90 40 15 60 300
Centre 15 225 32,5 42,5 475 55 |G
n;c; 900 1012,5 2925 1700 712,5 2750 10000
n; Ciz 13500 22781,25 | 95062,5 72250 33843,75 151250 388687,5

6 Cs
la moyenne : ¥ = 2=1M% = 19000 _ 3333

388687,5
300

La variance : V== (28, n; ¢,2) — (£)% = - (33,33)% = 184,74

L’écart type : 0 = /184,74 = 13,59

Interprétation

13,59 est élevé donc les recettes sont dispersées autour de la moyenne 33,33.

3. L’écart interquartile de cette série statistique.

Classes [10; 20[ | [20; 25[ | [25;40[| [40;45] [45;50[ | [50;60]
Effectifs 60 45 90 40 15 50
Effectifs

cumulées 60 105 195 235 250 300
croissantes

e Ona300x = =75
100

75 est compris entre la 60°¢ etla 105°valeur. Donc Q; € [20; 25].

Q1-20 _ 75-60
25-20  105-60

donc Q; = 21,67

e Ona300x 2= =225
100

225 est compris entre la 195¢ et la 235°valeur. Donc Q3 € [40; 45].

Q1—40 _ 225-195
45-40  235-195

donc Q3 = 43,75




Q; —Q,=22,08

Interprétation

50% des recettes sont dispersées dans un intervalle d’amplitude 22,08 qui contient la médiane

Exercice 5

On considere la série statistique suivante :

Surface (en m?)

[15;17]

[17;20]

[0; 10[

[10; 15]

Individu (x;)

20

10

15 5

1. Détermine la classe modale et calcule la moyenne X de cette série.
2. Calcule les caractéristiques de dispersion de cette série.

Solution

1. Déterminons la densité de chaque intervalle.

Surface (enm?) | [0; 10[ | [10; 15[ | [15;17[ | [17; 20[ | @ Classe modale est [15;171
Individu (x;) 20 10 15 5
Amplitude 10 5 2 3
Densité 2 2 7,5 1,67
2. Les caractéristiques de dispersions.
Surface (en Total
m?) [0;10[ | [10; 15[ |[15;17[|[17;20]
Individu (x;) 20 10 15 5 50
Centre 5 12,5 16 18,5
n;c; 100 125 240 92,5 557,5
n; c;* 500 1562,5 3840 1711,25 | 7613,75
lc; — x| 6,15 1,35 4,85 7,35
n;lc; — x| 123 13,5 72,75 36,75 246
la moyenne : ¥ = Zi= " — 5575 _ 44 15
N 50
7613,75

La variance : V== (Zf,n; ¢2) — ()% = (11,15)% = 27,95

L’¢cart type : 0 = /27,95 = 5,29

L’écart absolu moyen.

50

246

= 4,92
50

1 _
€m = ;Z?:Nli le; —x] =



L’écart ’interquartile

Surface (en

m?) [0;10[ | [10;15[ | [15;17[ [17;20]

Individu

20 10 15 5
(xi)

Effectifs
cumulées 20 30 45 50
croissantes

e Onab0x = =125
100

12,5 est plus petite que la 20¢valeur. Donc Q; € [0; 10].

@ _ 125 -
0= 20 donc Q; = 6,25

e Onab0x-> =375
100

37,5 est compris entre la 30° etla 45°valeur. Donc Q5 € [15; 17].

Q1-15 _ 37,5-30
17-15  45-30

donc Q; = 16

L’interquartile est donc :

Q3 = 0Q1=975



