¢a soutra!

Chapitre | : Problemes algébriques et numériques

Partie | : Fonctions polyndmes et fraction rationnelle.

I) Fonction polynéme :
1°) Définitions.

On appelle fonction polyndme toute fonction f définie sur IR par f(X) = an X" +an1 X" + ...+

aix +ao ou an, an1, ..., a1 et ao sont des réels appelés coefficients de f.
*Sian #0, alors le degré de fest n et on note deg f=n
*Si tous les coefficients de f sont nuls c'est-a-dire sian =an1=... =ao =0 alors Vx e

IR, f(x) = 0. On dit alors que f est une fonction_polynéme nulle.

*L’écriture an X" + an1 X" +...+ a1 X + ao est appelée la forme développée, réduite et
ordonnée de f.

Remargues.

Parmi les fonctions polyndmes, nous retrouvons :

- les fonctions constantes (par exemple f telle que f(x) = 3).

- les fonctions affines (par exemple f telle que f(x) = 2x — 3.
Soit f la fonction définie par f(x) = anx"+ an-1 X" + ... + a1x + ao.
f est une fonction polynéme et f(x) est un polynéme.

Exercice.

Parmi les fonctions f, g et h définies par :

f(x) = - 3 (x+1)? (x-2)

g(x) = x2 + % eth(x) = Vx* -1

Préciser celles qui sont des fonctions polyndmes..
Correction.

2°) Opérations sur les fonctions polyndmes

Acitiveés.

Soit f et g deux fonctions polyndmes définies respectivement par :

f(x) = x2—2x + 3 et g(x) = 2x%2 - 3.

1°) Calculer f(x) + g(x), f(x). g(x) et 3 f(x).

2°) Les fonctions f +g, fg et 3f sont-elle des fonctions polyndmes ? Si oui, préciser
leur degré. Conclure

Syntheses.
Théoreme 1 :

-



Soit f et g deux fonctions polyndmes ; 4 € IR* . Alors f+g, fg et 4 f sont des
polynémes. De plus deg (f+ g) = max (degf, defg)
deg (fg) = deg f + degg ;deg Af=degH.

Théoreme 2 : Egalité de deux polynbmes.

Deux polynébmes sont égaux si et seulement si
- ils ont méme degré
- et les coefficients des termes (monémes) de méme degré sont égaux.

3°) Factorisation par x —a

a) Factorisation de x"—a": n >2

Complétons les expressions suivantes :
x>—a’?=(x—a) (x+a)

x2—a%=(x-a) (x> + ax +a?)
x*—a*=(x—a) (x3+ax? +a?x +a3)

x> —ad= (x-a) (x* + ax®+ a?x? + a3k +a?)
Généraliser la factorisation de x*- a"
X"—a"= (x —a) (x4 ax"? +... +a"2x +a"?)

b) Factorisation par P(x) = P(a)

Théoreme:
Soit P(x) un polynéme de degré n>1 et a un nombre réel. Il existe un polynéme
unique q(x) de degré n — 1 tel que :
P(x) - P(a) =(x —a) q(x).
Exemple.
Soit le polynéme p(x) = 2x3 — 3x2 + 5x + 1.

c) Racine (ou zéro) d’un polynéme.

Définition.
Soit p(x) un polyndme et a un réel.
a est une racine de P(x) équivaut a P(a) = 0.
Théoreme.
Soit P(x) un polyndme et a un réel. a est une racine de P(x) équivaut a P(x) est
factorisable par x — a
Remarque : P(x) est factorisable par x — a signifie qu’il existe un polynéme q (x) tel
que p(x) = (x —a) q(x).
d) Méthodes de factorisation.




*Méthodes des coefficients indéterminés.

Exemple :
Soit p(x) = - 4x3 + 3x +1

Division Euclidienne.

Exemple :
Soit P(x) = 5x3 + 2x? +3.

4°) Fonction polynéme du second degré.

a) Définition.

On appelle fonction polyndme du second degré toute fonction P définie sur IR par
p(x) = ax? + bx +c ou a, b et c sont des réels avec a = 0.

Exemple :

Les fonctions f, g, h définies respectivement par : f(x) = V3 X2 +§x+1, g(x) = - 3x% et

h(x) = %xz +% sont des fonctions polyndmes du second degré.

b) Forme canonigue.

Soit P(x) = ax? + bx + c avec a # 0 puisque a est non nul, mettons-le en facteur —
Définition.

b jz_bz —4ac

L’expression p(x) = a KHZ— 132 }est appelée la forme canonique de ax? +
a a

bx + ¢. Posons A= b? —4ac . L’expression ci-dessus devient P(x) ) a

K“ziajz i 422}

Le réel A =b?- 4ac est appelé le discriminant du polyndme P(x) ;

Exercice.

Donner la forme canonique des expressions suivantes :
1.

P(X)= =x“+x-1
2

Q(X)=-2x2+3x -2

R(X) = - %xz +3X—2

R(X) = - %xz —2X+5

c) Racines et signe d’un polynéme du second deqgré.




Soit p(x) =ax?+bx+c,a #0

Le discriminant de p(x) est le réel A=Db? - 4ac

Suivant le signe de A, on détermine les racines et le signe de p(x).
1¢" Cas: A>0

*Le polynéme p(x) admet 2 racines distinctes x1 = _bz_—\/Z et x2 = —b;—\/X
a a

*Factorisation : p(X) = a (X — X1) (X — X2).

*Signe : p(x) a le signe de (a) a I'extérieur des racines et le signe de (- a) entre les
racines.

2°me Cas : A =0

*p(X) a une racine double : Xo = - %

*Factorisation : p(x) =a (X — Xo)?
*Signe : pour tout X # ;—b , p(X) a le signe de a.
a

3¢me Cas: A Z0
*p(x) n'a pas de racines donc p(x) n’est pas factorisable.
*Signe : pour tout xe IR, p(x) a le signe de (a).

Exemple :
Déterminons les racines et le signe de p(x) = - 2x?> + 5x — 3.

5°) Somme et produit des racines d’un polynéme du second degré.

Soitp(x) = ax®>+bx+c,a #0. A =Db?-4ac.

On suppose A >0
Si A>0,soitxlzﬂe :M
a a

t X2 les racines de p(x).

S=Xx1+ X3 =

~b-JA -b-VA _-20_-b
2a 2a 2a

s:x1+x2:1E
a

2a 4a? 422 a

—b—\/X}(—b+\/KJ: b?—-A _dac _c




Si A=0alorsxi1=x2=-—

2a
S:X1+X2:__b+__b

2a 2a
2
P =Xwx2 = (_—bj(_—bj = b
2a \ 2a ) 4a?

A=b?2—-4acet A =0 doub?=4ac.

-b
a

Par suite p = x1 x2 = 4_8(23:3
4a° a

oo

S:_—betP
a

Théoreme.

Si x1 et x2 sont les racines d’un polynéme du second degré alors

-b
X1tX2 =S = —
a
o
Xixz2=P= =
a
Remargue.

Les formules ci-dessus permettent de déterminer les racines connaissant une racine
évidente.
Exemple : P(X) = x> —x—2
- 1 est une racine de p(x) car (-1)2-(-1)—-2=2-2=0.
D _

X1+ X2 :-T—letxlz-1d’ou Xo—-1=1

X2 =2

Applications

Les formules du théoreme ci-dessus permettent de résoudre le systeme du type
u+v=S

{u.v =P

Uu+v=s=> u=s-V

En remplacant u par son expressiondansuv=p.Ona(S—-v)v=P = ,Sv—-Vv?=

P=

v2 —Sv + P = 0. Donc v est solution de I'équation X? — SX + p=0

De mémev=s—-u

(sW)u=P = ;Su-u’=P = u?-su+p=0




Donc u est solution de I'équation X2 — SX+ P =0

.. ) . u+v=3S
Théoréme :Les solutions du systeme { p sont les couples (u,v) tel que u et
uv =

v sont les solutions de I'équation X2 —SX+P =0

Exemple

Résolvions dans IR? le systeme {

II) Eonctions rationnelles
1°) Définition.

On appelle fonction rationnelle toute fonction quotient de deux fonctions polynémes.
Si f est une fonction rationnelle alors il existe 2 fonctions polynédmes p et g tel que
fx) = P

q(x)
2°) L’ensemble de définition.

La fonction f est définie si q(x) #0

3°) Simplification.

Pour simplifier une fonction rationnelle, on factorise le numérateur et le
dénominateur puis on supprime les facteurs qui leur sont communs.

Exercice.

X3 —12x +16
2X2 —T7x+6

a) Déterminer 'ensemble de définition de f

Soit f(x) =

b) Démontrer que I'on peut simplifier f (x)
c) Résoudre dans IR puis dans IN l'inéquation f(x) £0

Partie Il : Equations et Inéquations irrationnelles — systémes

I) Equations et Inéquations irrationnelles.

1°) Equations irrationnelles.

Ce sont des équations avec des radicaux du type +/ f(x) = g(x) et i/ f(x) =+/9(x) ou

f(x) et g(x) sont des polynbmes de degré au plus égal a 2.

Pour résoudre ces types d’équations, on peut utiliser deux méthodes :
- Méthode par implication

Il s’agit de vérifier que les réels trouvés sont solutions de I'équation initiale.

Exemple :

-



Résolvons I'équation vx+1=x-1

- Méthode par équivalence.

Dans ce cas, les solutions trouvées sont solutions de I'équation équivalente.

Rappel :
Soit A et B deux réels positifs A =B = A2=B?2

A>0
Equation équivalente de VA=B= {B>0
A=B’

B%>0 ; A=B2 = A >0 donc A = B? rend caduque l'inégalité A>0 donc

\/K:B:{

B>0

2

Exemple.
Résolvons dans IR : v4x*> +5=2x+3

> 2X+3>0
VAX +5=2x+3 >

4x% +5=(2x+3)

x>-2

=
4x% +5=4x> +12x9

[ 3. {
Xe|——;+o
= 2

x=-1/3

e [ _—3,+oo[ donc Sir= {—l}
3 2 3

Exercice d’application.

Résoudre dans IR (méthode d’équivalence)

a) Vv-3x+13=x-1 b) VX’ -1=x+1

2°) Inéquations irrationnelles

Ce sont les inéquations du type / f(X) <g(x) +f(X)=g(x)

Méthodes de résolution

f(x)>0
JEX) <g(x) < <g(x)=0
f(x) <[g(0]




Exemple : Résolvons
WX+2<2x+1
Exemple : résolvons +/3—x >x-1

Exercice.

a) Vx> —5x+4>-2x+6
b) VX+1<4/x*—x-2

II) Systéemes d’équations linéaires.

1°) Equation du 1°" deqré a 2 inconnues.

Activité.

Résoudre dans IR x IR les équations suivantes :

a)2x—3=0; b)3y-1=0:¢c)x—-2y+1=0;d)2x-3y-2=0
Correction

Résolvons dans IR x IR

a)2x—-3=0= 2x=3

3
=x= >
2
SIR XIR = {(g,yj;ye IR}
C)x—2y+1=0 Srxir {2y-1Yy)ye IR}

x=2y-1

2°) Systeme de deux égquations par un couple inconnu.

Les méthodes par combinaison, substitut identification et graphique vues en 3)
restent valables.
Activité.

Résoudre dans IR x IR chacun des systemes suivants en utilisant la méthode
indiquée.

X
2Xx—-3y =3 —+3y=-1
a) Y (substitution) b)< 2 3y (Identification)
X+4y=7
2X—-y =9
4x -3y =5 . L
C) (combinaison linéaire)
5x+2y =12

d) Méthode du déterminant.

Considérons le systeme (S)




2x+3y=1
X+4y=2
Déterminant du systéme D

2
1

D

3
) = 1x4-2x3=4-6=-2

*Déterminant associé a X : Dx

1 3
2

D. =

X

=1x4-2x3=4-6=-2

*Déterminant associé » a 'y : Dy

2 1
D,= =2x2-1=3
1 2
x=-2/5 SRzz{ﬁ(—g;gj}
3'5
DX
X=—"2 =
D
y=3/5
D
—
Y=
Retenons

ax+by=coua,b,a', b',c

Soit le systeme (S) 1 . . . ,
a'x+b'y=c' etc'sontdes réels non tous nuls.

*Le déterminant du systéeme (S) :

a b
=ab'-a'b

D=
a' b"

*SiD=0 alors le systeme admet une solution unique. Dans ce cas, on calcule les

déterminants Dx et Dy associé respectivement a x et y.

c b

Dx : =cb'-c'b
c b
a ¢

Dy: |, |=ac'-a'c
a' ¢

*On calcule x et y.

X

D

Yy

X = ety=€




Si D = 0 soit (S) admet une infinité de solutions, soit (S) n"admet pas de solution.

(1) siD=0et i. = g = E alors (S) admet une infinité de solution.
a C
(i) SiD=0et a_ b # £ ou a # b = £ alors (S) n’admet pas de solution.
a b ¢ a b c
Exercice.
Résoudre dans IR x IR
3x+y=1
2x -3y =3 Vxry
3X+~3y=-2
X+2y=-1

3°) Systemes d’équation comportant plus de deux inconnues.

a) Méthode par substitution

Pour résoudre un systeme linéaire par la méthode de substitution on procede comme
suit :

* Choisir parmi les équations une inconnue que I'on déterminera en fonction des
autres.

* Substituer I'expression obtenue dans les autres équations du systéme.

*On répéte ainsi ce processus jusqu’a obtenir :

Soit une solution unique.

Soit une impossibilité dans ce cas le systéme n’a pas de solutions.

Soit une égalité toujours vraie, le systeme admet alors une infinité de
solutions.

EXEMPLE
Résoudre (S1) par substitution

2X—-y+4z=5
X+2y-3z=-1
2X+y—-22=3

b) Combinaison linéaire.

Pour résoudre un systeme linéaire par la méthode linéaire, il suffit de combiner
convenablement les équations afin d’éliminer les inconnues.

X—-2y+2z2=6
(S2)<2x—u+z=4

—-3X+y—-22=-6

c) Méthode de Gauss.

La méthode de Gauss consiste a effectuer les combinaisons linéaires bien précises

pour éliminer les inconnues une a une.

.



En échangeant les lignes, on se ramene a une ligne l1 comptant un coefficient en x
non nul le plus simple.
On élimine alors x dans toutes les autres équations en remplagant chaque ligne Li

par « li+ 4 | 1. On obtient alors un systéme équivalent ou x n’apparait que dans la

ligne L1

On applique au systéme obtenu la méme méthode afin d’y éliminer y.
On réitére ce procédé jusqu’a obtenir :

*Soit un systeme triangulaire facile a résoudre

*Soit une incompatibilité

*Soit une équation toujours vraie.

Partie lll : Applications.

) Injection, Surjection et bijection :

Activité.

Soient les fonctions f, g et h définies sur [~ 2,2] respectivement par : f(x) = 2x — 1,

G0 =1 et {gggz . xs's?fi‘f,’i]]

a) Tracer les courbes représentatives de chacune des fonctions f, g et h.

b) Déterminer 'ensemble image F = [c,d] de f.

c) Soit la droite (Dm) :y=m, m € F,

* Déterminer graphiquement le nombre de points d’intersection de (Dm) avec la
courbe (C1) de f en fonction de m.

*Resoudre I'équation f(x) = m, avec ¢ <m<d.

d) Mémes questions pour la fonction g représentée par la courbe (Cz).

Soit l'intervalle F = [— 2,4]. Déterminer graphiqguement le nombre de points

d’intersection de (Dm), m € F avec la courbe (Cs) de h.

Synthese.
1°) Bijection
*f est une application bijection bijective de E dans F si et seulement si I'équation f(x)

=m, m €F admet une solution unique dans E.
* Graphiquement, f est une bijection si et seulement si la courbe (Cf) et la droite (Dm)

d’équation y =m meF ont un seul point d’intersection.

Remargque




On dit aussi que f définit ou réalise une bijection de E sur F.

On dit encore que f est une bijection.

2°) Surjection.

*f est une application surjective si I'équation f(x) = m admet du moins une solution
dans E.

*Graphiquement f est une surjection si la courbe (Cy) et la droite (Dm) ont au minimum
un point d’intersection.

3°) Injection.

* f est une application injective si I'équation f(x) = m admet au plus une solution
(aucune ou une solution dans E).

*Graphiquement, f est une injection si (Dm) et (Cr) ont au maximum un point
d’intersection.

Remargue.
Une application a la fois injective et surjective est une application bijective.

Exemple :
1°) Soitf: IR - {I} - IR—{-3}

2-3x
Xx-1

, demontrons que f est une application bijective.

II) Bijection réciproque.

Définition.
Soit f une bijection de A dans B. On appelle bijection réciproque de f, 'application de
B dans A noté {1, qui a tout élément de B associe un unique antécédent dans A.

Remarque :f:A — B f1:.B> A
x— f(x) x — f(x)
Propriété.

Soit f une bijection de A dans B. Alors f admet une bijection réciproque f* de B vers A.

*Si f est strictement croissante (respectivement décroissante) sur A, alors 1 est
strictement croissante (respectivement décroissante) sur B.

*Dans le plan muni d’'un repére orthonormé les représentations graphiques (C) et (Cf?)
sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice (la droite d’équation y = x).

Exemple :
L’application f : [L,+oo] — J2,+o0[

X—> X2 - 2x+3
Définit une bijection de [L+oo[ sur [2,+o0[ donc elle admet une bijection réciproque
définie de [2,+o| vers JL+od
Cette bijection réciproque est notée en générale, par f1 et f1: [2,+o — L+
X—1+/x—-2.

1) Composition des applications.

-



1°) Définition.

Soient E, F, G trois sous-ensembles de IR non vides, f et g deux applications tel que
onaitf:E —» Fetg: F —> G.

*A tout élément x de E, on associe un unique élément y de F tel que y = f(x).

*A cet élément y de F, on peut associer un unique élément z de G tel que z = g(y).
Par suite, ona: z=g(y) = g(f(x))=g [f (x)] Cette application est notée : go f(on lit« g
rond f ») g o f est 'application composée de f par g.

Exemple :

On donne f(x) = x? + 2x + 3 et g(x) =1 — 2x.

Calculons (fog) (1), (gof) (1);(gof) (x) et (foqg) (x).

2°) Propriété.

*La composition de deux injections est une injection.

*La composition de deux surjections est une surjection.

*On en déduit que la composition de deux bijections est une bijection.

*La composition des applications n’est pas commutative.fog # go f.

*La composition des applications est associative (f o g) oh =fo (g o h).

Cas particulier.

Soitf:E— Falorsf!: F -E

Vx € E, (f! of) (x) = (f(x)) = x

et Vx € F (f o f1) (x)=f(f1(x)) = x

On dit que f o f1 et f1 o f sont des applications identiques. On note :

fofl=Id. et flof =Id.

Exercice.

Soit I'application f : [~1,+od — |
X — X2+ 2x+4
1°) Montrer que f définit une bijection de [-1,+od| sur intervalle | & préciser.
2°) Définir alors sa bijection réciproque f*. Calculer (f o f ) (x) puis (f* o f) (x) en

fonction de x.

.



Chapitre Il : Angles orientés — Trigonométrie
) Angles Orientés.
1°) Définition.
> -
Soient u et v deux vecteurs non nuls, O un point du plan. A et B deux points distincts
e
définies par: OA =u et OB = v.

Les demi-droites [OA) et [OB) de méme origine O définissent 'angle géométrique
de sommet O. On le note AOB ou BOA.

Le couple de vecteurs (U;V) définit 'angle Orienté (U;V) ou (U;V)

Ccem S o=

2°) Mesures d’un angle Orienté.

a) Définition.

Soit a un réel et 'angle orienté (U;V) dont une mesure est a.

Toutes les autres mesures (U;V)sont de la forme a + 2k 7, k € Z.
Onnote : mes (U;V)=a+2k = (U;V)=a+2kr ;keZ

b) Mesure principale.

La mesure principale d’'un angle orienté est 'unique mesure de cet angle
appartenant a l'intervalle |-z, 7]

Remarque :
Si a est une mesure de (U;V)et #@samesure principaleona: a = 0+ 2kx

0elnr]

Exercice d’application.
Déterminer la mesure principale de (U;V) dans chaque cas :

2) @)= ="
b) (@:7)= =

.



c) (T;V) = 183457

Remarque
- -
*Siu et v sont deux vecteurs non nuls colinéaires et de méme sens alors I'angle

orienté (u;V) a pour mesure 6 + 2kxz (ke Z)
o

- 16 —
- -
*Siu etv sontdeux vecteurs non nuls colinéaires et de sens contraires alors
- >
'angle orienté (u, v) a pour mesure 7+ 2kz, (ke Z)

Exercice.

Déterminons la mesure principale des angles orientés suivants :
- - -> - -> -
(AB, AC) ;(CB, CA) (BA, BC)

-> o
- L’angle orienté (AB, AC) est orienté dans le sens direct donc sa mesure principale

est =
2

-> -
- L’angle orienté (CB, CA) est orienté dans le sens indirect donc sa mesure

L T
principale est - 5

- L’angle orienté (BA, BC) est orienté dans le sens indirect donc sa mesure
principale est - %

3°) Relation de Chasles.

Propriété :
> > e e T
Soientu, v etw trois vecteurs non nuls (u, v)+ (v,w)=(u,w) +2kz, (ke Z)
Conséquences - - e
*Pour tout vecteur non nul u etvduplan:(-u,-v)=(u,Vv) +2kr, (ke Z)

- > > > 5 >
*Pour tout vecteur non nul u, vdu plan : (-u, v) = (u, v) + 7+ 2kzr,keZ

-



> -5 o5 -
u-v)=u,v)+ r+2kr,kezZ

- > e
* Pour tout vecteur non nulu et v du plan, (v, u)=-(u,Vv) + 2kz, ke Z

-17 -

Exercice d’application.

1°) Soient les vecteur u et v tels que (u, v) =- %ZJFZKE’ et (v, w)= 5%TJerzz, keZ

5> O 5 o
- Déterminer les mesures principales des angles orientés (u, w), (-u, w) et (v, - u)

2°) Soient cing points A, B, C, D et E tel que :

(AB, AC) = 5?72-, (AB, AE) = 2?” et (AD, AE) = %

Démontrer que le triangle ACD est rectangle. en A.

4°) Bases et repéres orthonormés :
Définitions :

- >
* Une base orthonormé (i, j) est dite base orthonormée directe, si 'une des mesure

de I'angle orienté (i; j) est + %

- > - > >
Si (i, j) estune base orthonormée directe alors le repéere (o, i, j)est un repere
orthonormé direct.

- >
(i , ) base orthonormée indirecte.
- > >
(o, 1, j):repére orthonormé direct ;
- >
*Une base orthonormée (i, j) est dite base orthonormée indirecte si 'une des

mesures de I'angle orienté (i, j) est - %

- > -> 5> >
Si (i, j) est une base orthonormée indirecte, alors le repére (0o, i, j) est un repere
orthonormé indirect.

.
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Propriété.

- -
Pour tout vecteur unitaire u il existe un unique vecteur unitaire v tel que la base
- >

(u, V) soit une base orthonormée directe.

- >
(u, v) est une base orthonormée directe

5°) Cosinus et Sinus d’un angle. Orienté de vecteurs non nuls.
Rappel sur les expressions du produit scalaire.

*Expression a I'aide du Cosinus.
-> > 5> > - >

u.v=u| |v|cos (v
* Expression analytiqgue du Produit Scalaire (produit scalaire)
> -
Dans une base orthonormé direct (i, j) soitu (x, y)et ef V (X, V).
- >
u. v=xx +yy
- > - - >
Dans une base orthonormée (i, j), un vecteur u tel que (i, u) = «

x=[u | cosa
Alors les coordonnée (x, y) de u sont :
y=|i | sina

- >
a) Calcul de cos(u, u)

Activite.

-



- > - -
Le plan étant rapporté a une base (i, j ) orthonormale, soit u et U’ deux vecteurs

, X X
non nuls de coordonnées respectives [ jet( J
y

- >
1°) Donner I'expression analytique puis I'expression a I'aide du cosinus de (u,u’)
> > - >
2°) Des deux expressions précédentes de u. u’ déduire cos (u, u’) a l'aide de x, X', y
ety'.
- >
b) Calcul de Sin (u, u’)

Activité.
-> > >
Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (o, i, j). On considere les vecteurs

X X' . . ,
non nuls U[ J et v ( j Soit le vecteur v tel que HU [=|v [et@, v)= % Posons (i,
y y
u) =a
1°) Faire un dessin
- -

2°) Donner I'expression de u’. v a l'aide du cosinus.
- - -

3°) En utilisant la relation de Charles Prouver que Cos (u’, v) = Sin (u, u’)

4°) Montrer que le vecteur V a pour coordonnées (y)
X

- >
5°) En déduire I'expression de Sin(u, u’ ) a l'aide de x, X', y et y’.

Exercice d’application.

J3

Soit (i, j ) une base orthonormée directe et U (%;—7j un vecteur.

- - -> -
Calculer Cos (u, i) et Sin (u, i)

- -
Déduisez-en la mesure principale de (u , i)

II) Angles associés
1°) Angle opposés (-x) et (x)

*Cos(-X) = cos X
*Sin (-x) = - Sinx
*tan (-x) = - tanx

*(x¢%+k7r,k e2)

.



2°) Angle 7—x
* Cos (7 —x)=—Cosx
*Sin (7 — x) = Sinx
* tan (7 — x) = —tan (X¢%+kﬂ'j
-20 -

3°) Angles 7 +X

*Cos (7 +x)=—Cosx
*Sin (7 + x) = —Sinx

*tan (7 +x)=tanx [X¢%+k7[j

4°) Angle %—x
* Cos (Z_ xj = Sinx
2
*Sin [Z—xj = Cosx
2
*Tan [Z—xj :L
2 tan x

(Xik—ﬁ,keZ]
2

5°) Angle %+ X

*Cos z+x = —Sinx
2

*Sin %er = Cosx

*tan| Z + x :—i
2 tan x

(x;tk—ﬂ,keZJ
2

Exercice d’application

Ecrire plus simplement.

A =Cos (157” - xj +Sin(77 — x)+ Cos(% + x)




B = Sin (187 + y)+ Sin(257 + y)+ Cos(%[ - yj

C =tan [75—” + xj +tan(187z + x) + ! + !
2 [75% ) tan(157 + x)
tan| — + X
2
[Il) Trigonométrie
1°) Formules d’addition
a) Calcul de Cos (a—=b)
Activite.
- > >
Le plan est muni d’un repére orthonormé (o, i, j) Soient les points A et B de

-> -
coordonnées respectives. (Cos a, Sin a) et (Cos b, Sin b) tel que (i , OA) = a et
- >

(i, OB)=h.

1°) Faire un dessin.
-> -
2°) Donner deux expressions différentes de OA. OB. Puis établir I'égalité
Cos(a-b)=CosaCosb+Sina Sinb (1)

3°) En remplacant b par — b dans (1) trouver une relation entre Cos (a + b) et Cos a,
Cos b, Sin a et Sin b.

4°) Sachant que Sin x = Cos (%— X ) établir alors que Sin (a + b) = Sina Cos b +Sin b
Cos a et que Sin (a—b) = Sina Cos b — Sin b cos a.

Synthése.

(a,b) eR®* Cos(a—b)=Cosa Cosb+SinaSinb
Cos (a+b)=Cosa Cosb-sinaSinb.
Sin (a—b)=Sina Cos b—-Cosa sinb.
Sin(a+b)=SinaCosb+ Sinb Cos a.

Exercice d’application.

Sachant que Z_Z_ 7 calculer Cos = etSin =
12 3 4 12 12

2. Formules de duplication.
Activité.

Sachant que Cos (a+b) = Cosa cosb—Sina sinbetquesin(a+b)=sinacosb
+ sin b cos a, établir les relations suivantes :

Cos 2a = Cos?a — sin 2a




Cos 2a =2cos?a—1
Cos2a =1-2sin’a
*SinZa = 1-cos2a

*Sin 2a = 2sina cos a.

Synthése.

*Cos2a = cos?a — sin?a
*Cos 2a = 2cos?a-1*
*Cos2a =1 - 2sin?a

sSinza = 1 — 00528

*Sin2a = 2sina cosa .
Remarque.

Les formules ci-dessus permettent la linéarisation des polyndmes trigonométriques.

Exemple :
Linéarisons Cos?x

2
Cos*x = (cos?x)?= (M)

2

% (1+2Co0s2x +c0s22X)

,.. _ 1+cos2a

Cos?a 1+ cos4x

,sia=2x onaCos?x =

Donc  cos®x = % (1+2c0s2x +%)

+Ecos2x+1+1 CoS 4x
2 8 8

®|—~ BME

Cos*x ==Cos4x + %cos 2X + g

3°) Eormules de transformation.

a) Produit en somme.

Activite.

A l'aide des formules d’additions établir les égalités suivantes :

Cosacosb= %[cos(a —b) + cos(a +b)] .




Sina sin b :%[cos(a+b)—cos(a—b)]
Sinacosb = %[sin(a+b)+ sin(a—b)]

Sin b cos a= %[sin(a+b)—sin(a—b)]

Synthese.
*Cos a cos b = =[cos(a +b)+cos(a—b)|

= N

*Sin a Sin b = - =[cos(a +b)—cos(a—b)|

N

*Sinacos b = %[sin(a+b)+sin(a—b)]

*cos asinb = %[sin(a +b)—sin(a—b)]

b)Transformation de somme en produit.
Activité.

A L’aide des éqalités de la synthése précédente puis en posanta+b =peta—-b=¢
Etablir que :

Cos p + COS g = 2€0S [p;qjcos(p;qj

Cosp —cos q=-2sin (%) sin[p_q]

2
Sin p + sin g = 2 sin (p;qjcos[p_qj

2
Sinp — sing = 2cos P9 sin (Mj
2 2
Syntheése
Cos p + cos g = 2cos [p;qjcos[ p;qj

Cosp—cos q=-2sin (%) sin[p_q]

2
Sinp +sinqg=2sin (%}ces{ p;qj

Sinp — sinq = 2005% sin (%

Exercice d’application.

1°) Transformer les sommes suivants en produit
* Sin a + sin 3a + 2sin2a

*sin a — Sin 2a

2°) Transformer les produits suivantes en somme

-



*cos 5a Cos 6a
*sin 2a sin 8a.

4°) Equations et inéguations trigonomeétriques.
a) Equations trigonométrigues.

Soient u et v deux réels.

u=v+2kzr ou

*Cosu=CosvV <:>{
u=-v+2kr
u=v+2kr
Sinu=ssinvesou keZ
Uu=z-v+2kr
*fanu=tanv <u=v+kr

Remarque :
cosxXx=a

* Sia ¢ [-11], 'équation cos x = a n’admet pas de solution.
Sia e[-11] on détermine un réel « tel que a = cos « et par suite cos x = a

& CO0S X =CoSa
Sin x = b.

*Sib ¢ [-11] 'équation sin x = b n’a pas de solution
sib e [-11] On détermine un réel g tel que b = sin S et par suite sin x=b < sin x

=sing.
Tan x = c.

*x¢%+k7z,k e’

Il existe un réel 6 # %-{- kz tel que C =tan § et par suite : tan X = ¢ < tanx =tan &

sSX=0+kr, ke Z

Equations particuliére.

Cosx=0:>x=§+k7z,kez
Sinx=0= x=krx,keZ
Cosx:1:>x:2k7z,Sinx=1:>x:%+2k;r

Exercice d’application.
Résoudre dans IR les équations suivantes

1°) Cos 2x = - %

2°) 2(Sinx—cos? x)=1
3°) Cos (x+%) =sin 2x

4°) Sin X cOSX =

N

.



5°) Sin 2x — cos x =0.

- 25.
b) Inéquations trigonométrigues.
Exemple 1 :

. . , 1 .
Résoudre dans [- 7, 7] I'inéquation cosx < —> - On pourra utiliser le cercle

trigonométrique.

Exemple 2 :
J2

Résoudre dans [0,27] sin XL

Exemple 3.

Résoudre dans [- 7, 7] sin2x—cosx 20

5°) Transformation de I’écriture a cos x + b sin x.

On se propose de transformer a cos X + b sin x o wu a et b sont des réels non
nuls.

Propriété.

Si a et Ssont deux réels tel que o’ + B° =1 alors il existe un réels 6 tel que a =
cos d et f=siné.

Activité.

Soient a et b deux réels non nuls a l'aide d’une transformation d’écriture et par
utilisation de la propriété, montrer que a cos x + b sin x peut s’écrire sous la forme
a cos(x—0) avec «a et 6 des réels.

Exercice
Transformer les écritures suivantes :
*C0oS X + Sin X

* cos X —+/3 sin x

IV) Relation métrigues dans le triangle.

1°) Relations fondamentales dans un triangle
Théoréeme.

Soit ABC un triangle quelconque tel que BC = a

AC=betAB=c

a?=Db?+ c2—-2bc cos A

b2 =a? + ¢2 — 2ac cos B

c2=a2+b?2-2abcos C

Ce théoreme est connu sous le nom de théoréme d’Al-Kashi.
On dit aussi que ce théoreme est le théoréme généralisé de pythagore.

SiA:%,ona,a2=b2+c2 carcosA =0
Si B :%,cosB:OetonabZ:a2+c2
SiC =

%,cosCzOetona:cZ:a2+b2

g



2°) Théoreme de la médiane.
Soit ABC un triangle quelconque | milieu de [BC],

BC?

AB? + AC2=2AI2 +

Exercice
a) Construire un triangle ABC tel que AB=5;BC=7CA =6
b) Calculer la valeur exacte du cosinus de I'angle BAC.

En déduire la valeur exacte du sinus de cet angle.

c) On note B’ le projeté orthogonal du point B sur (AC). Calculer BB’.

3°) Eormule des Sinus.
Théoréme.

Soit ABC un triangle tel que BC=a, AC=betAB=Calorsona:
a b c

sinA _sinB _ sinC

Démonstration.




Chapitre 3 : Fonctions Numeériques :
Généralités et description.

) Généralités.

1°) Définitions.

Soient A et B deux sous — ensembles non vides de IR. Une fonction de A vers B est
une relation ou une correspondance de A vers B qui a tout élément de A associe au
plus un élément de B.

Notation.
f est une fonction de A vers B se note :
f:A—>B
X =y =1(x)
y= f(x) est 'image de x par f et x est 'antécédent de y par f.
*L’ensemble de définition de f est 'ensemble des éléments de A qui ont une image
par f. On le note en général Df.

Exemple:f:IR— IR

X
Vx? -1

On appelle représentation graphique de 'ensemble des points M de coordonnées
x € Df

y="(x)

X—

(x,y) tel que xe Df ety = f(x). On la note en général M(x ; y) € (Cf) <:>{

Exercice.
Déterminer 'ensemble de définition des fonctions suivantes :

X
af: x>
) \x2 -1

b)g:x —>\/x_\/1—x

- 27 -

Jx
X2 -2

c)h:x -

di:x—>

X2 + X

X+1

NX—-2-1
2°) Restriction de f a un intervalle 1.

Soit f une fonction numérique d’ensemble de définition Df et | un intervalle de Df.
On appelle restriction de f a |, toute fonction g définie sur | tel que pour tout x de I,
g(x) = f(x).

Exemple :
Soit f la fonction définie par f(x) = | 2x-1 | + x.

e)j:X >




2x—1 siXGE,Jroo{
2x-1 = .
—-2x+1 SiXE:|—oo;—:l
2
. 1
SIXE}—OO,E}f(X)Z—X+l
. 1
Si x e[§,+oo{,f(x)=3x—l

*La restriction de f a I'intervalle } o0;

N

} est la fonction g définie pour tout X e }— ooﬂ
parg (x) =-x+ 1.

*La restriction de f a I'intervalle I:%,-FOO[ est la fonction h définie pour tout x e B’M{
pour h(x) = 3x-1.

3°) Eqalité de deux fonctions.

Définition
Soient f et g deux fonction numériques d’ensembles de définition respectifs Df et Dg ;
Df = Dg

f(x) = g(x)pour x € Df = Dg;

f et g sont égales et on note f = g si et seulement si {

Exemplel
1°) On donne f(x) = /(x-1)° etg(x) = | x-1 |

Veérifions si f = g.
X® + X

X

Exemple 2. On donne f(x) = x + 1 et g(x) =

4°) Parité et périodicité.

Soit f une fonction numérique d’ensemble de définition Df et de représentation
graphique Cf.

a) Parité

x e Df ,—x e Df
f(=x)= f(x)

Interprétation Graphigue : La représentation graphique RG d’une fonction paire
dans un repére orthogonal admet I'axe des ordonnées comme axe de symétrie.

On dit que f est paire lorsque pour {

X € Df ,—x € Df

f(—=x)=—f(x)
Interprétation graphigue : La représentation graphique d’'une fonction impaire dans
un repére orthogonal admet I'Origine du repére comme centre de symétrie.

On dit que f est impaire lorsque pour {

Exercice.
Etudier la parité des fonctions suivantes :




3 2
|X| 2°)g:x—>X2JrX 3°)h:x—>X *2
/|x| -2 X X+1
b) Périodicité.
Soit f une fonction numérique d’ensemble de définition Df et T un réel strictement
positif. On dit que f est périodique de période T ou que f est T- périodique lorsque
00 {Xe Df,(x+T) e Df

f(x+T) = f(x).

1)f:x —>

Interprétation graphigue.

La représentation graphique d’'une fonction périodique de période T est invariante
par des translations successives de vecteur.

- -

V=kTi, kezZz*

Exemples.

*Les fonctions x — sinx et x — Cos x sont périodiques de période 2 7

En effet : pour tout xe IR, (x+27) <€ IR et sin (x+27)=sinx,cos (x+27)=cosx

*La fonction x — tan x est périodique de période 7
En effet : pourtant X € Din, (x+ 7)€ D,, ettan (x+7z)=tan x

tan

Exercice d’application.
1°) Démontrer que la fonction f :x— 3 cos?x — 2 cos 2x +1 est périodique de période 7 .

2°) Démontrons que la fonction g : x— %Xl est périodique de période 2 7.
sin2x —

5°) Fonctions majorée, minorée et bornée.
Soif f une fonction numérique d’ensemble de définition Ds.
*On dit que f est majorée s’il existe un réel M tel que pour tout x € Df, f(xX) <M. Le
réel M est un majorant de f.

*On dit que f est minorée s’il existe un réel m tel que pour tout x € Df, f(x) > m. Le
réel m est un minorant de f. Si f est a la fois majoré et minorée, on dit que f est
bornée. o
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Exercice.

. 1 L
1°) Montrons que la fonction f =x— 1 - — est majore.
X

2°) Montrons que la fonction g : X — 2 sin (3x) — 3 cos x + 1 est bornée.

6°) Opérations sur les fonctions.
Soit f et g deux fonctions numériques d’ensemble de définition respectifs Dret Dg.
*On appelle somme de fonction f et g la fonction f + g définie pour tout x € Df (1 Dg

par (f+ g (x) =f(x) + g (x).

*On appelle produit de fonctions f et g la fonction fg qui définie pour tout x € Df(] Dg
par (f + g) (x) = f(x).g(x).




*On appelle inverse de f, la fonction %définie pour tout x € Df ettelquef(x) = O

*On appelle quotient de f par g la fonction r définie pour tout x € Df (1 Dg et tel
g

que g(x) = O.
* On appelle composée de f par g la fonction gof définie pour tout x e Df et tel que

f(x) € Dg par (gof) (X)=g [f(x)]

Exercice.

On donne f(x) = LZ etg(x) = Vx* -1
X+

1°) Déterminer Ds et Dg.

2°) Sans expliciter les fonctions f+g, fg, i , fog et gof déterminer leur ensemble de
g
définition.

7°) Sens de variations.
a) Définition.

Soit f une fonction numérique définie sur I. *On dit que f est croissante sur |, Si
pour tous réels u et v de | tel que uZ v, on af(u) <f(v).
*On dit que f est décroissante sur | si pour tous réels u etv de | telqueu Zv,on a
f(u) > f(v).
Remargues.
*f est strictement croissante sur | si pour tous réelsuetvde ltelqueu Zvona
fu)y £ f(v).
*f est strictement décroissante sur | si pour tous réelsu etvde ltelquev £ u,ona
f(u) > f(v).
Exercice.

1°) Soit f la fonction définie par f(x) = XLi Etudier les variations de f sur les
X —

intervalles |-oo1 et sur L+

2°) Etudier les variations de la fonction :

g:X > - X2 +4x+2 sur }-0,2] et sur [2,+od

Dresser son tableau de variation. La fonction g admet-elle un maximum ou un
minimum ? Si oui, précisez-le et en quel réel il est atteint.

b) Propriétés.
* Soit f une fonction numérique, A un réel non nul.
Les fonctions Af et f ont le méme sens de variations si 4> Oet ont des sens de
variations contraires si 41 £ 0
* Soit f une fonction monotone sur | et g une fonction monotone sur J tel que f(1) C J.
* Sif et g ont le méme sens de variation alors g o f est croissante sur I.
*Si 'une des fonctions est croissante et I'autre décroissante alors gof est
décroissante sur |.

II) Changement de repére — Fonctions associées.

.



1°) Changement de repére.
a) Formules de changement de repeére.

> o> > o>
(o i, j)estunrepére duplan et Q un point de coordonnées (Xo,Yyo) dans (o, i, j)
- > > - >
Soit un point M de coordonnées (x, y) dans (o, i, j )et(X,Y)dans (Q i, j).
- - -

D’apres la relation de ChaslesonaOM=0 Q+QO M =
e e e T S
Xi+yj=xoi+yoj+Xi+Y]
-> - - -
Xityj=xo+X) i+ (yo+Y)]j
D’apres l'unicité des coordonnées on déduit
{x:xo+x {X =X—X0
=
y=yo+Y Y=y-Yyo
Les formules du changement de repere sont :
X =X—-X0
Y=y-Yyo
b) Application.
Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = - X2 + 2x +2
a) Ecrire la forme canonique de f(x)
- >
b) Soit le point Q (1,3) dans (o, i, )
- >
Déterminer I'équation Y = F(x) de la courbe (Ct) dans (Q,i, j).
c) Montrer que la fonction F est paire et déduisez-en que la droite d’équation x =1
est un axe de symétrie de (Cx).
d) Déterminer les points d’intersection de (Cr) avec les axes de coordonnées.
e) Tracer (Cf).

2°)_Eléments de symétrie.
a) Axe de Symétrie.
Théoréme 1.

Soit f une fonction numérique d’ensemble de définition Dr et (Cr) sa représentation
graphique dans un repere orthogonal.
La droite d’équation x = a est un axe de symétrie de (Cx) si et seulement si :
(2a—x) € Dretf (2a—x) =f(x)

Exemple.
Démontrons que la droite (A) : X = 2 est un axe de symétrie de la courbe

représentative de la fonction f = x — x? — 4x +2
Théoreme 2.

Soit f une fonction numérique de représentation graphique (Cf). La droite (A)

d’équation x = a est un axe de symétrie de (Cf) si et seulement si la fonction :
F : X— f(X+a) est paire.




Exemple
Soit f(x) = x2 — 4x +2. Montrons que (A) : x= 2 est un axe de symétrie de (Cf).

Centre de symétrie.
Théoréeme 1.
Soit f une fonction numérique d’ensemble de définition Dt et de représentation
- >
graphique (Cs) dans un repere orthogonal (o, i, j ) | un point de coordonnées (a,b).
| est un centre de symétrie de (Cf) si et seulement si : (2a — x) € Df et f(2a — x) + f(x) = 2b.

Exemple.
Soit f la foncton définie par f(x) = X—_i Montrons que le point I(-1, 1) est un centre de
X+

symétrie de (Cf).

Théoreme 2.

Soit f une fonction numérique de représentation graphique (Cf) dans un repéere
orthogonal (o, i, j). | un point de coordonnées (a, b) | est un centre de symétrie de
(Cy) si et seulement si la fonction :

G : X — f(X+a) — b est impaire.

Exemple.
Soit f la fonction définie par f(x) = 2x_—11 Montrons que le point I(-1,2) est un centre
X+

de symétrie de (Cx)
3°) Fonctions associées.
Theoreme
Soit f une fonction numérique de représentation graphique (Cf) dans un repére
orthogonale (o, i, j).
1°) La représentation graphique de la fonction x — - f(x) se déduit de (Cf) par la
symétrie d’axe (o, i)
2°) La représentation graphique (R G) de la fonction x — f(x) + a se déduit de (Cf)
par la translation de vecteur a |.
3°) La R.G. de la fonction x — f(x - k) se déduit de (Cf) par la translation de vecteur
Ki.
4°) Soitg : x — |f(x)
Si pour tout xe I, f(x) > 0 alors (Cg) et (Cf) sont confondues sur I.
Si pour tout xe | f(x) < 0 alors (Cg ) et (Cf) sont symétriques par rapport a (o, i).

Application.
Considérons la représentation graphique suivante de la fonction f.




1°) Quel est 'ensemble de définition de f ? Donner son tableau de variation.
2°) Soient les fonctions

g:—>-fx), h:x — |f(x) iix o> f(x-2)et j:x — f(x)+ 1.

a) A partir de (Cf), tracer les courbes représentatives des fonctions ci-dessus.
b) Préciser leur ensemble de définition et dresser le tableau de variation.

Correction.
1°) Df = [-2,4]
Tableau de variation de f.

2°) a) A partir de (Cf) tracons les courbes représentatives des fonction ci-dessous.




Chapitre 4 : Limites de fonctions numérigues.
I) Limite de fonction en l’'infini.

1°) Limite + o en+oo et limite - « en + o des fonctions de référence : x —»x x — x°

X—> VXX = X3

On suppose ces fonctions définies sur [1,+od,
Activité.

Compléter le tableau suivant.

10 102 10* 106 108 108

1
X2 1
1
1

Quelles remarques pouvez-vous faire ?
Correction.
On remarque que lorsque x prend des valeurs de plus en plus grandes vers +«, les

réels x2, x3 et +/x deviennent trés grands et finissent par dépasser n'importe quel

réel N aussi grand soit-il. On dit que les fonctions : x = X, X—>X2, X —X3, X— /X
ont pour limite +o0 lorsque x tend vers +«

Synthése.

On admettra: limx=+ o ; limx3=+»
X—> +0 X +©
limx2=+0w : [im +/x=+0
X —>+ X—> to

Cas geéneral.
Soit f une fonction définie (au moins) sur Ja,+od .

On dit que f admet +co pour limite et on note lim f(x) = +o, pour signifier que
X —> 4+
lorsque prend des valeurs de plus en plus grandes, les nombres f(x) deviennent tres

grands et finissent par dépasser n’importe quel réel M, aussi grand soit-il.

.



*On dit que f a pour limite -0 en +o et on note lim f(x) = - c pour signifier que
X—> + 00
lorsque x prend des valeurs de plus en plus grandes vers+ oo, les nombre f(x)

deviennent grands en valeurs absolues mais négatifs.

Exemples.

lim (-x) = - lim (-x3) = - o

X—> +00 X —> 00

lim (-x2) = - lim (=)= —oo

X —> +00 X —> 00

Propriéte 1.

Si pour x assez grand, f et g sont deux fonctions telle que f(x) > g(x) et si lim g(x) =

X —> 400
+ 00 alors lim f(x) = + o0

X —> 400
Exercice.

Soit f une fonction définie sur IR+ par f(x) = 3x? + 2x + 3.
a) Démontrer que Vx e IR*, f(x) >x?

b) En déduire lim f(x)
X —> 40

2°) Limite réelle en +o0 des fonctions :x —>1; x—>i, x—>i x—>i

X x> x* Jx
Activité.
Compléter le tableau suivant :

X 1 10? 10* 108 108 10%

1/x

1/x?

1/x3

V5

Que pouvez-vous dire lorsque x prend des valeurs de plus en plus grandes vers +x

Corrigé.

-



1.1
7 3

. 1 1
Lorsque x prend des valeurs de plus en plus grande vers les réels —; 5 T
X X X X

prennent des valeurs de plus en plus petites, proches de zéro (0) . On dit que les

. 1 1 1 1 o
fonctions x— =~ x—— Xx—>-— et x—>—= ontpour limite O lorsque x tend vers

X X2 X JX

+00.

Synthese.

Limi=0  lim==0 im L =0 lim L

X NG x3 N

X —> +00 X —> 400 X —> 400 X —> 400

Soita €IR* etnelN

. a . a . a
lim —n:O I|m—n:0 lim —
X X Jx

X —> +00 X —> —00 X —> +00

Cas geéneral.
Soit f une fonction définie sur Ja,+od. On dit que f a pour limite | en +c et on note

lim f(x) = I, pour signifier que lorsque x prend des valeurs de plus en plus grandes

vers +o les nombres f(x) viennent « s’accumuler » autour de |.

Propriété.
qmfx) =1 < lim [f(x)-1 |=0
X — +00 X—> +00

*Si lim (x) =1 on dit que la droite d’équation y = | est une asymptote horizontale a la
X—> 400
courbe (Cr) en + o

Remargue.

5




Silim f(x) =1 on dit que la droite d’équation y = | est une asymptote horizontale a la
X—> —00
courbe (Cr) en - .

II)_Limite d’une fonction en un point a.
Dans ce qui suit on note Df 'ensemble de définition de la fonction et a un réel tel que
* Soit a € Df

* Soit a ¢ Df mais a est une extrémité d’un intervalle inclus dans Df.

1°) Limite infinie en a des fonctions de référence : x— 1 X —> iz; X —>i3 et
X X X

x> =

Jx
Activité. ,
Compléter le tableau suivant

0« 0«
-107° -10™* -107* +10™* +107* +107

e b ez

Jx

Que constatez-vous lorsque x prend des valeurs de plus en plus proches en 0 ?
Correction.

Lorsque x prend des valeurs de plus en plus proches de 0.

: L1001 . :
1°"Cas : Six Z0, les reels—, — sont tres grands en valeurs absolues mais
X X

Lo . . 1 1 o
négatifs. On dit que les fonctions x — = x— — ont pour limite - « lorsque x tend
X X

vers 0 par valeurs strictement négatives.

: . . 1 1 1
2°M€ Cas : Six >0, lesreels —; — et —— prennent des valeurs de plus en plus

X x° JX

: . 1 1 1
grandes vers+oo. On dit que les fonctions x—~ x — — etx— —= ont pour

X X JX

limite + o lorsque x tend vers 0 par valeurs strictement positives. Lorsque x prend

L. 1
des valeurs de plus en plus proches de O, le reel —- prend des valeurs de plus en
X

. . 1 .
plus grande vers +, on dit que la fonction x — —- a pour limite +c lorsque x— 0.
X

-



Synthese.
On admet que :

.1 .1 1 .1
*lim = =+ oulim= =+ lim = =—-c oulim==+w
X X X X
x—0 X— 0" x—0 Xx—0"
x>0 X /0
.1 .1 .1 1
lim — =-0o oulim— =-o lim — =+o00 et lim— =+
X X X Jx
Xx—0 X— 0" Xx—0 Xx—0
xZ0
Cas général.
On dit que f a pour limite +c et on note lim f(x) pour signifier que lorsque x
X —>a

prend des valeurs de plus en plus proches de a, les nombres f(x) prennent des
valeurs de plus en plus grandes et finissent par dépasser n'importe quel réel M aussi
grand soit-il.

*Si lim f(x) = +0 on dit que la droite d’équation x = a est une asymptote verticale a
X — a
la courbe (Cx).
De méme lorsque lim f(x) = - o« , on dit que la droite d’équation x = a est une
X — a
asymptote verticale a la courbe (Cf).

2°) Limite finie en a.

Propriété 1

Si f est définie en a et si f admet une limite en a alors lim f (x) = f(a)
X—a
fExemples.
1°) *im x3 =0 lim v/x =0 lim x2 =0
Xx—0 x—0 x—0
2°) *Si a est un réel positif alors lim v/x =+/a
X—a
* Si P est une fonction polynéme alors lim P(x) = p(a)
X—a

Propriété 2.

Si au voisinage de a |f(x) < g(x) etsilimg(x) =0 alors lim f(x) =0

X—a X—a
Exercice d’application.

Soit f la fonction défini par f(x) = x? sin (lj
X

a) Démontrer que Vx =0 |f(x) | <X

b) En déduire lim f(x).
x—0




[Il) Opération sur les limites.
1°) Théoreme sur les limites.
Les théoremes qui suivent présentés sous forme de tableau permettent de

connaitre les limites de fonction f + g fg, ’ lorsqu’on connait celles de f et de g. Les
g

limites des fonctions f et g sont prises soit en —oo soit en + oo, Soit en un point a ; | et
I' sont des nombres réels. Les cases hachurées signalent les cas ou il n’y a pas de
conclusion en général, on dit qu'il s’agit de cas de formes indéterminées. Dans tous
les autres cas les résultats que nous admettrons sont intuitifs et faciles a retenir.

a) Limite d’'une somme.

f a pour limite I I I + 00 -0 + 00
Si g a pour limite ¥ + 00 -0 + 00 -0 -0
Alors f+g a pour |+ +00 —00 + 00 -0 FI
limite
- 39 -
. (1
Exemple : calculons lim (—+ x)
X
X —> 400
Iiml =0
X 1

X—+c0  tDonc pas somme lim [—+ xj =400

lim X = +o0 X

X — o

X —> 400

b) Limite d’un produit
Sif a pour I | >0 120 | >0 | £0 + 00 -0 + 00 0
limite |
Si g a pour I + 00 + 00 -0 -0 + 00 — 0 -0 + oo
limite I
Alors fxg a [r + 00 -0 -0 +00 +00 +00 - o0 FI
pour limite

Exemple : lim \/;[iz—ZXJ
X
*im +/X = +o0
X—> 40
*lim iz =0 etlim(-2x) =-0 d’ou
X

X —> +00 X—> +00

.



lim (X—lz - 2xj =—oo donc par produit

X—> +00

c) Limite d’un quotient.

*Cas ou la limite de g n’est pas nulle.

lim \&(X—lz - 2xj =

X —> 400

lim f | | + o + o -0 e + oo -0 + oo - oo
limg =0 | +oo I'’>0 r«0 |I'>0 'Z0 |+ |-o00 -0 + 00
ou -
o o]
lim f/g | 0 + 00 -0 -0 + 00 FI Fl FI Fl
Il

*Cas ou lalimite de g est nulle.

lim f I>0ou+oc |I>00u+o0 |IZ£00U-00 |[IZ00U-00 |0

lim g 0 0 0* 0" 0

lim f/g + 00 -0 -0 +00 Fl

NB : Les cas de forme indéterminées nécessiteront une étude particuliére chaque

foils qu’ils se présenteront. Ces cas sont au nombre de quatre + o, -00 0 X © ; %

o0
Exemples.
1°) On donne f(x) = x-1 . Calculons lim f(x) et lim f(x).
X
X—>0+ X—>+4w
3
2°) On donne f(x) = X2—2X+1 Calculons lim f(x)
X —
x—1
2°) Limites en +_d’une fonction polynéme et d’'une fonction rationnelle.

Propriété 1.
En +00 et -0, une fonction polyndme a méme limite que son mondme de plus haut
degré.

Exemple :

*Lim (-3x* + 2x + 1) = lim (-3x*) = -
X —> 400 X —> 400

*lim (2x? +4x — 1) = lim (2x?) =+
X —> —00 X —> —00
Propriété 2.

La limite en + « et en - « d’'une fonction rationnelle est égale a la limite en +« et -
oo du quotient des monomes de plus haut degré du numérateur par celui du
dénominateur.

.



Exemples.

. 2x2—x+1 .22 . . 2x2—x+1
1) lim —= = lim —= lim2x=- «© Im ——=—w
X+9 X X+3
X —> —00 X —> —00 X —> —00 X —> —00
. 2xP—x+1
lim ——— =+
X+3
X —> +00

NB : Les propriétés 1 et 2 ne sont applicables qu’en +« eten - «

3°) Limite de fonctions composées.
Théoreme.

Soient f et g deux fonction numeériques a, | et I' des réels ou infinis :
Silimg (x)=1etlimf(x) =1 alors lim (fOg) (x) =I
X—a X — | X—a

Exemples
Soit f la fonction définie par f(x) = cos (EJ
X

Calculons lim(x).
X — 400

Applications.
a est fini ou infini

* Si | est un réel positif et si limf(x) = 1 alors lim /f(x) =1

X—a X—a
*Si lim f(x) = +00  alors lim |/ f(x) =+
X—a X—a

Si lim f(x) = 1 (I réel fini) alors lim | (x) =|l|
X—a X—a
Silim f(x) = +o0 alors lim |f(x) = +oo

X—a X—a
*Si lim f(x) = - oo alors lim | f(x) =+
X—>a X—>a
x—1

Exemple : f(x) =
2X+1

Calculons lim f(x), lim f(x) et lim f(x)

1
X—>—00 X—>+0 x—>—§

xs-%

Exercice.




Xx-1

VX% +5x—-6

Calculer les limites de g aux bornes de Dy.

On donne g(x) =

4°) Limites et inégalités.
Propriété 1 :
a est un réel ou infini, f et g deux fonctions numériques admettant des limites en a.
Sif>g alors lim f(x) > lim g(x)
X—a X—a
Remarqgue : Cette propriété ne permet pas de calculer les limites de f et g mais de
les Comparer.

Propriété 2 :
a est un réel ou infini, f et g deux fonctions numérique.
*Si au voisinage de a : f > getsilimg (x) =+ alors lim f(x) = + .

X—a X—a
*Si au voisinage de a, f< g et si lim g(x) = - o alors lim f(x) = - .
X—a X—a

Propriété 3:

a et | sont deux réels ou infinis, f, g et h des fonctions numériques.

Si au voisinage de a, on a g(x) < f(x) < h(x) et si lim g(x) = lim h(x) = | alors lim f(x)= |
X—a X—a X—a

Ce théoréme est connu sous le nom de théoreme des gendarmes.

Exercice.
Soit f une fonction définie par f(x) = x2 — cos x.

1°) Démontrer qu’il existe deux fonctions h et g tel que h(x) < f(x) < g(x) xe IR.
2°) En déduire lim f(x) et lim f(x).
X—> 40  X—>—00

Propriété 4 :
a est réel ou infini, f et g deux fonctions numérique et I'un réel.
Si au voisinage de a, |f(x)—1/< g(x) etsilim g (x) =0 alors lim f(x) = I.

X—a X—a
Exercice.

f est une fonction définie par f(x) = Vx* + 2x — X
a) Démontrer que Vx>0, |f(x)-1 S%x

b) En déduire lim (x).
X—> +00




Chapitre 5 : Dérivation des fonctions numeérigues.

) Nombre dérivé et notion de tangente.

Activité
On consideére la fonction f définie par f(x) = x? et (C) sa représentation graphique
dans un repére orthonorméeé (0, i, j).
On note A et B les points de (C) d’abscisses respectives 1 et 2.
1°) Déterminer le coefficient directeur de la droite (AB) et son équation réduite.
2°) Soit un réel non nul h, M un point de (C) d’abscisse 1 + h et a (h) le coefficient
directeur de (AM).
a) Exprimer a(h) en fonction de h.
b) Quand h tend vers 0, que deviennent M et la droite (AM) ?

c) Calculer a = lim a(h).
h—0
3°) Soit (A) la droite passant par A et de coefficient directeur a.

a) Déterminer I'équation réduite de (A)
b) Etudier l'intersection de (A) et (C).
c) Tracer (A) dans (0 i, j).
Remarques :

*lim a(h) = lim fa+h)-7@ _,
1+h-1
h—0 h—0
2 est appelé le nombre dérivé de f en 1 on le note f (1) ainsi f’(1) = 2.

f(l+h)-f(Q)
1+h-1

est le taux d’accroissement de f en 1.

*La droite (A) est appelé tangente a (C) de f au point A (1,1). Cette tangente a pour
coefficient directeur 2 = f’(1).

Synthése.
1°)Théoreme — Définition

Soit f une fonction définie sur son ensemble D contenant un réel xo f est dérivable en
Xo Si et seulement si :

f(Xo+h)_f(Xo)_
h =

lim I oul estun réel.

h—0




Le réel | est appelé le nombre dérivé de f en xo. On la note f ’(xo). Ainsi f ’(Xo0)= .

Remargue.

Posons x = X0+ hqd h —0, X — Xo par suite lim % +h) = T(%) =

h

h—0
f(x) = (%)

X — X,

lim
h—>0

Ainsi, pour montrer que f est dérivable en xo on peut aussi montrer que
() - f(x
Lim 1= 106 _ | (1R
X—X,
X=X,

2°) Aspect graphique.

Soit f une fonction dérivable en xo de nombre dérivé f(x).

La droite (tangente) passant par le point M (Xo, f(Xo) ) et de coefficient directeur
f’(x0) est appelée tangente a (Cf).

Une équation de la tangente (T) a la courbe (Cf) au point Mo (Xo), f(X)) est :
(M) :y =f(xo0) (X — Xo)+ f(Xo)

Remarque :
1
Un vecteur directeur a la tangente (T) est le vecteur u [f'( )j
XO

3°) Aspect numérigue.

Soit f une fonction dérivable en xo de nombre dérive f'(xo). Alors on a :
f(Xo + h) = f(Xo).hf'(x0) + h q(h) ou q est une fonction veérifiant lim g(h) =0.

h—0
L’écriture f(xo + h) = f(xo0)+f ’(x0) h + h q(h) est appelée développement limité d’ordre
1 en Xo.
Le reel f(xo) + f'(xo) h est la meilleure approximation affine de f lorsque h est proche
de O.

4°) Aspect cinématique.
Sit » f(t) estla distance parcourue par un mobile depuis I'instant origine jusqu’a
l'instant t alors la vitesse instantanée de ce mobile a I'instant to est f (o).




Exercice d’application.

1°) Montrer que la fonction f: x — Ll est dérivable en 0.
X_
2°) La fonction f: x — +x—1+1 est-elle dérivable en 1 ?
Remarque :
- f
Lorsque lim M =+000U—©
X=X,

X =X,

alors la courbe (C) de f admet au point Mo (Xo, f(Xo) une tangente verticale.

II) Eonction dérivable sur un intervalle fonction dérivée.

1°) Fonction dérivable sur un intervalle.
Définition.

La fonction de | vers IR qui a tout x de | associe le nombre dérivé de f en x est

appelée fonction dérivée de f ou dérivé de f. On la note
f' f:1 >R

X — f'(x)
Propriétés.

*Les fonctions polyndmes, Sinus et Cosinus sont dérivables sur IR.
*Les fonction rationnelles sont dérivables sur leur ensemble de définition.

2°)_Fonction dérivée de fonctions usuelles
Activité.

Dans chaque cas, montrer que la fonction f est dérivable en xoe Df et préciser

'ensemble sur lequel f est dérivable.
a)f:x > ax+b oua, bdesréels

b)f:x — Jx
c)f:x—>l
X

d)f:x - x?

Synthése.
On admet les résultats suivants :

Fonction f f dérivée de f Ensemble de dérivabilité
x—k (ke IR) x—>0 IR
x—>ax+b(aelR,belR) X—a IR
X —> x“(neIN*) X— nx"? IR
*
x>+ X=>= 7 R
X
x—> /x oy L 0;+0d
2v/n

.



X— Sin X X—> COS X IR
X —> COS X X—> -Sin X IR
X— tan x 1 T T
X—> > ——+kz,=+kz
CoS“ X 2 2

3°) Opérations sur les fonctions dérivées.
Théoréme.
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un ensemble I. Alors les fonctions u + v,

au(aelR*) ,uy, 1 (v£0) et~ (v=0) sont dérivables sur | eton a
v v

(utv)'=u+vVv
(@u)‘=au
(uv) =uv+uv

(Ej =- \\//—;(v;tO)

Y

(Ej' _ u'v—zuv' (v0)

\' \'

Exemple.
1°) Justifier la dérivabilité des fonctions suivantes sur [0,+o0[ puis déterminer leurs

fonctions dérivées respectives.

f(x)= Vx+x etg(x) = Vx(x* - 2)

2x% -1
x? +1

2°) Justifier la dérivabilité de la fonction f : x—

4°) Dérivée de fonctions composées.

Théoreme.
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle | et g une fonction dérivable sur | tel que
f() < J. Alors la fonction g o f est dérivable sur | et pour toutx € I, ona(gof) (x) =

F(x) x g (f(x))

Exemple :

Soit f définie par f(x) = Cos+/x. fest la composeée de la fonctionu : x — Jx.
dérivable sur Jo+oo[ suivie de la fonction v : x — cos x dérivable sur IR. De plus
[o,+0 < IR donc la fonction f : v o u est dérivable sur Jo,+od. VxeJo,+oo ona:
f(x)=(vou) (x)=u(x). v(u(x))

ux)) = (Vx) =%
1o

donc f'(x) = T
X

; V(X) = (cos x)" = - sin x.

sin \&)




F(X)=- —— sinyx Vx e Jo,+od

2/

Applications.
Théoreme 2
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle.

*La fonction U ”(n € IN*) est dérivable surletona (U"Y)=nu‘Un-%

*S| u >0 sur | alors la fonction u est dérivable sur | et on a (\/U)z %
u
Cas particulier: aelR e belR
(sin(ax+b)) = a cos (ax + b)
(cos(ax +b))y=—a sin(ax +b)
Exemples.
Determinons la fonction derivée des fonctions suivantes
1°) f est la fonction définie par f(x) = (2x + 1)®
. e (1
2°) g est la fonction définie par g(x) = x sin (—]
X
o : e x—-1
3°) h est la fonction définie par h(x) = ,|——
X+2
Remargues :
Les fonctions Cosinus et sinus étant dérivables sur IR, elles sont dérivables en 0. Donc
. sinx—sino . sinx .,
Lim ——=Ilim ——=sin'(0)=coso0=1
X—0 X
X—0 X—0
-
- 48 -
Ainsi
. sin X 1
lim x
Xx—0
. COSX—COSO . cosx—1 . .
Lim ——————=1im =cos'0=-sino=0
X—0 X
X—0 X—0
_ cosx —1 0
lim X
Xx—0

.



[I1) Application de la dérivation.
1°) Sens de variation
Théoréme.
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
*Si f > o sur | sauf en un nombre fini de points ou f’ s’annule alors f est strictement
croissante sur .

*Si f’ £ o surl sauf en un nombre fini de points ou f s’annule alors f est strictement

décroissante sur |.
*Sif’ = o sur | alors f est constante sur |.

Remargue.
*Sif’> o sur | alors f est croissante sur |

*Sif’ < osurl alors f est décroissante sur |
Exemple :
1°) Etudier les variations de la fonction

f:x > x3=3x-2.

, . . 1
2°) Etudier les variations de la fonction g : x— x+—1
X+

2°) Extremum relatif ou local et derivée
Théoreme
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle | et xo un element de | distinct des
extremités de |.
1. Sifadmet un extremum relatif en Xo, alors f'(x0)=0
2. Sif s’annule en xo en changeant de signe alors f(xo) est un extremum relatif
pour f.
Pour le deuxiéme point du théoréme on distingue deux cas :

Si f’ s’annule en xo sans changer de signe alors f(xo) n’est pas un extremum local
pour f.
Exemple :
f(x)=x2
Vx e R, f(x)=3x2 et 3x*20. f’ s,annule en 0 et ne change pas de signe donc f(0)
n’est pas un extremum.

Exercice d’application.

-



Soit f la fonction définie par f(x) = ax? + bx + 2.
Déterminer les réels a et b tel que.

*f admette un extremum en — 1

*Le point A(1; 2) appartient a (Cf).

3°) Bijection — application a la résolution d’équation f(x) =%
a) Bijection et dérivation
Théoréme.
Si f est dérivable sur | et si f est strictement monotone sur | alors la fonction f réalise
une bijection de | sur un intervalle J = f(l).

Remarque
Si f admet un extremum en Xo alors sa représentation graphique admet au point de

coordonnée (Xo,f(x0)) une tangente horizontale. Ce théoreme est connu sous le nom
de théoréme de la bijection.

b) Equation f(x) = a( 2 €IR)
Théoreme 1:
Si f est dérivable et strictement monotone sur [a, b] alors pour tout élément pris

entre f(a) et f(b) 'équation f(x) = 2 admet une solution unique dans [a, b]

Cas particulier: 2=0
Théoreme 2:
Si f est dérivable et strictement monotone sur [a, b] et si f(a) et f(b) sont de signes

contraires alors I'équation f(x) = 0 admet une solution unique dans [a, b]

Exemple :
1°) Démontrer que I'équation x® — 3x + 1 = 0 admet une solution unique « dans

[-1.1]
2°) Vérifier que 0,3 L a £ 0,4

.



Chapitre 6 : Etude de fonctions et représentation graphique.

Plan d’étude d’une fonction.

Etudier une fonction consiste a :

1°) * Préciser 'ensemble de définitions D, de la f et lorsqu’il n’est pas donné par
L’énoncé.

* Vérifier éventuellement si la fonction est paire ou impaire ou périodique surtout
Lorsque la réponse a cette question parait étre positive et facile a obtenir. Dans
cecas:

- réduire le domaine d’étude
- préciser les éléments de symétrie de la courbe.

2°) Etudier le sens de variation de la fonction. Préciser les maximums et les
Minimums éventuels.

3°) Etudier les limites aux bornes de D. Préciser éventuellement les asymptotes.

4°) Consigner tous les résultats précédents dans le tableau de variation de la
fonction.
(ce tableau peut étre utile pour déceler rapidement une erreur grossiere).

Tracé de la représentation graphigue.

Pour tracer la courbe (C) d’'une fonction, il peut étre utile de :

- Chercher les points d’intersections de (C) avec les axes du repeére.
- Placer quelques points de (C) en calculant leur coordonnées.

- Placer les tangentes.

- Mettre en évidence les éléments de symétrie.

Tp1 : Etude d’une fonction polynéme.
fix > x3-6x2+9x -2
1°) Etudier la fonction f.
2°) Démontrer que le point I(2, 0) est un centre de symétrie de (Cf).
3°) Déterminer les points d’intersection de (Cf) avec les axes de repére.
4
5

°) Tracer (Cf).
°) Déterminer graphiquement le nombre de solutions de I'équation f(x) = m oum
e IR.

Tp2 : Etude d’une fonction rationnelle.
X% +3X+6
fix » ——M—

X+2
1°) Etudier la fonction f.

2°) Déterminer les réels a, b et c telque, f(x) =ax+b +

X+2
3°) Pour les valeurs de a, b, c trouvées.
a) Montrer que lim [f(x)—(ax+b)]=0 et lim [f(x)—(ax+b]=0
X —> +00 X —> +00

.



On dit alors que la droite (D) d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a (Cf)
b) Etudier le signe de f(x) — (ax + b) puis en déduire une interprétation graphique.

4°) Montrer que le point d’intersection des asymptotes est un centre de symétrie de
(C).;

5°) Tracer les asymptotes et (Cf).

6°) Déterminer graphiquement le nombre de solutions de I'équation f(x) = m ou m
e IR.

Te3: Etude d’une fonction rationnelle.

. . e 2x% +3x -2 , . :
Soit f la fonction deéfinie par f(x) =————— et (Cr) sa représentation graphique.
X —
1°) Montrer qu’il existe deux réels a et b tel que f(x) =a + ?X 5
X —

2°) Etudier f.

3°) Montrer que le point | de (Cr) d’abscisse 0 est un centre de symétrie de (Cx).
4°) Donner une équation de la tangente (T) a (Cs) en |.

5°) Etudier la position de (Cr) par rapport a (T)

6°) Tracer (T) et (Cf).

Trps Etude d’une fonction trigonométrique.
Soit f la fonction définie par f(x) = cos 2x — 2 cos x + 1.

1°) Démontrer que f est périodique de période 2 7z puis étudier la parité de f. En
déduire que I'étude de f peut étre réduite a l'intervalle [0, z].

2°) a) Calculer f'(x) pour tout x €0, 7] .
b) Résoudre dans [0, z] 'équation f(x) = 0 puis l'inéquation f(x) > 0.
¢) En déduire le sens de variation de f sur [0,z] puis dresser son tableau de
variation sur [0, 7]. Quel est le tableau de variation de f sur [- 7z, 7] ?

3°) On veut tracer la R. G. de f avec précision.
a) Résoudre dans [0, z] I'équation f(x) = 0. Quels sont les points communs & la
courbe (Cf) restreinte & [~ z, z| et & I'axe des abscisses ?

Préciser les coefficients directeurs des tangentes a (Cf) en chacun de ces points.
b) Tracer la courbe (C) restreinte a [- z, z].




Chapitre 7 : Suites Numérigues.

1) Généralités.

1°)_Définition.

*Définir une suite u c’est associer a chaque entier naturel n un nombre réel noté U(n)
ou Un.

* Une suite est donc une fonction u dont 'ensemble de définition est 'ensemble des
entiers naturels IN ou IN- {0,1, 2, ---}

Notation et vocabulaire.
La suite U est notée
U:IN > IR
n — Un
Un est le terme d’indice n ou le terme général de la suite notée U, ou (Un), parfois
(Un,)n eIN ;

Remarque.
*Un est 'image de n par la suite (Un).

*La suite (Un) est la restriction d’'une fonction numérique f a 'ensemble IN.

Exemples :

1°) Soit (Un) la suite définie par Un=n? +1

*Le terme d’indice 0 de (Un) est Uo =02+ 1 =1 Uo estle 1° terme.

* Le terme d'indice 1 de (Un) est U1 =12+1=2 Ui =2 estle 2°™ terme de (Un)

Le 100¢ terme de (Un) est Ugg = 992 + 1= 9802

2°) (Un) est la suite définie par Un = vn—4 Un est définie si et seulementsin—-4 >0
ien>4
Le 1°" terme de (Un) est Us =v4—-4 =0

Le 4e terme de (Un) estUs = 1/8—-4 =2

La suite (Un) définie par Un = +vn—4est alors notée (Un) n> 4.
2°) Modes de Généraion d’une suite.

a) Définition explicite.

On peut définir une suite a I'aide d’'une formule explicite permettant de calculer
directement a partir de n le terme Un.

Exemple.
n 1
Soit (Un) la suite définie par Un = (_1) Uo=1; U= ﬂ = __1;
n+1 1+1 2
2 3
UZ:(_l):l : US:QZ__:L
2-1 3 3+1 4

Cas important : (Un) est une suite définie par Un = f(n) ou f est une fonction définie
sur l'ntervalle [a,+o a>0




Représentation des termes de (Un).

Soit (Un) la suite définie par Un = f(n) ou f est une fonction définie sur [a,+oo , a>0
On trace la courbe représentative de f dans un repéere (o, i, j). la représentation
graphique de (Un) est 'ensemble des points isolés de coordonnée (n, f(n)) c’est-a-
dire (n, Un).

On place alors les termes Uo, U1, Uz, ..., Un sur 'axe des ordonnées.

Exemple :
Soit (Un) la suite définie par Un = - 2n +1. Placer graphiquement les 4 premiers

termes de la suite (Un).
Un = f(n) ou f est la fonction définie sur [0,+cd par f(x) = -2x + 1,
Tracer (Cf).

b) Définition par récurrence.
On peut définir une suite numérique a I'aide du 1°" terme Uo (par exemple) et
d’une relation dite relation de recurrence permettant le calcul d’'un terme a partir du
terme précédent.

Exemple :
Soit la suite (Un) définie par Uo = -1 etpourtoutn eIN U, = %Un +2

La suite (Un) ainsi définie est appelée suite recurrente.
Calcul des termes Ui, Uz, Us, et Usa

D’une maniére générale.

Si f est une fonction numérique définie sur un intervalle | tel que pour tout x e, f(X)
est aussi dans |, on peut définir une suite (Un) par la donnée de son premier terme Uo
ol Uoe | et pour tout ne IN, Un+1 = f(Un)

Représentation des termes d’une suite.

(Un) est définie par Uo et Un+1 = f(Un). On trace la courbe (Cy) et la droite (A)
d’équation y = x. On place d’abord Uo sur (0x). On place les points Ao (Uo, f(Uo) ), Az,
(Ug, f(U1)) Az (U2, f(U2)), ..., An (Un, f(Un))

Les termes Uo, U1, Uz, ..., Un sont situés sur 'axe des abscisses.

Exemple :




Soit (Un) la suite définie par Uo = 1 et Un+1 = 2Un+1. Placer graphiquement les termes
Ui, Uz, Us, sur I'axe des abscisses. Un+1 = f(Un) avec f(x) = - 2x +1.
Tragons (Cf) puis la droite (A) =y = x.

3°)_Suites majorées, minorées, périodigues.
Définitions.
Soit (Un) une suite numérique.
D1 : On dit que (Un) est majorée s’il existe un réel M (constant) tel que pour tout
nelN U, <M (U,ZM)

D2 : On dit que (Un) est minorée s’il existe un réel m (constante) tel que pour tout n

€IN, Un >m (ou Un>m)
Remargue : Une suite a la fois majorée et minorée est une suite bornée.

D3 : Soit p un entier naturel non nul.
On dit que (Un) est périodique de période P si pour tout ne IN, Un+p = Un

Exercice d’application.

3n?+2n+3

1°) Soit (Un) la suite définie par Un = 5
n°+1

. Démontrer que (Un) est minorée

par 3.
2°) Soit (Vn) la suite définie par Vn = 3 — 2 cos n. Montrer que (Vn) est bornée.

3°) Soit (Wh) la suite définie par Wn= (- 1)" . Démontrer que (Whn) est périodique de
période 2.

4°) Sens de variation d’une suite.

1°)Définition.
* La suite (Un) est strictement croissante si pour tout n de IN, Un+1 > Un.
* La suite (Un) est strictement décroissante si pour tout n de IN, Un+1 £ Un
* La suite (Un) est constante ou stationnaire si pour tout n de IN, Un+1 = Un

Remargue.
1°) La définition ci-dessus s’énonce de la méme maniére pour une suite croissante

ou décroissante ainsi :

(Un) est croissante si pour tout n, Un+1) > Un (Un) est décroissante six ne IN, Un+1
< Un




2°) Pour étudier le sens de variation d’une suite (Un) on peut :
- Soit étudier le signe de Un+1 — Un

. U : "
- Soit comparer ﬁ” et 1 lorsque tous les termes de (Un) sont strictement positifs.

n

Dans ce cas :

.U : .
*Si UL“ > 1 alors (Un) est strictement croissante.

n

.U : L
* Si ULA Z 1 alors (Un) est strictement décroissante.

n

Exemple :
Etudions le sens de variation de la suite (Un) définie par Un = 2—nl
n+

2°) Soit la suite (Vn) définie par Vn = n

n

a) Montrer que Vvn>1 Vn > 0.

b) Calculer Vous
Vv

n
c) En déduire le sens de variation de (Vn).
Théoreme :
(Un) est une suite définie par Un = f(n) ou f est définie sur [a,+oo[ avec a >0.
*Si f est strictement croissante alors (Un) est strictement croissante.
*Si f est strictement décroissante alors (Un) est strictement décroissante.

Attention ! La reciproque de cette propriété est fausse.

5°) Principe de la démontration par recurrence.

On considere en général une propriété ou proposition P(n) qui dépend d’un entier
naturel. Nous voulons montrer que P(n) est vraie pour tout n de IN. Le raisonnement
par récurrence dit que la propriété P(n) est vraie pour tout n €IN a condition que :
1°) P(o) soit vraie

2°) P(n) vraie implique Pn+1) vraie.

Méthode.
Pour démontrer par recurrence qu’une propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel
n, on procede en 2 étapes :

1°)_Initialisation.
On s’assure que P(o) est vraie.

2°) Hérédité.
On suppose que P(n) est vraie et sous cette hypothese on démontre que P(n+1) est
vraie . Lorsque cela est fait on conclut que P(n) est vraie pour tout n de IN

Remargue.
Les deux conditions (1) et (2) sont fondamentales dans la démonstration par

récurrence.

g



Dans la 2¢ étape, la supposition « P(n) est vraie » est appelée Hypthése de
récurrence.

Pour démontrer que P(n+1) est vraie, on s’appuie sur 'lhypothése de récurrence.
Exemple :

=1
=,U
Montrons par récurrence que VnelIN U, >1

II) Suite arithémtigues — Suites géomeétriques.

. - U,
Soit (Un) définie par U

n+1

+1

n

1°) Suite arithémtigues.

a)_Définition : On dit qu'une suite Un est arithémtique si il existe un réel r tel que

v ne INn Un = Un+r. Le réel r est appelé la raison de la suite (U, ), _,,

b) Exemple : La suite définie par v ne IN Un+1 = Un+2 est une suite arithémtique de

raison 2.
c) Méthode : Pour montrer qu’une suite (Un) est arithmétique, il suffit de montrer
qgue V neIN ; Un+1— Un est constante. Cette constante est sa raison.

d) Formule explicite (Un) est une suite arithémtique de 1" terme Uo et Vn e IN,
Un=Uo+ nr

Remarque : VP<n, U =U_ +(n-p)r.

e) . Somme des termes consécutifs.
Soit (Un) une suite arithémtigue de raison r et de 1°" terme U, alors la somme

S(o,n): Uo+ Ui+ U2+ ...+ Un2+ Un1+ Un = nT—i_l(Uo +Un)

Sen = nT+1 (Uo+Un)

Exemple : Calculons Sn=1+2+ 3+ ....+n
Calculons S'’h=0+2+4+ ...+ 2n

2°) Suites géomeétrigues.

a)_Définition : On dit qu'une suite (Vn)n est géométrique s'’il existe un réel g tel que
V1 = g Vh.
Le réel g est appelé la raison de la suite (Vn)

b) Exemple : La suite (Vn) définie par V, ,, = %Vn est une suite géométrique de raison

q =%.

.



c)_Méthode : La suite (Vn)
Pour montrer qu’une suite (Vn)n est géométrique il suffit de montrer que

Vn+
Vl = q ou Vn+l = an

n

d) Formule explicite.
(Vn)n est une suite géométrique de raison g et de 1°" terme Vo si et seulment si
Vh= q"Vo

Remargue.
V P<n Sipn) =Vp+ Vp+1 + ... + Vn1 +Vp

_ qN-p+l
S(P,n) =Vp _1q—
1-¢

3°) Applications

Soit U une suite définie par 1 4 etVn=Un— 1. Montrer que Vn est
n+1 nt o
5 5
une suite géométrique.

Exercice.
1 1 1
Calculer lasomme Sn=1+ =4+ —+..+—
2 4 2"




Chapitre 8 : Dénombrement.

I) Le langage des ensembles.

1°) Complémentaire d’un ensemble.

Définition.

Soit E un ensemble et A une partie de E ; Le complmentaire de A dans E note A ou

C'I: est I'ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pas a A. xe A signifie

que xg A
Exemple : Dans une classe mixte 'ensemble des gargons est le complémentaire de
'ensemble des filles et réciproquement.

Propriété.

Si A est le complémentaire de A dans E alors :
*ANA=¢

*AU A=E

*(A)=A

2°) Cardinal d’un ensemble.

a) Définition.
Soit E un ensemble fini. Le cardinal de E noté card E est le nombre
d’éléments de E.

b) Propriété.
Soit A et B deux ensembles finis.
Card(AUB) = card A + card B — card (A 1B)

Cas particulier.
Si A et B sont disjoints c’est-a-dire si A(l B = ¢ alors card (AUB)= card A + card B.

ANB=¢ = card(A N B)=0

3°) Partition d’un ensemble.
Soit E un ensemble. Une partition de E est constituée de parties non vides
disjointes et dont la réunion est E.




Remarque :
Si A, B, C forment une partitionde Ealors AUBUC=EetA(N B C=¢

II)_Produit cartésien.

1°) Définition.

Soit A et B deux ensembles finis, on appelle produit cartésien de A par B, noté A x B,
'ensemble des couples (X, y)ou xe Aety e B;

Remarque :
On peut dénombrer les éléments de AxB a 'aide d’'un arbre ou d’un tableau a double

entrée.

Exemple : Ondonne A = {1,2,3} ,B = {a, b}
Déterminons les élement de A x B
A l'aide d’un arbre.

AxB={La)(@b)(2,a)(2,b)(3a)(3b)}
On remarque que A x B a 6 éléments dont card (AxB) = 6 = card A x card B.

A l'aide d’un tableau a double entrée.

B |a b
N

1 (1;a |(;Db)
2 (2;a) |(@2;Db)
3 (3,2) (3,b)

A x B = {La),(Lb),(2,a),(2,b ) (3,a),(3,b)}

Remargue.
Déterminons les éléments de B xA

B x A {(bJ),(b,2),(;3),(al) (a2) (a3)
Les éléments A xB et ceux de B x A sont diférentsdonc A x B B xAsiA#B

.



Propriété.

Soient A et B deux ensembles finis

Card (A x B) =card A x Card B;

2°) Produit cartésien d’ensembles finis.

On étend a P objets (a1, a2 .... ap) la notion des produits cartésien . On obtient le
produit cartésien E1 x E2 x ... x Ep, 'ensemble des points ou p — uplets.

Exemples :
*Un 2 — uplet est un couple

* Un 3 — uplet est un triplet
* Un 4 — uplet est un quadruplet.

Un p — uplet de E est une suite ordonnée de p élément de E distincts ou non.

EP =E x E x ... x E, produits d’instincts de p ensemble égaux a E.

Exemple.
On donne E = {a,b} déterminons & I'aide d’un arbre les éléments de E3

Card E3= {(a, a,a);(a,a,b);(a,b,a);(a,b,b);(b,a,a);(b,a,b);(b,b,a); (b,b,b) }
Card E3=8 =23

Propriété.

Soient Ez1, Eo, ..., Ep des ensembles finis alors

Card (E1 x E2 x ... x Ep)=card E1 xcard E2 x.... xcard Ep

En particulier siE1= E2 = .... = Ep = E alors Card EP = (card E)P

Exercice.
1°) Dans une loterie on dispose de 3 roues identiques et portant les nombres 1, 2, 3,
4, 5, 6. Chaque numeéro dans chaque roue a les mémes chances de sortir que les
autres. Combien faut-il imprimer de billets de loteries ?

2°) Dans un sac il y a 6 boules identiques numérotés 1, 2, 3, 4, 5, 6. On tire
successivement 3 boules en prenant soin de remettre la boule tirée dans le sac
apres le tirage. Combien de résultats possibles ya t'il ?

NB : Un arbre méme imcomplet pourra vous aider a répondre aux exo (1) et (2).




Exercice 3.

Un sac contient 3 boules rouges et 4 boules vertes. On tire successivement 2 boules
en remettant chaque fois la boule tirée dans le sac

a) Combien ya- t'il de tirages possibles ?

b) Combien ya-t'il de tirages contenant 2 boules de méme couleur ?

c) Combien ya-t'il de tirages contenant au moins une boule verte ?

[I) Arangement et combinaisons.
1°)_Arangement.

Activité.
Dans un sac on a placé 7 jetons numéroés de 1 a 7. On tire successivement trois
jetons et on les place cbte a cote, le premier tire est a gauche, le deuxieme est au
milieu et le 3™ est a droite. Combien de nombre peut-on ainsi former ? On pourra
s’aider d’un arbre.

Corrigé

* Au 1°" tirage il ya 7 possibilités de tirer sur jeton.

* Le 1°" jeton étant tiré et non remis dans le sac, il ya 6 possibilités de tirer le
deuxieme jeton. Donc 7 x 6 possibilités de tirer les deux premiers jetons. Les deux
premiers jetons étant tirés il reste 5 jetons dans le sac. Donc il ya 5 possibilités de
tirer le troisieme jeton. Il ya au total 7 x6 x 5 possibilités soit 210 possibilités. On
peut aussi former 210 nombres.

Remarque :
Le nombre 7 x6 x 5 estle nombre d’arrangement de 3 jetons tirés parmi 7.0n le

note A =7 x6 x5

a) Définition :

Soit E un ensembile fini de n éléments (n >1) et P un entier naturel tel que n > p. On
appelle arrangement de P éléments de E. tout p. uplet de EP formé de P éléments
de E ; un arrangment de p éléments de E est donc une suite ordonnée de p éléments
d’intersection de E.

Remarqgue : Dans un arrangement I'ordre compte.
b) Propriétés.
P - P
Le nombre d’arrangement de P éléments de E noté A est définipar A° =n(n-1)
n n
n=2)...(n=-p+1)

Convention :AO =1et A1 =n
n n

.



c) Cas particuliers : permutation

n _ .
Un arrangement de n éléments de E est noté An =n ! (on lit factorielle n)

n
An =nn-1)(n-2).... (3 x 2 x1)
Par convention: Ol =1

P
Autres formules de A
n

|
Pour toutn > P. AP: -
n (n—p)!
2 3
Exemples A =n(n-1) A =nn-1)(n-2)
n n
Exercice.
1°) Calculer simplement les expressions suivantes :
_ (n+3) (n+2), S S S (5 )L G LI A%,
(n+2)! (n+3)!° no (n+1p’ n! A

2°) Combinaison.
a) Définition.
Soit E un ensembile fini de cardinal n et p un entier natureltelque 1 < p<n. On

appelle combinaison de p éléments toute partie ou tout sous ensemble constiuté de
p éléments distincts de E.

b) Propriétés.
Le nombre de combinaison de p éléments de E noté C  est défini par
n

P ! P ! P AF
C =" avec0 < p<n commeA = n alors C :A” avec
n pY(n—p)! n (n—p)! n p
0< p<n
0
Exemples : Cn =1 : nombre d’ensemble vide
n
Cn =1 : nombre de partie de n éléments (partie pleine)

1 N " .
C~ =n:nombre de partie a un seul élément (singleton)
n

C “=n:nombrede partie a (n-1) éléments.
n

Remarque.
Dans une combinaison, I'ordre ne compte pas. On reconnait une combinaison par un
tirage simultané par exemple.,
Pour tout entier pet ntel que 0< p<n

n —
C P_ C P

n n
Justification.

.



- P_ n! _ n! _ nl _¢ p
n (n-p)n-n+p)t (n—p)ip! pl(n—p)! n
Exercice.

1°) Calculer simplement
C4 . (:83 . C52xc31
10°'c®’ C%u

2°) Résoudre dans IN les éguations suivantes :
3 2 3 _ 2

ayc’ -c®=" %
n n 6

+5

b) 2 A%, +50 = A%,
On précisera d’abord I'ensemble de validité de I'équation.

c)_Formule du Bindme de Newton.
Exemple.

a et b sont deux réels non nuls
*(a+ b)=1

*(a+b)l=1a+1b

*(a+ b)? = 1a? + 2ab +1b?

*(@a+b)?= CO a2+C1 ab+C2b2
2 2 2

*(a + b)® = 1a® + 3a%b + 3ab? + 1b3

0
=C a3+C1 azb+C2 ab2+C3 b3
3 3 3 3

*(a + b)*= 1a* +4a°b +6a%b? +4ab? +1b*

:CO a“+C1 a3b+C2 a2b2+C?’ab3+C4 b4
4 4 4 4 4

On en déduit alors la formule générale de (a+ b)" oun € IN et a et b deux réels
non nuls. Pour les réels a et b non nuls et n un entier naturel on a

— n
(@a+b)"= C0 a”+C1 a”'lb+C2 an2+ . +C" 1ab”'1+Cnbn
n n n n

Cas particulier:a=b=1
Sia=b=1lalorsona:

m=cliclt s s L "
n n n n

d) Triangle arithmétigue de Pascal.




Propriété
Pour tout entier naturelsnetptelque 0 <P<n-1 ona:
Cp+1:C|O +Cp+1

n+1 n n

Exercice.

I)_Développer
(2x—1)°et (a+ 3)*

I) 1°) Rappeler le développementde (1 +x)"n e IN *
2°) En donant successivement a x les valeurs judicieusement choisies
calculer :

n

a)CO+C1 +...+CP ..+ C
n n n n
n

b)C0 - C1 + ..+ (F1)P CIO +...+(-1)" C
n n n n

[II) Une classe comporte 12 filles et 8 garcons. On veut choisir 5 représentants de
la classe pour la féte de fin d’année.

1°) Combien ya-t'il de choix possibles ?

2°) Combien ya-t'il de choix possibles ?

a) Si on les choisit parmi les filles ?

b) Si on choisit 3 filles et 2 gargons

c¢) Si on choisit au moins 2 filles.

IV) On se propose de tester I'efficacité d’une serrure a code d’un systéme
d’alarme. Une porte est munie d’'un dispositif portant les touches 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8,9 etA, B, C, D. La porte s’ouvre lorsqu’on frappe dans l'ordre trois chiffres
necessairement distinctes, les deux lettres non.

1°) Quel est le nombre de codes possibles ?

2°) Détrminer le nombre de codes repondant a chacun des critéres suivants :

a) Les 3 chiffres pairs

b) Les deux lettres sont identiques

c) le code contient deux chiffres impairs.




Chapitre 9 : Statistigues.

1) Vocabulaire statistigue.

1°) Population statistique.

On appelle population statistique, I'ensemble sur lequel porte une étude
statistiqgue. Chaque élément de la population est appelé individu.

2°) Caractere statistique

Le caractre ou caractére statistique est la propriété étudiée lors d’une étude
statistique. Le caractere est dit quantitatif quand on peut le mesurer. Par
exemple : la taille, le poids, les notes sur 20,...

Dans le cas contraire, le caractere est dit qualitatif.

3°) Fréquence.
La fréquence d’une valeur est le quotient de I'effectif de cette valeur par

I'effectif total. Si ni est I'effectif de la valeur Xiet N I'effectif total alors la frequence

. n.
de la valeur xi est fi= WI

.y . x100
Elle est souvent exprimé en pourcentage fi (%) = N x

4°) Effectif cumulé croissant et effectif cumulé décroissant.
L’effectif cumulé croissant d’'une valeur est la somme des effectifs de cette valeur
et de celles qui la précédent.

L’effectif cumulé d’écroissant d’'une valeur est la somme des effectifs de cette
valeur et celles qui la suivent.

Considérons une série statistique représentée par le tableau ci-dessous.

Valeur X; X1 X2 X3 ... | Xp-1 Xp
Effectif ni N1 n2 ns3 ... | Npa Np
E.C.C. N1 ni+nz ni+n2 +n3 | ... | N1+n2+NNn3+ ...+np-1 | n1+n2+Nns+ ...+np
E.C.D. ni+nz+...+Np=N Np-1 +Np Np
Il) Représentation graphique.
1°) Cas des caractéres quatitatifs
a) Diagrammes en batons.
Exemple :
Une étude statistique portant sur 'age de 110 éléves de la classe de 2" du lycée
a donné le tableau suivant.
Valeur du caractére 16 17 18 19 20 22
Effectifs 1 25 52 24 7 1

a) Quelle est la population de cette série statistique ?
b) Quelle est le caracture étudié lors de cette étude statistique ?
c) Construire le diagramme en baton des effectifs de cette série statistique ?

.



Remargue.

Les « batons » sont des traits verticaux dont les longueurs sont proportionnelles

aux effectifs.

b) Diagramme circulaire.

Exemple : Dans une entreprise, la repartition du parc automobile suivant la
puissance fiscale est donnée dans le tableau suivant :

Puissance ni en cheval vapeur (cv) 4 7 9 10 11
Nombre de véhicule 1 5 8 4 2
1°) Quelle est la population de cette série sttistique ?
a) Préciser son effectif
b) Quelle est la propriété étudiée ?
2°) Représenter cette série par un diagramme circulaire.
N (eff. total) représente 360°
ni (eff de la valeur x; ) représenté par S.
2°) Polygone des effectifs cumulés croissants et décroissants.
Puissance en CV 4 7 9 10 11
Nombre de véhicules ni 1 5 8 4 2
Tableau des effectifs cumulés croissants et décroissants
Puissance 4 7 9 10 11
en CV
E.C.C 1 6 14 18 20
E.C.D 20 19 14 6 2

Pour représenter le polgone de E.C.C. on place dans un repére orthogonal les
points A1 (4,1) , A2 (7,6), As (9,14), A4 (10,18), As (11,20)
De méme pour représenter le polygone des ECD on place dans un repére

orthogonal des points : B1 (4, 20) , B2 (7 ;19), B3 (9 ;14); B4 (10,6) ;Bs(11,2)

Exemple 2 : Cas ou les données sont regroupées en classe.
Une enquéte faite auprés de 24 éléves d’une classe de premiére D portait sur la
durée du trajet nécessaire a chacun pour se rendre au lycée.
Les résultats sont regroupés par le tableau suivant

Durée du trajet en (mn) [010[ | [10,20[ | [20,30[ | [30,40

Nombre d’éléves n 5 6 9 4
Représentons les polygones des ECC et ECD de cette série :

Classes [0;20] [10; 20[ [20; 30 [30; 40

ni 5 6 9 4

E.C.C 5 11 20 24

E.C.D 24 19 13 4




Pour représenter les polygones des E.C.C on place dans un repére orthogonal
les points A1(0, 0) A2(10,5) As3(20, 11), A4 (30, 20) ; As (40, 24).

Pour représenter les polygones des E C D, on place dans un repére orthogonal
les points B1 (0, 24) , B2(10,19), B3 (20, 13), B4 (30, 4) B® (40, 0)

Echelle : En abscisse : 1 unité par 5
En ordonnée : 1 unité représentée par 5.

3°) Histogramme :
Considérons I'exemple précédant :

Classe [020] [£0,20] [20,30] [30,40[

Eff 5 6 9 4

En abscisse:1cm —» 10
En ordonnée:1cm —» 1

lI)_Caractéristique de positions :
1°) Le mode.
Le mode d’une série statistique est toute valeur ou modalité d’effectif maximal.

Remargues.
1°) Une série statistique peut avoir plusieurs modes. Dans ce cas, on dit que la

série est multimodale si la série admet 2 modes on dit qu’elle est bimodale.

Si la série admet 3 modes on dit qu’elle est trimodale.

2°) Lorsque les données sont regroupées ou classés, le mode est appelé classe
modale.

2°) Médiane d’une série statistique :

On appelle médiane d’une série statistique tout nombre réel, M vérifiant la
propriété suivante : « I'effectif des valeurs strictement inférieurs a M et I'effectif
des valeurs strictement supérieurs a M ne dépassent pas la moitié de I'effectif
total »

Remargque :
La médiane d’une série statistique est la valeur qui partage la série en deux

séries de méme effectif.
Lorsque les données sont regroupées en classe, la médiane est appelée classe
médiane.

3°) Moyenne.
La moyenne d’une série statistique est le nombre réel noté X définie par :

X, +NyX, +.+ N X,

N +n, +..+n,
Soit une série statistique représentée par le tableau suivant :

Valeur x X1 | X2 | Xp




Effectif ni | N1 | n2 Np

On note N =n1 +n2 +... + np = effectif total.

Remargque :

1
X :W(nlxl +N,X, +...+ N X))

p
. . 1 ..
En utilisant le symbole Z (somme) on obtient la formule x :W an Xi
=1
Remargues.
Lorsque les données sont regroupées en classe les valeurs xi sont remplacées par

a+b
les centres des classes. Le centre de la classe [a,b[ est —

Le mode, la médiane et la moyenne sont appelés caractéristiques (ou parametres)
de position d’'une série statistique.

IV) Caractéristique de dispersion.
Les caractéristiques de dispersion sont des indicateurs qui permettent d’apprécier la
dispersion de la valeur autour de la moyenne.
1°) Ecart moyen.
L’écart moyen est la dispersion des écarts a la moyenne.
Soit une série statistique représentée par le tableau suivant :

Valeur X X1 X2 Xp

Eff ni n2 Xp...

L’écart moyen de la série noté em est définie par :

nl‘xl—i |+, |x, —X‘+...+np X, =X |
€m =

=1

2°) La variance
La variance est la moyenne des carrés des écarts a la moyenne. On la note V

0 (%, = X)2 410, —=x)? +...+n, (x, =X )
N

V =

En utilisant le symbole Z , on obtient la formule condensée.

V =

p
Z ni(Xi - )_()2

=1

L
N

.



Autre formule de la variance.

p
1
== > ni(x
N
1=1
P
. 1 N L o
Par suite V:W > nl(xi —2Xi X+ X )
i=1
1 . .2 o,
V:W anm =2nI Xi X+ni X+ni X

1 2 2 .. XP .
V= N an XIZ—WXZHIXI+WZI‘II

P P

Ori x> =X

P
:i Z ni i’ — X2
N

3°) Ecart type.

L’écart type est la racine carrée de la variance. On le note o=\

Remarque.

L’écart moyen, la variance et I'écart type sont appelés caractéristiques ou parametre
de dispersion d’'une série statistique. lls sont d’autant plus grand que les valeurs Xi
s’écartent d’avantage de la moyenne.

Exercice d’application.
On considere la série représentée par le tableau suivant :

Durée du trajet en mn [020] [10,20[ [20,30] | [30,40]

Nombre d’éléves 5 6 9 4

1°) Calculer la durée moyenne (dm) de cette série.
2°) Calculer I'écart type de cette série.




