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CHAPITRE 1

LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

1.1 Rappel:

1.1.1 Propriétés des limites :

a) Propriété 1 : les limites usuelles en + - et en —

lim x=—o ; lim ¥ = +oo ; lim ¥ = —co.
X—>—o0 X—>—oo X——oo
Iim x =4 ; lim ¥ = +oo ; lim ¥ = +oo.
X—>+o0 X—r—+0o0 X—>+-o0

. . ; Sinest pair
On général :Vn € N*: lim x" = 4. et lim x" = { oo p

X—ro0 X——00 —oo ; sinestimpair
. . 1 o1 . 1 ) 1
Ona: lim /x=4o; lim —==0; lim - =0; lim - =0; lim — =0.
X—>+-o0 X—r-o0 \/)_c X—r—00 X X—r4o0 X X—>+o0 x3
oo . .
Onaaussi: lim — =0; lim —Z:O; lim —3:O.
X—>—o0 X X—>—oo X X—>—oc0 X

1 1
On généralona:Vne N* lim — =0 et Ilim — =0.
X—>—oo xT x——oo x"

b) Propriété 1 : les limites usuelles en 0

e (VneN*):limx"'=0.
x—0

o1 o1 ) 1 ) 1 ; Sinest pair
e lim —=+4c; lim —=—o0; (VneN*): lim —=+4o; Ilim —= oo . p ..
=0+ X *—0- X x—0+ x" x—0— X" —oo | S1nest impair
) 1
o lim — = +oo.

x—07T \/)_C

Théoreme

Soit f une fonction
lim f(x) = lim f(x) =1« lim =1
x—at x—a~ x—a
Ce théoreme reste valable si / € R ou 40 ou —co.
Les formes indéterminées : " § ";" = "; "(+o0) + (—o0)"; "0 X 0",

()



1 CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

¢) Propriété 3 : limite d’une fonction polynome- limite d’une fonction rationnelle

Soient P et Q deux fonctions polyndmes et a € R, alors on a :
: CpN. o o P(x) _ P(a)
.lgl}lP(X)—P(Cl), SlQ(a)#O%%%—w
e Si ax" et bx™ sont des termes de plus haut degré de P et Q respectivement (a,b € R et n,m € N¥)

alors : » ;
lim P(x) = limar et Tim o) — fim &
X—>00 X—>o0 x—eo Q(x)  x—vo0 bx™

d) Propriété 4 : Limites des fonctions irrationnelles

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme [a;+oo[, avec (Vx € [a;+o9[) :

f(x)>0.Si lim f(x)=/letl>0alors lim /f(x)= VL.
X—>—4o00 X—> o0
Si xl_l)r}_loo f(x) = +oo alors XETDO V f(x) = oo,

e) Propriété 5 : Limites des fonctions trigonométriques

i t 11— 1
lim 500 i ) g 000 L
x—0 X x—=0 X x—0 X 2

f) Propriété 6 : Théoreme de comparaison

Soit I un intervalle de la forme [a; +oo] et [ € R et soient f ; u et v des fonctions définies sur [ :

1). Si { (vx € 1); flx) 2 u(x) alors : lim f(x) = 4o

XETOOM(X) - +°° X—>foo
(Vxel); f(x) <u(x
2). Si { lim u(x) = —oo alors xgmm f(x) =—o0
X—>4-o00
(Vx € 1); u(x) < £(x) < v(x
3). Si - _ _ alors: lim f(x) =1
{ JMim u(x) = lim v(x) =1 Ao
f (Wxe D) [f(x) =1 S ulx) .
4).8i9 lim u(x) =0 alors : XETOO (x)=1

Ces résultats restent valables, en — et en a (a € R) et a droite en a et a gauche en a.
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1 CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

1.1.2 La série des exercices n°0 :

exercice 1 : '

1) Déterminer les limites suivantes :

a) lim x4; lim x4; lim x5; lim »°
X—r—00 X—r+oo X—>—00 X—r oo
b) lim x*: lim x*; lim x**'; lim x*"!
X—r—00 X—> o0 X—y—0o0 X—rto0
2) Déterminer les limites suivantes :
.1 .1 .1 .1 ) ) 1
a) xglzloo F ’ x1—1>r-ir-1°° ; ’ xl—l>rlloo x_4 ’ XEIEw )F b) xgr-il:loo \/)_C 7 xl—l>r—10—1°° W
Exercice 2 : '
Soit f la fonction définie par :
Vx+3-2
fry=YE272 oy
x—1
SO =55 irs
1) Déterminer lim f(x)et lim f(x).
x—07t x—0~
2) Est que la fonction f admet une limite en 0 ?.
Exercice 3 :
2 s
1) Soit f la fonction définie par : f(x) = 2+sinlx)
X
a) Montrer que
1 3
(Vx>0): - < f(x) <=
X X
b) En déduire : lim f(x)
X—r+oo
— 1
2) Soit g la fonction définie par : g(x) = COS(X)—H
X

a) Montrer que pour tout x > 0 :
—l<gly)<——1

X
b) En déduire : lim g(x)

X—+o0

Exercice 4 : .. .
; Calculer les limites suivantes :

(1). EI’JIrl =3xvx+1  (2). grf Vax+1-2vx—1 (3). lim Vx2—x+1—x

X—>+00

+
(4). lim x+vVx2+1 (5). ET 2+x—2x (6). lim V4x2+1+2x—1
X——©o0 X oo

x——o0
(7). lim Vx2+x—x (8). lim Vx2+x+x

X—>+o0 X—r—0
LEXCLCCS:I Calculer les limites :
in(5 t in(5
(1), 1im S0y gy Oy SO
=0 X =0 3x x—0 tan(x) x— T tan?(x) 42

Vx+1-1 cos(3x) —cos(x) cos(x)

1
5). I 6). 1 7). lim ———— (8). i in | —
Q) x50 tan(x) (6) x50 sin(3x) + sin(x) xi}; 1 —sin(x) ) Mt (x>
. : . _ 1 —cos(x) , x
9). 1 11— t 10). lim t 11). 1 12). Iim ————
9) x_?;( sin(x)) tan(x)  (10) le%li an(x)  (11). lim Sin(5x) - an(2x) (12) Jim, T cos()
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1 CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

Exercice 6 : .. )
Calculer les limites suivantes :

1 X2 4+x+1
1). imx?+2x+3 2). lim ——— 3). limvVx24+2x+3 4). im ————
( ) x1—>n%x Xt ( ) xl—>r%x2—|—2x—|—3 ( ) x1—>r% X0 et ( ) xl—r>r(l) x+1
M Calculer les limites suivantes :
2 3 2
-9 —27 2— 2x+1
1. lim> (2). lim™~ 3). tim 2= 4y g 2L
=3 x—3 =3 x—3 x—2+t X2—4 x——1 x2+x
3 2 4 3, .2
2 2x+1 -2 —1
(5). lim “EEEREL ) i LY
x——1 x+1 x—1 xX24+x—2
Vx+12-3 Vi+1-2 -8 2—x
7). lim —————— 8). lim —— 9). im ——— 10). lim ———
<> x—l>n—l3 x2—9 () xl—>n% x—3 <) x1—>r%x2— x—+2 ( ) x1—>n%(x—3)2
LM Calculer les limites suivantes :
o 2x2—x+5 =24 x+1 . 2x2—4x+3
(1. x1—1>IJrrloo x—3 @). e S px_8 (3). xotee 2 xt1
x 1 . 1=47 x2+1
(). x1—1>r£1wx2—|—1 _x+3 ) x1—1>Too X— (6) xl—>+o<> X
Exercice 9 :
Calculer les lirgites suivantes : Lo o
X — X X X
1). 1 2). lim ——— 3). 1 - (4). lim ———
W) fim > @ limes O im e W lineT—
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1 CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

Test diagnostique :

‘Exercice (10 pts) ‘
I) Calculer les limites suivantes :
) lim x*; 2) lim —2x° ; 3) lim —4x® + 10x 1
X—»—00 X—>+oo X—r—00
Vax+1-3 —x+2
4) lim vVx2—v5 ; 5) lim L2 6) lim — 2.25
x—2 x—2 =1t x—1
2x—1 245
7) lim S ; 8) lim Y12, 9) lim V2 —2-x 2.5
x——1t x“4+x X—>—o00 X XYoo
2x% +2
10) lim /x> +x4x ; 1) lim V2 tx—3x:  12) lim |/t 25
X—y—00 X—r+oo x——oo \[ x24+x+1
II) Soient a € R et f la fonction définie par :
X2—x4+2a ; x>2
f(X) = X2 —x=2
— ; x<2
x—2
1) Déterminer : lim f(x) en fonction de a. 0.5
x—2+
2) Calculer : lim f(x) 0.73
x—27
3) Déterminer la valeur de a pour que la fonction f admet une limite en 2. 0.5
Correction
DI1) lim X =—c0 (Car 3 est un nombre impair).
2) lim —2x’ = —o (Carx— 4ooet —2<0)
X—>+oo
3) lim —4x 4+ 10x= lim —4x’ = 4o (car —4 <Oet lim x’ = —o0)
X—r—0o0 X—r—00 X——o0

4) (On est présence d’une forme indéterminée «6»)’ (pour résorber cette forme indéterminée, on
utilise la technique de multiplication par la quantité conjuguée),

e~ V2 VRVAF2HVE)
x1—1>1:|I—l°° *+2 \/_ o x1—>+°° \/)T—F\/_
VAR R
¥t X +24/x

x+2—x

Iim ——
X—>—+oo 1/x_|_2+\/}

2
Iim ————
Xt \ /X424 /X
=0 (car: lir£ VX2 +/x = oo
X—>+00
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1 CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

5) (On utilise la technique de multiplication par la quantité conjuguée) :

po VA3 (VAT 3) (VAT +3)
x—2 x—2 x—2 (x—2)(\/4x—+1+3)
4x+1—132
(x—2)(VAx+1+3)
. 4x—8
TN e )
4(x—2)

MR ) (VA T43)

= lim
x—2

4
lim —
—2/4dx+1+43
4 2

3+3 3

—x+2
6) lim Xt = Ho0: (Car: lim x—1=0" et lim —x+2=1)

=1t x—1 x—1+ x—1+

xr —00 -1 0 +00

e + | — | +

7) Calculons: lim : On ale signe de x> + x est :

x——17t x2 +x

2
Alors : lim x2+ =4oo,car: lim 2x—1=-3<0 et lim P 4+x=0"
x——1tx“+x x——17t x——17t
8)
245 245
lim *~ + = 1im 2 + (x = —Vx? car, x = —o0; x < 0)
X—>—00 X X—=—oo _\/y2
. x> +5
= Ilim — 5
X—y—o0 X
5
= Ilim — 1+—2
X—s—00 X
= -1
9)
V2 =2 —x)(v/x2 =2
lim VP —2—x — lim O )V —24x)
X—r—+oo X—> o0 1/x2_2+x
. xX2—2—x2
= lim ——
x—teo\/x2 2 4 x
-2
= lim ———
x—teo\/x2 2 4 x
=0 (car: lim \/x2—2+x= o)
X—>+o0

10) Calculons : lim +/x2+x+x (On est présence d’une forme indéterminée «+oo — co»)

X——o0
(Pour résorber cette forme indéterminée, on utilise la technique de multiplication par la quantité
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CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

conjuguée) :

Vx24+x+x

(VE T+ )T %)
VR
VIR 2

_ +x—x2
Vxl4+x—x

X
V2 x—x

Ona: lim —x=+4owet hm v/ x2 + x = +o0. on se trouve une forme indéterminée de la forme

X —00
[e s}

<< — >>, (pour pour resorber cette forme indéterminée, en factorise par x (en factorise par
[o0)

x% dans la racine) ). on a :

VX24x—x

X
1
= |x[-4/14+—-—x
X
1
= —x-4/1+——x (car:x — —eo; x <0)
by
1
= —x( 1+——|—1>
X
alors : il = ona:
‘ Vx24+x—x 1) /1 l +1 .
X
- ! - . - -1
lim 4/14+—-+1=2car: lim 1+—:\/1+O:1donc: lim = —
X —oo X X —o0 X X —00 1 2
1+;+1
11)
A2
lim Vx2+x—3x = lim x al —|—x_3)
X0 X0 X
2
= gim x|/ 3
X—> o0 X
) / 1
= Ilim x 1+——3>
X400 X
. ) 1
= —oo (car lim x=4oet lim /1+--3=1-3=-2<0)
x>0 X400 X
2x% +2 2x? 2x% 42
12) Ona: lim L i:2 ; donc: lim L:\/i
xo—wx2 4 x4+1  xo—eo x2 x——oo \| X2+ x+1
2 Bac - science exp Page 13 Pr. Ait iddir Younes



1 CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

1) lim f(x)= lim x> —x+2a=2+2a

x—2+ x—2F
-2 1
2) lim f() = fim S=2DCHD 123
x—2~ x—27 x—2 X—2~
3) Pour que la fonction f admet une limite en 2 il faut que : lirg+ flx)= lirg f(x),c-a-d:24+2a=
X— X—2Z

1
3,cra-d:a= <
cad:ra=;
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CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

1.2 La continuité en un point- la continuité sur un intervalle

1.2.1

Activité

La continuité en un point

Considérons la fonction f dont la représentation graphique (Cy) et le suivant :

1. Calculer les limites suivantes : lim f(x); lim f(x); lim f(x); lim f(x).
X—roo X—>—oo x—1- x—1+
2. a) Calculer les limites suivantes : lim f(x); lim f(x)et f(—1)
x——1t x——1-
b) Est-ce -que la courbe (Cy) est continue en le point d’abscisse —1.
3. a) Calculer f(3) et lim f(x)
x—3

b) Est-ce -que la courbe (Cy) est continue en le point d’abscisse 3.

Définition :

Définition 1.1
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I, et xqo € I.

On dit que la fonction f est continue en xo si : lim f(x) = f(xo)
X—X0

Exercice :

2
x“—1
Soit f la fonction définie par : X
f)y=2

Montrer que la fonction f est continue en xg = 1.
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1 CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

1.2.2 La continuité a droite et la continuité a gauche en un point
Définition :
Définition 1.2

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [xo;xo + r[ avec r > 0.

e On dit que f est continue a droite en a si : 1im+f(x) = f(xo).
XHXO

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme |xy — r;xg] avec r > 0.

e On dit que f est continue a gauche en xo si : lim f(x) = f(xo)
X=X

Propriété :

Proprieté 1.1
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et xo € 1.
f est continue en x si et seulement si f est continue a droite en xq et a gauche en x et

lim f(x) = lim (x) = £ ()

xﬁxo x—>x0

Exercice 1 :

Soit f la fonction définie sur R par :

f(x) :cos(ng—l; x<2
fxX)=vVx2+5-2; x>2
f(2)=0

1). Etudier la continuité de la fonction f a gauche en 2.
2). Etudier la continuité de la fonction f a droite en 2.
3). Est-ce-que la fonction f est continue en 2.

Exercice 2 :

Soit f la fonction définie sur R par :

{f(x):\/m; x> 1

fx)=x+1; x<I

1). Etudier la continuité de la fonction fenxy=1.

Quelques exercices :

Exercice 1

Soit f la fonction définie sur [1;4-oo[ par :

Est ce que f est continue en 2 ?

Exercice 2
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CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

. . . f('x) = 2 9 2 X # 3
Soit f la fonction définie sur R par : )i -
f3)= 3
Est ce que f est continue en 3 ?
Exercice 3
Vx2+4+3x—2
(x) = ;o x#1
Soit f la fonction définie sur R par : x—1
=5

Est ce que f est continue en 1 ?

La continuité a droite - la continuité a gauche

Exercice 4

Soit f la fonction définie sur R par :

1) Calculer f(—2)

2) Etudier la continuité de f a droite en —2.

3) Etudier la continuité de f & gauche en —2.

4) Est ce que f est continue en —2 ?

Exercice 5

p

Vax+5-3

f(x) T T ;x>
Soit f la fonction définie sur R par: ¢ f(x) = ax+3 x<l
3—3x ’
2
| ()= 3
1) Etudier la continuité de f a droite en 1.
3) Etudier la continuité de f & gauche en 1.
4) Est ce que f est continue en 1 ?
Exercice 6
( V—x+3-2
fla)= Y5 L x<—1
, X +1
Soit f la fonction définie sur R par : flx) = x—1 x> —1
3x +13 ’
| fED) =
Est ce que f est continue en —1 ?
Exercice 7
2
x-—4
Soit f la fonction définie sur R par : flx)= lx—2| pox>2
f(2)=1
Est ce que f est continue en 2 ?
Exercice 8
2
—3x+2 1 1
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = (3|;C_ 3)()621__|4) s f(1) = o et f(2) = ¢

1) Estce que f est continue en 1 ?

2) Estce que f est continue en 2 ?

2 Bac - science exp
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1 CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

1.2.3 La continuité sur un intervalle :
Définition :

Définition 1.3

e On dit que f est continue sur un intervalle ouvert |a;b| si f est continue en chaque élément de
Ja; b]

e On dit que f est continue sur un intervalle fermé |a;b] si f est continue sur l'intervalle ouvert
la;b| et f est continue a droite en a et & gauche en b

Remarque :
De la méme maniere on définie la continuité sur [a;b[ et sur |a;b] et sur | — oo; b] et sur [a; 4oo] .

1.2.4 La continuité des fonctions usuelles :

Propriétés :

Proprieté 1.2
e Toute fonction polynéme est continue sur [R.

e Toute fonction rationnelle est continue sur chaque intervalle inclue dans son domaine de
définition.

les fonction cos, sin et x — |x| sont continues sur R.

. . . . T
La fonction tan est continue sur chaque intervalle inclue dans D;g, = R — { 5 +kn} keZ.

La fonction x — /x est continue sur R™.

Pour tout n € N, les fonctions x — x" sont continues sur R.

1.3 La fonction de la partie entier :

Définition 1.4
On appel la fonction de la partie entier c’est la fonction qui est associe chaque élément x de R
I’unique élément de Z qui vérifier:n <x<n+loun—1<x<n.

Exemples :

E(2,1)=2; E(-21)=-3 E(15)=15; E(5.7)=5.

Résultats :

o E(x) <x<E(x)+1

5
4 i
3 —
2
L
F I S S B B N S S
4
S
— 3
— 4
{ 45
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1 CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

La fonction de la partie entier est continue a droite en n et non continue a gauche en n.

La fonction de la partie entier est continue sur [n;n+ 1].

La fonction de la partie entier est non continue en 7.
(VkeZ): E(x+k)=E(x)+k.

1.4 DL’image d’un intervalle par une fonction continue :

1.4.1 DP’image d’un intervalle - 'image d’un segment :

Proprieté 1.3
e [’image d’un segment par une fonction continue est un segment.
e [’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Remarque :

Si f est continue sur [a;b] alors il existe o et B de [a;b] tel que :
em=f(B)= i?f | f(x) la valeur minimale de f sur [a;b].
x€lab

oM=f(a)= Sl[lpb] f(x) la valeur maximale de f sur [a;b]. et f([a;b]) = [m;M].
xeja,

M=f(a)

T e e

]
e

o

1.4.2 DP’image d’un intervalle par une fonction strictement monotone :

Soit f est continue et strictement monotone sur un intervalle I, Le tableau suivant illustre les
différents cas possibles de I’intervalle f(I) :
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1 CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

) i 1)

Pl i e m 1 e 1 m 1t
o.tod (e) tm_1(e] he_1(6):1(0)
fo. o] tim 1(z); tim 1(2) , tm J(e); im 1(2)
oo | im_1(e):1(a)] 1(e):_im_1(e)
oo fim, Ao fm 1) i 1)t 10

® im_1(e), m 1) 16}, tm 11

Exercice 1 :

1) Soit f la fonction définie par : f(x) = 3x,
Calculer les images suivantes : f(] —e0;2]) ; f([1;5]) et f([1;+4oo])

2) Soit f la fonction définie par : f(x) = —2x+1,
Calculer les images suivantes : f(] —o0;0]) ; f([1;5]) et f([1;+4eo])

3) Soit f la fonction définie par : f(x) = x2,
Calculer les images suivantes : f(] —o0;0]) 5 f([152]) 5 f([1;400[) et f([—3;2])

2
4) Soit f la fonction définie par : f(x) = Xt 1,

Calculer les images suivantes : f(] —oo;1]) 5 f(]152]) et f([2;+0[)

Exercice 2 :

Soit f la fonction définie sur | — oo; 6], sa représentation graphique est le suivant :
X —oo -1 1 6

0 —1

Variation de f Ny ya Ny

-3 -2

Déterminer les images des intervalles suivantes : f([—1;1]); f(]1;6]); f(] —oo; 1]) et f(] —o0;6]).

1.5 Les opérations sur les fonctions continues

1.5.1 Théoreme :

Théoréme 1.1
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I C R, et k € R*,
Les fonctions f+g; f X g; k- f et |f| sont continues sur I.

Si (Vx € R) : g(x) # 0 alors les fonctions — et = sont continue sur I.
g§ 8
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1 CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

Exemples :

La fonction x — (x — 1)4/x est continue sur ]0; +oo[ comme produit de deux fonctions continues.

La fonction x — —— est continue sur ]0; 4eo[ comme produit d’une fonction continue et d’un scalaire,

donc f : x> (x—1)1/x— = est continue sur |0; o[ comme somme de deux fonction continues.
X

1.5.2 Composée de deux fonctions continues :

Théoreme 1.2

Soient f une fonction définie sur un intervalle I et a € I et g une fonction continue sur un inter-
valle J et f(I) C J.

Si f est continue en a et g continue en f(a) alors gof est continue en a.

Si f est continue sur I’intervalle [ et g est continue sur 'intervalle f(I) alors gof est continue sur
I.

Conséquences :

Soit / un intervalle ouvert et a € I.
Si f est une fonction positive sur I et continue en a alors \/f est continue en a.

Exercice 1:

Soit f la fonction définie sur | —eo;0[ par : f(x) = /1 —x.
1). Exprimer f comme la composée de deux fonctions usuelles.
2). Etudier la continuité de f sur | —oo0;0].

Exercice 2 :

1

Soit f la fonction définie sur | —oo;0[ par : f(x) = —.
x

1). Exprimer f comme la composée de deux fonctions usuelles.
2). Etudier la continuité de f sur | —e0;0].
Conséquences :

e Si f est continue et positive sur / alors \/f est continue sur /.
e Si f est continue sur / alors cos(f) et sin(f) sont continues sur /.
Exercice :

Montrer que la fonction f est continue sur / dans les cas suivantes :

) f(x)=vx—=2; [=[2;400]

2) f(x) =cos <x23—1>
3) f(x):sin< x2+1>

2 Bac - science exp Page 21 Pr. Ait iddir Younes



1 CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

1.6 Théoréme des valeurs intermédiaires

1.6.1 Théoreme :

Théoréme 1.3
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b] pour tout réel k compris entre f(a) et f(b) ,
il existe au moins un réel ¢ € [a;b] tel que : f(c) =k

y

e Si f est strictement monotone alors ¢ est unique.

Cas particulier : Si f change de singe sur [a; b] (par exemple si f(a) - f(b) < 0) alors il existe ¢ € [a; D]
tel que f(c) =0.

Exercice 1 :

Soit f la fonction définie par : f(x) =3x> —x—1
Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet au moins une solution sur [0; 1]

Exercice 2 :

263 4+ 5x— 1
Soit f la fonction défini : =
oit f la fonction définie par : f(x) 21

1) Déterminer f(1) et f(2)

2) En déduire que f(x) =4 admet au moins une solution sur [1;2]

Remarques :

Le théoréme des valeurs intermédiaires s’applique pour les intervalles : [a;+oo[ et | — o0; ] ainsi
que pour ]a;+oo[ et | —oo;b[ et méme pour R, en utilisant éventuellement les limites aux bornes des

ces intervalles.

Exercice 1 :
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = —x> —2x+5
1) Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet une unique solution o sur R,

2) En déduire que a € [1;2]
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1 CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

Exercice 2 :

x+2

x—1

1) Montrer que I’équation f(x) = 3 admet au moins solution @ sur [2;+oo,

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) =

2) En déduire que o est unique

1.6.2 Méthode de dichotomie (Calcul approché des solutions d’une équation) :
a) activiteé :

Soit f la fonction définie sur [1;3] par : f(x) = x> +x—3.

1) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution c sur I’intervalle |1;3].

2) Vérifier que 2 est le centre de I’intervalle [1;3] et calculer f(2) et en déduire que 1 < ¢ < 2.

3) Calculer f(1,5) en déduire un autre encadrement de c.

4) Donner une approximation de ¢ sur un intervalle d’amplitude 0, 25.

b) Méthode de dichotomie

Considérons une fonction f strictement croissante sur [a;b] et I’équation (E) : f(x) =0
L’ objectif de cette méthode et de trouver une approximation de la solution ¢ de (E) sur [a;b].

e Si f(a) =0 alors a est la solution demandée.
e Si f(b) =0 alors b est la solution demandée.
e Supposons que f(a)- f(b) < 0 alors ¢ €]a;b|.

1¢" étape : On divise I'intervalle [a;b] en deux intervalles [a;m] et [m;b] de méme amplitude

m= a—; étant le milieu de [a; b].
2m¢ étape : On calcule f(m).
1¢" cas : Si f(m) = 0 alors m est la solution demandé.
2¢m¢ cas : Si f(m) > 0 alors f(a)- f(m) < 0donc ¢ €la;m|
3¢m¢ cas : Si f(m) < 0alors f(b)- f(m) <0 donc ¢ €|m;b]

Exercice 1 :
Soit f la fonction définie sur [0;2] par : f(x) = x> +2x — 2.
1) Montrer que I’équation f(x) = 3 admet une unique solution ¢ sur I’intervalle [0;2].
2) Vérifier que 1 est le centre de I’intervalle [0;2] et calculer f(1) et en déduire que 1 < ¢ < 2.
3) Calculer f(1,5) en déduire un autre encadrement de c.

4) Donner une approximation de ¢ sur un intervalle d’amplitude 0, 25.

Exercice 2 :
1) Montrer que 1’équation x> 4+ x — 3 = 0 admet une solution o unique sur [1;2].

2) Donner une approximation du nombre o a la précision 0, 25.

2 Bac - science exp Page 23 Pr. Ait iddir Younes



1 CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

1.7 Fonction réciproque

a) Propriétés :

Proprieté 1.4
Si f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 7 alors pour y € J = f(I) :
I’équation f(x) = y admet une unique solution sur /.

Définition 1.5
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 7 et soit J = f([).

e La fonction réciproque de la fonction f est la fonction noté f~! définie de f(I) vers I qui a
chaque élément y € J = f(I) associé I’unique élément x € I tel que y = f(x).etona f~!(y) =x

b) Remarques :

(Vxel)(Vyeld): fx)=y&e [y =x

¢) Exemple :
La fonction f définie par : f(x) = 2x+ 1 est continue et strictement croissante sur R.
Ona lirf f(x) =4ocet lim f(x) = —oodonc f(R) =R.
X—> o0 X—r—00

Donc la fonction f admet une fonction réciproque de R vers R ; sa fonction réciproque est :

)=y = fO)=x
= 2y—1=x

_x+1

2

y

x+1

etdonc f~!(x) = 3

d) Exercice :
Soit f la fonction définie par : f(x) = v/x —2
1) Montrer que f est continue et strictement monotone sur [ = [2; 4oo|
2) En déduire que f admet une fonction réciproque sur f(I) qu’elle faut déterminer.

3) Déterminer f~!(x) pour tout x € £(1).

e) Autres propriétés de la fonction réciproque :
Activité :
Soit f la fonction définie sur [0; +-oo[ par : f(x) = x
1) Montrer que f admet une fonction réciproque définie sur I’intervalle J qu’il faut déterminer.

2) Déterminer f~!(x) pour tout x € J.

3) Construire dans le méme repere orthonormé la droite d’équation (A) : y = x et les courbes (Cy)
et (Cf—l )
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1 CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

Propriétés

Proprieté 1.5

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I alors :
o [~ est continue sur f(I).
o fet f~! ont les mémes variations.

o (Cy) et (Cy1) sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x dans un repeére
orthonormé.

o (Vxel): flof(x)=x
o (eJ):fof'(y)=y

f) Rappel (La restriction d’une fonction)

Définition 1.6

Soit f une fonction définie sur un intervalle / et soit J un intervalle inclus dans 7 :
si g une fonction définie sur J tel que : (Vx € J) : f(x) = g(x),

alors on dit que g est la restriction de f sur J.

Proprieté 1.6
Si f est continue sur / alors la restriction g est continue sur J.

1.8 La fonction x — {/x :

1.8.1 Introduction :

Soit n € N* — {1}, la fonction f définie par : f(x) = x" est continue sur R* (La restriction d’une
fonction polyndme) et strictement croissante sur R*, donc (Va € R™) I’équation x" = a admet une
solution ¢ € R™ unique, appelée racine n®"¢ de a.

1.8.2 Définition :

Définition 1.7

Soitn € N*—{1}:

o (Va € RT"), I'unique solution positive de I’équation x" = a, noté \/a est appelée racine n°"* de
a ou la racine de rang n de a.

e La fonction réciproque de la fonction x — x"* définie sur R™ noté {/ oux— V/x est appelée la
fonction racine de rang n.

Remarques : Soita € R™:  ¥a=./a; \/a=a et \/aest appelée aussi la racine cubique de a.

Exemple :

La fonction réciproque de la fonction x — x> sur R noté x — {/x est appelée fonction racine de
rang 3 ou (fonction racine cubique)
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1 CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

3) Propriétés :

Proprieté 1.7

e La fonction x — /X est continue et strictement croissante sur R™.

e VaeRT)(VbeRT):V'=a<b=1/a

e La courbe de la fonction x — /x et celle de la fonction x — x" sont symétriques par rapport
la droite d’équation y = x dans un repere orthonormé.

e Si f est une fonction positive et continue sur un intervalle I alors /f est continue sur I.

Exercice 1:

Etudier la continuité de la fonction f sur I’intervalle I dans les cas suivantes :
) f(x)=vVx2+1; I=R
2) f(X)=vV—-x2+4;  I=[-2;2]

3) f(x) = /cos(x) ; 12[0;2}

|
O e E BB

Exercice 2 :

1) Résoudre dans R les équations : =3 =16 :8=-7 ;¥ =-27 ;

2) a) Résoudre dans R 1’équation v/3x — 6 =2
b) Résoudre dans R I’inéquation /2x + 8 < 2

Exercice 3 :

1) Résoudre dans R les équations : =32 ; *=-2:3=-8 :x0=64 ;
2) Résoudre dans R I’inéquation v/8x+ 16 < 4

4) Théoreme Propriétés algébriques :

Théoreme 1.4
Si f est une fonction positive sur un intervalle ouvert I eta € [ etn € N—{0;1}

o Si igrcllf(x) =1>0alors )1(1:}1}1 Vix) =i
e Si: lim f(x) = +eo alors lim v/ f(x) = +oo
X—a X—a

> ces deux propriétés restent valables si x — +o0 ou —oo oua™

oua

Proprieté 1.8
Soient x;y € R’ et n;m € N* :

o/ Wx="%x et Yx= "Yx"
o xxy=yxy et (Yx)"=x" et = /=

=
=

S
=<

Exercice 1 :

/8
Simplifier les nombres suivantes : a = \ >7 - b=+v16 et c= 27
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1 CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

Exercice 2 :

I) Montrer que la fonction x — v/1 —x2 est continue sur = [—1;1].
I1) Calculer les limites suivantes :

Vx+8-2 8x* + 223
D lim V% —32+7: DlimY2+23 0 3lim LT 4y fim o
x—3 x—0 X x4—x2+8

X400 X—>+-o00

5) Puissance rationnelles : x" ; r € Q* :

Définition 1.8

Soient x € RY, et r € Q* (r:§,~peZ* etq € N*)
y4

x" est le nombre \/xP c’est a dire x1i = \/xP

Exemple :

W:x% ; %:x%; \/)_c:x% ; \S/F:x%; Vol =x3 ; Vit = x2 =2

Proprieté 1.9
Soient x et y deux éléments de R, et r;r' € Q*

1 X / x" X d /
Pyt e —=xT e =x"" o;:(—) o (&) =x" ex'-y =(x-y)

o x xXx p "
X X

Exercice :

1
2

1) Soit x € R™ simplifier les expressions : a) (x%> b) x% X x2 c)

V3227108
V6

3) Donner I’ordre croissante des nombres : a=+/5 ; b

2) Simplifier le nombre : A =

I
o
o0
=
U
I
(98]
W
(¢
—
U
I
w
p—
(@)
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1 CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

1.8.3 La série des exercices n°1 :

exercice 1 : '

1). On considere la fonction f définie par :

( _ tan(x) .
f(X)_\/m—l ’ x7€0
| f(0)=2

Montrer que f est continue en 0.
2). On considere la fonction f définie sur R* — {1} par :

() = Hx_fz\;;m L x#£0
f(1)=0

Montrer que f est continue en 1.
3). Montrer que la fonction f définie par :

Py = sin(x)
f0)=1

exercice 2 : '

On considere les deux fonctions f et g définies respectivement su R par :

; x#0 est continue sur R.

4x+1
f(x) 5 x<
x> —3x—-2
= 2
f(x) 3a_2) x >
-1
et g(x>_|x 1’ 2 x#l
g(1) =

1). Etudier la continuité de f en 2.
2). Etudier la continuité de g en 1.

exercice 3 : '

Soit f la fonction définie sur R par :

3_
S
flx) = n;x_—l?) ;x> 1

1). Montrer que est continue a gauche en 1.
2). Déterminer la valeur de m sachant que f est continue en 1.
exercice 4 :

|

Montrer que la fonction f définie par :

B (x—1)?
fx) = 2_1  * 71 est continue sur R™.
f(1)=0

exercice 5 : '

1). Montrer que I’ équation v/x3 + 8x+ 1 = 2 admet au moins une solution dans [0;2].

T
2). Montrer que 1’ équation 1+ sin(x) — x = 0 admet une unique solution dans [E;n} .

3). Soit f la fonction définie par : f(x) = x> +x— 1.
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1 CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

a). Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet une solution o sur R.
b). Montrer que o €]0; 1].

exercice 0 : '

Soit f la fonction définie sur |1; +eo| par :
fl =202
Vx—1
1). Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque f~! sur I’intervalle J que 1’on détermi-
nera.
2). Déterminer £~ (x) pour tout x dans J.
exercice 7 :

1). Montrer que I’équation 2x> 4 5x = 4 admet une unique solution o dans [—1;1].
2). En utilisant la méthode de dichotomie donner un encadrement de o d’amplitude 0.25.

exercice 8 : '

Soit f la fonction définie sur / = [§; oo par :
flx) =222 —x+1
Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque f~! sur I’intervalle J que ’on déterminera,
et déterminer f~!(x) pour tout x dans J.
exercice 9 :

Résoudre dans R les équations :
D.x6-3=0; 2.x*+7=0; 3)./x—
-

4. 2Fx+V2—x=v4; 35).4/1

exercice 10 : '

Calculer les limites suivantes :

i Vx+8-2 3 1
D lim Sm( ) .y th; 3). lim v+l
—0 /X -1’ x—0 x—=too /x4 1

_ 4/
4). lim x—\/x3+x2; 5). llm\/_ 11; 6). lim VX~ 1.
H

X—> o0 X — x>l x—1

exercice 11 : '

1). Donner I’ordre croissant des nombres suivantes :
V5, V4 V3 V8 5 V36
\V VV16 x V2

V23 x 2

=0.

ga

2). Montrer que :

exercice 12 : '

Soit f la fonction définie par : f(x) = \/x+ Vx2+1
1). Déterminer Dy et étudier la continuit€ de f sur Dy.
2). Montrer que f est croissante sur Dy.
3). En déduire que f admet une fonction réciproque f~! sur I’intervalle J que I’on déterminera.
4). Déterminer £~ (x) pour tout x dans J.
exercice 13 :

Soit f une fonction continue sur R, et a et b deux élément de ]0; 1| avec f(a) =0et f(b) =
Montrer que 1’équation f(x) = x admet au moins un solution sur |0; 1].
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1 CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

Quelques exercices corrigés

Exercice 1 ‘ La continuité en un point ‘

, o fx) = ; x#2 ,
Soit f la fonction définie sur [1;+oo[ par : 4 x—=2 Est ce que f est conti-
f2)=3
nue en 2?
Solution :
. V3x—2-2 . (V3x—2-2)(v/3x—2+2)
lim —— = lim
=2 x—2 =2 (x=2)(v/3x—2+2)
: 3x—2-2°
= lim
x—2 (x— 2)(m—|— 2)
. 3x—6
= lim
=2 (x—2)(v/3x—2+2)
. 3(x—2)
= lim
=2 (x—2)(v/3x—2+2)
= lim .
2By 242
3 4
= = 2) = —
donc f est non continue en 2. lirr% flx)# f(2)
X—
Exercice 3 ‘ La continuité a droite - la continuité a gauche ‘
( V—x+3-2
=YX T2 o
5 x+1
Soit f la fonction définie sur R par : flx) = -1 x> —1 ;  Est ce que f est
3x+3
—1
f= =7

continue en —1 ?

Solution :

a) Etude de la continuité de f & gauche en —1 :

 J13-2 (W EF3-)(VEF3+2)
Iim — = lim
x——1- x+1 x——1- (x+1)(\/—x+3+2)
. —x+3-22
= lim
x=o—1- (x+1)(v/—x+3+2)
—  lim 1
x—o—1" (x+ 1)(\/T+3+ 2)
: —(x+1)
= lim
x=—1" (x+1)(vV—x+3+2)

—1
= lim

x—=—1"y/—x+3+42

=11
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1 CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

donc f est continue & gauche en —1 : lim f(x)=f(-1)

b) Etude de la continuité de f a droite en —1 :

2 _ _
im oL o @ De+D
x——1+3x+3 x——1*t 3(X—|—1)
I x—1
= lim
x——1+t 3
-2
= 3 # f(—1)
donc f est non continue a droite en —1, lim+ f(x) # f(—1) |et donc f est non continue en
x——1
—1.
Exercice 5 ’ L’image d’un intervalle par une fonction ‘

—x+3
+1

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) =
x
Déterminer les images suivantes : f(] —oo; —1])

F(I=10) et f([0;+e)

Solution :

e f est continue sur | —oo;—1[ et sur | — 1;4o0[ ( fonction polyndme ).

o fi(x)= (x-_l——l)z < 0 donc f est strictement décroissante sur chaque intervalle de Dy.
Done : f(]—oo~1[) =] lim f(x); lim f(x)[=]—co;=1[. et
fU=10) =[f(0): lim flx)[=[0:+e et f([0:+eo]) =] lim f(x):f(0)]=]~1:3]

| Exercice 6 | |T.VI|
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = —x> —2x+5

1) Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet une unique solution o sur R,

2) En déduire que o € [1;2]

Solution :

1) e f est continue sur R (fonction polyndme)

ectona: lim f(x)=—c et lim f(x)=+o
X—>—+oo X—r—0o0
comme 0 €] — oo} +oo[ alors d’apres T.V.I I’équation f(x) = 0 admet au moins une solution
o sur R
e Ona: f'(x) = —3x> —2 < 0 donc f est strictement décroissante sur R, alors la solution o
est unique.
2) f(1)=3et f(2) =—7donc: f(2) <0< f(1) eton a f continue sur [1;2] alors d’apres T.V.I
o€ [1;2]
Exercice 8 ’ La fonction réciproque ‘
2
Soit f la fonction définie sur | — 1;4-oo] par : f(x) = xi 1
x
1) Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J a

déterminera.

2) Déterminer f~!(x) pour tout x € J.
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1 CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

Solution :

1) e f est continue sur | — 1;+oo| ( Restriction d’une fonction rationnelle).

2\ -1
o fl(x)= (ii 1> = T2 < 0 donc f est strictement décroissante sur | — 1; oo :

et donc f admet une fonction réciproque f~! définie sur J = f(] — 1;+o0)[:
J=f(]—Leo)[=] lim f(x); lim f(x)[=]1;4o0]
X—>o0 x——1T

2) Soitx € J =|l;4oo[ety € [ =] — 1;4o0]

)=y & f0)=x
N y+2
y+1
& y+2=x(y+1)
&S y+2=xy+x
s y(l—x)=x+2
x+2
=4 =
I—x
x+2
donc : f~1(x) =
onc: f'(x) —
La fonction x — /x
Srd-2
f()c):L ;. x#£4
Soit f la fonction définie sur [0; +oo| par : 1 4 Est ce que f est continue
4) = —
en4?
Solution :
_ Vxtd—2 , Jrtd =23 @ — b3
lim ——— = lim 5 : a—b= 55—
x—4  x—4 4 (x—4) (VA +2x+4+22) a“+ab+b
4-8
— lim e : (3/53:61)
A (x—4)(Vx+ 4 +2vx+444)
) x—4
= lim 3
24 (x—4)(Vx+4 4+ 2vx+4+4)
1
= lim 5
=4 x+4+2v/x+4+4
1 1
prm— _— = — = 4
iratd 1 W
donc f est continue en 4. lirrél1 flx)=f(4)
x—

Le nombre /a
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CHAPITRE 1. LES LIMITES ET LA CONTINUITE :

1) Soient a;b € R, simplifier le nombre :
6
A = (YaxViE
bi/a
\3/56 x /b
\/56 x Ya
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CHAPITRE 2
LA DERIVATION :

2.1 Rappel:

2.1.1 Activités :
Activité 1 :

Montrer que la fonction x — f(x) = x? est dérivable en 1. et déterminer f(1).

Activité 2 :
Soit f la fonction définie par : f(x) = vx+ 1
1) Déterminer f/(0) le nombre dérivée de la fonction f en 0.

2) Déterminer une approximation affine au voisinage de 0 de la fonction f.
3) En déduire des valeurs approchées de : 1/0.998 et 1/1.003

Activité 3 :
Soient f et g les fonctions définies par : f(x) = |x| et g(x) = /x
1) Etudier la dérivabilité de f en O et donner I’interprétation géométrique de ce résultat.

2) Etudier la dérivabilité de g en 0 a droite I’interprétation géométrique de ce résultat.

2.1.2 Résumer (Déja Donné )
Définition :

Soient f une fonction définie sur un intervalle ouvert / et a € I. On dit que f est dérivable en a s’il

existe [ € R tel que : lim M

=1. Le réel [ s’appelle le nombre dérivé de f en a qu’on
X—a X—d
note : f'(a).

La dérivabilité en un point - Interprétation géométrique du nombre dérivé
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2 CHAPITRE 2. LA DERIVATION :

La limite La dérivabilité Interprétation géométrique
lim M =1 f est dérivableenaetona: | (Cy) admet une tangente d’équation :
X—a X—d .
f'(a) =1 y = f'(a)(x—a) + f(a) au point A(a; f(a)).
lim fx) = fla) = f n’est pas dérivable en a. (Cr) admet une demi-tangente verticale
x—a* X—a ’ % . .
d’équation x = a au point A(a; f(a)).
lim+ ) = fla) =1 f estdérivable adroiteenaet | (Cy) admet une demi-tangente au point
voat o Xmd ona: fi(a)=1 Ala; f(a)) d’équation y = f}(a)(x—a) + f(a)
etx > a.
lim fx) = f(a) =1 f est dérivable a gauche en @ | (Cy) admet une demi-tangente au point
x—a~ X—a s 4 .
~ etona: fy(a) =1 A(a; f(a)) d’équation y = fy(a)(x —a) + f(a)
etx <a.

Propriété : f est dérivable en a < f est dérivable a droite en a et a gauche en a et f;(a) = fy(a).

Définition : (Ia fonction dérivée)- (Ia fonction dérivée d’ordre n)

e On dit que f est dérivable sur un intervalle ouvert / si f est dérivable en tout point de /.

e On dit que f est dérivable sur I’intervalle fermé [a;b] si f est dérivable sur I’intervalle ouvert |a; b|
et f est dérivable a droite en a et a gauche en b.

e Si f est dérivable sur un intervalle ouvert I, alors la fonction dérivée de f noté f’ est définie de /
vers R.

I — R
x = f(x)
e si f est dérivable n fois sur I’intervalle I (n € N*) alors la fonction dérivée de f d’ordre n noté f ()
M = R
x e f(x)
Propriété : (Dérivabilités des fonction usuelles )
e Les fonction x — sin et x — cos et les fonctions polyndomes sont dérivables sur R.
e Toute fonction rationnelle est dérivable sur tout intervalle de son ensemble de définition.
e la fonction x — /x est dérivable sur ]0; 4-oo] e la fonction x — |x| n’est pas dérivable en 0.

e Si f est dérivable et strictement positive sur un intervalle  alors la fonction x — /f(x) est déri-
vable sur /.

% Dérivabilité des fonction usuelles : % Les opérations sur les fonctions dérivables :

Soient f est g deux fcts dérivable sur un interv /

la fonction | la fonction dérivée | la condi-
tion
/ /
la fonction f Dy la fonction f’ Dy f+s ,f ts8 —
fxg flrg+r-g |
xX—a R x—0 R 1 7
X ax R X a R g g g(x)I%O
x—x" (n e N¥) R x = T R 7 iy il
X /X Ry X g R% < P fé?l?é 0
x> R* ou R* X —1 R* ou R* 7
X + X + a-f a-f |
x +— sin(x) R X — cos(x) R Iz e i
x — cos(x) R x — —sin(x) R 7R
\/7 ij f > 0 sur
1
x+— flax+b) | x—a-f(ax+b) | ...
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2 CHAPITRE 2. LA DERIVATION :

Exercice 1 :

Etudier la dérivabilité de la fonction f sur I’intervalle I et déterminer sa fonction dérivée dans
chacune des cas suivantes :
D fx)=x+x*+3x; I=R

2) f(x) = (2x+1)(3x+4) ; I=R
3)f(x):5xx_:_21 ; [ =] —2;400[0u|—o0;—2|
4) f(x) =v2x+6 ; I=]—3;+00
5 fx)=vx2+1; I=R
1
0 /()= g7 1=
N fx)=@+x2+3x)°; I=R
8) f(x) =x%-cos(x) ; I=R
9) f(x) =x’+sin(x) ; I=R
10) f(x) =tan(x) ; I=]-%7%]
11) f(x) = tand(x) ; [:]_§;§[
Exercice 2 :

Etudier les variations de la fonction f sur R dans les cas suivantes :

1) fx )—x —4x

2)f(x)—x —3x

3) flx) = x +x% —3x
—3x

VI =T

Exercice 3 :

Déterminer la fonction dérivée seconde de la fonction f dans les cas suivantes :
Dfx)=x+53+6x ; 2)f(x)=x*+23+x> ; 3)f(x)= 1
X
2.2 La continuité et la dérivabilité :

Théoreme 2.1
Soient f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et soit a € I, si f est dérivable en a, alors
f et continue en a.

Remarque : La réciproque est fausse par exemple la fonction f : x — |x| et continue en 0 mais non
dérivable en 0. (f;(0) # f,(0))

Conséquences :

Si f est dérivable sur [ alors f est continue sur /.
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2 CHAPITRE 2. LA DERIVATION :

2.3 La composé de fonctions dérivables :

Proprieté 2.1

Soient f une fonction définie sur un intervalle ouvert / et a € I, et g une fonction définie sur un
intervalle J avec f(I) C J.

e Si f est dérivable en a et g dérivable en f(a) alors gof est dérivable en a.

e Si f est dérivable sur I et g dérivable sur f(I) alors gof est dérivable sur I, eton a :

(Vx 1) : (gof)'(x) = &'(f(x)) x f'(x)

Exemple :

Etudions la dérivabilité de la fonction définie par : h(x) = v/x2 + 1 sur I = R.
ona:h(x) = gof(x) = g(f(x)) avec g(x) = y/xet f(x) =x>+1
e on a la fonction f est dérivable sur R (polynome)
o fI) = f(R) =[l;+eo[C R} = J
e La fonction g est dérivable sur J = R".
Alors la fonction gof est dérivable sur R et on a :

(v €R) (g0 ) () = ¢ (1) % £1(3) = 5o o

2vVx2+1

x (1) =

Conséquences :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert / :

e Si f est dérivable et strictement positive sur / alors la fonction x — 4/ f(x) est dérivable sur I et

R C)
ona: (VxEI):( f(x)) = :
2\/f(x)
e Si f est dérivable sur / alors x — (f(x))" est dérivable sur I pour tout n € N* eton a :

(Vxel): (f(x)") =n- 1 (x) f(x):

Exercice :

Etudier la dérivabilité de la fonction x — f(x) = cos(v/x2 4 1) et calculer la fonction dérivée.

2.4 La fonction réciproque d’une fonction dérivable :

Théoreme 2.2
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle ouvert / et a € I.
e Si f est dérivable en a et f'(a) # 0 alors f~! est dérivable en f(a)etona:

e Si f est dérivable sur I et (Vx € I : f'(x) # 0) alors la fonction f~! est dérivable sur f(I) et

ona:(Yxe f(1): (f7)(x) = F(F~1(x))

Exercice :

Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = vVx2+1
1) Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque f~! définie sur I’intervalle J = [1;+oo|
2) Calculer f(+/3) et montrer que f~! est dérivable en 2 et calculer (f~')'(2)
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2.5 La dérivée des fonctions x — /x et x — {/ f(x)
Soitn € N—{0;1} :

Théoreme 2.3 1
La fonction x — /x est dérivable sur R* etona: (Vx € R%): ({/x) = ——

En effet : ({/x)' = <x}z>/ = lx%_l = lx% — 1n - = nl
n n n-xon n-vxt—1

Exemples : Calculer la dérivée des fonctions suivantes sur R :
X Yx s xYx s xe=x s xe X x=Vx s xe— I

Théoreme 2.4
Si f est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle / alors la fonction :

x — {/ f(x) est dérivable sur / etona: (Vxel): (” f(x))l =T nf;((xx))n_l
1 1 1 1o f(x) f'(x)
Eneffet: (/Ff(xX)) = f(x)n) == - f(x)n - flx) == Ff(x) 7 -fl(x)= _
t: (I f(x)) (f() ) ) f) = fx) T () RTRY= Ry

Exemples : Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes sur / et calculer f'(x) :

D.x—fx)=va2+1 I=R . 2).x— f(x) =4 _xx++11

3). x> f(x) =sin(2x) - VB3 1 ; I=]—lidoo] . 4). x> f(x) =Vl ; [=R%.

I=]-1;1].

2.6 La dérivées des fonctions : x — x" et x — f(x)"; r € Q*

Soit r € Q* :

Théoréme 2.5
La fonction x — x” est dérivable sur R* et (Vx € R ): (x") = rx' !

Exemples : Calculer la dérivée des fonctions suivantes sur R :

x VA xe VAT s xs VR xe VB xe VS 5 x VA xecos(3x+1) - VO

Théoreme 2.6
Si f est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle / alors la fonction
x> (f(x))" est dérivable sur I etona: (Vx €1): (f(x)") =r-f(x)""' f'(x)

Exemples : Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes sur / et calculer f'(x) :

3
D.ox—= fx)=/(24+1)5 I=R . 2).x— f(x)={ <;x++11> I=]—1;1].

0 I=]— 13400 . 4).x»—>f(x):w ;=] — Lo,

2
3

3). x+— f(x) = sin(2x) - (x> +1)

Exercice : (Calcule de la limite en utilisant le nombre dérivée) :
En utilisant le nombre dérivée, calculer les limites suivantes :

V3 5 100 3 4
—¥3 2x5 — —1 —1 —1
1). lim % L) qim 22— oyam Yl g m
X2 X—5% x—1 x—1 =1 x—1 =1 x—1
t —1
5). Tim 2000 —1

T —
=z XTg
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2.6.1 La série des exercices n°2 :

_ (La dérivabilité en un point)

Etudier la dérivabilité de f en a dans chacune des cas suivantes :

(x)
3. fx)=1; a=2
4. f(x)=+x; a=2.
5. f(x)=vx+1; a=1.

exercice 2 : e e
L_. (Utilisation de nombre dérivée)

En utilisant le nombre dérivée, calculer les limites suivantes :

V3 5 100
-3 2x° — —1
D). lim %; 2). lim (2% —x) )

x—>6 x—g x—1 x—1

exercice 3 : , . . .
L_I [’équation de la tangente 1’approximation affine - valeur approchée

Soit f la fonction définie par : définie par :
flx) = vx+2.
1). Déterminer Dy I’ensemble de définition de f.
2). Déterminer le nombre dérivée de f en 0.
3). Trouver I’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 1.
4). Trouver une approximation affine de f au voisinage de 1.
5). Trouver les valeurs approchées des nombres :
/2,001 et y/1,998.

exercice 4 : '

1). Soit f la fonction x — f(x) = |x> — 4/.
a). Montrer que f est dérivable a droite en 2 et a gauche en 2 et déterminer f}(2) et f;(2).
b). En déduire que f n’est pas dérivable en 2.

2). Montrer que la fonction g définie par : g(x) = /x n’est pas dérivable a droite en 0.

exercice 5 : . e
(La fonction dérivée)

Etudier la dérivabilité de f et calculer la fonction dérivée dans chacune des cas suivantes :

1).f<x>=wc3+1; 2. fly) = 2

x+1
3). f(x) = (2x +3) ;4. f(x) =sin(x’ +3x)
5). F(x) = /==X 1 6). F(x) = tan(x)!°.
. f(x)= «/ — sin(x 8). V—x*—x+2.

exercice 6 : '

Soit f la fonction définie sur [1;4-oo[ par :

flx)= X2 —2x,

1). Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque définie sur [—1; oo,

2). Calculer f(4) et f'(4), en déduire que f~' est dérivable en 8 et calculer (f~')’(8).
3). Montrer que £~ est dérivable sur | — 1; +oo].

4). Déterminer £~ !(x) pour tout x € [—1;+od].

exercice 7 : . .
L; (La dérivée de la fonction x — /x)
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Calculer la dérivée des fonction suivantes :
D.ox—= x5 2).x—=yx 5 3).x—=x
4. x—=Yx 5 5. x> 9x 5 6).x— Jx

exercice 8 : '

(La dérivée de la fonction x — {/u(x) )
Etudier la dérivabilité de f et calculer la fonction dérivée dans chacune des cas suivantes :
2—x
Do f0) = VAT 270 = {5
3). f(xX) =Va2+2 5 4). f(x) =sin(2x) x Va2 +x
5). f(x) =Vx2=3x+2; 6). f(x)=Vx+1.

exercice 9 : '

(La dérivée de la fonction x — x" ; r € Q*)
Calculer Ia dérivée des fonction suivantes :

D.x—= Va2 5 2. x= Vx5 3).x— Vxl0
4).x»—>\%§ ; 5).x»—>\7/§ ; 6).x»—>\8/;

exercice 10 : '

(La dérivée de la fonction x — u(x)"; r € Q")
Etudier la dérivabilité de f et calculer la fonction dérivée dans chacune des cas suivantes :

DS = YEHT 5 250 = (G

3). f(x) =/ (x24+2)? 5 4. f(x) =sin(2x) x v/ (x% +x)?
5). f(x) =/ (x> =3x+2)0 ;  6). f(x)=/(x+1)5.

exercice 11 : '

Soit f la fonction définie sur | — eo; 0] par :

flx)=v1—x

1). Montrer que f est continue sur | — oo; 0],

2). a) Montrer que f est dérivable sur | — o0;0] et déterminer f’(x) pour tout x €] — oo; 0],

b) En déduire que f est strictement décroissant sur | — o0; 0],

3). En déduire que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J on déterminera,
4). Calculer f(—7) et f'(—7), en déduire que f~! est dérivable en 2, et déterminer (f~')'(2),

5). Déterminer £~ (x) pour tout x € J.

Rappel :
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la fonction f Dy la fonction f’ Dy

x—x" (n e N¥) R x> x| R

x—x"(reQr) R% x s ! R*
XHW u>0 x|—>2”/(:()x) u>0

x> Ya=xn (neN*—{1}) | R, X Lyt = a R%
x>y u(x):u(x)ﬁ u>0|x— 1u()c)%_lu’(x) n(”u;gg)"*l u>0

x — sin(x) R x — cos(x) R

X > cos(x) R X — —sin(x) R

2.6.2 Devoir libre n°1 §;

Exercice 1 '

I) Soit g la fonction définie sur R par : g(x) = 2x> —3x% — 1
1) Déterminer g’ (x) pour tout x € R, et donner le tableau de variations de la fonction g.
2) Montrer que : (Vx €] —eo; 1];¢(x) < 0)
3) Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet une unique solution asur Retque : 1 <o < 2
4) Donner une approximation du nombre o sur |1;2] a la précision 0.25.
5) En déduire le signe de g(x) sur R, (Résumer le signe de g dans un tableau).

1—
I1) Soit f la fonction définie sur : | — 1; 40| par : f(x) = ?);
x
1) Détermi li t L
) Déterminer im flx) e lim f(x)
2) Montrer que : Vx €] — 1;+oo[; f/(x) = 8
(14+x3)2
3) Donner le tableau de variations de la fonction f sur | — 1;+oo|
2(1 —a
4) Montrer que : f(a) = ﬁ

Exercice 2 '

Etudier la dérivabilité de la fonction f et calculer la fonction dérivée dans chacune des cas suivantes :

. f(0) = (3 +28 ; 2). f(x):2;_+1 L 3). flx) = cos(VFE2) : 4). f(x) = Y —x.

1
Exercice 3 '

Soit f la fonction définie par : f(x) = /x—vx—1

1) Montrer que : Dy = [1;+oo|.

2) Montrer que : Vx € [1;4-co[: f(x) >0

3) Déterminer : f/(x) pour tout x de I’intervalle [1;+oo[ , en déduire que f est décroissante sur [1;+oo]

1
4) Montrer que : Vx € |1;+oo: —Vx—-l=—
: Que W € [lifeelt vx— Va1 = D
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5) a). Montrer que f admet une fonction réciproque définie sur un intervalle J qu’elle faut détermi-
nera.

b). Calculer f(4) en déduire que f~! est dérivable en 2 — /3 et déterminer (f~!)'(2 —+/3).

6) Montrer que : Vx € J : f~!(x)

P Ly |

4x?

2.6.3 Correction du devoir libre n°1 S :

Exercice 1 :

I) Soit g la fonction définie par : g(x) = 2x> —3x% — 1,
1) La fonction g est dérivable sur R (fonction polyndme), et on a :
(Vx €R) : g/(x) = 6x* — 6x = 6x(x — 1).

Tableau de variation de la fonction g :

X —o0 0 1 o0
g’ (x) + 0 - 0 +
Variation -1 ~+o0
de g /! N\ /!
—o0 -2

2) D’apres le tableau de variation de la fonction gon a : (Vx €] —o0; 1] : g(x) < —1) donc :

(Vx €] —o0;1] : g(x) <0)

3) Sur | —eo; 1] I’équation g(x) = 0 n’admet pas de solutions.

Sur [1;+oo[ la fonction g est continue et strictement croissante etona: g(1) = —2 <0Oet lirJrrl g(x) =
X—o0

+oo. alors 1’équation g(x) = 0 admet une unique solution o sur [1; 40| c-a-d unique a solution sur R.

Onag(l)=—-2<0etg(2)=3>0alors a €|1;2].

4) L’approximation de o : on a 1,5 est le centre de I’intervalle ]1;2[ et g(1,5) = —1 < 0 alors :

o €]l,5:2].

on a aussi 1,75 est le centre de 'intervalle |1,5;2[ et g(1,75) ~0.53 > 0 alors : o €]1,5;1,75].

5)Le signe de g(x) :

II) Soit f la fonction définie sur | — 1;+oo[ par : f(x) =

1—x
=N

six > o alors g(x) > 0etsix < aalors g(x) <Oetg(a)=0:

X | — 1 o

2 4o

g(x) - 0

+

HOna lim 1+x*=0"et lim 1—x=2alors: lim f(x) = +oo.

x——17t

lim — =0,

ot xgr}rloof(x) - X—r oo x3

x——17t

x——1F

2) La fonction f est dérivable sur | — 1;+oo[ (La restriction d’une fonction rationnelle ). et on a :

(1—x)(1+x)—(1—=x)(1+2>)

fllx) =

—1—x3—3x% 4353

(1+x°)

220 -3 —1

g(x)

alors le singe de f’(x) est le singe de g(x) sur | — 1; oo :

(1+x3)?

(1+x3)?

(1+x%)?

X

' (x)

variation
de
f
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4) On a g(at) = 0 alors 20 — 30> — 1 = 0 donc : o _3“2“

1—a 1—a 220 2(1— o)
etdoncf(OC)— 1+a3 - 1_|_30c22+1 _2—|—3062—|—1 _3(1—|—062)

Exercice 2 :
1) On a la fonction x — x> + x est dérivable sur R (fonction polyndme). alors la fonction
x — f(x) = (x> +x)® est dérivable sur R et on a : (Vx € R) f'(x) = 8(x* +x)7(x> +x)' = 8(x* +
x)7 (3% + 1)

2) la fonction x > f(x) = 2L est dérivable sur chaque intervalle de D =] —oo; 1[U]1; +oo[, (fonction
rationnelle) et on a :
I (2x+1)(x—1)—2x+1)(x—1)"  2(x—1)—(2x+1) 2x—2—-2x—1 -3
X)) = = = =
(x—1) (x—1)? (x—1)? (x—1)

3) La fonction x ~— x* 4 2 est dérivable et strictement positive sur R alors la fonction x — v/x* +2

est dérivable sur R et donc la fonction x — f(x) = cos(v/x* 4 2) est dérivable sur R et on a :

4 / 3
F1(x) = cos(VA 12) = (Vo + 2 cos’(\/x4+2)=2(’\“/x+_i>2-—sm( x4+2):—\/j%sin(\/x4+2).

4) La fonction x — x> — x est dérivable et strictement positive sur | — oo;0[ et sur ]1;+oo[ alors la
fonction x — f(x) = v/x2 — x est dérivable sur chaque intervalle | —oo;0[ et ]1;4-c0[ et on a :

Fla) = (F—x)  2x—1
4y/(x* —x)3 43/ (x> —x)3
Exercice 3 :
Soit f la fonction définie par : f(x) = /x—vx— 1.
DDr={xcR/x>0etx—1>0} ={xeR/x> 1} =[1;400.

Soitx € [1;4o0[ ona:x > x—1donc /x > +/x— L alors y/x—+/x—1>0c-a-d f(x) >
3) La fonction f est dérivable sur |1;4-oo[ comme somme de deux fonctions dérivables sur |1;+oo[, et

S . SV S
2¢/x zm 2VxVx—1  2yxv/x—1

On a pour tout x €]1;+oo[ f/(x) < 0, alors f est strictement décroissante sur |1; +oo|.

\/_ \/xT x—(x—1) 1
VAT Rtvaol  YArvaoT

5) a) La fonction f est continue et strictement croissante sur [1;+oo[ alors f admet une fonction
réciproque définie sur J = f(I).

J=f{1) = f([li+e]) =] lim ; f(1)] =]0;1] (car: xli‘fw\/ \/xT =0.)

b) f2) =v2—1let f(2) = 12%? # 0, alors f est dérivable en f(2) etona:
V2= =(N(F2) =

4) Soit x € [1;+o0[ : ona /x —

@)y
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6) SoitxcJona:

=y & fO)=x
&S Vy—Vy—l=x
&S VJy-1=y—x
& y-1=(5-2
& y—1:y—2\/§x+x2
& 2\/§x:x2+1
2
1
- 2\/§:x +
X
2
x“+1
& dy=( )?
X
N _x4+2x2—|—1
4x2
4 2
_ xT+2x+1
dOan l(x):4—x2

| Autre exercice 4 |
I) Soit g la fonction définie sur R par : g(x) = x> +3x 48
1) Etudier les variations de la fonction g.
2) Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet une unique solution o sur Ret que : —2 < < 0
3) Donner une approximation du nombre a sur | —2;0[ a la précision 0.25.
4) En déduire le signe de g(x) sur R, (Résumer le signe de g dans un tableau).
x> —4
x2+1

I1) Soit f la fonction définie sur : R par : f(x) =

1) Déterminer x1_1>r£1°o flx) et xl_l)IJrrloo f(x)

x-g(x)
(XZ + 1)2
3) Donner le tableau de variations de la fonction f sur R
x(x> —4)
x3+x
5) En déduire un encadrement de f(a.)

2) Montrer que : Vx €] — 1;4oo[; f/(x) =

3
, montrer que : f(o) =

4) En écrivant : f(x) = 2

Correction :

I) Soit g la fonction définie par : g(x) = x> +3x+8,

1) La fonction g est dérivable sur R (fonction polynome), et on a : (Vx € R) : g’(x) = 3x> +
3>0.
Donc la fonction g est strictement croissante sur R

2) La fonction g est continue (car elle est dérivable) et 1_1&1 g(x) =+4ooet lim g(x) = —oo,
X o X— —o0

(et 0 €] —o0;+00[ ) et on a la fonction g strictement croissante sur R
alors d’apres le T.V.I L’équation g(x) = 0 admet une unique solution o sur R.
Onag(—2)=—-6<0etg(0)=8>0alors a €] —2;0[.

3) L’approximation de o : on a —1 est le centre de I'intervalle | —2;0[ et g(—1) =4 > 0,
et comme ( g(—2) <0)alors: o €] —2;—1].
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on a aussi —1,5 est le centre de 'intervalle | —2; —1[ et g(—1,5) = 0,125 > 0 alors :

oce]—z;—l,s[:}—z;—%{

4) Le signe de g(x) : g est croissante sur R donc : si x > o alors g(x) > 0 et si x < a alors

X | —oo -2 o 0 o0
x)<Oetg(a)=0:
) <Oetg(e) =0: 2 - —

. . . X —4

1) Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = ——,
x=+1
X’ X3
b xgr-li-loof(x) - x1—1>r—0r—1°°)? - x1—1>I:I|—1°°x =t e x1—1>r£loof(x) - xl—1>r£1°°)? - xl—1>rzloox -

2) La fonction f est dérivable sur R (fonction rationnelle définie sur R). eton a :

(= P+ - (P —d P +1)
(X2+ 1)2
3x2(x? + 1) —2x(x* — 4)
(X2+ 1)2
x(3x3 4+ 3x —2x2 4 8)
()C2+ 1)2
x(x* +3x+8)
(X2—|- 1)2
x-g(x)
(x2+ 1)2

fllx) =

alors le singe de f'(x) est le singe de x- g(x) sur R : (car: (Vx €R): (x> +1)?)

X —oo o 0 +oo
g(x) — 0 + +
X — — +
1 (x) + 0 - 0 +
variation flo) +o0
de / N\ /
/ —o —4
3) Onag(a) = 0 alors o +30+8 =0 donc : &® = —3a— 8.
oo’ —4) —30—-8—4 —3a—12 —3(o+4) 3
td )=—5—"=0————— =0 ——— =0 ——— = =0
et done f(0) = — 5 308 +ta 208 2(at4) 2

3 3 3 3 3 9
4) Ona:—2<0€<—§ alors : —2><§<§0€<—§><§ alors : _3<f(a)<_4_1
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\ Autre exercice 5 \ (Questions indépendantes)
1). Soit f une fonction continue sur un intervalle 7 telle que : (Vx € 1) : f(x) # 0.
Montrer que [(Vx € 1) : f(x) <0] ou [(Vxel): f(x)>O0].

Vx+6—2 ;
2). Calculer les limites : lim vx+6-2 . lim Va3 +x—x ; lim ﬂ
=2 x2—4 X——o0 X—doo \‘V)_c
8 _L ¢ 6 L 6
V64 x272 72 V81 x 23 x /36
3). Montrer que : a) a ><2 =3 b) X2 a =1
\4/§ X373 23 x3
4). Donner I’ordre croissante des nombres : V28 ; V10 ; V90 ; J120

5). Résoudre sur R les équations : /1 —x=x—1; (14+2x)°—-32=0

_x2+x—2
o ox—1

h(x)=x+vx?+3 ; x<I1

h(x) ;x> 1

6) Soit & la fonction définie sur R par :

Etudier la continuité de /4 sur R.

Correction de ’exercice 5 :

1) Soit f une fonction continue sur / telle que : (Vx € 1) : f(x) #O.
Montrons que : [ (Vx€1): f(x) <OJou[ (Vxel): f(x)>0].
Par I’absurde supposons que la négation est vraie
cad:[(Ixel): f(x) >0]et[(Ixel): f(x) <01,
ca-d:[(Jael): f(a)>0]et[(Fbel): f(b) <0],etdonc f(a)- f(b) <Oet f continue sur
I alors d’apres T.V.I (3c € 1) : f(c) = 0 ce qui absurde car (Vx € I) : f(x) #0,
alors notre hypothese est fausse et donc : [ (Vxel): f(x) <OJou[ (Vxel): f(x) >01.

2)a)

_ Vx+6-2 , x+6—2°
lim ———— = lim 3
=2 xt—4 =2 (2 —4)(Vx+6 +2-Vx+6+4)
-2
= lim *

=2 (x—2)(x+2)(VxF6 +2- Vxt+6+4)
1

= lim

=2 (x4 2)(Vxt 6 +2- VT 6+4)
1 1

44+4+4) 48
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b)
3,._ .3 333
lim Vx3+x—x = lim ;c+x a (car:a—b:%)
X—>—-o00 X— o0 3/—x3+x +x- 3/—x3+x+x2 ac+ab+b
: X
= lim 5
e U3 x4 x- Vx4 x2
: x
= e
X—>oo
x(3 @)6;3)6)+\3/x3+x+x>
. 1
= Jlm s
X——o00
Y (x%x)+v3x3+x+x
3, .32
=0 (car: lim ; w—k’%)@—l—x—kx:—f—oo)
X——+oo X
1
3 3 3
c) Ona:%:i—i:xé}tlelzz \/x etdonc: XETw%C:xETw%:+OO
3) a)
8 _1 % Y6 1 s
V64 X272 x VT2 20272 x /36 %2
VBx 373 V23 %373
B 2g><2*%><\‘7@><\6/§
2%><3*%
 2ix271x{YBx2x28
2%><3*%
— i-itits—ix3iti
= 203!
3
b)
VBIx 25 x {36 V3 x 235 x V62
25 %3 25 %3
B 36 x 23 X 68
23 %3
2 1 1
33 x23x(2x3)3
25 x 3
33x25 %2333
25 x 3
_3x23
25 x 3
=1

4) Onpose:a:\3/28;b:\/10;c:\4/9Oetd:\6/120 ona:d?? <a? <2< pl?
etdonc:d<a<c<b
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5) a) Résolvons I’équation : /1 —x=x—1, ona: Dg =] —oo;1],s0itx € DpOna:

Vi-x=x—1 & l-x=@x-1)°
& —(x—1)=(x-1)(x-1)>
& x=1€Dg donc: S = {1}
b)

(1+2x)°=32=0 < (1+2x)°=32
& 14+2=vV32=2

& x=2-1
1
& x==
T2
" _x2+x—2 ) !
6) Soit & la fonction définie sur R par : (x) = x—1 Xz

h(x)=x+vx2+3 ; x<I1
Etudier la continuité de A sur R.

e Sur:]—oo;1]: onalafonction x — x> +3 est continue et positive sur | —oo; 1] alors x >
V. x% 43 est continue et on a : x — x est continue sur | — oo; 1] (restriction d’un polyndme)
donc A est continue sur | — oo; 1] (somme de fonctions le sont).

X 4x—2

e sur: |l;4o0[: x> h(x) = — -7 est continue sur |1;4-oo[ (fonction rationnelle).
x j—

—1 2
e Ona: f(1)=3et lim A(x) = lim G=Dir+2) = lim x+2 =3 = f(1)
x—1t x—1t x—1 x—1t
donc f est continue a gauche en 1, et donc la fonction /4 est continue sur R
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2.6.4 Devoir Surveiller n°1 G; S

Exercice 1 (6 pts) I

Soit f la fonction définie sur [0;+oo[ par : f(x) = vx3 +1

1). Montrer que f est continue sur [0; 4-oo], 0.73
2). a) Monter que f est dérivable sur [0; +oo et déterminer f(x) pour tout x € [0;+oo], 1.5
b) En déduire que f est strictement croissante sur [0; 4|, 0.75
3). En déduire que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J qu’elle faut | 1.5
déterminer .
4). Déterminer f~!(x) pour tout x € J. 1.5

Exercice 2 (8.5 pts) I

Soit f la fonction définie sur [—1;4oo] par : f(x) = (1 —x)v/1+x
1) Calculer : l_1>rJrrl f(x). 1
X oo

2) Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite en —1 et donner I’interprétation géométrique | 1.5

du résultat trouver. | Calculer : lim f) = (=1
x——1t  X— (— 1)

‘. ) ] _ oy —3x—1

3) Montrer que f est dérivable sur | — 1;+oo[, et que : Vx €] — 1;4oo: f'(x) = N 1.5

4) Donner le tableau de variation de la fonction f. 1.5

5) Déterminer I’équation de la tangente (7') a la courbe de f (Cy) en le point d’abscisse 1. 1.25

6) Montrer que 1’équation f(x) = —3 admet une unique solution sur I’intervalle [2;3] 1.75
Exercice 3 (5.5 pts) I

3
o f=YE222 0y
1) Montrer que la fonction f définie par : 5 x—2 est continue en 2. | 1.75
f2)=1

2) Calculer la limite : xin}r _V X2 +4x —x. 1.5
3) Donner 1’ ordre croissante des nombres suivantes: a=2 ; b= NG ;o c= V3 d=80115
4) Résoudre I’équation : x3=2 0.75
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2.6.5 Devoir Surveiller #n°1 G, S

Exercice 1 (6 pts) I

Soit f la fonction définie sur | —e0;0] par : f(x) =+v1—x3

1). Montrer que f est continue sur | — co; 0], 0.75
2). a) Monter que f est dérivable sur | — oo; 0] et déterminer f’(x) pour tout x €] — c0;0], 1.5
b) En déduire que f est strictement décroissante sur | — o0;0], 0.73
3). En déduire que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J qu’elle faut | 1.5
déterminer .
4). Déterminer f~!(x) pour tout x € J. 1.5

Exercice 2 (6.25 pts) I

Soit f la fonction définie sur [1;4-oo] par: f(x) = (—x+2)y/x—1
1) C/alculer : x1_1>rJIrl°o f(x). 1
2) Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite en 1 et donner I’interprétation géométrique | 1.25

f(X)—f(l))

du résultat trouver. (Calculer : lim

x—1F x—1
. , —3x+4
3) Montrer que f est dérivable sur |1;+oo[, et que : Vx €]1;+oo[: f'(x) = 5 = 1.5
x R
4) Donner le tableau de variation de la fonction f. 1.25
5) Déterminer I’équation de la tangente (7) a la courbe de f (Cy) en le point d’abscisse 2. 1.25
Exercice 3 (7.75 pts) I
1) Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x> +x—1
a) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution o sur Iintervalle ]0; 1| 1.25
b) Donner une approximation de o sur |0; 1] a la précision 0,5 (la méthode de dichotomie). 1
¢) Résoudre sur R I’inéquation : x> > —x+ 1 1
V5x—1-3
x) = VT #2
2) Montrer que la fonction f définie par : 5 x—2 est continue en 2. 1.5
f2)=¢
3) Calculer la limite : lirrjlL \3/ X3 4+x—ux 1.5
X—>—+o0
4) Résoudre I’inéquation : v/4x +8 < 2 1.5

2.6.6 Correction du devoir surveiller -2 - S| - G»

Exercice 1 :

1) La fonction x — 1 — x> est continue et positive sur ] —oo;0] (restriction d’une fonction poly-
ndme) alors la fonction x — f(x) = v/1 —x3 est continue sur | — o0;0].

2) a) La fonction x — 1 — x> est dérivable et strictement positive sur ] — oo;0] (restriction d’une
fonction polyndme) alors la fonction x — f(x) = v/ 1 —x3 est dérivable sur | — e0;0].

_3Y a2
et (Vx €] —oo30]) : f'(x) = 2(\1/1:)53 - 2\/13;3 <0

b) Ona (Vx €] —;0]) : f'(x) < 0 alors la fonction f est strictement décroissante sur | — o0;0].

3) La fonction f est continue et strictement décroissante sur | —oo;0] alors f admet une
fonction réciproque f~! définie sur I’intervalle J,
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avec J = f(] —o0;0]) = [f(0); lim f(x)[= [1;+oo]

X——o00

4) Soitx € J = [l;4oo| :

=y & fO)=x  (y€|—e0])
& Vi1i—yl=x
s 11—y =2
& —y3:x2—1
& (=) =x-1
& —y=vx2-1 (Attention : y < 0donc —y > 0)
& y=—vr2-1

Donc f~'(x) = —vx2 — 1

Exercice 2 :
1) Ona: lim —x+2=—ooet lim vVx—1=-+cdonc lim (—x+2)vVx—1=—o0

X—>—+oo X—+o0 X—r4-o0
(—oo X oo = —oo) .
2) Ona:
. fx)—=rf) . (=x+2)vx—1 Vx—1 1
Iim —————~ = lim =
x—1t  x—1 x— 1+ x—1 x—1 Vx—1
i —x+2 1
= lim —
=1t /x—1 o+
= +oo (car lim —x+2=1et lim vx—1=07)
x—1t x—1t

Donc f n’est pas dérivable a droite en 1 et (Cy) admet une demi-tangente verticale d’équation
x = 1 dirigé vers le haut.

3) OnaVx €]l;+oo[: x— 1 > 0 alors la fonction x — /x — 1 est dérivable sur | 1;+oo| et donc f est
dérivable sur |1;+oo[ (comme produit de deux fonctions dérivables). et (Vx €]1;+oo|) :

flo) = (=x+2)Va—1+(—x+2)(Vx—1)

1
= —Vx—1+ (—x—|—2)ﬁ
2V 1Wx—1—-x+2
B 2vx—1
2 —1)—x+2
a 2vx—1
. —3x+4
V-1
X 1 % o0
f’(x) I+ 0 -
4) | Variation f(3) Le singe de f’(x) c’est le singe de —3x + 4.
de f ya N
0 —o0
5) (T):y=f"(2)(x=2)+ f(2),(Ona f'(x) = —Sx+d = f(2)= =2 —1)et f(2)=0donc:
’ 2vx—1 2

(T):y=—(x—2) cad (T):y=—x+2

2 Bac - science exp Page 51 Pr. Ait iddir Younes



2 CHAPITRE 2. LA DERIVATION :

Exercice 3 :

1) a) La fonction f est continue sur R (polyndme) en particulier sur |0; 1[ eton a :
f(0)=—1<0et f(1)=1> 0 alors d’apres Théoréme des valeurs intermédiaire il existe
au moins o €]0; 1] tel que f(a) =0,
on a aussi la fonction f est dérivable sur R (polynéme) et f'(x) = 3x> 4+ 1 > 0 donc la
fonction f est strictement croissante sur R et donc o est unique.

b) o €]0; 1] donc o €]0; 5[ ou o0 €] ;1]
Ona f(3) = % —1= %3 <0et f(1) > Oalors : d’apres T.V.I o €]1;1].

—oo 0 o 1 oo
¢) Ona:x*> —x+1&xX+x—1>0& f(x) >0 x € [0+ . i

f(x) - 0 +

Donc § = [o; 40|
2)
lim f(x) = lim Y2X 173

x—2 x—2 x—2

lim(\/Sx— —-3)(V5x—1+3)
=2 (x—2)(v5x—1+3)

~ i Vai—1°—32
x—>2(x 2)(v5x—1+3)
_ lim 5x—1-9
x—>2(x 2)(v5x—1+3)
~ lim 5(x—2)
=2 (x— 2)(\/5)6——+3)
= iﬂm
= > =§=f(2)
VO+3 6

alors f est continue en 2.
3)

VB 1.3 33
lim Vx34+x—x = lim XAy X <a—b:%>
X0 x%+°°\/m Ix- vV rx+a2 a‘+ab+b
3_|_x x3
= lim

Xt 33 -l-x -|—x V3 + x4+ x>

= lim

Xt /3 +x +x- V3 Fx+a2

1 1
- g (+)
x—+o 3/ 3 oo
A e el

=0

3 3,32
Car lim x = +wet lim \3/x3+x:—|—ooet lim X—H: lim | M

X—>+00 X—> o0 X—>+o0 X X—+o0 x3

= 4o

4) Pour résoudre une inéquation de la forme v/4x + 8 < 2 il faut déterminer 1’ensemble de défini-
tion de I'inéquation : Dy = {x € R / 4x+8 > 0} = [—2; +oo|
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etona: ViAx+8<2e4x+8<2° < 4x<32-85x<6
donc x €] —o0;6] et x € [—2;+oo[ alors x € [—2;6]  c’est a dire S = [—2;6].
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Devoir surveiller 1 S; Modele C

’Exercice 1 (6.75 pts) ‘
Soit f la fonction définie sur [0;+oof par : f(x) = v/x+ 1

1). Montrer que f est continue sur [0; 4-oo], 0.5
2). a) Monter que f est dérivable sur [0; +oo| et déterminer f’(x) pour tout x € [0; 4o, 1.5
b) En déduire que f est strictement croissante sur [0; +oo|, 0.5

3). En déduire que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J qu’elle | 1.5
faut déterminer .

4). Calculer £(7) et f'(7), en déduire que f~! est dérivable en 2, et déterminer (f~1)(2). 1.5
5). Déterminer £~ !(x) pour tout x € J. 1.25

Exercice 2 (5.5 pts) |
Soit f la fonction définie sur [—1; oo par: f(x) = (1 —x)yv/1+x

1) Calculer : EI_P f(x). 1
X )
2) Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite en —1 et donner I’ interprétation géométrique | 1.5

du résultat trouver. (Calculer . lim M)

x——17t X—(—l)

—3x—1
3) Montrer que f est dérivable sur | — 1;+oo|, et que : Vx €] — 1;4o0[: f/(x) = . 1.5
) Montrer que f | 1ol et que V€]~ ipeol: £1(0) = S
4) Donner le tableau de variation de la fonction f. 1.5
’Exercice 3 (3.5pts) ‘
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x> +2x —2
a) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution o sur I'intervalle [0; 1] 1.5
b) (En utilisant la méthode de dichotomie)
donner une approximation de o sur [0; 1] a la précision 0, 5. 1
¢) Résoudre sur R I’inéquation : B <22 1
’Exercice 4 (4.25 pts) ‘
Vx+6-2
1) Montrer que la fonction f définie par : est continue en 2. | 1.5
1
2) = —
2) Calculer la limite : lin}r VxZ+2x —x. 1.5
X100
3) Donner I’ordre croissante des nombres suivantes : a =2 ; b= J10 ;. ¢ = \/5 ;| 1.25

d = /90
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Devoir surveiller 1 S; Modéle D :

’Exercice 1 (8.25 pts) ‘

Soit f la fonction définie sur [1;+oo] par : f(x) = vV/x2 — 1
1) Montrer que f est continue sur [1;+co. 0.75
2) Montrer que f est dérivable sur |1;+-oo] et calculer f’(x) pour tout x €]1;+-oo|. 1.5

3) Etudier la dérivabilité de f a droite en 1 et donner une interprétation géométrique du | 1.5
résultat obtenu.

4) Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J que ’on | 1.5

déterminera.
5) Montrer que f~! est dérivable en 2, et calculer (f~!)/(2), (On donne £(3) = 2). 1.5
6) Calculer f~!(x) pour tout x € J. 1.5

’Exercice 2 (5.5 pts) ‘
Soit g la fonction définie par : g(x) = x> 4+ 2x — 1.

1) Montrer que ’équation g(x) = 0 admet une unique solution o sur I’intervalle |0; 1]. 1.5

2) (En utilisant la méthode de dichotomie) donner une approximation de o sur |0;1[ a la | 1.5
précision 0.25.

3) Résoudre sur R I’'inéquation : ©>1-2 1
4) Trouver I’équation de la tangente a la courbe de g au point d’abscisse 0. 1.5

’Exercice 3 (6.25 pts) ‘

1) Montrer que la fonction f définie par :

est continue en 2. 1.5

2) Etudier la dérivabilité et calculer la fonction dérivée de chacune des fonctions suivantes :

a) f(x) =v/x 0.75
b) g(x) = Vx> 1
) h(x) = Vx2+1 1.25

3) Calculer la limite :  lim v/x3 +x2 —x. 1.75

X—> o0
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CHAPITRE 3

REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE
FONCTION :

_>
Dans tout le chapitre le plan est muni d’un repere orthogonal (O; i 7)

9

3.1 Concavité d’une courbe - points d’inflexions :

3.1.1 Concavité d’une courbe :

Définitions 3.1

Soient f une fonction définie sur un intervalle / et (Cy) sa courbe représentative,

e On dit que la courbe (Cy) est Convexe si (Cy) est entierement située au dessus de chacun de
ces tangentes.

e On dit que la courbe (Cy) est Concave si (Cy) est entierement située au dessous de chacun de
ces tangentes.

exemples :

la courbe de la fonction x — x* est convexe. | la courbe de la fonction x — —x? est concave.
car sa courbe est entierement située au dessus | car sa courbe est entierement située au des-
de chacun de ces tangentes. sous de chacun de ces tangentes.

5

56



3 CHAPITRE 3. REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE FONCTION :

3.1.2 Point d’inflexion

Définition 3.1
Soient f une fonction dérivable sur un intervalle 7, et a € I, et (C f) la courbe représentative de
f,ondit A(a; f(a)) est un point d’inflexion si la courbe (Cy) change sa convexité au point A.

exemple : la courbe de la fonction x — f(x) = x> change sa convexité au point (0;0), donc (0;0)
est un point d’inflexion de la courbe (Cy).

o

(0;0) est * ; (Cy)est convexe

un point d'in flexion. )/ sur [0; 4-00]

T T ; r T
-8 5 -4 -3 -2

(C'y) est concave

sur] — oo; 0]

3.1.3 Concavité et dérivée seconde

Proprieté 3.1
Soient f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle 7, et (Cy) sa courbe représentative et
a€el,
> Si f" est positive sur [ alors (Cy) est convexe sur I.
> Si f” est négative sur I alors (Cy) est concave sur /.
> Si f” s’annule en a en changement de signe ; alors le point A(a; f(a)) est un point d’in-
flexion de la courbe (Cy)

Exercice 1 :

1
Soit f la fonction définie par : f(x) = §x4 —3x2 4+ 2.
1) Calculer f”(x) pour tout x € R,
2) Etudier la concavité de la courbe (C ) de la fonction f en précisant les points d’inflexions.

Solution :
1) La fonction f est une polyndme donc dérivable sur R et :

1 1
Fl) = (2" =32 +2)' = () =3(%) +(2) =2 6.
La fonction f” est une polyndome donc dérivable sur R et donc f est dérivable sur R deux fois et :
@) =(f'(x) =2 —6x) =6x* —6=6(x> —1) =6(x — 1) (x+1).
2) La concavité de (Cy) : dépend du signe de f”(x) ; on a le tableau de singe de f” et de la concavité
de la courbe (Cy) :
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T —0C _

1
Singe
Srw|  * 0 43 +

+oo

Concavité

P U U

orLcan
Convexe Conve:ne

(—1; J‘(—ID esl t/pmni (1; J(] E',SL un point
d’in flexion de (Cy) d'in flexion de (Cy)
La courbe de la fonction f est Convexe sur | —oo; —1] et sur [1; +oo], et elle est concave sur [—1; 1].

(Car : Vx €] —oo; —1]U[1;400[; f(x) >0 et Vxe[—1;1];f"(x) <0).
f(=1)=—1,1e point (—1;—1) est un point d’inflexion de (Cy), car f”(—1) = Oet f” change le singe
en —1. onaaussi:
f(1) = —3, le point (1;—3) est un point d’inflexion de (Cy), car f”(1) =0 et f” change le singe en
1. donc les points d’inflexions sontA(l;—%) et B(—l;—%).

Exercice 2 :

1 2
Soit f la fonction définie sur R par:  f(x) = —x* —2x> + x4 =.

12 3
1) Calculer f”(x) pour tout x € R.
2) Etudier la concavité de la courbe (C ) de f en précisant les deux points d’inflexions.

3.2 Les asymptotes :

3.2.1 Asymptotes verticales :

Définition 3.2
Si: lim f(x)=+4oc ou lim f(x)=—oc0 ou lim f(x) =+ ou lim f(x) = —oo:
x—at x—at x—a~ x—a~

alors on dit que la droite d’équation x = a est une asymptote verticale ala courbe (Cy).

lim f(x) = +oo Jlim f(x) =

lim f(z) =0

p—a
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3.2.2 Asymptotes horizontales :

Définition 3.3
Si: xgrfwf(x) =b ou xEerf(x) =b:

alors on dit que la droite d’équation y = b est une asymptote horizontale 2 la courbe (Cy)
au voisinage de oo ou au voisinage de —oo

Jm f@)=bj. . lim f(z)=b

xz—+oc

/—/_/———/
lim f(z)=b ‘ Jim f(@)=1b
T=—00 N

Exercice :
2x

x—1
1) Calculer : liril+ f(x) et lir? f(x) , puis en déduire les asymptote a (Cy).
X— X—1"

Soif f la fonction définie par:  f(x) =

2) Calculer : liIJIrl f(x)et lim f(x), puis en déduire les asymptote a (Cy).
X—+oo X——00
La solution : 5 5
1) Ona: lim f(x) = lim al = +oo, car —+:+oo>,( lim x—1=0"et lim 2x=2),

x—1T =1t x—1 0 x—1t x—1t

2 2
et lim f(x)= lim xl = —co, car (—_:—oo),( lim x—1=0"et lim 2x=2),
X

0 x—=1- x—1-
donc la droite d’équation x = 1 est une asymptote verticale a (Cy).
: . 2x . 2x : : X
2) On axglfwf(x) _XETOO_X— 7 _XETOO¥ =2 ethrE,of(x) _XEIPOOX_ = 2 donc :

la droite d’équation y = 2 est une asymptote horizontale a (Cy) au voisinage de +oo et de —oo.
e La courbe de la fonction f :
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3.2.3 asymptote oblique :

Définition 3.4
Si lirE [f(x) — (ax+b)] = 0 ( respectivement lim [f(x) — (ax+b)]=0)oua € R* et b € R,
X—>-oo0 X——00

on dit alors que la droite d’équation : y = ax + b est une asymptote oblique a la courbe de f au
voisinage de +oo (respectivement —oo ).

=ax+b

Aim_(f(z) = (az+ )] =0

agr—“x [f(xz) —(az + b)/\ |

2
1) On considere la fonction définie sur R — {1} par: f(x) = 2x+3+ 1
X —
e Montrer que la droite d’équation y = 2x + 3 est une asymptote oblique a (Cy) au voisinage

de +oo et de —oo.

Exercice :

o e X —x+1
2) On considere la fonction définie sur R — {2} par : f(x) = 5
a) Déterminer les réels a;b et ¢ tels que : Vx e R— {2} : f(x) =ax+ b+ ¢ 5
x —

b) En déduire que la courbe (Cr) de la fonction f admet une asymptote oblique a au voisinage
de 4o et de —oo.

Proprieté 3.2

La droite d’équation y = ax+ b (a # 0) est une asymptote oblique a la courbe de f au voisinage
de +oo (respectivement au voisinage de —oo) si et seulement s’il existe une fonction 4 telle que :
f(x) = ax+ Db+ h(x) et limy_, o h(x) = 0 (respectivement lim,_, ;o 2(x) = 0).

Exemples :

1) Voir I’exercice (3.2.3)) précédente.
2) Soit f la fonction définie sur R par: f(x) =x+ 1+

X2+1
pour tout x € R.

1
Ona: f(x) =x+1+4h(x) ol h(x) = T
X
Comme l_1>r£ h(x)=0et 1_i>rn h(x) =0, alors la droite d’équation y = x+ 1 est une asymptote oblique
X o X— —o0

a la courbe de f au voisinage de +oo et de —oo.

Proprieté 3.3
La droite d’équation y = ax+ b (a # 0) est une asymptote oblique a la courbe de f au voisinage
de oo si et seulement si : ( lim fx) =a e lim [f(x)—ax]= b).

X—+o X X—>+o0

On a la méme propriété au voisinage de —eoo.
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3 CHAPITRE 3. REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE FONCTION :

Exemples :

- X 4+2x+3

2
x=+1
Montrons que la courbe de la fonction f admet une asymptote oblique au voisinage de —oo.

1) Soit f la fonction définie par: f(x)

En effet on utilise la propriété, (3.3) ona: > lim f(x)= lim Al lim x = —oo.
X—>—o0

X——o00 X2 x—p—oo

3

> Calculons lim @ ona: lim @ = lim x_3 =1=a.

X——o0 X X——o X X—>—o0 X

3
2x+3 3
> Calculons xl_iffloo [f(x) —ax] c’est a dire xLirfllm [f(x)—x]ona: f(x) —x= : ;fi— —x= ;2—: T
. . . X .

Puisque XEIPOO [f(x)—x] = XEIPOO 2= XEIPOO o= 0=,

alors la droite d’équation y = x (a = 1;b = 0) est une asymptote oblique a (Cy) au voisinage de —oo.

2) Soit g la fonction définie par : g(x) = \/4x2+6. (Dg = R)
Montrons que la courbe de la fonction g admet une asymptote oblique au voisinage de +-oco.
En effet on utilise la propriété, 1} ona: > lim g(x)= lim 4x?+ 6= +oo.
X—>+o0 X— oo

Vax2+6 4x2 +6
> Calculons lim@ ona: lim @: lim x——l—: lim x;— =V4=2=ua.
X—+o X X—+o X X—> o0 X X—>+oo X
> Calculons lim [g(x) —ax] c’estadire lim [g(x) —2x] ona:
X—>-o00 X——o0
4x% 46 — (2x)? 6
X)—2x=V4x2+6—-2x= = .
80 \/4x2+6gt2x VAx2 46+ 2x
Puisque lim x)—2x|= Ilm ———=0=25,
ue lim [5(x) ~2q = Jim —

alors la droite d’équation y = 2x (a = 2;b = 0) est une asymptote oblique a (C,) au voisinage de +oo.

3.3 Branches paraboliques :

Dans ce paragraphe, on considere une fonction f de la variable réelle x, qui admet une limite

infinie au voisinage de +oo (ou —co) et (Cy) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repere
- =
(O0; 1 7).

3.3.1 Branche parabolique de direction I’axe des abscisses :

Définition 3.% x) £
Si lim —= =0 (ou lim — = O) alors on dit que la courbe (Cy) de la fonction f
X—Fo X X—>—o X

admet une branche parabolique de direction I’axe des abscisses au voisinage de +o (ou au
voisinage de —oo).

3
\ : /
1
o
& 7 k] B B 3 k] A o 3 3 3 3 5 g 7 [
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3 CHAPITRE 3. REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE FONCTION :

Exemple :

La courbe de la fonction f définie par : f(x) = y/x admet admet une branche parabolique de
direction 1’axe des abscisses au voisinage de +oo.

“ (Cy) admet unebranche paraboligue (CJ!)

de direction l'axe des abscisses

1
En effet : lirf f(x) = lim /x=+ooet lim f) _ lim
X—r o0

— =0.
X—>—+oo X——4o0 X X—>—o0 \/)_c

3.3.2 Branche parabolique de direction I’axe des ordonnées :

Définition 3.
Si lim ﬁ = 4o ou lim @ = —co oOu lim @ = 4o ou lim @ = —o0
X—+o X X—+o X X—— X X——o X

alors on dit que la courbe (Cy) de la fonction f admet une branche parabolique de direction I’axe
des ordonnées.

ooy 5
(l_u_n\ r oo lim J‘(J) = 4oo

lim f(x) = —00 o] lim =) = —0oC
T——00 @ ——

Exemple :

3

Soit f la fonction définie par : x — f(x) = x” ; on a au voisinage de oo :

3
. . . X . X .
lim f(x) = lim x’ = +eoet lim fx) = lim — = lim x* = oo,
X—+o0 X——oo X—rfoo X X—Foo X X—>too
et au voisinage de —oo :
3
. . . X X .
lim f(x) = lim x’ = —coet lim fx) = lim — = lim x* = oo,
X—>—00 X—»—00 X——o0 X X——oo X X—r—0o

Donc la courbe (Cy) de la fonction f admet une branche parabolique de direction I’axe des ordonnées
au voisinage de +oo et de —oo.
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CHAPITRE 3. REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE FONCTION :

" (Cy)
(C¢) amdet une branche parabolique

o
de direction I'axe des ordonnées

au voisinage de + occet — oo 7

3.3.3 Branche parabolique de direction la droite d’équation y =axoua # 0 :
Définition 3.}70 (x)

Slxngrrle =a oua #Oetxgr}rlw[f(x) —ax] = £oo

alors on dit que la courbe (Cy) de la fonction f admet une branche parabolique de direction la
droite d’équation : y= ax au voisinage de —+oo.

Remarque : On a la méme définition au voisinage de —oo.

Yy = ar
Exemple :
Soit f la fonction définie par : x — f(x) =x+/x;
Ona lim f(x)=teet fim 2% = fim *TVF _ i X0 VY 0y Zg
X—>-o00 X—+Foo X X—>4-o00 X X—>+Foo X X

onaaussi: lim [f(x)—ax] [x+vx—x] = lim \/x=+oo,
X—>—+oo X—> 00
Donc la courbe (Cy) de la fonction f admet une branche parabolique de direction la droite d’équa-

tion : y=x au voisinage de +-oo.

= lim
X—>4-00
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CHAPITRE 3. REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE FONCTION :

T
10

Exercice :

D fi(x) = x> +2x

V.
1]

2) fo(x) = V3x + 4

| (C}) adm

T T T
3 4 ]

T T T
[ 7 8

Déterminer la nature de la branche parabolique des fonctions suivantes :

3) f3(x) =2x++vx+5

T
a

et une branche parabolique

de direction la droite y = x

4) fi(x) = x> —2x?

Résumer des branches parabolique et les asymptotes d’une courbe

im [f(@)—(az +0)]=0|| s, L9 _ iy Y
H=nE r—00 T (a=0) T— DG W
»
Y { T h ? Y
vyl Iim [f@—az]=0|| lim [f@)isar)="0c
> N ™
(Ff)admet ((‘f)admet {Gf}ddmet (Gf)admet {C’f)crdmet (Cf)

Une Une Une branche Une branche Une branche admet
asymptote asymptote parabolique parabolique parabolique Une
horizontale oblique de direction de direction de direction asymptote
d’équation: d’équation : la droite I'axe des Paxe des verticale

y=a y=azx+b d'équation : ordonnés abscieses d’équation:
au voisinage au voisinage oy 4% au voisinage au voisinage

- de~o dayoisinage de oo de ~ r—=a

N\ ) de~c \_ J J N Active
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3 CHAPITRE 3. REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE FONCTION :

3.4 Axe de symétrie - Centre de symétrie :

Proprieté 3.4
Soit f une fonction définie sur un ensemble D et (Cy) sa courbe représentative on a :
> La droite d’équation x = a est un axe de symétrie de la courbe (Cy) :
(VxeDy):2a—x € Dy
si et seulement si :
(Vx€Dy): f2a—x) = f(x)
> Le point Q(a;b) (a € R; a € R) est un centre de symétrie de la courbe (Cy) :
(VxeDy):2a—x€ Dy
si et seulement si :
(Vx€Dy): f(2a—x) =2b— f(x)

Exemple 1 (axe de symétrie) :

Soit f la fonction définie par : f(x) = x*> —2x+1,
Montrons que la droite d’équation x = 1 est un axe de symétrie de (Cy) la courbe de f.
Eneffetona: Dy =R, (VxeR):2a—x=2-x€R

f2—x) = 2-x)?-22-x)+1
= 4—4x4+x>—442x+1

= xX>—2x+1
= fx)
Exemple 2 (centre de symétrie) :
2
Soit f la fonction définie par : f(x) = xl’
x p—

Montrons que le point Q(1;2) (a =1; b = 2) est le centre de symétrie de (Cy) la courbe de f.
Eneffetona: Dy =R—{1}:

x€Df = x#1 = —x#—-1=2-x#2-1=2-x#1= 2-x€Dy

et pour tout x € Dyona:

2(2—
fQRa—x)=f(2-x) = H
42
o —x+1
4-2
— 4 Ty
—x+1
_ 4+4—2x—4(—x—|—1)
—x—+1
_ 4+4—2x—|—4x—4)
—x+1
2
— 44 =
—x+1
_ 2x
B x—1
— 2b—f(x)
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3 CHAPITRE 3. REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE FONCTION :

Remarque 1 :

Soit f une fonction admet la droite x = a comme axe de symétrie :
> si f est croissante sur | —oo;a] N Dy alors f est décroissante sur | —oo;a] N Dy.
> si f est décroissante sur | —co;a] N Dy alors f est croissante sur | —co;a] N Dy

Remarque 2 :

Soit f une fonction admet le point Q(a;b) comme centre de symétrie :
> si f est croissante sur | —co;a] N Dy alors f est croissante sur [a;+coNDy.
> si f est décroissante sur | —oo;a] N Dy alors f est décroissante sur [a;+oo[ Dy

3.5 Plan d’étude d’une fonction : (P-244-maxi-math)

Exercice 1 :

Soit £ la fonction définie sur R par : f(x) = 2x> —3x? + 1 et (Cy) sa courbe représentative dans
%
un repere orthonormé (0; i ,7)
Etudier la fonction f et construire (Cy).

Exercice corrigés

. —
Le plan est muni d’un repere orthogonal (O; i ?)

Exercice 1 (9 pts) I

Soient f la fonction définie par : f(x) =x— 1+

b

3 et Cr sa courbe représentatives dans d’un

x p—
repere (0;?;7)
1) a) Déterminer D I’ensemble de définition de la fonction f. 0.5
b) Calculer : xl_1>rJrrloo flx)et x1_1>r£1m f(x) 1
¢) Calculer : lim f(x)et lim f(x) En déduire les asymptotes a (Cy). 1.5
x—2+ x—2~ ! 3
2) a)Montrerque Vx€Dy: f'(x) = % 0.73
b) Etudier les variations de la fonction f et dresser le tableau de variations de f. 1.5
3) Déterminer I’équation de la tangente 7' a la courbe (Cy) au point (0; £(0)) 0.75
4) Montrer que le point A(2; 1) est un centre de symétrie de la courbe (Cy). 0.75

5) Montrer que la droite d’équation y = x — 1 est une asymptote oblique a la courbe (Cy) au | 0.75
voisinage de +oo et —oo,

6) Construire la courbe (Cy) dans le repere (O; _i>; ?) 1.5
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3 CHAPITRE 3. REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE FONCTION :

Exercice 2 (11 pts)
Soit f la fonction définie par :
1—2x
e
f(x) + xz —x— 2

(1) Déterminer D s I’ensemble de définition de la fonction f. 0.5
(2) a) Calculer les limites de f aux bornes de Dy. 3

b) En déduire les asymptotes a (C f) la courbe représentative de f. 1.5
(3) Déterminer f’(x) pour tout x de D I 1
(4) Etudier les variations de la fonction f et dresser le tableau de variations de f. 1.5
(5) a) Déterminer f”(x) pour tout x de D¢ 1.25

b) Etudier la concavité de (Cy). 1

1
¢) En déduire que (Cr) admet / (E 1) comme point d’inflexion. 0.5
. 1 . At
(6) Montrer que : / 5 1 | est un centre de symétrie de (Cy). 0.75
Correction : Exercice 1 :
1
Soient f la fonction définie par : f(x) =x— 1+ —
x —
Da)Dr={xeR/x=2#0} ={x e R/x#2} =R — {2} =] —00;2[U]2; +00]
) ) ) ) 1

b)Ona: xl_l}l:&()f(x) —xl_1>rJrr1mx— 1 +m = +oo et xl_l)gloof(x) —x1_1>r£1wx— 1 +E = —oo,

c)Ona lim x—2=0" alors : lim = 4o etdonc: lim f(x) = oo,
x—27F x—=2T X — x—=2F

Onaaussi: lim x—2 =0 alors: lim
x—2- x—=2- X —
Alors (Cy) la courbe de f admet une asymptote verticale d’équation : x = 2.

2) a) La fonction f est dérivable sur chaque intervalle de R — {2} et (Vx € R—{2}):

= —oo et donc : lim f(x) =
x—2~

1 x=22—1 (x=3)(x—1
flx)=1- x—2)2 = ( (x _)2)2 - ( (31(2)2 )
b) Les variations de la fonction f : le signe de f et celuide (x —1)(x—3) :
x —0 1 2 3 +a0
7'(x) + 0 - - 0 +
-1 +o0 +0
f p / \ B \ 5 /

3) L’équation de la tangente 7 a la courbe (Cy) au point (0; £(0)) est :

3 3
y=f"(0)(x—0)+ f(0) c’estadire : y = 75
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3 CHAPITRE 3. REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE FONCTION :

4) Montrons que A(2;1) est le centre de symétrie de la courbe (Cy) : ona

xeEDfox#24—x#24—-x€Dy

1 1 1
0naaussi:f(4—x):3—x+m et 2—f(x):2—x+l—m:3—x+2_x
Donc: f(4—x)=2—f(x): alors A(2;1) est le centre de symétrie de la courbe (Cy)

5) Ona:

. . . . 1
Jim f()—(x—1)= Jim ——=0 e lim f(x)—(x—1)= lim —— =0
Alors la droite d’équation y =x—1 est une asymptote oblique de (Cy) au voisinage de +oo et
de —oo.

6) La courbe de la fonction f :

Exercice 2 :

DDr={xeR/x*—x-2#0}={xeR/x#2etx# -1} =R —{2;—1} =] —o0; —1[U] —
1;2[U]2; 400l

2) a) Les limites aux bornes de Dy : e Les limites en +oo et en —oo
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3 CHAPITRE 3. REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE FONCTION :

. 1-2x . —2x . =2 T . 1-2x
lim ——————= lim —-= lim —=0 W lim f(x)= lim |+ ——"——=1
X3ty 2 Yt = Tt X N e sl X3t X —=x=-2
lim1-2x=-3 limx? —x—2=0 Ly
X2 X2
X —an -1 2 +a0
f(x) L
e Leslimitesen2 eten2  eten —1 eten —17 : -
. _ . . — X _
>Ona: lim x*—x—2=0" et lim 1 —2x=—3 alors: lim 1+2—:+oo (O—f)
x—2~ x—2~ x—2- X —X2—2
) ) . 1—2x
>Ona: lim x¥*—x—2=0" et lim 1—-2x=—3 alors: lim 1-1-2—:—00 (a—f)
x—2t x—2+t x—2+ xc—x-2
. 2 + . . 1—2x
>Ona: lim x*—x—2=0" et Ilm 1—2x=3 alors: lim 1+2—:+oo
x——1- x——1- x——1- xc—x—-2
3
(5%)
. 2 — . . 1—2x
>Ona: lim x*—x—2=0 e Ilim 1—2x=3 alors: lim 1+2—:—oo
x——17t x——17t x——1t xc—x—-2

3
(7-)
c) e lirerl f(x) =1 : alors la droite d’équation y = 1 est une asymptote horizontal de la courbe
X— oo

(Cr) au voisinage de +oo et de —co.
° hr?i f(x) = £oo : alors la droite d’équation x = 2 est une asymptote verticale de la courbe
x—

(Cr)-
) lirr%i f(x) = +eo : alors la droite d’équation x = —1 est une asymptote verticale de la courbe
x——
(Cy)-
3) Déterminons f’(x) : la fonction f est dérivable sur chaque intervalle de Dy (fct rationnelle) et :

(1-2x)'(x® —=x=2)—(x* —=x—2)'(1-2x)
()= X (.\ X ) (Y 2\ ) X

(.Yz —.\‘—2)

_2(_\3 —.\'—2)—(2.¥—1)(1—2.\‘)

fi(x)= :
[.\‘2 —x- 2]
F(x) = 2x% 4+ 2\ +4+ 4.82—4.\- +1
(.\'2 —x- 2)
2x% —2x+5
flx)=——"—
(.Yz —x— 2)
2x* —2x+5
4) Les variationsde f:ona: f/(x) = ﬁ : donc le signe de f est le signe de 2x* —2x+5
Xs—x—
comme A =4 —40 = —36 < 0 alors : 2x> —2x+5 > 0 : d’ol le tableau de variations de la
fonction f : | “
X —0 -1 2 +00

f(x) + + +

f 1 / +o0 Y / +o0 _(f)/ 1

5) a) La fonction f” est dérivable sur chaque intervalle de sa domaine de définition (D = Dy) (fet
rationnelle) c’est a dire que f est dérivable deux fois sur Dy eton a:
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3 CHAPITRE 3. REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE FONCTION :

[0 =) = (%)/

(2x% —2x +5) ((x* —x —2)?) — (2x* = 2x+5) ((x* —x —2)?)’

@—x—2)
_ (4x—2)((x* —x—2)%) — (2> —2x +5)(2(2x — 1) (x* —x —2))
(x2—x—2)*
22— 1) (P2 —x—2) [~ (o —x—2) + (262 — 2x+ 5)]
B (x2—x—2)
22— )P —x+7)
(x2 —x—2)3
b) La concavité de (Cy) :
1
I —0 -1 E 2 “Foc
—2(2x — 1) + + 0 — —
(z* —a — 2)° + 0 — — P -+
() + - 0+ _

La concavité

de (Cy) \__/ /\ U m

T ] ] i 3
Concave I ONvVexre Concave

|
1
(2 : 1) est le point d'inflexion de (Cy)

C'onvexe

1 1
¢) f” s’annule en > avec un changement de signe alors / (5; 1) est un point d’inflexion de (Cy)

1
6) Montrons que / (E’ 1) est le centre de symétrie de (Cy) :

ona:xeDresxeR-—{-1;2} & 1-xecR-{-1;2} & 1—-xeDy

1-2(1-x —2x
f(l-x)=1+ _ t-x) 31 2
(I-x) —(1-x)-2 xT—x-2
1-2x 1-2x
2—-f(x)=2-1- =1-
( ¥ —x-2 ¥ —x-2

CrJ Jiles 5550 I{%il | ains f(1=x)=2=f(x) o3l

7) La courbe de la fonction f :
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CHAPITRE 3. REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE FONCTION :

3.5.1 La série des exercices n°3 :

La concavité - points d’inflexions

exercice 1 : '
2x+6

Soit f la fonction définie par : f(x) =x+

x+1

1) Déterminer D I’ensemble de définition de la fonction f.

2
2x—3
2) Montrer que : Vx € D f'(x) = x(:——i——)i)z
2
3) Mont :VxeD f'(x) = —
) Montrer que : Vx f(x) ]

En déduire la concavité de Cr la courbe de f.

exercice 2 : '

Etudier la dérivabilité de f et de f’ et déterminer f”(x), en déduire la concavité de (Cy) la courbe de

f dans chacune des cas suivantes :

D flx) =2 =32 +4x+2. 2) f(x) =x*—6x3+5x+1.

3) f(x) =cos(x) :xe[0,x]. 4) f(x) :x~|—1—|—x2}H.

Les asymptotes

exercice 3 : '
3x

Soit f la fonction définie par : —
xc—1

1) Etudier le signe de x> — 1
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3 CHAPITRE 3. REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE FONCTION :

2) Calculer les limites :
I i L i i
Jm fx); Um fx); lim flx); Lim f(x)
3) En déduire les équations des asymptotes a (Cy)
exercice 4 : '

Déterminer I’équation de I’asymptote oblique a la courbe de f dans chacune des cas suivantes :
1 1
l)f(x):—x+l—|—)—c 2)f(x):2x+3+x—

-1
3 2
x74+3x +1 x—1
3 == 4 — 2 .
) =" 4y ) =2 S
exercice 5 : '
3
- 5
Soit f la fonction définie par : f(x) = %
X
1) Déterminer Dy I’ensemble de définition de la fonction f et calculer : gm flx)et 1_1>rJIrl f(x)
X—>—00 X oo

2) Calculer : fx) et f(x) +x au voisinage +oo et —co en déduire I’équation de I’asymptote a (Cy) la

courbe de f.
3) Déterminer les positions relatives de (C) et I’asymptote.

Branches infinie

exercice 6 : '

Déterminer D I’ensemble de définition de la fonction f, et déterminer les limites aux bornes de Dy,
et déterminer les branches parabolique de la courbe Cy dans chacune des cas suivantes :

(D). x) =Vx+1; (2). folx) =x> +4x

3) fx) =VaZ+x;  (4) falx) =3x+2x

Elément de symétrie de (Cy)

exercice 7 : '

1 ) Monter que la droite (D) est I’axe de symétrie de (Cy) dans les deux cas :

(a) f(x) = —3x*+5x—1 D:x:é

6
b =———— Dix=2
(b) f(x) x2—4x+7 *
2 ) Monter que la droite Q est le centre de symétrie de (Cy) dans les deux cas :
2x—1
= Q(—1;2
@f0) =" a-12)

(b) f(x) =27 +6x> +3x+3  Q(—1;4)

exercice 8 : '

Soit f la fonction définie par : f(x) = sin(x)

(1) Montrer qu’il suffit d’étudier la fonction f sur [—m; 7.
(2) Montrer que f est impaire, en déduire qu’il suffit d’étudier f sur [0; 7]

T
(3) Montrer que la droite d’équation x = > est ’axe de symétrie de la courbe de f en déduire qu’il
suffit d’étudier f sur [0; J].

exercice 9 : . . .
(Les représentations graphiques)

Soit f la fonction définie par : f(x) = vVx%+ 1
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3 CHAPITRE 3. REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE FONCTION :

1) Montrer que f est paire.
2) Calculer : gl’f f(x) et limy 4o f(x) —x
X )

(
(
(3) En déduire une asymptote a (Cy), (pour x > 0)
(4) Etudier les variations de f .

(

5) Construire la courbe de f.

exercice 10 : . ) .
(Les représentations graphiques)

Soit £ la fonction définie par : f(x) = x> —3x+ 3 et (Cs) sa courbe représentative dans un repere
— .
(05 @5 7).

(1) a) Déterminer les limites de f aux bornes de Dy.
b) Déterminer les branches parabolique de la courbe (Cy).
(2) Déterminer le tableau de variation de la courbe de f.
(3) a) Etudier la concavité de (Cy) et déterminer les point d’inflexion.
b) Montrer que /(0;3) est le centre de symétrie de (Cy) et déterminer 1’équation de la tan-
gente (T)aCrenl.
“4) C30nstruire la courbe (Cy) et déterminer en fonction de m, le nombre de solutions de 1’équation :
X =3x+3=m

(5) Résoudre les inéquations :
(1) ¥ =3x+3>1; (2) xX*—3x+3<5

Correction de I’exercice 10 : '

Soit £ la fonction définie par : f(x) = x> —3x+ 3 et (Cs) sa courbe représentative dans un repere
—
(O0; i35 )).

(1) a) Déterminons les limites de f aux bornes de Dy :
Ona Dy =R =] —oco;4oo[ (f est un polynome) donc les bornes de D sont +co et —oo :

i = 1 3= —o00 i = 1 3 )
A fx) = Jm = e et B )= B =+
b) Déterminons les branches parabolique de la courbe (Cy), On a:
. . flx) . xX*—3x+3 X,
lim f(x) =4cet lim —= = lim ——————+co= lim — = lim x° = +oo
X—rkoo X—deo X X—yfoo X X—ydoeo X X—oo

alors la courbe (Cy) admet une branche parabolique de direction 1’axe des ordonnés au
voisinage de +oo et —oo.
(2) Déterminons le tableau de variation de la courbe de f :

On a la fonction f est dérivable sur R (polyndme), et
(Vx €R): f'(x) = (x> = 3x+3)" = 3x> =3 =3(x?> — 1), alors le tableau de variation :

T —oc  —1 1 “+oq

f'(@) + 0 - +
-+

9
Variation /
de f
/ \
y 1

o

f est strictement croissante sur | —oo; — 1| et sur | 1; +oo| et strictement décroissante. sur [—1; 1]
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3 CHAPITRE 3. REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE FONCTION :

(3) a) Etudier la concavité de (Cy) et déterminer les point d’inflexion : f’ est dérivable sur R
(polynome), donc f est dérivable sur R deux fois : et
(Vx €R): f"(x) = (f'(x))" = (3x* — 3)' = 6u, alors la concavité de (Cy) est :

T

@ - 0+

CON NV ARG
(Cy) est concave sur | —oo;0] et convexe sur [0; +oo],

le point (0; £(0)) c-a-d (0;3) est le seul point d’inflexion de (Cy).

b) Montrons que /(0;3) est le centre de symétrie de (Cy) et déterminer 1’équation de la
tangente (7) aCyrenl :
Ona:Ds=R:(VxeR): —xeR, et (VxeR):
f(—=x)+ f(x) = = +3x+3+x>-3x+3=6=2b donc f(—x)=2b—f(x):
Alors 1(0;3) le centre de symétrie de (Cy)
Ona: f(0) =3et f'(x) =3x> —3 donc f/(0) = —3 alors : I’équation de la tangente (7)
aCrenl(0;3)est: (T):y=f'(0)(x—0)+ f(0)c-a-d:(T):y=—3x+3

(4) Construire la courbe (Cy) :

(Cy)

I(0;3)

y= —3x+ 3

'
=y
i

-2 4

5) Graphiquement les solutions de I’inéquation : x> —3x+3 > 1
C’est les abscisses des points de la courbe (Cy) ol (Cy) est au dessus de la droite : y =1
Graphiquement on a : § = [—2;+oo[. De méme on a :
X —3x+3>1ex€]—2;+\{1}
3 —3x+3>56x€)2;+0]
3_3x+3<5&x €] —o0;2]
¥ —3x+3<5exc] - 2\{-1}
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3 CHAPITRE 3. REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE FONCTION :

4)b) Déterminons en fonction de m, le nombre de solutions de I’équation : x> —3x+3 =m :
Graphiquement les solutions de 1’équation f(x) = m c’est les abscisses des points d’intersections de
la courbe (Cy) et la droite d’équation y = m :

e Si:m > 5, alors I’équation f(x) =m : admet une seule solution.
e Si:m =35, alors I’équation f(x) =5 : admet deux solutions, sont —1 et 2.
e Si: 1 <m<5,alors I’équation f(x) = m : admet trois solutions.
e Si:m=1,alors I’équation f(x) = 1: admet deux solutions, sont —2 et 1.

e Si:m < 1, alors I’équation f(x) =m : admet une seule solution.

(Cy)
Y= 1 ;1m >5

/!;:5

y=m:;l<m<<5

=4

y=1

2 A o 1 2 3 4 5 &

/ 1 y=1m;m <1
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CHAPITRE 4
LES FONCTIONS PRIMITIVES :

4.1 Notion de fonction primitive :

Définition 4.1
Soit f une fonction définie sur un intervalle /.

On dit que f admet une fonction primitive sur / s’il existe une fonction F' dérivable sur [ telle
que: (Vxel): F'(x) = f(x)

Exemples :

e La fonction définie par : x — F(x) = x> est une fonction primitive de x — f(x) = 2x sur R car :
(VxeR): F'(x) = f(x)

e La fonction définie par : x — F(x) = _—2 + 3 est une fonction primitive de x — f(x) =
Rcar: (VxeR): F'(x) = f(x)

— sur
13

Remarque :

Pour montrer qu’une fonction F' est une primitive de f sur un intervalle /, il suffit de montrer que :
o F estdérivable sur/ et o (Vxel):F'(x)= f(x).

Théoreme 4.1
Toute fonction continue sur un intervalle / admet une primitive sur /.

4.2 Les primitive d’une fonction continue :

Théoreme 4.2

Soit f une fonction continue sur in intervalle /.

Si F est une primitive de la fonction f sur / alors toutes les fonctions primitives de f sont définie
par:x— F(x)+A (AeR)

Théoréme 4.3

Soit f une fonction continue sur un intervalle /.
Soita € I et b € R, il existe une seule primitive F de f sur I tel que F(a) = b.
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4 CHAPITRE 4. LES FONCTIONS PRIMITIVES :

Exercice :

-1
Soit f la fonction définie sur ]0; 4o par : f(x) = — +8x° —3
x

1. Montrer que la fonction définie par : F(x) = — + 2x* — 3x est une fonction primitive de f sur
X
10; 4-o0].
2. Déterminer toutes les fonctions primitives de f sur |0; 4-oo]

3. Déterminer la fonction primitive G de la fonction f tel que G(1) = 2.

4.3 Les opérations sur les fonctions primitive

Théoreme 4.4

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle 7 et A € R. Si F et G sont respectivement
les primitives de f et g sur [ alors la fonction F + G est une primitive de f + g sur /.

La fonction AF est une primitive de Af sur /.

Remarque :

e Si F' et G sont respectivement les primitives de f et g sur I alors la fonction F x G n’est pas une
primitive de f x g sur /.

° G n’est pas une primitive de f sur /.

Proprieté 4.1
Si f et g deux fonctions dérivable et leurs dérivées sont continue sur un intervalle 7 alors :

e La fonction f - g est une primitive de f'g+ fg’ sur .

I ro)
e Si(Vxel): g(x)#0 alors la fonction / est une primitive de la fonction M sur /.
8 8
4.4 Fonctions primitive des fonctions usuelles :
La fonction f La fonction primitive F L’intervalle I C Dr
x—0 x—=>A AER) R
x—a (aeR) x—=ax+A(AeR) R
x+—x"(n € N¥) x»—>mlr—1-x”+1—|—7» R
x—=x, (reQ —{-1}) X e T R*
x> cos(ax+b) (a€eR¥) xn—)ésin(ax—l—b)-l—k(keR) R
xrrsin(ax+b) (a€R*) | x> —Llcos(ax+b)+1 A eR) R
xH1+tan2(x):wS§(x) x> tan(x) +A (A €R) R\ {}+kn} (k € Z)
x> fg+fg x—f-g+A (AeR) f et g deux fonctions dérivables sur /
X f,'gg}f'gl X § +A(AeR) f et g deux fcts dériv sur I et g # 0 sur [
x—= " (neN¥) x5 A L (AER) f est dérivable sur /
x—= fff(reQ*—{-1}) X ri—lf”l—i—?u, (A eR) f est dérivable et str positive sur /
xv—>\/%»c x—=2y/x+A AER) R*
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4 CHAPITRE 4. LES FONCTIONS PRIMITIVES :

La série des exercices :

exercice 1 :

I) Soit f la fonction définie par : f(x) = —x+2.
1) Montrer que f admet une fonction primitive sur R.
2) Soit F la fonction définie sur R par : f(x) = ax® + bx avec a et b dans R.
a) Montrer que F est dérivable sur R et déterminer F’(x).
b) Déterminer a et b tel que F soit une fonction primitive de f sur R.
c¢) Déterminer toutes les fonction primitive de f sur R.
1) Déterminer toute les fonctions primitives de la fonction g définie sur R par : g(x) = 6x—4

exercice 2 : '

Soit f la fonction définie par : f(x) = 8x° + 3x* + 6x

1) Déterminer toutes les fonctions primitives de f sur R

2) Déterminer la fonction primitive G de la fonction f telle que : G(1) = 6.
exercice 3 :

|

Soit f la fonction définie sur RY par: f(x) = LX +2x3 -5

1) Montrer que la fonction F définie par :

F(x)=2x+ %x“ — 5x est une fonction primitive de f sur R*,

2) Déterminer toutes les fonctions primitives de f sur R

3) Déterminer la fonction primitive G de la fonction f telle que : G(4) = 10

exercice 4 :

|

1) Montrer que la fonction : F : x — xcos(x) est une fonction primitive de f : x — cos(x) — xsin(x)
sur R
2) SoientZF et G deux fonctionszdéﬁnies par :
x“+3x—1 x*+7x—=35
F(X):TetG<X):T
Montrer que F et G sont deux fonctions primitive de la méme fonction f sur ]0; +oo].
exercice S :

3 1
Déterminer la fonction primitive de la fonction f définie sur ]0;+oo par : f(x) = = + —= et telle
X

NG
que: F(0)=1
exercice 6 :
(f'- 1)
Déterminer une fonction primitive de la fonction f sur I’intervalle / dans les cas suivantes :
D f(x)=(@x+2)3etI=R

2) f(x) =2x(x*+1)etI =R
3) f(x) =2x(x* + 1)’ et =R;
4) f(x) = T 1) et [ =] — 1;4o0]
2x
5) f(x) = = etI=R;
6) f(x) =sin(x)-cos(x) I=R
exercice 7 :

Déterminer une fonction primitive de la fonction f sur I’intervalle / dans les cas suivantes :

1) f(x) =cos(3x) et I =R; 2) f(x) =sin(4x+m) et/ =R
3) £(x) = cos(2x) +sin(3x) et I = R ; 4) Flx) = S50 ;rzxsm(x) et 1 =]0; oo
5) f(x) = V2x+Tet]I=]—1;+oo 6) f(x) = (x> +x+1)/x et I =]0; oo
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4 CHAPITRE 4. LES FONCTIONS PRIMITIVES :

7) f(x) = 2x-cos(x) —x%-sin(x) et I = R

exercice 8 : ( Exercice 18 p.103)
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CHAPITRE 5
LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

5.1 Rappel:
Soitng € Netetl = {n € N/n>ng} et (U,)ner une suite numérique.

1) Suite majorée - suite minorée - suite bornée
e On dit que : (U,)nes est une suite majorée s’il existe M € Rtelleque : (Vnel): U, <M
e On dit que : (Uy)uer est une suite minorée s’il existe m € R telleque : (Vnel): U, > m
e On dit que : (Uy)ner est une suite bornée s’il existe m,M € Rtelleque: (Vnel):m<U, <M

2) Monotonie d’une suite :
e On dit que (U, )nes est une suite croissante si et seulement si: (Vn €1) : U4 > U,,.
o si (Up)ner est une suite croissante alors : (Vn € 1) : U, > Uy,
e On dit que (U, ),e; est décroissante si et seulement si: (Vn € 1) : Uy < U,.
0 Si (Uy)ner est une suite décroissante : (Vn € 1) : U, < Uy,

3) Suite arithmétique - suite géométrique :
a) Suite arithmétique
e On dit que (U, ),er est une suite arithmétique s’il existe re R: (Vn € 1) : Uy = Uy +r
e Le nombre r ne dépend pas de n est s’appelle la raison de la suite (Uy)ner
® Si (Uy)ner est suite arithmétique alors : (V(n,p) € N?): U, =U,+(n—p)-r
n—p+1

e Calcule de la somme : U, +Up 1+ + U, = >

b) Suite géométrique :
e On dit que (U, )nes est une Suite géométrique s’il existe g € R : tel que (Vr € 1) : Uy = q- Uy,
e Le nombre ¢ ne dépend pas de n est s’appelle la raison de la suite (U, )ner
e Si (Uy)nes est une Suite géométrique alors : (V(n, p) € N?) : U, = U, - ¢\"~P)

(U, +U,) avec : n > p.

1— n—p+1
e Calcule de la somme : U, +Upy1+---+ U, =Up- 1q avec:n>petq# 1.
—q
Exercice 1 :
U =2
Soit (U, la suite définie par : 1
(U1 R ATEE /RS-

1) Calculer U; et Us.
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5 CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

2) Montrer que (Uy),>1 est majorée par 3.

3) Etudier la monotonie de (U, ),>1, en déduire qu’elle est minorée par 2.

4) Soit (V;,)n>1 la suite définie par : V,, = U, — 3
a) Montrer que (V},),>1 est une suite géométrique et déterminer V,, en fonction de n.
b) Calculer lasomme : S=V+Vo+---+V,
c) Endéduire : ' =U; + Uy +---+U,.

Exercice 2 :
Uy=0
Upr1 =V3U,+4

1) Montrer que (U,) est minorée par O et majorée par 4.

Soit (U,) la suite définie par : {

2) Montrer que (U,) est croissante.

1
3) a) Montrerque: (VneN):4—-U,;; < 5 (4—-U,)

1 n
b) En déduire que : (Vn e N):4—-U, <4 x (§>

5.2 Suite convergente - Suite divergente :

5.2.1 Limite finie d’une suite :

Définition 5.1

Soient p e Netl € R.

On dit qu’une suite (Uy,),>), a pour limite / quand » tend vers +oo ou la suite (U, ),>, converge
vers [ si pour tout réel positif 7 I’intervalle |/ — ;[ 4 r[ contient tous les termes de la suite (Uy)n>p

a partir d’un certain rang et on note : lir_E U,=1
n—s—+oo

C’est a dire que pour tout réel strictement positif r on a : U, €]l — r;l + r[ a partir d’un certain
rang.

Remarque :

Une suite est convergente si elle a une limite finie.

Théoreme 5.1
Soient p € N et (Uy) > une suite numérique.
o Sila suite (U,)n>) est converge vers | alors | est unique.
e lim |U,—I|=0« lim U,—[=0<%« lim U,=1
n——+oo0 n——+o0 n— o0

Théoréeme 5.2

1
(VpeN*): lim — =0, lim —==0
n——+oo nP n——+oo \ /1
. ) L —1)"
Exercice 1 : Montrer que la suite (U, ),> définie par U, = est converge vers 0.
2
Exercice 2 : Montrer que la suite (U,),> définie par U, = ﬁ est converge vers 3.
= n
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5 CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

5.2.2 Limite infinie d’une suite :

Définition 5.2
Soit p € N.

On dit qu’une suite (U,),>, a pour limite +co quand # tend vers 4o et on note liT U, = +o
= n— oo

si pour tout réel positif A, 1’intervalle [A; 4-oo[ contient tous les termes de la suite (Uy),> a partir
d’un certain rang c’est a dire : (VA > 0) : U, > A a partir d’un certain rang.

On définie de maniere analogue la limite lirJrrl U,=—o0
n—s+oo

Remarque :

e Une suite (U, ),> est divergente si elle a une limite infinie ou si elle n’a pas de limite.

e lim U,=—o< lim —U, = +oo.
n— oo n—y4-oo

Théoreme 5.3
Les suites (y/),>0 et (n”),~, avec p € N* sont divergentes et lim n” = +eoet Lim +/n = +oo

n—r—+oo n—-+oo
5.3 Opérations sur les limites
e Limite de somme de deux suites :
lim u, l [ I | 400 || —o0 || —o0 || o0
X —poo
Hm v” l' +4oo —co +o0 —o0 +co —o0
X —p+oo
lim (u"+vn) I+1" || 400 || =00 || 400 || —00 F.I
X =30
e Limite de produit de deux suites :
lirfmu,, I |1>0 |1I>0 [[I1<0 |I<0 [ 400 | —oo | 400 | —00 || 400
lifilmv . I’ +o0 —co +o0 —00 | o0 || —oo || —eo 0
lim (u”vn) I’ +co —00 —o0 “+co +co +co —o0 FI
X =Hpoo
e Limite de I’inverse d’une suite :
lim 'l",I le R' “+o00 —00 0+ 0
X =poo
. 1 0F | 07 | 400 | —co
lim — —
Xty l
e Limite de quotient de deux suites :
lim u I l oo +o0 +oo —co +o0 —c0 +oo —oco +oo
e 1>0 <0 1>0 1 <0
imv, [I"#0 [Zeo [I>0 |1 <0 |I>0 |I<0 0+ 0 0- 0- too
ey
u 1 0 +oo || =90 | 4eo | oo +oo —e° - +oo F.I
Gl I
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5 CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

Exercice :

Déterminer la limite de la suite (U, ),>1 dans les cas suivantes :

) Uy,=n—2n
2n*+3n+1

2 =

) Uy 2
n+1

3) U, = ———

VU=

4 Uy=vn+1—n

5.4 Limite de suites par comparaison (Criteres de convergence) :

5.4.1 Convergence et comparaison :
Théoreme 5.4
Soient (Uy)n>p et (Vy)n>p deux suites numériques :

e Si V,>U,pourn>palors: lim V, > lim U,.
n—r—+oo n—-+too

Vn>p:|V,—1l| <U,
o Si { =P [Va =l < U alors lim V, =1

lim Un = 0 n—r—+-o00
n—y—+oo

Vn>p:V, <U,<W,
e Si { = D= = alors lim U, =1

lim V,= lim W, =1 n—soo
n—r—-oo n——+-00

Conséquences 5.1

Soient p € N et (Uy),>) une suite convergente vers [ € R.
e Si la suite (Uy),>, est majorée par M alors [ < M.
e Silasuite (Uy,),>, est minorée par m alors [ > m.
e SiVvn>p U,>0oulU,>0alors/ >0

5.4.2 Divergence et comparaison :

Théoréme 5.5
Soient (U,) et (V,,) deux suites numériques :

Yn>p:V,>U,
e Si { =D ="n alors lim V,, = 4o

lim U, = +oo n—s-oo
n——+oo

Vn>p:V,<U,
e Si . alors lim V, = —o0
lim U, = — n—s o0
n—r—+o0
. . PP sin(n)
Exercice 1:  Soit (U,),>; la suite définie par : U, =3+ ——=
n
Montrer que lim U, =3
n——4-o0
. . . e Uy=0
Exercice 2:  Soit (U,),> la suite définie par :
N UI’H—l - 2Un —|— 1

1) Montrer par récurrence que (Vn € N) : U, > n.
2) En déduire la limite de la suite (U,,).
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5 CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

5.4.3 Convergence et la monotonie :

Théoreme 5.6
Toute suite suite croissante et majorée converge .
Toute suite suite décroissante et minorée converge .

5.4.4 Divergence et la monotonie :

Théoreme 5.7
Toute suite suite croissante non majorée tend vers oo .
Toute suite suite décroissante non minorée tend vers —oo .

Exercice :
Up=0
Soient (Uy),>0 la suite définie par : 1
B n+1 =
2 - Un

1) Montrer que (Vn e N) : U, < 1.
2) Montrer que la suite (U, ),>0 est croissante.

3) En déduire que (U,),>0 est converge.

5.5 Les suites particulier :

5.5.1 Suite de la forme : U, = f(n) et U, =n"

Théoreme 5.8

Soient p € N et f une fonction définie sur I’intervalle [p;4oo]

Si (Upn)n>p est suite définie par U, = f(n) et 1—1>T f(x) = A alors gr}rl U, =\
X o n o)

(kEROUKZ—l—WOu}\,:—m)

Exemple :
2x+1 2n+1
lim =1° =2 alors lim 2 —2
X—rfoo X — n—+eo n—1
~—~— ~——
f(x) Un
Proprieté 5.1
Soitr € Q* :
e Sir>0, alors lim n" = +oo
n—y+oo

o Sir<0, alors lim n" =0.
n——+-oo

Exemples :
. PP 2 . 2
e La suite (U,) définie par U, = n3 est divergente car 3> 0.

1
e La suite (U,) définie par U, = n"7 est divergente car ) <0.
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5 CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

5.5.2 La suite de la forme : U,, = a"

Proprieté 5.2
Soitace R :
e Si:a>1 alors lim a@" = +oo.
n—r—+oo
e Si:a=1 alors lim 4"=1.
n—r—+oo

e Si:—1<a<1 alors lim a"=0.
n—r—+o0

e Si:a<—1 alors lasuite (a"), est diverge, ( liIJrrl a" n’existe pas).
n——+oo

Exercice :

Calculer les limites suivantes : ;
) 0 ) 1 ) ) n ) "
l)ngrﬂw(\/i) 5 2) ,,L“Ew (—g) ; 3) lim (=2)" ; 4) lim (1,01)".

n—+oo n—y—+oo

5.5.3 Lasuite de la forme : V,, = f(U,) :

Théoreme 5.9

Soit p € N, et soient f une fonction définie sur un intervalle /.

Si (Uy)n>p est une suite convergente de limite / et Vn > p: U, € I et si f continue vers en [ alors
la suite (V;,),>p définie par : V,, = f(U,) est converge vers f([).

lim U,=1
Cestadiresi: nte alors  lim f(U,) = f(1).
f continue en | n—e

Tn+2
Exemple :  Soit (V},) la suite définie par : V,, = cos ( 4213 ),
nn+2

L8 . . T
——— converge vers — et la fonction cos continue en —
4n+3
7:) V2

alors la suite (V},) est converge vers cos <Z

on a la suite définie par U, =

>

5.5.4 La suite de la forme : U, | = f(U,) :
Activité :
Soit (U,) la suite définie par : Uyt = iUn 3
1) Montrer que : (VneN): 3<U, <4.
2) Soit (V,) la suite définie par : V,, = U,, — 4.
a) Montrer que (V,) est une suite géométrique.
b) Déterminer V,, en fonction de n en déduire U,, en fonction de n.

¢) En déduire lim,,_, U,
1
3) Soit f la fonction définie par : f(x) = Zx—i— 3

a) Vérifier que f est continue sur [3;4].
b) Montrer que : f([3;4]) C [3;4].
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5 CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

¢) Résoudre I’équation f(x) = x sur [3;4], (Que remarquez vous ?)

Théoreme 5.10
Soit p € N, et f une fonction continue sur un intervalle / avec f(I) C I et (Uy),>p la suite définie

Uy, el
par :
U1 =f(Un) 3 Vn>p
Si (Upn)n>p est converge vers [ € 1, alors [ est la solution de 1’équation f(x) = x.

Exercice 1

1
Soit f la fonction définie sur [0; 1] par f(x) = 5 x2+3
Up=0
et soit (U,) la suite définie par : 0
Un+1 = f(Un)

1) Vérifier que f est continue sur [0; 1] et montrer que f([0;1]) C [0;1].
2) Résoudre I’équation f(x) = x sur [0;1].

3) Montrer que (Vn € N): U, € [0;1].

4) Montrer que (U, ) est croissante en déduire qu’elle est convergente.
5) Calculer lim U,.

n—y+oo

Exercice 2

1 U =2
Soient f la fonction définie par : f(x) = =x+2 et (Uy,),>1 la suite définie par : !
3 Unt1=f (Un)
1) Montrer que f est continue sur [2;3] et que : f([2;3]) C [2;3].
2) Montrer que (Vn € N*):2 < U, <3.
3) Etudier la monotonie de (Up)n>1, en déduire qu’elle est converge.
4) Déterminer lim U,.
n—r—-oo
5.5.5 La série des exercices :
exercice 1 : '
Calculer les2 limites suivantes : )
. 5nt 42 . 2n?2 +1 . " . . omnc+2
D ngl}—loo 3n2+6 ° 2) ngl—li-loo n+1 > 3 nl—lg-loo(_z) > 4 ngl}—lw Sln( 3n? + 6)

1
5 lim V3n2+2—n ; 6) lim (—=)" ; 7) lim 3" ; 8) lim Va3 ; 9) lim Va7
n—s o0 n——4o" 5 n—s o0 n—s oo

n—r—+oo
exercice 2 : '

Soit (Uy)n>0 la suite définie par :
Up=5

1

1) Calculer U; et U,.
2) Montrer que U, < 6 (Vn € N*) (par récurrence)
3) Montrer que (Uy),>0 est croissante en déduire qu’elle est bornée.
4) Soit (V,,)n>0 la suite définie par : V,, = U, — 6
a) Montrer que (V,,) est une suite géométrique.
b) Calculer V,, en fonction de 7, en déduire U,, en fonction de n.
¢) Calculer les sommes en fonction de 7 :
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5 CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

Sp=Vo+Vi+-+VyetT,=Uy+U +--+ U,
5) Montrer que (U,) est convergente et déterminer sa limite.
exercice 3 :

Soit (Uy)n>0 la suite définie par :
Uy=3
9
Unt1 = 5—

U,+1

1) Montrer que (U,) est minorée par 2.

2) Montrer que (U,) est décroissante en déduire qu’elle est convergente.
. PP 1
3) Soit (V,,) la suite définie par: Vn € N:V,, = T —3
L —
a) Montrer que (V},) est une suite arithmétique et déterminer sa raison et son premier terme.
b) Déterminer V,, puis U,, en fonction de n.

¢) En déduire : lim U,
n—+oo

exercice 4 : '

Soit (U,) la suite définie par : Uy = % etUyt1 =

1) Montrer que 0 < U, < 1 (Vn € N)

2) Monter que que (Uy,),>0 est croissante en déduire qu’elle est convergente.

U,—1

U,+1

a) Montrer que (V},) est une suite géométrique et déterminer sa raison et son premier terme.
b) Déterminer V,, puis U, en fonction den.

¢) Calculer : lim U,
n—y—oo

3U,+2
2U,+3

3) Soit (V) >0 la suite définie par : V,, =

3x+2

4) Soit f la fonction définie par : f(x) = 13
X

a) Vérifier que f est continue sur [0; 1]

b) Montrer que f est croissante sur [0; 1]

¢) Déterminer f([0;1])

d) Résoudre 1’équation f(x) = x sur I’intervalle [0; 1]
e) En déduire : ngr}rloo U,

5) a) Calculer: S, = Vo + Vi +---+V, en fonction n.
b) Calculer : lim S,

n—y+oo

exercice 5 : '

Soit (Uy),>0 la suite définie par : Uy =3 et U4 =

8(U,—1)
U,+2
1) Montrer que 2 < U, < 4 (Vn € N) (par récurrence)
2) Etudier la monotonie (U,),>0 en déduire qu’elle est convergente.
3) a) Montrer que : (Vn € N) : 4 — U,y < ‘3‘(4 —Uy)
b) En déduire que : (VneN):4-U, < (‘,5—‘)"

c) Déterminer : lim U,
n—r—+oo

Un - 4
U,—-2
a)Montrer que (V,) est une suite géométrique.
b) Déterminer V,, puis U,, en fonction de n.
¢) En déduire : lim U,

n—r+-o00

5) a) Calculer: S, = Vo + Vi +---+V, en fonction de n.

3) Soit (V) >0 la suite définie par : V,, =
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5 CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

b) Déterminer : lim S,
n——+oo

| exercice 61 (Rattrapage 2015/2016)

1 15
Soit (U,) la suite définie par : Uy =2 et U, = EU” + T6
1) Montrer par récurrence que : (Vn € N) : U, > 1

15
2) Vérifieque : (VneN) : Uyy —U, = —1—6(Un —1)
3) En déduire que (U,) est croissante puis déduire qu’elle est convergente.
4) a) Soit V, = U, — 1 Montre que (V},) est une suite géométrique de la raison 1—16 Déterminer V,, en
fonction de n.
b) Montrer que : U, = 1+ (11—6)" pour tous 7 de N puis calculer la limite de (Uj,)

exercice 70 (Normate 20152016)
3+U,
Soit (U,) la suite définie par : Uy =2 et U, = 5 + U
4(U, - 3) !

1) Vérifier que : U, —3 puis montrer par récurrence que : (Vn € N) : U, <3

T 2+(3-Uy)

Un_
2) a) Mont V="
) a) Montrer que V,, 30,
1+3V,
14V,

n
LM (Rattrapage 2016/2017)

1
Soit (U,) la suite définie par : Uy = 17 et Uy, = é_lU" +12

1) Montrer par récurrence que : (Vn € N) : U, > 16

2) Montrer que (U,) est décroissante en déduire qu’elle est convergente.
3) a) Soit V,, = U, — 16 Montrer que (V},) est une suite géométrique

b) Déduire que U, = 16+ (3)" pour tous n de N

c¢) Déterminer la limite de la suite (U,)

d) Déterminer le plus petit entier n tel que U,, < 16,0001

. ., L. . 1 . ., . /1
est une suite géométrique de la raison 5 puis déduire que V,, = (5)"

b) Montrer que : U, = Déterminer U, en fonction de n en déduire sa limite.

Devoir libre n°2 S :
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CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

Exercice 1 '

I) Soit f la fonction définie sur | — 1;+oo| par : f(x) =

%
orthonormé (O; i ,7)

X2
VI+x

et (Cy) sa courbe dans un repere

Iculer i li .
1) a) Calculer x_>1£111+f<x) et x_1>rer1wf(x)
b) Déterminer les branches infinies de la courbe (Cy).
V2(x+2)
3
2/(1+x)

b) Donner le tableau de variations de la fonction f.
c¢) Déterminer f([0;1])

2) a) Montrer que : Vx €] — 1;4o0[; f/(x) =

x(1—x)
VTRV Vi)

3) Montrer que : f(x) —x = en déduire les positions relatives de (Cy) et

ladroite D:y=x

4) Déterminer I’équation (A) de la tangente a la courbe (Cy) au point d’abscisse 0.

5) Calculer f”(x) pour tout x de ]1;4-co[ en déduire la concavité de (Cy) sur |1;4-oo].

6) Tracer la courbe (Cy) On prenons v/2 =~ 1,4

7) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f— 1 définie sur un intervalle a déterminer.
b) Tracer (C-1) la courbe de f ~! dans le méme repere.

II) Considérons la suite (U,) définie par : Uy = % et VneN: Uy = f(Uy)
a) Vérifierque : Vne N: 0< U, < 1

Unt1

n
c¢) En déduire que (U, ) est convergente et déduire sa limite.

b) Montrer que : Vn € N : > 1

Exercice 2 '
Uy=1

Soit (Uy,)n>0 la suite définie par : 3U,+4
n+1 — Un T 3

1) Montrer par récurrence que : (Vn € N): 0 < U, < 2.

24+U,)(2-Uy)

3+U, '

3) En déduire que : (U,) est convergente.

U,—-2

U,+2

a) Montrer que : (V,) est une suite géométrique de raison g = % et de premier terme Vy = —

3-(3)"

3+(3)"

2) Vérifier que : Uyy — U, =

4) On pose pour tout n de N : V,, =

QI —

b) Déterminer V,, en fonction de n en déduire que U,, =2 - pour tout n de N

c¢) Déterminer la limite de la suite (U,)

LLMI (Questions indépendants)

I) Calculer la limite de la suite (U,) dans les cas suivantes :

2\" 47— (—1)" 2 n® —n* 4" 42
I1) Déterminer toutes les primitives de f sur I’intervalle I dans les suivantes :
D f(x) =x(x*—6)" ; I=R; 2)f(x)=cos(x)-sin(x)?; I=R

—2
3 f) =242 s [=R; 4)f(x)=——= ; I=R
7
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5 CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

Correction du devoir libre n°2 S,

Exercice 1 :
xV2
D) Soit f la fonction définie sur | — 1;+eo| par: f(x) = ,
) Soit f | = Litoo]par: /() = S
1)a)Ona:
x1—1>1:Ii-1°°f(x) a xEI—Eoo \/m - xl—lg—loo - x1—1>1:Ii-l°° x%—!—w
xz _2 + X 2
x2 X X
, 1 1
(car:ngw ;4—; 0" ).
2
etona: lim f(x)= lim xv2 = —oo, (car: lim 1+4x= et lim xvV2=-v2<0).
x——1t x—=1t+/1+x x——1 x——1*
b) Ona: lim f (x) = —co : alors (Cr) admet une asymptote verticale d’équation : x = —1.
x——1

2
on a aussi : lirJrrl f(x) =4ooet lim @: im V2
X—>—+oo0

X—rFoo X Xx—+teo /14 x

bolique de direction I’axe des abscisses au voisinage de +oo.

=0 : donc (Cy) admet une branche para-

2)a) La fonction f est dérivable sur | — 1;+-oo[, (quotient de deux fonctions) et Vx €] — 1; 4-oo] :

w2\ (xv2) (VT +x) —xvV2(/T+x)
Vitx VItx

V2T +x—xV2- 2\/@

Vitx
B 2V2VT+x —V2x ( y 2\/I—+X)
2/THx VT+x
20/2(1 +x) —v2x
2T+ x
2\/§+2\/§x— \/Ex
2/ T+x
V2(x+2)
20/ T+x

V2(x+2)

b) Ona (Vx €] — 1;+o0[) : f'(x) = ———% > O alors la fonction f est strictement croissante sur
2V/1+x

flx) =

| = 15400 :

X —1 o0

Tableau de variations : | +o0

c) La fonction f est strictement croissante sur | — 1; +oo[ en particulier sur [0;1] : alors on a :

S(10:1]) = [£(0); £ ()] = [0 1]
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5 CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

Fl)—x= /2 . x(\/i—\/l—i—x)
IR EE VI+x
_ X (\/_2—\/1+x2> (Car'a— az—bz)

VIitx \ V24+/T+x
x(2—(1+x))
VI+x(vV2+V1+x)
x(1—x)
VI+x(V2+V1+x)

e Les positions relatives de la courbe (Cy) et la droite (D) : y = x.
> Si: f(x) —x>0alors (Cy) est en dessus de la droite (D) : y = x.
> Si: f(x) —x < 0alors (Cy) est en dessous de la droite (D) : y = x.

> Les points d’intersections de (Cy) et (D) sont les solutions de I’équation : f(x) = x.

On a le signe de f(x) —x c’est le signe de x(1 —x) :

e (Cy) esten dessous de(D)

* -1 0 1
toe sur les intervalles | — 1:0[ et |1; 40|
f@-= || — o 4 + _
I ;) ) ® (Cy) esten dessus de(D)
es r o ;.
positions esten ot en sur l'intervalle ]0; 1]
relatives desou dessous ® Les points d'intersections de (Cy) et(D)
de (Cy) de(D) de(D) sont : (0;0) et (1;1)
et (D)
:
(0; 0) est un point \1; 1) est un point
d'intersection d'intersection
de (Cy) et (D) de (Cy) et (D)
4) La tangente de la courbe (Cy) en (0;0) est :
2(0+2
y=f"(0)(x—0)+ f(0) c’est adire : y = v/2x Car f(0)=0er f'(0) = f(—JFQ =2 .
2vV/1+0

5) Calcule de f”(x) : La fonction f” est dérivable sur | — 1;4-oo[ (quotient de deux fonctions dérivable
) donc f est dérivable deux fois sur | — 1;4-o0] est : (Vx €] — 1;+o0]) :
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CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

ﬁ<x+2>>’

') = () = <f\/Tx3
V22VTF3) = V2(x+2)2VT+x)

- 2vT1x)?
3 3(14x)?
2V2VT+x —V2(x+2) x2 x i

B 4(1+x)3
O 2V2(1+x)3 = V2(x+2) x 3(1 +x)?
A(1+x)3VTFx
C2V2(14x) = 3V2(x+2)
4(1+x)3 T+x
_ 2372 — 62 4+ 2/2x — 3v/2x
4(1+x)3VT+x
_ —4v/2—/2x _ —V2(x+4)
40 +x3VT+x  41+x3VT+x
T -1 +oo
I (z) —
() m
Concave
Ona: (Vx €] — 1;+400) f”(x) < 0 alors (Cy) est concave sur | — 1;+oof
(C 1) (P)iy=e |
3 / f_r_f-f”'-f
— (Cy)
5 ]
T I:l T T T
4 -3 2 -L{D 1 2 4 5 5]

6) La courbe (Cy) :

Pr. Ait iddir Younes

2 Bac - science exp



5 CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

7) a) La fonction f est continue et strictement croissante sur | — 1;+oo| : donc admet une fonction ré-
ciproque f~! définie sur : J = f(] — 1;+oo[) =] limﬁf(x); ngrrl f(x)[=] —oos+eo[=R
xX—— x o

b) Voir la courbe : (Cy) et (C;-1) sont symétrique par rapport a la droite (D) : y = x.

Up= —
0=7

Unt1 = f(Un)
a) Montrons par récurrence que : (Vn € N): 0 < U, < 1.
Pourn:00na:O<U0:%< 1. Supposons que : 0 < U, < 1 et montrons que : 0 < U4+ < 1:
Ona:0<U,<1= f(0) < f(U,) < f(1) car f est strictement croissante sur [0; 1], et par suite
O<U1 <1
Car f(Uy) = Upy1; f(1) =1 et f(0) =0, alors d’apres le principe de récurrence : (Vn € N): 0 <
U, <1.

II) Soit (U,) la suite définie par :

U, U, 2
b) Pour toutn € N : "H:f( "): V2

U, U, V1+U,

\/z Un—H
Ona:0<U,<1lalors: 14U, <2d W1+ U, <vV2d ——>1let ite
na n alors: 14+ U, onc + U, \/_ onc m et par suite U,

Onadonc: (Vn € N) : U,11 > U, c’est a dire (U,) est une suite croissante.

> 1

¢) On a: (U,) est une suite croissante et puisqu’elle est majorée alors elle est convergente.

1
= — '1
D’autre part : On a Yo 2 € 0:1]

U1 =1 (Un)
alors la limite de la suite (U,) est la solution de 1’équation f(x) = x sur [0; 1] on a : I’équation admet

deux solutions O et 1, et puisque la suite (U,) est croissante et Uy = % alors liT U,=1.
n—y—oo

et f continue sur [0;1] et £([0;1]) =[0;1] C [0;1].

Exercice 2 :

Up=1
Soit (U,) la suite définie par : 33U, +4
n+1 — U, + 3
1) @ Montrons par récurrence que : (Vn € N) : U, >0
Pour n =0 on a Uy =1 > 0 supposons que U, > 0 et montrons que U,4+1 > 0,0on a:

3U,+4
U,>0=3U,+4>0etU,+3>0etdonc U, = Un:_?) >0, alors (VneN):U,>0.

n
e Montrons par récurrence que : (Vn € N): U, < 2
Pourn=0ona:Uy=1 <2, supposons que : U, <2 et montrons que : U, <2,o0na:

Upp1 —2 = SZ”j;—z
33U, +4-2U,—6
N U,+3
 Up-2
U, +3

on a donc U, < 2 = Uy, < 2 alors d’apres le principe de récurrence : (Vn € N) : U, < 2
etparsuite: (VneN):0< U, <2
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5 CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

2) Soitn e N :
2
Un+1_Un:351n:-34_Un _ 3Un+?]nf§ 3U,
_ -y
U, +3
_ 2-U,)(2+Uy)
U,+3

3)Ona2—U,>0alors: U,y — U, > 0 et donc (U,) est croissante et puisqu’elle est majorée alors
elle est convergente.

U,—2

U,+2

4) Posons : V,, =

3Uu+4
Vo= Ui1—2 T332
n+1 — -
Upt1+2 Wntd 42

n
3U,+4—2U,—6
U, 43
30U, +4+2U,+6
U, 43

Un - 2

S5U,+10

_1(U,-2 —1v
- 5\Uu,+2) 5"

1 Up—2 1
donc (V},) est une suite géométrique de raison ¢ = — et du premier terme : Vp = 0 =——.
5 Up+2 3
1 /1\"
b)Vnenfonctionden:ona:Vn:VOXq":—§ (§> .
Déterminons U,, en fonction de 7 :
U,-2
Vn:U:+2 = V,(U,+2)=U,—-2
= V,-U,+2V,—U,+2=0
= U,(Vp—1)=-2V, -2
N A
V-1
Ve+1
= U,=2
TSy,
1 1\ n
—3(z) +1 1/1
= U,=2x—3 ?)1 - (Car:Vn—— <§)>
1+5(3)
li’l
—(z) +3 3
= UHZZXLM < ............. X—)
3+ (s 3
)Ona: li ! n—o 1<l etdonc: lim Uy=2x 0> —o
©)Ona: lim 5) = car : 5 ,etdonc: lim Uy = 3702
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5 CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

Devoir surveiller n°2 S;

Exercice 1  (12.5 pts) I

Partie A :
Soit f la fonction définie par : f(x) = x(v/x —2)* et (Cs) sa courbe dans un repére orthonormé
- =
0515 ))
1) Déterminer D et calculer lim f(x)et lim @ puis interpréter graphiquement les résultats, | 1.5
X—r—o0 X——4o0 X
2) Etudier la dérivabilité de f a droite en O et interpréter graphiquement le résultat, 1.25
3) a) Montrer que : f'(x) = 2(v/x—2)(v/x—1) 1
b) Donner le tableau de variations de la fonction f. 1.25
9 9
4) Montrer que le point A (4_1’ E) est un point d’inflexion de (Cy). 1.25
x(x—1)(x—9)
5) a) Montrer que : f(x) —x = 1
) Moner e : 10 =5 = 1T (V)
b) En déduire les positions relatives de (Cy) et la droite D : y = x 0.75
6) Tracer la courbe (Cy) ( H—1>H =1lcm) 1.25
Partie B :
1
Considérons la suite (U,,) définie par : Uy = ) et VneN: Uy = f(Uy)
1
a) Montrer que : Vn € N : Z<Un<1 1
b) Montrer que : (U,) est croissante en déduire qu’elle est convergente. 1.5
¢) Calculer lim U,. 0.75
n—r+oo
Exercice 2 (6 pts) I
Soit (Uy)n>0 la suite définie par :
Uy=1
3U,+2
U, 1 =
n+1 Un n 2
1) Montrer par récurrence que : (Vn € N): 1 < U, < 2. 1
2) a) Vérifi Ups1 — Uy = . 1
) a) Vérifier que : U, 11 " U,
b) Etudier la monotonie de (U,) 0.75
¢) En déduire que (U,) est convergente. 0.5
U,+1
3) On pose pour toutnde N : V,, = Int
U,—2
a) Montrer que : (V,) est une suite géométrique de raison g = 4 0.75
b) Déterminer V,, en fonction de . 0.5
Vo +1
¢) Monter que U,, = - V" +1 pour tout n de N 0.75
- —
d) Déterminer la limite de la suite (U,) 0.75
Exercice 3 (1.5) I
Déterminer toutes les primitives de f sur ’intervalle / dans les cas suivantes :
Dfx)=32(x*-6)0° ; I=R ; 2)f(x)=+v2x—2 ; I=]1;4o] 1.5
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5 CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

Devoir surveiller 2 S; ; G;

Exercice 1 (9 pts) I

1 2
Soient f la fonction définie par : f(x) = X 24—
x

et Cy sa courbe représentatives dans d’un repere orthonormal (O; _i>; ?)
1) a) Déterminer D¢ I’ensemble de définition de la fonction f. 0.5
b) Calculer : lim f(x) et lim f(x) En déduire la nature de I’asymptote a (Cy). 1.5
x—0t x—0~
c) Calculer : xEToo fx)et xgrfw f(x) 0.5

1
d) Montrer que la droite d’équation : y = oA 2 est une asymptote oblique a la courbe (Cy)

au voisinage de oo et —oo, 1
2
—4
2) a) Montrer que, (Vx€Dy): f'(x)= x2 0.75
X
b) Donner le tableau de variations de la fonction f. 1
4
3) a) Montrer que, (Vx€Dy): f"(x) == 0.75
X
b) En déduire la concavité de la courbe (Cy). 0.75
4) Déterminer 1’équation de la tangente (7) a la courbe (Cy) au point (0; £(0)) 0.73
5) Construire la courbe (Cy) dans le repere (O; i ,?) 1.5
Exercice 2 (7 pts) I
Uy=1
Soit (U,) la suite définie par : (Vn € N): 33U, +2
n+1 — Un 12
1) Montrer par récurrence que : (Vn e N): 1 < U, < 2. 1
U,+1)2-0U
2) Montrer que : U1 — U, = (Un +2 ~l)-(U n) , en déduire la monotonie de (U,). 1.75
n
3) En déduire que la suite (U,,) est converge. 0.5
U,+1
4)0 V=
) On pose : V,, U, 2
a) Montrer que (V,) est une suite géométrique de raison : ¢ = 4 et de premier terme : Vo = —2 | 1.25
4 x4"—1
b) Déterminer V,, en fonction de n en déduire que : U,, = axr T 1.75
2x4r+1
c¢) Calculer : lim U, 0.75
n——+oo

Exercice 3 (4 pts) I

1) Déterminer une primitive de la fonction f dans les cas suivantes :

a) f(x)=+/x; b) f(x) = (2x+1)3 et o flx)= 2xv/x2+5 2

2) Soit g la fonction définie par : g(x) = x> 4+ x>+ 1

a) Déterminer tout les primitive de la fonction g sur R. 1

8
b) Déterminer G la primitive de la fonction g qui vérifier : G(2) = 3 1
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CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

Exercice 1:

1y

2)

3)

a) Df={xeR /x#0} =R* =] —00;0[U]0; +oo].

1 2 2 1
b) lim f(x)= lim —x—2+— =+4c; (car: lim — =+ocet lim —x—2=-2).
x—0t x—07t % 5 x—07t )26 x—0t ]
lim f(x)= lim —x—2+—=—oc0; (car: lim — = —coet lim —x—2=-2).
x—0~ x—0~ 2 X x—0" X x—0~

(Cr) admet une asymptote verticale d’équation x = 0.

1 2 1
c) lim f(x)= lim —x—2+4—=+4w00; (car: lim —=0et lim 5x—2:+oo).
X

X—r+oo X—+o0 D X—rFoo x X—r+oo
1 2 2 1
lim f(x)= lim —x—2+—=—c; (car: lim —=0et lim —x—2=—o).
xX—y—o0 x——00 X X——o0 X X—r4o0 2

_ 1 .2 e déauation : v — L
d) Ona: xgrilw[f(x) — (Qx -2)] = xgrilm; =0, alors la droite d’équation : y = TRl 2

est une asymptote oblique a la courbe (Cy) au voisinage de +oo et —co.
a) f estdérivable sur chaque intervalle de Dy (Somme de fonctions dérivable) et (VxeD f) :
1 2\ /(1 2N 1 2 KP4
/ = —X — 2 — = —X — 2 — = ——— = —
f®) (ZX * x) <2x ) * <x) 2 x? 2x?

b) Tableau de variations de f :

L —oC -2 0 2 oo

f'(x) + ﬁ% — —

f ///\\ \\\////
- — o0 0
a) f' est dérivable sur chaque intervalle de Dy (Somme de fonctions dérivable) donc f est

dérivable deux fois sur chaque intervalle de Dy et (Vx € Dy) :
1 2)’_ 2x—2x 4

0=y = (5- 4 :

b) La concavité de la courbe (Cy) :

)+

X x3

T | _no 0
f(x) — +

Concave Convexre

(Cy) /f"“\

+oo

4) L’équation de la tangente (7') a la courbe (Cy) au point (1; f(1)).

-3 1

(T):y=f"(1)(x—1)+f(1) = _—B(x—l)—kl donc:y=—x——.

4 2 47 4
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5 CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

5) Lacourbe de f: (Cy) :

Exercice 2 :

Uy=1
Soit (U,) la suite définie par : (Vn € N): 3U,+2

n+1 = Un+2

1) Montrons par récurrence que : (Vn € N*): 1 < U, <2.
Pourn=0ona:1<Uy=1<2:vraie.
Supposons que : 1 < U, <2 etmontrons que : 1 < U, 11 <2.

1 1 5 3U,+2 _8
Ona:1<U,<2alors:5<3U,+2<8et-< < —etd 1<=< < —
na:1<U,<2alors:5<3U,+2< e4_Un+2_3e onc S3ST52 53
alorsona: 1 < U,. Pour I’autre inégalité il faut calculer la différence, en effet :

3U,+2 3U,+2-2U0,—4 U,—2
Upr1—2= Unn+2 —2="" Un+2" :U:+2.etc0mmeU,,§Zalors:Un+1§2.
Dou: (VneN*):1<U, <2.
2 U b _ 3Unt2 _3U,+2-UF-2U, -Ul4U,+2  (Uy+1)(2-Uy)
S A U, +2 T Ug+2 U, +2

(car: (U, +1)2-U,) =2U, —U?+2—-U, = —-U?+U,+2).
Ona:U,+2>0;U,+1>0et2—U, > 0,alors U,+; —U, > 0 et donc (U,) est croissante.
3) (U,) est croissante et majorée par 2 alors (U,) est converge.
3Un+2 | U, +2+U,+2

—F+
Do) V= Up1—2 30U, +2 _ 30U, +2-2U0,—-4  U,-2 _4(Un—2) = 4V,
-2
U,+2 U,+2
Donc (V) est une suite géométrique de raison ¢ = 4 et de premier terme :
v Up+1 2 )
T Up-2 -1 7
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5 CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

b) Ona:
U,+1

V,,=U:_2 s VU, —2)=U,+1
s VU, —2V,—U, =1
s Uy(Vu—1)=2V,+1

2V, +1

& U, =
Tv,—1

2V, +1 2x —2x4"+1 —4x4"+1 4x4"—1
Ona:V,=Vyxq"'=-2x4" alors: U, = nt 2 _ZX X XA _ax

Vo—1  —2x4n—1  —2x4r—1 2x4r+1°
. 1
) lim U= 1 4(4_5)_4—0_2( R N 1"_0_ . 0
Cnirfw”_nirfw4n<2 1>_2+0_’Car'n$Tw47_niTw 1) =% sy
4n

Exercice 3 :

1) a) (0,5pts):
La fonction x — f(x) = /x = x3 est continue sur R, alors elle admet des primitives
sur RT,

1
une primitive de f sur R" est: F(x) =

+1

Gl
RTINS

1+

X

Wl
W

b) (0,75 pts) :
1
La fonction x +— f(x) = (2x+1)° = E(Z)H_ 1)/(2x+1)? est continue sur R, alors f
admet des primitives sur R,

1
X (2x—|—1)4:§(2x+1)4

| —
B

une primitive de f sur R" est: F(x) =

c) (0,75 pts) :
La fonction x — f(x) = 2xv/x2 + 5= (x> +5)' (x> +5 )% est continue sur R, alors f admet
des primitives sur R,

1 4
une primitive de f sur R est: F(x) = 5 1 (x2+5)%+1 = g(x2+5)%.
i

1 1
2) a) Les primitives de la fonction continue g sur R sont définies par : x — 1 44 §x3 +x+A
(AeR).

b) Soit G une primitive de g sur R alors :

& 4+ H2+h=

& A=-6

W] oo
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5 CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

Devoir surveiller 2 S; ; G; :

Exercice 1 (9 pts) I

1
Soient f la fonction définie par : f(x) =x+ 1+ Tl

_>
et Cy sa courbe représentatives dans d’un repere orthonormal (0; i ,?)
1) a) Déterminer Dy I’ensemble de définition de la fonction f. 0.5
b) Calculer: lim f(x)et lim f(x)En déduire la nature de I’asymptote a (Cy). 1.5
x——1t x——1-
c) Calculer : x1_1>rJrrlw f(x) et xgrzloo f(x) 0.5
d) Montrer que la droite d’équation : y = x+ 1 est une asymptote oblique a la courbe (Cy)
au voisinage de oo et —oo. 1
2
2) a) Montrer que, (VxeDy): f'(x) = )(c)(cx+——k1)§ 1
b) Donner le tableau de variations de la fonction f. 1
2
3) a) Montrer que, (VxeDy): f"(x) = CERIE 1
b) En déduire la concavité de la courbe (Cy). 1
4) Construire la courbe (Cy) dans le repere (O; _i>; ?) 1.5
Exercice 2 (7 pts) I
Upy=3
Soit (U,) la suite définie par : Vn € N Ul — 3U,+2
n+l1 — Un 12
1) Montrer que : (Vrn e N) : U, > 2 1
U,+1)2-U
2) Montrer que : (Vn e N) : Uy — U, = (U +U )-(|-2 ) , en déduire la monotonie de (U,). | 1.75
n
3) En déduire que la suite (U,,) est converge. 0.5
U,—2
4)0 V=
) On pose : V, U, 1 1 1
a) Montrer que (V},) est une suite géométrique de raison : g = 4_1 et de premier terme : Vo = 7 1.25
1
2+ (z)
b) Déterminer V,, en fonction de n en déduire que : U,, = " 1.75
NON

c¢) Calculer : lim U, 0.75
n— -+

Exercice 3 (4 pts) I

1) Déterminer une primitive de la fonction f dans les cas suivantes :

a) f(x)=+/x; b)) fx) =x(x>+5)3 et ¢ f(x)=2xVx2+5 2
2) Soit g la fonction définie par : g(x) = 4x> +3x> + 1
a) Déterminer tout les primitive de la fonction g sur R. 1
b) Déterminer G la primitive de la fonction g qui vérifier : G(1) =5 1
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5 CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

Exercice 1 :
) a) Dp={xeR/x# -1} =R—{-1} =] —oo; —1[U] — 1;+o0].

1
b) lim f(x)= lim x+1+—— =+oc0;(car: lim

1
1=—|—ooet Iim x+1=0).

x——1F x——1+t x+1 ——1tx+ x——1F
x_l}iiriif(x) = hm Cx+1 +% = —oo; (car: x—ljinlx—lk =" etx_ljir%fH_l =0).
(Cy) admet une asymptote verticale d’équation x = —1.
c) xl_l)IJrrloof( X) :x11r£Mx+ 1+ % = 4oo; (car: xl—i>r£oox+1 =0 etxl_iglmx—f— 1 =+o0).
xgrllwf(x) :xhrfloox—i- 1+ % = —oco; (car: xl_i)rllooxj_ 7= 0 etxgrfwx-l— l =—c0).
d) Ona: xl_igloo[f( x)—(x+1)] = xl_i)rilmx+ =0, alors la droite d’équation : y = x+ 1

est une asymptote oblique a la courbe (Cy) au voisinage de +oo et —

2) a) festdérivable sur chaque intervalle de D (Somme de fonctions dérivable) et (Vx € Dy) :

1Y 1Y 1 (x+1)2—1 K+
/ — 1 — 1/ I :l_ — = =
f') <x+ +x+1) (eF )+(x—|—1> Gr12 . Gr1)? arlp
x(x+2)
(x+1)%
b) Tableau de variations de f :
T —oo =2 -1 0 +o0
ffly|] + ¢ —|| — 0 +

VAV

3) a) f’ est dérivable sur chaque intervalle de D r (Somme de fonctions dérivable) donc f est
dérivable deux fois sur chaque intervalle de Dy et (Vx € Dy) :

NV SR T 24D x4+ 241 2
PO=0w=(1- ) = S i G
b) La concavité de la courbe (Cy) :
T |_oo 1 oo
f'(z) - +
Concave Convere
(Cf) m
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5 CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

4) Lacourbede f : (Cy) :

s} tal 4 3 2 1 [u} 1 2 3 4 bt
-1 4
2
-3
4
_5
r=+1
Exercice 2 :
Uy=3
Soit (Uy) la suite définie par : (Vn € N): 3U,+2
Uil =, 12

1) Montrons par récurrence que : (Vn € N) : U, > 2.
Pourn=0ona:Uy=1>2: vraie.
Supposons que : U, > 2 et montrons que : U1 > 2.

11 faut calculer la différence, en effet :
3U,+2 5 3Up+2-2U0,—4 U,—2

Upt1—2= U2 ) Un+2.etc0mmeUn>2alors:Un+1>2_
D’ou: (Vn € N): U, > 2.

D Upy Uy = Y t2 3 2-Ui =20, Ui+ Unt2 (Ut DUy
n+1 U +2 n U,+2 - U,+2 - U, +2 >

(car: (U, +1)2—U,) =2U, —U?+2—U, = ~U? +U,+2).
Ona:U,+2>0;U,+1>0et2—U, <0, alors U, — U, < 0etdonc (U,) est décroissante.

3) (U,) est décroissante et minorée par 2 alors (U,) est converge.

3U,+2 3U,+2—-2U,—4
o wv,Umt2_ Ui2 T T G U2 1(U,-2)
T U 41 30U H2 T 30U+ 2+ U H2 T AU, 4 4\U,+1) 4"
—F+1
U, +2 U,+2
. . . . Up—2 1
Donc (V},) est une suite géométrique de raison ¢ = — et de premier terme Vj = 0 =—.
4 U+1 4
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CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

b) Ona:
U,—2
V”:UZJrl s VU, +1)=U,-2
s VU +V,—U,= -2
s U(Vu—1)=-V, -2
—V, -2
& U, =
V-1
24V,
U, =
< =Ty,

1 n+1
24 (-
1 /1" /1\""! 24V (4)

4 4

S

2 —
24V, +(4) 240

1 n+1 1
C)nETmU :l—Vn_ " n+1—1_0:2, (car:nETN(Z) =0; _1<é_1<1)'
-(5)
Exercice 3 :
1) a) (0,5pts):

2)

. 1 . o
La fonction x — f(x) = ¢/x = x5 est continue sur R, alors elle admet des primitives
sur RT,

o 1
une primitive de f sur R* est: F(x) =

1+

w|—
wiloy

X

A\l
=

b) (0,75 pts) :
La fonction x — f(x) = x(x*> +5)° =

admet des primitives sur R,

(x2 +5)'(x*> +5)3 est continue sur R, alors f

| =

1
x —(x*+5)* = g(x2+5)4

N —
I

une primitive de f sur R" est: F(x) =

c) (0,75 pts) :
La fonction x — f(x) = 2xv/x2 +5 = (x> +5)' (x> +5 )% est continue sur R, alors f admet
des primitives sur R,

2 205 3
x“+5)27 = —(x*+95)2.
L

a) Les primitives de la fonction continue g sur R sont définies par : x — x* +x3 +x+ A (
A ER).

b) Soit G une primitive de g sur R alors :

une primitive de f sur R est: F(x) =

G(1)=5 & 1+1+1+A=5
&S A=2

D’oli : x — G(x) = x* +x3 +x—2.
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5 CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

Devoir surveiller 2 s; Modéle B

Exercice 1 (11.5 pts) | Partie 1
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) =x+4 —\/x?+7 et (Cy) sa courbe représentative dans
un repere orthonormé (O; ?; J)
1) Montrer que : ﬁI‘JIrl f(x) = 4 puis interpréter ce résultat géométriquement. 1.25
X—>—+00
2) Montrer que la droite (A) d’équation y = 2x + 4 est une asymptote oblique a la courbe (Cy) au | 1
voisinage de —oo.
V/ 7
3) a) Montrer que la fonction f est dérivable sur R et que : Vx € R; f'(x) = vt |
Va2 47
b) En déduire que f est croissante sur R. 0.5
9 — x?
4) a) Montrerque : f(x) —x = —————— 1
) que - /() 44+Vx2+7
b) Etudier les positions relatives de la courbe (Cy) et la droite (D) : y = x 1.25
-7
5) Montrer que : Vx € R; f”(x) = ——=——— En déduire la concavité de (C;) sur R. 1
6) Construire la courbe (Cy) et les asymptotes, et la droite (D) (Ondonne f(3) =3et f(—=3)=-3) | 1.5
Partie 2
Up=0
Soit (U,) la suite définie par: ~ VaeN{ 0
Un+1 = f (U n)
1) Montrerque : Vn e N: —3<U, <3 1
2) Etudier la monotonie de la suite (U,) sur N 1
3) En déduire que (U,) est convergente et déterminer sa limite. (I=1[-3;3]). 1
Exercice 2 (6.5 pts)
2
Up=—
Soit (U,) la suite définie par : (Vn € N) : 3 30, +2
Upyt = 2=
U, +3
1) Montrer par récurrence que : (Vn € N): 0 < U, < 1. 1
2(1-U,)(1+ U,
2) Montrer que : U, 1 — U, = ( 2Un)—(|— 3+ n) , en déduire la monotonie de (U,). 1.5
n
3) En déduire que la suite (U,,) est converge. 0.5
U,+1
4)0 V=
) On pose : V, U, 1
a) Montrer que (V,,) est une suite géométrique de raison : ¢ = 5 et de premier terme : Vo = —5 | 1.25
—5x5"+1
b) Déterminer V,, en fonction de n en déduire que : U, = #”—’—1 1.5
¢) Calculer : lim U, 0.75
n——+oo
Exercice 3 (2 pts) |1) Déterminer une primitive de la fonction f dans les cas suivantes :
a) f(x)=2x+D*: b)) fl) =23+ 1) 1
2) Soit g la fonction définie par : g(x) = x\/x.
a) Déterminer tout les primitive de la fonction g sur R. 0.5
b) Déterminer G la primitive de la fonction g qui vérifier : G(1) =0 0.5
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5 CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

Devoir surveiller 2 s; Modéle C

Exercice 1 (13.5 pts) | Partie 1

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) =x+2—v/x?+1 et (Cy) sa courbe représentative dans
%
un repere orthonormé (0; i ; j )

1) Montrer que : ﬁI‘JIrl f(x) =2 puis interpréter ce résultat géométriquement. 1
X—r+o0

2) Montrer que la droite (A) d’équation y = 2x + 2 est une asymptote oblique a la courbe (Cy) au | 1

voisinage de —oo.
Vxi+1—x

3) a) Montrer que la fonction f est dérivable sur R et que : Vx € R; f/(x) = ——— 1
q f q F)=—"==
b) En déduire que f est croissante sur R. 0.5
3—x2
4) a) Montrer que : f(x) —x= —————— 0.75
, que : f(x) YT
b) Etudier les positions relatives de la courbe (Cy) et la droite (D) 1y =x 1
—1

5) Montrer que : Vx € R; f”(x) = ——=——— En déduire la concavité de (Cy) sur R. 1.25

6) Construire la courbe (Cy) et les asymptotes, et la droite (D)

(On donne f(v/3) =+3et f(—V3)=—V3etV/3~1,7) 1.5

7) a) Déterminer toutes les primitives de la fonction & définie par : h(x) = xf(x) 1
b) Déterminer H la primitive de la fonction % qui vérifier : H(0) = 1 0.75
¢) Déterminer une primitive de la fonction g définie par : g(x) = (x? 4 1)/x 0.75
Partie 2
Uy=0
Soit (Uy,) la suite définie par: ~ VneN{ 0
Un+1 = f (Un)
1) Montrer que : Vn € N : —V3<U, <3 1
2) Etudier la monotonie de la suite (U,) sur N 1
3) En déduire que (U, ) est convergente et déterminer sa limite. (I= [—\/§ ; \/3] ). 1
Exercice 2 (6.5 pts)
3
Uyp=-
Soit (U,) la suite définie par : (Vn € N): 4 AU, +3
U __Zn -
T30, + 4
1) Montrer par récurrence que : (Vn € N): 0 < U, < 1. 1
3(1-U2) o .
2) Montrer que : Uy, — U, = ———*~, en déduire la monotonie de (U,). 1.5
3U,+4
3) En déduire que la suite (U,) est converge. 0.5
U,+1
4)0 V=
) On pose : V, U, 1
a) Montrer que (V,,) est une suite géométrique de raison : ¢ = 7 et de premier terme : Vo = —7 | 1.25
_7n+1 1
b) Déterminer V,, en fonction de n en déduire que : U, = WT—i_l 1.5
c¢) Calculer : lim U, 0.75
n—r+oo
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5 CHAPITRE 5. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE :

Devoir surveiller 2 s; Modele D

Exercice 1 (11.5 pts) | Partie 1

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) =x+3 —v/x?+5 et (Cy) sa courbe représentative dans
un repere orthonormé (O; ?; 7)

1) Montrer que : liT f(x) = 3 puis interpréter ce résultat géométriquement. 1.25
X—>—00

2) Montrer que la droite (A) d’équation y = 2x + 3 est une asymptote oblique a la courbe (Cy) au | 1

voisinage de —oo.
Vx=+5—x

3) a) Montrer que la fonction f est dérivable sur R et que : Vx € R; f/(x) = ——— 1
q f q f(x) s
b) En déduire que f est croissante sur R. 0.5
4 —x?
4) a) Montrer que : f(x) —x= ————— 1
) que : /) 4+Vx2+5
b) Etudier les positions relatives de la courbe (Cy) et la droite (D) 1y =x 1.25
-5

5) Montrer que : Vx € R; f”(x) = ——=——— En déduire la concavité de (C;) sur R. 1

6) Construire la courbe (Cy) et les asymptotes, et la droite (D) (On donne f(2) =2et f(—2)=—-2) | 1.5

Partie 2
Up=0
Soit (U,) la suite définie par : VneN 0
Up1=f (U n)
1) Montrerque : Vne N: —2<U, <2 1
2) Etudier la monotonie de la suite (U,) sur N 1
3) En déduire que (U, ) est convergente et déterminer sa limite. (I1=1[-2;2]). 1
Exercice 2 (6.5 pts)
2
Up=—
Soit (Up,) la suite définie par : (Vn € N): 3 30U, +2
U, =
20, 43
1) Montrer par récurrence que : (Vn € N): 0 < U, < 1. 1

2(1-U,)(1+Uy)

2) Montrer que : U, — U, = , en déduire la monotonie de (U,). 1.5
2U,+3
3) En déduire que la suite (U,) est converge. 0.5
U,—1
4)0 V=
) On pose U, 11 1 1
a) Montrer que (V},) est une suite géométrique de raison : g = 3 et de premier terme : Vy = ~3 1.25
1 n
=) =5
b) Déterminer V,, en fonction de n en déduire que : U, = Zz)n s 1.5
- (3" -
c¢) Calculer : lim U, 0.75
n——+oo
Exercice 3 (2 pts) | 1) Déterminer une primitive de la fonction f dans les cas suivantes :
a) f(X)=CBx+D*: b)) flx) =23 +8)% 1
2) Soit g la fonction définie par : g(x) = x\/x.
a) Déterminer tout les primitive de la fonction g sur R. 0.5
1
b) Déterminer G la primitive de la fonction g qui vérifier : G(1) = —3 0.5
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CHAPITRE 6

LES FONCTIONS LOGARITHMES :

6.1 Fonction logarithme népérien :

6.1.1 Introduction :

Soit f la fonction définie sur |0; 40| par : f(x) =

o

o | =

On a f est continue sur ]0; +oo[ donc elle admet des primitives sur ]0; +oo.

Définition 6.1 1
La fonction primitive de x — — sur R qui s’annule en 1 est appelé la fonction logarithme
X

népérien noté In .

Remarque :

On a In(1) = 0 et la fonction In est dérivable sur RY et [n'(x) = —
x

6.1.2 Propriétés de la fonction logarithme népérien :
Activité :
1) Montrer que la fonction In est strictement croissante sur R* .
2) Soit F la fonction définie par : F(x) = In(ax) tel que a € R
1
a) Montrer que F est une primitive de f : x — — sur R .
X
b) En déduire toutes les primitives de f sur R* .
c¢) Montrer que (Vx € RY) : In(ax) = In(x) + In(a).
1
3) a) Montrer que (Vx € R ) :In <—> = —In(a).
a

b) Montrer que (V(a;b) € (R%)?) :In (g) =1In(a) —In(b).

c¢) Montrer que (Vn € N) : In(a") = nln(a).
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6 CHAPITRE 6. LES FONCTIONS LOGARITHMES :

Remarques :
e L’ensemble de définition de la fonction In est ]0; +oo].

e In(1)=0.

e La fonction In est dérivable sur R et In’(x) = -
x

Exercice :

Déterminer 1’ensemble de définition des fonctions suivantes :
1) f(x)=In(x)+In(x—1)
2) g(x) =In(x* —x)

3) h(x) = In (S)

Proprieté 6.1
La fonction In est strictement croissante sur |0; +oo|.

Conséquences :
Soient x;y € R :
e In(x)=In(y) &x=y
e In(x) >In(y) x>y
e In(x) >0 x>1

e Tableau de signe de la fonction In :
In(x) | | — 0 +

Proprietés algébriques 6.1
Soient x,y € RY :

e In(x xy) =In(x) +In(y)

o In G) = —In(y)

e In (f) = In(x) — In(y)

y
En générale : pour tous xy;x2;---;x, € R :

n n
e In(x; Xx2 X -+ X x,) =In(x1) +1In(x2) +--- +1n(x,) c’est a dire : In (Hx,) = Zln(xi).
i=1 i=1

)= %ln(x).

=

e (VreQ):In(x") =rln(x): cas particulier In(y/x)=In(x

Remarques :
Soient a;b € R* :alorsa-b>0:

o In(a-b) = In(|al) +In(|b]).
. m(g) = In(|a|) — In(|b]).
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6 CHAPITRE 6. LES FONCTIONS LOGARITHMES :

Exercice 1:

Soient a;b € R : on pose o = In(a) et B =1In(b).

1
Exprimer In(a? - b°) et ln(
e v

) en fonction de o et 3.

Exercice 2 :

Résoudre sur R les équations et les inéquations suivantes :
1) In(2x—1) —In(x) =0
2) In(x?> —x) = In(4x — 6)
3) In(3x+2) <0
4) In(x+2)+In(x) > In(3)

6.1.3 Limite aux bornes - branches infinies :

Proprieté 6.2 Tn(x)
e lim In(x)=+c ; e limIn(x)=—c; e lim =0.
X——to0 x—)0+ X—>+o0 X

e La courbe de la fonction In admet une branche parabolique de direction I’axe des abscisses
au voisinage de +oco.

e [’axe des ordonnée (x = 0) est une asymptote verticale a la courbe de la fonction In.

€T 0 1 400
Signe
deln — +
o0

1
Variation, :
de In I
1

e Tableau de variation de In :

Exercice : Montrer que : lim
X—4oo X

6.1.4 Le nombre :

La fonction In est continue et strictement croissante sur R* et on a : In(R* ) =R alors :
I’équation In(x) = 1 admet une unique solution noté e. On aIn(e) = 1 (e ~2,71828)
Onaaussi: (Vre Q) :In(e") =r.

6.1.5 La concavité de la fonction In :

1 1y 1
La fonction In est dérivable deux fois sur R% etona: In'(x) = — et In"(x) = (—) =——<0
x

alors la courbe de la fonction In est concave.
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6 CHAPITRE 6. LES FONCTIONS LOGARITHMES :

6.1.6 La courbe de la fonction In :

| £ 0 1 e +o00
Signe
de ln - 0
1 | . _|_.:x,
| o Variation : i /
2 - . de In
|
0
/ 1 .
-5
-2
-3
6.1.7 Limites important :
Proposition 1
1 1
> e lim In(x) =+ ; e lim n(x) =0,; e lim n(x) =0 (Vn € N*).
X—r—-o0 x—+oo X X—foo  xN
> e lim In(x) = —co ; e lim xIn(x) =0 ; e lim x"In(x) =0 (Vn e N¥) .
x—07F x—0*t x—0t
( Changement de variable on pose t = % )
1 In(h+1
> e lim ﬂ =1; elim M =1: ( Le nombre dérivé de la fonction Inen 1. )
x—1x—1 h—0  h

6.1.8 Dérivée logarithmique - primitives de la fonction x —

Théoréme 6.1
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle 7 :

e Si u est strictement positive sur / alors la fonction x — In(u(x)) est dérivable sur I et on a :

' (x)

| = ——

(n(u(2)))' =75

Conséquences 6.1 W (x)

Les fonctions primitives de la fonction x — 5 sur I sont : x — In(|u(x)|) +k / ke R
u(x

Exercice 1 :

Etudier la dérivabilité de la fonction f et déterminer f’ dans chacune des cas suivantes :

1)f(X)=lnGJ_F;C); 2) f(x) =In(x*+1) ;  3) f(x) =In(x*>—4)

Exercice 2 :

Déterminer les primitives de f dans chacune des cas suivantes :

2 2x+3 In(x+1
D)= 5o DA = T 3 g = MO

2 Bac - science exp Page 110 Pr. Ait iddir Younes




6 CHAPITRE 6. LES FONCTIONS LOGARITHMES :

6.2 Fonction logarithme de base a :

6.2.1 Définition et propriétés :

Définition 6.2

Soit a € R* — {1}, on appelle fonction logarithme de base a la fonction définie sur |0; +oo| par :
In(x)

1 =

Oga (x) ln (a)

Remarque : log,(x) =1In(x) ; log,(a)=1; (VreQ):log,(a")=r.
In(x 1
n(2 In(2)’

~—

=k-In(x) aveck=

Exemple : log,(x) =

[—
~—

Proprieté 6.3
Soient x;y € RY eta e R} — {1} :

e log,(1)=0; log,(a)=1 et log, (xy) = log,(x) +1log,(y)
S o, (y) o b ) G ()it (6 et (6

o log,(x) =log,(y) & x=y

6.2.2 Etude de la fonction logarithme de base a :

Théoreme 6.2
La fonction log, est dérivable sur |0; 4-oo] et

(Vx €]0;+eo]) : (log,(x)) = (EEZ;) - xlnl(a)

> Si0 < a< 1alors (log,(x)) < 0 donc log, est strictement décroissante sur |0; +oo].
e Tableau de variation et la courbe :

tv=log,x

H

1 . .
logly(x) = Zlna - ! - ! -

log 4(z) — 00—

> Sia > 1 alors (log,(x))" > 0 donc log, est strictement croissante sur ]0; +o].
e Tableau de variation et la courbe :

F Elil' = ]_anx

1 i |
log'a(x) = m + : + ; aF : | y
1 1 [:l l/f'l a X

log,(x) "
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6 CHAPITRE 6. LES FONCTIONS LOGARITHMES :

Exemples :

In(x) 1
= = -1 :

n2) @) W
Donner le tableau de variation de log, et tracer sa courbe.
In(x)  In(x)
ln(%) ~ In(2)

Donner le tableau de variation de log 1 et tracer sa courbe.

Si: a=2:log,(x)

Si: a:%:log%(x):

= —logy(x) :

6.2.3 Fonction logarithme décimal :

Définition 6.3
On appelle fonction logarithme décimal, noté log; ou log, la fonction définie par :

_In(x)
log(x) = 1710y

Remarque : log;o(10)=1; log)o(1)=0; (Vre€Q):log(10") =r.

Exercice 1:

Développer les expressions suivantes :
A =logy(8) —logy(V/32) +logy (9) —log,(3)

1 1
B =log <E) x log(10%) +10g(m)

C =1logy(v2) +1log 55(4)

Exercice 2 :

Résoudre les équations et les inéquations suivantes :
1) log,(x—4)+1log,(2x—1) = log,(4)
2) log,(4) = logy(x)
3) 1 <logsz(x) <2
4) log% (4—x%) — log% (x) < logs(x)

Exercice 3 :

Etudier la dérivabilité et calculer la dérivée des fonctions suivantes :

1) f(x) =log(x*+x+1) ; 2) f(x) =log(x* —4) ; 3) f(x) = log (é)

6.2.4 La séries des exercices n°6 :

Exercice 1 '

Déterminer I’ensemble de définition des fonctions suivantes :

D f(x)=In(x2—3x+2) ; 2) f(x)= 1_3x 3) f(x)=In(In(x)) ; 4) f(x)=1/1— (In(x))2.

In(x) ’
Exercice 2 '

1) Résoudre les équations suivantes (apres avoir déterminer son ensemble de définition) :
a) In(x—2)+In(x—1) =1n(3)
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6 CHAPITRE 6. LES FONCTIONS LOGARITHMES :

b) In(|x—2|) +In(jx— 1]) = In(6)
¢) 2In(2x—1)—=3In(1 —x) =0
d) log,(x—4)+1log,(2x—1) =1log,(10)
e) log(2x—10) =2
2) Résoudre les inéquations suivantes (apres avoir déterminer son ensemble de définition) :
a) In(5x+10) <0
b) In(3x—2) <In(x—1)
c) log(5x—10) <3

Exercice 3 '

Etudier la dérivabilité de la fonction f et calculer f’(x) dans les cas suivantes :
1) f(x)=In(2x—+/x—1)
2) f(x)=In(1-In(x))
3) flx) =log(x*~1)

Exercice 4 '
Soit f la fonction définie sur R* par: f(x) = /x —In(x)

1) Etudier les variations de la fonction f et en déduire que f admet un minimum sur ]0; 4.

|
2) En déduire le signe de f puis montrer que : (Vx> 1):0< n(x) < ﬁc
X X
1
3) Déduire que : lim n()
X—+o X

Exercice 5 '

Soit f la fonction définie par : f(x) =1— )l—c +In(x)

1) a) Calculer xlil’(r)l+ fx)et XETW f(x).
b) Calculer f’(x) pour tout x € RY.
c) Montrer que f est strictement croissante sur R .
d) Calculer f(1) en déduire le signe de f(x).

2) Soit g la fonction définie par : g(x) = (x— 1) In(x) :
a) Déterminer Dy et calculer les limites de g aux bornées de Dy.
b) Montrer que : (Vx € Dy) : g'(x) = f(x).
c) Dresser le tableau de variations de g.
d) Etudier les positions relatives de (Cy) et la droite (D) : y =x— 1.
e) Etudier les branches infinies de la courbe (Cy).

-
l

f Tracer la courbe (C,) dans un repere orthonormée (O; i 7)
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CHAPITRE 6. LES FONCTIONS LOGARITHMES :

Exercice 6 :

Exercice 1 '

I) Soit g la fonction définie sur ]0; 4-oof par : g(x) = x> — 1 —2In%(x) +21n(x).
Le tableau suivant est le tableau de variations de la fonction g sur ]0;+oo] :

X 0 ~+oo
g(x) | | +
I o0
g(x) : /!

1) Calculer g(1).
2) A partir de tableau de variations déterminer le signe de g(x) sur |0; 1] et sur [1; 40|,

1 (In(x)\*
+ -+ ( n(x)) et (Cy) la courbe de f dans un
X

1
IT) Soit f la fonction défini : =x—=
) Soit f 1a fonction définie par : f(x) = x 552

—
repere orthonormée (O; i ,?)

1) a) Vérifier que : XETOQ f(x) = +eo

1
b) Montrer que la droite (D) :y = x — 3 est une asymptote oblique a (Cy) au voisinage de

o0,
c¢) Déterminer les positions relatives de la droite (D) et (Cy).
2) Montrer que : lim,_,g+ f(x) = oo, et interpréter géométriquement le résultat.

3) a) Montrer que (Vx €]0; +oo[) : f/(x) = gi_;c)

b) Montrer que f est décroissante sur |0; 1] et croissante sur [1; oo
c) Déterminer le tableau de variations de la fonction f.
4) Construire la courbe (Cy) (H_z>|| =1lcm).
I1T) Soit h la fonction définie par : h(x) = f(z) —x
1) a) Montrer que h(1) = 0.
b) A partir de (C},) la courbe de la fonction h

Déterminer le signe de h(x) sur |0; 1] et sur [1; +o0|
en déduire que f(x) < x sur [1; 400

2) On considere la suite (U,) définie par : Uy = e et (Vn € N) : U, = f(Uy,)
a) Montrer par récurrence que : (Vn € N): 1< U, <e.
b) Montrer que la suite (U,) est décroissante.
¢) En déduire que la suite (U,) est convergente et calculer sa limite.
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6 CHAPITRE 6. LES FONCTIONS LOGARITHMES :

Solution de ’exercice 6 :

1) Soit g la fonction définie sur ]0; 4-oof par : g(x) = x> — 1 — 2In?(x) 4+ 21n(x).

X 0 400
g | | +
Le tableau suivant est le tableau de variations de la fonction g sur |0; 4-co : | +oo
gt | | /!
| oo

Dg(l)=13—-1-2In*(1)+2In(1)=1-1-0+0=0.
2) A partir de tableau de variations la fonction g est strictement croissante sur ]0; 4-oo[ et g(1) =0
alors :
eSixe]0;1]:0<x<1=g(x) <g(
(1

x ) c’est a dire : g(x) < 0 donc g négative sur |0; 1].
eSixe[l;+oo[:x>1=g(x)>g

1
) c’est a dire : g(x) > 0 donc g positive sur [1;+oo.

x |0 1 o0
s | - 0o +
1 1 In(x)\?
II) Soit f la fonction définie par : f(x) =x— 3 + 72 + > et (Cy) sa courbe dans un repere
X x

%
orthonormée (O; i ?)

. . 1
D @ Ona: lim fx)= lim x—o+75+

X—r4-00 X—r—+00 x2 X—4o X X—r+-00

1 1 1 2
car: lim x=+4oet lim 2—:0et lim n(x):O:> lim (n(x)) o

oo,

L I 11 (k) 1
ona: im0 (v-3) = Jim v 545+ (M)~ (v5)
2
2

X—oo 2x2

=0

1 1 1
car: lim — =0et lim n(x) =0= lim < n(x)
X—oo 2x2 X—oo X X—>o0 X

c¢) Déterminons les positions relatives de la droite (D) et (Cy) :

t
1 1 (Inx))?
Il faut étudier le signe de la différence, on a : f(x) — (x — —> =—+ < n(x)> >0

1 In(x) >
car: 53 >0et @) > 0 pour tous x € R :
alors la courbe (Cy) est en dessus de la droite (D) sur RY.
1 1 In(x)\ >
2) Ona: lim nx) = lim In(x) X — = —eodonc : lim ( n(x)) = o0 et comme :
x—=0t X x—0t X x—0t X
. 1 1 .1
a2 T T O AR g~ Hemalons:
lir(r)l+ f(x) = +oo et (Cr) admet une asymptote verticale d’équation : x = 0.
X—
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6 CHAPITRE 6. LES FONCTIONS LOGARITHMES :

3) a) Lafonction f est dérivable sur R* somme de fonctions dérivables et (Vx € RY) :
/
11 In(x)\
/ p— —_—— —
fllx) = (x 2+2x2+( P ) )
(2x?)’ In(x) In(x)\’
= 1- 2
(2x2)? e )
1
4 2In(x) ¥ In()

4x* + x x2
1 n 21In(x) " 1 —In(x)

= 1-—=
x3 X x2

_ 1_%+21n(x) —321n2(x)
X X

X —1-2In*(x) +2In(x)

— 5

_ s

= 23

b) Ona: (Vx€R%):x* > 0alors le signe de f” est le signe de g : g est négative sur ]0; 1] alors
f est décroissante sur ]0; 1]. et g est positive sur [1;+oo[ alors f croissante sur [1;+oco].

c) Le tableau de variations de f :

X 0 1 o0
£l || - 0 +
| oo oo
f : N\ /!
1

4) La courbe (Cy) de la fonction f :

(Cy)
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v (Ch)

IIT) Soit h la fonction définie par : h(x) = f(z) — =
1) a) Montrer que A(1) = 0.
b) A partir de (C},) la courbe de la fonction h
Déterminer le signe de h(x) sur |0; 1] et sur [1; 4+o0]
en déduire que f(x) < x sur [1: 4o00|

a)Ona:h(l)=f(1)—1=0

b) A partir de la courbe (C,) on a : / est positive sur ]0;1] donc : f(x) —x > 0 c’est a dire : f(x) > x
sur ]0; 1].

et h est négative sur [1;+4oo0] donc : f(x) —x <0 c’estadire : f(x) < xsur [1;+4o0].

2) Soit (Uy,) la suite définie par : Uy = e et (Vn € N) : U1 = f(Uy)

a) Montrons par récurrence que : (Vn € N): 1 < U, <e.
ePourn=0o0na:1<Uj=e<evraie,
e Supposons que : 1 < U, <eetmontronsque : 1 < U,y <e
ona:1<U,<eet f croissante sur [1; oo donc croissante sur [1;e] donc: f(1) < f(U,) < f(e)
cestadire: 1 <U,41 < f(e) <e, f(e) <ecar (Vx € [l;400]) : f(x) <xetec [l;+00]
Alors d’apres le principe de récurrence ona: (Vn e N): 1 < U, <e.

b) Ona: (VneN): U, € [l;e] donc : (Vn € N) : U, € [1;400] et donc : (Vn € N) : f(U,) < U,
c’estadire : (Vn € N): U,41 < U, alors (U,) est décroissante.

¢) Ona: (U,) est décroissante et minorée par 1 donc convergente, et on a f est continue et crois-
sante sur [1;e] et f([1;¢]) = [f(1);f(e)] C[1;e], alors la limite de la suite (U, ) est la solution de

I’équation f(x) = x sur I'intervalle [1;¢], ona: f(x) =x<x=1¢ [l;e]d’ou: gt}rl U,=1
n oo
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6 CHAPITRE 6. LES FONCTIONS LOGARITHMES :

Devoir surveiller 3 S; G|

Exercice 1 (13.5 pts) I

PartieA :
Soit g la fonction définie sur ]0; oo par : g(x) = 2xy/x — 2+ In(x)

1
1) a) Montrer que : g’(x) = 3y/x+ — pour tous x de ]0; +oo]. 1
x

b) En déduire que la fonction g est croissante sur |0; 4-co|. 0.5
2) Calculer : g(1) En déduire le signe de g(x) pour tous x de |0; 4-oo|. 1
PartieB :

: : o In(x)
Soit f la fonction définie sur : I =]0; +oo| par : f(x) =x— Ve

x
et (Cy) sa courbe représentatives dans un repere orthonormée (O; ?; ?)
1) a) Calculer : 11r(1)1 f(x) et donnée I’interprétation géométrique de ce résultat. 1
X—
In(x)
b) Mont : i =0 (Posé:t= . 1
) Montrer que Jim NG (Posé V/X)
¢) En déduire que : lim f(x) = 4 et que lim [f(x) —x] = 0 et donnée I’interprétation | 1.5
X—>—too X—r—o0

géométrique de ce résultat.
2) a) Montrer que : f'(x) = > (\/>_ pour tous x de ]0; +oo. 1.5

b) En déduire que la fonction f est croissante sur : [1;4-oo] et décroissante sur : |0; 1]. 1

3) Montrer que : (Vx €]0;1]) : f(x) > xet (Vx € [1;4o0[: f(x) <
en déduire les positions relatives de (Cy) et la droite (D) : y =x 1
4) Construire la droite (D) et la courbe (Cy) dans le repere (O; 7}; ?) . 1.5
PartieC :
Soit (U,) la suite définie par : Uy = e et (Vn € N) : U, = f(Uy)
1) a) Montrer par récurrence que : (Vn € N): 1 < U, <e. 1
b) Montrer que la suite (U,) est décroissante. 0.75
c) En déduire que la suite (U, ) est convergente. 0.5
2) Calculer : lim U, 0.75
n—s-oo
1) Résoudre les équations suivantes apres avoir déterminer leurs ensemble de définition :
(E1) :In(x+1) =In(—x+6) 1
(E2) :In(x+1)+1In(x+2) = 1In(6) 1.5
(E3) :In(x) =6 0.5
2) Résoudre les inéquations suivantes apres avoir déterminer leurs ensemble de définition :
(I) :In(x+1) > In(—x+6) 1
() :In(x+1) +In(x+2) > In(6) 1.5
2x+4
3) Déterminer tous les primitives de la fonction f telle que : f(x) = Zrarts 1
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6 CHAPITRE 6. LES FONCTIONS LOGARITHMES :

Devoir 3 S| G,

Exercice 1 (15 pts)
LAI Partie A :

1 1
Soit f la fonction définie sur : I =]0;+oo| par : f(x) = x+ ——1In(x)+ = )2
et (C f) sa courbe représentatives dans un repere orthonormee (0, _z>; 7)
1) Calculer : lir(r)l+ f(x) et donnée I’interprétation géométrique de ce résultat. 1
x—
1 1
2) a) Vérifier que : f(x) =x+ 5 + (5 In(x) — 1) In(x) 0.5
b) En déduire que : lim f(x) = +oo 0.75
X—>+o0 )
(In(x)) In(+/x)
Mont Vx €]0; =4 0.5
¢) Montrer que : (Vx €]0;+o0[) : . Ve
1 2
puis déduire que : lim M =0 0.5

X—>+o0 X

d) Montrer que (Cy) admet au voisinage de +oo une branche parabolique de direction la droite | 1.25
d’équation (A) : y=x
3) a) Vérifier que : (Vx €]0;1]) : (x—1)+1In(x) <Oet: (Vx € [I;400]) : (x—1) +In(x) > 0. 1

b) Montrer que : f/(x) = x—1+In(x) pour tous x de ]0; +oo. 1.25

¢) Donner le tableau de variationsxde la fonction f. 0.75

4) a) Montrer que : " (x) = L?(x) pour tous x de ]0; +oo|. 1.25
b) En déduire la concavité de )EC +), et que : A(e?; f(e?)) est un point d’inflexion de (Cy). 1

1
5) Montrer que : (Vx €]0;+o00]) : f(x) —x= 3 (In(x) — 1)? et déduire la position relative de (Cy) | 1
et la droite (A) : y = x.

6) Construire la droite (D) et la courbe (Cy) dans le repere (O; 7 ?) . 1.5

PartieB :

Soit (U,) la suite définie par : Uy = 1 et (Vn € N) : U,41 = f(Uy)

1) a) Montrer par récurrence que : (Vn € N) : 1 < U, <e. 0.75
b) Montrer que la suite (U,) est croissante. 0.75
c¢) En déduire que la suite (U, ) est convergente. 0.5

2) Calculer : ngl_l‘_loo U, 0.75

Exercice 2 (5 pts) I

1) Résoudre les équations suivantes apres avoir déterminer leurs ensemble de définition :

(E1) :In(x+2) =In(—x+4) 0.75

(E2) :In(x+3) +1n(x+2) = In(20) 1

(E3) :In(x) =6 0.5
2) Résoudre les inéquations suivantes apres avoir déterminer leurs ensemble de définition :

() :In(x+2) > In(—x+4) 0.75

(I2) : In(x+3) +In(x+2) > In(20) 1.25
3) Déterminer tous les primitives de la fonction f telle que : f(x) = % 0.75
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CHAPITRE 7

LES NOMBRES COMPLEXES :

7.1 Généralités :

7.1.1 L’ensemble C et la forme algébrique d’un nombre complexe :

Théoreme 7.1
Nous admettons qu’il existe un ensemble (noté C) des nombres complexes, qui possede des
propriétés suivantes :

1) RcC.
2) C contient un nombre non réel noté i tel que : i = —1.

3) L’addition et la multiplication des nombres réels se prolongent aux nombres complexes et
les regles de calcul restent les mémes.

4) Tout nombre complexe z s’écrit de facon unique : z = a + ib avec a et b sont des nombres
réels.

Définition 7.1
e [’écriture z=a+ib ou a;b € R est appelée forme algébrique de z.

e Le réel a est appelé la partie réelle de z noté : R e(z)
e Le réel b est appelé la partie imaginaire de z noté : I'm(z)
e L’ensemble des nombres complexes est : C = {a+ib/(a,b) € R? et i* = —1}
e z= _a +i _b  clestadirez=Re(z)+ilm(z).
=Re(z) =Im(z)

Remarque :
Soitz=a+ibeCouabecR:
e Sib=0alors z=aestunréel (R C C).
e 2cR< Im(z) =0
e Sib#0eta=0alors z=ib est dit imaginaire pur on note z € iR, R = {ib/becR}.

e [’écriture : a+ ib est unique.
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7 CHAPITRE 7. LES NOMBRES COMPLEXES :

Exemples :
Si:z=3+2i alors:Im(z) =2etRe(z) =3 ; Si:z=5—4i alors:Im(z) =—4etRe(z) =5
Si:z==6i alors:Im(z) =6et Re(z) =0 ; Si:z=28 alors: Im(z) =0et Re(z) = 8.

7.1.2 Egalité des nombres complexes :
Théoreme 7.2
Soienta;a’;betb! €eR:Ona:a+ib=d +ib a=detb=">".

_ /
Crestadiresizi2' € Calors: z— 7 e Xe@)= Ke(zl)
Im(z) = Im(Z)

Remarques :

at+ib=0sa=0etb=0
a+ib#0<a=00ub+#0

7.2 Opérations dans C :

7.2.1 Addition et multiplication dans C :

Définition 7.2

Soient z =a+ib et 7 = @’ + ib’ deux nombres de C avec : a;a’;betb’ e R :
e Lasommedezet? est:z+7 = (a+d)+i(b+b).

e Le produitde zet 7 est: (a+ib)(a' +ib') = ad +iab’ + ibd’ — bb’
=ad —bb' +i(bd' +ab’)
e Le produit de z par un réel k est : k- (a+ib) = ka + ikb.

Remarque 1 :

L’addition et la multiplication dans C suivent les mémes regles de calcul que 1’addition et la
multiplication dans R.

Exemples :

o (4+6i)+(2—3i)=6+3i
o B3+2)(4+5))=3x4—-2%x5)+i(4x2+3x5)=2+23i

7.2.2 Différence et quotient dans C :

Proprieté 7.1
Soitz=a+ibe Coua;beR:
o —z=—a+i(—b) c’est’opposé de z dans C.
1 a—ib a—ib a —b

I
= = = — : t Iinverse de  dans C.
* T ati (atb)a—ib) @+ @tk laypr O mvesedezdans

Crest a dire : Re | - ¢ etim (2 b
€St a dire . = = ——=¢Cctlim\| — — ————
“\z a2+ b? z a?+ b?
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7 CHAPITRE 7. LES NOMBRES COMPLEXES :

Proprieté 7.2
Soit z = a+ib et 7 = ¢+ id deux nombres complexes avec a;b;cetd € R alors :

z _a+ib (a+ib)(c—id)
7 c+id (c+id)(c—id)
ac+bd +i(bc—ad)
c2+d?
ac+bd  bc—ad
i B AP
—_——— ~—

+() ()

Exercice :

1) Ecrivez sous la forme algébrique les nombres complexes suivantes :
. : . I+i .
0=02-7); n=02-7)2+7); z= T w= (2—1i)?
1+iV3 1
et 2=
1—-iV3 V3+i

- iy e . <1
Ecrivez sous la forme algébrique les nombres suivantes : z; Xzo ; z1+2z2 ; — et z% +z%.
22

2) Soient z; =

Remarques : (les puissances de i) :

P=—1; P=Pxi=—Ixi=—i ; *=xi*=—1x—-1=1. alors:
P=i*xi=i; ®=-1; i’"=—i; ®=1.Engénéral:
(VneN): =1 @#tl=;  #P2=—1 =

Exercice :
1) Calculer : 202!
2) Calculer : (14 )2, en déduire : (1 +7)'0

Remarque : Il n’y pas d’ordre dans C, il faut donc jamais écrire z > 0 ou z > 7.

7.3 Le plan complexe :

7.3.1 Affixe d’un point - image d’un nombre :
Définitions :

Soient a et b deux nombres réels, le nombre complexe z = a + ib peut représenter par un point
M (a,b) dans le plan muni d’un repere orthonormé (O;i; V), on dit que :

e M est I'image du nombre complexe z on note M(z).

e 7 est I’affixe du point M on note af f(M).

e [’image d’un nombre réel est un point sur I’axe des abscisses, appelé axe réel.

e [’image d’un nombre imaginaire pur est un point sur I’axe des ordonnée, appelé axe imaginaire

e Le plan muni de (O;i;V) est appelé plan complexe .
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7 CHAPITRE 7. LES NOMBRES COMPLEXES :

b M(a + ib)

=y

sR

Le plan complexe

7.3.2 Interprétation géométrique :

Le plan muni d’un repere orthonormée (O;u;V), soient M et M’ deux points d’affixes z et 7/
respectives et k € R*.

> Si M(a,b) alors OM(a,b) donc : af f(M) = af f (0—1\2)

> Si S est un point du plan d’affixes z+ 7’ alors : 0% = OM + OM'.
> N est point du plan d’affixe kz si et seulement si :ON = k- OM

S(z+ 27)

7.3.3 Affixe d’un vecteur :

o . . Ry 4
Pour tout vecteur w il existe in point M tel que w = OM.

Définition 7.3 .
Soient w un vecteur et M un point du plan complexe d’affixe z tel que w = OM.

e Le vecteur w est appelé I’image vectorielle du nombre complexe z.

On dit aussi que le nombre complexe z est ’affixe du vecteur w on le note af f(w).
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7 CHAPITRE 7. LES NOMBRES COMPLEXES :

Remarque :
o aff(W+w)=aff(w)+aff(w)
o aff(k-w)=k-aff(w)

Proprieté 7.3
Soient A et B deux points d’affixes z4 et zp respectives, le nombre complexe zz — z4 est I’affixe

du vecteur E, on écrit : af f (zﬁ) =ZB—7ZA -

En effet :

aff (AB) = aff(40+0B)
= aff (40)+afr(0B)
_ aff(——oﬁ)wff(ﬁ)
= —aff (0A) +aff (0B)
= —aff(A)+aff(B)

= ZB—1ZA

7.3.4 Affixe du milieu d’un segment :

Proprieté 7.4
Soient A(z4) et B(zg) deux points du plan complexe et soit / le milieu du segment [AB] I affixe
delestz = 4 +ZB, onnote aff(I) = “A ;ZB.

7.3.5 Colinéarité de trois points dans le plan complexe :

Proprieté 7.5
Soient A(z4) ; B(zg) et C(z¢) trois points distincts du plan complexe.

A; B et C sont alignés < (ZB _ZA> e R.
c—2A

Exercice 1 :

Soient A(i) ; B(5 +2i) et C(—1— i) trois points du plan complexe.
Montrer que les points A ; B et C sont alignés.
Exercice 2 :

Déterminer la valeur de m pour que A(—2+1i) et B(m+ 3i) et C(4 — i) sont alignés.

7.4 Conjugué d’un nombre complexe :

7.4.1 Définitions et propriétés :

Définition 7.4
Soit z = a+ ib un nombre complexe avec a;b € R :
On appelle nombre complexe conjugué de z, noté Z, le nombre complexe : 7 = a — ib.
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7 CHAPITRE 7. LES NOMBRES COMPLEXES :

Remarques :

e 7 =z: alors z et Z sont dits conjugués
e 7=Re(z) —ilm(z)

Exemples :

342i=3-2i ; 3—-2i=342i ; 6=6 ; 5i=-5 ; —4=—4 et —Ti=1Ti.

Proprieté 7.6
Soit z = a+ ib un nombre complexe non nul avec a;b € R.

e 7=z z€eR.

e 77 =a’+b*> = Re(z)? +Im(z)*. Donc : zZ est un réel positif.

7.4.2 Interprétation géométrique

Le plan est muni d’un repere orthonormé (O; i; V), soit M un point du plan complexe d’affixe z :

( M’ est un point d’affixe 7 ) < (M et M’ sont symétriques par rapport a I’axe réel ).

4
3 DT T PR @ M(z)
3 1
i
;
2 |
1
i
11 ;
[ |
Ol l
0d o
2 —I1 \D ﬁ' 1 2 3 Ta 4 8 [}
|
14 :
1
|
2. !
I
;
i
.3 \
e TILET EEEEE ELEEL L ® M'(2)
-4

7.4.3 Opérations sur les nombres conjugués :

Proprieté 7.7 _ .
e 7+7=7+7 ; zxZ=7x7 et z—Z=7-7.
° (VkER):kXZ’:kXZ_/

1 1 z
e Siz #0alors (—/) == et (E/) — i/
Z Z Z

o (VneZ):7"=7"

I\
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7 CHAPITRE 7. LES NOMBRES COMPLEXES :

7.5 Module d’un nombre complexe :

7.5.1 Définition :
Définition 7.5

Soit z = a+ ib un nombre complexe avec a;b € R :
On appelle module de 7 le réel noté |z|, défini par |z| = Va? + b2

4

M(z)

Exemple : |3 —4i| =+/32+(—4)? =+/25=5.

7.5.2 Le module et la distance :
Théoreme 7.3
e Pour tout point M du plan complexe d’affixe zon a: OM = [z].

e Pour tous points A et B du plans complexe d’affixes respectivement z4 et zg on a :
AB = |zp — z4|

Proprieté 7.8
Pour tout z;77 € Con a:
o |27/>0 et |7>=zxZ et |Z]=|—z|=l|z=VzZ

e z7l=0&2=0
lzxZ|=|z| x|Z| et (VneZ): |Z"|=]|z|"
lz+2| <z +12.

Si:z/7£0alor8|%|:ﬁ et |

|z
7|

[}
L

%

Exercice :

Soitz; =3+42ietzp=2—ieC:
Déterminer : |z1] et |z2] et |z1 xXz2| et |z14+2z2| et |iza].
Exercice :

Soit A(2+4i) et B(—3+i) Déterminer la distance AB.

7.6 Argument et forme trigonométrique d’un nombre complexe
non nul :

—

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O;u; V)
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7 CHAPITRE 7. LES NOMBRES COMPLEXES :

7.6.1 Définitions

Définition 7.6
Soit z un nombre complexe non nul d’image M dans le plan.
On appelle argument de z, noté arg(z) tout nombre réel 6 mesure en radian de 1’angle

<7;0—]\>/1>, on écrit : arg(z) = 0[27].

M(z)

34

Bl L
L8]
wd
i
h

Remarques :

e e nombre O n’a pas d’argument

e Si: 0 est un argument de z alors : 0+ 2km (k € Z) est aussi un argument de z.

Proprieté 7.9

Soit z un nombre complexe non nul.
e arg(Z) = —arg(z)[27]
o (Vz€R"):arg(z) =0[x]
o (Vz€iR*):arg(z) = g[n]

o arg(—z) =n+arg(z)[2n]

Exercice :

1) Représenter dans le plan complexe les points A ; B ; C et D d’affixes respectives :
ZAZZi i =3 ; zc=—I et zp = —2+2i.

2) Déterminer : arg(za) ; arg(zp) ; arg(zc) et arg(zp).

7.6.2 forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul :

Théoreme 7.4
Tout nombre complexe z non nul d’argument 0 peut s’écrire sous la forme :
z=z| (cos(0) +isin(0)) appelé forme trigonométrique de zeton a:

R I
cos(0) = Re(z) et sin(0) = miz)
2 2
Exemples :
Soitz=1+iona:|z]=VI12+12=12:
R 1 2
coe) = £ - .
Z . = —
' Im(2) 1 3 alors : arg(z) = 1 [27]
sin(0) = =—=—
Z v2 2
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donc une forme trigonométrique de zest : 1 +i = v/2 (cos(%) +isin(%))

Exercice :

V3+i

Déterminer une forme trigonométrique des nombres complexes : z4 = V3 +i ; zp = .

Proprieté 7.10
Soient z et 7 deux nombres complexes non nuls :

o z=7 & |z| = || et arg(z) = arg(z)[2n].
arg(zx 7)) = arg(z) +arg(7)[2m].
(VneZ): arg(z") = nx arg(z)[2m|.

arg G) — _arg(@)2n] et arg (ZE) = arg(z) — arg()[2A.

(VneZ):ona:z"=|z]" (cos(nB) +isin(nb)).
(Vn € Z) : on a la formule de Moivre (cos(0) +isin(0))" = (cos(nB) + isin(n0)).

Remarques :

e Si:arg(z) =arg(?) alors : E, e R
Soit z = |z| (cos(0) +isin(B)) avec O =arg(z)[2m|:
e ona:arg(?) = —arg(z)[2n] = —06[2n] et |Z| = |z| donc :

7 =z| (cos(0) +isin(—8)) = |z| (cos(0) —isin(0)).

, donc:

eonaaussi:arg(—z) =n+02n] et | —z| =z

—z=z|(cos(n+0)+isin(mw+0)) = |z| (—cos(B) —isin(0)).

M(z)

M'(z)

Exercice 1 :
Soit z = 2 +2+/3i, un nombre complexe.

1) Déterminer la forme trigonométrique des nombres suivantes : z; Z; —z; —Z et z°

. . P . ‘o 1z
2) Soit 7 = 1+, un nombre complexe, Déterminer la forme trigonométrique de — et -
Z
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Soit A ; B; C trois points du plan d’affixes respectives :
u=-24i  zg=4+i et zc=1+iV3.
1) Déterminer la forme algébrique des nombres complexes : z4 X zp et E—A 1.5
2) Calculer les modules suivantes :  |za|; |z8]; |zc| et |28 ’ 2
3) Déterminer la forme trigonométrique de zc. 1.5
4) Soit I le milieu de segment [AB].
a) Déterminer z; = af f(I) I’affixe du point /. 0.5
b) Déterminer la forme trigonométrique de z;. 1.5
c¢) Déterminer la forme trigonométrique de Zz—f 1.5

7.7 Nombre complexes et géométrique :

7.7.1 Argument d’une différence :
Soient : A et B deux points d’affixes respectives z4 et zg, ona: af f (ﬁ) =g —ZA.

Proprieté 7.11
Pour tous points distincts A et B d’affixes z4 et zgona : arg(zp —z4) = (7,A§> [2m].

B

44

a'-"g(zB + z4)
u

pN

ST

o
|

'
=
.

7.7.2 Angle de deux vecteurs et I’argument du quotient de leurs affixes :

Théoreme 7.5
Soient A ; B ; C et D quatre points du plan d’affixes : z4 ; z ; Zc et Zp.
Si:A#BetC#D alors:

(ﬁﬁ) — arg (ZD - ZC) 2n] et (ﬁ) — arg (ZC - ZA) ).

iB — <A <B — <A
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En effet :

(AB:AC) = (aB:at)+ (w:AC) g
— (7;@) + (7;1@)
—arg(zp —za) +arg(zc —za) (27|

arg (ZC — > [2m].
ZB — XA

De méme : (ﬁ) — arg (ZD - ZC) 2n].

ZB — <A

7.7.3 Parallélisme de deux droites - orthogonalité de deux droites :

Théoreme 7.6
Soient A ; B ; C et D quatre points (A # B et C # D) d’affixes za ; zp ; z¢ et zp alors :

(AB) || (CD) & 2=%C c R* et (AB) L (CD) = L2—%€ ¢ ir*
ZB — ZB — <A

Conséquences 7.1

Soient A ; B et C trois points (A # B) d’affixes : z4 ; zp et z¢ :
ic—2zA
ZB—7ZA
LM iR
ZB—ZA

eR

e (Les points A ; B et C sont alignés ) <

o (Le triangle ABC est rectangle en A ) <

Exercice :

1) Soient A; B et C trois points d’affixes : z4 =6 —1 ; zp = —6+3iet zc = —18 + 7i, montrer
que A ; B et C sont alignés.

2) Soient A ; B et C trois points d’affixes : g4 = 1+i ; zp = —1+4i et zc =4+ 3i, montrer que
(AB) L (AC).

7.7.4 Cocyclicité des points :

Proprieté 7.12
Soient A ; B ; C et D quatre points du plan d’affixes z4 ; zp; zc et zp :
Les points A ; B ; C et D sont cocycliques (c’est a dire appartient au méme cercle)
D — X% B — X
D% BT _p
B — <A iD —ZC

si et seulement si :
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Exemple : Montrons que les points : A(2+4i); B(—1+3i); C(2) et D(3+i) sont cocycliques :

A(2 + 4d)
B(—-1+3i
1 D(3 + i)
,6’1
5 = 4 ———— 3 3 :
U o
™ En effetona:
ZD—ZAXZB—ZC B 3+i—2—4i X—1+3i—2
ZIB—ZA 2D —3IC —14+3i—2—-4i 34+1—-2
1-3i —-3+4+3i
= X
—3—1 1+
B i(—i—3)xi(3i+3)
o —i=3 14i
= ix3i=-3¢R

Exercice : Montrer que les points : A(1+2i); B(—243i); C(1) et D(—2 — i) sont cocycliques :
B(—243i

)

Ddl_l

D(—?. AL

7.7.5 L’ensemble des points qui vérifiant une équation :
Rappels :
1) L’ensemble des points (x;y) du plan tel que : (x —a)?>+ (y —b)> = R*,(ou a;b € Ret RERY, )
est le cercle du centre Q(a;b) et de rayon R.

2) L’ensemble des points M du plan tel que : MA =R, (ou A € P et R > 0) : est le cercle de centre
A et de rayon R.

3) L’ensemble des points M du plan tel que : MA = MB, (ou A;B € P) : est la médiatrice du
segment [AB].

Exercice :
1) Soit (I') I’ensemble des points M du plan complexe d’affixe z tel que : [z — 1 +2i| = 1.
Déterminer I’ensemble (I').

2) Soit (A) I’ensemble des points M du plan complexe d’affixe z tel que : |z| = [Z+ 1 + 2i].
Déterminer I’ensemble (A).
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7.8 Notation exponentielle d’un nombre complexe :

Rappels :
Soient ;0" € R, on admet les propriétés suivantes :
0+0' _ 0. 0 o 1 0—0' e’ 0\" _ _no 0
o ¢ =e'xe” ; eeV=—F e¢ :?;o(e):e (neN) ; &'=1.
e e

7.8.1 Notation exponentielle d’un nombre complexe non nul :

Définition 7.7
Soient z un nombre complexe non nul, de module r et d’argument 6,
L écriture re’® est appelée la notation exponentielle de z, et on écrit : z = re’®.

Proprieté 7.13

Soient z et 7 deux nombres complexes non nuls écrits sous la forme exponentielle :

i0 /0

z=re” et 7 =re" alorsona:

3 /
o zx7 =(z=re®)(z="re?) = rrel®t9),
1 1 . z ro.
o — =0 ot == _i0-8)
z 7 Z/ r/

e Pourtoutn € Z*: 7" = (re'®)" = e
Remarque : La formule (¢”)” = ¢ n’a pas de sens que si z est un entier.

Exemples :
z=-3-3iona: |z =+/(-3)2+(-3)2 =18 =32 alors : z—3\/_<7+1—\/3_) donc :
z—3\/_(\/_ \/_) :3\/§(cos(n+§)+isin(ﬂ:+%)) =326 %

Autre méthode : z=—3(1+1i):ona: —3=3(cos(m )—H’sin(n)):&«fE et
1+i=v2(cos(}) +isin(%)) = V2eT donc : z=32ei T

Exercice 1 : Donner la notation exponentielle des nombres suivantes :

. ) _ Z
71=2+2i et p=1+iv/3 et —z1 et 2 et z1 Xz et —1.
%)

Exercice 2 :

1) Vérifier que: (VO € R) : 1+ ¢ = o5 (eig +ei%e>

2) En déduire la notation exponentielle de : 1+ cos(%) +isin(3)

7.8.2 Formule d’Euler et formule de Moivre :

(V@ € R) ona:e®=cos(@)+isin(@) ; e =cos(8) —isin(0) :
Par addition et soustraction membre a membre, on obtient :

Théoréme 7.7

04 ¢ 0 _ i
e (V6 €R) Ona:COS(e):ﬁ e e

> et sin(0) = — ( Formule d’Euler ).
l
e (V0cR)(VncN)ona: (e®)" =¢" (Formule de Moivre ).
On écrit aussi : (cos(0) +isin(0))"” = cos(nB) + isin(nO)
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7.8.3 Linéarisation et factorisation des polynomes trigonométriques :

Pour trouver une primitive d’une fonction ou pour résoudre certaines équations, il peut €tre utiliser
«La linéarisation» des expressions contenant des sinus, cosinus ou tangentes.
Une expression est linéarisée si elle ne comporte aucun produit de fonction circulaires.

Exemples : 1) La linéarisation de cos?(8) :

0 | ,—i0\ 2
’ e’ +e
0) = (———
cos“(0) ( 5 )
0i20 4 o120 4 9 ,iB,—i
4
lei20_|_e—i26 1

~ 22 T2

1 1
= 3 cos(20) + 3

2) La linéarisation de sin®(9) :

4 B o0 _ =0 3_ o0 _ p—i0 2 o0 _ o0
sin”(0) = ) =T -

ei29 + e—i29 _ zeiﬂe—ie ei@ _ e—ie

- 4 T
_ (eie)S _ 3(ei6)ze—i6 4 3ei9(e—i6)2 4 _(e—i9)3
(ei6)3 o (e—i6)3 o 3621'8916—1'9 4 3eiee—2i9
- 8i
ei39 o e—3i9 o 3(ei9 o e—ie)
- 8i
1 ei39 . e—3i9 3 eie o e—ie
T4 2 4 2
1 . 3.
= —7 sin(30) + 2 sin(0)

Exercice : Donner la linéarisation de : sin?(8) et cos®(8)

7.9 L’équation de degré 2 dans C :

7.9.1 L’équationdelaforme:z>=a (acR):
Proprieté 7.14
Soit (E) I’équation : 7> =a :ona:
e Sia > 0 alors I’équation (E) admet deux solutions réels : \/a et —/a.
e Sia < 0 alors I’équation (E) admet deux solutions non réels : i\/—a et —i\/—a.

e Sia=0alors z=0.
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7.9.2 L’équation de degré 2 dans C :

Proprieté 7.15
Soient a ; b et ¢ des nombres réels avec a # 0 et soit (E) : az> + bz + ¢ = 0 une équation du second
degré. On note A = b?> — 4ac le discriminant de (E).

b
e Si A =0, I’équation (E) a une solution réelle unique qui vaut : ~3
a
—b—+VA —b A
e Si A >0, ’équation (E) a deux solutions réelles : 5 vA et ;_\/_
a a
—b—iv—A —b+iv—A
e SiA <0, I’équation (E) a deux solutions non réelles : 2—1 et +2—l
a a

Exercice :

1) Résoudre dans C les équations suivantes :
(E1):22—8yZ2+64=0 ; (E2):2>+z+1=0 ; (E3):222+4z+10=0
2) Considérons 1’équation (E) : 23 4+ 272 —16 =0
a) Montrer que 2 est une solution de (E).
b) Résoudre 1’équation (E).

7.9.3 Somme et produit de deux nombres complexes :

Proprieté 7.16
Soient a, b et ¢ des nombres complexes, a #~ 0 :

o )2 . 2 . 0 b C
71 et 2o sont solutions de I’équation : az”+bz+c =0siet seulement si: z; +20 = ——etzjzo = —.
a a

Exercice : Résoudre dans C x C : les systemes : (S7) { Xy | V3 5 (S2) { ¥ty g
Xy = Xy =

7.10 Transformation usuelles et nombres complexes :

7.10.1 Ecriture complexe d’une translation :

Théoreme 7.8

Soit i un vecteur d’affixe o.

Pour tout point M du plan d’affixe z, son image M’ par la translation ¢ de vecteur i, a pour affixe :
7 = z+ o, cette écriture est appelé écriture complexe de la translation ¢ .

Eneffet:t(M):M’<:>W:7<:>aff(W):aff(7)<:>z’—z:0;)<:>z’:z+co

Exercice :

Soit ¢ la translation de vecteur # d’affixe b = 2+ et soit M un point du plan complexe d’affixe
z=3+4i
Déterminer 1’affixe du point M’ I'image de M par la translation 7.
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7.10.2 Ecriture complexe d’une homothétie :

Théoreme 7.9

Soient Q un point du plan d’affixe ®w et k € R* :

Pour tout point M du plan d’affixe z, son image M’ par I’homothétie / de centre Q de rapport k, a
pour affixe : 7/ = k(z — ®) + o, cette écriture est appelé écriture complexe de I’homothétie 7 .

h(M) = M' = QM — kOM < af f(OM') = k-af f(OM) & 7 — 0 = k(z—0) < 7 = k(z— 0) + 0

Remarque : Pour k = —1 on obtient une écriture complexe de I’homothétie de centre Q : 7/ = —z+2®

Exercice :

Soit 4 I’homothétie de centre Q(1+ 2i) et de rapport k =2 :
Déterminer I’affixe du point M’ I'image de M (3 + 2i) par I’homothétie A.

7.10.3 Ecriture complexe d’une rotation :

Théoreme 7.10

Soient Q un point d’affixe et 0 € R :

Pour tout point M du plan d’affixe z, son image M’ par la rotation r de centre Q d’angle 0, a pour
affixe : 7/ = €®(z — @) + o, cette écriture est appelé écriture complexe de la rotation r .

7— .
oM’ = QM -]
Eneffet: r(M) =M & { 77— —=~ &
(M) (@M:om") = 6)2n] /o
a ( )59[275]
7-w i0 / 1¢] / 0
& m:e’ s7-0=”z-0)e7="z-0)+0
Z_

Exemples :
. L L .
1) Larotation de centre O et d’angle 5 a pour écriture complexe : 7 = iz.

2) La symétrie centrale de centre O a pour écriture complexe : 7/ = —z.

Exercice :
T

27|, soit M(v/3 +1i) un point du plan
2

Soit r la rotation du centre Q(2 + 2i) et d’angle 8 =

complexe.
Déterminer 1’affixe du point M’ I’'image de M par la rotation r.
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7.10.4 La série des exercices n° 7 :

Exercice 1 : '

Soient A ; B et C trois points d’affixes respectifs : 74 =3 +i;z3 = —1 —3ietzc = —V/3+i.

P . e . ZA
1) Déterminer la forme algébrique des nombres suivantes : 74 Xzp ; — ; 24 XZB XZC

ZB
1 1\?
— et zuXzgpX|{— | .
Zc e

2) Calculer les modules suivants : |za x zg| ; |2&] ; et |za Xz X z¢|

(2)

3) Déterminer la forme trigonométrique puis la notation exponentielle du nombre zc.

4) Soit I le milieu du segment [AB].
a) Déterminer z; = af f(I) I’affixe du point .

b) Déterminer la forme trigonométrique puis la notation exponentielle des nombres suivants :

Zc 1
aie Xz 5 — et (ze xz)°
k4l Zc

Exercice 2 '

Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O;u; V), considérons les points :
A(2+2i);B(1—1i); C(—1+3i); D(1+5i); E(3—i) et F(543i).
1) Montrer que les points A ; D et E sont alignés.

2) Montrer que le tringle : AEF est rectangle en A.
3) Montrer que B; C; D et E sont cocyclique.
4) Représenté dans le repere (O;u;V), les points : A; B; C; D; E et F.

Exercice 3 ( Rattrapage : 2020 ) I

1) Résoudre dans C I’équation : 2 —V2z+1=0
V2 V2.

2 a=—+4—=
) On pose : a 2+2z

a) Déterminer la forme trigonométrique de a en déduire que a

T T
b) Soit le nombre complexe : b = cos <§> +isin (§> , montrer que : b* = a.

2020 et un réel.

3) Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O;ii;V), considérons les points A; B et C
d’affixes respectifs : a; b et ¢ avec ¢ = 1. Soit R la rotation du centre O et d’angle g et qui
transforme le poins M d’affixe z en point M’ d’affixes 7.

a) Vérifier que : 7/ = bz

b) Déterminer I’image du point C par la rotation R et montrer que le point A est I’image du
point B par la rotation R.

4) a) Montrer que : |a —b| = |b— ¢|, en déduire la nature du triangle ABC

b) Déterminer une mesure d’angle (ﬁ )
5) Considérons T la translation du vecteur i et soit D I’image de A par la translation 7 :

a) Vérifier que I’affixe de D est le nombre complexe b” + 1
2
= b+ b, en déduire que les points O et B et D sont alignés

b) Montrer que :
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Autres exercices :

Exercice

Soit A ; B; C et D quatre points du plan d’affixes respectives : z4 =2 —2i;z2p = —1+Ti;zc =4+2i
etzp = —4—2i.

1) Vérifier que D et C sont symétries par rapport a O.

2) Déterminer les distances : AB et BC.

3) Déterminer une forme trigonométrique de z4.

c . e Z Z
4) Déterminer la forme algébrique de Aot E,
ic D

5) Soit £ un point d’affixe w = —1 + 2i.

Montrer que les points A ; B; C et D appartients au cercle de centre et déterminer le rayon de cet
cercle

6) Soit E le milieu de segment [AB] et d’affixes e
a) Comparer LT el
Zg— € Zd —¢€

b) Que représente la droite (AE) pour I’angle (ﬁ,ﬁ)

S - Normale : 2018
‘Exercice 1 (4.5 pts) ‘

1). Résoudre dans C, I'équation : 2z% + 2z +5 = 0. 1
%7

2). Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O;

2
R de centre O et d’angle ?ﬂ

), on considére la rotation

. 1 K
a) Ecrire sous forme trigonométrique la complexe : d = —3 + ?z 0.75
1 \

b) On considére le point A d’affixe a = —3 + Ei et le point B l'image du point A par la

rotation R.
Soit b I'affixe de B, montrer que b =d - a. 0.75
—
3). Soit ¢ la translation de vecteur OA et C' I'image de B par la translation t et ¢ 'affixe de C.
1 :
a) Vérifier que ¢ = b+ a en déduire que ¢ = a (5 - gz) 1
b) Déterminer arg (ﬁ) puis en déduire que le triangle OAC est équilatéral. 1

‘E}curcicu 2 (Nombres complexes) ‘

1). Résoudre dans C I'équation 22 — 6z + 25 =0

2). Dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé (O; u; ?), on considére les pointes
A; B;C; D; E d’affixes respectives :a =3+4+4i ; b=3—-4i ; ¢=2+43i ; d=5+6i
e=3+8i

a) Calculer d-

c . .
en déduire la nature des pointes A;C et D
b) Considérons 'homothétie h de centre B et de rapport k = 2 et soit M(z) un point du plan

2
complexe et M'(2') 'image de M par I’homothétie h.

Montrer que 2/ = %z — ; + 2i¢ puis déduire que le point E est I'image de A par I'homothétie h.

Exercice 3 : Rattrapage 2017 :
1) Résoudre dans C 1’équation : 72 +4z+8 =0
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2. On considére, dans le

(0.1?,1-")

plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct
les points A, Bet Cd affixes respectives a, b et c tel que:
" a=-2+2 ,b=4-4ietc=4+8i.

affixe d'un point M du plan et z' 'affixe du point M ' image de M par

la rotation R de centre A et d’angle —%_ Montrer que :z'=—iz — 4.

b) Vérifier que le point B est I'image du point C par la rotation R et en déduire
la nature du triangle ABC.

3. Soit & 1'afiive du point Qmilieu du segmenr[BC].

0,5 | 2) Montrer quele — @|=6.
0,5

0,5 | a) Soir z

0,75

b) Montrer que I'ensemble des points M d'affixe z tel que :|z - w|=6est le
cercle circonscrit au triangle ABC.

Exercice 4 : Rattrapage 2018 :

Exercice 2 : (3 points)
0,75 | 1. Résoudre dans l'ensemble C des nombres complexes l'équation :
z* =22z +4=0.

2. Dans le plan compiexe rapporte a un repere orthonormé direct (O;u v ) on

considére le point A d'afjixea =2 {1 o )cr la rotation R de centre O et

: T
d'angle —.
3

0,25 | a) Ecrire sous forme trigonométrique le nombre complexe a.
0,5 |b) Vérifier que I'affixe du point B image du point A par la rotation R est :

<o) ()

0,5 | 3. a) On consideére le point C d'affixe c =1+1i .

Montrer que b* —¢* = 2«.@.

0,5 b) Soit t la translation de vecteur OCetDI image de B par la translation t.
Montrer que OD = +c|.

0,5 ¢) En déduire que OD x BC = 2.3.

Exercice 5 : Normale 2019 :
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Exercice 2 : (3 points)
0,75 | 1. Résoudre dans 1’ensemble C des nombres complexes l'équation :
z? =2z +4=0.

2. Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (0 ;1; ;; ), on
considére les points A, B, C et D d’affixes respectives :
a=1-i\3, b=2+2,c=3+ietd =—2+23i .
0,5 |a) Verifier que : a—d :—xfa:(.c —a’).
0,25 | b) En déduire que les points A, C et D sont alignés.
0,5 |3. On considére z laffixe d’un point M et z'l'affixe de M 'image de M par la

=
rotation R de centre O et d’angle T

Vérifier que : z' =Eaz i

4, Soient H l'image du point B par la rotation R, h son affixe et P le point
d'affixe p tel que p =a—c.

0,5 |a) Verifier que : h =ip.

0,5 | b) Montrer que le triangle OHP est rectangle et isocéle en O.

Exercice 6 : Rattrapage 2019 :

Exercice 2 : (3 points)

0,75 1 1.a) Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes l'équation :
2 .

z° =3z +3=0.

0,5 b) On pose : a = 7 +—2'-:' ; écrire a sous forme trigonométrigue.

0,5 | 2. On considére le nombre complexeb = _?.(] +1) ; vérifier que :b* =i .

¥

T .. 7
0,5 |3.Onpose: h =cosﬁ+; sin— montrer que : h* +1=aq.
4. Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct [O;r; W ) on

considere le point B d'affixe b et R la rotation de centre O et d ‘angle 2

0,5 |[a) Soit c I'affixe du point C image du point B par la rotation R.
Montrer que :c =ib .
0,25 | b) En déduire la nature du triangle OBC.

Exercice 7 : Normale 2015 :
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Exercice 2 : (3 points)
0,75 | 1. Résoudre dans ’ensemble des nombres complexes C I'équation : -
z2 410z +26=0,
2. On considére, dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct
(O,g; ,6_2- ) les points A, B, C et L d'affixes respectives a, b, c et @ tels que :
a==-2+2i,b ==5+i,c =-5—ietww=-3.
0,5 a) Montrer que : =
a-—w
0,5 b) En déduire la nature du triangle QAB .
3. Soit le point D image du point C par la translation T de vecteur u d’affixe
6+4i.
0,5 |a) Montrer que I'affixe d du point D est 1+3i .
0,75 b) Montrer que : _d =2 et en déduire que le point A est le milieu du segment
a —
[BD].
Normale 2016
1 1

1) Résoudre dans C, I’équation : z> —4z +29=0.
2) Dans le plan muni d*un repére orthonormé, on
considére les points A , B et Q d’affixes
respectives a , b et o telles que :
a=5+2i et b=5+8i et
a) Soit u le nombre complexe :

w=2+5i
u=b-o.

Montrer que argu= ;LZ::J
b) Déterminer un argument du nombre complexe

Rattrapage 2016
1

1) Résoudre dans (, ’équation : 2> —8z+41=0.
2) Dans le plan muni d’un repére orthonormé, on
consideére les points A , B , C et () d’affixes
respectives a , b, ¢ et o telles que :

a=4+5i ; b=3+4i ; c=6+7i ; 0=4+7i

Calculer ¢
a-b
C sont alignés.

3) Soit z ’affixe d’un point M du plan et z'I’affixe
Rattrapage 2015

en déduire que les points A , B et

Site : maths-inter.ma -Bac 2016 - Ss2

u (conjugué de u )
¢) Vérifier que a—®=u, en déduire que

QA =QB et que arg[b'—w) = ELZ?I:J .
a-0) 2

d) Soit R la rotation de centre Q et d’angle g

Déterminer I’image du point A par la rotation R.

1 -

d’un point M'image de M par la rotation R de

centre Q et d’angle —g.

a) Montrer que 7z =—iz—3+11i.
b) Déterminer I’image du point c par la rotation
R, puis donner la forme trigonométrique du

a-@
nombre complexe —.
c-0
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-

Site : maths-inter.ma -Bac 2015 - §s2

1 [

1) a) Résoudre dans C, Péquation : z>*—8z+32=0
b) Soit le nombre complexe a tel que a=4+4i.

2) Dans le plan muni d’un repére orthonormé, on

a=4+4i et b=2+3i et c=3+4i
Soit z I’affixe d’un point M du plan et z I’affixe

a) Montrer que z =iz+7+i.

b) Vérifier que I*affixe d du point Dimage du
point A par la rotation R est 3+ 5i.

¢) Montrer que I’ensemble des points M d’affixe

z tel que |z —3—5i| =|z—4—4i est la droite (BC) .

Normale 2017
1

Soient les complexes a et b tels que :
a=3+i et b=v3-1+(3+Di.
1) a) vérifier que b=(1+1i)a.

b) en déduire que :

b|=22 et argh= 5?“[2::]
¢) Déduire de ce qui précéde que :
Sm J6-2

2 4
2) Le plan est muni 2 un repére orthonormé.

cos

Ecrire le nombre a sous forme trigonométrique en déduire que a'? est un nombre réel négatif.

considére les points A , B et C d’affixes a , b et ctelles que :

d’un point M image de M par la rotation R de centre C et d*angle g .

Site : maths-inter.ma -Bac 2017 - 5s1

+ .

Soient les points A et B d’affixes respectives a et
b, et le point C d*affixe e=-1+i3.

a) Vérifier que c=ia, en déduire que
OA =OCet que (OA ,0C )= g[zn].

b) Montrer que le point B est I’image du point

A par la translation de vecteur ocC .
¢) En déduire la nature du quadrilatére OABC
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Exercice :

Soient A ; B ; C trois points du plan complexe (O;i;V) d’affixes respectives :

aa=4+6i ; z5=6+4 et zc=4V3—4i
1) Déterminer la forme algébrique des nombres complexes :  z4 X zp ; “ ; Z%
ZB
2) Calculer les distances AB; AC et les modules : |z4 X z¢| ; |z4 X B
e
3) Déterminer la forme trigonométrique de zc.
4) Soit I le milieu de segment [AB].
a) Déterminer z; = af f(I) I’affixe du point 1.
b T
b) Déterminer z; = 5\/§ (cos <Z) +isin (Z))
¢) En déduire la forme trigonométrique des nombres :  z¢ X 77 ; Zé s = y —2C
Z
z ‘
et z?ng ) z?x—g.
4

5) Soient D; E et F trois points dans le plan complexe d’affixes respectives :
=547 ; zg=9+4+5i et zp=T7+6i

a) Montrer que le triangle ABD est rectangle en A.
b) Monter que les points D(5+7i) ; E(9+ 5i) et F(7+ 6i) sont alignés.
¢) Monter que les points B(6 +4i) ; D(5+7i); E(9+ 5i) et I(5+ 5i) sont cocycliques.
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Devoir libre 3 (Modele 2)

Exercice 1 (... pts) I ) ] )
PartieA :  Soit g la fonction définie sur |0; +oo[ par : g(x) = 2xy/x — 2 +In(x)

1

1) a) Montrer que : g’'(x) = 3y/x+ — pour tous x de |0;+co].
x

b) En déduire que la fonction g est croissante sur ]0; +co].

2) Calculer : g(1) En déduire le signe de g(x) pour tous x de |0; 4-oo|.

1

PartieB : Soit f la fonction définie sur : I =]0;4-oo| par : f(x) =x— rjy_c)
x

< . N p ardiard
et (Cy) sa courbe représentatives dans un repere orthonormée (O; i ; j ).

1) a) Calculer : lim+ f(x) et donnée I’interprétation géométrique de ce résultat.
x—0

In(x)

b) Montrer que : lim =0 (Posé:t=/x).

X—r+o0 \/)_c
¢) Montrer que la droite d’équation : y = x une asymptote a la courbe (Cy) au voisinage de +-oo.
2) a) Montrer que : f'(x) = g(x) pour tous x de ]0; +oo|.
X\/X

b) En déduire que les variations de la fonction f.
3) Etudier les positions relatives de (Cy) et la droite (D) : y = x.
4) Construire la droite (D) et la courbe (Cy) dans le repere (O; 7 ?)

Partie C : Soit (U,) la suite définie par: Uy =e et (Vn € N) : U, = f(U,)
1) a) Montrer par récurrence que : (Vn € N): 1 < U, <e.

b

b) Montrer que la suite (U,,) est décroissante.
¢) En déduire que la suite (U, ) est convergente.

2) Calculer : lim U,
n—r4-oo

Exercice 2 (... pts) I

1) Résoudre les équations suivantes apres avoir déterminer leurs ensemble de définition :
(E1) :In(x+1) =In(—x+6)
(E2) :In(x+1) +1n(x+2) = In(6)
(E3) :In(x) = =2
2) Résoudre les inéquations suivantes apres avoir déterminer leurs ensemble de définition :
() :In(x+1) > In(—x+6)
() :In(x+1) +1In(x+2) > In(6)
2x+4

3) Déterminer tous I imitives de la foncti tell : =
) Déterminer tous les primitives de la fonction f telle que : f(x) P arts

Exercice 3 (... pts) I . o )
Soit A ; B; C trois points du plan d’affixes respectives :

a=—2+4i  zg=4+i et zc=1+iV3.
e

c . P ZA
1) Déterminer la forme algébrique des nombres complexes : 74 Xzp ; — et z4 X —
B <B

2) Calculer les modules suivantes :  |z4; |za]; |zc|; 28] et |za X zg X zc|.
3) Déterminer la forme trigonométrique de z¢.
4) Soit I le milieu de segment [AB].

a) Déterminer z; = af f(I) I’affixe du point 1.

b) Déterminer la forme trigonométrique de z;.

£ . . o zc
¢) Déterminer la forme trigonométrique des nombres : — ; z? ;g Xze et z4c X z?

L
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7 CHAPITRE 7. LES NOMBRES COMPLEXES :

Correction du devoir libre 3 S :

Exercice 1 :

PartieA :
Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par : g(x) = 2xy/x — 2+ In(x)

1) a) gestdérivable sur |0;+oo (somme et produit de fonction dérivable) et :

gx) = (2xvx—2+In(x))

= VR

S N e
= 2\/?c+ﬁ+}c

= 3ﬁ+)l—c

1
b) Ona: (Vx €]0;4o0|) : g'(x) = 34/x+ — > 0 donc la fonction g est croissante sur ]0; +oo|.
x

2) g(1)=2v/1—-2+1In(1) =2—2+40=0et on a g croissante sur |0; +oo[ alors : (Le signe de g) :
e Si:x>1alors: g(x) >g(l)c’estadire: g(x) >0

0 oo
e Si:0<x<Tlalors:g(x)<g(l)c’estadire: g(x) <0donc: . L
g || — 0+
PartieB :
: e In(x)
Soit f la fonction définie sur : I =]0; 40| par : f(x) =x— NG
X
et (Cy) sa courbe représentatives dans un repere orthonormée (O; ?; 7)
. . In(x)
1 a) lim = lim x— =+
) ) x—0t f(X) x—)O‘*‘x \/)_C
1
car: lim In(x) = —c0 et lim —& = 4o
x—0" (X) x—0" \/)_C
L’interprétation géométrique : (Cy) admet une asymptote verticale d’équation : x = 0.
[
b) Montrer que : lim n(x) =0

X—>—o0 \/)_c
Sion Pose : t = \/x. alors : x =t et si x — +oo alors : t — oo
CIn(x)  In(r*)  2In(r)

ona \/} " donc

[ 21In(t In(¢
fim 79 i 220 o0~ 0cear: im ™ o)
X—+o0 X t—+oo f t—+o f

c¢) Montrer que la droite d’équation : y = x une asymptote a la courbe (Cy) au voisinage de
oo

Ona: lim f(x)—x= lim —"t

X—> oo X—r—+too X

=0.
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7 CHAPITRE 7. LES NOMBRES COMPLEXES :

2) a)ona:

@I
\/}2
Vi Iny
_ X 2/ . IRV
= P ; car.(T—%)
_ 2 —In(x)
Tk
~ x—2+In(x)
B 2x/x
8y
2
x |0 +o0
fx) | - 0o+
b) Le signe de f/(x) estle signe de g(x), donc : | +oo +oo
f ; N S
1

carona: XETW f(x) = oo

3) Pour étudier les positions relatives de (Cy) et (D) : y = x, il faut étudier le signe de la différence :
In(x)

Ona: f(x)—x= Nk
X 0 1 +o0
In(x) | - 0 +
fx) —x | + 0 -
Les positions relatives | | (Cy) est au dessus de (D) (Cy) est au dessous de (D)

e Sur |0;1] : (Cy) est au dessus de (D).

e Sur [1;+o0o[ : (Cy) est au dessous de (D).

e Le point : A(1;1) est le point d’intersection de (Cy) avec (D).
4) La courbe (Cy) et la droite (D).
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7 CHAPITRE 7. LES NOMBRES COMPLEXES :

(Cy)

-1

2 1 0 1 2 3 4 5 B

(D_)a:yzm-

T

14

PartieC :

Uy=e

Upy1 = f(Un)

1) a) Montronsque: (VneN):1<U,<e
-Pourn=0ona:1<Up=e<e
- Supposons que : 1 < U, <eetmontrons que : | <U,;+1 <e

On a f est croissante sur [1;+oo[ donc croissante sur [1;e] et comme : 1 < U, < e alors
f() < fU,) < f(e)etdonc:1<Uyr;<e (car: f(1)=1 ; f(Uy) =Upy1 et

1
f(e):e—% <e).
donc d’apres le principe de récurrence ona: (VneN): 1 <U, <e

b) Ona (Vx € [1;400[) : f(x) < x d’apres la questions 3) partie B.
et comme (Vn € N) : U, € [1;¢] C [1;+400[: alors : f(U,) < U, c’estadire : U, < U,
et donc la suite (U, ) est décroissante.

Soit (U,) la suite définie par : {

c) On a (U,) est décroissante et minorée par 1 donc convergente.

2) e festcontinue sur [1;¢]

. F(llze]) = {l;e—%} C (L]

e La suite (U,) est convergente :
donc la limite de (U,) est la solution de I’équation f(x) =x:d’ou lim U, =1.

n——+oo
Exercice 2 :
1)
a) (E1):In(x+1)=In(—x+6) ; Dg, ={x€R/x+1>0et —x+6>0} =]—1;6]
5 5
(El)ex+l=—x+62x=5&x= > €]—1;6] donc:S= {5}

b) (Ez):In(x+1)+In(x+2)=1In(6) ; Dg,={x€R/x+1>0erx+2>0} =] —1;+00]
(Ey) & In((x+1)(x+2)) =In(6) < (x+ 1)(x+2) =6 = x> +3x—4 =0

donc:x;=1€Dg,etx, =—4¢ Dg, S={1}.
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7 CHAPITRE 7. LES NOMBRES COMPLEXES :

¢) (E3):In(x)=—-2&x=e2donc:S={e?};ongénéral : (Vx e R})(Vh €R) :In(x) = b &
x=eb

2)

a) (I1):In(x+1)>In(—x+6) ; D, ={xeR/x+1>0et —x+6>0} =] —1;6]

5

(h)ex+1>—x+6&2x>5x> -

5 5

donc : S = | 2;4eo| M) — 1;6[= | 2:6
onc: S ]2,—1— [ﬂ] ;6] }2, {
b) (L) :In(x+1)+1In(x+2) >1In(6) ; D, ={xeR/x+1>0et x+2 >0} =] —1;+00

(b) & In((x+1)(x+2)) >In(6) & (x+1)(x+2) >6 = x*+3x—4>0
X —oo —4 1 00
X +3x—4 + 0 — 0 +
= (] = oos =4[] 15 eo]) ] — 15 reo[=] 15 oo
¢) (E3):In(x) > -2 x>e >donc: S =|e 2;+oo|:
on général : (Vx € R%)(Vb € R) : In(x) =b & x > €’

ona:xj=1letx,=—4

2x+4
3) on a la fonction x — f(x) = M—XT—F—FS est définie et continue sur R (car: Vx € R: x> +4x+
x
570),
2x+4 X2 +4x+5)
Ona: f(x) = 2 f;+5 (x2j—4))ccj— 5) donc les fonctions primitives de f sur R — {—2} sont :

x> In(x*> +4x+5)+A ; LeER.

Exercice 3 :

Soit A; B; C trois points du plan d’affixes respectives : z4 = —2+i;z3 =4+ietzc =1+ iv3.
1) zaxzp=(—2+i)(4+i)=—8—2i+4i+i>=-942i

=240 (—2+4i)4—i)  -8+2i+4i—i* —T+6i -7 .6

W 4+i | 41z 17 BT AR TR T
a_zc_1+i¢§_(1+M3)<4—i)__4-—-i+4¢§i—v§i2_4+v§+i(4»/§—1)
‘g 440 42412 17 - 17
e (=240 (4+V3+i[4V3-1))

A X — = e,

ZB 17

2
2) |ZA|:\/(_2)2‘*‘12:\/g ; |ZB\=\/42—|—12:\/ﬁ et |zc|=1\/12+3 —\4=2

Donc: [28| = [z2c|* =20 =64 ; |24 X 28 X 2c| = |24] X |28] X |2c| = 2V/85

3) ze=1+iv/3=2 (%H?) :2<°°S<§)+i5in (g»

R
4) mazmg@z +j‘“:yw

b) Ona:|zy|=VI2+12=v2 donc:zI=\/_(\/—_+’£>:ﬁ<cos<g>+ism<g>>

0 oszz]:Z\/i<cos<§+§>+isin(§ 4))—2f(cos<12)+isin(%))
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CHAPITRE 7. LES NOMBRES COMPLEXES :

ic_ 2

|

8
° z?:\/fg(cos( T
o z‘éxz?:24\/§3 (cos(

L. (T T
+ism| - ——

3 4

+3n +isin
—_— —_— 1S1
4

RREIC:

(%)) = 16(cos (2m) + isin (21))

)+ ()
)) =32V2 (cos (217—27‘) +isin (27
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7 CHAPITRE 7. LES NOMBRES COMPLEXES :

Devoir surveiller 3 S; Modéele C

Exercice 1 (9 pts) |Partie A :
Soit g la fonction définie sur ]0; oo par : g(x) = 2xy/x — 2+ In(x)

1) a) Montrer que : g'(x) = 3y/x+ % pour tous x de ]0; +oo. 0.75
b) En déduire que la fonction g est croissante sur |0; 4-oo|. 0.5
2) Calculer : g(1) En déduire le signe de g(x) pour tous x de |0; 4-oo|. 1
Partie B :
In(x)

Soit f la fonction définie sur : I =]0;4-oo| par : f(x) =x—1—

N

et (Cy) sa courbe représentatives dans un repere orthonormée (O; ?; ?)
1) a) Calculer : xli>r61+ f(x) et donnée I’interprétation géométrique de ce résultat. 1
b) Montrer que : lim tn(x) =0 (Posé:t=/x). 0.75
X—r—+o0 \/)_c
c¢) Montrer que la droite d’équation : y = x — 1 une asymptote a la courbe (Cy) au voisinage de | 0.75
oo,
2) a) Montrer que : f'(x) = ) pour tous x de ]0; +oo. 1
2x\/x
b) En déduire que les variations de la fonction f. 1
3) Etudier les positions relatives de (C) et la droite (D) : y = x — 1. |
4) Construire la droite (D) et la courbe (Cr) dans le repere (O; 7,7) . 1.25

Exercice 2 (4.5 pts)

1) Résoudre les équations suivantes apres avoir déterminer leurs ensemble de définition :

(Ep) :In(x+2) =In(—x+4) 0.75
(E2) :In(x) +1In(x+ 1) =1n(6) 1.25
(E3) :In(x) = =7 0.5
2) Résoudre les inéquations suivantes apres avoir déterminer leurs ensemble de définition :
() :In(x+2) > In(—x+4) 0.75
() : In(x) > =7 0.5
. . o . 2x+1
3) Déterminer tous les primitives de la fonction f telle que : f(x) = == 0.75
x*+x+43
Exercice 3 (6.5 pts) |Soient A ; B ; C trois points du plan complexe (O;ii;V) d’affixes respectives :
wa=143i ; zz=5+3i et zc=+V3+i.
1) Déterminer la forme algébrique des nombres complexes : z4 Xz E—A. 1.25
2) Calculer la distance AB et le module : |z4 X z¢|- ’ 1
3) Déterminer la forme trigonométrique de zc. 0.75
4) Soit I le milieu de segment [AB].
a) Déterminer z; = af f(I) I’affixe du point 1. 0.5
b) Montrer que : z; = 3v/2 <cos (g) +isin (g)) 0.5
¢) En déduire la forme trigonométrique des nombres :  z¢ X z7 ; Z4C et —z 1.5
5) Soient D et E deux points dans le plan complexe d’affixes respectives : zp=5—1i ; zg =2+2i
a) Montrer que le triangle ABD est rectangle en B. 0.5
b) Monter que les points A ; D et E sont alignés. 0.5
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7 CHAPITRE 7. LES NOMBRES COMPLEXES :

Devoir surveiller 3 s; Modele B :

Exercice 1 (8 pts) |PartieA :
Soit g la fonction définie sur |0; 4-oo[ par : g(x) = 2x*> — 2+ 4In(x)

1) Montrer que g est strictement croissante sur |0; 4-oo] . 1
2) Calculer : g(1) En déduire le signe de g(x) pour tous x de |0; +oo|. 1
1
PartieB : Soit f la fonction définie sur : |0; +oo| par : f(x) = In(x) — n(zx )
x
et (Cy) sa courbe représentatives dans un repere orthonormée (O; 7); ?)
1) Montrer que : li%l+ f(x) = +eo et donnée I’interprétation géométrique de ce résultat. 1
X—
2) a) Montrer que : f/(x) = gz(_ﬁg) 1
X
b) En déduire que la fonction f est croissante sur : [1; 40| et décroissante sur : |0; 1]. 0.75
c¢) Montrer que : lir£ f(x) = oo et donner le tableau des variations de f. 1
X—>+00
3) Montrer que : ET @ = 0 et donnée I’interprétation géométrique de ce résultat. 1
X—4oo X
4) Construire la courbe (Cy) dans le repere (O; —l> ?) . 1.25

Exercice 2 (4.25 pts)

1) Résoudre les équations suivantes apres avoir déterminer leurs ensemble de définition :

(E1) :In(x+2) =In(—x+4) 0.75
(E2) :In(x) +1n(x+2) =In(3) 1
(E3) :In(x) = —1 0.5
2) Résoudre les inéquations suivantes apres avoir déterminer leurs ensemble de définition :
(1) :In(x+2) > In(—x+4) 0.75
(L) :1In(x) > —1 0.5
‘ . o . 2x+1
3) Déterminer tous les primitives de la fonction f telle que : f(x) = - 0.75
x-4+x+1
Exercice 3 (7.75 pts) |Soient A ; B; C trois points du plan complexe (O; ii; V) d’affixes respectives :
=145 ; zz=3—i et zc=1—iV3.
1) Déterminer la forme algébrique des nombres complexes :  z4 Xz “ 1
<B
2) Calculer la distance AB et le module : |z4 X z¢|- 1
3) Déterminer la forme trigonométrique de zc. 0.75

4) Soit I le milieu de segment [AB].

a) Déterminer z; = af f(I) I’affixe du point /. 0.5
T T
b) Montrer que : z; = 2v/2 (cos <Z> —+isin <Z>> 0.5
c¢) En déduire la forme trigonométrique des nombres :  z¢ X 77 ; Z4C ;71 et o 2
zc

5) Soient D ; E et F trois points dans le plan complexe d’affixes respectives :
zp=4+6i ; zg=5+3i et zp=3+4i

a) Montrer que le triangle ABD est rectangle en A. 0.5
b) Monter que les points A(1+ 5i) ; E(5+ 3i) et F(3 4 4i) sont alignés. 0.5
¢) Monter que les points A(1+5i) ; D(4 4+ 6i) ; E(5+ 3i) et I(2+ 2i) sont cocycliques. 1
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7 CHAPITRE 7. LES NOMBRES COMPLEXES :

Devoir surveiller 3 s; Modéle A :

Exercice 1 (8 pts) |PartieA :

Soit g la fonction définie sur |0; 4-oof par : g(x) = x> — 1 +2In(x)

1) Montrer que g est strictement croissante sur |0; 4-oo] . 1
2) Calculer : g(1) En déduire le signe de g(x) pour tous x de |0; +oo|. 1
1
PartieB : Soit f la fonction définie sur : |0; +oo| par : f(x) = In(x) — n(zx )
x
%
et (Cy) sa courbe représentatives dans un repere orthonormée (O; i ,?)
1) Montrer que : li%l+ f(x) = +eo et donnée I’interprétation géométrique de ce résultat. 1
X—
2) a) Montrer que : f/(x) = @ 1
X
b) En déduire que la fonction f est croissante sur : [1; 40| et décroissante sur : |0; 1]. 0.75
c¢) Montrer que : 1_1>r£ f(x) = oo et donner le tableau des variations de f. 1
X )
3) Montrer que : 1_1}1}3 @ = 0 et donnée I’interprétation géométrique de ce résultat. 1
X o X
_>
4) Construire la courbe (Cy) dans le repere (O; i ,?) . 1.25

Exercice 2 (4.25 pts)

1) Résoudre les équations suivantes apres avoir déterminer leurs ensemble de définition :

(Ey) :In(x+1) =In(—x+3) 0.75
(E2) : In(x) +1n(x+3) =1n(4) 1
(E3) :In(x) = -3 0.5
2) Résoudre les inéquations suivantes apres avoir déterminer leurs ensemble de définition :
() :In(x+1) > In(—x+3) 0.75
(L) :1In(x) > =3 0.5
3) Déterminer tous les primitives de la fonction f telle que : f(x) = 22x——|—1 0.75
X 4+x+4+2
Exercice 3 (7.75 pts) |Soient A ; B; C trois points du plan complexe (O; ii; V) d’affixes respectives :
aa=1+43i ; zp=3+i et zc=+3-i
1) Déterminer la forme algébrique des nombres complexes : z4 Xz E—A. 1
2) Calculer la distance AB et le module : |z4 X z¢|- ' 1
3) Déterminer la forme trigonométrique de zc. 0.75
4) Soit I le milieu de segment [AB].
a) Déterminer z; = af f(I) I’affixe du point /. 0.5
b) Montrer que : z; = 2v/2 (cos <g> +isin (g) > 0.5
¢) En déduire la forme trigonométrique des nombres :  z¢ X z7 ; Z4c ;77 et Zz_é 2

5) Soient D ; E et F trois points dans le plan complexe d’affixes respectives :
zp=2+4i ; zg=6+2i et zp =4+3i

a) Montrer que le triangle ABD est rectangle en A. 0.5
b) Monter que les points D(2+4i) ; E(6+ 2i) et F (4 + 3i) sont alignés. 0.5
¢) Monter que les points B(3+1i); D(2+4i); E(6+2i) et I(2+ 2i) sont cocycliques. 1
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CHAPITRE 8
LES FONCTIONS EXPONENTIELLES :

8.1 Fonction exponentielle népérienne :

8.1.1 Définitions et conséquences :
La fonction In est continue, et strictement croissante de ]0; 4| dans R, donc admet une fonction

réciproque définie sur In(]0; +oo[) = R.
Sa fonction réciproque est appelée fonction exponentielle népérienne.

Définition 8.1
On appelle fonction exponentielle népérienne, notée exp, la fonction réciproque de la fonction
In.

Proprieté 8.1
(Vx € R)(Vy €]0;+c[) on a:

e exp(0)=1 ; exp(l)=e et exp(x)>0
e exp(x) =y< x=In(y) et In(exp(x))=x et exp(In(y)) =y

8.1.2 Le nombre ¢ et la notation ¢* :

Ona: (Vx € Q) : In(e*) = x donc on peut prolonger cette écriture a R et on écrit :
(Vx € R) : In(e*) = x, Or In(exp(x)) = x donc In(exp(x)) = In(e*) d’otr : (Vx € R)exp(x) = &

8.1.3 Propriétés algébriques de la fonction exponentielle :

Proprieté 8.2

1 e*
(VxeR)(VyeR)ona: e =¢e"xe ; el =— et V=~ et (VreQ):e™ = ()"
e e

Exercice :

Résoudre les équations suivantes :
(E):evl=e; (E):evl=e; (E3):e" *=1; (E4):e¥—3¢"+2=0

2—x
€ — x—1
el+2x

(Es): e =evt ;  (Eg):
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8 CHAPITRE 8. LES FONCTIONS EXPONENTIELLES :

8.2 Etude de la fonction exp :

8.2.1 La continuité et dérivabilité de la fonction exp :

Théoreme 8.1
La fonction exp est continue et dérivable sur R etona: (Vx € R) : (¢¥)’ = €*.
La fonction exp est strictement croissante sur R.

Proprieté 8.3
(VxeR)(VyeR)ona: a)ef>ed x>y b)ef =< x=y

Exercice :

Résoudre les inéquations suivantes :

1
(I):e1<e; (h):e!™xe373%> r () :e* —5¢"+6 <0.

8.2.2 Limites aux bornes - branches infinies :

Proprieté 8.4
Soit (C) la courbe de la fonction exp dans un repeére orthonormé,

X

o lim " = oo et lim - = +oo: la courbe (C) admet une branche parabolique de
X—>—+-00 X—>+oo X

direction I’axe des ordonnés au voisinage de +oo.

e lim ¢ =0:lacourbe (C) admet une asymptote horizontal d’équation y = 0 au voisinage
X——o0

de —oo.  (y =0 c’est I’axe des abscisses).

8.2.3 Limites importants :

Proprieté 8.5 o o
(VneN): a) lim — =0 b) lim x"¢*=0 c¢)lim
X—>oo T x—0

X——o0

e™ —1

—1
=1 d)lim

X x—0 X

=a; (aeR).

8.2.4 Tableau des variations et la courbe de la fonction exp :

e La fonction exp est continue et strictement croissante sur R.

e Les courbes (Cexp) et (Cin) des fonction exp et In sont symétriques par rapport a la droite y = x :

i *1 (Cﬁi‘ﬁ) y =

—00 0 “+oco

exp’ (x)

erp

In'(z)

In
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8.3 Exponentielle d’une fonction :

Proprieté 8.6
Soit u une fonction définie au voisinage de a ou a € R ou +o0 ou —oo.

e Si lim u(x) = 4o alors : lim ¢ = to0
xX—a Xx—a

e Si limu(x) = —oo alors : lime“® =0
X—a X—a

Exercice :

Calculer les limites suivantes :
X ex — 1

. 2x _ x . . . ; ﬁ . ; _ X . ;
D) lim e™—e" 2)x1—1>rfoox+1 2 3) lim 4 lim (x—1)e*; 5) lim s
X1 1 1
6) lim & . 7) lim 20 8) lim et 5 9) lim e X 10) lim ——
x—0 4dx x——oco X x—0— X X—>—+oo0 X—Foo px”+2x
3x 2x X X
. 2 Y . . eT—eT te . Xx—e
1 fim (27 —xD)et s 1) fim Smgoe ¢ 1), im S

Théoreme 8.2
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle /,

/
La fonction x — ¢“) est dérivable sur I et : (Vx € ) : (e”(x)) = u/ (x)e"),

Les primitives de la fonction x — 1/ (x)e“() sont les fonctions définies par : x — e“®) +k / k € R.

Exercice :

1) Etudier la dérivabilité et calculer la dérivée de la fonction f sur I’intervalle I dans les cas
suivantes :

&) f2) = eVEH ; 1:}—%;+w[

b) f(x)=e 2 —3e7H ;=R
Q) f(x) = 1 I=]3i+oo

2) Déterminer les primitive de la fonction f sur I’intervalle / dans les cas suivantes :
a) f(x) =x2" ; I=R

b) f(x) :ﬁ ; 1=]0;+0o]
Jx

8.4 Fonction exponentielle de base a :

8.4.1 Définition et propriétés :

Définition 8.2

Soita € R* \ {1},

On appelle fonction exponentielle en base a , noté exp, ou x — exp,(x) la fonction réciproque
la fonction log,, et on écrit : exp, (x) = e*"(@) = ¢*.

Remarques : e La fonction exp est définie sur R.
eSia=-ealorsona: (Vx € R): exp,(x) = e".
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Proprieté 8.7
Soita € R% \ {1}, (Vx € R)(Vy €]0;4c[) on a:

e exp,(0) =a"=1; exp,(1) —a'=a et (VxeR):a*>0.

o exp,(x) =a" =y x=log,(y) et log,(exp,(x)) =x et exp,(log,(y))=y.
(Vx;y € R) : exp(x+y) = exp,(x) x exp,(y) c’est a dire : a* x @¥ = a*.

X

1
. Y — A=Y —
(Vx;yeR):a et oa o

(Vx e R)(Vr € Q) : exp,(rx) = (exp,(x))", c’estadire : Vr € Q: a™ = (a*)".

Exercice :

Résoudre les équations et les inéquations suivantes :
1) (E1):3*=6 ; (Ep):6"—5x3"=0 ; (E3):7"—=3+2x7*=0.
2) ():3<6 ; (L):6"—5x3*>0 ; (B):7"=34+2x7*<0.

8.4.2 Limites aux bornes - branches infinies :

Proprieté 8.8
Soit (C) la courbe de la fonction exp, dans un repere orthonormé,

X

: : . a
e Sia>1,alors lim a"=4c et lim — = +oo: la courbe (C) admet une branche
X—>+-00 X—r—o0 X

parabolique de direction 1’axe des ordonnés au voisinage de +oo.
lim &' =0:’axe des abscisses est une asymptote verticale de la courbe (C) au voisinage

X—s—o00
de —oo.
ax
e Si0<a<l,alors 1_i>m a* = +oo et 1_i>rn — = la courbe (C) admet une branche
X—7— X—2—

parabolique de direction 1’axe des ordonnés au voisinage de —oo.
lim a' =0 :’axe des abscisses est une asymptote verticale de la courbe (C) au voisinage

X—r+too

de +-oo.
Exercice 1 : .
, 1
Etudier les branches infinies des deux fonctions : o filx)=2"; falx)= <5> .
Exercice 2 :

Soit f la fonction définie par : f(x) = 4% —2*:
1) Calculer 1_1>1Jrrl f(x) et montrer que la courbe de f admet au voisinage de +oo une branche
X oo
parabolique a déterminer.

2) Calculer f’(x) pour tout x € D et dresser le tableau de variations de f.

8.4.3 Etude de la fonction exponentielle de base a :

Théoreme 8.3

La fonction exp,, est dérivable sur Retona: Vx € R: (¢*) =In(a) x a*
Si a > 1 alors la fonction exp, est strictement croissante sur R.

Si0 < a < 1 alors la fonction exp,, est strictement décroissante sur R.

En effet : (a¥) = (¢™@) = (xIn(a))'e™ = In(a)a* :
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e Sia> lalorsIn(a) >0 donc (VxeR): (a") >0:
alors la fonction exp,, est strictement croissante sur R.

e Si0<a<lalorsIn(a) <0 donc (VxeR): (a") <0:
alors la fonction exp, est strictement décroissante sur R.

Conséquences 8.1
(Vx;yeR): a) a* > x>y b) a" = x=y
Tableau des variations et courbe de la fonction exponentielle :

La fonction exp,, est continue et strictement croissante sur R sia > 1
et strictement décroissante sur Rsi: 0 <a <1:

a>1 0<a<1

exp, (x) -+ exp,'(z) —
+oo +oo

exp, / erp, \

y = log_(x)

Sa

y = log,(2)

Exercice :

1 X

Représenter graphiquement les deux fonctions :  fj(x) =2* et fo(x) = (§> :

8.4.4 La série des exercices :
Exercice 1 :

Calculer les limites suivants : i s 4 )

1—-¢* 2x 5% 2% 2 6

D lim —— ; 2) lim = ; 3) lim 2t Hlim——" . §) lim O

x—0" X x—+oo 3% x——oo 3¥ 4 5% x—0 1 —e* X—rfoo er

Exercice 2 :
Calculer la dérivée des fonctions suivantes :
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_2x—1

Df@)=e -1 =R ) f@x)=""~ :I=EK 3) f(x) =In(x)ex ; I=]0;+oo[.
Exercice 3 : Normale 2018 :

Partie I :

On considére la fonction g définie sur IR par: g(x)=e* - x> +3x-1
Le tableau ci-contre est le tableau de variations de la fonction g
1) Vérifier que g(0)=0  oasp X |- +oo
2) Déterminer le signe de g(x) sur ]-oo,l)] et sur [0,+co [ osps | &(%) e

Partie II : () +o
Soit la fonction f définie sur IR par: f(x)=(x’-X)e ™ +X . /
-00

(C[) est la courbe représentative de f dans un repére
orthonormé (() H i ,T) d’unité lcm.
2

1) a) Vérifier que f(x)= x—x-%+ X, pour tout xde IR, en déduire que l_i.mf(x} =+400. osps
e e X—p 00

b) Caleuler lim [f(x)—x], en déduire que la droite (D): y = xest une asymptote a (C,) au voisinage

de +c0. omps

x* — X+ xe*
¢) Vérifier que f(x)=——————, pour tout xde IR, en déduire que limf(x). osm
e X——m
. f(x) )
d) Montrer que llm ——=—00 puis donner une interprétation géométrique de ce résultat.
X——2C0 x

2) a) Montrer que f(x)—x et x°—x sont de méme signe pour tout x de IR. o2sus
b) En déduire que (C,) se trouve au dessus de (D) sur chacun des intervalles ]-0,0] et [1,+eo[ et
en dessous de (D) sur I’intervalle [0,1] . osp
3) a) Montrer que f (x)=g(x)e” . pour toutxde IR . ozsms
b) En déduire que f est décroissante sur ]-co,0] et croissante sur [0,+c0[. osps
c) Dresser le tableau de variations de la fonction f . o7sps
4) 2) Montrer que f'(x)= (x> —5x+4)e™ pour tout x de IR. azsp
¢) Montrer que (C,) admet deux points d’inflexion dont d>abscisses respectives 1 et4 . osu

—
n

5) Tracer sur le méme repére (O;T; J ), la droite (D) et la courbe (C,). (Onprend f(4)=4,2 ) ims

6) a) Vérifier que la fonction H {X) = (x* + 2x + 2)e™ est une primitive de la fonction h (x) =—x%™ surRI

Exercice 4 : Rattrapage 2017 :
1 Site : maths-inter.ma -Bac 2017 - Ss 2 == -1 [

Partie I :

On considére la fonction g définie sur IR par: g(x)=1-(x+1)%e"

1) Vérifier que g(0)=0  oasps

2) En partant de la courbe (Cg) de la fonction g (Voir figure ci-dessous), Montrer que : 1ps
g(x) 2 0 pour tout xde ] 0 ,[)].

g(x) <0 pour tout xde [0,+eo].

maths — inter.ma

(Cy)
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Partie I :
On considére la fonction f définie sur IR par: f(x)=x+1-(x*+1)e*

—_—
.

(Cf) est la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0 013 i ) d’unité 2cm.

X=p=10

X 2
1) a) Vérifier que f(x)=x+1—{§eiJ —e”, pour tout xde IR, en déduire que limf(x)=-0. wm5ps

b) Calculer lim[f(x) —(x+ l)], en déduire que
X——00
la droite (D):y = x+ 1 est une asymptote a (C,) au voisinage de —co. osps
¢) Montrer que (C,) se trouve en dessous de la droite (D). oz
2) a) Montrer que ]lglf(x} =—c0,
X 0

1 1
(Remarquer que : f(x)= x[l +—— [x + —Je”] ) 0sps
X X
b) Etudier la branche infinie de(C,) en +c0. oz

3) a) Montrer que f'(x) = g(x). pour toutxde IR . orsps
b) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations. osps
¢) Montrer que (C,) admet deux points d’inflexions dont on déterminera les abscisses. o7sps
4) Tracer sur le méme repére (0 513 T], la droite (D) et la courbe (C,). 1
(On prend f(-3)=-2,5 et f(—-1)=-0,75)
5) a) Vérifier que la fonction H (x) = (x—1)e* est une primitive de la fonction h (x) = xe* sur IR,
Exercice 5 : Normale 2016 :

On considére la fonction f définie sur IR par: f(x)=2x-2+e*" —4de*
(C,) estla courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0 503 ]) d°unité lcm.

Partiel :

1) a) Calculer limf(x). oasps

X—p=00

b) Montrer que la droite (D):y =2x—2 est une asymptote a (C,) au voisinage de —oo. osws

2) a) Calculer limf(X). osps
K—»+30

f(x P . : .
b) Caleuler lim Q, en déduire la nature de la branche infinie de (C,) au voisinage de +oco. osms
X X

3) a) Montrer que f'(x)= Z(e* —l)z. pour tout x de ]{] .+ 00[. 0.5ps
b) Dresser le tableau de variations de la fonction f surIR. (Remarquer que f(0)=0 ) ozsp
¢) Montrer qu’il existe un nombre réel unique o dans I’intervalle ]1 ,In4[ tel que (o) =0 """

4) a) Etudier la position relative de la courbe (C,) et la droite (D) : y = 2x— 2 sur chacun des
intervalles ]-co,Ind[ et ]Ind, + oo osus
h) Montrer que (C,) admet un point d’inflexion unique de coordonné (II,-S). 0.5pts

¢) Tracer sur le méme repére (0 1 T) , la droite (D) et la courbe (C,). =

Exercice 6 :
Déterminer une primitive sur |0; +oo[ de la fonction f dans chacune des cas suivantes :

e’
D flx)=e> ; 2) f(x)=¢€x ; 4) f(x) =2 e ; 5) f(x) = -
e —_—
Exercice 7 :
Calculer les limites suivantes :

X —X 2
. ef—e . In(x . 2 . Fasat  2xtl
1) lim——— ; 2) lim () ;0 3) lim e 5 4) lim e2+3 x —e 344,
x—0 X X—4oo X X—oo0 X—oo

1 ;
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Exercice 1 (Questions indépendantes) ’ Devoir surveiller 4 : \

1) Soient x € R et y € Rx_.. Développer les expressions suivantes :

A=) i) -m(5) ; B= (()5—;2
el T2*

2
2) a) Résoudre dans R les équations suivantes :

2—x
e
(E)): e xe*=e; (E): BEST ="'y (E3):3xe4+9+4xe =0
2—x
b) Résoudre dans R les équations suivantes : (I}) : el 7 < & () 3¢ +9+4e X <0
e

3) Calculer les limites suivantes :

. . , —1 . e —1 , e’
a). lim xe*—x; b). lim ; ¢). lim ;d).  lim ;
X—r—oo Xorfeo X =0 x? x—+eo In(x)
3x—1
e

: 2 X . : 2 P . .
e). XETOO(X x+1)e*; 1. XEwa +x+1—¢€"; 9. ngoo—e%H’

Exercice 2 (Nombres complexes)- Normal 2020
1) Considérons dans C I’équation : (E) : z2 —2(v/2+v6)z+16 =0
a) Vérifier que le discriminant de I’équation (E) est : A = —4(v/6 —/2)? 0.5
b) En déduire les solutions de 1’équation (E). 1

2) Considérons les nombres complexes : a = (V6 ++/2) +i(v6 —v2) et b=1+iV3 et c =
V2+iv2

a) Vérifier que : b¢ = a et déduire que : ac = 4b 0.75

b) Déterminer la forme trigonométrique de b et c. 0.5
T T

¢) En déduire que : a =4 <cos B +isin E) 0.5

3) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O;i; V). Considérons les points : B
et C et D d’affixes respectives : b et c etd, avec d = a*

Soit z I’affixe d’un point M dans le plan et 7’ ’affixe du point M’ I’'image de M par la rotation R de | 0.5

centre O et d’angle % a) Vérifier que : 7/ = Zaz
b) Déterminer I’image du point C par la rotation R. 0.25
c) Déterminer la nature du triangle OBC 0.25
d) Montrer que : a* = 128b En déduire que les points O et B et D sont alignées. 0.75

’Exercice 3 (Probleme) ‘

I). Considérons la fonction g définie sur R par: g(x) =e* —x—1

1). Etudier les variations de la fonction g.

2). En déduire que (Vx € R) : g(x) >0
IT). Considérons la fonction f définie sur R par : f(x) = e** —2xe* — 1 et (C) sa courbe dans un
repere orthonormée (O; ?; 7)

1). Montrer que lim f(x) = —1, et représenter géométriquement le résultat.
X——o0
: _ - fx) . e
2). Montrer que lim f(x) = 4o et que lim =—— = +oo et représenter géométriquement les
X—>4-o00 X—too X

e*
résultats.  (Vérifier que f(x) = xe* (— - 2) —1
x

3). a) Montrer que (Vx € R) : f/(x) = 2g(x)e"
b) En déduire que la fonction f est croissante sur R

c) Calculer f/(0) représenter géométriquement ce résultat. ~d) Construire la courbe (C)
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Exercice 3
1) Soient x € R ety € Rx. Développement des expressions :

A=e"0) —In(2¢") —In (g) = y— (In(2) +1In(e”)) — (In(e) — In(2))
=y—In(2)—y—1+In(2) =-1

X\ 3—x S5x 3—x 5x+3—x
B— (6 ) xXe e Xe _ € — 65x+3—x—2—3x — ex—H

2) a) Résoudre dans R les équations suivantes :

(E1): e x e =e

= e
o ex—i-l:e
&S x+1=1
& x=0
5
(E) e _ex—l = eZ—x—(1+2x)_ex—l
2) - ox — -
o el—Sx:ex—l
& 1-3x=x—-1
N 1
xX==
2

(E3): 3xe"+94+4xe =0 e3xe"+9+4xe*)=0
3xeX+9¢"  +4x e e =0

3¢2 1965 +4 =0

t ¢

On pose X = e* alors : (E3) < X>+9X +4=0
—9—-+33 —9++v33
A=81-4x3x4=33>0alors: X = ——— <0 +T<O’

donc I’équation (E3) n’admet pas de solutions, (car: X =¢*>0)

ouX =

b) Résoudre dans R les équations suivantes :

erx
(I]) — <& PN eZ—x—(H—Zx) < o~
o el—Sx < ex—l
& 1-3x<x—1
& —dx< -2
& x>2 donc S =]2;+oo]

(h): 3¢"+9+4e* <0 3™ +9+4<0
Cette équation n’admet pas de solutions car : 3¢* >0et9 >0etde ™ >0

3) Calculer les limites suivantes :

a) lim xe*—x=+oo (car: lim xe* =0et lim —x= +o)

X—>—00 X—r—o0 X——o0
.o —1 e e ) 1
b) lim —— = lim — — 5 =+foe(car: lim — =4ooet lim - =0)
X—Fo X X—r+Foo X X X—r+Foo X X—r oo X
.ot —1 =1 1
c) lim 3 = lim X —=1Xoo=o00
x— X x—0 X X
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e’
d) lim — lim & x>
x=+eoln(x)  x—4ee x  In(x)
2

= 400

e) lim (x> —x+1)e* = lim (x> —x+1)x lim &' = oo
X——+oo x—r—oo X—>—o00

2
1
f) lim X +x+1—e¢ = lim ex(x x+——1>:—oo

__|__
er eX¥ e

X—>+o0 X—ro0
x? X
(car im — = lim — = lim — =0et lim &= +wet—-1<0).
x—+4oo @X x40 eX  x—Hoo X X—>r+oo
e 3x—1-2x—3 4
lim ——= = lim ¢ "7 = lim & " =+
) x—rqoo @2X+3  xteo X—>+oo
Exercice 4

1) Considérons I’équation : (E) : z> —2(v/2+v6)z+16 =0
a) Calcul de A :

A = [2(V2+V6)*—4x1x16
4(24+2V2v6+6) — 64
32+8vV2V6 - 64

= —32+8V2V6

= —4(8—2v2V6)

= —4(6—2V2V6+2)

= —4(V6-v2)* <0

b) On a A < 0 alors I’équation (E) admet deux racines non réels :

i _ 2
o VOO VIR et i(VE— VB et = 71 = v+

i(V6—+2)
2) a)

be = (1+iV3)(V2—iV2)
V2—iV2+iV3V2—i2V3V2
= V2-iV2+iV6+V6
V6+V2+i(V6—2)

a

Ona:a = bédonc : ac = béc = b|c|> = b(\/§2 + \/52) =4b (car; éc = |c|*)

b) Ona:|b|= 12+\/§2:\/Z:2alors: b:2<%+i?>:2<cos<§>+isin<g>)
OIlai|C|=\/\/§2+\/§2:\/Z=2alorsz C=2<g+i?):2<Cos(g>+isin<§>>

c) Onadonc:E:2(cos <—g) +isin (—2)) alors:a:bE:2><2<cos <§—E> +isin (E——»

T - 3 4
dou:a=4 (cos (ﬁ) +isin (E))
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T T
3) a) Soient: R (0; E>) la rotation de centre O et d’angle B soit M(z) et M'(Z') ona:

RM)=M & 7—-0=¢T(z—0)

/ it

= 7 =el2z
& ’—(cos<n>+isin<n>>
© = 12 12))°
= 1
Z—4ClZ

b)) Soient C’ un point d’affixe ¢’ tel que : R(C) =C'on a:

1
RCO)=C" & c/:Zac
1
& d=-x4b
Cc 4><
& d=b

Donc : aff(C') =aff(B) alors : C' =Betdonc: R(C)=B:
I’image du point C par cette rotation est le point B.

OC = OB
c¢) ona: R(C) =B alors donc : le triangle OBC est isocele en O.
) ona:R(©) (0:08) = % 2n :

12
d)

= o) o)
- <(e(y )
— 256 (cos (g) +isin (g»

1 V3
56<2+1 > )

_ 128 (1+i\/§)
— 128

= —— =128 € R : alors les points : O et B et D sont alignées.

a

Ona: =
na 570

d—0 d da*
b

[
[ee)

Exercice 5
I) Considérons la fonction g définie sur R par: g(x) =" —x—1

1) La fonction g est dérivable sur R et (Vx € R) : g/(x) = ¢* — 1.

X —oo 0 +o0

/ S 1
Tableau de variation de la fonction g : glx)=e

; <

2) A partir du tableau de variation de g ona : (Vx € R) : g(x) > g(0)
donc: (VxeR):g(x) >0
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IT) Considérons la fonction _])‘ définie sur R par : f(x) = e —2xe* — 1 et (C) sa courbe dans un
repere orthonormée (O; i ; j ).

1) Ona: lim e =0et lim x¢! =0alors: lim e —2x¢*—1=0-2x0—1=—1,
X—r—00 X—r—00 X—>—00
c-a-d:
lim f(x) = —1, donc (Cy) admet une asymptote horizontal d’équation y = —1 au voisinage de —oo.
X—y—o0
2x X X
2) Ona: f(x) =e®—2xe* —1=xe* [ 22 ) 1=xer (S —2) -1
xeX xe* X
eOna: lim x¢* = +oo.et lim — = +ooalors: lim f(x) = oo
X—+o00 X—rtoo X X—>too
o 1
eona: tim 7% — jim eX(e——z) —— = 4o
X—+oo X X—>—o00 X X
car: lim ¢ =+ooet lim — =+ooet lim — =0
X— o0 X—>+oo X X—r+o00 X

alors (Cr) admet une branche parabolique de direction I’axe des ordonnées.

3) a) lafonction f est dérivable sur R et (Vx € R):

flx) = (e¥—2xe*—1)
= 2¢¥ —2(x'e¢" +x(e"))
= 2e% —2¢" —2xe"
= 2¢' (" —1—x)
= 2e'g(x)

b) Ona: (VxeR):g(x) >0ete* >0donc: (Vx € R): f/(x) > 0 et donc la fonction f est
croissante sur R.

c) f'(0) =2¢%(0) =2 x 1 x 0 =0 donc (Cy) admet une tangente horizontal en (0; £(0))
d) La courbe (Cy) :

N (Cy)
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Exercice 1 (8 pts) I Devoir G| I

Soient A ; B ; C et D quatre points dans le plan complexe d’affixes respectifs :
wu=2—i et zg=—1—i et zc=2+42i et zp=+3+1+2i

1) a) Calculer les distances : AB et AC. 0.75
b) Calculer : ez , en déduire la nature du triangle ABC. 0.75
B —ZA
2) Déterminer la forme trigonométrique des nombres : z¢ et zp 1.5
3) Déduire la notation exponentielle des nombres : z¢ et zp 1
4) Soit I le milieu du segment [BD].
a) Déterminer z; = af f(I) I’affixe du point /. 0.5
b) Déterminer la forme trigonométrique de z;. 0.75
c¢) Déterminer la forme trigonométrique des nombres : L gt Zp X 77 et z? 2
2
d) Déterminer la notation exponentielle du nombre : zg X 77 X z¢ 0.75
Exercice 2 (3.25 pts) I
1) Résoudre dans C I’ensemble des nombres complexes I’équation : 2 —2z+2 =0 1
2) Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O; i;V), considérons les points :
3 3
AetBetCetQ d affixes respectifs:a=1+ietb=4—ietc=—-2+43ietw= E—ii.
bh—
a) Calculer : ¢ en déduire que les points A et B et C sont alignés. 0.75
c—a

T
b) Soit R la rotation du centre € et d’angle 5 et qui transforme le poins M d’affixe z en | 0.75

point M’ d’affixes 7. Montrer que : 7/ =iz — 3i
b) Montrer que : R(B) = A 0.75
Exercice 3 (2.5 pts) I
ex2+3
1) Résoudre I’équation : pras &2 2) Résoudre I’inéquation : e -7 +12<0 2
3) Calculer la limite : lim e 1 0.5
x—0  4x
Exercice 4 (6.25 pts) I
I). Considérons la fonction g définie sur R par : g(x) = 2¢* —2x—2
1). Etudier les variations de la fonction g. 0.75
2). En déduire que (Vx € R) : g(x) >0 0.5
IT). Considérons la fonction J iéﬁnie sur R par : f(x) = 2¢>* —4xe* —2 et (C) sa courbe dans
un repere orthonormée (O; i'; j ).
1). Montrer que xg@w f(x) = =2, et représenter géométriquement le résultat. 0.75

2). Montrer que lim f(x) = 4oo et que lim fx) = +oo et représenter géométriquement | 1.25
X—>+o0 X—+too X

X
les résultats.  (Vérifier que f(x) = xe* (26— - 4) -2)
x

3). a) Montrer que (Vx € R) : f'(x) = 2g(x)e* 1
b) En déduire que la fonction f est croissante sur R 0.5
¢) Calculer f7(0) représenter géométriquement ce résultat 0.5
d) Construire la courbe (C) 1
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Exercice 1 (8 pts) I

Soient A ; B ; C et D quatre points dans le plan complexe d’affixes respectifs :
a=2—i et zg=—1—i et zc=2+42i et zp=+3+1+2i

1) a)AB=|zp—zl=|—-1—-i—2+i|=|-3]=3 et
C=lwc—za| = |24 2i—2+i| = [3i] = 3|i| = 3.

— 3
b) T _ 2 € iR, donc ABC est triangle rectangle en A eton a: AB = AC,

B—724 -3 ' .
alors : ABC est un triangle rectangle et isocele en A.

2) Ona:|zc| = \2/22+222= V8 = 2+/2 alors :
. T
e=2vE (s i2s ) =2vE (eos (§) wisin () = [2v2 5]
Ona:|zg| = \1/(—1)21+ (—1)2 = /2 alors : .
. T . . I T
=2~ i) = VE(cos (w4 §) isin (x4 §)) = [VE T

. . . .5
3) La notation exponentielle : zc = 2V/26'% et zg = \/2e' %

4) Soit I le milieu du segment [BD].
zptzp _ —l—i+ V341420 V3+i

@) z=aff(l) =" 2 T2

b) Z,:?+%i:cos(g>+isin ()

)z—fZZﬂ(cosg—g)“ﬁ n(55)) =2v2 (eos (33) +isin(33)) = [2v2: 3
SR WA R e

i

z? = (cos <g> +isin (g))g = cos (S%E) +isin <8€n>

d) 25 X 27 X 70 = 2 X 226/ CFHI+E) = 44/26/ 1 = 44/26' T

Exercice 2 (3.25 pts) I

1) Résoudre dans C I’ensemble des nombres complexes I’équation : 72 —2z7+2 =0
Ona:A=(—2)2—4x1x2=4—-8=—4<0:alors I’équation admet deux racines non réels :

2—iv4
Z =
! 2
2) Dans le plan muni d’un repere orthonormé direct (O;u; V), considérons les points :

=1—i e zn=71=1+1

3
AetBetCetQ d affixes respectifs:a=1+ietb=4—ietc=—-243ietw= E_Ei'

b— 4—i—1—i 3-2i .
a) c—Z = _2+l3i_ 7 ii = —3+;i = —1 € R alors les points A et B et C sont alignés.
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T
b) Soit R(€; %) la rotation du centre Q et d’angle >

RM)=M & 7—w=¢2(z—w)
& Z=i(z—w)+w

& z’:iz—i<§—§i)+
2 2
3
2

< z=iz—zi— 5+
& =iz—3i
¢) Soit B’ un point du plan complexe d’affixe b’ tel que : R(B) = B’

Ona:b =ib—3i=i(d—i)—3i=4it1-3i=1+i=a
donc : aff(B') =aff(A) etdonc B =Ac-a-dR(B) =A

Exercice 3 (2.5 pts) I

1)

ex2+3 )
_ ex—2 o oF +3—x—2—x+2 _ eO
ex+2

& ¥ _2x+3=0

Ona:A=4—-12= -8 < 0alors I’équation n’admet pas de solution dans R.
2) Résolvons ’inéquation : (E) : e —7e* 412 < 0

On pose : X = ¢* alors : (E) & X% —7X +12 <0,

Résolvons I’équation : X2 —7X +12,ona:A=1>0etX; =3; X, =4

donc:e* =3 oue=4c’estadire: x =1n(3) oux =1n(4),

— In(3 In(4 *
2 X n(3) n(4) t Donc : S =]In(3);In(4)[
2 T 112 + 0 - 0 +
3x 3x
. e — L e —1 3
T Vi

Exercice 4 (6.25 pts) I

I). Considérons la fonction g définie sur R par : g(x) = 2¢* —2x—2

X —o0 0 ~+o0
. . g (x) — 0 +
1). La fonction g est dérivable sur Ret g’ (x) =2¢* —2=2(¢*—1)
g N\ /!
(0)=0
2). D’apres le tableau de variation de g : (Vx € R) : g(x) > g(0) donc: (Vx € R) : g(x) >0
IT). Considérons la fonction f définie sur R par : f(x) = 2> — 4xe* —2
). lim ¢® =0et lim xe* =0alors: lim f(x)= -2,
X— —oo X——o0 X—r—
Alors (Cy) la courbe de la fonction f admet une asymptote horizontal d’équation : y = —2 au voisi-
nage de —oo.
er xe* &~
2).Ona: f(x) = 2e* —4dxe* —2 = xe* (2— —4—) —2=2xe" (2— —4) -2
xe* xe* X
Ona: lim xe' =4ooet lim — =4ooalors: lim f(x)= oo
X—>+o0 X—>to0 X X—>too
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o 2
et: lim &: lim €X(26——4)——:+oo
X—+oo X X—++o0 X X
(Car: lim ¢*=+owet lim — =+oet lim —=0)
X—>—-o00 x—+too X X—r+oo X

Donc (Cy) admet une branche parabolique de direction I’axe des ordonnées au voisinage de +oo.
3). a)

flx) = (2% —4xe"—2)
= 4e* —4(eF +xe)
= 4e* —4e" —4dxe”
= 2¢*(2¢"—2—2x)
= 2¢'g(x)

b)Ona: (VxeR):g(x)>0et(VxeR):e* >0alors: (Vx € R): f'(x) > 0, donc la fonction f
est croissant sur R
¢) f'(0) = 2¢%(0) = 0 donc la courbe de la fonction f admet une tangente horizontal au point :
(0:£(0))
d) La courbe (C)
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Exercice 1 (8 pts) I Devoir G» I

Soient A ; B ; C et D quatre points dans le plan complexe d’affixes respectifs :
za=3 et zp=1+i et zc=2-2i et zp=—i++/3i

1) a) Calculer les distances : AB et AC. 0.75
b) Calculer : EC — EA , en déduire la nature du triangle ABC. 0.75
2) Déterminer la f(frmef'zrigonométrique des nombres : z¢ et zp 1.5
3) Déduire la notation exponentielle des nombres : z¢ et zp 1
4) Soit I le milieu du segment [BD].
a) Déterminer z; = af f(I) I’affixe du point /. 0.5
b) Déterminer la forme trigonométrique de z;. 0.75
c¢) Déterminer la forme trigonométrique des nombres : ZZ—B et zc Xz et z? 2
d) Déterminer la notation exponentielle du nombre : zp >£ U XzZc 0.75
Exercice 2 (3.25 pts) I
1) Résoudre dans C I’ensemble des nombres complexes I’équation : 2 —4z+5 =0 1
2) Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O; i;V), considérons les points :
AetBetCetQd affixes respectifs:a=2+ietb=2—ietc=ietw=1.
a) Montrer que : Z: ¥ _ i en déduire que le triangle QAB est isocele et rectangle en Q. 0.75
b) Soit R la rotation du centre Q et d’angle g et qui transforme le poins M d’affixe z en | 0.75
point M’ d’affixes 7. Montrer que : 7' = iz+1—i
¢) Montrer que : R(A) =C 0.75
Exercice 3 (2.5 pts) I
X% —3x
1) Résoudre Iéquation : —— = 3 1
2) Résoudre I’inéquation : e +¢* —2 < 0 1
3) Calculer la limite : xl—i>Too & — x> —x? 0.5
Exercice 4 (6.25 pts) I
I). Considérons la fonction g définie sur R par : g(x) =2¢* —x—1
1). Etudier les variations de la fonction g- (Résoudre I’équation : 2¢* —1=0) 1
2). En déduire que (Vx € R) : g(x) >0 0.5
IT). Considérons la fonction l $éﬁnie sur R par : f(x) = 2¢>* —2xe* — 2 et (C) sa courbe dans
un repeére orthonormée (O; i'; j ).
1). Montrer que xglzlm f(x) = =2, et représenter géométriquement le résultat. 0.75
2). Montrer que xl_i>r£w f(x) = +oo et que xgl}rloo @ = +oo et représenter géométriquement | 1.5
les résultats.  (Vérifier que f(x) = xe* (Zex—x - 2) -2)
3). a) Montrer que (Vx € R) : f'(x) = 2g(x)e" 1
b) En déduire que la fonction f est croissante sur R 0.5
c) Construire la courbe (C) 1
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Exercice 1 (8 pts) I

Soient A ; B ; C et D quatre points dans le plan complexe d’affixes respectifs :
a=3 et zg=1+i et zc=2-2i et zp=—i++/3i

1) a) AB=lzgp—za|=|1+i=3|=|-2+i]=5 et
C=|zc—z|=12-2i-3|=|—-1-2i| =5
_ o o
b) A +l.= v sl = —i € iR, donc ABC est triangle rectangle en A et on a :
—za —1—-2i i(i—2)
AB = AC,

alors : ABC est un triangle rectangle et isocele en A.

2) Ona:|zc| = /22 +(—2)2 =8 =22 alors:

SOV SR I TAVE IR I
Ona:|zB|:\/7:\/§alors:

1 1 T T T
w=V2|—=+i :\/E(cos<—)+isin(—>>:[\/5;—].
= V2(J5izgg) =2 o () +ion () =[5
3) La notation exponentielle : zc = 2\/§€_i% etzg = \/iei%
4) Soit I le milieu du segment [BD)].

3+ _ 1+l—l+\/_l V3i+1

a) z7=aff(I) = > 2 >

b) 2 = l+\/§2i:cos(§) +isin (g) - [12]

) ——2\/— (cos (—Z—g> +isin (%—2)) =22 (cos (_1—2) +isin (_1—5;)) =
s

=2 oos (o ) s (5 ) =2 sos () i (7)) = [v2 3
Z?:<Cos< >+151n<n>>9_cos( )-I-isin(g?n)zcos(n)+isin(n):[1;n]

d) zp X 77 X 2¢ = 2 x 2¢/26/3T570) = 4,/2¢'5

Exercice 2 (3.25 pts) I

1) Résoudre dans C I’ensemble des nombres complexes I’équation : z2 —4z+5 =0
Ona:A=(—4)2-4x1x5=16-20=—4 <0 : alors I’équation admet deux racines non

réels :

4—iV4
2

2) Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O;#; V), considérons les points :
AetBetCetQ d affixes respectifs:a=2+ietb=2—ietc=ietw=1.

B Yol 1—i  —ili—1
a-w_ _ : = - L l.(l ) = —i € R alors le triangle QAB est isocele et rec-
b—w i—1 i—1 i—1

tangle en Q.

w

71 = =2—i et =7 =2+i

a)
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T
b) Soit R(€; %) la rotation du centre Q et d’angle >

RM)=M & 7—w=¢2(z—w)

& 7=ilz—1)+1
& J=iz—i+1
& =iz+1—i
c T T .. [T m =5m\\
c)Z—I—Z\/i(cos( 1 6)+lsm(4 6)) 2\/_(cos< >+151 ( 2))—
[2\/5;—_15;

2= V2 (cos (2 “)jlsm( 5)) =2 (cos (33 ) +isin (33 )) { ]
= (cos (% )mn(“)n) —cos () isin (%) = cos(m)-+isin(r) =

d) zp X 77 X 70 = 2 X 232615 T373) = 4./2¢13

Exercice 3 (2.5 pts) I

1) Résoudre dans C I’ensemble des nombres complexes 1’équation : z2 —4z+5 =0
Ona:A=(-4)2-4x1x5=16-20= —4 <0 : alors I’équation admet deux racines non
réels :

4—iV4
2

2) Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O;#; V), considérons les points :

AetBetC et Q d’affixes respectifs:a=2+ietb=2—ietc=ietw=1.

71 = =2—i et p=71=2+i

— 2—i—1 1—-i —i(i—1
a) azw_ : : = - - l.(l ) = —i € R alors le triangle QAB est isocele et rec-
b—w i—1 i—1 i—1
tangle en Q.

T
b) Soit R(€; %) la rotation du centre Q et d’angle X

RM)=M & 7 —w=¢3(z—w)

& Z=ilz—1)+1
e 7=iz—i+1
& =iz+1—1i

¢) Soit A’ un point du plan complexe d’affixe @’ tel que : R(A) = A’
Ona:d =ia+1—-i=i2+i)+1—-i=2i—1+1—-i=i=c
donc: aff(A") =aff(C)etdonc A’ =Cc-a-d R(A) =C

Exercice 3 (2.5 pts) I

1)

e _ 2_3y_ _
:€x3 o e 3x—x+3 x—0—3:€0

& X2 —5x+6=0

Ona:A=25-24=1> 0 alors I’équation admet deux solutions dans R : x; =2 etxy =3
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2) Résolvons I’inéquation : (E): e* +e*—2<0
On pose : X = e* alors : (E) < X2 +X -2 <0,
Résolvons I’équation : X2 +X —2=0,0ona:A=9>0etX; =1;X, =2
donc:e* =1oue* =—2etcomme (Vx € R):e* > 0alors: e =1donc:x=0.
X —oo 0 ~+o0

e ek —2 — 0 +

Donc : S =] —o0;0[

X—>+oo er X—>+oo0 X—>~o0 X X—>~oo X

Exercice 4 (6.25 pts) I

I). Considérons la fonction g définie sur R par: g(x) =2¢* —x—1
1). La fonction g est dérivable sur R et g’(x) = 2¢* — 1

1 1
Ona:g’(x):O(:)2ex—1:O(:)ex:—@x:ln(—):

3 2 3 2
3) lim ex<1—x——x—x):+°° (Car: lim ¢*=+oet lim x——Oet lim x—:())
e

2 2
X | —oo In(3) +oo
g'(x) - 0 +
Le tableau de variation de g :
g N\ /
g (In( (2)>0

0
2
)

n ) = In(
2). D’apres le tableau de variation de g : (Vx € R) : g(x) > In(2) > 0donc: (Vx€R): g(x) >0

IT). Considérons la fonction f définie sur R par : f(x) = 2> —2xe* —2

). lim ¢ =0et lim x¢* =0alors: lim f(x)=—2,
X—y—o0 X—y—o0 X—y—o0
Alors (Cy) la courbe de la fonction f admet une asymptote horizontal d’équation : y = —2 au voisi-
nage de —oo
er xe* e~
2).Ona: f(x) =2e* —2xe* — 2 = xe* (2— —2—) —2=xe" (2— —2) -2
xeX xe* X
Ona: lim xe' =+oet lim — =+ooalors: lim f(x) = oo
X—>+o0 X—rtoo X X—>too
o 2
et: lim @: lim ex(2e——2) — =4
x—+too X X0 X X
2
(Car: lim ¢*'=+wet lim — =+oet lim —=0)
X—>—-o00 X—4o0 X X—r400 X

Donc (Cy) la courbe de la fonction f admet une branche parabolique de direction 1’axe des ordonnées

au voisinage de oo
3).a)

flx) = (2% —2xe"—2)
= 4e* —2(e" +xe")
= 4¢ —2¢" —2xé"
= 2¢'(2¢"—1—x)
2¢%g(x)
b)Ona: (VxeR):g(x) >0et (Vx eR):e" > 0alors: (Vx € R): f/(x) > 0, donc la fonction f

est croissant sur R
¢) La courbe (C)
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Attention : f'(0) #0
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Devoir libre 1

Exercice 1 (5 pts) I )
1) Résoudre dans C 1I’équation : z2 — 6z + 13 0.75

2) Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O;ii;V), on considére les
points : A; B et C d’affixes respectives : a; betctellesque:a=3+2i ; b=3-2i et
c=—-1-2i.

a) Ecrire : €72 sous la forme trigonométrique. 0.5
a —
b) En déduire la nature du triangle ABC. 0.5

T
3) Soit R la rotation de centre B et d’angle o Soit M un point du plan d’affixe z et le point M’
d’affixe 7/ I'image de M par R, et soit D le point d’affixe : d = —3 —4i

a) Ecrire 7 en fonction de z 0.5
b) Vérifier que C est I’'image de A par : R 0.25
4) a) Montrer que les points : A ; C et D sont alignés. 0.5
b) Déterminer le rapport de I’homothétie i de centre C et qui transforme A en D. 0.5
c) Déterminer I’ affixe m du point E pour que le quadrilatere BCDE soit un parallélogramme | 0.5
5) a) Montrer que _Z est un nombre réel. 0.5
b) En déduire que le quadrilatere ABCD est un trapeze isocele. 0.5

Exercice 2 (8 pts) I ) ) ) )
Soit f la fonction numérique définie sur R par : f(x) =2 —xe *"!et (C) la

courbe représentative dans un repére orthonormé (O;7; ) (unité = 1 cm).

1) Calculer : lirJrrl f(x) et interpréter le résultat géométriquement. 0.5
X—>—oo
2) a) Calculer : Lim f(x). 0.5
X—>—o00
b) Montrer que : lim M = —oo et interpréter le résultat géométriquement. 0.75
X—y—o0 X
3) a) Montrer que pour tout x de R : f/(x) = (x — 1)e**! 0.75
b) Dresser le tableau de variations de la fonction f 0.5
4) a) Calculer f”(x) pour tout x de R 0.5
b) Montrer que la courbe (C) admet un point d’inflexion d’abscisse 2 0.5
5) Construire la courbe (C) dans le repére (O;7; j) (on prend : f(2) ~ 1,25) 1
6) Déterminer la valeur minimale de la fonction f et en déduire que pour tout xde R : ¥~ 1 > x | 0.5
2
7) a) En utilisant une intégration par parties, calculer : / xe “dx 0.5
0
2
b) En déduire que : / f(x)dx=4—e+3e! 0.5
0

8) Soit g la restriction de f a I'intervalle | — co; 1]
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~' définie sur un intervalle J 4 déterminer. | 0.5

b) Construire la courbe représentative de g~! dans le méme repére (0;7’; f) 0.75
1
. < . _ . . . X
¢) A partir de la courbe représentative de g~ ! ; déterminer : Erf (g ( )> 0.25
X = X

Exercice 3 (... pts) I ) )
Calculer les intégrales suivantes :

2 1 In(2) e 1
1)/ xXdx 2)/ e>dx ; 3)/ (" +1)(e" +x—2)dx ; 4)/ xIn(x)dx ; 5)/ xetdx
1 0 1

2 ¢ In(x) e’ 1—|—ln 4x+2
;6 2In(x)dx ; 7/ dx ; 8/ L+in(d), ; 9/
)/1 Findxs ) | —zdx 8) 9 | e a™
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Correction du devoir libre 1 5, :
Exercice 1 :

1) Résolvons dans C I’équation : z> —6z+13 =0

ona:A=(—6)2—4x1x13=36-52=—16< 0, donc I’équation admet deux solutions non

réels :

—(—6)—ivV16 64
2x1 2

c—b —1-2i—-3+4+2 —4 4> T\ .. /T i =1
2) a) =—=—=1[=¢CO0S <§)—|—lSIH (§> car: )

71 = '=3-2i etdonc: 2=71=3+2i.

a—b  342i—3+42 4 4

T
arg(i) = E[QTC]
c—b|
b) ona: a—bc_b - donc : BC = BA et (BXB() Eg[Zn],
=—|2n
ars(£=7) =50
donc le triangle ABC est isocele et rectangle en B.
3) a)

[SIE]

RM)=M < 7 —-b=¢2(z—b)

& Z=i(z—b)+b

& 7=i(z—3+2i)+3-2i
4

Z=iz—3i—2+3-2i
7 =iz4+1-5i I
-

b) Soit A" un point d’affixe a’ telle que : A’ = R(A),on a:

A'=RA)&d = ia+1-5i
= i(3+2i)+1-5i
= 3i—2+1-5i
= —1-2=c

donc : aff(A") =aff(C) etdonc A’ =C c’estadire : R(A) =C

d— —-3—-4{—-3-2i —-6-6i 6
4) a)ona: C_Z = 1 _2;_3_2; = _4_4; = 1 € R, donc les points A ; C et D sont alignés.
b) Soit 4 I’homothétie de rapport k et de centre C, tel que : h(A) = D, déterminons k ?, on a :

h(A)=D < d—c=k(a—c)

d—
& k= ¢
a—c
o re —3—4i+1+2i
342041426
o ke —-2-2i 1
444 2
1
donc : le rapport de I’homothétie est : k = —3
c 5
¢) (BCDE estun parallélogramme ) < BC = ED D E
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8 CHAPITRE 8. LES FONCTIONS EXPONENTIELLES :

BC=ED < c—b=d—m
& m=d—c+b
& m=-3-4i+14+2i+3-2i
&S m=1-4i
d—a —3—-4i—-3-2i —6-6i

NaAOna: = T T

3eR

b) Pour montrer que ABED est un trapeze isoctle. il suffit de montrer que : (AD) || (BE) et

AB=DE
| A
B
E
d—a
Ona: €Rdonc: (AD) || (BE) etona:
m_
AB=|b—a|=|3-2i—3—2i|=|4i|=4 et DE=|m—d|=|1—4i+3+4i| =4 donc :
AB =DE
Exercice 3 :

2 417 1t
1) /x3dx:[x—] - _ b
1 4 1

2

1 ele 2_ 21
2 Dy = |—| = —
e o

In(2) In(2) i)
3 [ D@ r-2dv= [ (e hx-2) (e x-2)dx= [W]
! 1

(2+1In(2) —2)2—(e—1+2)2  In*(2)—(e—1)?
2 B 2

1

(x = ln(x) v’(x) —

2 € e 42 e e 2 2
X x- 1 e 1 e 1|x e e“—1
/1xn<x>x [2 n(x)L /1 2 T2 T2, T 2[2}1 2 4

2 +1
4

x
e "(x) = ulx) = —
4) / xIn(x)dx : on pose : { Wix)=x donc : @) % ona:
1 v 2
X
e
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8 CHAPITRE 8. LES FONCTIONS EXPONENTIELLES :

1
5) / x>e*dx, il faut utilisé la méthode de I’intégration par parties trois fois :
0

/ — ex — X
on pose : W (x) ; donc: u/(x) ¢ , onadonc:
v(x) =x Vi(x) =3x

/ e'dx = x3ex / 3x2e dx = e—/ 3x2e

e =e"
Pour calculer : / 3x*¢*dx, on pose : W(x) = , donc: u() donc :
v(x) = 3x (x)=6

/ 3x2€de— 3xle / 6xexdx—3e—/ 6xe*d

e’ =e'
Pour calculer : / 6xe*dx, on pose : W(x) = donc : ux) =e donc :
v(x) = 6x V( 6

/ 6xe‘dx = [6xe*]y — / 6¢*dx = 6e — [6¢]y = 6e — 6e +6 =6
0 0

1
d’ou:/ xXfdx=e—(3e—6) =6—2e
0

2 () — 12 -
6) / x?In(x)dx : on pose : Wx) =x donc : u(x) 3 donc:
I v(x) = In(x) v (x) 1
X

2 3 2 2,3 2 372
5 X x> 1 8 1 5 8 I{x 8 7
\ = |=1 — | = X-dx=-In(2)—= =-In2)—=|=| ==In(2)—=
/1 x“In(x)dx [3 n(x)}1 /1 3 X —dx 3 n(2) 3 x“dx 3 n(2) 303,73 n(2) 9

X 1
!
* Inx) : on pose : u’(x):—x onc : ur) =2/ onc :
o L on pose V(x):h%;) donc : )L donc :
“In(x) e [C2yx e 2
/; \/)_Cdx—[2\/)_cln(x)]l—/l dx—de | e =de =2 2va]¢ = de—4(e—
1)=4

8) /lezL\/I;x)dx:/IEZ%dx—F/lez lri%)d

— [2\/)_cﬁ2+4:2(e— ) 4d=2e+2:
9 / 4x+2 U (2x% +2x4-4)
2x

1
S aiarrq =2t 2e 4l =844
T i N e revat bl Ll I

Exercice 2 :

1) lim f(x)= lim 2—xe ™' = lim 2—xe ¥ xe,
X—r—-o0 X—>—oo X—r—+oo

sionpose:t=—xalors: lim —xe *= lim te' =0,donc: lim f(x)=2+0xe=2
x—>+°° t——o0 . X—r oo . o
Alors : la courbe de la fonction f admet une asymptote horizontale d’équation y = 2 au voisi-
nage de —+oo.
2) a) lim f(x)= lim 2—xe "t = 4o car: lim —x=4o0 et lim ¢ ¥ = 4o
X—r—o0 X—>—o0 X—>—o0 X—r—00
. X . 2—xe ! .2
b) lim m: lim =———— = lim “—¢ = —
X——o X X—r—0o0 X X——o X
car: lim = =0et lim —e ! = —(400) = —o0
X——0 X X—y—o0

Alors : la courbe de la fonction f admet une branche parabolique de direction 1’axe des
ordonnés au voisinage de —oo
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8 CHAPITRE 8. LES FONCTIONS EXPONENTIELLES :

3) a)
f/(X) _ (2 _xe—x+l)/
= (=) e (—x)x (—x+1) e !
= —e Tl xem !
()C _ l)e—x—i-l
X —o0 1 ~+oo
f'(x) - 0 +
b)Ona:e ! > 0doncle signe de f” estle signe de x— 1 alors : o0 2
f N\ S
1
4) a)

S = (@=ne
(x—1D'e ™M (x—1)x (=x+1)e >

— —x+1 (x_ l)e—x—H

e
_ (—X+ 2) —x+1
b) Ona: e ! > 0 donc le signe de f” est le signe de —x -+ 2 alors :
X —o0 2 ~+o0
f'(x) + 0 -
(Cy) Convexe | Concave
Le point (2; f(2)) est un point d’inflexion de (Cy) car : f”(2) = 0 et f change de singe au point

2.
5) Lacourbede f:
(PR

6) D’apres la courbe la valeur minimale de f est: —1
Pour toutx € R : f(x) > 1
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8 CHAPITRE 8. LES FONCTIONS EXPONENTIELLES :

donc: 2—xe*T1>1
donc: —xe 1> 1
donc: xe Tl <1

1
donc : S

etdonc: &' >x

2 ! _ X X
7 a) Calculons : / xe “dx, on pose : { wix)=e donc : { u(x) ¢ donc :
0 v(x) =x
2 —X —x12 2 —X -2 —x12 -2 -2 -2
xe dx:[—xe ]0— —e tdx = —2e —[e }O:—Qe —e “+1=-3e“+1
0 0
b)

/Ozf(x)dx = /2 xe " ldx

= /2dx /—xe X edx

= (25— (=3¢ 2+1) xe
= 4—(1-3¢ e
= 4—e42e 2 =4 —e43e7!

8) a) La fonction g est continue et strictement décroissante sur | — oo; 1] donc admet une fonction
réciproque g~ ! définie sur: J = g(] —o0;1]) = [g(1); Jim L g(x)[= [1:+oo]

b) La courbe de g~ ! :

(ePANN

14

1

c¢) D’aprés la courbe de g7 : (C,-1) admet une branche parabolique de direction I’axe des

g
-1
abscisses : et donc : lim (g (x)) =0
X

X—r—+o0
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8 CHAPITRE 8. LES FONCTIONS EXPONENTIELLES :

Devoir surveiller 1 S,

Exercice 1 (7.5 pts)
LA 1) Résoudre dans C I’équation : Z?—V3z2+1=0 1

V3

2) Soient les nombres complexes : a = ¢6 et b= 5 + iT
a) Ecrire a sous la forme algébrique. 0.5
b) Vérifier que @b = /3 0.75

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O;;V), on considere les points :
A; B et C d’affixes respectives : a; b et c = a.

3) Montrer que le point B est I’'image de A par une homothétie / de centre O dont on déterminera | 0.75
le rapport.

4) Soit M un point du plan d’affixe z et le point M’ d’affixe 7’ I'image de M par la rotation R, de
T
centre A et d’angle 5

a) Ecrire 7 en fonction de z et a. 0.75
b) Soit d I’affixe du point D I'image de C par la rotation R, montrer que : d = a+ 1 0.5
c¢) Soit / le point d’affixe 1, montrer que ADIO est un losange. 0.75
3—-1
5) a)Vérifier que : d — b = \/_2 (1 —1i), en déduire un argument du nombre d — b. 1
b) Ecrire le nombre 1 — b sous la forme trigonométrique. 0.75
c¢) Déduire une mesure de 1’angle. (ﬁ) 0.75

Exercice 2 (10.25 pts) I

5 1
Soit f la fonction numérique définie sur R par:  f(x) = —x+ 3~ Eex_z (e52—4)
et (C) la courbe représentative dans un repére orthonormé (0;; j) (unité = 2 cm).

1) Montrer que : lim f(x) = +ooet lim f(x) = —oo. 1
X——00 X—rtoo

2) a) Montrer que la droite (A) d’équation y = —x—I—g est une asymptote a la courbe (Cy) au | 1
voisinage de —oo
b) Résoudre I’équation e*~2 — 4 = 0 puis déduire les positions relatives de (Cy) et la droite (A) | 1.25

sur ’intervalle | — o0;2 4 In(4)] et sur I'intervalle [2 4 1n(4); +oo|

3) Montrer que lirJrrl @ = —oo puis interpréter géométriquement le résultat 0.75
X—4oo  x
4) a) Montrer que pour tout x de R : f/(x) = —(e* 2 —1)? 0.75
b) Dresser le tableau de variations de la fonction f 0.5
5) a) Calculer f”(x) pour tout x de R 0.5
b) Montrer que A(2;2) est un point d’inflexion a la courbe (C). 0.5

6) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique o telle que 2+1In3 <o <2+1In(4) | 0.75
7) Construire la courbe (C) et (A) dans le repere (O;7; ) (on prend : In(2) ~0,7 et In(3) ~1,1) | 1.5

8) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur R. 0.75
b) Construire la courbe représentative de f —1 dans le méme repere (0;7’; ﬂ
(remarquer que la droite (A) est perpendiculaire & la droite y = x). 1
Exercice 3 (2.25 pts) I ' _ 41 1 e
I) Calculer les intégrales suivantes : /1 de; /0 xetdx; /1 In(x)dx 1.5
II) Calculer la limite : lim w 0.75

x—0 e — 1
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Exercice 1 (4.5 pts) I
Devoir surveiller 1 S, B

1) Résoudre dans C 1’équation : 2z 4+2z+5=0 1

2) Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O;ii; V), on considere la rotation

i
R, de centre O et d’angle 3

, 1 3
a) Ecrire sous la forme trigonométrique le complexe : d = ) + \/T_i' 0.75
1 3
b) On considere le point A d’affixe a = ) + Ei’ et le point B I’image du point A par la rotation | 0.75

R. Soit b I’ affixe de B, montrer que b =d X a
—
3) Soit ¢ 1a translation de vecteur OA et C I'image de B par la translation ¢ et ¢ 1’affixe de C.
a)Vérifier que : c = b+a, 0.5

1 3
b) En déduire que : c =a (5 + %z) . 0.5
c) Déterminer arg <£> puis en déduire que le triangle OAC est équilatéral. 1
a
Exercice 2 (10 pts)
LJ FPartiel :
On considere la fonction g définie sur R par : g(x) = ¥ —x> +3x— 1
g(x) +
g(¥) /w
Le tableau ci-contre est le tableau de variations de la fonction g. .
1) Vérifier que g(0) =0 0.5
2) Déterminer le signe de g(x) 0.75
Partiell : Soit la fonction f définie par : f(x) = (x> —x)e > +x et (Cy) est la courbe représen-
tative de f dans le repere orthonormé (0O;7; j) d’unité 1cm.
2
1) a) Vérifier que : f(x) = AL pour tout x € R, en déduire que : 1_13_1 f(x). 0.75
er ef X—>—+oo

b) Calculer : liIE [f(x) —x], en déduire que la droite d’équation y = x est une asymptote a | 0.75
X—r+o0

(Cy) au voisinage de +oo.

2
— e*
c) Vérifier que : f(x) = %, pour tout x de R, en déduire que lim f(x) 0.75
e X—>—o0
d) Montrer que : 1_i>m Lx) = —oo puis donner une interprétation géométrique de ce résultat. | 0.75
X——o X
2) a) Montrer que : f(x) — x et x> — x sont de méme signe pour tout x de R. 0.5
b) En déduire les positions relatives de (Cy) et la droite (D). 0.75
3) a) Montrer que : f(x) = g(x)e™™, pour tout x de R 1
b) Donner le tableau des variations de f. 1
4) a) Montrer que : f”(x) = (x> — 5x+4)e~* pour tout x de R. 0.5
b) En déduire la concavité de (Cy) et les points d’inflexions. 0.75
5) Tracer la courbe (Cy) et la droite (D) dans le méme repére (O0;; /). 1.25

Exercice 3 (5.5 pts) I ) )
I) Calculer les intégrales suivantes :

4 1 e 1
1)/ Vaxdx 2)/ KPetdx 3)/ xln(x)dx 4)/ cos(x)e*dx 4.5
1 0 1 0
e —5¢"+4

IT) Calculer la limite : lim — 1
x—0 e —1
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Devoir surveiller 1 5, C

Exercice 1 (7.5 pts)
LA 1) Résoudre dans C l’équation : Z2 — \/§Z+ 1=0 1

V2 V2,

2) On pose : a = 7—1-71
a) Déterminer la forme trigonométrique de a en déduire que a?*?° est un réel. 1
T T
b) Soit le nombre complexe : b = cos <§) +isin (§>, montrer que : b> = a. 0.5

3) Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O;ii;V), considérons les points A ; B et C
. . . T .
d’affixes respectifs : a ; b et c avec ¢ = 1. Soit R la rotation du centre O et d’angle 3 et qui transforme

le poins M d’affixe z en point M’ d’affixes 7.

a) Vérifier que : 7 = bz 0.75
b) Déterminer I’'image du point C par la rotation R et montrer que le point A est ’image du point | 1
B par la rotation R.

4) a) Montrer que : |a —b| = |b — ¢|, en déduire la nature du triangle ABC 0.75
b) Déterminer une mesure d’angle (ﬁ ) 1

5) Considérons T la translation du vecteur # et soit D I’'image de A par la translation 7 :
a) Vérifier que I’affixe de D est le nombre complexe b + 1 0.5

2

b) Montrer que : = b+ b, en déduire que les points O et B et D sont alignés 1

b
Exercice 2 (8.5 pts) I

I 1
On considere la fonction f définie sur R par : f(x) = x — 3 + 562’“ —2¢* et soit (Cy) la courbe

représentative de la fonction f dans un repere orthonormé ( 01, f), ('unité 1cm)
oo, 0.5

1) a) Montrer que : lim f(x)
X——o0

(x) =
b) Montrer que la droite (D) d’équation y = x — 3 est une asymptote a (Cy) au voisinage de —oo. | 0.75
(

2) a) Montrer que : lim f(x) = +oo 0.75
X—r+oo
d) Montrer que : lirf @ = +-o0 puis donner une interprétation géométrique de ce résultat. 1
X—4oo X
3) a) Montrer que : f'(x) = (¢* — 1)?, pour tout x de R 0.75

b) Donner le tableau des variations de f, (remarquer que f'(0) = 0). 0.75

¢) Montrer qu’il existe un unique réel o €]1;In(4)[ tel que : f(a) =0
4) a) Montrer que la courbe (Cy) est au-dessus de la droite (D) sur |In(4);4oo[ et qu’elle est en- | 1
dessous de la droite (D) sur I’intervalle | — co;In(4)[
b) Montrer que (Cy) admet une seule point d’inflexion de coordonnées (0; —2) 0.75
5) Tracer la courbe (Cy) et la droite (D) dans le méme repére (O;7; ). 1.25
(On prendraln(4) ~1.4etoe~1.3)

Exercice 3 (4 pts) I ) )
I) Calculer les intégrales suivantes :

In(2) ¥ 1 e?
1) / dx 5 2) / 2edx o 3) / xln(x)dx 3.25
0 e +1 5 10 1
—5¢5 44
II) Calculer Ia limite : lim *——2¢ 1~ 0.75

x—0 62x —1
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CHAPITRE 9
CALCUL INTEGRAL

9.1 Intégrale d’une fonction continue :

A

Le plan est rapporté a un repere orthogonal (0;7; J)

Définition 9.1
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b] et soit F sa primitive sur [a;b].

b
Le réel F(b) — F(a) est appelé I'intégrale (ou somme) de a & b de f on le note / f(x)dx.
a

Exemple :
1

Calculons : / x%dx, on a la fonction x — f (x) = x? est continue sur [0; 1] donc admet une primitive

0

X’ I 1

sur [0;1] qu’est : F(x) = 3 donc : / x?dx=F(1)—F(0) = 3
0
Exercice :
Calculer les intégrales suivantes :

2 T In(2) 21
1)/ 4x® —xdx ; 2)/ cos(x)dx ; 3)/ ezdx ; 4)/ —dx
0 0 0 1 X

Interprétation géométrique :
Si f est une fonction continue positive sur [a;b], alors 1’aire du domaine D limité par la courbe

b
(Cy) ; I’axe des abscisses et les droites d’équation x =a etx =b : est égale a : / Fydx || il -7l
a

o

=a | x=h
- I / f(z)dz -

L

a | X ¢

1
|
|
|
|
|
b

b — —
Onnote:/ F)dx | T]|- 1| 7 ||= Aire(D).
a
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9 CHAPITRE 9. CALCUL INTEGRAL

Remarques :

e On peut remplacer x dans 1’écriture / f(x)dx par n’importe qu’elle lettre :

/ dx—/f dt/f Yy = ...

e D={(xy)eR*/a<x<ber0<y< f(x)}
b . ~

e Si f est négative sur [a;b] alors : —/ F@)dx || 7] - || 7 ||= Aire(D).
a

&
¥
J

'an

0

ol 513
L

—t——

r.-"""--_\_
-
L‘i

e e ] e

ur
]
[
:._.. ——
|

<£?

Proprieté 9.1
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a;b] et k et ¢ deux réels.

/b(f+g)( )dx—/ dx+/ Sk /ab(kf)(x)dx:k/abf(x)dx
/f dx—/f dx+/f
o [ fwx /ﬂwxalﬂ%ﬂw

Exercice :

1) Calculer les intégrales :

2 [
I = —ld;I:/
1/0|x 4 T 0 x*+1

2) a) Linéariser sin’(x),

1

1
dx;13:/ \/t-|—2dt;14:/
0

3
_ / X% — 3+ 2|dx
m2) e +1 0

T
b) Calculer I’intégrale : / sin® (x)dx
0

9.2 Meéthode de calcule des intégrales

9.2.1 Meéthode directe

Calculer les intégrales suivantes : (Il faut chercher une primitive de la fonction) :

_ (¢ (In(®))’
° I_/1 Td

[ |
o J= dx
0o e¥+1

e K= /2 cos’ (x)dx
0
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9 CHAPITRE 9. CALCUL INTEGRAL

9.2.2 Méthode d’intégration par parties

Théoreéme 9.1
Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle [a;b] telles que leurs dérivés sont

continue sur [a;5] alors : / P g dx = [F(9)g(x)]] — / g ()

Exemple :

1
Calculons I'intégrale : [ = / xe“dx, posons : f'(x) =e* et g(x) =x, alors : f(x) =€ etg (x)=1
0
1 1
done 1= (g0~ [ FWg (dx= e~ [ Cdr=e—[eTy=e—(e~1)=1
0 0

Exercice :

En utilisant la méthode de 1’intégration par parties, calculer les intégrales suivantes :

e e 1 b
I :/ xIn(x)dx ; b :/ In(x)dx ; I :/ (2x—1)e*dx ; I :/ xcos(x)dx ;
1 1 0 0

z 1 e 1
Is = /2 sin(x)e*dx ;5 Ig :/ In(x+1)dx ; L :/ n(zx)dx . :/ x*etdx
0 0 e X 0
9.3 Intégrale et ordre
9.3.1 Comparaison de deux intégrales :
Proprieté 9.2
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a;b].
b b
o | [ reax| < [ elax
a a

b
o Si(Vx € [@b]): f(x) >0 alors : / F(x)dx >0
o Si(Vxe[a:b]): f(x) > g(x) alors / x> / ’ o)

Exercice :

[\

2
1) Montrer que : Vx € [0;1] : % < 1j_ 5 <x2,
X

2
dx.

1
2) En déduire un encadrement de I’intégrale : I = / 5
o l+x

9.3.2 La valeur moyenne d’une fonction continue sur un segment

Définition 9.2
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b)].

1 b
Le réel : Py / f(x)dx est appelé la valeur moyenne de f sur [a;b].
—aJa
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Théoreme 9.2
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b].

e Si deux réels m et M sont tels que : Vx € [a;b] m < f(x) < M, alors :

1 b
< — <M
m < b—a/a fx)dx <M,

e Il existe ¢ € [a;b] tel que : /abf(x)dx = f(c)(b—a)

Exercice :

Déterminer la valeur moyenne de la fonction In sur [1;e].

9.4 Calcul d’aires - Calcul de volumes
Le plan est rapporté & un repére orthogonal (0;1; j).

9.4.1 Calcul d’aires

Théoreme 9.3
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b].
L’aire exprimée en unités d’aires, de la surface comprise entre les deux courbes des fonctions f

b
et g et les droites d’équations : x = a et x = b, est le réel positif : 4 = / |f(x) —g(x)|dx
a

S

Cas particulier :
Laire exprimée en unités d’aires, de la surface comprise entre la courbe de f et les droites d’équa-

b
tions : x = a et x = b, est le réel positif : 4 = / | f(x)|dx
a

9.4.2 Calcul de volumes

Théoreme 9.4

Soit S un solide comprit entre deux plans paralleles d’équations : z = a et z = b et soit S(¢) la
section du solide S par le plan d’équation z =7 avec a <t < b.

Si la fonction # — S(¢) est continue sur [a;b] alors le volume V' du solide S, exprimée en unité de

b
volume, est le réel positif : V = / S(t)dr.
a
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CHAPITRE 9. CALCUL INTEGRAL

de cote £

Conséquences 9.1

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b)].

Espace

Le volume de solide engendré par la rotation de la courbe représentative de f sur [a;b], autour

de I’axe des abscisse, exprimée en unité de volume, est le réel positif : V = /

n(f(¢))*dr.

Cas particulier : Si f est une constante : par exemple f(x)

= R > 0, le solide sera un cylindre

son volume est : V = / nR%dt = [xnR?)2 = (b — a)nR* c’est le volume d’un cylindre de hauteur

h=b—a (b > a) et de base cercle de rayon R.

A

|

I

|

|
ii)
|7
|

|

|

|

f ”
(x) r \
1 RO |
i |
: : i = Y
O 2 X
—»> <4 :
dx
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9 CHAPITRE 9. CALCUL INTEGRAL

Exercices :
£ s N s
Le plan est rapporté a un repere orthogonal (O; i ; j ) :

2

Exercice 1:
—X

Soient f et g deux fonctions définies par : f(x) = f+ 1 etg(x)=e".
e

Calculer I’aire du domaine délimité par : la courbe de f; la courbe de g et les droites d’équations :
x=0etx=1In(2), (on donne : ||i|]| =3cmet || j|| = 2cm).

Exercice 2 :
Soit f la fonctions définie par : f(x) =1 —¢".
Calculer I’aire du domaine délimité par : la courbe de f ; 1’axe des abscisses et les droites d’équations :
x=1In(2) et x =In(4), (on donne : |[{|| = Lem et ||j|| = 1cm ).

Exercice 3 :
Soit f la fonctions définie par : f(x) = cos(x).
Calculer I’aire du domaine délimité par : la courbe de f ; 1’axe des abscisses et les droites d’équations :
x=0etx=m, (ondonne: |[i|| = lemet||j]| = lem).

Exercice 4 :
Soit f la fonctions définie par : f(x) = y/x(e*—1).
Calculer le volume de solide engendré par la rotation de la courbe représentative de f sur [0; 1], autour
de I’axe des abscisse, exprimée en unité de volume,, (on donne : |[i|| = lemet || /]| = lem).

9.4.3 La série des exercices n°9 :

xercice (Calcule de primitive)

Déterminer une primitive sur I’intervalle / des fonctions suivantes :

D f(x)=x(x*+1)?; I=R

3 2
2) fx) =575
3) f(x):xex+5; I=R

4) fx)=e"*; I=R

[ =]0;+o00[

i
XCICICE (Méthode directe) :

Calculer les intégrales suivantes :

¢ In?(x) 4 2 In3) , 3 x+1
1 dx; 2 dx; 3 Ydx ;4 / (2x+1)dx; 5 / A X
)/1 P X )/3 x—lx )/1 x“e" dx ) cos(2x+ ) ax 1 4)
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9 CHAPITRE 9. CALCUL INTEGRAL

m (Méthode d’intégration par partie) :

Calculer les intégrales suivantes :

2 21 In(2) 1
I :/ len(x)dx ;. L= n(x) dx ; kL :/ e ¥dx ;I :/ cos(x)etdx ;
1 VX 0 0

¢1In(x) LT ! Lo
152/1 5-dx ; 16:/0xedx; 17:/0xcos(x)dx; Ig:/ox sin(x)dx

X

(La valeur moyenne) :

Calculer la valeur moyenne de f sur I dans les cas suivantes :
1) f(x) =In(2x) et [I=][l;e]
2) f(x)=e™* et I=]0;1]

(Calcule de primitive en utilisant I’intégration ) :

Déterminer une primitive de la fonction f sur ’intervalle / dans les cas suivantes :
D) f(x)=In(x); I =]0;+00[ 5  2) f(x) =xsin(x); I=R ; 3) f(x) =xIn(x); I =R}

Exercice 6 : X

1) Déterminer la valeur moyenne de la fonction f définie par : f(x) = [ sur [1;3]
x

2+ 1 )
2) Montrer que : (e+1)1In(2) < / dx < (e +1)In(2)
X
Exercice 7 :
Soient f et g deux fonctions définies par : f(x) =x+ et g(x) = x.

e)C —
Calculer I’aire du domaine délimité par : la courbe de f'; la courbe de g et les droites d’équations :

x=1etx=2, (ondonne: |[i]| =3cmet||]|| = 2cm).

Exercice 8 :
Soit f la fonctions définie par : f(x) = In(x).
1) Montrer que la fonction : F définie par : F'(x) = xIn(x) — x est une primitive de f sur R*.
2) Calculer I’aire du domaine délimité par : la courbe de f; I’axe des abscisses et les droites d’équa-
tions: x =e ' etx =, (ondonne : |[i|| = lemet ||]]| = 1cm ).

Exercice 9 :
Soit f la fonctions définie par : f(x) = xe”.
Calculer le volume de solide engendré par la rotation de la courbe représentative de f sur [0; 1], autour
de I’axe des abscisse, exprimée en unité de volume,, (on donne : |[i|| = lem et || /]| = lem ).
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CHAPITRE 9. CALCUL INTEGRAL

Les solutions de quelques exercices :

Exercice 6

1) la valeur moyenne de la fonction f définie par : f(x) =

1 3
ﬁ /1 f()C)dX

ST
B /x—|—1—1
B x+1
B 2/ x+1
= 2[ x—In(x-+ 1))y
1
= 3 (3—1In(4) —1+1n(2))
1
= —(2—In(2
2 (2-In(2)
X
2) La fonction x — est continue sur [1;2] et pour tout x € [1;2] :
x
ona e+1<e+1<e?+1
e+1 ex+1 e+1
=
x x x
2e+1 e +1 2e2+1
(:)/e+dx§+dx§/e+dx
1 X X 1
21 e +1 21
& (e+1) [ —-dx< a dx§(62+1)/ —dx
I X 1 X

& (e+1)[In@)]] <

& (e+1)In(2) S/l

Exercice 7

a 7 sur [1;3] est:

e+ 1

2541
X

dx < (24 1) [In(x)]}

dx < (¢ 4+1)In(2)

9.1
9.2)
9.3)
9.4)
9.5)

(9.6)

On a f et g sont deux fonctions continue sur [1;2] alors : I’aire du domaine délimité par : la courbe de
f;1la courbe de g et les droites d’équations : x = 1 et x =2 est :

q =

INICE
- )
2
- /12676:—1
_ /ll—i—ex—

e +1

e +1

2
:/1_
1

e

x_|_1

X)|dx x (U -A)

dxx (U-A)

dx x (6¢cm?)

e*
dx x (6¢cm?)

X

dx x (6¢cm?)

x—In(e* +1)]3 x

(6cm?)

[
(
— (l —In (:2111)) X 6cm?

2—In(e* +1)—1+In(e+1))

x (6cm?)
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9 CHAPITRE 9. CALCUL INTEGRAL

Exercice 8
1) Soit F le fonction définie par : F(x) = xIn(x) —x, on a F est dérivable sur R’ et :

F'(x) = (xIn(x) —x)" = x'In(x) + x x )l—c —x'=In(x) —14+1=In(x)

2) Tableau de signe de la fonction In sur [e™ ;€]
In(x) - 0 +
e 1
A= [ m@larx©-4) = [~ dx+/ In(x)dx x (U - A)
.

= (—xln + x| ,1+[xln() x$) x cm?
(1-

T Dem? = (2-2¢ Hem?
Exercice 9
Soit f la fonctions définie par : f(x) = xe*.

Le volume de solide engendré par la rotation de la courbe représentative de f sur [0; 1], autour de
I’axe des abscisse, exprimée en unité de volume, (on donne : ||i|| = lemet || j|| = 1cm ) est :

1 1 1
V= n/ f(x)2dx-(U-V) = TC/ x?e*dx x em®.  Calculons : I = / f(x)%dx
0 0 0

v(x) = x° Vi(x) =2x

1 Lo 1 I
I = [—xzezx} —/ —e* x 2xdx = —e* —/ xe*dx
2 0 0 2 2 0

1
/ — ,2x — _ 2
On pose : { “ ((x) ¢ donc : u(x) 28 donc :

1
1 / — ,2x — _ 2
Pour calculer : / xezxdx, on pose : w(x)=e donc : u(x) 26 donc :
0 v(x) =x Vix)=1
! 1 1 1 1,10 1 1 1
/0 xe?dx = bxe ] / eXdx = 5¢ e L—Lez"} ; = 562 — Zez -+ 1
1 —1 21
dou:l= 562 562 Ze 4_1 = ¢ ) Donc:V =mx (e ) ) cm?
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CHAPITRE 10

LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES :

10.1 Equation différentielle d’ordre 1 :

Définition 10.1
L’équation différentielle d’ordre 1 est une équation de la forme : y/ = ay+b ou a;b € R et
I’inconnue est la fonction y.

Proprieté 10.1

Soit (E) : y' = ay une équation différentielle la solution générale de 1’équation y' = ay est : la
fonction définie par : y(x) = ke™ ot k € R.

Exercice :

Considérons 1’équation différentielle (E) : y' = 2y
1) Donner la solution générale de 1’équation (E),

2) Déterminer la solution qui vérifier : y(0) = 4.

Remarque :
Dans toute la suite on écrit : y = ke au lieu de y(x) = ke®*.

Proprieté 10.2 b
Soient a; b € R* 1a solution générale de I’équation (E) : y = ay+ b est les fonctions : y = ke™ — —
a

Exercice :

Considérons 1’équation différentielle : (E):y =3y+6:
1) Donner la solution générale de 1’équation (E),

2) Déterminer la solution qui vérifier : y(0) = 5.

10.2 Equation différentielle d’ordre 2 :

Définition 10.2
Soient a;b € R, on appel équation différentielle d’ordre 2 :
toute équation de la forme : y’ +ay +by =0
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10 CHAPITRE 10. LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES :

Définition 10.3
Soit (E) : y" + ay’ + by = 0 une équation différentielle d’ordre 2 : une équation différentielle

d’ordre 2, 1’équation : 7% +ar + b = 0 est appelée 1’équation caractéristique de 1’équation (E).

Théoreme 10.1
Soit (E) : y" + ay’' + by = 0 une équation différentielle d’ordre 2 : une équation différentielle

d’ordre 2, et : > +ar +b = 0 son équation caractéristique :

e Si(A=a?—4b>0):1équation caractéristique admet deux solutions réels r; et r», alors :
la solution générale de 1’équation (E) est : y = ae’* + Be™* ou a; B € R.

e Si(A=a?>—4b=0): I’équation caractéristique admet une seule solution réel ry, alors :
la solution générale de 1’équation (E) est : y = (ax+)e’ ou a;; B € R.

e Si(A=a’>—4b<0):1équation caractéristique admet deux solutions non réels p + ig et
p —iq alors :
la solution générale de 1’équation (E) est : y = e”*(acos(gx) + Bsin(gx)) ot o; f € R.

Exercice 1 :

1) Donner la solution générale des équations suivantes :
a) (E1):y" =7y +12y=0

1
b) (E2) 1y +y'+7y=0
) (E3):y'+y +y=0
. . : e . e} ¥(0)=0
2) Déterminer la solution de 1’équation (E;) qui vérifier : 0) =1
y g
Exercice 2 :
1) Donner la solution générale des équations suivantes :
a) (E1):y" =3y +2y=0
b) (E2):y" =6y +9y=0
©) (E3):y'+2y'+5y=0
0) =5
2) Déterminer la solution de 1’équation (E3) qui vérifier : Y 2
/
¥(0)=0

Exercice 3 :
1) Donner la solution générale des équations suivantes :
a) (Er):y"—6y"+8y' =0
1
b) (B2): (v=3)"+(r=3)'+;(b—-3)=0
Q) (Es) " +y+y =0

2) Résoudre les équations suivantes :

a)y = x> —2x ; y' =cos(x) ; c)y =e¥t!
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10 CHAPITRE 10. LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES :

Devoir libre 2 - S»

Exercice 1 (......)

1)a) Donnée la solution général de 1’équation différentielle : 2y’ — 2y +5 = 0.

b) Déterminer la solution qui vérifier : y'(1) = 0.

2) Donnée la solution général de chacune des équations différentielles suivantes :
a) (E):y" =5/ +6y=0
b) (E2):y" =2y +5y=0
) (E3):2y" -8y +8y=0

0)=1
3) a) Déterminer la solution particulier de 1’équation : (E3) qui vérifier la condition : { y/((o)) 3
y p—
0)=-1
b) Déterminer la solution particulier de 1’équation : (E;) qui vérifier la condition : y/( (0>)
y pu—
0)=-2
c¢) Déterminer la solution particulier de I’équation : (E3) qui vérifier la condition : y/(((z) )
y _

Exercice 2 (.....) . . . e
Considérons la fonction f définie sur R* par : f(x) =

—

et (C) sa courbe dans un repére orthonormé (0;1; )
1) Montrer que : lim f(x) =0et lim f(x) = —ccet lim f(x) = oo
X—p—o0 x—0~ x—0F

2) a) Vérifier que : (Vx € R*) : f(x) =€ (1 _lex>

b) En déduire que: lim f(x) =-+cet lim @ = +oo et déduire I’interprétation géométrique
X—>-o00 X—+oo X
de se résultat.
3x(,2x 3
3) a) Montrer que : f'(x) = %

b) Donner le tableau de variation de la fonction f

¢) Construire la courbe de la fonction f
1
4) Considérons la fonction F définie sur I =] —e0;0[ par : F(x) = & — E(ln(l +e)—In(1—¢))

a) Montrer que F est une primitive de la fonction f sur /,
b) Calculer I’aire du domaine délimité par la courbe (C); I’axe des abscisses et les droite

1 1
d’équations : x = In (§> etx=In (§>

Exercice 3 (La fonction x — a*;a € RY —{1})

1) Résoudre dans R I’équation : 6* —2 x3* =2 +2 =0
2) Résoudre I’inéquation : 9° —3*F1 +2 >0

4% 3% _Dx
3) Soit f la fonction définie par : f(x) = BETI T

a) Déterminer Dy et montrer que f est dérivable sur chaque intervalle de D et déterminer f'(x).

b) Calculer les limites : lim f(x) et lim f(x)
X—r—00 X—>+o0
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10 CHAPITRE 10. LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES :

Solution de I’exercice 1 :

5
1) a) Onal’équation: (E):2y —2y+5=0<) =y—3 alors :

b I
5 y:ke“x—a/kGR
La solution général de 1’équation (E) est: y = ke* + > /keR

b) On ay’ = ke* alors : y'(1) =0 < ke = 0 < k = 0 donc la solution qui vérifier y'(1) =0
5

est:yzi

2) a) Résolvons I’équation différentielle (E;) : y' — 5y’ +6y =0
On a I’équation caractéristique associée est : > —5r+6=0,ona:
A=1>0etr;=2etrp=3

. y:ae’1x+ﬁe’2x/oc;BERI
alors la solution général de (E) est: y = aie™ +-Be> /a; B € R

b) Résolvons I’équation différentielle (E,) : y" —2y' 45y =0
On a I’équation caractéristique associée est : r> —2r+5=0,ona:
A = —16 < 0 I’équation admet deux solutions non réels : z; = 1 +2ietzo =1—2i
La solution général de (E3) est: y = ¢ (atcos(2x) + Bsin(2x)) /o;p € R
y =eP*(acos(gx) + Bsin(gx)) /o B € RI

¢) Résolvons I’équation différentielle (E3) : 2y — 8y +8y=0<y"—4y +4y=0
On a I’équation caractéristique associée est : r> —4r+4 =0, o0na:

A = 0 I’équation admet une seule solution réel : r = —_7 =2

o > = (o +P)e™ /B eR
La solution général de (E3) est:y=y= (ox+p)e* / ;PR

3) a) Lasolution général de (E;) est : y = e* (acos(2x) 4+ Bsin(2x)) / o; B € R donc :
y =& (acos(2x) + Bsin(2x)) + € (— 20csm(2x +2[3005 (2x))

o=1
alors : y(0) = aet y'(0) = o+ 2 et donc : =
(0) = ocet Y(0) =@+ 2B { {oc+2[3—3 {le
. o y(0) =
donc la solution de (E;) qui vérifier 0) =3 est : y = e*(cos(2x) +sin(2x))
y g
b) La solution général de (E;) est : y = ae™ + Be>* donc : y/ = 20ie* + 3Be>
ona:y(0)=o+pety(0)=20+3p donc:
0)=-1 o =—1 o=—1- o0=—-1—-p=-5
O =t forp=-1 B p
Yy (0)=2 200+3B=2 —2-2B+3f=2 B=4
y(0)= -1

donc la solution de (E») qui vérifier est:y = —5e> 4 4e*

Y'(0)=2
¢) La solution général de (E3) est : y = (o4 B)e? donc : y = ae® +2(owx + B)e?
ona:y(0)=Bety(0)=o-+2pdonc:
yf ) o) B o) P
y (0)=2 o+2p=2 oa=06

2
donc la solution de (E») qui vérifier est:y=(6x—2)e*

Y(0) =2
4) Résolvons I’équation différentielle (Ey) : y"' —7y" +12y' =0
On pose f =y alors: (E4) < f"' —7f +12f = 0(E})
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10 CHAPITRE 10. LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES :

L’équation caractéristique associée est : 12 —7r+ 12 =0
Ona:A=1etr; =3etr, =4alors lasolution général de (Ej) est: f = ae™™ +Be** / a; B € R,

1 1
comme y' = f alors la solution général de (E4) est : y = —0e>* + 1[364’“ +k/o;BkeR

3
y' = f alors y est une primitive de f I
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10 CHAPITRE 10. LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES :

Exercice 4 (Calcul d’intégrale) I
1) Calculer les intégrales suivantes :
i 3x2+2 'y cos(x
1= 2x)dx ; J= K= Y e = / 2 T
/0 sin(2x)dx / x3—|—2x+1 /o ¢ 1+251n

0 In(2
Mz/ x+1+ dx ; Nz/ dx ; 0:/ (e +1)(e"+x—2)dx.
2 X 1 0 vVx+1 0 A )

2) En utilisant la méthode de I’intégration par paries calculer les intégrales suivantes :

1 e 1 1y
A:/ x+1)e'dx ; B:/x3lnxdx : C:/ Lfdx D:/ dx
0( ) 1 1 (x) 0 0 vV2x+1
3) On pose 1, =/ x"e*dx,

0

a) Montrer que : I,1] =e— (n+ 1)1,

b) En déduire la valeur de I,, en fonction de n.

1+1
1+ In(x) et (Cg) sa courbe représentative.
VX

 In(x
a) Un utilisant une intégration par parties montrer que / (x)

RV

4) Soit g la fonction définie par : g(x) =

dx=4:

2
e
b) Déterminer la valeur de I’intégrale : / g(t)dt :
1

¢) Déterminer la valeur moyenne de la fonction g sur I’intervalle [1;¢?]

d) Calculer I’aire du domaine délimité par la courbe (Cy) ; I’axe des abscisses et les droite :
x=1etx=e2 (ondonne |[i|| = |j]| = lem)

e) Calculer le volume de solide engendré par la rotation de la courbe (Cy) sur [1;e?] sur I’axe
des abscisses, exprimer en unité de volume ( on donne ||i]| = || /]| = lem )
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Devoir surveiller 2 S, - G»

Exercice 1 (6.5) I
1)a) Donnée la solution général de 1’équation différentielle : 2y’ — 4y +6 = 0. 0.75
b) Déterminer la solution particulier qui vérifier : y(0) = —2. 0.5
2) Donnée la solution général de chacune des équations différentielles suivantes :
a) (Ey):y"+y —6y=0 1.25
b) (E2):y" =2y +10y=0 1.25
c) (E3):Y"—4y' +4y=0 1.25
0)=1
3) a) Déterminer la solution particulier de 1’équation : (E7) qui vérifier la condition : { y/((o)) 3 1.5
y =
Exercice 2 (7,5 pts) I
1) Calculer les intégrales suivantes :
1 1 1
= / 3x2e dx ; J= / |x(x+1)|dx ; K= /2 sin(x)e*dx 3.75
0 -2 0
. e In(x) o
2) Soit g la fonction définie sur [1; oo par : g(x) = et (C,) sa courbe représentative
X
dans un repere orthonormé (O;1; j) .
e 16
a) Montrer que / g(x)dx = R 1.25
1
b) Déduire la valeur moyenne de g sur I'intervalle [1;e?], 0.5
. ) e . * In(x) et —5
¢) En utilisant la méthode de I'intégration par parties montrer que : / 5—dXx = — 1.25
1 X e
d) En déduire la valeur du volume de solide engendré par la rotation de la courbe (Cy) sur | 0.75
[1;¢*] autour de I’axe des abscisses, exprimer en unité de volume ( on donne |[i]| = ||| = 1cm )
Exercice 3 (6 pts) (La fonction x — a*;a € R —{1}) I
1) Résoudre dans R I’équation : 10* =2 x5 —-2*+2 =0 1.5
2) Résoudre I’équation : 2 x4* —5x2'4+2=0 1.5
3) Soit f la fonction définie par : f(x) = 4* —2¢
a) Calculer les limites : lim f(x)et lim f(x) 1
X—>—o0 X— o0
b) Déterminer f’(x) pour tout x de R. 0.75
¢) Donner le tableau de variations de f. 1.25
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CHAPITRE 10. LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES :

Devoir surveiller 2 : S, ; G,

Exercice 1 (6.5) I
1)a) Donnée la solution général de I’équation différentielle : 3y’ —6y+ 12 =0. 0.75
b) Déterminer la solution particulier qui vérifier : y(0) = 5. 0.5
2) Donnée la solution général de chacune des équations différentielles suivantes :
a) (Ey):y"—2y' =3y=0 1.25
b) (Ez):y'—4y +13y=0 1.25
o) (E3):y' =2y +y=0 1.25
0)=1
3) Déterminer la solution particulier de 1’équation : (E}) qui vérifier la condition : { y’((())) ) 1.5
y =
Exercice 2 (7,5 pts) I
1) Calculer les intégrales suivantes :
1 pu 4
[ = / (@ +3)( +3x—6)2dx ;  J= /4 tan(x)dx ; K= / % — dx £ 3|dx 35
0 0 0
. ) o 4 4 —In(x) . .
2) Soit g la fonction définie sur [1;€"] par : g(x) = ~————= et (C,) sa courbe représentative
X
dans un repére orthonormé (0,?,;) .
¢! 16
a) Montrer que / g(x)dx = e 1.25
1
b) Déduire la valeur moyenne de g sur I'intervalle [1;e?], 0.5
.. ) e . * In(x) et—5
c¢) En utilisant la méthode de I’intégration par parties montrer que : / 5—dx = — 1
1 X e
et 4 4e* — 4
d) Montrer que : / —dx = ¢ i 0.75
1 X e
e) En déduire la valeur du volume de solide engendré par la rotation de la courbe (Cy) sur | 0.5
[1;¢*] autour de I’axe des abscisses, exprimer en unité de volume ( on donne ||{]| = ||j]| = 1cm )
Exercice 3 (6 pts) (La fonction x — a*;a € R} —{1}) I
1) Résoudre dans R I’équation : 15* =3 x5* —3*4+3 =0 1.5
2) Résoudre I’équation : 3 x 9* —10x3*+3=0 1.5
1\* 1"
3) Soit f la fonction définie par : f(x) = (§> — (Z)
a) Calculer les limites : lim f(x) et lim f(x) 1
X——o0 X—> o0
b) Déterminer f’(x) pour tout x de R. 0.75
¢) Donner le tableau de variations de f. 1.25
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CHAPITRE 11

LE PRODUIT SCALAIRE DANS LESPACE

11.1 Le produit scalaire dans I’espace et ses propriétés

11.1.1 Rappels

Définition 11.1
Soient 7 et V deux vecteur de I’espace et A ; B et C trois points de I’espace tels que :

i = AB et 7 = AC,

il existe au moins un plan (P) passant par les points A ; B et C, (par exemple le plan (ABC)).
Alors le produit scalaire de # et V dans I’espace c’est le produit scalaire : E R dans le plan (P)
noté : u-v

Conséquences 11.1

Le produit scalaire # - V dans 1’espace est le produit scalaire : 1@ IR‘ dans le plan (P).

Cette définition est indépendante des représentations de # et V, et donc du plan (P).

Ceci nous permet de donner plusieurs définitions équivalentes du produit scalaire de z et V :

e Si o est une mesure de I’angle (77,\\7), alors : i -V = ||u]| x ||V]| x cos(et)

—

D D . .
o i-¥ = (|la+¥— |l —I¥°)

e Si A; B et C trois points de 1’espace tels que : i = ﬁ ei;?’ = R, et soit H le projeté
orthogonal de C sur (AB); alors : -V 7=Ak. 1@ AB-AH

Cc
v A
|
A .
A" B -
H u
(P)
( >E [2m], alors : ER EAH AB x AH

° (ﬁ)z [2m], alors : ER ﬁA_I‘)[ —AB x AH
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11 CHAPITRE 11. LE PRODUIT SCALAIRE DANS L’ESPACE

Exercice :

Soit ABCDEF GH un cube tel que : AB = 2cm.

H G
E F
ST c
A B
]lé;[e@gner les r(lcglits sci1>aires: . . .
AL-CH : AG-AF: AB-EG: AB-FH: AE-BH: AD-BF et EH -FC.

11.1.2 Expression analytique de produit scalaire :

Proprieté 11.1
Si dans un repere orthonormé. i(x;y;z) et v(x';y';7).

i-v=xx'+yy+z7 et ||i]|=+/x2+y*+72
Remarque :

Dans un un espace muni d’un repére orthonormé, si A(x4;y4;z4) et B(xp;yp;zp)
La distance AB est : AB = +/(xa —xp)2 + (ya —yB)% + (24 — 28)?

Proprieté 11.2
Ce produit scalaire dans I’espace a les mémes propriétés que le produit scalaire dans le plan :

o i V=7
o i (VW) =@-F+a-w et @ (M) =i V)

e Identités remarquables : (i + V)% = ||ifl|* + 2 -V + ||V]|?
(7 —9)* = ||a|* — 28 -5 + |7

(i +9)(@—v) = ||al]* - [[¥]?

<

Exercice :

Soient A(1;1; \/5) et B(\/E; —V/2: 0)etC(—1;—1; —\/i) Montrer que le triangle ABC est isocele
et rectangle.

11.2 Orthogonalité dans I’espace :

11.2.1 Vecteurs orthogonaux :

Définition 11.2
Deux vecteurs i et V sont orthogonaux si et seulement si I’un des deux vecteurs est nul ou si les
directions des deux vecteurs sont perpendiculaires.
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11 CHAPITRE 11. LE PRODUIT SCALAIRE DANS L’ESPACE

Théoreme 11.1
Deux vecteurs i et V sont orthogonaux si et seulement si : i -V =0

11.2.2 Vecteur normal a un plan :

Définition 11.3
Un vecteur 7 est dit normal au normal au plan (P) si et seulement si non nul est orthogonal a tout
vecteur de (P).

P}

Proprieté 11.3
Pour qu’un vecteur 7 soit normal au plan (P), il suffit qu’il soit orthogonal a deux vecteurs non
colinéaires de (P).

Proprieté 11.4
Soient Dy (u;) et Dy (i) deux droites alors : (D) L(D2) < iy -1y =0
i est le vecteur directeur de (D) et iy celui de (D»).

Proprieté 11.5
Soit (P) un plan de vecteurs directeurs # et ii et soit (D) une droite de vecteur directeur v alors :
(P)J_(D) SVluetv iy v-u=0etvV-uy=0

—
[TH

@

© (D)L(P) = VL1uj et VLl

Proprieté 11.6
Soient (P) et (P') deux plans de vecteurs normales respectives i et v :

P

| (P)L(P) & W17 |
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11 CHAPITRE 11. LE PRODUIT SCALAIRE DANS L’ESPACE

11.3 Equation d’un plan définie par un point et un vecteur nor-
mal

Proprieté 11.7 .
Soit A un point et 7 un vecteur non nul, I’ensemble des points M tels que AM - i = 0 est le plan
normal a 7 passant par A.

Proprieté 11.8
Soient 7i(a; b; ¢) # (0;0;0) un vecteur normal a un plan (P) alors une équation cartésienne de (P)
est: (P):ax+by+cz+d =0 (oud € R adéterminer ).

——
t‘, M(x;y:z) € (P) < AM-.-7w =0
| .
- —
‘./ /
M / = ar+by+ecz+d=0
.’ .r’
/} A} y
/ i
/ i 4
/ | /

Exemples :
Déterminons une équation cartésienne du plan (P) passant par A(1;0;5) et de vecteur normal 7i(—1; 1;0),
ona:

o AM-i=0

& (x—1)x—=1+@H-0)x14+(z—5)x=0
& —x+1+y=0

& —x+y+1=0

M(x;y;z) € (P)

alors une équation de (P) est (P): —x+y+1=0

Exercice :
Déterminer une équation du plan (P) passant par A(2;1;4) et de vecteur normal 7(1;—1;5).

11.4 Distance d’un point a un plan

Définition 11.4
Soient A un point et (P) un plan dans I’espace et soit H la projection orthogonale de A a

(P), alors la distance AH est la distance de point A au plan (P). noté : d(A;(P)) = AH.
A

B |jﬂ/ y :

(P)
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11 CHAPITRE 11. LE PRODUIT SCALAIRE DANS L’ESPACE

Théoréme 11.2

Si (P) : ax+by+ cz+d = 0 un plan de ’espace et A(x4;y4;z4) alors :
|axa + bya +cza +d|

d(A; (D)) = LAt c

vas+b+c

Exercice :

1) Déterminer la distance de A(1;2;3) au plan (P) d’équation : (P) : x+y—2z+2v/6 =0
2) Déterminer la distance de A(1;0;—1) au plan (P) passant par B(2;3;4) et de vecteur normal

A(l;151).
Solution :
1+2x3+2V6]  |-3+2v6] -3+2v6 -3 -3
1) d(A;(D)) = —==—= 5 = = — 2= —" 42
V124124 (-2) V6 V6 V6 V2

2) Déterminons d’abord I’équation de (P) : ona B € (P) et# L (P) donc :

M(x;y;z) € (P) < BM-7i=0
& (x=2)x1+(y—-3)x14+(z—4)x1=0
& x—24y—-3+z—-4=0
& x+y+z-9=0
_|xA+yA—|—zA—9|_|1+O—1—9|_ 9

Donc (P) :x+y+z—9=0etdonc: d(A;(D)) TR 7 %:3\@

11.5 Etude analytique de la spheére :

Définition 11.5

Soit Q un point de I’espace et R € R7, .

L’ensemble des points M de I’espace vérifiant : QM = R est appelé

sphere de centre Q et de rayon R, qu’on note S(;R).

S(;R)={M € E /] QM =R}. E désigne I’ensemble des points de I’espace.

( a=——u

11.5.1 Equation cartésienne d’une sphére :
%
L’espace (‘E) est rapporté a un repére orthonormé (O; i ?)

Proprieté 11.9

Soit S(Q;R) une sphere de centre Q(a;b;c) et de rayon R (R > 0).

Une équation cartésienne de S(Q;R) est I’écriture : (x —a)? + (y —b)?> + (z—c)> = R?
C’est a dire : x2 4 y? + 2% — 2ax — 2by — 2cz+d = 0 avec : d = a*> + b* 4 ¢*> — R?

M(z;y;2) € (S) & QM =R

& VE—af -0+ (-9 =R
& (@—a)+(y—b7+ (-0 = B
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11 CHAPITRE 11. LE PRODUIT SCALAIRE DANS L’ESPACE

Exemple :

Une équation cartésienne de la sphere de centre Q(2;—1;3) et de rayon 5 est :
(x=22+(y+1)2+(z—3)2=5%cestadire: x> +y> + 72 —4x+2y—6z— 11 =0

Proprieté 11.10
Soient A et B deux points distincts de I’espace, I’ensemble des points M de ’espace vérifiant :

Aﬂ J\ﬁ = 0 est la sphere de diamétre [AB] et une équation de cartésienne de cette sphere est :
(x —xa)(x —x8) + (y —ya)(y —yB) + (2 — 24)(z — z8) = 0 avec : A(xa;ya;24) et B(xp;yB;2B)-

Exemples :
1) Déterminons une équation cartésienne de la sphere (S) de centre Q(0;2; —1) et de rayon : R = /3,
ona:

2
() @ (x=02+ (-2 +(+1)2=V3
(S) : KP4y —dy+4+2+2+1=3
(S) @ X4y 4+ —dy+274+2=0

e Pour vérifiant que : A(—1;1;0) € (S) on peut remplacer les coordonnés de A dans I’équation de (S)
on trouve :

(—=1)24+1%2—4+42=0c’est adire "0 = 0" donc : A(—1;1;0) € (S)
2) Déterminons une équation cartésienne de la sphere (S) de diametre [AB] tels que : A(—1;2;3) et
B(0;1;2),ona:

AM-BM =0
+DE=0)+0-2)y-D+(z—-3)(z-2)=0
P Ax+y?—3y+2+7 —5:+6=0

4y + 2 +x—3y—5248=0

8) : Y+ +x—3y—-5:+8=0

M(x;y;z) € (S)

S

11.5.2 Ktude de ’ensemble des points M (x;y;z) vérifiant :
X +y + 2 +ax+by+tcez+d=0:

Proprieté 11.11

Soient a ; b et ¢ des nombres réels tels que : (a;b;c) # (0;0;0).
Considérons I’ensemble (S) des points M (x;y;z) de I’espace vérifiant :
P+ +22tax+by+cz+d=0:

b
e Si:a®+b>+c*—4d > 0:(S) est alors une sphére de centre Q (—%;—5;—5)

va2+b2+c?2—4d
5 .

b
e Si:a?+b*+c*—4d =0 (S) est alors le point Q <_g;_§;_g)'

e Si:a?+b*+c*—4d <0 (S) est alors I’ensemble vide.

et de rayon R =
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11 CHAPITRE 11. LE PRODUIT SCALAIRE DANS L’ESPACE

Exercice :

Soit I" I’ensemble des points M (x;y;z) tels que : x*> +y> +z2 +4x —2y —6z+5 =0
Montrer que I" est une sphere et déterminer ses éléments caractéristiques.

Solution :
ona: a+b4+c*—d=(-2+124+32-5=9>0
donc T est une sphere de centre : Q(—2;1;3) et de rayon : R = V9=3

11.6 Intersection d’une sphere et d’une droite :

Proprieté 11.12
Soit S(Q;R) une sphére et (D) une droite dans 1’espace. Posons d = d(Q; (D)) On a trois cas :

e Sid < R alors la droite (D) coupe la sphere (S) en deux points distincts.
e Si d =R alors la droite (D) coupe la sphere (S) en un seul point. (D) est tangente a ().
e Sid > R alors la droite (D) ne coupe pas la sphere (S).

d>R
d<R d=R e Sy
_ — ()
{(5),
(5) /
' ‘ il Q
g -f i - S
A .. B
(D) ~__H _- (D) H (D) H
(D) coupe (S) en deux pointes A et B (D) est tangente d (S) (D) ne coupe pas (S)
(D) coupe (S) en un seul point
Exemples :
Soit (S) la sphére d'équation: (S) : x2+y2+z2-2y +4z+4=0
x = _—1+ 2t
2 x = 3t x=1+2¢
1
(D3): y=§+3t teR (Dz): y=2 teR (D]): y=1+t teR
R z=-2+t z=-3+¢

Déterminons I’intersection de la sphere (S) et les droite (Dy) ; (D7) et (D3)

1) Déterminons I’intersection de la sphere (S) et la droite (D) :

x=1+42t
=1+t
Résolvons le systeme : Y g
=3+t

Ky +22—2y+4z+4=0
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11 CHAPITRE 11. LE PRODUIT SCALAIRE DANS L’ESPACE

remplacons x; y et z par 1 +2¢; 1 +¢ et —3 +¢ dans I’équation de la sphere on trouve :
(14202 4+ (1402 + (=3+0)2=2(1+1)+4(-3+1)+4 = 0
L+ 4+ 42+ 142+ 2 49— 6t +17 =2t =2t — 1244t +4 = 0
6°+3=0
puisque la derniére équation n’admet pas de solution (A < 0) alors : (D1)N(S) = @
(D) ne coupe pas (S).
2) Déterminons ’intersection de la sphére (S) et la droite (D>) :

x =73t
. \ y=2
Résolvons le systeme :
7=—-2+t

Xy + 22 —2y+4z+4=0
remplagons x; y et z par 3t ; 2 et —2 +¢ dans I’équation de la sphere on trouve :
(3)2+22(=241)> —2x24+4(—241)+4 = 0
N> +4+4—4t+1>—4—8+4r+4 = 0

9 = 0
x=0
donc ¢ = 0 remplacons ¢ = 0 dans la représentation de la droite (D7) on trouve : y=2
7=-2

c’estadire : H(0;2;—-2) et (S)N(D2) = {H},
(D2) coupe (S) en un seul point H.

3) Déterminons I’intersection de la sphere (S) et la droite (D3) :
(

1
X:—E—th
1

Résolvons le systeme : y= 3 +3
z=-2
| 2y 422y +4z+4=0

1 1
remplacons x; y et z par ) +2t; 3 + 3¢ et —2 dans I’équation de la sphere on trouve :

1 LS 2 1
—5 ) H(5H3) H4-2x (g 43) 844 = 0

1 1 2
——2t—|—4t2+§—|—2t+9t2+4—5—6t—8—|—4 =0

* 11
13¢* — 6t — % = 0

OnaA=36—-4x13x _3_161 =36 — % = 181 > 0 alors la derniere équation admet deux
solutions distincts : 7] et 7,. remplagons dans la représentation de la droite (D3) on trouve :

xA:—%+2t1 xB:—%—i—th

yA=%+3t1 et y32%+3t2 c’est a dire :

A=-2 =2

A(—% +2ty; % +3t;-2) et B(—% + 2tp; % + 3t;—2) et donc (S)N(D,) = {A;B},

(D2) coupe (S) en deux points distincts A et B.
Autre méthode : voire la page 248 - math plus - 2 bac .
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11 CHAPITRE 11. LE PRODUIT SCALAIRE DANS L’ESPACE

Exercice :

x=—t
Déterminer I’intersection de la droite : (D)< y=1 ; r€R
7=—-2+4+2t

et la sphere (§) : x> +y? + 22 —2x+4y—62+1=0.

11.7 Intersection d’une sphere et d’un plan :

Proprieté 11.13
Soit S(€;R) une sphere et (P) un plan, et soit H la projection orthogonal de Q sur le plan (P),
posons d = d(Q;(P)) = QH. On a trois cas :

e Si:d <R, alors le plan (P) coupe la sphere (S) suivant un cercle (C) de centre H et de
rayon : r = VR2 —d?, (P)N(S) = (C)(H;r).

e Si:d =R, alors le plan (P) est tangente a la sphere ().
(P) coupe (S) en un seul point : (P)N(S) = {H}

e Si:d >R, alors le plan (P) ne coupe pas la sphere (S). (P)N(S) =9

d[Q:[P]}=H.Q=d d>R
d<R iy (5)
-:.‘\':| g T ) )
AN [ |
(S)N (P) = C(H; ) L
Le cercle de centre Hetﬂde rayonr: (8) N (P) = {H} (S)yN(pP) =2
r = \_.f' R2 — d2

Exercice :
1) Soit (S) une sphere d’équation : (S) : x> 4+ y? 4+ 7% +2x — 2y +2z— 1 = 0 et (P) le plan d’équa-
tion: (P):2x+y+2z—3=0
e Etudier I’intersection de (S) et (P).
2) Etudier I’intersection de la sphere (S) de centre ©(2;0;1) et de rayon : R = 3 avec le plan
d’équation : (P):x—2y+z+3=0
1
(S) : 2 +y?*+22 —2x+ 5= 0
3) Etudier I’intersection de la sphére (S) et le plan (P) tel que :
(P):x+y—z+1=0
Solution :

1) e Déterminons le centre et le rayon de la sphere (S) :

M(x;y;2) €(S) & X+y*+22+2x—2y+2z—-1=0
& 42+ 29+ +22-1=0
s x+1)P2—1+G-1)2=1+@z+1)*-1-1=0
& x+1)2+G-1)1>4+E+1)? =4
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2)

donc : QM? =4 ¢’est a dire : QM =2
et donc (S) est la sphere de centre Q(—1;1;—1) et de rayon : R=2

e Calculons la distance du point Q au plan (P) :
—2+1-2-3] 6
(0 (P)) = |22 |8 ) ona:d(@:(P) =2 =R
V22412422 3

donc le plan (P) est tangent a la sphere (S) en H le projeté orthogonal de Q sur (P) :

(8),~

(5)N (P) = {H}

e Déterminons les coordonnés de H :

e déterminons la représentation paramétrique de la droite (A) passant par Q et orthogonale au
plan (P) :

On sait que : 77 (2;1;2) est un vecteur normal au plan (P) donc c’est un vecteur directeur de la
droite (A), (car: (A)L(P))

x+1=2t x=—1+2¢
M(x;y;z)e(A)@(ﬁ:t-ﬁ/(z‘em@ y—1=t J(teR)& y=1+t /(t€R)
z+1=2 7=—1+2t
on a H est le point d’intersection de (A) avec (P) :
x=—14+2¢
y=1+t¢
M(x;y;2) € (A)N(P)< He (A) et He (P) & re 142

2x+y—2z-3=0
2
remplacons —1 427 ; 1 +1¢ et —1 +2¢ dans la derniere équation on trouve : t = 3
151
3’3’3
24143 6
e Déterminons la distance de Q au (P) :  d(Q;(P)) = P13 = — =6

V12422412 6

2 . .
remplacons : t = 3 dans la représentation paramétrique on trouve : H (

(8) N (P) = C(H: )

Le cercle de centre H et de rayon r:
r— 1/ R2 2
ona:d(Q;(P))<R=3 r=+vR—d
donc le plan (P) coupe la sphere (S) suivant un cercle de centre H le projeté orthogonal de Q
sur le plan (P) son rayon est : r = vVR? —d?

e déterminons lerayon r:  r=+vR?—d?=1/32— \/62 =vV9-6=3

e déterminons les coordonnés de H :
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e déterminons la représentation paramétrique de la droite (A) passant par Q et orthogonale au

plan (P) :
On sait que : 77 (1;—2;1) est un vecteur normal au (P) donc c’est un vecteur directeur de la
droite (A)
x=2+4t
M(x;y;z2)e(A) QM =1:-7 / (t€R) & y=—2t onaH estle point d’intersection
z+1l=1+¢

de la droite (A) avec le plan (P) on a:

xX=2+t

y= -2t
M(x;y;z) € (A)N(P)=HEe (A)etH e (P) < L4t

Z =

x—2y+z+3=0

remplacons : 2+ ; —2¢ et 1 +¢ dans la derniere équation on trouve : ¢t = —1
remplagons : t = —1 dans la représentation paramétrique on trouve : H (1;2;0) et le cercle

d’intersection est : C(H; \/§)

3) e Déterminons le centre et le rayon de la sphere (S) :

1
M(x;y;z) € (S) < x2+y2+zz—2x+§ =0

1
& (-1 4y +2= 5

1
posons : Q(1;0;0) on a : QM? = 3 c’est a dire : QM = donc : (S) est la sphere de centre :

Sl

1
Q(1;0;0) et de rayon R = —
(1;0,0) y 7
1+1 2
e Déterminons la distance de Q au plan (P) :  d(Q;(P)) = i+ 2 ona:d(Q;(P)) >R

1/1_2_!_12_|_12_\/§

|HH'1.'.

donc le plan (P) ne coupe pas la sphere (S). (S)N(P) =0

11.8 Equation cartésienne d’un plan tangent 4 une sphére en un
point

Proprieté 11.14
Soit S(€;R) une sphere de centre Q et de rayon R et A un point de S(Q;R).
Il existe un plan (P) unique tangent a (S) en A, c’est le plan perpendiculaire a la droite (QA) au

point A : MG(P)ﬁm-m=0
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(8), "
T .
\ T/ M(z;y;2) € (P) & AMI1AQ
— N
s oA e & AM-AQ =0

Exercice :

Déterminer 1’équation du plan (P) tangent a la sphere (S) en le point A dans les deux cas :

D (S):x>+y2+22-2x—2y—4=0; A(—1;2:1)
8 4
2) (S):x®+y2+22—4y+2z+1=0; A(—g;g;—l)
Solution

1) On a le centre de la sphére est : Q(1;1;0) donc :

M(x;y;z) € (P) < AM -AG =0
S (x+D)x2+(y=-2)x—-14+(z—=1)x—-1=0
& 2x—y—z+5=0

alors: (P):2x—y—z+5=0
2) faite le.

La série n° 11 :

L’espace est rapporté a un repere orthonormé (0;?; f%)

Exercice 1 : '

Etudier I’intersection de la sphére (S) et la droite (A) dans les cas suivantes :
x=2t
D (8):x24+y?+22+6x—4y—27=5; (A){ y=5+t /teR
z=1-2t

(

x=1+t¢
2) (8):xX+y*+72—2x+4y+2z—1=0; (A y=1—-¢t /teR
z=-2
x=1-—-2¢
3) (S):x>+y*+22—2x+4y+2z—1=0; (A y=1+4r /teR
7= -3¢t

x=5-3¢
4) ($):(x=1)2+(y—-22+E+1)>’=9; (A){ y=1-3¢ /teR

z=73
Exercice 2 : '

Etudier I’intersection de la sphére (S) et le plan (P) dans les cas suivantes :
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D (8):x2+y?2+22—2x427+1=0; (P):x—2y+2z—2=0
2) ()X +y*+22+2x—2:-7=0; (P):2x—z—-2=0
3) (S):(x—1)2+(—22+(z+1)2=9; (P):4x—y+4z+2=0
Exercice3:'

I) Etudier ’orthogonalité de les plans (P;) et (P;) dans les cas suivantes :
) (P):—2x+y+2z+1=0; (P):x—2y+4z—2=0
2) (P1):—2x+y+2z4+1=0; (P):x—y+z—2=0

IT) Déterminer les valeurs de m pour que (P;) L (P») dans les cas suivantes :
) (P):mx+y+3z+1=0; (P):x—2my+—-z—2=0
2) (Py):2mx+my+2z+1=0; (P):mx—6y+2z—5=0

Exercice 4 : '

1) Déterminer I’équation du plan (P) passant par A et de vecteur normal 7 dans les cas suivantes :
a) A(1;0;,-3) ;  1(2:3;1)
b) A(2;4;-5) ; #(1;-3;0)
c) A(1;0;0) ;  A(—2;—1;1)

2) Déterminer I’équation du plan tangente a la sphere (S) de centre (1;2; —1) au point B(2; —2;3)

3) Déterminer I’équation du plan tangente a la sphere (S) de centre Q(1;0;2) au point C(0;5;1)
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Devoir surveiller 3 S,

Exercice 1 (8 pts) I

1) Etudier P’orthogonalité de les plans (P;) et (P») dans les cas suivantes :
a)(P):—2x+y+2z+1=0; (P):x—2y+3z—2=0 1.25

b) (P): —2x+3y+2z+1=0; (P):x—2y+4z—-2=0 1.25

2) Déterminer les valeurs de m pour que (P;) L (P») dans les cas suivant :
a)(P):2x+y+3mz+1=0; (P):x—2my+z—2=0 1.25
b) (P):mx—4y+3z+1=0; (P):mx+my+z—5=0 1.5

3) Déterminer 1’équation du plan (P) passant par A et de vecteur normal 7i avec :
A(1;2;3) 5 #(1;3;—1) 1.25

4) Déterminer 1’équation du plan tangente a la sphere (S) de centre Q(1;2;—1) au point B(2;1;3) | 1.5

Exercice 2 (6.25 pts) I

1) Soit (S) la sphere de centre (0;1;2) et de rayon R = v/2 et le plan (P) d’équation :
(P):x—z4+4=0

a) Calculer d(Q; (P)), en déduire que (P) coupe la sphere (S) en un seul point H. 0.75

b) Soit (A) la droite passant par Q et perpendiculaire au plan (P),

xX=1
Montrer qu’une représentation de (A) est : (A) y=1 /JteR 0.75
7=2—t
¢) En déduire que les coordonnés de H sont H(—1;1;3) 0.75

2) Etudier I’intersection de la sphere (S) de ( centre Q et de rayon R ) et le plan (P) dans les
deux cas suivantes :

a) S(Q(1;2;—1);R=4) et (P):2x—y+2z—4=0 25

b) S(Q(1;0;1);R=2) et (P): —x+y—2z—3=0 1.5
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Exercice 3 (5.75 pts)'
Etudier I’intersection de la sphere (S) et la droite (A) dans les cas suivantes :
x=2+t
D) :(x=—12+>r-224+z-12=9; (A y=-2r /teR 2
=342t
x=1+4t¢
2)(8):x*+y*+22—2x—2z=0; (A){ y=1-r /t€eR 2
z=—1
x=4
3(S): x>+ (y+1)2+(z—1)2=4; (A y=—1—t JrteR 1.75
z=1—t

Solution de I’exercice 1 :

1) Etudier I’orthogonalité de les plans (P;) et (P;) dans les cas suivantes :
a) (P):—2x+y+2z+1=0; (P):x—2y+3z—2=0
ona:nj(—2;1;2) est normal au (P;) et 73(1; —2;3) est normal au (P»)
etona:ny-np =—-2—24+6=2=#0alors: (P}) et (Py) ne sont pas orthogonaux
b) (P1): —2x+3y+2z+1=0; (P):x—2y+4z—2=0
ona:nj(—2;3;2) est normal au (P;) et n>(1; —2;4) est normal au (P»)
etona:n)-np=—-2—6+8=0alors: A} L etdonc (P;) L (P).
2) Déterminons les valeurs de m pour que (P;) L (P,) dans les cas suivant :
a) (P1):2x+y+3mz+1=0; (P):x—2my+z—2=0
ona: n(2;1;3m) est normal au (Py) et nz(1;—2m; 1) est normal au (P»)

(Pl)_L(Pz) = 1 J_I’Tz

l

& =0
< 2-2m+3m=0
S m=2

b) (P)):mx—4y+3z+1=0; (P):mx+my+z—5=0
on a: 11 (m;—4;3) est normal au (P}) et 2 (m;m; 1) est normal au (P;)
(Pl)_L(Pz) <~ I’?]LITQ
& np-np=0
& m—4m+3=0
& m=1loum=3 (carA=1letmy=1; mp=3)
3) L’équation du plan (P) passant par A et de vecteur normal 7 avec : A(1;2;3) ; 7(1;3;—1)
M(x;y;z) € (P) & AM-7 =0
(x—1)x14+(Hy—2)x34+(z—-3)x—-1=0
x—143y—6—2z4+3=0
x+3y—z—4=0

t ¢
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4) TL’équation du plan (P) tangente a la sphere (S) de centre Q(1;2;—1) au point B(2;1;3)
M(x;y;z) € (P) & BM -BS =0
& (=-2)x(1-2)+G-Dx2-1D+(E+1)x(~-1-3)=0
& —x+2+4+y—1-47—-4=0
& —x+y—4z—-3=0

Solution de ’exercice 2 :
|XQ—ZQ+4| _|0_2+4|_ 2

(5)
Donc (P) coupe la sphere (S) en un seul point H. (S) N (P) ={H}

b) Soit (A) la droite passant par Q et perpendiculaire au plan (P),
Ona (A) L (P) alors 7i(1;0; —1) est un vecteur directeur de (A) car7i L (P)

x—0=t x=t
—
M(x;y;z2) € A) = QM =t /teR& y—1=0 t€R: Donc(A) y=1 /JteR
7—2=—t z=2—t
¢) On a H est le point d’intersection de (A) et (P), pour déterminer H il suffit de résoudre le
xX=t1
\ y=1 N
systeme : w remplacons x; y et z dans la derniere équation on trouve :
z=2—
x—z+4=0
t—(2—t)+4=0:donc:t=—1:
x=-—1
remplacons dans la représentation de (A) : y=1 donc : H(—1;1;3)
z=2—(—-1)=3
2o —yo+2z0—4] [2-2-2-4 6
2) a) Ona:d(Q;(P)):|xQ o+ 4 _ | 8 5 gy
V22 (—1)2 422 VO 3
Donc : (P) coupe la sphere (S) suivant un cercle (C) de centre H et de rayon r :
(s~
-l--_f_-p--"‘. ‘__-r_![][:r | __,, e ——__._.,.

(S) N (P) = C(H: )

Le cercle de centre H et de rayon r:

2 Bac - science exp Page 214 Pr. Ait iddir Younes



11

CHAPITRE 11. LE PRODUIT SCALAIRE DANS L’ESPACE

Ona:r=+v42-32=7
pour le point H : Soit (A) la droite passant par Q et perpendiculaire au plan (P),
On a (A) L (P) alors 7(2;—1;—2) est un vecteur directeur de (A) car i L (P) On a :

x=1+42t
(A) y=2—-t /JteR
z=—1+4+2¢
On a H est le point d’intersection de (A) et (P), pour déterminer H il suffit de résoudre le
x=1+2t
\ y=2-t NPT
systeme : f 14 remplacons x ; y et z dans la derniere équation on

2x—y+2z—4=0
trouve : )
2(1+42t)—(2—1t)4+2(—142t)—4=0:donc:t = 3 :

x—z
B
remplacons dans la représentation de (A) : y:§ donc : H (—'—'—)
1
‘T3
|—xo+yo0—220—3] |-14+0—-2-3] 6
b) Ona:d(Q;(P)) = = =—=vV6>R=2
VEDZTH 124 (-2)2 V6 V6
|,L:'1 = a T
P H
S)N(P) =92

Donc : (P) ne coupe la sphere (S) :

Solution de ’exercice 3 :

Etudier I’intersection de la sphere (S) et la droite (A) dans les cas suivantes :

x=2-+t

D) :(x=1)2+1-22+Ez-1>=9; (A y=-2r /teR

=342t
remplacons x ; y et z dans I’équation de la sphere on trouve :

2+t—1)74 (=2t =2)>+(3+2t—1)* =
t+ 1)+ (=22 +1)* 422+ 1) =
P42+ 1447+ 8t 44447 + 8t +4 =
92 +18+9 =

9(r+2)

S O O O O

Donc ¢t = 0 ou t = —2 alors la droite (A) coupe la sphere (S) en deux points :
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(5)

(D) “H
(D) coupe (S) en deux pointes A et B
- remplacons 7 par 0 dans la représentation de (A) : on trouve A(2;0;3)
- remplagons 7 par —2 on trouve B(0;4;—1)
x=1+t1
2) (S):x*+y?+722-2x—2z=0; (A y=1—t /teR
7= —t
remplagons x; y et z dans I’équation de la sphere on trouve :
(1402 +(1 =)+ (=)>=2(1+1)—=2(—t) = 0
P42+ 142 =2+ 141> —2-204+2t = 0
37 = 0

Donc 7 = 0 alors la droite (A) coupe la sphere (S) en un seul point :

(S)
o) H
(D) est tangente a (S)

(D) coupe (S) en un seul point

- remplacons 7 par 0 dans la représentation de (A) : on trouve H(1;1;0)

x=4
3) (S): x>+ +1)2+(z—-1)2=4; (A y=—1—t /teR
z=1—t
remplacons x ; y et z dans I’équation de la sphere on trouve :

I
n

By (—1—1+1)24(1—1—1)?
16+2+1> = 4
212 =12

impossible donc 1’équation n’admet de solution dans R alors (A) ne coupe pas la sphere (S)
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(S)

(D) H
(D) ne coupe pas (S)
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Devoir surveiller 2 - Modele C

Exercice 1 (6.5 pts) I

1) Etudier ’orthogonalité de les plans (P;) et (P;) dans les cas suivantes :

a)(P1):2x—y+3z+1=0; (P):—x+y+z—2=0 1.25
b) (P1): —2x+2y+z+1=0; (P):x—2y+2z—2=0 1.25
2) Déterminer la valeur de m pour que (P;) L (P,) le cas suivant :
(P):2x+y+mz+1=0; (P):3x—2my—z—2=0 1.25
3) Déterminer 1’équation du plan (P) passant par A et de vecteur normal 7 avec :
A(1;2;3) 5 #A(—1;2;0) 1.25

4) Déterminer 1’équation du plan tangente a la sphere (S) de centre Q(3;1;—1) au point B(2;1;0) | 1.5

Exercice 2 (4.5 pts) I

1) Soit () la sphere de centre Q(1;2;3) et de rayon R = /3 et le plan (P) d’équation :
(P):x+y—z+3=0

a) Calculer d(Q; (P)), en déduire que (P) coupe la sphere (S) en un seul point H. 0.75
b) Soit (A) la droite passant par Q et perpendiculaire au plan (P),
x=1+t
Montrer qu’une représentation de (A) est: (A)s y=2+¢t /t€R 0.75
7=3—t
¢) En déduire que les coordonnés de H sont H(0;1;4) 1
2) Etudier I’intersection de la sphere (S) et la droite (A) dans le cas suivante :
x=1+t
DES):(x=1)2+(y—22+(z-3)2=3; (A y=2+4r /teR 2
z=3—1
Exercice 3 (4.5 pts)
1) a) Donnée la solution général de I’équation différentielle : (Ej) : 3y’ — 6y’ +12 = 0. 0.75
b) Déterminer la solution de (E}) qui vérifier : y(0) = 5. 0.75
2) a) Donnée la solution général de I’équation différentielle : (E;) :y" — 6y’ +8y =0 1.5
0)=3
b) Déterminer la solution particulier de 1’équation : (E>) qui vérifier la condition : { y’((())) 1.5
y g
Exercice 4 (4.5 pts) I
Soit g la fonction définie sur [0;2] par : g(x) = xe* et (Cy) sa courbe représentative dans un repere
orthonormé (0;7; ) (|[i]| = ||j|| = 1cm) .
2
1) En utilisant la méthode de I’intégration par parties montrer que : / g(x)dx = e +1 1.25
0
2) Déduire la valeur moyenne de g sur I’intervalle [0;2], 0.5
2 S¢* —1
3) En utilisant la méthode de I’intégration par parties montrer que : / ¥y =25 7] 2
0

4) En déduire la valeur du volume de solide engendré par la rotation de la courbe (Cy) sur [0;2] | 0.75
autour de I’axe des abscisses, exprimer en unité de volume
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Devoir surveiller 2 - Modéle B

Exercice 1 (6.5 pts) I

1) Etudier ’orthogonalité de les plans (P;) et (P;) dans les cas suivantes :
a)(P):2x+y—z+1=0; (P):x+3y+2z+3=0 1.25
b)(P):x—2y+z—4=0; (P):x+y+z—6=0 1.25

2) Déterminer la valeur de m pour que (P;) L (P,) le cas suivant :

(P) :mx+y+3z+1=0; (P):mx—4y+z—2=0 1.25

3) Déterminer 1’équation du plan (P) passant par A et de vecteur normal 7i avec :
A(2;3:4) 5 #(1;2;—1) 1.25
4) Déterminer 1’équation du plan tangente a la sphere (S) de centre Q(2;1;2) au point B(1;—1;0) | 1.5

Exercice 2 (4.5 pts) I

Soit (S) la sphére de centre Q(2;1;2) et de rayon R = /3 et le plan (P) d’équation :
(P):x—y—2z—2=0

1) a) Calculer d(Q;(P)), en déduire que (P) coupe la sphere (S) en un seul point H. 0.75
b) Soit (A) la droite passant par Q et perpendiculaire au plan (P),
x=2+t
Montrer qu’une représentation de (A) est: (A)¢ y=1—¢t /t€R 0.75
z=2—t
¢) En déduire que les coordonnés de H sont H(3;0;1) 1
2) a) Déterminer une équation de la sphere (S) 0.5
b) Etudier I’intersection de la sphere (S) et la droite (A) 1.5
Exercice 3 (4.5 pts) I
1) a) Donnée la solution général de I’équation différentielle : (Ey) : 2y —4y' —6 =0. 0.75
b) Déterminer la solution de (E;) qui vérifier : y(0) = 3. 0.75
2) a) Donnée la solution général de I’équation différentielle : (E;):y' —4y' +4y=0 1.5
0)=2
b) Déterminer la solution particulier de ’équation : (E3) qui vérifier la condition : { y/((())) 3 1.5
y g

Exercice 4 (4.5 pts) I

. . Lps 1 £ . N
Soit g la fonction définie sur [0;4] par : g(x) = xe2” et (C,) sa courbe représentative dans un repere

orthonormé (0;7;7) (|[1]] = ||/ ;lcm) .
1) En utilisant 1a méthode de I’intégration par parties montrer que : / ) g(x)dx =4+ 4¢° 1.25
2) Déduire la valeur moyenne de g sur I’intervalle [0;4], " 0.5
3) En utilisant la méthode de I’intégration par parties montrer que : /0 ) x*efdx = 10e* —2 2

4) En déduire la valeur du volume de solide engendré par la rotation de la courbe (Cy) sur

[0;4] autour de 1’axe des abscisses, exprimer en unité de volume 0.75
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Devoir surveiller 2 - Modéle A

Exercice 1 (6.5 pts) I

1) Etudier ’orthogonalité de les plans (P;) et (P;) dans les cas suivantes :

a) (P1):2x+2y—3z+1=0; (P):x+2y+2z+3=0 1.25
b)(P):3x—y+z—4=0; (P):x+y+2z—6=0 1.25
2) Déterminer la valeur de m pour que (P;) L (P,) le cas suivant :
(P):2mx+y+mz+1=0; (P):mx—4y+2mz—2=0 1.25
3) Déterminer 1’équation du plan (P) passant par A et de vecteur normal 7 avec :
A(1;2;3) 5 #A(—1;3;1) 1.25

4) Déterminer 1’équation du plan tangente a la sphere (S) de centre Q(3;1;—2) au point B(2;1;1) | 1.5

Exercice 2 (4.5 pts) I

Soit () la sphere de centre Q(2;1; —2) et de rayon R = 2+/3 et le plan (P) d’équation :
(P):x+y—z+1=0

1) a) Calculer d(2; (P)), en déduire que (P) coupe la sphere (S) en un seul point H. 0.75
b) Soit (A) la droite passant par Q et perpendiculaire au plan (P),
xX=2+t
Montrer qu’une représentation de (A) est: (A)s y=1+t /teR 0.75
7=-2—t
¢) En déduire que les coordonnés de H sont H(0; —1;0) 1
2) a) Déterminer une équation de la sphere () 0.5
b) Etudier I’intersection de la sphere (S) et la droite (A) 1.5
Exercice 3 (4.5 pts) I
1) a) Donnée la solution général de 1’équation différentielle : (E;) : 2y’ — 6y +10=0. 0.75
b) Déterminer la solution de (E;) qui vérifier : y(0) = 3. 0.75
2) a) Donnée la solution général de 1’équation différentielle : (E) :y” — 6y’ +9y =0 1.5
0)=-1
b) Déterminer la solution particulier de 1’équation : (E,) qui vérifier la condition : { yl(( (3 =1 1.5
y =
Exercice 4 (4.5 pts) I
Soit g la fonction définie sur [0;2] par : g(x) = xe2¥ et (C,) sa courbe représentative dans un repere
orthonormé (0;7; ) (|[i]] =||j]| = 1em) .
2
1) En utilisant la méthode de I'intégration par parties montrer que : / g(x)dx=4 1.25
0
2) Déduire la valeur moyenne de g sur I’intervalle [0;2], 0.5
2
3) En utilisant la méthode de I’intégration par parties montrer que : / x’efdx =2¢* -2 2
0
4) En déduire la valeur du volume de solide engendré par la rotation de la courbe (Cy) sur
[0;2] autour de 1’axe des abscisses, exprimer en unité de volume 0.75
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CHAPITRE 12
LE PRODUIT VECTORIEL

On note (E) I’ensemble des points de 1’espace, et (74) 1’ensemble des vecteurs de 1’espace.

12.1 Le triedre ; orientation de I’espace ; repere et base orientés

12.1.1 Le triedre :

Définition 12.1
Soient [0x) ; [oy) et [0z) trois demi-droites de I’espace ayant méme origine o et non coplanaires :
e Les trois demi-droites [ox); [oy) et [oz) dans cet ordre constituent ce que 1’on appelle
triedre et qu’on désigne par (ox;0y;0z).
e Les trois demi-droites [ox) ; [oy) et [oz) s’appellent arétes du triedre.

I ==-----

12.1.2 Orientation de I’espace :

Soit (ox;0y;0z) un triedre. Un observateur d’ Ampere pour ce triedre est un personnage placé le
long de [0z), les pieds en o et qui regarde dans la direction de [ox).
Le plan (xoz) partage 1’espace en deux demi-espace : I’'un des demi-espace est a gauche de I’observa-

teur, I’autre a sa droite.
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12 CHAPITRE 12. LE PRODUIT VECTORIEL

Définition 12.2

e Si [0y) est dans le demi-espace a gauche de I’observateur (fiqure 1), on dit que le triedre
(ox;0y;07) est direct ou positif.

e Si [0y) est dans le demi-espace a droite de I’observateur (fiqure 2), on dit que le triedre
(ox;0y;0z) est indirect ou négatif.

O

o
P
v o

figure 2 figure 1
(ox;oy;0z2) est indirect (ox;oy;oz) est direct

12.1.3 Base et repere orientés :
Définition 12.3

- -5 > — - — = -
Soit (O;1; j; k) un repere de 1’espace et I ; J et K les points définis par: Ol =i; OJ = j et 07 =k
e On dit que le repere (O;1; j;k) ou que la base (7; j;k) sont directs si le triédre (OI;0J; OK)

k

J
est direct. I/{L_\

e On dit que le repere (0,7,},75) ou que la base (?ﬁ

; ],%) sont indirects si le triedre
I‘,
(OI;,0J; 0K) est indirects. I

e On dit que I’espace est direct ou orienté positivement s’il est muni d’un repere direct.

12.2 Le produit vectoriel :

Dans ce qui suit, on considere I’espace orienté positivement c’est a dire muni d’un repere direct.
Définition 12.4

Soient i ; V deux vecteurs de 1’espace. On appel produit vectoriel de i et V (dans cet ordre) le
vecteur noté : i AV défini ainsi :

e Lorsque i et v sont colinéaires : i AV =0

e Lorsque i et V ne sont pas colinéaires :

e 1 AV est orthogonal a i et a v (direction du vecteur # A V),

e (ii;V;U AV) est une base directe (sens de i A V),

o |[iAV] = ||| x ||V||sin(B) (norme de # A V), ot O est mesure de 1’angle (I/T,\V>
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12 CHAPITRE 12. LE PRODUIT VECTORIEL

Exemples :
/ﬁ*
e Si (i j;k) une base orthonormale directe : <2 alors :
o?/\fzk ; ]/\k—l k/\l—] ;
o Ni=—k ; kNj=—1 ; iNk=—]
e Siii; V sont orthogonaux et unitaires, alors (if; V;i A V) est une base orthonormale directe.

12.3 Propriétés du produit vectoriel

12.3.1 Aire et norme du produit vectoriel :

Définition 12.5
e [’aire du triangle ABC est : S (ABC) =

e L’aire du parallélogramme ABCD est : SABCD) = ||zﬁ NAC [

AB;\AC’T
A

H'l 95
I

C

1
Remarque : L’aire de ABC est : S4pc) = EAB AC - sin(ﬂé)

12.3.2 Colinéarité, alignement et produit vectoriel :

Proprieté 12.1
e Soit i et V deux vecteurs de 1’espace,ona: AV = 0 SietV sont colinéaires.

e Trois points A, B et C de I’espace sont colinéaire < f@ /\R = O

—

Remarques: #A0=0 ; OAdZ=0 et #Ai=0.

12.3.3 Propriétés algébriques :

Proprieté 12.2

Soient ii ; V et w trois vecteurs de ’espace etov € Ron a :

=—VAu

et (o) A\V=o(uUANV).
v
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12 CHAPITRE 12. LE PRODUIT VECTORIEL

Exercice :

Sachant que (7, Ji 75) est une base direct : calculer les produits vectoriels suivants :
iN3] 0 (Bj42K)A20 5 (20— )AE+3k) 5 (IA])A3K.

12.3.4 Expression analytique du produit vectoriel :

Proprieté 12.3

Soient i et V deux vecteurs de coordonnés respectifs : i(x;y;z) et ¥(x';)’;Z') dans une base ortho-
normale directe.

Le vecteur : i AV a pour coordonnés : (y7' —zy';zx' — xz/;xy" — yx').

Remarque : Si i(x;y;z) et V(x';y';7’) alors :

UNV = (d+yj+zk)A(xi+Y]+7k)

— —
] +

k

x x

/
Yy
= (v —2)i+ (X —xd)J+ (xy —yx)k

y ¥ x x

—
l —
z 7

z 7

e
i c k

9 b

—
J

)

Considérons dans toute la suite 1’espace est rapporté a un repere orthonormale (O;
Exemples :
1) Si 7(1;2;0) et 7(—2;—1; 1) :alorsona:

1 -2
2 —1

1 -2
0 1

2 -1
1

-

—
_ 7 X

UNY =

%
donc: WAV = 2?—7—#3 k c’estadire: 7/\7(2;—1;3)
2) Soit:A(0;2;1) et B(0;—3;2) et A(1;2;1) : pour calculer I’aire du tringle ABC il faut :
e déterminer: AB et A
e calculer le produit vectoriel : ABNAC puis calculer la norme : ||ﬁ NAC |

1
e I’aire du triangle (ABC) est: S = EHE /\RH

12.4 Application du produit vectoriel :

12.4.1 Equation d’un plan définie par trois points non alignées :

Proprieté 12.4
Soient A ; B et C trois points non alignées alors :
AB A AC

[ ——> e —_—
M(z;y;z) € (ABC) < (ABA AC) 1AM

A\

(ABC)

M M

& (TBAE)-AM:U

—
<E /\R) -AM = 0 : cette équation détermine I’équation du plan : (ABC).
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12 CHAPITRE 12. LE PRODUIT VECTORIEL

Remarque :

Le plan (ABC) est diriger par les deux vecteur : 1@ et R ,etona:

<1@ NAC ) 1ABet (1@ NAC > 1AC donc le vecteur : AB AAC est normal sur (ABC).

Exemple :
Soit : A(1;2;3) et B(l;—1;1) et A(2;1;2); Déterminons une équation cartésienne du plan :
(ABC) :
— —
Ona:M(x;y;z) € (ABC) < (AB/\R) -AM =0
donc il_fe)tut déterminer d’abord le produit vectoriel : zﬁ /\R :
ona:AB(0;—3;-2) et zﬁ'(l;—l;—2) donc :

ABNAC =

-3 -1
-2 =2

—

— 0 1
R R

— 0 1
l_
2 2
%
donc: ABAAC =47 —27 43K cestadie: ABAAC(4;—2:3)

M(x;y;z) € (ABC) < (ﬁ/\ﬁ) AM =0
& 4(x—1)—2(y—2)—3(z+3)=0
< 4dx—2y—3z—-9=0
et par suite : (ABC) :4x—2y—3z—9=0

12.4.2 Intersection de deux plans :

Proprieté 12.5
Soient : (P):ax+by+cz+d=0 et (P):dx+by+cz+d =0
Ona:ii(a;b;c) L(P) et n'(d;b;c')L(P):

e Si: (P)N(P) = (D) alors 7i An’ est un vecteur directeur de (D).

e Si:iiAn =0alors (P)N(P)=2 ou (P)=(P).

Exemple :

Déterminons I’intersection des deux plans : (P) : x+2y—2z+3=0 et (P'):4x—4y+2z—5=0
En effet on a : 7i(1;2; —2) est un vecteur normal sur le plan (P) et

ii'(4;—4;2) est un vecteur normal sur le plan (P')

alors si le vecteur : iA# #0;

i AT est le vecteur directeur de la droite (D) Iintersection de (P) et (P').
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CHAPITRE 12. LE PRODUIT VECTORIEL

Exercice :

Considérons les deux plans :

(P):2x+y—z+1=0 et (P):x—2y+3=0

1) Donner un vecteur 7 normal au plan (P), puis vecteur 7’ normal au plan (P').
2) Calculer : 7i A7’ puis déduire que (P) N (P') = (D), avec (D) une droite.

3) Vérifier que : A(—1;1;0) € (D)

4) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (D).

Proprieté 12.6

Soit (D) une droite passant par le point A et de vecteur directeur i, et soit M un point de ’espace,

on a : la distance du point M a la droite (D) est :

Déterminons : d(M; (D)) =?

1 -1 |—=

%
K=67+ ] +6K

—
[|JAM A ||
d(M;(D)) = ——=—
]|
Exemple :
x=2—t
Considérons : M(3;2;—1) et (D) y=2t
z=1+4t
on a (D) est la droite passant par A(2;0; 1) et de vecteur directeur i(—1;2;1), alors :
2 2 1 -1
AMAT = T -
-2 1 -2 1

donc :

2

one
IAMA || = V2 +124+62=+/73 et ||U||=vV12+22+12=1/6 donc:

Y
atoas(oy = IAAEL 2

12.4.3 La série des exercices :
2

Dans I’espace rapporté a un repére orthonormé
direct (0 , i , j_',IT , on considére les points
A(2,1,3) , B(3,1,1),C(2,2,1) et la sphére (S)
d’équation : x> +y*+2% —2x+2y—-34=0.

1) a) Montrer que ABAAC=2i + ZE +k
en déduire que les points A, B et C sont non
alignés.

b) Montrer que 2x+2y+z-9=0 est une
équation cartésienne du plan (ABC).

Exercice 2

Dans I’espace rapporté a un repére orthonormé
direct \O,i ,j ,k J, on considére les points
A(1:3:4) et B(0:1:2).

1) a) Vérifier que OA AOB =2i -2 + k .

b) Montrer que 2x—2y +z =0 est une équation

cartésienne du plan (OAB).
2) Soit (S)la sphere d’équation :

Site : maths-inter.ma -Bac 2016 - Ss1 2 1

2) a) Montrer que le centre de la sphére (S) est
Q(1,-1,0) et que son rayon est 6.

b) Montrer que d(,(ABC))=3 , en déduire
que le plan (ABC) coupe la sphére (S) suivant un
cercle(I").

3) a) Déterminer une représentation paramétrique
de la droite (A) passant par Q et perpendiculaire

au plan (ABC).
b) Montrer que le centre du cercle (I') est le
point B .

Site : maths-inter.ma -Bac 2016 - 552 2 _

X 4y 42 —6x+6y—6z+2=0
Montrer que le centre de la sphére est (3;-3;3)et
que son rayon est 5.
3) a) montrer gue le plan (P)est tangent a la
sphére(S).
b) Déterminer les coordonnées du point de
tangence H du plan (P) et de la sphére (S) .
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CHAPITRE 12. LE PRODUIT VECTORIEL

Exercice 2

L’espace est rapporté a un repére orthonormé
direct (0 A i, IT) . Soit (P)le plan passant par
le point A(0,1,1)et dont un vecteur normal est
E(l ,0,-1) et soit(S) la sphére de centre

€(0,1,—1)et de rayon J2.
1) a) montrer que x—z+1=0 est une équation
cartésienne du plan (P).

b) Montrer que le plan (P) est tangent a (S)au
2

L’espace est rapporté a un repére orthonormé
direct {0 ,F ,T,IT) . Soit (S) la sphére d’équation
x*+y*+2°-2x—-2y—-2z-1=0 et (P) le plan
d’équation y—-z=0 .

1) a) montrer que le centre de la sphére(S) est le
point  (1;1;1)et que son centre est 2.

b) Calculer la distance d(€2,(P)) , en déduire
que le plan (P) coupe la sphére (S) suivant un
cercle (C) .

¢) déterminer le centre et le rayon du cercle (C) .

Exercice 2

Dans I’espace rapporté a un repére orthonormé

direct (O . i 5 f, K ), on considére les points

A0,-2,-2), B(1,-2,-4) ,C(-3,-1, 2)

1) Montrer que ABAAC =21 + 2? + K eten

déduire que 2x+2y+z+6=0 est une équation

cartésienne du plan (ABC).

2) Soit la sphére (S) dont une équation est:
X +yi4z’-2x-22-23=0

Vérifier que la sphére (S)a pour centre Q(1,0,1)et

L’espace est rapporté a un repere orthonormé

direct {O ,r ,j_.,k_.) .Soit (S) la sphére de centre
€(2,1,2)et de rayon 3 et (P)le plan passant par

le point A(-1,0,3) et dont un vecteur normal est

u4,0,-3).

1) Montrer que I’équation cartésienne de la sphére
(S)est: x> +y> +2z> —dx—=2y—-4z=0

2) Vérifier que 4x—3z+13=0 est une équation
cartésienne du plan (P).

Site : maths-inter.ma -Bac 2017 - 551 2

Site : maths-inter.ma -Bac 2017 - Ss2 2

Site : maths-inter.ma -Bac 2018 - 5s1 2

Site : maths-inter.ma -Bac 2018 - 5s2 2

point B(-1,1,0).
2) a) Déterminer une représentation paramétrique
de la droite (A) passant par le point A et
orthogonale a (P).

b) montrer que (A)est tangent a la sphére (S) au
point C(1,1,0).
3) Montrer que OC AOB =2k .
En déduire I’aire du triangle OCB.

2) Soit (A)la droite passant par le point A (1;-2:2)
et orthogonale a(P).

a) montrer que E([I, 1,-1)est un vecteur
directeur de(A).

b) Montrer que HQ—A.AEH=\E”;

que la droite (A) coupe la sphére(S) en deux
points.

¢) Déterminer les coordonnées des points
d’intersection de(A) et (S)

, en déduire

pour rayon R=35,
3) a) Déterminer une représentation paramétrique
de la droite (A) passant par Q et perpendiculaire

au plan (ABC).

b) Déterminer les coordonnées de H point
d’intersection de la droite (A)et du plan (ABC).
4) Montrer que d(Q2,(ABC))=23 , puis montrer
que le plan (ABC) coupe la sphére(S) selon un
cercle de rayon 4, dont on déterminera le centre.

Xx=2+4t
3) a) Vérifier que {y=1

z=2-3t
représentation paramétrique de la droite (A)

passant par le point Q et orthogonale a(P).

b) Déterminer les coordonnées du point
Hintersection de la droite (A) etle plan (P).

¢) Calculer d(€2,(P))
d) montrer que (P) est tangent a la sphére (S)en
un point & déterminer .

(teIR) , est une
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CHAPITRE 13
CALCUL DE PROBABILITE

13.1 Dénombrement :

13.1.1 Le principe fondamental du dénombrement :

Définition du dénombrement 1
le dénombrement c’est la détermination du nombres de possibilité d’une expérience

a) Cas simple

> Le nombre de résultats possibles du lancement d’une piece de monnaie est N = 2.

> Le nombre de résultats possibles du lancement d’un dé a six faces numérotées de 1 a 6 est
N =6.

> Le nombre de résultats possibles du tirage d’une carte d’un sac contenant dix cartes est N = 10.

> En général, le nombre de résultats du choix d’un objet parmi p objets est N = p.

b) Cas composés : le principe fondamental du dénombrement :

Si une procédure peut étre découpée en deux étapes, et qu’il y a m facons possibles de réaliser la
premiere étape, et qu’il y a n fagons possibles de réaliser la seconde €tape, alors la procédure peut étre
accomplie de n x m facons.

En général on la définition suivante :

Définition (Principe fondamental du dénombrement) 1
Si une procédure peut étre découpée en p étapes,

et qu’il y a n fagons possibles de réaliser la premiere étape,
et qu’il y a np fagons possibles de réaliser la seconde étape,

et qu’il y a n,, fagons possibles de réaliser la p“"*¢ étape,

alors la procédure peut étre accomplie de ny x np X - -+ X n, fagons.

Exemple 1

Considérons I’expérience suivante dont la réalisation est découpée en trois étapes :
On lance en I’air un dé€ a six faces ( de 1 a 6) Puis on lance une piece de monnaie ( P ou F) On tire
une boule d’un sac contenant 10 boules.
Le nombre de possibilités est : N = 6 x 2 x 10.
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13 CHAPITRE 13. CALCUL DE PROBABILITE

Exemple 2

Un code comporte trios chiffres distincts deux a deux et non nuls. Combien peut-on former de
codes distincts ?
Choix du premier chiffre on a 9 possibilité (Parmi des nombres 1;2;3:4;5;6:7;8;9)
Choix du deuxieme chiffre on a 8 possibilité et choix du troisieme chiffre on a 7 possibilité.
Donc d’apres le principe fondamental de dénombrement le nombre de possibilité est : 9 x 8 x 7 = 504
codes distincts.

13.1.2 Arrangement et permutation

Soit E un ensemble de n éléments, on veut constitué¢ un ensemble a p éléments distincts dans un
ordre déterminer avec p < n.
Chaque ensemble ainsi constitué (p-liste) est appelé arrangement de p éléments.

Définition 13.1

Soient p et n deux entiers naturels avec 1 < p < n, et E un ensemble fini de n éléments.

e Tout choix ou tirage successif et sans remis de p éléments distincts deux a deux parmi n élément
est appelé arrangement 2 p élément ou un p-arrangement.

e Tout arrangement a n élément est appelé permutation a n éléments.

Remarque :

L’ordre est trés important dans tout arrangement.

Théoreme 13.1

Soient p et n deux entiers naturels avec 1 < p < n, et E un ensemble fini de n éléments.

Le nombre d’arrangement d’un ensemble a p éléments est égal a n(n—1)---(n— p+ 1), noté
AL

Le nombre d’arrangement d’un ensemble a n éléments est égal an(n—1)---2x 1 = AL
(Onnoté A? =n!)

Remarques
Soient p et n deux entiers naturels avec 1 <p<n, A= n(n—-1)---(n—p+1)
p est le nombre de?acteurs du produit
Exemples
Ag = Sx4x3 = ...., le produit commence par 5 et le nombre de facteurs est 3.
—

lenombre de facteurs est 3
Ag = I9x8xTx6 = ...., le produit commence par 9 et le nombre de facteurs est 4.
lenombre de facteurs est 4
Cas particulier si p = n, (A}l noté n!) est égale an(n—1)---2 x 1, le produit commence par n.
Par exemples :Ag:6><5>< ---1:...etA%8: 10><9><---1:...etAH =11x10x---1=..

Exemple d’application

Combien de nombres de trois chiffres peut-on écrire avec des chiffres impairs tous distincts ?
On choisit en fait trois chiffres impairs distincts ordonnée parmi 1’ensemble des chiffres impaires
E={1:3;5;7;9}, (le nombre d’éléments de E est 5, donc n = 5 et p = 3, ’ordre est important),
alors le nombre de possibilités est : Ag =35%x4x3=060.
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13 CHAPITRE 13. CALCUL DE PROBABILITE

13.1.3 Combinaison

Définition 13.2

Soient n € N* et E un ensemble finie de n éléments et p un entier vérifiant 1 < p < n.

On appelle combinaison de p éléments de E toute partie (ou tout sous-ensemble) de E possédant
p €lément.

Théoreme 13.2
Soient n € N* et E un ensemble finie de n éléments et p un entier vérifiant 1 < p < n.

. ) Al n!
Le nombre de combinaison de p éléments parmi n éléments est égal a —': = ﬁ noté Cj,.
p!  pln—p)!

Remarque :

C/ présente le nombre de facons de choisir p objets parmi n (1’ordre n’est pas important et il n’y
a pas de répétition).

Exemple :

Dans une classe de 12 éleves, le professeur voulait choisir trois éleves pour faire une tiche,
(L’ ordre n’est pas important car les trois éleves feront la méme tache),

A}, 12x11x10 1320
alors le nombre de choix possible est : Cf’z = 3—1'2 = 3>; > ><X1 = = 220.

Proprietés 1
Pour tout entier n et tout entier p telque 1 < p <n,ona:

n! .CP:n—!zA_g
(n—p)! p!(n—p)! P!
o¥=A0=1lect0l=1.  oCl, =Cl+Cl".

n

oCl=Cl'=n; oCl=Cy" eAl=

13.1.4 Type de tirage

Une urne contient n boules 2 .
n=10 S Mais de quelle
= p! .
On tire p boules de 1’'urne % fagon *
p=3 |-
' d
1Quesbbn . On tire Question : On tire :gguesb'on . On tire
simultanément p=3 boules de succéssivement et sans remise | succéssivement et avec remise
I'urne ; Quel est le nombre de p=3 boules de 'urne ; Quel est | p=3 boules de l'urne ; Quel est
cas possibles ? le nombre de cas possibles ? le nombre de cas possibles ?

En effet :
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1) On tire simultanément p = 3 boules de I'urne (n = 10), (donc les boules sont choisis sans
ordre),
Ajy  10x9x8

= = 120.
3! 3x2x1 0

Les choix simultanés de 3 boules parmi les 10 boules est : C %0 =

En général :
Proprieté 13.1
Le nombre de tirage simultanés de p éléments parmi n est : Ch.

2) Ontire successivement et sans remise p = 3 boules de 1’'urne (n = 10),
(donc I’ ordre des boule est tres important mais il n’y a pas de répétition),
Les choix successivement et sans remis de 3 boules parmi les 10 boules est : A5y =10x 9 x 8 =
720. (ici on a appliquer le principe fondamental de dénombrement).
Le choix du premier boule on a 10 possibilités et le deuxieéme on a 9 possibilités et le troisieme
on a 8 possibilités. (donc le nombre de possibilités est 10 x 9 x 8 = A%o ).
En général :
Proprieté 13.2
Le nombre de tirage successivement et sans remise de p éléments parmi n est : AL,

3) On tire successivement avec remise p = 3 boules de I'urne (n = 10),
(donc I’ordre des boule est trés important et il n’y a de répétition des boules (tirage avec remis),
Les choix successivement avec remis de 3 boules parmi les 10 boules est : 10°=10x10x10=
1000. (ici on a appliquer le principe fondamental de dénombrement).
Le choix du premier boule on a 10 possibilités et le deuxieme on a 10 possibilités et le troisieme
on a 10 possibilités. (tirage avec remis, donc le nombre de possibilités est 10 x 10 x 10 = 10%).
En général :
Proprieté 13.3
Le nombre de tirage successivement avec remise de p éléments parmi n est : n”.

Exercice

: Une urne contient n boules (n = 11); (4 Rouges); (5 verts) et (2 bleus)
I) On tire simultanément p = 3 boules de 1’urne,

1) Quel est le nombre de choix possible ?

2) Quel est le nombre de choix de 3 boules rouge ?

3) Quel est le nombre de choix de 3 boules de méme couleur ?

4) Quel est le nombre de choix de 3 boules de couleurs différents ?

5) Quel est le nombre de choix de 3 boules de couleurs différents deux a deux ?

6) Quel est le nombre de choix de 2 boules rouges et un boule bleu ?
IT) On tire successivement et sans remis p = 3 boules de I'urne, (Répondez aux mémes questions) ?
IIT) On tire successivement avec remis p = 3 boules de I’urne, (Répondez aux mémes questions) ?
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Autres exercices :

Exercice 1 (14 pts) I

Une urne contient 12 boules (n = 12); (4 verts) ; (6 rouges) et (2 bleus)
On tire simultanément p = 3 boules de 1’urne,

1) Quel est le nombre de tirages possible ?

2) Quel est le nombre de tirages de 3 boules de méme couleur ?

3) Quel est le nombre de tirages de 3 boules de couleurs différents ?

4) Quel est le nombre de tirages de 3 boules de couleurs différents deux a deux ?
5) Quel est le nombre de tirages de 2 boules vertes exactement ?

6) Quel est le nombre de tirages de 2 boules rouges au moins ?

7) Quel est le nombre de tirages d’une boule blue et deux vertes ?

8) Quel est le nombre de tirages d’une boule rouge au plus ?

1.5

1.5

L.5

1.5

Correction de ’exercice 1

Une urne contient 12 boules (n =12); (4 verts) ; (6 rouges) et (2 bleus) @ On tire_simultanément

3 boules de ’urne :

A}, 12x11x10 1320
1) Le nombre de tirages possibles est : sz = % = 3ol — 6 - 220

2) 000 ou ... Le nombre de tirages de 3 boules de méme couleurs est :
6x5x4 4x3x2
C+Ci = =20+4 =24
6T T a1 Taxaxd *

Le nombre de Le nombre de tirages Le nombre de tirages
3) tirages = de boules + de boules de
Possibles de méme couleurs couleurs différentes

Donc le nombre de tirages de 3 boules couleurs différentes est : 220 — 24 = 196

4) @ et ® et @ : Le nombre de tirages de 3 boules de couleurs différentes deux a deux est :

CixCixCl=6x4x2=48
5) Quel est le nombre de tirages de 2 boules vertes exactement ?
(®®®)ou(®® @) donc le nombre de tirage est
(C3xCl+(C3xCY) =(6x6)+(6x2)=18+12=30
6) Quel est le nombre de tirages de 2 boules rouges au moins ?

(OO ®)ou (00 0)0u(O®O®®) Jonc le nombre de tirages est :
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(CExCy)+ (CexCy) +C3 = (15x4)+ (15 x2) +20 = 60+ 30420 = 110
7) Quel est le nombre de tirages d’une boule blue et deux vertes ?
(@®0): (C;xCl)=6x2=12

8) Quel est le nombre de tirages d’une boule rouge au plus ? ( o @ (@) ou ( @> @ @) :
(CIxC2)+C3=(6x15)+20=110

Exercice 2 (14 pts) I

Une urne contient 11 boules (n = 11); (3 verts); (6 rouges) et (2 bleus)

On tire simultanément p = 3 boules de 1’urne,
1) Quel est le nombre de tirages possible ?
2) Quel est le nombre de tirages de 3 boules de méme couleur ?
3) Quel est le nombre de tirages de 3 boules de couleurs différents ?
4) Quel est le nombre de tirages de 3 boules de couleurs différents deux a deux ?
5) Quel est le nombre de tirages de 2 boules vertes exactement ?
6) Quel est le nombre de tirages de 2 boules rouges au moins ?
7) Quel est le nombre de tirages d’une boule blue et deux rouges ?

8) Quel est le nombre de tirages d’une boule verte au plus ?

L.5

1.5

1.5

1.5

Correction de I’exercice 2

Une urne contient 11 boules (n=11); (3 verts) ; (6 rouges) et (2 bleus) @ On tire_simultanément

3 boules de 1’urne :

A3 11x10x9 990
1) Le nombre de tirages possibles est : Cfl = % = 3 i > ><><1 = ; =165

2) 000 ou ... Le nombre de tirages de 3 boules de méme couleurs est :
6x5x4 3x2xl1
24+C5 = =20+1=21
ot =3t Tawax 207

Le nombre de Le nombre de tirages Le nombre de tirages
3) tirages = de boules + de boules de
Possibles de méme couleurs couleurs différentes

Donc le nombre de tirages de 3 boules couleurs différentes est : 165 —21 = 144

4) @ et @ et ® : Lc nombre de tirages de 3 boules de couleurs différentes deux a deux est :
CixClxCl=6%x3x2=36
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5) Quel est le nombre de tirages de 2 boules vertes exactement ?
(®®®)ou(®® @) donc le nombre de tirage est
(C3xCl)+(C3xCY) =(3x6)+(3x2)=18+6=24

6) Quel est le nombre de tirages de 2 boules rouges au moins ?
(OO®0)ou (@0 0)0u(®O® @) donc le nombre de tirages est :
(C2xCH)+(C2xCY)+C3=(15%x3)+(15%x2)+20=95

7) Quel est le nombre de tirages d’une boule blue et deux rouges ?
(@®®): (C2xC))=15x2=30

-

8) Quel est le nombre de tirages d’une boule verte au plus ? ( O w @)) ou ( (W) (w) ‘@) :

(CIxC3)+C3=(3x28)+56=140

Exercice 3 (14 pts) I

On tire simultanément p = 3 boules de 1’urne,

1) Quel est le nombre de tirages possible ?

2) Quel est le nombre de tirages de 3 boules de méme couleur ?

3) Quel est le nombre de tirages de 3 boules de couleurs différents ?

5) Quel est le nombre de tirages de 2 boules rouges exactement ?

6) Quel est le nombre de tirages de 2 boules vertes au moins ?

7) Quel est le nombre de tirages d’une boule verts et deux blues ?

8) Quel est le nombre de tirages d’une boule blue au plus ?

Une urne contient 9 boules (n = 9); (4 wverts); (3 rouges) et (2 bleus)

4) Quel est le nombre de tirages de 3 boules de couleurs différents deux a deux ?

L.5

L.5

1.5

1.5

Correction de ’exercice 3

ﬁ

(<) (=)

Une urne contient 11 boules (n =11); (5 verts) ; (4 rouges) et (2 bleus)

(RIRIR) (B
(vi(vi(vi(v)
R e

e On tire simultanément 3 boules de ’urne :
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A 11x10x9 990
1) Le nombre de tirages possibles est : Cf’l = % = 3 i > ><><1 = ; =165

2) 000 ou ... Le nombre de tirages de 3 boules de méme couleurs est :
4x3x2 5x4x3
3 3
= =4+10=14
Gt =3 Tawaxa 4

Le nombre de Le nombre de tirages Le nombre de tirages
3) tirages = de boules + de boules de
Possibles de méme couleurs couleurs différentes

Donc le nombre de tirages de 3 boules couleurs différentes est : 165 — 14 = 151

4) @ ct ® et @ : Le nombre de tirages de 3 boules de couleurs différentes deux a deux est :
CixClxcl=4x5x2=40

5) Quel est le nombre de tirages de 2 boules rouges exactement ?
(@®®)ou(®® @) donc le nombre de tirage est :
(CIxCH 4+ (CixCY) =(6x5)+(6x2)=30+12=42

6) Quel est le nombre de tirages de 2 boules vertes au moins ?
(000 ou(®0®0)0u(®®®) donc le nombre de tirages est :
(C3xCH+(C2xCY)+C2=(10x4)+(10x2)+ 10 =40+20+10 =70

7) Quel est le nombre de tirages d’une boule verte et deux blues ?

(®00): (ClxC3)=5x1=5

8) Quel est le nombre de tirages d’une boule blue au plus ? ( o ) ou ( ) :
(CIxC3)+C3=(2x36)+84=156
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Exercice 4 (14 pts) I

Une urne contient 11 boules (n = 11); (5 wverts); (4 rouges) et (2 bleus)

On tire simultanément p = 3 boules de I’urne,

1) Quel est le nombre de tirages possible ?

2) Quel est le nombre de tirages de 3 boules de méme couleur ?

3) Quel est le nombre de tirages de 3 boules de couleurs différents ?

4) Quel est le nombre de tirages de 3 boules de couleurs différents deux a deux ?

5) Quel est le nombre de tirages de 2 boules rouges exactement ?

6) Quel est le nombre de tirages de 2 boules vertes au moins ?

7) Quel est le nombre de tirages d’une boule verts et deux blues ?

8) Quel est le nombre de tirages d’une boule blue au plus ?

1.5

L.5

1.5

L.5

Correction de ’exercice 4

B R
YOO
Une urne contient 11 boules (n =11); (5 verts) ; (4 rouges) et (2 bleus)
e On tire simultanément 3 boules de I’urne :
A3 11x10x9 990
1) L bre de ti ibles est : C3; = = = =~ =165
) Le nombre de tirages possibles est : C7, 3] LIS G
2) 000 ou ... Le nombre de tirages de 3 boules de méme couleurs est :
4x3x2 5x4x3
(= —4+10=14
GG =5 Taxaa T
Le nombre de Le nombre de tirages Le nombre de tirages
3) tirages = de boules + de boules de
Possibles de méme couleurs couleurs différentes

Donc le nombre de tirages de 3 boules couleurs différentes est : 165 — 14 = 151

4) @ ct @ et ® . Lc nombre de tirages de 3 boules de couleurs différentes deux a deux est :
CixCixCl=4x5x2=40
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5) Quel est le nombre de tirages de 2 boules rouges exactement ?
(@ ®®)ou(®® @) donc le nombre de tirage est
(CIxCH+(C3xCY) =(6x5)+(6x2)=30+12=42

6) Quel est le nombre de tirages de 2 boules vertes au moins ?
(O0®)ou(®0®0)0u(®O®®) donc le nombre de tirages est :
(C2xChH)+(C2xCY)+C2=(10x4)+ (10 x2)+ 10 =40+20+ 10 =70

7) Quel est le nombre de tirages d’une boule verte et deux blues ?
(©00): (C!x3)=5%x1=5

8) Quel est le nombre de tirages d’une boule blue au plus ? ( o ) ou ( ) :
(CIxC3)+C3=(2x36)+84 =156

Exercice 5  ( pts) I

Une urne contient 10 boules (n = 10); (3 verts) ; (5 rouges) et (2 bleus)
I) On tire simultanément p = 3 boules de I’urne,
1) Quel est le nombre de tirages possible ?
2) Quel est le nombre de tirages de 3 boules rouge ?
3) Quel est le nombre de tirages de 3 boules de méme couleur ?
4) Quel est le nombre de tirages de 3 boules de couleurs différents ?
5) Quel est le nombre de tirages de 3 boules de couleurs différents deux a deux ?
6) Quel est le nombre de tirages de 2 boules rouges au moins ?
7) Quel est le nombre de tirages de 2 boules rouges exactement ?
IT) On tire successivement et sans remis p = 3 boules de I'urne,
(Répondez aux mémes questions) ?
IIT)) On tire successivement avec remis p = 3 boules de I’urne,

(Répondez aux mémes questions) ?

Correction de ’exercice 5

I) On tire simultanément 3 boules de I’urne :
Aly  10x9x8 720

1) Le nombre de tirages possibles est : Cfo = 3 - 3x2x1 - 6 =120
A3 5x4x3 60
2) ... Le nombre de tirages de 3 boules rouges est : Cg = 3—? = ;;Til = 3 =10

3) (1010 ou ... Le nombre de tirages de 3 boules de méme couleurs est :
C2+Ci=10+1=11

Le nombre de Le nombre de tirages Le nombre de tirages
4) tirages = de boules + de boules de
Possibles de méme couleurs couleurs différentes

Donc le nombre de tirages de 3 boules couleurs différentes est : 120 — 11 = 109

5 @ect® et @ . Lcnombre de tirages de 3 boules de couleurs différentes deux a deux est :
ClxCixCl=5%x3x2=30

6) Le nombre de tirages de 2 boules rouges au moins 000 000000 . .
(C3xCH)+(C2xCY)+C2=(10x3)+(10x2)+ 10 =60
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7) Le nombre de tirages de 2 boules rouges exactement . . .OH... est:
(C2xCH)+(C2xCY) = (10x3)+ (10 x2) =50

IT) Ontire successivement sans remis 3 boules de I’urne : (I’ordre est important) :
1) Le nombre de tirages possibles est : A?O =10x9x8="720

2) 00 Le nombre de tirages de 3 boules rouges est : Ag =5%x4x3=060

3) (1010 ou ... Le nombre de tirages de 3 boules de méme couleurs est :
A3 +AI=60+6=066

Le nombre de Le nombre de tirages Le nombre de tirages
4) tirages = de boules + de boules de
Possibles de méme couleurs couleurs différentes

Donc le nombre de tirages de 3 boules couleurs différentes est : 720 — 66 = 654

5) Le nombre de tirages de 3 boules de couleurs différentes deux a deux :
(L’ ordre est important) : ( @0 .) x3!:
donc le nombre est : (Al x Al xA}) x6=(5x3x2)x6=30x6=180

000 000
0009 °U 000 °cU 9009

6) Le nombre de tirages de 2 boules rouges au moins ... ...

Remarque : Au moins deux boules rouges La troisieme boule peut ou non étre rouge I
S’il n’est pas rouge, 1’ordre est important I
La boule non rouge peut étre la premiere, la deuxieme ou la troisieme I

Le nombre est : (A2 x A}) x3+ (A2 x A}) x3+A2 = (20x3) x 3+ (20x2) x 3+ 60 =

360
o090 000
200 °U 900
7) Le nombre de tirages de 2 boules rouges exactement ... ... est:

(A2 x AL) x 3+ (A2 x A}) x 3= (20 x 3) x 3+ (20 x 2) x 3 =300
IIT) On tire successivement avec remis 3 boules de ’urne : (I’ordre est important et il y a de
répétition ) :
1) Le nombre de tirages possibles est : 10° = 10 x 10 x 10 = 1000
2) 00 Le nombre de tirages de 3 boules rouges est : 5° =5 x 5 x 5 = 125

3) 00 ou ... ou ... Le nombre de tirages de 3 boules de méme couleurs

est :
53433423 -1254+27+8=160

Remarque : On a 2 boules bleus mais on peut tirer 3, car la tirage est avec remis I
Il y a de répétition on peut tirer la méme boule plusieurs fois I

Le nombre de Le nombre de tirages Le nombre de tirages
4) tirages = de boules + de boules de
Possibles de méme couleurs couleurs différentes

Donc le nombre de tirages de 3 boules couleurs différentes est : 1000 — 160 = 840
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5) Le nombre de tirages de 3 boules de couleurs différentes deux a deux :
(L ordre est important) : (® et @ et @) x3!:
donc le nombre est : (5! x 3! x2!) x6=(5x3x2)x6=30x6=180

000 000
009 °U 000 °U 900

6) Le nombre de tirages de 2 boules rouges au moins ... ...

Remarque : Au moins deux boules rouges La troisieme boule peut ou non étre rouge I
S’il n’est pas rouge, 1’ordre est important
La boule non rouge peut étre la premiere, la deuxieme ou la troisieme I

Le nombre est : (52 x3') x 3+ (52 x2!) x3+5% = (25 x3) x 3+ (25x2) x 34+ 125 =

500
o090 000
200 °U 990
7) Le nombre de tirages de 2 boules rouges exactement ... ... est :

(52 x31) x3+ (52 x2!) x3=(22x3) x34(25%x2) x3 =375

13.1.5 Cardinal d’un ensemble fini :

Définition 13.3
On considére un ensemble fini E de n éléments distincts : E = {x1;x2;- ;X }-
On appelle cardinal de E son nombre d’éléments n et on écrit : card(E) = n.

Proprieté 13.4

e Si E est fini et si F C E alors F est fini et card(F) < card(E).

e Si E et F fini alors, EUF est fini et card(E UF) = card(E) + card(F) — card(ENF).
e si ENF = & (sont disjoints) et fini alors card(E UF) = card(E) + card(F).

o cardd =0, (ol O est’ensemble vide).

13.2 Calcul de probabilités :

13.2.1 Définitions :
Activité :

On lance un dé équilibré dont les six faces sont numérotées : 1;2;3;4;5;6.
Et on note le nombre inscrit sur la face supérieure.

1) Déterminer les résultats possibles de cette expérience ?

Définition 13.4

e Une expérience aléatoire est une expérience dont on connait touts ces possibilités mais nous
ne prédisons pas les bonnes possibilités.

e [’ensemble de toutes les résultats possibles d’une expérience aléatoires est appelé L’univers.
On note généralement cet ensemble €.
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Alors les résultats possible de notre expérience est : 1;2;3;4;5;6.
Donc L’univers est : Q = {1;2;3;4;5;6}.

2) Considérons cette situation, A " le nombre obtenu est pair "
e Déterminer les possibilités qui vérifiant A,
En effet les possibilités qui vérifiant A sont 2;4;6 forment un sous-ensemble de 2 on note
A={2;4;6} C Q.
Plus généralement, chaque situation peut étre associé€ un sous ensemble de €2, les sous ensemble
de Q sont appelés les événements et les singletons {1}; {2}; {3}; --- sont appelés les
événements élémentaires.

3) Considérons les événements : B " le nombre obtenu est un multiple de 3 "
C " Le nombre obtenu est impaire "

a) Déterminer AN B (les possibilité qui vérifiant A et B).
b) Déterminer A U B (les possibilité qui vérifiant A ou B).

4) Déterminer les deux événements : D " le nombre obtenu est supérieur ou égal a 6 "
E " le nombre obtenu est supérieur strictement a 6 "
5) a) Y a-t-il une possibilité qui vérifier A et C a la fois ?

b) Déterminer A UC, que remarquez vous ?

Suite de la solution de ’activité :

3) a) OnaA={2;4;6} et B={3;6} donc:ANB={6}.
Si les événements A et B sont réalisées a la fois, on dit que I’événement A N B est réalisée.
b) OnaA = {2;4;6} et B={3;6} donc: AUB = {2;4,6;3}.
SiI’un des événements A ou B est réalisée, on dit que I’événement A U B est réalisée.
4) Ona D " le nombre obtenu est supérieur ou égal 2 6 " donc D = {6} et
E " le nombre obtenu est supérieur strictement a 6 " donc £ = & on dit que E est I’événement
Impossible.

Définition 13.5
L’événement Impossible ne contient aucun des résultats de I’expérience sera noté &.
L’événement Certain contient tous les résultats de 1I’expérience sera noté € c’est I’'univers.
5) a) OnaA={2;4;6} et C ={1;3;5}, donc ANC = & (c’est-a-dire les deux événements ne
peuvent pas réalisé a la fois). On dit que A et C sont deux événements incompatible.
b) AUC ={1;2;3;4;5;6} = Q, on remarque que 1’un des deux événements doit se réalisée
car (AUC) =Q.OnécritC=Aona:
ANA=o
AUA=Q

Définition 13.6
Un événement est dit contraire de A noté A si A et A sont incompatible et A UA forme une totalité
ANA=0o

des expériences, c’est-a-dire : _
AUA=Q
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AUB A
i B AUA=Q

13.2.2 Probabilité d’un événement - Hypothese d’équiprobabilité :

Définition 13.7
Soit Q = {wy;wy;---;wy,} I'univers d’une expérience aléatoire.
e [’ osque on répété une expérience un tres grand nombre de fois, la fréquence de n’importe
quel événement élémentaire {w;} avec i € {1;2;---;n} se stabilise autour d’une valeur p;.
pi est appelé la probabilité de I’événement {w;} et on écrit : P({w;}) = p;.
e La probabilité d’un événement est la somme des probabilités des événements élémentaires

qui le constituent : Si A = {wy;wy;---;wi } avec (1 < k < n) alors :
PA)=pi1+p2+---+prouP{w;})=pi.(1<i<k).Onaaussi: P(Q)=pi+pr+--+pu=1.
e Pour tout événement Aona: 0 < P(A) < 1. e P(Q)=1etP()=0.

Théoreme et Définition 13.1

e Si tous les événements élémentaires d’une expérience ont la méme probabilité, on dit qu’on est

dans une situation d’ équiprobabilités , et :

card(A

e Pour tout événement A ona: P(A) = #
card(Q)

Remarque :

Les éventualités de A sont appelés éventualités favorables et celle de Q éventualité possibles.

. nombre d'eventualites favorables
On écrit souvent :P(A) = /

nombre d'eventualites possibles

Théoreme 13.3
Pour tous événements A et Bde Q ona:
e P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB).
e SiANB =@ alors P(AUB) = P(A) + P(B).

o P(A)=1-P(A).

Exercice :

Une urne contient 6 boules indiscernable au toucher :
3 boules rouges et 2 boules vertes et un boule bleue
On tire simultanément deux boules, considérons les événements suivantes :
A " Obtenir une seule boule rouge ". B " Obtenir une seule boule verte ".
C " Obtenir au moins une boule verte ".

1) Déterminer card(2) ot Q est I’univers des possibilités.
2) Calculer: P(A) et P(B) et P(C) et P(ANB) et P(AUB).
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Solution de ’exercice :

1) On ale tirage est simultané alors le nombre de possibilités est le nombre de combinaisons de
2 éléments dans un ensemble de 6 éléments c’est-a-dire : Cg alors :

A2 6x5
d(Q)=Ct="2°%= =15
card(Q) =Cs = 5/ =377
2) e Calculde P(A) :
o . P . card(A)
Les boules sont indiscernable au toucher donc il y a équiprobabilité , et donc P(A) = m
car

Pour la réalisation de I’événement "A" il faut tirer une boule rouge parmi les trois boules rouges
et tirer une boule non rouge parmi les trois boules non rouges, donc :
card(A) 9 3

card(A) = Cj x Cj =3 x 3 =9 et par suite : P(A) = card@ ~ 1575
card(B)

e Calculde P(B) :ona: P(B) = ———=.
(B) (B) card(Q)
Pour la réalisation de I’événement "B" il faut tirer une boule verte parmi les deux boules vertes
et tirer une boule non verte parmi les quatre boules non vertes , donc :

d(B
card(B) = C; x Cj =2 x 4 =8 et par suite : P(B) = Ez:déﬂ)) B 1%
d(C
e Calcul de P(C) :ona: P(C) = %,

Pour la réalisation de I’événement "C" il faut tirer une boule verte et une boule non verte ou de
tirer deux boules vertes, ({V;V} ou {V;V}) donc :
, card(C) 9 3
card(C) = C1 x C} +C3 = (2 x 4) + 1 =9 et par suite : P(C) = card(Q) =5=53
e Calcul de P(ANB):

Pour la réalisation de I’événement "A M B" il faut tirer une boule rouge parmi les trois boules

rouges et une boule verte parmi les deux boules vertes, ({R;V }) donc :

d(ANB 6 2
card(ANB) = C1 x CJx =3 x 2 = 6 et par suite : P(ANB) :%(Q)): 5=5

3 8 2 11
e Calcul de P(AUB) :ona: P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) = 5 + G313
13.2.3 Probabilité conditionnelle :
Activité :
Un lycée comprend 500 éleves répartis comme suit :
Filiere — | Science-exp | Lettre | La somme
J Le sexe
Femmes 120 140 260
Hommes 180 60 240
La somme 300 200 500
Nous choisissons au hasard un éleve parmi les 500 éleves.
1) Déterminer la probabilité des événements suivants :
G " Choix d’un éleve Homme " ; F " Choix d’une femme " ; L " Choix d’un éleve en lettre"
E " Choix d’un éleve en science-exp " ; ENG " Choix d’un éleve homme en science-exp "

2) SiI’éleve choisi est un homme qu’elle est la probabilité d’étre en filiere science-exp.
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Solution :
d(G 240 260
1) D’apres le tableau on a : card(Q) =500 et P(G) = EZ:dEQ; =500 ; P(F)= =00
300 200 180
(E)=550 + P =550 o PIONE) =555
180
2) SiI’éleve choisi est un homme alors la probabilité d’étre en filiere science-exp est : 220

car il y a 180 éleve homme en science-exp sur 240.
Le nombre o est la probabilité d’obtenir un éleve de science-exp sachant que I’éleve est un
homme on le note Pg(E) ou P(E/G).

180
Se lit 1a probabilité que 1’éveénement E se réalise sachant que G est réalisé on écrit : Pg(E) = 220"

Remarque :
card(GNE)
card(GNE) card(Q) P(GNE)
card(G) card(G) P(E)
card(Q)
Définition 13.8

Soient A et B deux événements de Q avec P(A) # 0.
La probabilité que B se réalise sachant que A est réalisé, est le nombre notée P4(B) ou P(B/A)

P(ANB
définie par : P4(B) = (PT))

COI:“S:E: f: i:j ;11e I’équiprobabilité on a : P4(B) = card(AN B)
card(A)
e Si A est un événement de Q avec P(A) # 0 alors P4(A) = 1.
Si A et B deux événements de Q avec P(A) # 0 alors P(ANB) = P(A) X P4(B).
Si A et B deux événements incompatibles de Q avec P(A) # 0 alors P(A/B) = 0.
Si P(A) #0et P(B) #0alors : PLANB) = P(A) X Ps(B) = P(B) x Pg(A).

Exercice :
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Exercice :

Une urne contient 5 boules noires numérotés 2;1;1;1;1 et trois boules blanches numérotés 2;1;1.
On tire successivement et sans remis deux boules :
Calculer la probabilité des événements suivants :

I ” Obtenir deux boules noires et la somme des nombres portés par les deux =2 ”

J 7 Obtenir deux boules noires sachant que la somme des nombres portés par les deux =27
Solution :

Soit Q I'univers de cette expérience on a : card(Q) = A3 = 56
e Pour obtenir deux boules noires et la somme des nombres portés par les deux =2 :
11 faut tirer 2 boules noires parmi les 4 boules noires portés le numéro 1.

Donc d(I) = A2 = 12 et alors : P(I) Ay _ 12
s car =Ai= : = — =—.
! AZ 56
e Considérons les événements :
A ” Obtenir deux boules noires ” ; B Obtenir deux boules et la somme des nombres portés = 2 ”

A2
24
P(ANB) P(I) A3 A7 12
P(B) ~ P(B) A A2 30
A

Ona: card(A) = A% et card(B) = A2 et alors : P(J) = Pg(A) =

13.2.4 Probabilités totales :
ANA=0o
AUA=Q
dans ce cas on dit que A et A formant une partition de Q.
e Soient Aj et Ay et A3 trois événements de Q tels que (Vi € {1;2;3}) : A; # Qet P(A;) #0.
AlNAy=A1NA3=ANA3=O
AlUAUA3 =Q

e Soit A un ensemble non vide on a déja vu que : {

On dit que A et A, et A3 formant une partition de Q si :

et donc ce cas on a pour tout événement B de Q :

P(B) = Pa,(B) - P(A1) + Pa,(B) - P(A2) + Pas(B) - P(A3).

Cas particulier : pour tout événement B de Q on a: P(B) = P4(B)-P(A)+ P;(B) - P(A).
Plus généralement on a la définition et le théoréme suivants :

Définition 13.9
Soient € ’univers associé a une expérience aléatoires et A1;Az;---;A, des événements de Q.
On dit que : A;Az;- - -; A, formant une partition de €2 si :

V(isj): 1<i<n,1<j<n: i#j=ANA;=0
AjUAU---UA, =Q
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Théoréme 13.4
Soient A1;A»;---;A, une partition de Q, alors pour tout événement B on a :

P(B)=P(A1NB)+P(A2NB)+---+P(A,NB)
Si (Vi€ {1;2;---n})P(A;) # 0 alors :
P(B) = Pa,(B) - P(A1) + Pay(B) - P(A2) + - - + Pa,(B) - P(A,)

Exercice 1:

Trois urnes Cy ; C; et C3 indiscernables :  C; Contient 4 boules blanches et une boule noire.
C, Contient 2 boules blanches et 2 boules noires. Cs Contient 3 boules blanches et une boule noire.

o | |00
200| O e| [0 Ce

C3 C2 c1

> On choisi une urne au hasard et on tire une boule de cette urne.
e Quelle est la probabilité qu’elle soit blanche () ?

Solution :

Considérons les événements :  C; ” Choisi 'urne C; 7 ; C, ” Choisi I'urne C, ”
C5; 7 Choisi I’'urne C3 7 ; B La boule tirée est blanche ”

On a les événements C; ; C; et C3 formant une partition de €.
1
et puisque C; ; C3 et C3 sont indiscernables alors : P(Cy) = P(C2) = P(C3) = 3

> La probabilité de tirée une boule blanche de I'urne C; est : P, (B) =

> La probabilité de tirée une boule blanche de I’'urne C; est : Pc, (B) =

LI N STV

> La probabilité de tirée une boule blanche de I'urne Cz est : Pc,(B) =
Puisque les événements C; ; C; et C3 formant une partition de Q alors :

P(B) = Fc,(B)-P(C1)+Fcy(B)-P(C2) + Py (B) - P(

1 4 1 2 1
= —X—-+=-X-4+=-X

S

)

3
35 3 4 3 4

B 4+1+1
15 6 4
41
60
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Remarque :

On peut résumer ceci dans un arbre des possibilités :

o |

N

=W
2
wy
2
vy

1 . .
Par exemple : P, (B) = - et P¢,(N) = 3 et --- avec : N ” La boule tirée est noire .
D’apres I’arbre des possibilités on peut déduire :

P(N)—1><1+1><2—|—1><1—19
374 374 375 60

Exercice 2 :

Une usine produit des lampes électrique par trois machines :
% La machine A : produit 20% des lampes avec 5% des lampes fabriquées sont invalides.
% La machine B : produit 30% des lampes avec 4% des lampes fabriquées sont invalides.
% La machine C : produit 50% des lampes avec 1% des lampes fabriquées sont invalides.

Nous choisissons au hasard une lampe électrique :
1) Quelle est la probabilité des événements suivants :
a) X 7 La lampe est invalide et fabriquée par la machine A ”
b) Y ” La lampe est invalide et fabriquée par la machine B ”
c) Z” Lalampe est invalide et fabriquée par la machine C ”
2) Déduire la probabilité que la > lampe est invalide ” ?

20
(Rappel : 20% = 100 est la probabilité que la lampe soit fabriquée par la machine A)

(5% = 100 est la probabilité que la lampe soit non valide sachant que lampe fabriquée par la

machine A).

3) Calculer la probabilité que la “lampe fabriquée par la machine A sachant que la lampe est
invalide ”

Solution de ’exercice 2 :

1) a) Considérons les deux événements : A ” la lampe est fabriquée par la machine A ”
I la lampe est invalide”
20 5 1
Ona:X=ANIdonc: P(X)=PANI)=P(A)-Ps(I) = =
e one: P(X) =PAND =PA) - Fall) = 155 706 ~ 100
b) On pose : B ” la lampe est fabriquée par la machine B ”, ona Y =B NI alors :

30 4 12
P(Y)=P(BNI)=P(B)-Pg(l) = 100 X 100 — 1000
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¢) On pose : C” la lampe est fabriquée par la machine C ”, onaZ = C N1 alors :

50 1 5
P(Z)=P I)=P(C)-Pc(I) = =
(2) = PLCnD) = PO Pell) = 166 To5 = 1000
2) On ales événements A ; B et C formant une partition de €2 alors la probabilité de I ” lampe est

invalide ” est :

P(I) = Ps(I)- P(A) + Pp(I) - P(B) + Pc(I) - P(C) = 110 + 1(1)(2)0 + 10500 - 1330'

3) La probabilité que “lampe fabriquée par la machine A sachant que la lampe est invalide ” est :

1
_P(Aﬂ]) 100 _ 10
1000
Arbre des possibilités :
P(A)
P4(B) '1(B) P4(B

B B

13.3 Indépendance :

13.3.1 Indépendance de deux événements :

activité :

@00

Une urne contient 4 boules rouges et deux boules Vertes : . .
On tire successivement deux boule de I’urne. Considérons les deux événements :
R ” La premiere boule est rouge ” et R, ” La deuxieme boule est rouge ”
> Calculer P(Ry) et Pg, (R2) et comparer les deux dans les deux cas suivantes :

1) Le tirage est avec remis
2) Le tirage est sans remis

Solution de ’activité :
4
1) > Puisque le tirage est avec remis alors : P(Ry) = 3 (La boule tirée nous le retournons)

> La probabilité que la deuxieéme boule soit rouge sachant que la premicere est rouge est la

méme : Pg, (Ry) = c
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(Car la premicre boule tirée nous le retournons Sa couleur n’a pas d’importance).
On a donc : Pg,(Ry) = P(Ry) c’est a dire P(R; NRy) = P(Ry) x P(R) dans ce cas on dit
que les deux événements R et R, sont indépendants.

2) > Considérons I’événement : R; ” La premiere boule n’est pas rouge ”, on sait que les
événements R et Ry formant une partition de Q alors :

- 3 4 4 2 20 2
P(Rz):PRl(Rz)XP(R])"‘PR_I(Rz)XP(RI):§X6+§X6:%:§

Car le tirage est avec remis (La boule tirée nous ne le retournons pas).

3
> Pg,(R2) = 5 On remarque que : Pg, (R2) # P(R2) dans ce cas on dit que les deux événe-

ments
R\ et Ry ne sont pas indépendants c’est a dire : P(R1 N R2) # P(R1) X P(R2)

Définition 13.10
On dit que deux événements A et B sont indépendants si et seulement si P(ANB) = P(A) x P(B).

Théoreme 13.5
Si P(A) # 0 alors : les événements A et B sont indépendants si et seulement si P4(B) = P(B).

Exercice :

On lance un dé dont les six faces sont numérotées : 1;2;3;4;5;6 deux fois successives «**
considérons les événements suivants :
A 7 Obtenir le nombre 4 au premier lancer ”
B ” Obtenir deux nombres leur somme est égale a 7 ”
C ” Obtenir de nombre pairs
1) Les deux événements A et B sont-ils indépendants ?
2) Les deux événements A et C sont-ils indépendants ?

13.3.2 Indépendance de deux expériences :

On sait que certains expériences il se constitué d’une expérience ou bien de plusieurs expériences
par exemples :

(a) Si on lance une piece %ﬁi n fois successives : est une expérience aléatoire constitué de n
expérience ~’ lancement d’une piece ”

(b) Sionlanceundé “«*= n fois successives : est une expérience aléatoire constitué de n expérience
” lancement d’un dé ”
(c) Tirage de n boules parmi m successivement avec remis : est est une expérience aléatoire constitué
de n expérience ” Tirage d’une boule ”
(d) Tirage de n boules parmi m successivement et sans remis : est est une expérience aléatoire constitué
de n expérience ” Tirage d’une boule ”

> On remarque que dans certains expériences : les résultats de I’'une n’a aucune influence sur les
résultats de 1’autre par exemple : les expériences : (a); (b) et (c).

> et dans les autres expériences Il y a un effet sur les expériences par exemple (d).

2 Bac - science exp Page 248 Pr. Ait iddir Younes



13 CHAPITRE 13. CALCUL DE PROBABILITE

Définition 13.11

On considere une expérience aléatoire constitué de deux expériences.

On dit que les deux expériences sont indépendantes lorsque les résultats de ’'une n’a aucune
influence sur I’autre .

Cas particulier : Les expériences répétés :

Exemple :

Si on lance une piece 7 3 fois successives.
Calculons la probabilité de I’événement : A ” Obtenir la face F deux fois exactement ™ :

Le premier lancer

F  Le deuxiéme lancer

P .F Le troisiéme

lancer

P F

A = {FFP;FPF;PFF}
P(A) = P(FFP)+P(FPF)+ P(PFF)

PA) = 1X1X1 N 1X1X1 N 1X1X1
- \27 272 27272 27272

1\° 1\?
= 3x (§> = (3 x (§>
Proprieté 13.5

Soit A un événement tel que P(A) = p dans une expérience aléatoire,
Si on répete cette expérience n fois alors la probabilité pour que A se réalise k fois exactement
est: Ckpk(1 — p)n*

Remarque :

1 1 1’
Dans I’exempleona:n=3etk=2etp= 5 etl—p= 3 c-a-d : CkpF(1— p) k=3 x (—)
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Exercice 1:

Une urne contient 5 boules blanches et 12 boules noires et 3 boules rouges.
On tire successivement avec remis 8 boules
> Quelle est la probabilité d’obtenir 6 boules blanches exactement. ?

13.4 Variables aléatoires - Loi de probabilité d’une variable aléa-
toire :

13.4.1 Activité :

On lance une piece de monnaie équilibré deux fois;

- - @
Nous gagnons 4 dirhams a chaque fois nous obtenons la face F &,

et nous perdons 2 dirhams a chaque fois nous obtenons la face P .
1) Donner I’arbre des possibilité et déterminer Q 1’univers de cette expérience.

2) Soit X Valeur de profit ou de la perte, quelle est les valeurs possible de X. ?

Solution de ’activité :

1) L’arbre des possibilités et I’univers € :

ANA

P F P F

2)

e Sion obtient {PF} ou {FP} . A 2 alors X =2,

e Sion obtient {FF} @@ alors : x = 8,
X est appelée La variable aléatoire de cette expérience, on écrit : X (Q) = {—4,2;8}

X est la relation qui a chaque événement de Q associé un nombre réel unique : X : Q — R

Remarques :

& On écrit généralement X (Q) sous la forme X (Q) = {xy;x2;--;x,} avec x; < xp < -+ < X
& L’événement (” X prend la valeur x; ”’) sera noté par (X = x;)

& (X <ux)c’estl’événement (” X prend des valeurs inférieurs ou égale a x; )
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3 Soit x; un élément de X (Q) et soit I’événement (X = x;) :
(X =x;) = (” alafin de I’expérience, le joueur a obtenu x; dirhams ™)

a) Calculer P(X = x;) dans les cas suivantes : X = —4etX =2etX =87

En effet : on a la piece est équilibré donc on a I’équiprobabilité
onaQ = {PP;PF;FP;FF} donc: card(Q) =4
e Calcul de P(X = —4) : I’événement (X = —4) est réalisé si on obtient { PP} donc
P(X 4 card X =—-4) 1
( ) card(Q) 4
e Calcul de P(X = 2) : I’événement (X = 2) est réalisé si on obtient { PF'} ou {FP} donc :
card(X=2) 2 1
PX=2)=———F ===
card(Q) 4 2
e Calcul de P(X = 8) : I’événement (X = 8) est réalisé si on obtient { FF'} donc :

Attention : 11 faut que la somme des probabilité estégala 1: P(X = —4)+P(X =2)+P(X =8) = 1.

Xi —4 1218
On peut résumé ceci dans un tableau : I 271
PX=x)] 4 lala

Remarque :

Si on déterminer tout les valeurs de la variable aléatoire X et on calculé les probabilités des évé-
nements (X = x;) on dit qu’on a déterminer La loi de la variable aléatoire X; et on écrit :

iP(X :x,-) =1
i=1

Xi X1 X2 Xn
PX=ux;) | PX=x1) | PX=x2) | - | PX=x,)
b) Déterminer la valeur des expressions suivants :

EX)=—-4-P(X=—-4)+4+2-P(X=2)+8-P(X =38)
E(X?) =(-4)?-P(X=-4)+22-P(X =2)+8%-P(X =8)
V(X) = E(X?) - (E(x))?

6(X)=+V(X)

@)

(@)

@)

O

<0Ona:

. E(X):—4-P(X:—4)+2-P(X:2)+8-P(X=8):—4><%+2><§+8x%:2.

1 2 1

e VIX)=E(X?) - (E(X))?=22-22=18.
e 6(X)=+/V(X)=V18=3V2.
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13.4.2 Espérance mathématiques - Variance et écart type

Définitions 13.1
Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs x;x3;- - - x, c’est a dire :

X(Q) = {xp;x0;--5xn}
a) L’espérance mathématique de la variable aléatoire X noté E(X) est :

EX)=x1-PX=x))4+x2-PX=x2)++x,-P(X = le X =x;)

Par exemple voir I’activité précédente.

b) La variance de la variable aléatoire X noté V (X) est :
n
V(X) =E(X*)-E(X)* =Y ()° P(X =x;) — (E(X))?
i=1
Par exemple voir I’activité précédente.

c) L’écart type de la variable aléatoire X noté 6(X) est : 6(X) = /V(X).

Exercice :

Une urne contient 3 boules blanches et deux boule rouges O O indiscernables au
toucher. On tire simultanément 3 boules de 1’urne,
Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage associé le nombre de boules blanches obtenu.

1) Déterminer X (Q) I’ensemble des valeurs possibles de X.
2) Déterminer la loi probabilité de la variable aléatoire X .

3) Calculer Espérance ; Variance et écart type de la variable aléatoire X.

Solution de ’exercice :

Puisque les boules sont indiscernables donc les tout les tirage sont supposé équiprobables :
e Le tirage est simultané alors chaque tirage est une combinatoire de 3 boules parmi 5, donc
card(Q) = C2 = 10,

1) Détermination de X (Q) : (X = 3) c’est (" Le tirage de 3 boules blanches ™) 01010
(X =2) c’est (” Le tirage de 2 boules blanches et une boule rouge ) O O .

)
(X =1) c’est (” Le tirage d’une boule blanche et 2 boules rouges ™) CO®
Alors X(Q) ={1;2; 3}
2) e Calculde P(X =3):
L’événement (X = 3) est réalisé si on tire 3 boules blanches parmi 3 boules blanches alors :
card(X =3) C; 1
( ) card(Q) 10 10
e Calculde P(X =2):
L’événement (X = 2) est réalisé si on tire 2 boules blanches parmi 3 et une boule rouge parmi

deux alors : ( ) 5 1
card(X =2 Ci xC 3x2 6
P(X=2)= =3~ 2 =
( ) card(Q) 10 10 10
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e Calculde P(X =1):
L’événement (X = 1) est réalisé si on tire une boule blanche parmi 3 et deux boules rouges
parmi deux alors :

card(X=1) CixC3 3x1 3

PX=1)= = = ==
( ) card(Q) 10 10 10

3
3 6 1 10
Vérifi Y PX=)=PX=1)+PX=2)+PX=3)=—4+——+—=—=
érifions que ,; ( ) ( )+ P( )+ P( ) 10+10+10 0
3) Calculons Espérance ; Variance et écart type de la variable aléatoire X.

a) L’espérance mathématique E(X) :

3 6 118
—x)=1PX=1)+2-PX=2)+3-PX=3)=1-—+2- —+3- — = —
ZX’ =) K =D+2-PA=2)+3-PX=3)=1-75+2- 154315 = 7
b) La variance V (X) :
3
3 6 1
E(X?) = )PPX=x)=12PX=1)4+2>P(X=2)+3*PX=3)=1-—+44-—+9. —
(X7) ;(X) (X =x) ( )+27-P( )+37-P( ) TRET AT I
3618
10 5

18 81 90—81 9
et donc la variance est : V(X) = E(X?) — (E(X))? = — — — s =73

¢) L’écart type o(X) : =4/V \/

13.4.3 Loi binomial :

Définition 13.12

Considérons une expérience aléatoire a deux issu. L’'une qu’on appelle "sucée" et avec une pro-
babilité p, et I’autre, I’événement contraire qu’on appelle "échec" avec une probabilité 1 — p
On répete n fois cette expérience de facon indépendante et dans les mémes conditions.

La variable aléatoire X associée aux épreuves répétées et qui donne le nombre de succes, est
appelé variable aléatoire binomiale de parametres n et p.

La loi de la variable aléatoire binomiale X est appelée loi de probabilité binomiale

Proprieté 13.6
e X(Q)={0;1;---;n}
keX(Q): P(X =k)=Ckpk(1—p)k.

e L’espérance mathématique: E(X)=n-p.

e Lavariance: V(X)=n-p(l—p).
L’écart type : 6(X) = \/V(X) = /n-p(1—p)
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Exercice (Normal 2018)

Exercice 3 : (3 points)
ne urne contient 9 boules indiscernables au toucher : cing boules rouges

portant les nombres 1 ;1;2;2 :2 et quatre boules blanches portant les
nombres 1;2:2:2.
On considére I'expérience suivante : on tire au hasard et simultanément trois
boules de 1'urne.
Soient les événements :
A :" les trois boules tirées sont de méme coulewr "
n . . r -
B " les trois boules tirées portent le méme nombre "
L - .. -
C " les trois boules tirées sont de méme couleur et portent le méme nombre "

1
1.5 I.thifc:;mmhz*rqmzp(,c{)z_ﬁ.r p(B):i erp(C):é.

2. On répete I'expérience précédente trois fois avec remise dans l'urne des trois
boules tirées aprés chaque tirage, et on considére la variable aléatoire X qui
est égale au nombre de fois de réalisation de 1'événement A.

0,5 | a) Déterminer les parameétres de la variable aléatoire binomiale X,

1| b) Montrer que p(X =1)= % et calculer p (X =2).

Solution de normal 2018 - Concentrez-vous sur I’exercice 2 :

000
00060

1) L’expérience ” Tirage simultané de 3 boules de ’'urne
Soit Q I'univers de cette expérience on a : card(Q) = C3 = 84

A > Les trois boules tirées sont de méme couleur ” c-a-d : O O 14() {)u . ‘ .

d(A
Donc card(A) :C2—|—Cg =4+10=14alors : P(A) = card(A)

card(Q) T84 6
B ” Les trois boules tirées portent le méme numéro ” c-a-d : ou @ @ @
card(B) 21 1

_ 3 3 _ _ . _ _ —
Donccard(B)—C3 +C —1+20—21 alorSP(B)_M_S_él._Z

C 7 Les trois boule tirées sont de méme couleur et portent le méme numéro ” c-a-d :

000.0006
_card(C) 2 1

Donccard(C):Cg—i-Cg:1+1:2alors:P(C)—M:8—4:E

2) On répete I’expérience trois fois avec remis .......
Considérons la variable aléatoire X qui égale au nombre de fois de la réalisation de I’événement
A
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a) On a X est une variable aléatoire de parametres n et p avec :

1
n est le nombre de répétition de 1’expérience : n =3 et p = P(A) = —
b)
' 1! 25 25
— — L= _Z — _xZ ==
PX=1) = C3<6) x(l 6) 3><6><36 =
1\* 1\ 1 5 5
PX=2) = C3|-= 1— = O O
(X=2) C3(6)X( 6) 3% 3676~ 72
Rappel :

13.4.4 Série des exercices :
3 3

Un sac contient 10 boules indiscernables au toucher.

4 Boules rouges, 6 boules vertes (voir figure ci-contre)

On tire simultanément et au hasard 2 boules du sac.

1) On considére I’événement : A : « les deux boules tirées sont rouges »

Montrer que : p(A) =1—25 .

2) Soit X la variable aléatoire liant chaque tirage au nombre de boules rouges
restantes dans le sac apres le tirage des deux boules.

a) Montrer que I’ensemble des valeurs de la variable aléatoire X est {2 .3, 4}.

b) Montrer que p(X =3) =% , puis déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X .

Un sac contient 10 boules, indiscernables au toucher, portant les chiffres suivants :
1:252:3:3:3:4:4:4:4. @
On consideére I’expérience : %

« On tire successivement et sans remise 2 boules du sac. »

1) Soitl’événement: A «les deux boules tirée portent chacune un nombre pair » %@
Montrer que : p(A) =% . 5

2) On répete I’expérience précédente 3 fois de suite sachant que les deux boules tirées sont remis dans le
sac aprés chaque nouveau tirage .
Soit X la variable aléatoire égal au nombre de fois que I’événement A est réalisé.

Montrer que p(X=1) =§ puis déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X .
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Un sac contient 8 boules indiscernables au toucher. Chacune des 8 boules est marquée d>un nombre
comme I’indique la figure ci-contre

On tire simultanément et au hasard 3 boules du sac.
1) On considére les deux événements .
A : « aucune des trois boules tirées ne porte le numéro 0 » @ @
B : « le produit des nombres portés par les trois boules tirées est égal a 8 »
s ! (0X2)(aX2)
Montrer que : p(A)= 1a et p(B)= 7 . W‘

2) Seit X la variable aléatoire liant égal au produit des nombres portés par
les trois boules tirées.

a) Montrer que p(X=16)= % . X 0| 4|8 16
- 3
b) Le tableau ci-contre représente la loi de probabilité de la variable p(X=x;) 28

aléatoire X .
Copier ce tableaun et compléter le sur la copie en justifiant les réponses.

3 > -
Un sac contient 10 boules indiscernables au 2) Soit X la variable
toucher. aléatoire liant chaque
5 Boules blanches, 3 boules rouges et 2 boules tirage au nombre de
vertes (voir figure ci-contre) boules vertes tirées.
On tire simultanément et au hasard 4 boules du a) Montrer que
sac. 2
1) On consideére les deux événements. p(X=2)= 15° L -

A : « parmi les quatre boules tirées une boule
exactement est verte »

B : « parmi les quatre boules tirées trois boules
exactement sont de méme couleur »

b) Déterminer la loi de
probabilité de la variable aléatoire X et
montrer que I’espérance mathématique

. . 4

Montrer que : p(A)= i et p(B)= H E(X)est égale a 5
15 70

Une urne contient 9 boules indiscernables au 1) Montrer que :
toucher :cing boules rouges portant les nombres 1 1 1
2:;2:;2;1;1 et quatre boules blanches portant P(A)= 6’ p(B)= a et p(C)= 2
les nombrg-s 2;2 :? s 1. 2) On répete ’expérience précédente trois fois
On considere I’expérience @ avec remise dans ’urne des trois boules tirées
suivante : m apreés chaque tirage, et on considére la variable
on tire au hasard et aléatoire X qui est égale au nombre de fois de

simultanément trois boules de

» - - " \ -
IS“me.l évé matis —gnter a) Déterminer les parametres de la variable
olent les événements. aléatoire binomiale X .

A 1 «les trois boules tirées sont de méme couleur » -

réalisation de I’événement A.

B : «les trois boules tirées portent le méme b) Montrer que p(X=1)= 25 et calculer
nombre » 72
C : «les trois boules tirées sont de méme p(X=2).

couleur et portent le méme nombre »
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Une urne contient 12 boules indiscernables au

toucher :trois boules rouges portant chacune le 13

nombre 1 et trois boules rouges portant chacune | 1) Montrer que : p(A)= 22’
le nombre 2 et six boules vertes portant chacune le 6
nombre 2 . p(B)=— et calculer p(C). ol i
On considére I’expérience suivante : 1
on tire au hasard et simultanément deux boules de

2) a) Montrer que p(ANnB)= i

I*urne. 11

Soient les événements. b) Les événements A et B sont-ils

A : « les deux bhoules tirées portent le méme indépendants ?

nombre » 3) Sachant que I’événement B est réalisé, calculer
B : « les deux boules tirées sont de méme couleur» la probabilité pour que les deux boules tirées
C : « les deux boules tirées portent des deux portent le méme nombre.

nombres dont la somme est 3 »
3 Site : maths-inter.ma -Bac 2015 - Ss1 - Version A a _

Une urne U, contient 7 boules indiscernables au 2) On considere I’expérience suivante :

toucher : 4 Boules rouges et 3 boules vertes On tire simultanément deux boules de I’'urne U,,

Une urne U, contient 5 boules indiscernables au puis on tire une seule boule de I’'urne U,

toucher : 3 Boules rouges et 2 boules vertes Soit C I’événement :

1) On considére I’expérience suivante : « les trois boules tirées sont rouges »

On tire simultanément trois boules de I'urne U, I ¢

. 4 y . Montrer que : p(C)=—
On considere les deux événements : 35
A : « Obtenir une boule rouge et deux boules

maths — inter

wtatha — inter

vertes »
B : « les trois boules tirées sont de méme couleur »
12 1
Montrer que : p(A)=— et p(B)==. el — -
35 7 Urne Us Urne Uy
] Site : maths-inter.ma -Bac 2015 - Ss1 - Version B

Un sac contient 8 boules indiscernables au toucher.
2 Boules blanches, 3 boules rouges et 3 boules vertes (voir figure ci-contre)
On tire successivement et sans remise 2 boules du sac.
1) On considére les deux événements .
A : « Obtenir une boule blanche au meoins »
B : « les deux boules tirées sont de méme couleur »

maths — inier

13 1
Mont :p(A)=— et p(B)=-.
ontrer que : p(A) 28 © p(B) 1

2) Seit X la variable aléatoire égal au nombre de boules blanches tirées.

1
a) Montrer que p(X=2)= 28
h) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X et calculer I’espérance mathématique

E(X).
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Devoir libre 3 5,

Exercice 1 (.... pts) I ] o
Trois urnes Cj ; C> et C3 indiscernables :

C; Contient 3 boules blanches et deux boules noires.

C, Contient 3 boules blanches et une boule noire. C3 Contient une boule blanche et 4 boules noires.

el % %%

> On choisi une urne au hasard et on tire une boule de cette urne.
1) Quelle est la probabilité d’obtenir une boule blanche () ?

2) Calculer la probabilité d’obtenir une boule noire ® (par deux méthodes).

3) Est que les deux événements : N :" obtenir une boule noire " et Cj :" Choisir I'urne C; "
sont indépendants ?

Exercice 2 (.... pts) I

Une urne contient 5 boules noires numérotés 2; 1;1;1; 1 et 6 boules blanches numérotés 2;2;2;1;1;1.

00000
olajajajele

On tire successivement et sans remis deux boules :
Calculer la probabilité des événements suivants :
I Obtenir deux boules noires et la somme des nombres portés par les deux =27

J 7 Obtenir deux boules noires sachant que la somme des nombres portés par les deux =27

Exercice 3 (........... pts) ) ) . )
On lance une piece de monnaie équilibré deux fois ;

Nous gagnons 5 dirhams a chaque fois nous obtenons la face F &,

et nous perdons 2 dirhams a chaque fois nous obtenons la face P @
1) Déterminer Q I’univers des possibilités.
2) Déterminer X () I’ensemble des valeurs possibles de X.
3) Déterminer la loi probabilité de la variable aléatoire X .

4) Calculer Espérance E(X) ; Variance V(X)) et écart type de la variable aléatoire X.

Exercice 4 (........... pts)

I) Dans une classe est composée de 6 filles et 9 garcons.
Le professeur voulait choisir 3 éleves pour faire un exposé.
Calculer la probabilité des événements suivants :

A " Obtenir les élevés garcons uniquement ".

B " Obtenir au moins deux élevés filles ".

C " Obtenir deux élevés garcons exactement ".

IT) Une urne contient 8 boules blanches et 4 boules noires et 6 boules rouges.
On tire successivement avec remis 10 boules

> Quelle est la probabilité d’obtenir 6 boules blanches exactement. ?
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Exercice 5 (.... pts) I

[ 8

Site : maths-inter.ma -Bac 2018 - 552

s .

Une urne contient 12 boules indiscernables au
toucher :trois boules rouges portant chacune le
nombre 1 et frois boules rouges portant chacune
le nombre 2 et six boules vertes portant chacune le
nombre 2.

On considére ’expérience suivante :

on tire au hasard et simultanément deux boules de
I*urne.

Soient les événements.

A : «les deux boules tirées portent le méme
nombre »

B : «les deux boules tirées sont de méme couleur»
C : «les deux boules tirées portent des deux
nombres dont la somme est 3 »

1) Montrer que : p(A)=— ,
) q p(A) 2

p(B) =% et calculer p(C).

3
2) a) Montrer que p(ANB)= T

b) Les événements A et B sont-ils
indépendants ?
3) Sachant que I’événement B est réalisé, calculer
la probabilité pour que les deux boules tirées
portent le méme nombre.

Exercice 6 (.... pts) I
2

Dans I’espace rapporté a un repére orthonormé

direct [0 . i ,I, E), on considére les points

A(0,-2,-2), B(1,-2,-4) ,C(-3,-1, 2)

1) Montrer que ABAAC=2i + ZT +K eten

déduire que 2x+2y+z+6=0 est une équation

cartésienne du plan (ABC).

2) Soit la sphére (S) dont une équation est:
X +y +z’-2x-22z-23=0

Vérifier que la sphére (S)a pour centre Q(1,0,1)et

Site : maths-inter.ma -Bac 2018 - Ss1 2

pour rayon R=35,
3) a) Déterminer une représentation paramétrique
de la droite (A) passant par Q et perpendiculaire

au plan (ABC).
b) Déterminer les coordonnées de H point
d’intersection de la droite (A)et du plan (ABC).

4) Montrer que d(€2,(ABC))=3 , puis montrer
que le plan (ABC) coupe la sphére(S) selon un
cercle de rayon 4, dont on déterminera le centre.

Correction du devoir libre 3 :

Solution de ’exercice 1 :

1)
P(B)

1 31

1+1+
5 4 15 60

2)

2 1

1
5373
2 1y
15 12

><1+
3

2¢M¢ Méthode : Ona: N =Bdonc: P(N)=P(B)=1—P(B) =1

Pe,(B) x P(C1) + Pey (B) x P(C2) + Py (B) x P(C3)
31 3 1 1

55373737573

1
3

Pe, (N) X P(C1)+PC2(N) XP(CQ) —I—PC3(N) X P(C3)
4
5

1
><_
3

4 29
15 60

3129
60 60

2 Bac - science exp

Page 259

Pr. Ait iddir Younes



13 CHAPITRE 13. CALCUL DE PROBABILITE

Exercice 2 (.... pts) I

Une urne contient 5 boules noires numérotés 2;1;1;1;1 et 6 boules blanches numérotés 2;2;2;1;1;1.

00000
oloofelelr)

On tire successivement et sans remis deux boules :
Calculer la probabilité des événements suivants :
I Obtenir deux boules noires et la somme des nombres portés par les deux =2~

J 7 Obtenir deux boules noires sachant que la somme des nombres portés par les deux =2~

Solution de I’exercice 2 :

Tirage successivement et sans remis de 2 boules parmi 11 donc : card(Q) = A%l =11x10=110
Considérons les événement : A : " Obtenir deux boules noirs "

B : " La somme des nombres portées par les deux boules obtenu est =2 "

d(l 12 6
Ona:l=ANBdonc:card(l)=A}=4x3=12 alors: P(I) = ;;Ir;((gz)) N

A3
P(ANB) A2, A2 12
etona: P(J)=P(A/B) =Ps(A) = PB) A121 = A_‘z‘ = 5=
7 7

2
All

2
7

Exercice 3 (...........

On lance une piece de monnaie équilibré deux fois ;
Nous gagnons 5 dirhams a chaque fois nous obtenons la face F &,

et nous perdons 2 dirhams a chaque fois nous obtenons la face P 4
Soit X la variable aléatoire associée a la valeur de la profit ou de la perte
1) Déterminer €2 I’univers des possibilités.
2) Déterminer X (Q) I’ensemble des valeurs possibles de X.
3) Déterminer la loi probabilité de la variable aléatoire X .
4) Calculer Espérance E(X) ; Variance V (X) et écart type de la variable aléatoire X.

Solution de I’exercice 3 :

1) Q= {PP;PF;FP;FF}

2) - L’événement : PP donne —2—2 =—4
- Les deux événements : PF et FP donnent 5 —2 =3
- L’événement : FF donne 5+ 5 = 10 donc : X(Q)={-4;3;10}

3) Déterminer la loi probabilité de la variable aléatoire X :
c’est a dire déterminer la probabilité de toutes les valeurs de la variable X
donc il faut calculer : P(X = —4) et P(X = 3) et P(X = 10)

1 2 1
Ona:PX=—-4)=- e PX=3)=-=- e PX=10)=

1
4 42 4
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4) E(X) = —4P(X = —4) +3P(X =3) + 10P(X = 10)

1 1 1
——4X§+31(>)<§—10XZ
+3+7
o V(X)=E(X?) — (E(X))?
Ona:E(X?)=(—4)?xP(X =—-4)+32>xP(X =3)+10> x P(X = 10)
_16+9+1OO 67
G2 o 2
D V(X)=——32
onc : V(X) > 5
7 TV2

2

I) Dans une classe est composée de 6 filles et 9 garcons.
Le professeur voulait choisir 3 éleves pour faire un exposé.
Calculer la probabilité des événements suivants :

A " Obtenir les élevés garcons uniquement ".

B " Obtenir au moins deux élevés filles ".

C " Obtenir deux élevés garcons exactement ".

IT) Une urne contient 8 boules blanches et 4 boules noires et 6 boules rouges.

On tire successivement avec remis 10 boules

> Quelle est la probabilité d’obtenir 6 boules blanches exactement. ?

Solution de I’exercice 4 :

I) e Le choix simultané de 3 élevés parmi 15 donc : card(Q) = Cj5 = 455
o L'événement : A = {GGG} donc : card(A) = C3 = 84 alors : P(A) =

455
e L'événement : B={FFG ou FFF} donc :
155 31
card(B) = (C} x C}) + C3 = 155 alors : P(B) = 455 = o1 e
e L'événement : C = {GGF} donc : card(C) = C5 x C} =36 x 6 =216 alors : P(C) = 155
II) On tire une boule, soit I’événement : D : " Obtenir une boule blanche "

8 4

0) =P(D -

On répete cette tirage (avec remis) 10 fois,
soit I’événement : D = 6 : " Obtenir 6 boules blanches exactement"

Ona: P(D=6)=Clyp (1—p)4:C?O(g> (g) _
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Exercice 5 (.... pts) I

[Bocs —— JB

Site : maths-inter.ma -Bac 2018 - 552

Une urne contient 12 boules indiscernables au
toucher :trois boules rouges portant chacune le

nombre 2 .
On considére I’expérience suivante :

I'urne.

Soient les événements.

A : «les deux boules tirées portent le méme
nombre »

C : « les deux boules tirées portent des deux
nombres dont la somme est 3 »

nombre 1 et trois boules rouges portant chacune
le nombre 2 et six boules vertes portant chacune le

on tire au hasard et simultanément deux boules de

B : «les deux boules tirées sont de méme couleur»

1) Montrer que : p(A}:% 5

p(B)= T et calculer p(C). matheaier

2) a) Montrer que p(AnB)= 1—31
b) Les événements A et B sont-ils
indépendants ?
3) Sachant que I’événement B est réalisé, calculer
la probabilité pour que les deux boules tirées
portent le méme nombre.

Solution de I’exercice 5 :

PPD® @@®®

Rl1:La boule est rouge est poté le nombre 1

On a tirage simultané de 2 boules parmi 12 donc : card(Q) =

C?, = 66

1) Ona A:" Lesdeux boules tirées portent le méme nombre " ©@ ou @@

Donc : card(A) =

card (A) 39 3

C3+C3=3+36=39 et P(A)—— —

card(Q) 66

Ona B :" Lesdeux boules tirées sont de méme couleur " ®® ou ®®

Donc : card(B) =

card(B)

C}+C2=15+15=30 et P(B)——: —

card(Q) 66 ﬁ

Ona C:" Les deux boules tirées portent des deux nombres dont la somme est 3 " : ®@

Donc : card(C) =

2)Ona ANB:

DCHCIORT D

Donc : card(ANB) = C%—l—C%—i—Cg
13
b) Ona: P(A) x P(B) = 2 X 11 #P(AQB)

ClxCl=3x6=18 et P(C)=

" Les deux boules tirées portent le méme nombre et de méme couleur

card(C) 18 3
card(Q) 66 11

"o,

card(ANB) 21 7

—343+15=21 et PANB)=—— " —

card(Q) T 66 22

22
Alors les deux événements A et B ne sont pas indépendants : car : P(A) X

P(B) # P(ANB)

3) Sachant que I’événement B est réalisé, calculer la probabilité pour que les deux boules tirées
portent le méme nombre : c’est a dire : calculer P(A/B)
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7
ANB oy 7
Ona:PA/B)= —F—— == —
na:PA/B) =5 510
11
Exercice 6 (.... pts) I

Dans 1’espace rapporté a un repeére orthonormé

direct (O, i ,,r, Kk , on considéere les points

A(0,-2,-2), B(1,-2,-4) ,C(-3,-1, 2)

1) Montrer que ABAAC =21 + 2] + Kk eten

déduire que 2x+2y+z+6=0 est une équation

cartésienne du plan (ABC).

2) Soit la sphére (S) dont une équation est:
x4y 427 -2x-22-23=0

Vérifier que la sphére (S)a pour centre Q(1,0,1)et

pour rayon R=35,
3) a) Déterminer une représentation paramétrique
de la droite (A) passant par ) et perpendiculaire

au plan (ABC).
b) Déterminer les coordonnées de H point
d’intersection de la droite (A)et du plan (ABC).

4) Montrer que d(€,(ABC))=3 , puis montrer
que le plan (ABC) coupe la sphére(S) selon un
cercle de rayon 4, dont on déterminera le centre.
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Solution de ’exercice 6 :

Devoir libre 2

Exercice 1 (4 pts) I ) o
Trois urnes Cj ; C et C3 indiscernables :

C; Contient 2 boules blanches et une boule noire.

C, Contient une boule blanche et 3 boules noires.

C5 Contient 4 blanche et 2 boules noires.

oo 8] BS%

> On choisi une urne au hasard et on tire une boule de cette urne.
1) Quelle est la probabilité d’obtenir une boule blanche () ? 1.25
2) Calculer la probabilité d’obtenir une boule noire o (par deux méthodes). 1.75

3) Est que les deux événements :

N :" obtenir une boule noire " et Cj : " Choisir I’'urne C; " : sont indépendants ? 1

Exercice 2 (3 pts) I
Une urne contient 4 boules noires numérotés 2;1;1;1 et 6 boules

blanches numérotés 2;2;2;1;1;1. On tire successivement et sans remis deux boules :

t 0000

olejejajele)

I”’ Obtenir deux boules noires et la somme des nombres portés par les deux =2~

J Calculer la probabilité des événements suivants :

J”” Obtenir deux boules noires sachant que la somme des nombres portés par les deux = 2” 3

Exercice 3 (5 pts) I ) ) o .
On lance une piece de monnaie équilibré deux fois ;

Y
Nous gagnons 3 dirhams a chaque fois nous obtenons la face F &,

et nous perdons 2 dirhams a chaque fois nous obtenons la face P .
1) Déterminer Q I’univers des possibilités. 0.5

2) Soit X la valeur de profit ou de la perte :

Déterminer X (Q) 1’ensemble des valeurs possibles de X. 0.75
3) Déterminer la loi probabilité de la variable aléatoire X. 1.5
4) Calculer E(X) I’espérance de X, puis calculer V(X)) Variance de X. 2.25

Exercice 4 (4.5 pts) I

Un sac contient 10 boules indiscernables au toucher. (4 boules rouge et 2 boules vertes)

AEOHE @
[@@%@ ®

1) On considere I’événement : A :” Les deux boules tirées sont rouges”

] On tire simultanément et au hasard 2 boules du sac.

2
Montrer que P(A) = 5 2) Soit X la variables aléatoires liant chaque tirage au nombre de
boules rouges restantes dans le sac apres le tirage des deux boules.
a) Montrer que I’ensemble des valeurs de la variable aléatoire X sont : {2;3;4}

b) Déterminer la loi de la variable aléatoire X.
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Normal 2016
3 3 -

Un sac contient 10 boules indiscernables au toucher.

4 Boules rouges, 6 boules vertes (voir figure ci-contre)

On tire simultanément et au hasard 2 boules du sac.

1) On considére ’événement : A : « les deux boules tirées sont rouges »

Montrer que : p(A}:l—z5 .

2) Soit X la variable aléatoire liant chaque tirage au nombre de boules rouges

restantes dans le sac apres le tirage des deux boules.

a) Montrer que I’ensemble des valeurs de la variable aléatoire X est {2, 3, 4}.

b) Montrer que p(X=3) =% , puis déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X .

Solution : normal 2016

Ona

1)

2)a)

b)

tirage simultané de 2 boules parmi 10 donc : card(Q) = C%O =45

Soit : A : " Les deux boules tirées sont rouges ", on a card(A) = Cf =6

card(A) 6 2
tdonc: P(A) = X0 _ P _ 2
etdone: P(A) =00~ 45 15

Soit X la variable aléatoire liant chaque tirage au nombre de boules rouges restantes dans le sac

apres le tirage des boules :
e On a les tirages possibles sont : RR ou RV ou VV

- L’événement : RR signifie que les deux boules tirées sont rouges, dans ce cas nombre de

boules rouges restantes dans le sac est : 2 : donc : X =2

- L’événement : RV signifie que les deux boules tirées I’une est rouge 1’autre est verte, dans

ce cas nombre de boules rouges restantes dans le sac est : 3 : donc : X =3

- L’événement : VV signifie que les deux boules tirées sont vertes, dans ce cas nombre de
boules rouges restantes dans le sac est: 4 : donc : X =4, alors : X(Q) = {2;3;4}

L’événement : {X = 3} est RV c’est a dire obtenir une boule rouge et une boule verte donc :
24 8
card(X =3) =C} x Cy =4x6=24etdonc: P(X =3) == = -

L’événement : {X =2} est RR c’est a dire obtenir deux boules rouges donc :

6 2
cara’(X:2):C2:6etdonc:P(X:2):E:E

L’événement : {X =4} est VV c’est a dire obtenir deux boules vertes donc :

15 1

card(X = 4) :Céz 15etdonc: P(X =2)=— =~

45 3
k 2 3 |4

La loi de probabilité de X est :
2 8 |1
P(X =k) 51513
Rattrapage 2016
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3 Site : maths-inter.ma -Bac 2016 — Ss2 2 N

Un sac contient 10 boules, indiscernables au toucher, portant les chiffres suivants :
1;2:2:3:3:3:4;4:4:4. @
On considére I’expérience : %
« On tire successivement et sans remise 2 boules du sac. »

1) Soitl’événement : A «les deux boules tirée portent chacune un nombre pair » (%@

Montrer que : p(A) = 1 oeoo

3 * riraths — inter

2) On répete I’expérience précédente 3 fois de suite sachant que les deux boules tirées sont remis dans le
sac aprés chaque nouveau tirage .
Soit X la variable aléatoire égal au nombre de fois que I’événement A est réalisé.

Montrer que p(X=1) =g puis déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X .

Solution rattrapage 2016 :

L’expérience : Tirage de successive et sans remis de 2 parmi 10 donc : card(Q) = A%O =90

1) Soit L’événement : A : " Les deux boules tirer portent chacune un nombre pair”

card(A) 30 1
donc : card(A) = A2 =30 etdonc : P(A) = card(Q) =% =3

2) On répete cette expérience 3 fois et soit X la variable aléatoire égal au nombre de fois que
I’événement A est réalisé. donc X(Q) ={0;1;2;3}

1N\ /2\? 1 4 4
OP(X:1)=C31<§> (§> :3><§><§:§
1\°/2\° s 8
1\? /2\! 1 2 2
poe=2=6(5) (5) =3x5x3-3

1\? /2\° 1 1

k 0O |1]2]3
La loi de probabilité de X est :
PX = k) 8 |42 1
712701919127
Normal 2017

2 Bac - science exp Page 266 Pr. Ait iddir Younes



13 CHAPITRE 13. CALCUL DE PROBABILITE

A Site : maths-inter.ma -Bac 2017 - 551 A _

Un sac contient 8 boules indiscernables au toucher. Chacune des 8 boules est marquée d>un nombre
comme I’indique la figure ci-contre
On tire simultanément et au hasard 3 boules du sac.
1) On considére les deux événements .
A : « aucune des trois boules tirées ne porte le numéro 0 » @ @
B : « le produit des nombres portés par les trois boules tirées est égal a 8 »

e
Montrer que : p(A) = ﬁ et p(B) = E . \ maths-inter y

2) Seit X la variable aléatoire liant égal au produit des nombres portés par
les trois boules tirées.

a) Montrer que p(X=16)= % . X 0| 4|8 16

- 3

b) Le tableau ci-contre représente la loi de probabilité de la variable p(X=x;) 28
aléatoire X .

Copier ce tableaun et compléter le sur la copie en justifiant les réponses.

Solution normal 2017

L’expérience : " Tirage simultané de 3 boule parmi 8 " donc : card(Q) = C3 = 56
1) Les probabilité des événement A et B :
cardB _Cj +C‘1_1 xCi ><C‘1_1 4

1
B = = = —
P(B) cardQ (o 56 7

cardA_Cé' _20_5

card C. 56 14

et p(4)=

2)a) Soit X la variable aléatoire liant égal au produit des nombres portés par les trois boules tirées.
CixC 6 3

X=16)= I
& ) c: 56 28

b) Laloi de probabilité de X :
Les valeurs possibles de X: X(Q)={0.4.816}

-

C; | 20 _36_09

On a: X=0)=1-p(X=0)=1-2L=1-"—="_="_
P ) P( ) C; 56 56 14
cixcl 6 3
et: p(X=4)="2""1- " -
C; 56 28
cyelxelxcl
et: p(X=8)= 4 1X1 4>< 1:&:1
C; 56 7
6 3
. X=16)=—="—
et: P( ) 56 28
et donc:
X =x, 0 4 8 16
p(X =x,) 9 | 3 11 | 3
14 28 7 28
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Rattrapage 2017
3

, . 4
Montrer que : p(A)= LA p(B) = 19 E(X)est égalea —
15 70
Solution rattrapage 2017
normal 2015

Un sac contient 10 boules indiscernables au
toucher.

5 Boules blanches, 3 boules rouges et 2 boules
vertes (voir figure ci-contre)

On tire simultanément et au hasard 4 boules du
sac.

1) On considére les deux événements.

A : « parmi les quatre boules tirées une boule
exactement est verte »

B : « parmi les quatre boules tirées trois boules
exactement sont de méme couleur »

2) Soit X la variable
aléatoire liant chaque
tirage au nombre de
boules vertes tirées.
a) Montrer que

2
pX=2)=—.
15

maths —

inter

b) Déterminer la loi de
probabilité de la variable aléatoire X et
montrer que I’espérance mathématique

[Bodcc I8

Site : maths-inter.ma -Bac 2015 - 551 - Version A

» I

Une urne U, contient 7 boules indiscernables au
toucher : 4 Boules rouges et 3 boules vertes

Une urne U, contient 5 boules indiscernables au
toucher : 3 Boules rouges et 2 boules vertes

1) On considére I’expérience suivante :

On tire simultanément trois boules de I'urne U,
On considéere les deux événements :

A : « Obtenir une boule rouge et deux boules
vertes »

B : «les trois boules tirées sont de méme couleur »

12 1

ontrer que : p(A) 35 © p(B) 7

2) On considére I’expérience suivante :
On tire simultanément deux boules de I’'urne U,,
puis on tire une seule boule de I'urne U,

Soit C I’événement :
« les trois boules tirées sont rouges »

6
Mont : p(C)=—
ontrer que : p(C) 35

Urne Uy

Solution normal 2015
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normal 2015 - 2
3 Site : maths-inter.ma -Bac 2015 - 551 — Version B

Un sac contient 8 boules indiscernables au toucher.
2 Boules blanches, 3 boules rouges et 3 boules vertes (voir figure ci-contre)
On tire successivement et sans remise 2 boules du sac.
1) On considére les deux événements .

A : « Obtenir une boule blanche au moins »

B : « les deux boules tirées sont de méme couleur »

13 1

Montrer que : p(A) % et p(B) e
2) Soit X la variable aléatoire égal au nombre de boules blanches tirées.

1
a) Montrer que p(X=2)= E

b) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X et calculer I’espérance mathématique

E(X).

Solution normal 2015 - 2
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Devoir surveiller 3 s2
Exercice 1 (4.5 pts) I ) o
Trois urnes Cj ; C> et C3 indiscernables :

C; Contient 3 boules blanches et une boule noire. C, Contient 2 boules blanches et 2 boules noires.

(5 Contient une blanche et 2 boules noires.

000000 Oee)

> On choisi une urne au hasard et on tire une boule de cette urne.
1) Quelle est la probabilité d’obtenir une boule blanche () ? 1.5
2) Calculer la probabilité d’obtenir une boule noire ® (par deux méthodes). 2
3) Est que les deux événements :
N :" obtenir une boule noire " et Cj : " Choisir I'urne C; " : sont indépendants ? 1

Exercice 2 (5.5 pts) I ) AR
L’espace est rapporté a un repere orthonormé direct (O;i; j; k).

On considere les points : A(2;1;3); B(3;1;1) et C(2;2;1).

et soit (S) la sphére d’équation : x> +y? + 7> — 2x 42y — 34 = 0. 1
-2 ?, 2 AT, T g . .,

1)a) Montrer que : ABAAC = 2i+2j+k, en déduire que les points A ; B et C ne sont pas alignés. | 0.25

b) Montrer que le plan 2x + 2y +z — 9 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC). 0.75

2) a) Montrer que le centre de la sphere (S) est Q(1;—1;0) et que son rayon est 6.

b) Montrer que d(€2; (ABC)) = 3, en déduire que le plan (ABC) coupe la sphére (S) suivant un | 1
cercle (C).

3) a) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (A) passant par Q et perpendiculaire | 1

au plan (ABC).
b) Montrer que le centre du cercle (C) est le point B. 1
4) Calculer I’aire du triangle ABC. 0.5
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Exercice 3 (3 pts) I

Une urne contient 3 boules noires numérotés 2;1;1 et 5 boules blanches numérotés 2;2;2;1;1.

On tire successivement et sans remis deux boules :

000
elojelale)

Calculer la probabilité des événements suivants :

I’ Obtenir deux boules noires et la somme des nombres portés par les deux =2~

J”” Obtenir deux boules noires sachant que la somme des nombres portés par les deux = 2”

Exercice 4 (7 pts) I

Un sac contient 8 boules indiscernables au toucher. chacune des 8 boules est marquée d’un nombre
comme I’indique la figure ci-contre.

@23 @O

On tire simultanément et au hasard 3 boules du sac.
1) On considere les deux événements : A :” aucune des trois boules tirées ne porte le numéro 0
B : 7 le produit des nombres portés par les trois boules égal a 8

5 1
Montrer que P(A) = 12 et P(B)= 7

2) Soit X la variables aléatoires liant égal au produit des nombres portés par les trois boules tirées.

3

a) Montrer que P(X = 16) = 3

b) Le tableau ci-contre représente la loi de probabilit¢ de la variable aléatoire X.

Xi 048] 16

Copier ce tableau et compléter le ( en justifiant les réponses).

3
P(X:Xi) 2_8

3) Calculer E(X) I’espérance de la variable X.

4) Soit C I’événement C " Les nombres portés sont pairs ". Calculer P(C)
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Devoir surveiller 3 S2 Modé¢le B

Exercice 1 (4.5 pts) I ) o
Trois urnes Cj ; C> et C3 indiscernables :

C; Contient 2 boules blanches et une boule noire. C, Contient une boule blanche et 3 boules noires.

(5 Contient 4 blanche et 2 boules noires.

E)%. W(OOZOW 8%..

> On choisi une urne au hasard et on tire une boule de cette urne.
1) Quelle est la probabilité d’obtenir une boule blanche () ? 1.5
2) Calculer la probabilité d’obtenir une boule noire o (par deux méthodes). 2
3) Est que les deux événements :
N :" obtenir une boule noire " et Cj :" Choisir 'urne C; " : sont indépendants ? 1

Exercice 2 (4.75 pts) I ) I
L’espace est rapporté a un repére orthonormé direct (O;i; j; k).

On considere les points : A(0; —2;—2); B(1;—2;—4) et C(—3;—1;2).

1)a) Montrer que : zﬁ /\R =20 +2j+ k 1
b) en déduire que 2x+ 2y +z+ 6 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC). 0.5

2) On considére la sphere (S) dont une équation est : x> +y> +z> —2x —27—23 =0

Vérifier que la sphere (S) a pour centre Q(1;0; 1) et pour rayon R = 5. 0.75
(
x=1+4+2t
3) a) Vérifier que : y =2t (t € R) est une représentation paramétrique de la droite (A) | 0.5
z=1+t

\
passant par le point Q et orthogonale au plan (ABC).

b) Déterminer les coordonnées de H point d’intersection de la droite (A) et du plan (ABC) 0.75

4) Vérifier que : d(Q; (ABC)) = 3, puis montrer que la plan (ABC) coupe la sphere (S) selon un | 1.25
cercle de rayon 4, dont on déterminera le centre.
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Exercice 3 (4.5 pts) I ) ) » )
On lance une piece de monnaie équilibré deux fois ;

Nous gagnons 3 dirhams a chaque fois nous obtenons la face F

et nous perdons 2 dirhams a chaque fois nous obtenons la face P
1) Déterminer Q I’univers des possibilités. 0.5

2) Soit X la valeur de profit ou de la perte :

Déterminer X (Q) I’ensemble des valeurs possibles de X. 0.75
3) Déterminer la loi probabilité de la variable aléatoire X. 1.25
4) Calculer E(X) I’espérance de X, puis calculer V(X)) Variance de X. 2

Exercice 4 (6.25 pts) I

Un sac contient 10 boules indiscernables au toucher. (4 boules blanche et 6 boules noires)

[OO.. ®

OO.. . ] On tire successivement et sans remis 2 boules du sac.

1) On considere I’événement : A :” Les deux boules tirées sont noires”

1
Montrer que P(A) =

= 1
3
2) On répete I’expérience précédente 3 fois de suite sachant que les deux boules tirées sont remis
dans le sac apres chaque nouveau tirage.
Soit X la variables aléatoires €gal au nombre de fois que I’événement A est réalisé.
4
a) Montrer P(X = 1) = 9 0.75
b) Déterminer la loi de la variable aléatoire X. 2
¢) Calculer : E(X) (I’espérance de X) et V(X) (la variance de X). 1.25
3) Soit B I’événement : " Les deux boules tirées sont de couleurs différents ", calculer P(B). 1.25
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INSTRUCTIONS GENERALES

v L utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée.

v Le candidat peut traiter les exercices de 1’épreuve suivant I’ordre qui lui convient.

v L'utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est & éviter.

COMPOSANTES DU SUJET

L’épreuve est composée de trois exercices et un probléme indépendants entre eux et répartis suivant
les domaines comme suit :

Exercice 1 Géométrie dans espace 3 points

Exercice 2 Nombres complexes 3 points

Exercice 3 Calcul de probabilités 3 points

Probléme Etude d*une fonction numérigue, calcul | 11 points
intégral et suites numériques

v" On désigne par Z le conjugué du nombre complexe z.

v In désigne la fonction logarithme népérien.
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Exercice 1: (3 points)
Soit |'espace rapporté au repére orthonormé direct(0; 1; J), on considére les points :
A(1;1;-1),B(0;1; -2) et C(3; 2; 1)
1) a) Montrer : AB AAC = T — Kk puis déduire que les points A, B et C ne sont pas alignés.
b) Vérifier que I'aire du triangle ABC est: § = %cl déduire la distance de A & la droite (BC)
c) Vérifier que : x = z — 2 = 0 est une équation cartésienne du plan (AEC)

2) Soit (5) la sphére de centre 2(=1;0; 1) et coupe le plan (ABC) suivant un cercle (C) de
rayon r = 2.
a) Montrer que le rayon de la sphére (5) est : R = 23 puis déterminer une équation
cartésienne de (5)
b} Montrer que le centre de (C) est le point H(1;0; -1)
c) Montrer que pour tout point M{a; b;c)de (Cyona:a* +b* +c® =6

Solution :

1) a

b)

c)

2) a)

On a:fﬁ(—l;O;—l) etR(Z;I;Z), alors :

ABAAC = - T+ 4

-1 2 -1 2 0 1

— —
donc : EAR— l —O] — k —7— k c’estadire: I@AR 1;0; —
Ona: EAR # 0 alors les points A ; B et C ne sont pas alignés.

. |ABAAC] /24001 (=12 V2
- 2 - 2 T2

On a la droite (BC) passe par le point B(0; 1; —2) et de vecteur directeur BC (3;1;3) alors :
d(A'(B )) ||B?AB%H ||?_k|| o \/§
IBC|| V312432 V19

Ona:A € (ABC) et@/\f@ 1 (ABC) alors :

,WI-(,@/\R) =

M(x:y:z) € (ABC) <
< 1x—1)+0y—-1)—1(z+1)=0
& x—1-z—-1=0
& x—z—-2=0

Donc: (ABC) :x—z—2=0
Si le plan (ABC) coupe la sphere (S) suivant un cercle alors : R le rayon de la sphére est
vérifier : > = R> —d? avec d = d(Q; (ABC)) on a donc : R = /12 +d

2 —1-1-2
Calculons : d = d(Q;(ABC)) = \/|1);Q Oji( |1) = NG = E =212

Donc: R=+v4+8=+v12= 23
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Une équation de (S)
M(x;y;2) €(S) & (x+1)2+y*+(z— 1) = (2V3)?
& 42+ 14y 472 —2z241=12
= x2+y2+22+2x—2z— 10=0
b) H Le centre du cercle (C) est la projection orthogonal de Q sur le plan (ABC),

Soit (A) la droite passant par Q et L. (ABC) ona: H = (ABC)N(A)

Déterminant la représentation paramétrique de (A), on a : (A) passe par Q(—1;0;1) et

ABAAC L (ABC) alors : AB /\R(l;O — 1) est un vecteur directeur de (A) alors :

(

x=—1+t

(W) y—o /1€R

z=1—t
\
( (
x=—1+t x=—1+t1 (
x=1
y=0 y=0
H(x;y;z) € (ABC) < R &9 y=0 alors:H(1;0;—1)
z=1—t z=1—t
z=—1
\
x—z—2=0 t=2
\ \
c)
M( b 2 2 2 _ .2
asb;e) € (C) < (a—1)"+b"+(c+1)"=r
& d-2a+1+b+F+2c+1=4
& A+ 4+ =242a—2¢
Exercice 2 : (3 points)
0.5 1) Résoudre dans I'ensemble C I'équation : 22 — 6z + 10 =10
2) Dans le plan complexe rapporté i un repére orthonormé direct(0; i; v),on considére les

points A et B d’affixes respectivesa = d4eth =3 — L.

Soient z I'affixe du point M du plan et 2’ I'affixe du point M'image de M par la rotation de
0,25 centre A et d’angle —‘;i.
o5 a) Montrerque: z' = —iz + 4 + 4

! b) Vérifier que I'affixe du point € I"image du point B par la rotation Rest:c =3 + i

0,25 ¢) En déduire la nature du triangle ABC
0.25 3) Soit ¢ la translation de vecteur AB et D I"image du point € par la translation £,

a) Déterminer d I'affixe du point .
0.5 b) En déduire la nature du quadrilatére ABDC.
0.25 4) Déterminer I'ensemble des points M d'affixe z tels que |2 =3 = i]| = |3 + |

Solution :

1) Résolvons I’équation : z> —6z+10=10
Ona:A=(—6)2—-4x1x10=36-40=—-4<0
alors I’équation admet deux solutions non réels z; et z avec
—(—6)—iv4  6—4i
2 2

71 = =3-2i et z2=71=3+4+2
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T
2) a) Soit R larotation : R (A; —§>, et soient : M(z) et M’ (') ona:

RM)=M & 7—a=¢%(z—a)
& 7—-4=—-i(z—a)
& I =—iz+4i+4

b) Soit C =R(B) etsoitc=aff(C)ona:

RB)=C & c=—ib+4i+4
& c=—i(3—i)+4i+4
& =341

AB =AC

(ﬁ) = —g [2m]

Donc le triangle ABC est isocele est rectangle en A.

¢) Ona:R(B)=C<«

3) a) Soitz la translation de vecteur AB et soit t(C)=D

t(C)=D < CD = AB
& d—c=b—a
& d=b—a+c
& d=3—-i—443+i=2
b) Ona: zﬁ = C? alors le quadrilatere ABDC est un parallélogramme
etona: (ﬁ) = —E[Zn] alors : le quadrilatere ABDC est un rectangle
eton a: AB = AC alors le quadrilatere est un carré.
4) Déterminons I’ensemble des points M(z) tels que : |7—3 —i| = |3+
Z-3—i|=13+i & |Z-3—i=[3+i (car:|z] = |z|)
& |z=3+i=Vv32+1!
& |z—=3-i)|=V10
& |z—b|=V10

Donc I’ensemble des points c’est le cercle de centre b et de rayon v/ 10.

Exercice 3 : (3 points)

Une urne contient sept boules : 5 blanches portent les numéros 0; 0; 0; 1; 1 et 2 boules noires
portent les numéros 0; 1 (indiscernables au toucher).

On tire au hasard et simultanément deux boules de |'urmne.

1) On considére les événements suivants :
A :"" Les deux boules tirées portent la méme couleur ™'
B : 'Le produit des nombres tirées marqué sur les boules est nul™
11 .
Montrer que : P(A) = 3, Puis calculer P(B).
2) Soit X la variable aléatoire qui associe i chaque tirage la somme des nombres marquée sur les
deux boules tirées,
0,5 a) Montrer que : X(02) = {0; 1; 2}
15 b) Montrer que : P(X = 0) = = puis déterminer la loi de probabilité de la variable X.
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Solution :

08800

1) SoitI’événement A : ” Les deux boules tirées portent la méme couleur ”
B Le produit des nombres portés par les deux boules est =0~

A=.. ou OO donc : card(A) =C53+C2=1+10=11

d(A 11
etona:card(Q)=C?=2lalors: P(A)= zz:d((ﬂg =57

On tire simultanément deux boules :

B:@@ ou @@ donc : card(B) = Ci+ (C} x C}) =6+ (4 x3) = 18
card(B) 18 6

lors: P(B)= = — =_,
ator (B) card(Q) 21 7

2) a) Pour les nombres portés par les deux boules tirées on a3 événements possibles :

@@ou@®ou@@

- Pour le tirage : @ @Ona:X:O+0:O
—Pourletirage:@@Ona:X:O-i-l:l
- Pour le tirage : @ @Ona:X: 1+1=2 alors : X(Q) ={0;1;2}

b) L’événement : X = 0 est : @ @ donc :
card X=0) 6 2
X = = 2 = d N P X ey = — = — = —
card( 0) =C; =6 donc : P( 0) card(Q) 5= 7

—L’événement:X:lest:@@donc; Sy b4
Card(X=0)=Ci><C31=12donc:P(X:1):—c“r( =1)_12_

card(Q) 21 7

—L’éVénement:X:2est:@@donc: d(X 2) 3 .
car =

dX=0)=C2=3donc:P(X=1)= —>—"2 __ =~ _ _

card(X =0)=C;=3donc: PX =) == @) ~21 7

Xi 012 2 4 1 7
2 41| Ilfaut vérifierque: —+-+-==-=1
P(X = x;) 71717 d 77 7 17
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— Sld iyl 53ls §oubgali— 2022 Lokall 5ygull- by Kl ugall ol Hlnial
3 || NS29A 11 atal sglall clluus § S g Bl pgle @lhine Auisyill pglall Auni | O
3 A B )b

Partie [

Soient g et h deux fonctions définies sur ]0; +oo[ par: g(x) = x — 1 — In(x) et
075 | h(x)=x+ (x—2)In(x).
1) Calculer: x“Tm g(x) et x"'-?- g(x) puis dresser le tableau de variations de g.

0,25 2) Montrer que: (Vx> 0):g(x) =0
3) a) Vérifierque: (Vx> 0):h(x) =1+ g(x) + (x — 1)In(x)

o b) Montrer que : (¥x > 0): (x — 1)In(x) = 0 et déduire que : (¥x > 0): h(x) > 0
o Partie 11
Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par : f(x) = 1 + xIn(x) — (In(x))* et Cy sa courbe
représentative dans un repére orthonormé (0;7; ) ([If]l = 2em)
0,5 1) a) Montrer que xlj.% f(x) = —co puis interpréter géométriquement le résultat.
1 (In(x))*

b) Montrer que : lim = 0. Déduire ]iT f(x)et lim %pujsinterpréter
X=sde ) A=

=l X 00

géométriquement le résultat,

0,75 2) a) Montrer que : (Vx > 0): f'(x) = % puis dresser le tableau de variations de f.
0.25 b) Montrer que f admet une fonction réciproque £~ définie sur R.
¢) Montrer que £~ est dérivable au point d’abscisse e et calculer (f ~)'(e)(remarquer que
0,75 fle) = e)
0,25 3) a) Monirer que C; admet au point A(1; 1) une tangente (T) d’équation : (T) : y = x.
' b) Montrer que : (¥x > 0): f(x) — x = (In(x) — 1) g(x) puis déduire la position relative de
0,75 Cy par rapport i la droite (T').
0,25 ) Montrer que C; coupe I'axe des abscisses en un point unique d’abscisse a
1 tc]que:%<a-=:1
d) Tracer Cy et (T) (On admettre que C; admet un point d’inflexion d’abscisse compris entre | et
1.5)
0,75 4) On consideére les intégrales suivants :f = _[: In(x)dx;J] = f:[ln(:c])zdx aK=] 12 xln(x)dx
0.75 a) Montrer que : L: x = x(In(x) — 1) est une primitive de [: x = In(x) sur ]0; +oo[ et déduire
' que: ] = 1.
05 i g 2 et+1
b) En utilisant une intégration par parties, calculer J et Montrer que : K = ra
¢) Calculer I'aire de la partie limitée par C et les droites d’équations : y =0, x =letx =e
Partie 11T
On considére la suite définie (u ar : I up = Ve
05 (tnlnen P Unsy = f(Un)
0,75 1) Montrerque:VnelN:1<su, <e
055 2) Montrer que la suite (1,,),cy est décroissante et déduire que : ¥n € N:u, < e

3) Montrer que (U, ) ey est convergente et déterminer sa limite .

Solution :

Partiel :
1
I)Mnﬁﬂ:hme———mw>:+m

X—>o00 x—>+oo by X
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11 !
car: lim x= fooet lim 1——— ") _ 1 _g_og—1>0. (lim ”(x):0>

X—>—o0 X—>+-o00 X X X—=to X
et lim g(x) =+oo; car: lim x—1=—1et lim In(x) = —eo, donc : lim —In(x) = oo
x—0t x—0t x—0t x—0t

La fonction g est dérivable sur ]0; +oo|, (La somme des fonctions le sont).

X 0 1 —+o0
1 O -0 +
, x—1
g(x): —;: . |+oo —+o0
g [l N~
I 0

2) D’apres le tableau des variations de la fonction gona: (Vx> 0): g(x) >0
3) a)

h(x) = x+(x—2)In(x)
= x+ (x—1)In(x) —In(x)

= x—1—In(x)+ 1+ (x—1)In(x)
1+g(x)+ (x—1)In(x)

b) Si0O<x<lalors:x—1<O0etln(x) <Oalors: (x—1)In(x
Six>alors:x—1>0etIn(x) >0alors: (x—1)In(x) >0
donc: (Vx>)0: (x—1)In(x) >0
Ona:aussi: (Vx>)0: g(x) >0,alors: (Vx>)0: h(x)=1+g(x)+(x—1)In(x)>1>0

Partie II :

1) a) Soit f la fonction définie par : f(x) = 1 +xIn(x) — (In(x))*

) >

Ona: lim In(x) = —eo donc : lim (In(x))?* = +oo et donc : lim —(In(x))*> = —co et on
a- x—0t x—0t x—0t
lim xIn(x) =0 alors : lim = —o0
x—)()*x (X) x—0t f(X)
In(x)? In(x)? 1
b) Pour montrer que : lim n(x) = 0 on peut montrer que : lim n(x) = lim n(x) =0
x—0t X x—07t X x—0t \/}
Pour ce laon pose : t = \/)_c: six— 0" alors: t — 0", etdonc:
1 In(#? 21n(t
lim ) gy 100D 200 g
x—07T \/)_C t—0t f t—0t 1
_ 1 In(x)?
Ona: xgrfwf(x) xgr}rloox <)_c +1In(x) — T)
2
etona: lim In(x) =4eet lim ») =0 et lim x=-+calors: lim f(x)= oo
X—> 00 X—+ X 5 X—>—+00 X—> o0
1 1
etaussi: lim fx) = lim —+In(x)— n) = o0
X—+o X X——+oo X

et donc (Cy) la courbe de f admet une branche parabolique de direction 1’axe des ordon-
nées au voisinage de +oo
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2) a) La fonction f est dérivable sur |0;+oo[, (la somme et le produit de fonction le sont), et :

) = (140 - (in)?)
= X'In(x)+xIn(x) — 2In’(x) In(x)

— In(x)+ z - 2ln)(cx)

xIn(x) +x — 21In(x)

_ (x—2)In(x) +x
_ )

On a (Vx > 0) : h(x) > 0 alors : (Vx > 0) : f/(x) > 0 donc f est strictement croissante sur

X 0 —+o0
') +
0; e[ : | oo
foll /!
|-

b) On ala fonction f est continue sur |0; 4o (car elle est dérivable) et strictement croissante alors
f admet une fonction réciproque !,

et f~! définie sur : J = £(]0; +o0[) ] hm L f(x); im f(x)[=] — oo 4oo[=R

X—r+00

c) Ona: f(e)=eet f'(e) = e—i—(e—2)1n( ) = 2(ee— ) # 0 alors : f~! est dérivable en f(e) = e

e
1\ 1 _ 1 _ e
= F ) T e 2 )
3) a) L’équation de la tangente a la courbe (Cy) au point A(1;1) est :
(T):y=r(ME=D+f(1) caad (T):y=1x—1)+1 ca-d: (T):y=x

)
Lr=2I() _ o (1) = 14 1n(1) — (In(1)2 = 1

(car: f'(1) = 0
b)

flx)—x 14 xIn(x) — (In(x))? — x
= (In(x) — Dx+1—1n%(x)
= (In(x) —1)x+ (1 —1In(x))(1+1In(x)) (car:a* —b* = (a—b)(a+Db))
= (In(x) = 1) [x— (1 +In(x))]
= (In(x)—1)(x—1—In(x))

(In(x) = 1)g(x)

Pour étudier les positions relatives de (Cy) et la droite (T) : y = x, il faut étudier le signe
de f(x) —x, ona (Vx> 0):g(x) >0 alors le signe de f(x)—x est ce lui de In(x) — 1.

x 0 1 e
In(x) — 1 | - — 0 +
flx)—x | — 0 - 0 +
Les positions relatives | | Cyestaudessous | Cyestaudessous | Cyestau dessus
de (Cy) et (T) | de (T) I de (T) | de (T)
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) ) . 1
c¢) La fonction f est continue sur |0; +oo[ en particulier sur {—; 1} ,et:
e

2
f(l) :1+lln(l)—(ln(l>) :1—1—1:—1<0 et f(1)=1>0 alors
e e e e e e

d’apres le théoréme des valeurs intermédiaire (Ja. €] é; 1]): f(o) = 0 et comme la fonction
f est strictement croissante alors o est unique.
c’est a dire que la courbe (Cy) coupe I’axe des abscisses en un point unique d’abscisse o.

d) La courbe (Cy) et la tangente (T') :

(Cy)
(T):y==

m

4 a) Onpose: L(x) =xIn(x) —x, ona: L estdérivable sur |0; oo et :
L'(x) = xX'In(x) +xIn’(x) = 1 =1In(x) + 1 —1 = In(x) ; donc L est une primitive de In sur
R ,
etdonc: [ = /1 In(x)dx = [xIn(x) —x]{ =e—e—(0—1) =1

b) En utilisant une intégration par partie calculons : K = [{ xIn(x)dx :
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x
2 ‘1
= ¢ - 0— 1 ixdx
1, 1.1,
= 3¢ 3kl
B e? -1
2 4
_ e?+1
4
e En utilisant une intégration par partie calculons : J = [} In?(x)dx :
() =1 u(x) =xlIn(x) —x
On pose : ' (x) = In(x) donc : , 1 donc :
v(x) = In(x) V(x) =~
x

J = [In(x)(xIn(x) —x) - /1 “In(x) — 1dx
= 0—0—[xIn(x) —x —x]{

= fle—e—e)=(~1-1)]
= e—2
c)
e
A = | |f(x)|dx(U.A)
= f(x)dx (carf > Osur|[l;e])
1
e
= /l—f—xln(x)—(ln(x))zdx
: e e 2
— K+ / xln(x)dx — / (In(x))2 dx
1 1
= e—14+K—-J
241 2+1  e*+8e+5
- e—1+": —(e—2):2e—|—1—i—€2— . +4e+ cm?
Partie II :
Up=+/e
Soit (U,) la suite définie par :
Un+l:f(Un)

1) Montrons que : (VneN):1<U,<e
-Pourn=0ona:1<Uy=+le<e
- Supposons que : 1 < U, <eetmontrons que : | < U,;+1 <e
On a f est croissante sur ]0;+co| donc croissante sur [I;e] et comme : 1 < U, < e alors
f() < f(Uy,) < f(e)etdonc:1<Upy1 <e (car: f(1)=1 ; f(Uy) =Uyr1 et f(e)=e
).

donc d’apres le principe de récurrence ona: (Vn e N): 1 < U, <e
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2) Ona (Vx € [15¢]) : f(x) <x d’apres la questions 3)b) partie /1.
et comme (Vn € N) : U, € [1;¢] alors : f(U,) < U, c’estadire: U,y < U,
et donc la suite (U,) est décroissante.
donc: (VneN): U, <Uy=+/e
3) On a (U,) est décroissante et minorée par /e donc convergente :
e f est continue sur [1;e]
o f([lse]) =[l;e] C[1;€]
e La suite (U,) est convergente :

donc la limite de (U,) est la solution de 1’équation f(x) =x: donc: lim U,=1ou lim U,=e¢
n—r—+oo n—-+too

puisque : (Vn € N) : U, < /e alors : ET U,=1
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L'épreuve est composée de quatre exercices indépendants entre eux et un
probléme, répartis suivant les domaines comme suit :

Exercice 1 Géométrie dans |'espace 3 points
Exercice 2 Nombres complexes 3 points
Exercice 3 Calcul des probabilités 3 points

Exercice 4 | Equations différentielles et calcul intégral | 2,5 points
Etude de fonctions numériques
Suites numériques

Probléeme 8,5 points

e On désigne par Z le conjugué du nombre complexe z et |z| son module

¢ In désigne la fonction logarithme népérien

Exercice 1 || 3 points I

Dans I'espace rapporté a un repére orthonormé direct | O; T ? Fﬁ?) On
considére les points A(0;1;1) , B(l 2 (J} et C(-1;1;2)
1) a Montrer que : :@ AAC=T+k (0,5)
a En déduire que x+ z— 1 = 0 est une équation cartésienne du
_ plan (ABC) (0,25)
(2) Soit (S) la sphere de centre ©(1;1;2) et de rayon R = v/2
Déterminer une équation de la sphére (S) (0,5)

(3) Montrer que (ABC) est tangent 3 la sphére (S) au point A (0,5)
4 On considére la droite (A) passant par le point C et perpendiculaire

au plan (ABC)
a Déterminer une représentation paramétrique de (A) (0,25)
b Montrer que la droite (A) est tangente a la sphére (S) en un
point D dont on déterminera les coordonnées (0,5)
¢ Calculer le produit scalaire AC. (_f -+ T’:) puis en déduire la
distance d(A, (A)) (0,5)

Solution de ’exercice 1 :

1) a) Onazzﬁ(l;l; etR —1;0;1), alors :

10 1o 1 -1
ABNAC = T T+ %

-1 1 -1 1 1 0

— —
donc:ﬁ/\ﬁz?—07+ k :?—l— k c’estadire: ﬁ/\ﬁ(l;o;l)
b) Ona:A € (ABC) et ABAAC L (ABC) alors :

M(x:y:z) € (ABC) < AM-(ABAAC) =
& 1x—0)+0y—1+1(z=1)=0
& x+z—1=0

Donc : (ABC) :x+z—1=0
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2) Déterminons une équation de la sphere (S) de centre Q(1;1;2) et de rayon: R=+/2:ona:

Mxyiz) €(8) & (=17 + 1)+ (-2)" = (V2)?
& - 1+y* -2+ 1+ —dz+4=2
& P4y 42 —2x—2y—47+4=0

C’est a dire : () :x2+y2—|—z2—2x—2y—4z—|—4—0

’XQ+ZQ—1| 1+2—1

Sy~ ViR

donc le plan (ABC) coupe la sphere (S) en un seul point,

ona:A € (ABC), pour montrer que : (ABC) N (S) = {A}, il suffit de montrer que : A € (S)
ona:QA=+/(0-1)2+(1—-12+(1-2)2=+/1+1=+2=RdoncA € (S),

et donc : (ABC)N(S) = {A}

4) a) Ona: (A) L (ABC)et (1@ /\R) 1 (ABC), alors ABAAC est un vecteur directeur de (A)
(

3) Ona:d(Q;(ABC)) =

x=—1+t
etona:Ce (A)alors: (A) y=1 /teR
=2+t
3
b) Montrons que : (A) coupe la sphere (S) en un seul point :
Méthode 1 : )
x=—1+t
y=1
M(x;y;2) € (A)N(S) &
7=2+4t

=1+ (1) +(z—2)*=2

\
Remplagons x ; y et z dans la derniere équation on trouve :

P—414+4417=2 & 22 —4+2=0
& 202 -24+1)=0
s 20—-1)?%=0
s =1

x=0

Remplagons 7 par 1 on trouve : ¢y, — 1 etdonc: (A)N(S) =D(0;1;3)

z=3
\
Méthode 2
Ona:ii= 1@ %@ est un vecteur directeur de (A) etona: C € (A) alors :
CQA
d(Q;(A)) = % =+/2=R, donc (A) coupe la sphére (S) en un seul point.
71

Pour déterminer les cordonnées de cet point il faut utilisé la méthode 1.

2 Bac - science exp Page 286 Pr. Ait iddir Younes



13 CHAPITRE 13. CALCUL DE PROBABILITE

c) Ona;ﬁ(—l;o;l),donc:R-(?—i—fé) =—1x140x0+1x1=0
ICANG+K)||  ||0i—2]+0k||] 2
d(A;(A)) = = = =——=V2
|| V2 V2
Méthode 2:On a:

AC-((+H)=0 & ACL(G+RH
= ACL(A)

et donc C est le projeté orthogonale de A sur (A) et donc : d(4; (A)) = AC = /2

Exercice 2 || 3 points I

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O; T; V) ,
on considére le point A d'affixe a = —1 — i\/'3_;le point B d'affixe
b= —1+1i\/3 et la translation t de vecteur OA

1) Prouver que I'affixe du point D image du point B par la translation t
est d = —2 (0,5)
: 2
2) On considére la rotation R de centre D et d'angle % Montrer que
I'affixe du point C image du B par la rotation Rest c= —4 (0,5)

'3) a Ecrire le nombre — € sous forme trigonométrique (0,5)
PN : {4

b En dédui = 5

n déduire que (a— c) Y (0,5)

4) Soient (I') le cercle de centre D et de rayon 2, (I") le cercle de
centre O et de rayon 4 et M un point d’affixe z appartenant aux deux
cercles (T") et (I)

a Veérifier que [z+ 2| = 2 (0,25)

b Prouver que z+ zZ= —8. Remarquer que |z| = 4 (0,5)

¢ En déduire que les cercles (I') et (I') se coupent en un point
unique qu'on déterminera (0,25)

Solution de ’exercice 2 :

1)
t((B)=D & BD = OA
& d—b=a
S d=a+b
s d=-1-iV3-14+iV/3
S d=-2
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2)

3)

4)

C=R(B) & c—d=eTi(b—d)
& ct2=e3(—14+iV3+2)
& c:e%ji(1+i\/§)—2
2% ; T
& c=e3'(2e3") -2
& c—26(27n+%)i—2
& c=2"-2
&S c=-2-2=-4
b—c —14+iV3+4 3+iV/3 3246V3i-3 6+6V3i 1 3. iz ™ .
a—c —1-iv3+4 3-i/3 213 12 22 3
et
c—d —4 42 -2 -2 _ —eii% _ ei(n,%) _ ei%n

b—d  —1+i/3i+2 1+iV/3 2é5
- ox b—c\> c—d
Ona: (¢/3)2 =¢/3 donc: =
na: (e'3)"=e¢'3 donc (a—c) o
A Mec()eDM=2<z+2|=2
b) Mc (') OM=4 |z =4

Onpose:z=x+iy avec x;y€R ona:z+Z=2x: donc il suffit de calculer : x.

ona: |zl =4donc:\/x2+y2=4etdonc:x>+y> =16 (¥)
et:|z+2|=2donc:+/(x+2)24+y2=2etdonc: (x+2)>+y>* =4
La différence : (*)—(**) donne : x*> — (x+2)>=12c-a-d: —4x—4
d’ot:z+7=2Re(z) =2x= -8

(%)
=12 donc x=-4

c) SoitM(z) et z=x+iy avec:x;y€Rona:M(z) e (D)N(I") & |z+2|=2et|z] =4

d’aprés : 4)b) on a: x = —4 et comme : |z| =4 et | —4| =4 alors
z=—4=cdonc: (I)NI")=C(—4)

Exercice 3 || 3 points I

Une urne contient dix boules : trois boules blanches, trois boules vertes et
quatre boules rouges indiscernables au toucher
On tire au hasard simultanément, trois boules de I'urne
1 Y 1 " -
J Montrer que p(A) = 6 ; ol A est I'évenement : N'obtenir aucune
boule rouge (0,75)
‘2) Calculer p(B); ou B est I'événement : Obtenir trois boules blanches
ou trois boules vertes (0,75)
1
Q Montrer que p(C) = 3 ol C est |'événement : Obtenir exactement
une boule rouge (0,75)

é) Calculer p(D) ; ou D est I'événement : Obtenir au moins deux boules
rouges (0,75)

: y =0 et par suite :
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Solution de ’exercice 3 :

1) Ona:A={R;R;R} donc: card(A)=C: =20 et card(Q)=C;,= 120,
card(A) 20 1
donc: P(A) = = =
one: P(A) = @) T 120 6
2) Ona:B="{B;B;B}ou{V;V;V}”donc: card(B)=C3+C; =2,
card(B) 2 1
donc: P(B) = = =_
one:: P(B) =0 0(Q) ~ 120~ o0

3) Ona:C={R;R;R} donc: card(C)=Cj}+C:=4x15=60,

card(C) 60 1
d N = = =
one: P(C) = 00) ~ 120~ 2

4) Ona:D="{R;R;R} ou {R;R;R} donc : card(D) = (C3 x C})+C; = (6 x 6) +4 = 40,
card(D) 40 1
d . P(D)= = -
one: PD) =" 00) T 120 3

Exercice 4 || 2,5 points I

On considére la fonction h définie sur R par :
h(x) = (x+ 1)€*
1) a Veérifier que x — xe* est une primitive de la fonction h sur R;
puis calculer I = JO h(x) dx (0,75)
b A l'aide d'une intég_rlation par parties calculer

0

(x+ 1)%€ dx (0,75)
-1

2) a Résoudre I'équation différentielle (E) : y"” — 2y’ +y=0 (0,5)
b Montrer que la fonction h est la solution de (E) qui vérifie les
conditions h(0) =1 et h'(0) = 2 (0,5)

Solution de I’exercice 4 :

1) a) Onpose: H(x) = xe*, la fonction H est dérivable sur Ret: (Vx € R) :
H'(x) =" +xe = (x+1)e* =h(x) : donc: H est une primitive de & sur R.

I_/ (x)dx = [xe*]® | = e !

b) En utilisant une intégration par partie calculons : J = [ 91 (x+1)%e"dx :

2 Bac - science exp Page 289 Pr. Ait iddir Younes



13 CHAPITRE 13. CALCUL DE PROBABILITE

On pose : donc : donc :
v(x) = (14x)? V(x) =2(1+x)

0
J = [(x+1)2eﬂ(11—/ 2(x+ 1)edx
-1
0
= 1—2/ (x+1)e*dx
1

0
= 1—2/ h(x)dx
—1
= 1-2xI
1—2¢7!

2) a) (E):y"—2y +y=0,1équation caractéristique de (E) est: 7> —2r+1=0
ona:A=0etr=1donc lasolution généraleest: y= (ox+pB)e*o;p R

b) ona:y(0)=p et(y’(x):oce"+(0cx+[3)e" donc:y'(0) =a+P
y(0)=1 o=1 o=1
& & etdonc : y(x) = (x+1)e* = h(x)
Yy (0)=2 o+pB=2 B=1

\

Probleme || 8,5 points

On considére la fonction numérique f définie sur R par f(x) = x (e¥/2 — 1)2
(€¥) est la courbe de fdans un repére orthonormé (O;T’;T] (Unité :1cm)

(1) Calculer li li 2D
1) Calculer X_l'rile(x) et x_1}r_r1:x:f{x) (0,5)

PN X £ . ’ g I s
2) Calculer lim f(—) et interpréter géométriquement le résultat (0, 5)
x—400 X

(3) a Montrer que la droite (A) : y = x est asymptote a la courbe (%7)

au voisinage de —a0 (0,5)

b Etudier le signe de (F{x) - x) pour tout x de R et en déduire la
position relative de la courbe (%7) et la droite (A) (0,75)

4) a Montrer que f'(x) = (e¥/2 - ])2 + xe/% (/2 = 1) pour tout x
de R (0,5)
b Vérifier que ,'-((e"f’2 — 1) = 0 pour x de R puis en déduire le signe
de la fonction dérivée f’ sur R (0,5)

¢ Dresser le tableau des variations de la fonction fsur R (0,25)

(5) a Montrer que f”(x) = —;—e"f’zg(x) ;o g(x) = (2x+4)e/? = x—4
pour tout x de R (0,5)
b A partir de la courbe ci-contre de |a fonction g, déterminer le
signe de g(x) sur R . Remarquer que : g(a) =0 (0,5)
¢ Etudier la concavité de la courbe (%7) et déterminer les abscisses
des deux points d'inflexions (0,5)
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(¢9)

-2

=3

(6) Construire la courbe (%) dans le repre (O; T 7) g
Onprend : In(4) 1,4, a ~ —4,5 et la) ~ —3,5 (1)
? a Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque !
définie sur R (0,5)
b Calculer (F1)’ [111(4)] (0,25)

(8) Soit (Upn) la suite numérique définie par :
Up=1et Uy = f{U,) pour tout ne N

a Montrer par récurrence que (Yne N); 0 < U, < In(4) (0, 5)
b Montrer que la suite (U,) est décroissante (0,5)
c En déduire que (U,) est convergente (0,25)
d Calculer la limite de la suite (U,) (0,5)
Solution du probleme :
1) Ona: lim x=+o et lim e¢2 =+ donc: lim f(x) = oo
xX—r—+oo X—r+oo X—>—o0
et:lim, , wx=—oc0 et limy, w(e2—1)2=(0—1)>=1>0donc: lim f(x)= —oo
X—>—o0
2) lim fx) = lim (2 —1)> =400, car: lim e2 = +oo
X—+4o0 X X—>o0 X—r+-o00
Donc (Cy) admet une branche parabolique de direction 1’axe des ordonnées au voisinage de
+oo.

3) a) Ona: f(x)—x=x(e2 —1)> —x=x(e* — 2"+ 1) —x = x(e* — 2e2) = xe* — 2xe2

ona: lim x¢* =0 et lim xe2 =0 etdonc: lim f(x)—x=0
X—»—o0 X—y—oo x—>—oo

donc la droite d’équation : y = x est une asymptote oblique a (Cy) au voisinage de —oo.

b)
fX)=x=0 & x(ef—22)=0
& xe2(e2—2)=0
& x=0 ou e2-2=0 (car: €2 > 0)
& x=0 ou e =2
& x=0 ou gzln(Z)
& x=0 ou x=In(4)
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Tableau des positions relatives de (A) et (Cy) :

x —oo 0 In(4)
X - 0 + +
65 —2 — — 0 +
flx)—x + 0 — 0 +
Les positions relatives Crestaudessus | Cy estaudessous | Cy est au dessus
de (Cy) et (A) de (A) | de (A) | de (A)
4 2

fx) = x(e2—1)2+x- <(e)2’( _ 1)2>'

I
—~
Q
[N
|
p—
N~—
[\S}
+
=

= (e2—1)+xe?(e? —1)

si:x>0 alors: %21 donc : e%‘—1zo et donc : x<e2—1>20
donc : (Vx € R) (% 1>>O -0+
s (Wx tx|e2 — , ¥
- ez —1 - 0 +
xe? — 1 + 0 +

X 2 X X
b) Ona:(e‘z-1> >0 et x<ez—1)zo et e3>0

donc : (Vx € R) : f/(x) > 0 et donc la fonction f est strictement croissante sur R.

X —o0 0 ~+o0
f(x) + 0 +
too
c) /
f 0
e

5 a)

/

F'@= @) = | =12 +xed (et —1)]
= [(ei—l)z—i—xex—xe;}/

X

= 2(e2—1)(e2 —1)+e' +xe* —e? —

(
e? (e%(4—|—2x) —x—4)
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avec : g(x) = (2x+4)e? —x—4

. X —oo o 0 +oo
b) D’apres la courbe de g on a : le signe de g(x) :
¢) Ona: (VxeR):e2 >0:donc le signe de f”(x) est le méme de g(x) de R.
X —oo o 0 +oo
f"(x) + 0 - 0 +
(Cy) Convexe U 0 Concaven 0 Convexe U
Donc : (Cy) est convexe sur | — oo; o] et sur [0; +oo[ et concave sur [0; 0]
6) Lacourbede f :
(Cy)
:3_
(A):y==
2_
14
s} I1 111[4} I2 3 4 [} [}

7) a) f estcontinue sur R (le produit et la composée de fonctions le sont), et strictement crois-
sante sur R : donc admet une fonction réciproque définie sur: f(R) =] lim f(x); lirf fx)[=
X—r—oo0 X—r-o0

| oo teo[=R
b) Ona: f(In(4)) =In(4) et f'(In(4)) =1+21n(4) # 0, donc f~! est dérivable en In(4) et :

Y a)y 1 I SR
(f7') (In(4)) = F(f~1(In(4))) ~ f/(In(4)) ~ 1+2In(4)

Up=1

Un+1 = f(Un)
Montrons par récurrence que : (Vn € N) : 0 < U, < In(4)
-Pourn=0o0na:0<Uy=1<In(4) : vraie pour n =0
- Supposons que : 0 < U, < In(4) et montrons que : 0 < Uy, 1| < In(4)
on a la fonction f est strictement croissante sur R en particulier sur |0;1n(4)[ et donc :
f(0) < f(U,) < f(In(4)) etdonc : 0 < Up4+1 < In(4)
Alors : (VneN) :0 < U, <In(4)

b) D’apres 3)b) ona: (Vx €]0;In(4)]) : f(x) —x <0
et comme (Vn € N) : U, €]0;In(4)[ alors: (VrneN): f(U,)—U, <0
c’estadire: (VneN):U,+1 —U, <0 etdonc lasuite (U,) est décroissante.

8) a) Soit (U,) la suite définie par : {
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¢) (Uy) est décroissante et minorée par O donc (U,) est converge.

Uy=1

d) Ona:
) Ona { Up+1=f(Un)
e f estcontinue sur |0;1n(4)]

e f(10;In(4)[) =]0;In(4)[C]0; In(4)]
e la suite (U,) est converge

alors : Em U, est la solution de I’équation f(x) —x =0 sur |0;In(4)|

D’apres la question : 3)b) f(x) —x=0<x=0 ou x=1In(4)

on a Uy = 1 et la suite (U,) décroissante alors :  lim U, < letdonc: lim U,=0

et (VneN):U, € 1=]0;In(4)]
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Examen rattrapage 2022
Exercice 1 (2.5 pts) I
Up=2
Soit (U,) la suite définie par : V2 2 /2 pourtoutn €N
Unir =57t 3
1) a) Montrer que pour toutnde N : U, > 1 0.5
V22

b) Montrer que pour toutnde N, U, | — U, = (U, — 1) et déduire que la suite (U,) | 0.75

est décroissante et convergente. 2
2) On pose pour toutnde N:V, =U, —1

a) Montrer que (V},) est une suite géométrique et déterminer sa raison et son premier terme. | 0.5

b) Ecrire U, en fonction de # puis déduire la limite de la suite (U,,). 0.5

¢) Calculer la somme : S=Uy+ U+ Uy +---+ Uz 0.25

Correction de ’exercice 1 :

1) a) Pourn=0ona:Uy=2>1
Supposons que U, > 1 et montrons que U1 > 1,ona:

V2, V2

Uu,>1 = 5 n > 3
V2. 2-V2 V2 2-42
U - =1
= 2 n+ > >2+ >
= Un+1>1
Donc d’apreés le principe de récurrence : (Vn € N) : U, > 1
b)
V2. 2-42
Un+l_Un == _Un+ _Un
2 2
V2 V2
= | XZ_1 |- Y=
> U, + 2
V2
V2-2
V2-2

On a d’apres la question a), U, — 1 > 0 et < 0donc : U,+1 —U, <0 et donc la

suite (U, ) est décroissante et comme (U, ) est minorée alors elle est convergente.
2) Onpose V, =U, —1
V2. 2-V2 V2 V2 V2

a) Ona: Vn—‘—l:Un—H_l:TUn"_ 3 IZTUn—i_l_T_l:T(Un_I)

2
donc la suite (V) est géométrique de raison g = - et de premier terme Vo =Up— 1 =1

2 Bac - science exp Page 295 Pr. Ait iddir Younes



13 CHAPITRE 13. CALCUL DE PROBABILITE

n
2
b) Ona (V,) est une suite géométrique alors : V,, = Vp x ¢"* = (%)
n
2
etona:V,=U,—1ldonc:U,=V,+1= (%) +1

n— oo

2\" 2
etdonc: lim Uy —0+1—1 car 1im [Y2) —0 (—1<¥2<1)
n—s+o0 2 2

c)

S = Up+Ui+Uz+---+Uxni
= V+D)+WVi+10)+WVa+1)+---+(Vao21 +1)
= Vot+Vi+Vot--+Vopr +1+1+---+1
—_——

2022 fois
202141
(V2

2

= W +2022 ( car la suite (V,,) est géométrique).
V2
2
2022
L[ V2
2
= +2022
V2
2

Exercice 2 (3 pts) I

Dans I’espace rapporté a un repere orthonormé direct (0;7‘; 7 %), on considere les deux points
A(l;—1;1) et B(5;1;-3).

Soit (S) la sphere de centre €(3;0; —1) et de rayon R = 3, et (A) la droite passant par le point A
et de vecteur directeur (2;—2;1)

1) a) Calculer la distance QA 0.25
b) Montrer que les droites (A) et (©2A) sont perpendiculaires. 0.5
c¢) Déduire la position relative de la droite (A) et la sphere (S) 0.25
2) Soit le point M,(2a —3;3 —2a;a—1) ot a€R,
montrer que : A—MZ = (a—2)i etdéduire que M, € (A) pour tout a € R. 0.5

3) a) Vérifier que : 2x—2y+z—9a+ 13 =0 estune équation du plan (P,) passant par M, | 0.5

et perpendiculaire a la droite (A)
b) Montrer que d(Q; (P,)) = |3a— 6| 0.5

c¢) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles le plan (P,) est tangent a la sphere (S). 0.5

Correction de I’exercice 2 :
D a) QA= /(1-3)2+(-1-024+(1—(-1))2=4+1+4=3

%
b) Onaii(2;—2;1) estun V_e>cteur directeur de (A) et QA(—2;—1;2) est un vecteur directeur
de (QA) et_o)na: U-QA=2x-24(-2)x—-141x2=0
donc: i 1L QA etdonc: (A) L (QA)
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c) Ona:A € (A)et (AQ) L (A) donc A est la projection orthogonale de Q a (A) et donc :
d(A;(A)) =AQ =3 =R, alors : (A) est tangente a la sphere (S), c-a-d coupe la sphere en
un seul point.

— —
2) Ona:AM,(2a—4;4 —2a;a—2) et (a— 2)%2(6{ —2);—2(a—2);a—2) =AM,
On a : i est un vecteur directeur de (A) et AM, = (a — 2)ii donc AM,, est aussi un vecteur
directeur de (A) et comme A € (A) alors M, € (A) pour tout a € R

3) a) (P,)estpasse par M, et L (A)donc, ii(2;—2;1) estun vecteur normal a (P,) :
donc: (P;) :2x—2y+z+d =0, pour déterminer la valeurde d : ona: M, € (F,)

Mg € (Py) < 2xm,—2ym,tzm, +d=0
o 202a-3)-2(3-2a)+a—1+d=0
& 4a—6—6+4a+a—1+d=0
& d=13-9a

donc: (P;):2x—2y+2z—9a+13=0
 2xa—2ya+za—9%a+13] [6—1—9+13] [18—9a|

b) d(Q,(Pa>) \/22+(_2)2+12 3 3

|3a — 6]

c)

(P,) est tangente a la sphére (S) < d(Q;(P;)) =R
s [3a—6]=3
& 3a—6=3 ou 3a—6=-3

< a=3 ou a=1

Exercice 3 (3 pts) I

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O;#;V), on considere les points
A; B et C d’affixes respectives : Zy =1+5i; Zp=1—-5i et Zc=5-3i

1) Déterminer le nombre complexe Zp affixe du point D milieu du segment [AC]

1
2) Soit h I’homothétie de centre A et de rapport 7
Déterminer le nombre complexe Zg affixe du point £ I’'image de B par h.
T
3) On considere la rotation R de centre C et d’angle <—§> , déterminer I’image de B par R
4) Soit F' le point d’affixe Zp = —1+1i
Zp—7Zy Zr—Zg

a) Vérifier que : X =—1
Zr—7Zx Zp—Zg

b) En déduire que : (ﬁ ,XB) + (ﬁﬁ ) = 27

c¢) Déterminer la forme trigonométrique du nombre

AEF
d) Déduire que les points A; D ; E et F appartiennent a un cercle dont on déterminera un
diametre.

—“F et déduire la nature du triangle
Zy—Zr

0.25

0.5
0.5

0.25

0.5
0.5

0.5

Solution de ’exercice 3 :

Za+Zc _ 1+5i+5-3i _ 6+ 2i _

D Zp=— 2 2

3+1
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1
2) Soit E(Zg) limage de B par I’homothétie h (A; §> ,ona:

1
]’l(B) =F & Zp—7Z4= E(ZB_ZA)

1
& Zp= E(ZB_ZA)‘FZA

1
& Zp=5(1-5i—1-50)+1+5i
Zp = —5i+1+5i
Zp =1

T 0

T
3) Soit B'(Zy') limage de B par la rotation R (C; —§> ,ona:

Zy —Zc =€ 2 (Zg—Zc)

R(B)=B &
= ZB/:ei%n(ZB—Zc)+ZC
& Zp=—i(1-5—5+3i)+5-3i
& Zyp=—i(—4-2i)+5-3i
& Zp=4i—2+5-3i
& Zy=3+i=2Zp
etdonc: R(B) =D
4) a) Ona:
ZD_ZAXZF_ZE _ 34i—1-—5i X—l-i-i—l
Zr—7Zy, Zp—Z7g —14i—1-5i 34+i—1
_ 2—4i X—2-|-i
—2—4i 24
—44+2i+8i+4
T T4-2i-8i+4
10:
ST
= 1
b)

(AF:30) + (FB.EF) = arg(2=2 ) vare (22 ) o
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c)

Zg—Zr 1—(—=1+41)

Za—Zr  14+5i—(—1+i)
2—i
S 244
o i(=1-20)
244
. l
T2

Donc : (EF) L (AF) alors le triangle AEF est rectangle en F.
Zp—Z Zr—Z7Z
d) D24 2F2E — 1 eRalors les points A ; D ; E et F sont cocycliques
Zr—7Zs Zp—Zg
et puisque la triangle AEF est rectangle en F alors [AE] est un diamétre de ce cercle.

Exercice 4 (3 pts) I

Une urne contient trois boules blanches, quatre boules rouges et cinq boules vertes, indiscer-
nable au toucher. On tire au hasard et simultanément trois boules de 1’urne.

1) On considere les événements suivants : A : " Obtenir exactement deux boules rouges "
B : " Obtenir exactement une boule verte "

12 21
a) Montrer que : P(A) = 5 et P(B)= o) 0.75

b) Calculer P(A/B) : la probabilité de I’événement A sachant que 1’événement B est réalisé. | 0.75
Les événements A et B sont-ils indépendants ?

2) Soit la variable aléatoire X qui associe a chaque tirage le nombre de boules vertes tirées
a) Déterminer la loi de probabilité de X 1
b) Calculer la probabilité d’obtenir au moins deux boules vertes. 0.5

Solution de ’exercice 4 :

1) On a tirage simultané de 3 boules parmi 12 donc : card(Q) = C3, = 220

a) A :" Obtenir exactement deux boules rouges " donc : card(A) = Cﬁ X Cé =6x8=48
lors : P(A) = card(A) 48 12
BB PV = ard(Q) T 220~ 55
B : " Obtenir exactement une boule verte " donc : crad(B) = Ci x C3 =5 x 21 =105

alors : P(B) = card(B) 105 21
' Cocard(Q) 220 44

b) On a:1’événement : AN B : "obtenir deux boules rouges et une boule verte"

30 3
. (2 _ . — —
alors : card(ANB) = C3 x Cs =30 ;t donc: P(ANB) = 550 = 23

P(ANB m 2
alorsona:P(A/B):(PT»):%:7
44
2) a) Ona:X(Q)={0;1;2;3}, déterminons laloide X : ona:
35 7
PN B ) 3BT
o card(X =0) =Cj =35 donc: P(X =0) = o =
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_card(X=1) CixC3 105 21

P(X=1 _ 2l
* PX=1) == @) 220 220 44
card( X =2) C2xC} 70 7
P(X=2)= _ _ N _7
© PX=2) == @) 220 220 22
X = c: o1 1
.P<X:3):card( 3) G 10

card(Q) 220 220 22
Ona:PX=0)+PX=1)+PX=2)+P(X=3)=1
b) C: " Obtenir au moins deux boules vertes "
ona: card(C) =C:xC3+C2=10x7+10=70+10 = 80
card(C) 80 4
lors : P(C) = = =—
alors : P(C) = (@) ~ 220 ~ 11

Probleme (8.5 pts) I

4 2
=x"(1 —1)7;
Soit f la fonction numérique définie sur |0;+oo[ par : { ;%)) _)(C) (Inx) = 1)7; x>0 et (C)
sa courbe représentative dans un repere orthonormé (0;7’; f) (Unité : 1cm)
1) Calculer 1_1>rJrrl f(x) puis déterminer la branche infinie de (C) au voisinage de +oo 0.75
X oo
2) a) Montrer que f est continue a droite en 0 0.5
b) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 puis interpréter le résultat géométriquement 0.5
3) a) Montrer que : f(x) = 2x>(In(x) — 1)(21In(x) — 1) pour tout x de I'intervalle ]0; +-oo| 0.75
b) Dresser le tableau de variations de f 0.5

4) a) Sachant que : f”(x) = 2x*(61n(x) — 5)In(x) pour tout x de I’intervalle ]0; +oo[, étudier | 0.5
le signe de f”(x) sur |0; +oo|
b) Déduire que la courbe (C) admet deux points d’inflexions dont on déterminera les abs- | 0.5

cisses
5) a) Construire la courbe (C) dans le repere (O;7; /) (onprend : \/e ~ 1,6 et e> ~7,2) 1
b) En utilisant la courbe (C), déterminer le nombre de solutions de 1’équation : x*(In(x) — | 0.5
) =—1
6) On considere la fonction g définie sur R par : g(x) = f(|x|)
a) Montrer que la fonction g est paire 0.5
b) Construire (C;) la courbe représentative de g dans le repere (O;1; ) 0.5
e
7) a) On pose I = / x*(In(x) — 1)dx, en utilisant une intégration par parties, montrer que | 0.5
1
[— 6—e
25

b) On considere la fonction / définie sur I’intervalle |0; +oof par : i(x) = x> (In(x) — 1)2. | 0.5
Vérifier que : i’ (x) = 5f(x) +2x*(In(x) — 1)
¢ 1 2
c¢) Déduire que : / f(x)dx = —5 gl 0.5
1
d) Calculer I’aire du domaine délimité par la courbe (C) et I’axe des abscisses et les droites | 0.5

d’équationsx=1 et x=e

Solution du probleme

i g o0 i 4 g (o] i = (o o]
1) XLITOO flx)=+ car xgr}rlwx + et ngwln(x) +oo.

Ona: f) =x*(In(x) —1)* alors: lim fx) = 4oocar lim x> =+4oo et lim In(x)=+oo
x

X—+oo X X——oo X—>o0
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donc (C) admet une branche parabolique de direction 1’axe des ordonnées au voisinage de +oo
2) a) Ona: f(x) =x*(In(x) — 1) = x*(xIn(x) —x)?> alors : 1i1(1)1+f(x) =0=f(0)
X—

car: lim xIn(x) =0 et lim x=0 et lim x* =0, donc f est continue a droite en 0.
x—07 x—0T x—0"

b) Ona: J(x) = 7(0) = x3(In(x) — 1)? = x(xIn(x) —x)? alors: lim fx) = 1(0) =0
x—0 x—0t x—0
car: lim xIn(x) =0 et lim x =0 donc f est dérivable a droite en 0 et (C) admet une

x—0t x—0t
demi tangente horizontal en 0.
3) a)
f1x) = (HIn(x) —1)%
= 43 (In(x) — 1) +x* x 2 x =(In(x) — 1)
X
= 4x°(In(x) — 1) 4+2x°(In(x) — 1)
= 2x°(In(x) — 1) [2(In(x) — 1) + 1]
23 (In(x) — 1) [2In(x) — 1]
X 0 e e o0
In(x)-1 || = - 0 +
2In(x)—1|| — 0 + 0 +
b) Tableau des variations : il (x) | + 0 — 0 +
2
2 oo
f /! N\ /
0 0
4) a) f"(x) =2x*(6In(x) — 5)In(x), Tableau de signe de f”(x) :
X 0 1 e% ~+o0
In(x) ] - 0 + +
6ln(x) —5 ] — — 0 +
[ (x) | + - +
La concavité de C C est convexe /\ C est concave /\ C est convexe

b) Ona: f"(1)=f" <e2> =0 et f”change designeen 1eten ed alors les points (1; f(1))
et <e%; f (e%)> sont des points d’inflexions de (C)
5) a) La courbe de f :
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13 CHAPITRE 13. CALCUL DE PROBABILITE

b) Ona:x*(In(x)—1)=—-1 & x*(In(x) - 1)2=1 & f(x)=1
D’apres la courbe : (C) coupe la droite y = 1 en trois points alors le nombre des solutions de
I’équation est : 3.

6) )Ona:D,=R:(VxeR): —x€R
et (Vx € R): g(—x) = f(| —x|) = f(|x]) = g(x) donc la fonction g est paire.

b) On a sur |0;+oo] : g(x) = f(x) et la fonction g paire alors (Cy) est symétrie par rapport a 1’axe
des ordonnées : alors la courbe de g est :

-1 1

7) a) En utilisant une intégration par partie calculons : I = [{ x*(In(x) — 1)dx :
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13 CHAPITRE 13. CALCUL DE PROBABILITE

b)

H(x) = ((n(x) - 1)2)

¢) Ona:d’apres 7)b) : f(x) = éh(x) - %x“(ln(x) —1), donc :

/lef(x)dx = S/h/ dx——/ 4(In(x) — 1)dx

d) Ona d’apres la courbe (C) : (Vx €]0;+o0[) : f(x > 0) donc : |f(x)| = f(x).
Soit 4 I’aire du domaine délimité par la courbe (C) et I’axe des abscisses et les droites d’équa-
tionsx=1letx=e,ona:

a = [Ifwlar ©.a)
= /lf()c)alx-cm2
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