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ARITHMETIQUE

I- LES ENSEMBLES N et Z
1- L’ensemble N

L’ensemble N désigne ’ensemble des entiers naturels et N* désigne I’ensemble des entiers natu-
relsnonnul. N={0;1;2;3;4;---}et N*={1;2;3;4;---} ou N =N~ {0}

2- L’ensemble 7Z
L’ensemble Z désigne ’ensemble des entiers relatifs et Z* désigne I’ensemble des entiers relatifs
nonnul. Z={--—4;-3;-2;-1;0;1;2;3;4;---}et Z*=7Z~ {0}

3- Division euclidienne dans 7% :

Soit a et b deux entiers relatifs tels que : b # 0

Il existe un unique couple (¢;7) de Z x N tel que |a =bg+1r|et 0 < r <|b].

Les nombres d et r s’appellent respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne
de a par b.

4- Multiples et diviseurs d’un entier relatif :
Soit a et b deux entiers relatifs tels que : b # 0
5’1l existe un entier relatif k£ tel que :

On dit que a est un multiple de b et b est un diviseur de a (ou b divise a : on note b | a)

Exemples :
35=05x7: 35est multiple de 5 et de 7; 5 divise 35 : 5|35 et 7 divise 35: 7| 35.
15 = (=5)x(—=3): 15 est multiple de-5 et de-3; -5divise 15: =5 | 15 et -3 divise 15: —3 | 15.

Propriétés : Soient a, b, ¢ et o< des entiers relatifs tel que a # 0 et b # 0

e ¢ divise a.

e Si a divise b et b divise a, alors a = b ou a = —b.

e Si a divise b et b divise ¢, alors a divise c.

e Si o divise a et b alors o divise ¢ tel que : ap + bqg = c. Pour tout entiers relatifs p et q.
c-a-d o divise tout combinaison linéaire de a et b dans Z.

a) Ensemble des multiples d’un entier relatif :
Soit a un entier relatif non nul. L’ensemble des multiples de a est noté aZ tel que :
aZ ={---—4a; —3a; —2a; —a; 0;a; 2a; 3a; 4a; ---}

Exemple :
Les multiples de 4 dans Z sont tel que : 4Z = {--- — 16; —12; —8; —4;0;4;8; 12; 16; --- }

b) Ensemble des diviseurs d’un entier relatif :
Soit a un entier relatif non nul. L’ensemble des diviseurs de a est noté D(a)
Exemple :
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Les diviseurs de 8 dans Z sont tel que : D(8) = {—8; —4; —2; —1;1;2;4;8}

5- NUMERATION
a) Base de numération
Soit b un entier naturel tel que b > 2, a; les entiers naturels tels que : 0 < a; < b et b # 0.

on appelle écriture de = en base b, I'écriture de la forme : |z = @,a,_1 -~ - aza1a b

ou les ap, a,—1, -+, ap sont les restes de la division euclidienne successive de z par b, ¢o par b,
q1 par b; ainsi de suite.
Exemples : Ecrivons 1532 en base 7

b) systéme décimal
Soit b un entier naturel tel que b > 2, a; les entiers naturels tels que : 0 < ap < b et b # 0.
Ecriture du nombre a,a,—1 - aza1ag b dans le systéme décimal, est de la forme :

apap,l---agalaob:apxbp+ap,1xbp_1+---—|—a2><62+a1><b+ag

Exemples : Ecrivons dans le systéme décimal, le nombre :7324 >

IT- PPCM et PGCD de deux entiers relatifs

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

1- PPCM de deux entiers relatifs

a) Définition

On appelle plus petit commun multiple de a et b noté PPCM(a; b), le plus petit élément stric-
tement positif de aZ N bZ

Exemple : Déterminons le PPCM de 5 et 3
57 = {5;10; 15;20;25;--- } et 3Z = {3;6;9;12;15;18;--- }. Donc |[PPCM(5;3) = 15

b)Propriétés :
Soient a, b et k trois entiers naturels non nuls, on a : | PPCM(ka; kb) = kEPPCM(a;b) |.

Exemple : Déterminons le PPCM de 12 et 20
PPCM(12;20) =PPCM(4 x 3;4 x 5) = 4xPPCM(3;5) = 4 x 15. Donc | PPCM(12;20) = 60

Remarques
e Pour tous entiers relatifs non nuls a et b, on a : [PPCM(a ; b) =PPCM(|a|; [b])}

e Pour tous entiers relatifs non nuls a et b, on a : |[PPCM(a ; b) =a| < a € bZ.

2- PGCD de deux entiers relatifs

a) Définition

On appelle plus grand commun diviseur de a et b noté PGCD(a; b), le plus grand élément de
I'ensemble des diviseurs communs de a et b noté D(a;b).

Exemple : Déterminons le PGCD de 36 et 48

D(36) = {—36;—-18;—-12;-9;—6;—-4;-3;—-2;—-1;1;2;3;4;6;9;12;18;36}
D(48) ={—-24;-16;—-12;—-8;—6;—4;-3;—2;—1;1;2;3;4;6;8;12;16;24,;48}
D(36;48) = {—12; —6; —3; —2; —1; 1;2; 3;4;6; 12} Donc |PGCD(36;48) = 12
b) Propriétés 1 :

Soient a, b et k trois entiers naturels non nuls, on a : |PGCD(ka; kb) = kPGCD(a; b) |.
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Exemple : Déterminons le PGCD de 72 et 96
PGCD(72;96) =PGCD(2 x 36; 2 x48) = 2xPGCD(36;48) = 2 x 12. Donc | PGCD(72;96) = 24

c) Propriétés 2 : Soient a et b deux entiers naturels non nuls .
e 5Si PGCD(a; b) = A alors A divise a et b ou a et b sont des multiples de A
e Si PGCD(a; b) = A alors un entier relatif m est multiple de \ si et seulement si il existe deux

entiers relatifs u et v tel que :

3- Relation entre PPCM et PGCD de deux entiers relatifs
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. |PPCM(a; b)xPGCD(a; b) = ab

4- Algorithme d’Euclide
Propriétés :

Soient a et b deux entiers naturels tels que a > b > 0, et r le reste de la division euclidienne de
aparbtel que:a=bxq+r.

e Sir =0, alors | PGCD(a; b) = b

e Sir #0, alors PGCD(a; b) =PGCD(b; r)

Méthode :
L’algorithme d’Euclide est une méthode qui consiste & déterminer le PGCD de deux entiers
naturels a et b tel que a > b > 0, en effectuant les divisions euclidiennes successives suivantes :
e Division de a par b, pour obtenir : a = b X gy + 19 avec (0 < 7o <b)

On a : |[PGCD(a; b) =PGCD(b; 19)
e Division de b par ro, pour obtenir : b =19 x ¢1 +r; avec (0 <1 <o)
On a : |PGCD(b; r9) =PGCD(r¢; r1)
e Division de ¢ par 7, pour obtenir : ro =71 X ga + 179 avec (0 <1y < 1q)
On a : |PGCD(rg; r1) =PGCD(r; ; 19)

Le dernier reste non nul obtenu dans ce processus est égal 8 PGCD(a; b).
On adopte généralement la disposition pratique du tableau suivant :

Dividende | diviseur | quotient | reste
Dividende | a | b | rg | 71| -~ a b qo 70
diviseur b |lrg|ri|ra| - b 7o Q1 1
quotient | qo | q1 | g2 | g3 | - ot 70 1 Q2 T9
reste To | T | T2 | T3 | - T T9 qs 3
Exemple :

On utilisons P'algorithme d’Euclide, déterminons PGCD(30;24) et PGCD(48;23)

5- Nombres premiers entre eux
a) Définition : Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

On dit que a et b sont premiers entre eux si leur PGCD est égal a 1. On note |PGCD(a;b) =1
Exemple :
On utilisons l'algorithme d’Euclide, montrons que 19 et 12 sont premier entre eux

Propriété :
Soient x , y et a trois entiers relatifs non nuls.
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Si PGCD(x;y) = a , alors il existe 2’,y' € Z tels que : x = az’, y = ay’, PGCD(2';y') =1

b) Théoréme de Bézout :
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. a et b sont premiers entre eux si et seulement si il

existe deux entiers relatifs u et v tels que :

c) Théoréme de Gauss :
Soient a , b et ¢ trois entiers relatifs non nuls.
Si a divise be et si a et b sont premiers entre eux (PGCD(a;b) = 1), alors a divise c.

Remarque :
Sia divise b (a|b) , alors il existe un entier relatif & tel que : b=ak et | a [<| b |

6- Equation diophantienne : ax + by = ¢

a) Existence des solutions dans Z? de I’équation, azx + by = ¢

L’équation du type ax + by = ¢ admet au moins une solution dans Z? si et seulement si ¢ est
un multiple de PGCD(a, b) ou le PGCD(a,b) divise c.

b) Résolution dans Z? de I’équation ax + by = ¢
Soient @ et b deux nombres premiers entre eux. Cela veut dire que PGCD(a;b) =1
Pour résoudre dans Z? 1’équation du type ax + by = c :

e On résout dans Z? I’équation az + by = 0 de la maniére suivante :

x ar +by =0 = ar = —by = b divise ax or PGCD(a, b) =1 = b divise z
alors il existe k € Z tel que : x = bk

* Remplagons x = bk dans axz +by =0 : a(bk) + by =0 = by = —abk =y = —ak
La solution dans Z?* I'équation ax + by = 0 est : |S = {(bk, —ak); k € Z}
e On détermine la solutions particuliéres (z,, yy) de ’équation : ax + by = ¢
En utilisant algorithme d’Euclide, on trouve le couple (zq, yo) d’entiers relatifs

tels que : axg + byg = ¢

e On déduit les solutions de ax + by = ¢ sous la forme :
r=ux9+bk et y=vyo—ak Donc |S={(xq+0k,yy—ak);keZ}

EXERCICE :
1- Montrer que 27 et 13 puis 37 et 25 sont premiers entre eux.
2- Résoudre dans Z? les équations (E) : 27z — 13y =1 et (Ey) : 25z + 37y = 2

5) Structure de I’ensemble-quotient Z/nZ ou Z,

a) Classes d’équivalence

La classe d’équivalence d’un entier x notée x est 'ensemble |x= {y | = = y[n|}
Théoréme

Chaque classe x comprend un élément unique z’ tel que 0 < 2/ < n. Ou 2’ est le reste de la
division euclidienne de x par n.

b) Ensemble-quotient
On appelle ensemble quotient, I’ensemble de toutes les classes d’équivalence suivant la relation
de congruence modulo n noté Z/nZ ou Zy. tel que : Z/nZ ={0,1,2 ,--- /(n—1)}

Exemples : Z/5Z={0,1,2,3,4} 7/6Z={0,1,2,3,4.,5}
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c) Tables d’addition et de multiplication dans Z/nZ

Table d’addition de Z/5Z : Table de multiplication de Z/5Z :
+]0]1]2[3[4 x |[0]1]2]3]4
0/0]1]2]3]|4 0(0/0]0]01]0
111121345 11701112134
2121341510 210(214]1/3
313141501 31013]1]4]2
4141510112 410141321

ITI- CONGRUENCE MODULO

Soit n un entier naturel, a et b deux entiers relatifs.

1- Définition :

On dit que a est congru & b modulo n si a — b est un multiple de n. On écrit |a = b[n|
Exemples :

® 26 = 6[10] : car 26 — 6 = 20 est un multiple de 10

e —7=2[9]: car =7 — 2 = —9 est un multiple de 9

e —21 =0[7] : car —21 — 0 = —21 est un multiple de 7

e 8 = —2[10] : car 8 + 2 = 10 est un multiple de 10

Propriétés :
Soient n un entier naturel non nul, a, a/, b, b’ et ¢ des entiers relatifs

e P,) Sia=b[n], alors b = a[n]

e P3) Sia=b[n]etb=cn], alors a = c[n]

e P))Sia=d[n|et b="0[n],alors |a x b=ad xbn]

e P5)Sia=d[n|etb=10[n],alors |a+b=d +Vn]

e P%) Sia=b[n| = a* =b*n]. onl k est un entier naturel non nul.

e P;) Siz = p[n|, alors il existe k € Z tel que : ol z,pe”Z
)

e F%) a est divisible par n si a est congru & 0 modulo n. On écrit : |a = 0[n]

2- Détermination de restes :

Si r est le reste de la division euclidienne de a par n, alors on écrit : |a = r[n]

Détermination du reste de la division euclidienne de a par n tel que : a = b[n]
Soient a, b, ¢ et k quatre entiers relatifs, et n un entier naturel non nul tel que : a = b[n|.

ea=0bnl.Sib>0etb<n,alorsr=>bona:a=rn|
Donc le reste de la division euclidienne de a par n est r = b.

Exemples : a=5[6lona:5>0et5<6=r=>5
Donc le reste de la division euclidienne de a par 6 tel que a = 5[6] est r = 5.

ea=bnl.Sib<0et|b|<n,alorsr=n+bona:a=rn
Donc le reste de la division euclidienne de a par n est r =n + b.

Exemples : a = —3[5jona: -3<0et|-3|<b=>r=5-3=r=2
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Donc le reste de la division euclidienne de a par 5, tel que a = —3[5] est r = 2.

ea=0bnl.Si|b|>0et]|b]|>ntel que:b=nk+c;
sic>0etc<mn,alorsr=cona:a=rn|
Donc le reste de la division euclidienne de a par n est r = c.

Exemples :
a=24[Tor24=7x343=3[7=a=3[7|=r=3
21=0
Donc le reste de la division euclidienne de a par 7, tel que a = 24[7] est r = 3.

]
a=-25[Tor =25 =7x (=3)—4=—-A[l|=a=—-4[T|=r=7—4=3
——

—21=0
Donc le reste de la division euclidienne de a par 7, tel que a = —25[7] est r = 3.

Propriétés :
e Si r et v sont respectivement les restes de la division euclidienne de a et o’ par n,
alors a = d'[n] & r =1

e a et a’ ont le méme reste dans la division euclidienne par n Si|a —a’ = 0[n] |

3- Inverse modulo d’un entier relatif
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls premiers entre eux tel que : a > b.
On appelle inverse de a modulo b, tout entier relatif z¢ qui vérifie : axy = 1[b].

Détermination d’un inverse modulo d’un entier relatif

Soit & déterminer 'inverse de a modulo b. ol a et b sont deux entiers naturels non nuls.
Premiére méthode :

x On dresse un tableau des valeurs de la classe de b;

« La valeur z de la classe de b qui correspond a : axg = 1[b] est I'inverse de a modulo b.
Deuxiéme méthode :

* On effectue la division euclidienne successive de a par b.

*x On détermine deux entiers relatifs xq et yo tels que : axg + byg =1

xo est I'inverse de a en modulo b que I'on note : |a™! = z[0]

Yo est I'inverse de b en modulo a que I'on note : |b~! = yola] |

Notation : si xj est I'inverse de a en modulo b, on note : |a~! = x([b]

Propriété

e a est I'inverse de b modulo n, si|ab = 1[n|

e Soit un entier naturel n > 1 et a un entier relatif tel que a et n sont premiers entre eux.
1

Si a™! = xg[n] tel que ax = b[n], alors on a : a tax = xob[n| =z = xob[n]

Exemple : Trouver I'inverse de 5 modulo 11 et de 21 modulo 17 .

IV- EQUATIONS MODULAIRES

1- Equation de la forme : ax = nl[b]

Pour résoudre une équation modulaire de la forme : ax = n[b], on détermine U'inverse de a
modulo b, en utilise 'une des deux méthodes suivantes :

e Premiére méthode :

* On dresse un tableau des valeurs;

* On donne a z les valeurs de la classe de b
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x On retient la valeur xy de = qui correspond & : axy = 1[0]

¢ Deuxiéme méthode :

x On effectue la division euclidienne successive de a par b.

* On détermine deux entiers relatifs xg et yo tels que : axg + byy = 1

To est I'inverse de a en modulo b.

Ainsi, on écrit : xy X ar = xg X n[b] = x = xo X n|b

Sixgxn = p[b] alors = = p[b] , il existe k € Z tel que : © = bk+p. Donc | S = {bk+p, k € Z}
EXERCICE :

Résoudre dans Z les équations suivantes : a) 21x = 3[17] et b)bz = 7[11]

2- Equation de la forme : P(z) = 0[n]

Soit P(x) un polynome de degré supérieur ou égal a 2 et de racines entiéres.
Soit P(z) un polynéme du second degré : P(x) = az’* +bx+c , a #0
Si P(x) admet deux racines x; et x5 en modulo n, alors on a :

x —x1 = 0[n] T = x1[n| r=nk+x
P(x) =0[n] & (z—x1)(z—x2) =0[n] = ¢ ou & < ou & < ou

x — x9 = 0[n] T = x3[n| r =nk + x9
Donc |S ={nk+xy;nk+xs, ke€Z}
EXERCICE :
Résoudre dans Z les équations suivantes : a) x? = 2[7] , b)bz? = 3[7] et c)z?—4x+5 = 0[6]

Théoréme de Fermat :

Si p est un nombre premier et si a est un entier qui n’est pas divisible par p, alors |a?~! = 1[p|

Exemple : 7°~! = 1[5] = 7 = 1[5]
Car ' =T*x7* =49 x 49 =4 x 4]5] or 16 =5 x 3+1 = 1[5] = 7* = 1[5]
15=0
V- SYSTEMES D’EQUATIONS MODULAIRES
Dans cette partie, nous considérons les systémes d’équations modulaires de la forme :

ax = ai[my]

Jax = ay[m] ' B
ER R L

Pour résoudre le systéme (5) :
e On trouve l'inverse de ¢ modulo m et 'inverse de b modulo n

x = c[m] r=mp+c

On écrit le systéme sous la forme : o, , il existe p, q € Z tels que : .
T =cC [n] r = nq +c

e On pose x = x, on trouve ’équation diophantienne : mp — ng = ¢ — ¢, d’inconnues p et ¢

e On résout I'équation diophantienne : mp — ng = ¢ — ¢, pour trouver p ou ¢

e On remplace p ou ¢ trouvé dans ¢ = mp +cou x = ng + .

e On trouve x sous la forme : v = sk+r ou r,s € Z. Dons |S ={sk+rkecZ}

La résolution du systéme (Ss) se fait de la méme maniére.

EXERCICE :

1
2[7]

2z
Résoudre dans Z le systéme d’équation : {3
x

Teddy Fiacre MOBEMOUANA 7 PCL en service au Lycée T. SANKARA "B"



