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'HOMOTHETIES ET AFFINITES)|

I-HOMOTHETIES

Soit f une application du plan dans lui-méme et kun nombre réel différent de 0 et de 1.

1) Définition :

On appelle homothétie de rapport £ toute application h du plan dans lui-méme qui a tous
h(M) = M’
h(N) = N’

points M et N associe les points M’ et N’ tels que = M'N" = kMN

2)Eléments caractéristiques :
Les éléments caractéristiques d’une homothéties sont : le centre et le rapport
a)Le centre : Le centre est le point invariant de I'homothétie.

h(M) = M’
Soit 2 le centre de ’homothétie h, on a : (M) ={(MM") N (NN') = {Q}
h(N)= N’
h(M) =M’ M'N’
b)Le rapport : Soit k le centre de ’homothétie h, on a : =k =—
- h(N) = N’ MN

3)Existence d’une homothétie :

Pur montrer qu’il existe une homothétie h qui transforme M en M’ et N en N’, il suffit de
M'N’

constater que les droites (M N) et (M'N’) ne sont pas paralléles et que k = — # 1
MN

4)Expression analytique
Soit h(Q2, k) Phomothétie de centre Q et de rapport k qui transforme M en M’
avec  M(z;y) , M'(z;y) et Q(xo;yo)

h(2) =Q — I = "=k 1—-k
(1) <:>QM’:MT]\7.I>:>($, xo):k<x x0>:> 7= ket (1= k)
h(M) =M Y — Yo Y=Y v =ky+(1—Fk)yo

5)La réciproque d’une homothétie
Soit h(£2; k) homothétie de centre 2 et de rapport k.

La réciproque de h(€2; k) est une homothétie notée h=! telle que h=(£2; E)
Remarque

Soit h(£2; k) homothétie de centre 2 et de rapport k.

e Si k=1 alors h est une identité du plan : h(Q; k) = Idp

e Si k= —1 alors h est la symétrie centrale de centre  : h(2;k) = Sq

6)La composée de deux homothéties de méme centre

Soient h et h' deux homothéties de méme centre ) et de rapport respectifs k et &'
La composée de h et h' est une homothétie de centre Q et de rapport k&’

h(Q;k)o W (5 E') = h(Q; k x )
e Si kk/ =1 alors h est une identité du plan : h(Q; k) = Idp

e Si kk/ = —1 alors h est la symétrie centrale de centre 2 : h(Q2; k) = Sq
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7)La composée de deux homothéties de centre distinct
Soient hy et ho deux homothéties respectivement de centre A et B, et de rapport k et k'
La composée de hy et hy est une homothétie de centre €2 et de rapport k&’

hao(B k') o hi(A; k) = h(Q; kE')

On distingue deux cas possibles :
Premier cas :Si kk' =1 et h(B;k)oh(A;k)(M) = M"alors |W(B;k')oh(A;k)=t-=

MM’

—
Le vecteur de cette translation est déterminé par la formule : U= (1-— l{:)zﬁ L0 U = MM

Démonstration
Soient les points M, M; et M’ tels que:
ho(B ;K)o hi(A;k) (M) =M soit hi(A;k)(M)=DM, et ho(B;k)(M)=M

hl(A’k)(%)}: le)mlzkm et hg(B;k/)(Ml):M//:}W/:k,Wl
[AM,=kAM ()
\BM =KBM, (2)

Fixons A dans (2) : BM' = ¥’ BM, = BA + AM' = K'BA + K AM,

On a

Remplacgons (1) dans (2) : B—1>4+ AN = k’ﬁ+ KWAM or kK =1
T s — — — —

ﬂ+@_k'ﬂ+AM:»BA—k'BA_—
(1—K)BA=MM = (1—K)AB = MM’ =

Do | U = (1—k)AB

Deuxiéme cas : Si kk' # 1
alors h est une homothétie de centre Q2 et de rapport kk’ : |hao(B; k') o hi(A;k) = h(Q2; kEK)

1—FK
Le centre €2 de h se construit par la formule : m = (1 kk’) B

Démonstration

Soient les points M, Ml___>et M’__E;als que : ho(B;E)ohi(A;k) (M) =M
h(Q; kK )Y (M) = M' <= QM' = kE'QM

Soit  hi(A;k)(M) =DM, et ho(B;K)(M)=M

KAM et ho(B:K)(M)) = M' <= BM' = k' BM,

On a

BM'=K'BM, (2)
Fixons A dans (2) : BM’:_k;%éB—ﬁi}m’:@—i—ﬁml N .
Remplacons (1) dans (2) : BA+ AM' = K'BA+ kk'AM = AM' — kk'AM = k'BA — BA

Fixonsﬂ)dans m et m !
AQ + ' — ek AG — kKON = (W ~)BA o OM' = kKM
AG + kEQM — kKAG — kKQM = (K — 1

m:(1—k’>A—B>

1 —kk

|
|
|
|

D’ou

Remarque
Si kk' #1 et h(A;k)o b (B;E)(M)= M alors alors |[Q=(AB)N(MM’)
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II-AFFINITES DU PLAN
Soit (D) une droite, A une direction de droite distincte de celle de (D) et k un nombre réel.

1) Définition :

On appelle affinité d’axe (D) de direction A et de rapport k, I'application f qui & tout point
. . — —

M du plan associe le point M’ tel que : fipary (M) =M <= |HM' = kHM

ou H est le projeté de M sur la droite (D) suivant la direction A.

Remarque

Lorsque la direction A est orthogonale a 1’axe (D) de laffinité f alors f est affinité orthogonale
d’axe (D) et de rapport k.

e Si k=0 alors f est la projection sur (D) suivant la direction A.

e Si k=1 alors f est 'application identique du plan

e Si k= —1 etsiladirection A est orthogonale a I'axe (D) alors f est la réflexion d’axe (D).
e ’ensemble des points invariant d’une affinité est son axe.

2) Expression analytique :

- =
i)

f est une affinité orthogonale d’axe (o ¢ )( I'axe des abscisses) et de rapport k.

avec (D) = (07) Mz, y), M'(2',y) et H(xy, yn)

H étant le projeté orthogonal de M sur 'axe des abscisses : (0 ) =zg=x et yg =0

i
x—xH {x—xH—kx—xH)

Dans le repére orthonormé (o;

/_
f@ﬁ:ﬂf¢¢fmwzkﬁﬁz><? xH):k(

Y —yn Y —yu Y —yu = k(y —yn)

o= k(r — Ep—r I

x/ r=k(zr—x) N xl x Ny x/ x et |/ 1/
y' —0=k(y—0) Y =ky y' =ky y=-y
Remarques

eTout point situé sur 'axe des abscisses a pour ordonnée zéro (0)
eTout point situé sur 'axe des ordonnées a pour abscisse zéro (0).

EXERCICE 1 :
Dans le plan orienté, ABC est un triangle équilatéral de sens direct et de coté 6 cm.
On désigne par I, J et K les milieux respectifs des segments [AB], [BC] et [AC].
1- Faire la figure. On tracera BC' horizontalement.
2- Montrer que les points B, C', I et K sont cocycliques. Tracer leur cercle de cocyclicité.
3- Soit (£) I'ensemble des points points M du plan tels que : (ME, M(E) = %[271’]
a) Déterminer et construire I’ensemble (F)
b) Montrer que A appartient a I’ensemble (F).
4- Soit G l'isobarycentre des points A, B et C' c’est-a-dire que : GA + C@ G? = 0
a) Exprimer le vecteur I@ en fonction du vecteur [
b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de la transformation du plan qui permet
d’obtenir le point G & partir du point C.
5- Soit h I'application du plan qui & tout point M associe le point M’ tels que :
MM'=MA+MB +MC
Démontrer que h est une homothétie dont on précisera le centre et le rapport.

1
6- Soit h et h' les homothétie de centre et de rapport respectifs I et G, 3 et —2
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1
On considére 'application f telles que : f =h (] , §) oh(G,—-2)
a) Donner la nature de f
b) Montrer que le centre O de f est le barycentre des points G et I affectés des coefficients
respectifs a et b dont on précisera.

c¢) Construire le centre O de f.

EXERCICE 2 :

Soit ABC'D un carré de sens direct et de centre O. I et J sont les milieux respectifs des segments
[ABlet [BC].

1- Déterminer le rapport et une mesure de ’angle de la similitude plane directe f de centre A
qui transforme I en D.

2- Soit g I'application définie par : g = h(B; 2) o R(O; %)

a) Donner la nature de g.

b) Déterminer les images des points O et A par g.

¢) Déterminer et construire le centre Q de g.

3- On considére lapplication ¢ = h(O; 3) o Spc.

a) Donner la nature de application .

b) Déterminer et construire le centre Q; et 'axe (A) de .
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