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ISOMETRIES DU PLAN I
Définition :

On appelle isométrie du plan, toute application du plan qui conserve les distances et I'aire
Propriéte :
Soit f une isométrie du plan. Pour tous points M et N d’images respectives M’ et N’ par f,

M) =M
on a : {f( ) = M'N' =MN

f(N) =N’

I) Déplacements ou retournements
Un déplacement est une isométrie qui conserve la mesure des angles orientés.
Soit f un déplacement et A, B et C' trois points non alignés tels que :

f(A) =4 e
f(B)=B = (ﬁ,ﬁ) = (4B, aC") 27]
fo)=c

NB

Tout déplacement est soit une rotation, soit une translation.

1) Identité du plan
On appelle identité du plan noté Idp est une isométrie qui laisse tous les points du plan inva-
riants.

Pour tout point M du plan, on a : | Idp(M) =M' <= M'=M

Remarques

e [’identité du plan est 1’élément neutre dans la composition des isométries.

e Tout isométrie qui admet trois points au moins invariants non alignés est une identité du
plan.

e [’identité du plan est une bijection égale a sa réciproque. Elle est donc involutive.

A) La translation

1- Définition :

On appelle translation du vecteur 2 non nul, la transformation du plan dans lui-méme noté
t= tel que :

e

M u > M’

. ——
pour tout point M du plan, on a: |t (M) =M < MM' = 0

NB : La translation n’admet pas de point invariant.

2- Expression analytique

Pour tout point M (z;y) du plan associe le point M'(z;y) et le vecteur U ( Z ) tel que :
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I [
tﬁ(M):MN:)MM’:7:><x, x):(“):» rowta
y -y b y=y+b

3- Existence d’une translation définie par deux couples des points homologues
Il existe une translation f qui transforme A en A’ et B en B’, si et seulement si :

— =
AB = A'B' et AA' = BB’

\u \u

N

e On prouve que AB = A'B'.
e L’égalite AA" = A'B’ s’affirme par simple observation de la figure.

B)La rotation

1- Définition :

On appelle rotation de centre €2 et d’angle 0 noté R(qg), est une isométrie du plan qui a tout
point M du plan associe le point M’ telle que :

QM = QM

Rig(M) = M &= { ——=~
@o)(M) (W QM’) — 9[2n] o o

NB : Le centre est le point invariant de la rotation : R(2) = €.

2- Expression analytique
Soit R la rotation de centre (zo;yo) et d’angle 6.
Pour tout point M (z;y) du plan associe le point M'(z';y') telle que :

' = (r —x9)cost — (y — yo) sin b + xg

/

R M)=M +—
(2.0 (M) {y = (z — xo)sinf + (y — yo) cos @ + yo

Si R la rotation de centre (0;0) et d’angle 6.
Pour tout point M (z;y) du plan associe le point M'(z'; 1) telle que :

x' =xcosl —ysind
Yy = xsinf + ycosd

R(ng)(M) =M <—

3-Rotation définie par un couple de points homologues
Soit f la rotation de centre €2 et d’angle 6 qui transforme A en B.

f(Q) =9 QA =08
F(A) =B (@i@‘é) — 9[27]

e QA= QB : Signifie que {2 appartient a la médiatrice du segment [AB].
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o (@,(ﬁ) = 0[27] : Signifie que  appartient a l'arc capable (I') d’angle 6 de corde [AB]
privé des points A et B.
Donc [Q = (I') N med[AB]

4-Rotation définie par deux couples des points homologues
Soit f la rotation qui transforme A en A’ et B en B'.

f(A) = A
f(B) =B’

a) existence d’une rotation
Il existe une rotation qui transforme A en A’ et B en B’, si et seulement si :

o
AB = A'B’ de plus les vecteurs zﬁ et A’B’ ne sont pas colinéaires |.

NB
e On prouve que AB = A'B’.
e Le non colinéarité de AB et A’B’ s’affirme par simple observation de la figure.

b) Construction du centre ) de la rotation
Soit f la rotation de centre €2 qui transforme A en A’ et B en B'.

fla) =4
f(B) =B
e Siles droites (AA’) et (BB') sont paralléles, alors : | {Q} = (AB) N (A'B')|.

On distingues deux cas possibles :

Af
(Q} = (AB)N (A'B") B
0
B A
e Si les droites (AA’) et (BB') ne sont pas paralléles, alors : | {Q2} = méd[AA'] Nméd[BB'] |
Q
BJ’
{2} = méd [AA'] N méd [BB’]
B
A | | A’

c) Détermination de I’angle 6 de la rotation

(0=t <o~ )

3)Symétrie centrale
La symeétrie du centre I noté S; est une isométrie du plan qui a tout point M du plan associe
le point M’ telle que :

‘SI(M):M'@WZH?

M I Ll
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IT) Antidéplacements ou antiretournements

Un antidéplacement est une isométrie qui transforme la mesure d’un angles orientés en son
opposé.

Soit, f un déplacement et A, B et C' trois points non alignés tels que :

fA)= o L
f(B)=B = (AB,AC) = - (4B, AC) [2r]
jc)=c

NB

Tout antidéplacement est soit une la réflexion( symétrie orthogonale), soit une symétrie glissée.

A) Réflexion ou symeétrie orthogonale

1- Définition :

On appelle réflexion d’axe (A) est une isométrie du plan qui a tout point M associe le point
M’ telle que : | SA(M) = M' <= (MM') L (A)| Ou (A) est la médiatrice du segment [M M’

NB :
e Tout point situé sur 'axe d’une réflexion est invariant par cette réflexion.

Si M e (A) alors‘SA(M) = M‘

e Toute droite perpendiculaire a I'axe d’une réflexion est globalement invariante par cette ré-
flexion. Si (D) L (A) alors | Sa(D) = (D)

2- Symétrie orthogonale définie par deux couples de points homologues
Soient M, N, M’ et N’ quatre points du plan non alignés, et (A) une droite du plan.

F(M) = M’
f(N) = N’

Soit f un antidéplacement qui transforme M en M’ et N en N’ : {

Existence d’une symétrie orthogonale ou d’une réflexion
Il existe une symétrie orthogonale ou une réflexion qui transforme M en M’ et N en N’,
si et seulement si les segments [MM’] et [NN'] ont de méme médiatrice.

Ainsi f est la réflexion d’axe (A). ou (A) est la médiatrice des segments [MM’] et [NN'].

3- Expression analytique
Soit S la réflexion d’axe (A) de vecteur directeur i et I un point de (A).

Si (A):ar+by+c=0 alors 7(;6),

I milieu de [M M| M
SA(M)=M = Te(A) I (D)

—

MM' W =0
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EXERCICE
Le plan est muni d’un repére orthonormé (0,?,?). On considére la réflexion S d’axe (A)
d’équation : z + 2y — 1 = 0. Déterminer I’expression analytique de la réflexion S.
Solution
Déterminons ’expression analytique de la réflexion S d’axe (A) : z+2y—1=0
Soient M(x; y) et M'(2'; y') deux points du plan, et I milieu de [M M’] tels que :

I milieu de [M M’
SA(M) =M & {1e(A)

o
MM' W =0
/ /
e [ milieu du segment [MM'] : xl:x—i—x et y1:y+y
/ /
o Ic(A) :x1+2y1—1=0;»(mzx)+2(y;y>—1:0
xr+ , / / ! /
5 +y+y—1=0x2) =2+ 4+2y+2y —2=0= 2/ +2y =—x—2y+2 (1)
—> J—
o MM W =0 avec 7( 12

/— R

"+ =—x—2y+2 x1
Formons un systéme avec (1) et (2) : T+ 2y x Y+

-2 4y =—-2x+y X —2
¥ +2y =—x—2y+2 3 4 2
= 5 =30 —4y+2 = 2’ = -0 — —y+ =
{4x’—2y’:4x—2y Y 57 5775
42y =—x—-2y+2 x2 4 3 4
= hyf)=-4dr—-3y+4 =9y =—x—-y+ -
{—2x’+y':—2x—|—y x1 Y Y Y= TR T
, 3 4 2
¥=-x—-y+-
Donc I'expression analytique de cette réflexion est | S(a) : b} 4 53 5 4
y=—pr =yt

B) Symétrie glissée
Soit (A) une droite de vecteur directeur .

1-Définition :
On appelle symétrie glissée d’axe (A) et de vecteur 7, la composée commutative de la réflexion
d’axe (A) et de la translation du .

Soit g une symétrie glissée : ’g =spo0ty ou g=tgo SA‘

—

M u oM

1
(A4)

M, o M

gM) =M =t3(M)=M; et saA(My) =M ou sa(M)= M et t5(M;)=M

NB :
La symétrie glissée n’admet aucun point invariant. Mais 'axe de la réflexion est globalement
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invariant par la symétrie glissée.

2- Symeétrie glissée définie par deux couples de points homologues
Soient A, B, A’ et B’ quatre points du plan non alignés.

A=A
Soit f un antidéplacement qui transforme A en A’ et B en B’ : {;EB)) _p

Existence d’une symétrie glissée
Il existe une symétrie glissée qui transforme A en A’ et B en B,
si et seulement si les segments [AA] et [BB’| n’ont pas de méme médiatrice.

Ainsi f est une symétrie glissée, d’axe la droite passant par les milieux de [AA’] et [BB/].

Cas particulier
Si g est une symétrie glissée qui transforme A en B et B en C, alors :
g(A)=Betg(B)=C,ona:gog(A)=C

Le vecteur 7 de g:

1
On sait que : g o g = ty5. Comme go g(A) = C alors 2U = 1@, ona:| U= 51@

L’axe (A) de g :
L’axe (A) de g est la droite passant par les milieux des segments [AB] et [BC].

IT) Composition et décomposition des isométries

1) Composée de deux symétries centrales

La composée de deux symétries centrales est une translation dont la longueur du vecteur de
translation est le double de la distance entre les deux centres de symétries.

Soient Sy et Sp deux symétries centrales de centre A et B respectivement. Ona: [ Sgo Sy = tyap

2) Composée de deux translations
La composée de deux translations est une translation.
Soient t5 et t4 deux translations de vecteur U et W respectivement.

V=U+7
0 - tw = t@+a)
_ ’tﬁ =ty oty ‘

3) Composée de deux réflexions d’axe paralléles
La composée de deux réflexions d’axe paralléles est une translation dont la longueur du vecteur
est le double de la distance entre deux axes des réflexions.

Soient Sa et Sas deux réflexions d’axe (A) et (A’) respectivement, O est un point de (A)
et O’ son projeté orthogonal sur (A’). Ona: |[SaoSx=t1

—
200’
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(4) (A7)

Propriété : t5 =Sp oSp &

(D)//(D') L @
ty2(D) = (D)

4) Composée de deux réflexions d’axe sécants
La composée de deux réflexions d’axe sécantes est une rotation dont la mesure de 'angle est
égale au double de la mesure de ’angle formé par les deux axes des réflexions.

Soient Sa et Sar deux réflexions d’axe (A) et (A’) respectivement sécants au point O.
R(O,0) est la rotation de centre O et d’angle de mesure 6 :

i (A)N(A) = {0}
S0 Sa = RO, 0) & {M = 50[7]

5) Composée de deux rotations de méme centre
Soient R; la rotation de centre A et d’angle 0; et Ry la rotation de centre A et d’angle 6,
Ry =rot(A; 6y) et Ry =rot(A;0). ona: R=RjoRy, = R=rot(A; 0+ 6,)
Remarques
e Si 0;+0,=0[2n] alors RjoRy=Idp
e Si 01 +0,=m[2n] alors Rjo Ry =S4 Sj estlasymétrie centrale de centre A

6) Composée de deux rotations de centre distincts
Soient R4 la rotation de centre A et d’angle 6; et Rp la rotation de centre B et d’angle 6,

Ra=rot(A; 6,) et Rg=rot(B;0). ona: R=Ry0oRp = R =rot(l; 6, +0s)

I peut étre déterminer par la décomposition de R4 et Rp en deux réflexions d’axes sécantes.
e SiRyoRp=5Sx08x tel que (A, A) =24207] alors |1 = (A)N(A)

R(M) =M
o Si (M) = {I} = méd[MM’] N méd[N N']
R(N) = N’

alors I est le point d’'intersection des médiatrices des segments [MM'] et [NN']
Remarque

Si 0, +0,=0727] et RjpoRp(H)=H' alors |RjoRp=t

e
HH'

7) Composée d’une rotation et d’une translation
La composée d’une rotation d’angle 6 non nul et d’une translation est une rotation d’angle 6.
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Soient Ry = rot(A; 0) la rotation de centre A et d’angle 0 et ¢ la translation du vecteur

o
Ona: R=Rpoty = R =rot(I;0)

I peut étre déterminer par la décomposition de Ry et t en deux réflexions.
Si Raoty =Sao0Sa tel que (A, A)=2[27] alors |I=(A)N(A)

8) Composée d’une rotation et d’une réflexion

Soient R4 la rotation de centre A et d’angle 6 et Sa la réflexion d’axe (A)
On pose f = R(A,0)0 S

e Si A n’appartient pas & (A) alors | R(A,0) o Sa est une symétrie glissée

e Si A appartient & (A) alors | R(A,6) o Sa est une réflexion

9) Composée d’une rotation et d’une symétrie centrale
La composée d’une rotation 6 et d’une symétrie centrale est une rotation d’angle 6.

Soient R4 la rotation de centre A et d’angle 6 et Sp la symétrie centrale de centre B
Ry=rot(A;60)et Sg. ona: R=Rjyo0Sp = R=rot(l;0)

: R(M) = M’ o N :
Si {R(N) N = {I} = méd[MM'] N méd[NN'|

alors I est le point d’intersection des médiatrices des segments [MM'] et [NN']

Propriétés

e Toute isométrie est un déplacement ou un antidéplacement.

e Tout déplacement est une translation ou une rotation.

e Tout antidéplacement est une réflexion ou une symétrie glissée.

e La composée de deux déplacements ou de deux antidéplacements est un déplacement.
e La composée d’un déplacement et d’'un antidéplacement est un antidéplacement.

e LLa composée d’'un nombre pair des antidéplacements est un déplacement.

e [La composée d’'un nombre impair des antidéplacements est un antidéplacement.

e La transformation réciproque d’un déplacement est un déplacement.

e La transformation réciproque d’un antidéplacement est antidéplacement.
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