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1. Divisibilité dans
Z. et congruences

2. PGCD et PPCM

. . . 3. Nomb:
m Appliquer l'algorithme d’Euclide pour la premiers
détermination du PGCD de deux nombres entiers; 4Classes
oqe . d’équivalence et
m Utiliser la congruence modulo n dans I’étude de la sl Uil

divisibilité et inversement.

= Reconnaitre I'ensemble Z /nZ et les regles de calcul
modulo 7;

i
i
S
ye)
i)

3/49



1. Divisibilité dans Z et congruences

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

1. Divisibilité dans
Déflnltlon Z et congruences

. . . . . . . 2. PGCD et PPCM
Soit a et b deux entiers relatifs. On dit que a divise b s’il R :
- ombpres

existe un entier k tel que b = a x k. Lorsque a divise b, on | e

note a ‘ b 4.Classes
. . e . d’équivalence et
On dit aussi que : a est un diviseur de b Vensemble 7/n7

b est divisible par a
b est un multiple de a

Remarque

0 est un multiple de tout entier : pour tout
neZ,0xn=0

]
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1. Divisibilité dans Z et congruences

Soit a et b deux entiers
Sia|betb=0alors |a| <|b

Tout entier b non nul a un nombre fini de diviseurs.

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel non
nul 1, 3%"~1 4 3 est divisible par 5.

v

1. Divisibilité dans Z et congruences

ARITHMETIQUE
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1. Divisibilité dans Z et congruences

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

Montrons par récurrence que pour tout entier naturel 1. Divisibilité dans
non nul n, 3*"~1 4 3 est divisible par5: Z et congruences
On pose P(n) : 3*"~1 4 3 est divisible par 5

Pour n =1, on a 3**1-1 4+ 3 =30.

Or 30 est divisible par 5 alors P(1) est vraie.

Pour n > 1, on suppose que P(n) est vraie et on
démontre que P(n + 1) est vraie.
C’est-a-dire on montre que P(n + 1) : 3411 43
est divisible par 5.
Ona:
34(n+1) —143 = 34n—1 o 34 43
=@ 1 4+3)x3*-3x3+3
= (341 43) x 3* — 240
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1. Divisibilité dans Z et congruences

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

1. Divisibilité dans
Or 3%~1 4 3 est divisible par 5 alors il existe un entier “memae
relatif k tel que 3*"~1 + 3 = 5k.
On en déduit que :
34 — 143 =5k x 3% — 240

=5k x 81 —5 x 48

= 5(81k —48)
Puisque 81k — 48 est un entier relatif, alors 3*(*+*1)~1 13
est divisible par 5.

D’apres le principe de récurrence pour tout entier
naturel non nul 1, 3**~1 4 3 est divisible par 5.
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1. Divisibilité dans Z et congruences

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

Soit a,b et ¢ trois entiers. i, A teiRiS dlms

Z. et congruences

Sia|betb|calorsalc 2. PGCD et PPCM

c|asietseulementsic|—a 3. Nombres
1 H 2 N 7 premiers
(L'ensemble des diviseurs de a est égal a 'ensemble des |
1.Classes
diViseurS de 751) d’équivalence \‘t'

I'ensemble Z

Sic|aalorsc|ab
Siclaetc|balors:

cla+b

cla—"b

¢ | au+ bv avec u et v entiers

Soita etbnonnuls.Sib|aeta|balorsa=>bou
a=—b

1. Divisibilité dans Z et congruences 8 /49



2n +7.

Trouver tous les entiers relatifs n tels que n + 2 divise
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1. Divisibilité dans Z et congruences

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH

Soit n un entier naturel tel que n 4 2 divise 2n + 7. AITCHEIKH
Alors, comme n + 2 divise n + 2, n + 2 divise aussi 1. Divisibilité dans
(2n+7) —2(n+2)=3etdoncn+2¢c {-3;-1;1;3} © et congruences
puis n € {—5,-3;,—1,1}.

Réciproquement,

sin=-5n+2=-3et2n+7=-3.
Dans ce cas, n + 2 divise 2n + 7.
sin=-3,n+2=—-let2n+7=1.
Dans ce cas, n + 2 divise 2n + 7.
sin=—-1,n+2=1et2n+7=>5.
Dans ce cas, n + 2 divise 2n + 7.
sin=1,n+2=3et2n+7=09.
Dans ce cas, n + 2 divise 2n + 7.

Les entiers relatifs n tels que n + 2 divise 2n + 7 sont —5,
-3, —1etl.

1. Divisibilité dans Z et congruences 10 / 49
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1. Divisibilité dans Z et congruences

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH

AIT-CHEIKH
» N . ° Tio 1. Divisibilité d.
Théoréeme : Division Euclidienne Z et congruences
Soit a4 un entier et b un naturel non nul. 2. PGCD et PPCM
Il existe un unique entier g et un unique entier r tels que :| = "
plL‘!‘ﬂlL‘l.\
4.Classes
a=bxqg+ravec0<r<b A
v I’'ensemble Z/n7z
Notation
m a est le dividende; m g est le quotient;
m b est le diviseur; m 7 est le reste.

1. Divisibilité dans Z et congruences 11/ 49



1. Divisibilité dans Z et congruences

EXERCICE 3

Déterminer le quotient et le reste de la division
euclidienne de a par b avec :

a=2325b=7
a=-113,b=7

1. Divisibilité dans Z et congruences

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

1. Divisibilité dans
Z. et congruences
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3. Nombres
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4.Classes
d’équivalence et
I'ensemble Z/nZ
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1. Divisibilité dans Z et congruences

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

1. Divisibilité dans
Z. et congruences

CORRIGE 3 2. PGCD et PPCM

3. Nombres
Ona:325="7x46+3. Dot g = 46,7 =3 premiers
Ona:113=7x16+1 puis —113= -7 x 16 — 1 Pl -

Par suite —113=-7x 16 —7+6 D

C’est-a-dire —113 = -7 x 17+ 6
D'oug=-17,r=6

1. Divisibilité dans Z et congruences 13 / 49



1. Divisibilité dans Z et congruences

Définition

Soit a et b deux entiers et n un entier naturel non nul.
On dit que a est congru a b modulo 7 sia et b ont le
méme reste dans la division euclidienne par 7.

Il revient au méme de dire qu’il existe un entier relatif k
tel que b = a + kn ou b — a est un multiple de n.

Notation

a est congru & b modulo n se note au choix : a = b (n) ou
a=b[n] oua=bmodn

Exemple

86 et 23 ont pour reste 2 dans la division euclidienne par
7 donc 86 =23(7)

0
&
1
Il
i
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1. Divisibilité dans Z et congruences

Soit a, b, c et r entiers et n un entier naturel non nul.
a="b(n) si et seulement si a — b est un multiple de n

Sia=r(n)etsi0<r<nalors r est le reste de la
division de a par n.

Sia=b(n)etb=c(n)alorsa=c(n)

1. Divisibilité dans Z et congruences

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

1. Divisibilité dans
Z. et congruences
2. PGCD et PPCM

3. Nombres
premiers

1.Classes

d’équivalence et
I'ensemble Z/nZ
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1. Divisibilité dans Z et congruences

Congruences et opérations

Soit a, b, ¢ et d entiers et n un entier naturel non nul.

Sia=0b(n) alors ac = bc(n)
Sia=b(n)etc=d(n) alors:
e at+c=b+d(n)
ea—c=b—d(n)
o ac=bd(n)

Si a = b(n) alors, pour tout naturel p, on a :
aP = bP (n)

1. Divisibilité dans Z et congruences

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

1. Divisibilité dans
Z. et congruences
2. PGCD et PPCM

3. Nombres
premiers
4.Classes
d’équivalence et
I'ensemble Z/nZ
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Trouver le reste de la division par 13 du nombre 10

01000
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1. Divisibilité dans Z et congruences

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

1. Divisibilité dans
Z. et congruences

Soit  le reste de la division par 13 du nombre 100'%.

Alors 10019 = r[13].

On a 100 =9[13] (*) c’est-a-dire 100? = 81[13] .

Or 81 = 3[13] alors 1002 = 3[13] (**) .

De (*) et (**) ona 100° = 27[13]. D’ot1 100° = 1[13] car
27 = 1[13).

Par suite 100%*33 = 1[13]. Soit 100°* = 1[13] (***).

En utilisant (*) et (***) on obtient 100'°%° = 9[13].

Donc le reste de la division par 13 du nombre 1001% est
9.

v
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1. Divisibilité dans Z et congruences

On se donne 7 un entier naturel et a, b et x trois entiers
relatifs et on veut résoudre la congruence ax + b = 0[n]
d’inconnue x. On va apprendre a ” faire passer a et b de
I'autre coté” quand cela est possible. On va voir que la
multiplication est beaucoup plus délicate a gérer que
I’addition.

1. Divisibilité dans Z et congruences
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Z. et congruences
2. PGCD et PPCM

3. Nombres
premiers

4.Classes

d’équivalence et
I'ensemble Z/n7

19 / 49



1. Divisibilité dans Z et congruences

Résolution de x + a = 0[n]

Soient n un entier naturel et a et x deux entiers relatifs.

m Six+a=0[n],onax+a—a=0—aln| ouencore

x = —aln].
® Si x = —aln|, alors x +a =a — a[n] et donc
x+a=0[n].
En résumé, x +a =0[n] < x = —a[n].

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

1. Divisibilité dans
Z. et congruences
2. PGCD et PPCM

3. Nombres
premiers

4.Classes
d’équivalence et
I'ensemble Z/n7
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1. Divisibilité dans Z et congruences

Résolution de ax = b[n]

Soient n un entier naturel et a, b et x trois entiers relatifs.

Supposons il existe un entier relatif a’ tel que
a x a' = 1[n] (on dit dans ce cas que a est inversible
modulo n), alors on peut écrire :
w siax =Db[n], on a: aa’x = ba’[n] ou encore
1 X x = ba'[n] ou enfin x = ba’[n]
» si x = ba'[n], alors ax = baa’[n] ou encore
ax =b x 1[n] et donc ax = b[n].
En résumé, s’il existe un entier relatif a tel que
a x a' =1[n], alors ax = b[n| < x = ba'[n].

i
<
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Résoudre dans Z la congruence 2x + 5 = 0[7].
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1. Divisibilité dans Z et congruences

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

1. Divisibilité dans
Z. et congruences

Soit x un entier relatif.

Ona:2x+5=0[7] & 2x = -5[7].

Onnote alorsque 2 x4=8=1+7

Donc 2 x 4 =1[7].

Par suite 2x + 5 = 0[7] & 2x = —5[7] & x = —20[7].
Comme —20=1[7] car —20 — 1= —-21=(-3) x 7
Enfin, 2x +5=0[7] & x =1[7].

D’ou les entiers relatifs x tels que 2x + 5 = 0[7] sont les
entiers relatifs de la forme 1 + 7k ot k est un entier
relatif.
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dans Z.

Montrer que la congruence 2x = 1[6] n’a pas de solution
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1. Divisibilité dans Z et congruences

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

1. Divisibilité dans
Z. et congruences

Supposons qu'il existe un entier relatif x tel que

2x = 1[6]. Alors, il existe un entier relatif k tel que

2x =1+ 6k=1+2 x (3k).

Le membre de gauche de cette égalité est un entier pair
et le membre de droite est un entier impair. Ceci est
impossible et donc la congruence 2x = 1[6| n’a pas de
solution dans Z.

1. Divisibilité dans Z et congruences 25/ 49



2. PGCD et PPCM

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

1. Divisibilité dans
Z. et congruences

2. PGCD et PPCM
Deflnltlon 3. Nombres

premiers

m L'ensemble des diviseurs communs a a et b admet .

un plus grand élément noté pged(a;b) oua Ab e
m L'ensemble des multiples communs a a et b admet

un plus petit élément noté ppem(a;b) oua Vb

m On désigne par nZ 1’ensemble des multiples de n
dans Z

2. PGCD et PPCM 26 / 49



2. PGCD et PPCM

Propriétés du PGCD
Soit a, b et r entiers non nuls.
pged(a;b) > 1
pged(a;b) = pged(b;a)
pgcd(@;a) = Ja
1 pged(a;b) =pged(—a;b) =pged(a; —b)
Sib|a, pged(a;b) = |b|
[@ Sia=bg+ralors, pged(a;b) =pged(b;r)

2. PGCD et PPCM

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

1. Divisibilité dans
Z. et congruences
2. PGCD et PPCM

3. Nombres
premiers
4.Classes
d’équivalence et
l’ensemble Z /nZ
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2. PGCD et PPCM

Soit a et b deux entiers naturels non nuls tels que b ne
divise pas a. Alors pged(a;b) est le dernier reste non nul
de la suite des divisions de l’algorithme d’Euclide.
Sirq,ro,..., 1, estla suite de restes non nuls et si on note
7y le dernier reste non nul dans cet algorithme, on a :

pged(a;b) = pged (b;r1) = ... = pged (ry—1,7n) ="tn

2. PGCD et PPCM

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

2. PGCD et PPCM
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Calculer pged(8820;3150)
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2. PGCD et PPCM

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

1. Divisibilité dans
Z. et congruences

2. PGCD et PPCM

8820 _ 2 ’ 3150 + 2520 «IV"«'\«IJH\\\\‘:\«‘WV et
3150 = 1 x 2520+ 630 :

I'ensemble Z/nZ

2520 = 4x630+0
Le dernier reste non nul est 630, donc
pged(8820;3150) = 630

2. PGCD et PPCM 30 / 49



2. PGCD et PPCM

Soit a et b deux entiers non nuls et d = pgcd(a;b)

L’ensemble des diviseurs communs a a et b est
I'ensemble des diviseurs de d

Il existe des entiers u et v tels que : d = au + bv
Pour k € IN*, pgcd(ka; kb) =k x pgcd(a; )

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

2. PGCD et PPCM

2. PGCD et PPCM
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2. PGCD et PPCM

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

1. Divisibilité dans
Z. et congruences

2. PGCD et PPCM

EXERCICE 8 3. Nombres

premiers

Déterminer le PGCD de 12642 et 2382. 4 Clases
[e (‘Cl uivalence et
En déduire les diviseurs communs a 12642 et 2382 Iensemble Z/nZ

qui sont des entiers naturels.
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2. PGCD et PPCM

Déterminons le PGCD de 12642 et 2382.
L'algorithme d’Euclide appliqué a 12642 et 2382
s’écrit :

12642 = 5 x 2382+ 732

2382 = 3x732+186
732 = 3x186+174
186 = 1x174+12
174 = 14x12+6
12 = 2x6+0

Le dernier reste non nul est 6 et donc
PGCD(12642;2382) = 6.

Les diviseurs communs a 12642 et 2382 sont les
diviseurs de leur PGCD a savoir 6.

Les diviseurs communs a 12642 et 2382 qui sont des
entiers naturels sont 1, 2, 3 et 6.

2. PGCD et PPCM

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

2. PGCD et PPCM
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Définition

Un entier naturel est dit premier s’il admet exactement

deux diviseurs positifs (1 et lui-méme)

Remarque

1 n’est pas premier.

DEE
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Tout n € N avec n > 2 admet au moins un diviseur

premier.

Si n n’est pas premier et n > 2 alors il admet un diviseur

3. Nombres premiers

premier compris entre 2 et \/n

3. Nombres premiers

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH

AIT-CHEIKH
1. Divisibilité dans
Z. et congruences

2. PGCD et PPCM

3. Nombres
premiers

1.Classes
d’équivalence et
I'ensemble Z /nZ
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3. Nombres premiers

On utilise ce théoréeme de la maniere suivante :
Si un naturel n > 2 n"admet pas de diviseur premier
compris entre 2 et y/n alors n est premier.

3. Nombres premiers

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

1. Divisibilité dans
Z. et congruences
2. PGCD et PPCM

3. Nombres
premiers

1.Classes
d’équivalence et
I'ensemble Z /nZ
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Démontrer que 331 est un nombre premier.

«O>» «F»r « > « E» Q>




3. Nombres premiers

On a: /331 =18,.... Les nombres premiers inférieurs ou
égaux a v33lsont2,3,5,7,11,13 et 17.

331 331 331
3%1 N 331 , Y !
—— =110,3.. - = .
321 0,3 31311 30,09
5 66, 13 5,

Finalement, 331 n’est divisible par aucun nombre
premier inférieur ou égal a sa racine et donc 331 est un
nombre premier.

3. Nombres premiers

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

3. Nombres
premiers
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3. Nombres premiers

Théoréeme

Il existe une infinité de nombres premiers.

Théoréme

Tout entier naturel strictement supérieur a 1 admet une
décomposition, unique a 'ordre des facteurs pres, en
produit de nombres premiers.

Exemple

72 =23 x 32

3. Nombres premiers

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

1. Divisibilité dans
Z. et congruences
2. PGCD et PPCM

3. Nombres
premiers

4.Classes
d’équivalence et
I'ensemble Z/nZ
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3. Nombres premiers

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

1. Divisibilité dans
Z et congruences

Propriété 2. PGCD et PPCM
N1 ® 3. Nombres
| oa=pitpt o premiers
Si alors

4.Classes

b=piph .l
PGCD(a,b) = p}py2 .. pii" in(a;, B7) et
M M ., ou m; = min(&;, b;) €

PPCM(a,b) = pMtipht . p

Mi = max(txz-, ﬁl)

3. Nombres premiers 40 / 49



Soient a = 4116 et b = 6300.

Déterminer aVbetaAb.
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3. Nombres premiers

CorriGe 10

Ona:a=4116=22x3x72=22x3x5"x 7B et
b=6300=2%x 32 x5%x7.

Alors, aAb=2%2x3x5%x7=84et
aVb=22x32x52%x 7%= 308700.

3. Nombres premiers

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

1. Divisibilité dans
Z et congruences
2. PGCD et PPCM

3. Nombres
premiers

4.Classes
d’équivalence et
I'ensemble Z/nZ
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4.Classes d’équivalence et I'ensemble 7 /n7Z

L'ENSEMBLE Z/nZ

PR. ABDELLAH

2L sge AIT-CHEIKH
Définition
Soitn € N . e
L’ensemble des entiers relatifs qui ont le méme reste r de | - rccovncn
la division euclidienne par n est appelé la classe 3. Nombres
d’équivalence de r modulo 7, on la note 7. -
_ 4.Classes
Etona:7={x€Z /x=rn}={r+kn /keZ} d'équivalence et
I’ensemble Z/n7
Exemples

w0={kn/keZ},pourn=20na0={2k / keZ}
donc 0 est I’ensemble des nombres pairs.

wl={kn+1/k€Z},pourn=2o0na
1={2k+1/ k€ Z} donc 1 est I'ensemble des
nombres impairs.

On remarque que pour n =2ona:7Z=0U1

4.Classes d’équivalence et I'ensemble Z/nZ 43 / 49



4.Classes d’équivalence et 'ensemble Z/nZ

Propriété
n VacZ) a={xeZ/ x=aln|}
B xeasx=aln|
m xcas ndivise x —a
W Z=0UTU2U---U(n—1)
W Z/nZ%=1{0,1,2,---,(n—1)}
u

Soient x et y deux éléments de {0;1;2;---

Ona:

eX=Y < x=Y
o XNY=0 & x=zy
oxty=x+y

o XXY=xXYy

;(n—1)}.

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

1. Divisibilité dans
Z et congruences
2. PGCD et PPCM

3. Nombres
premiers

4.Classes
d’équivalence et
I’ensemble Z/n7

4.Classes d’équivalence et I'ensemble Z/nZ
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4.Classes d’équivalence et 'ensemble Z/nZ

Déterminer la classe d’équivalence modulo 12 de chacun
des nombres : 116 et 2019

4.Classes d’équivalence et I'ensemble Z/nZ

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH

AIT-CHEIKH
1. Divisibilité dans
Z. et congruences

2. PGCD et PPCM
3. Nombres
premiers

4.Classes
d’équivalence et
I'ensemble Z/n7Z
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4.Classes d’équivalence et 'ensemble Z/nZ

Ona 116 = {116 + kn / k € Z}.

Alors pour n =12, on a 116 = {116 + 12k / k € Z}
116 = {8+ 12k / ke Z} =8.

On a 2019 = {2019 +kn / k € Z}.

Alors pour n =12, on a 2019 = {2019 + 12k / k € Z}
2019 = {3+ 12k / ke 7} =3

4.Classes d’équivalence et I'ensemble Z/nZ

ARITHMETIQUE

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

1. Divisibilité dans
Z. et congruences
2. PGCD et PPCM

3. Nombres

premiers
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4.Classes d’équivalence et I'ensemble 7 /n7Z

PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

EXERCICE 12 1. Divisibilité dans

Z. et congruences

Ecrire I'ensemble des entiers relatifs diviseurs de 6. 2. PGCD et PPCM
Déterminer les entiers relatifs n tels que n — 4 divise | "r0
6' 4.Clas‘ses
Déterminer les entiers relatifs 7 tels que n — 4 divise Vemsernble /12
n+2.
1 Déterminer les entiers relatifs 1 tels que n + 1 divise
3n —4.

Quel est le nombre de diviseurs de 2880 ?

[@ Trouvez le PGCD des nombres 1640 et 492 en
utilisant la décomposition en facteurs premiers, puis
en utilisant I’algorithme d’Euclide.
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PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

1. Divisibilité dans
’ EXERCICE 13 ‘ Z et congruences

2. PGCD et PPCM
a est un entier naturel. Montrez que a°® —a est 3. Nombres

divisible par 10. premiers

4.Classes

Montrer que les nombres entiers A, = 3*" — 1, sont d’équivalence et
e . 1’ensemble Z /nZ
divisibles par 8.
Soit l'entier g, =4" —1;n € N
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel
n,on a: a est divisible par 3.
En déduire que 4”1 — 4 est divisible par 3.

Déterminer alors le reste de la division euclidienne
par 3 du nombre 2192,

i
S
§e)
?
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PR. ABDELLAH
AIT-CHEIKH

Effectuer la division euclidienne de —283 par 19
Traduire en terme de congruence la division

1. Divisibilité dans
Z. et congruences

2. PGCD et PPCM

. 3. Nombres
euclidienne de 11 par 7. premiers
Prouver que, pour tout entier naturel 7, le nombre 4.Classes
. d'équival
23n+1 4 36n 4 11341 est divisible par 7. A

On consideére le nombre A défini pour tout entier
naturel n par A = 9"+1 4 26n+1,
Démontrer que A est divisible par 11 pour tout n de
N:
en utilisant les congruences
en raisonnant par récurrence.

Déterminer le reste de la division euclidienne de
(1429299 + 200843%) par 9

N
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