


suite

8 Limite dUN€

- Rappel : tou
numérique. e
cette PPllcatlon

On note (un)ne
@ Une suite # a une ng-
uite ¥ est convergente.

o 3 partir U0 :
P on dit un

valle ouvert contenant L contient o,
S|
Y

termes de la sul
Sj la suite # a un¢ limite L finie, i
R 7 oubien hm(un)
B =S
gente

ment —o0) sl tout mterv
all;

toute suite non €O
aelconques, contien
\; tOUS\

J Remarque :
e Une suite u a une limite égale a
1B ; +oo[ (resp- = cos Cl[) eee B et C deux réels 9
u, a partir d’un certain rang.

2 Limite de suites particulieres
: 1
o Les suites usuelles 7 — —I—P avecpe N™ et n€ NER AR aveC 1 € N° g
. " oy
convergentes de limite z€ro. 4
e 4fini
Soit une suite (u,) définie par u, = f(n) avec i définie sur un interyy,
ale

555 el

Si la limite de f est L, alors la limite de u est L.

Théoremes de comparaison
u1tes
(u,) et (v,) convergentes telles que, a partir d’un cert
ain 1,

._ 0 U, <v, aorslimuy, <limv,.

R alors limwu, = —oo.

B alors i =
i s limw, ‘=i + ool

et limy =
RN lors. lim u, = 0.

telles
que u et w convergent vers |
ol v = L.



: Exercices résolus
= 1 Déterminer |5 limite d’une syijte
.

Enoncé

: har 5
Soit la suite u définie sy N par 0o

- Pour un entier naturel p
i1 2
que :

donné, déterminer un entier natyre| n tel

IFSloRve s Lo g
' . : i sa limite.
En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer
Corrigé commenté

Que_l Que sojt I'entier p
AN et 3 2 alonsty 16 chpls_l, donc que| que
Comme, pour tout 5 g Soitlintervalle Ouvert de
et pour tout pde N, 1 _ 19 S u”;p Centre 1, cet intervalle
Déterminons 7 tel que Wy < 1S 110 ggr;girzjti:oqs Ies:_e rg,] '
e 5 N S e
G =0 soit <0 Sesidiedhine Siartindin

Certain rang.
> s p
102 < n+2 EENZE Ol dion v~ 1022 )

W : 2
DG tous les termes de la suite & partir de u
Doncsion pose N = ] .

el 2 ;
sont dans l'intervalle ouvert |1 — 1 s 1077

L w

7 ° | . . e
2. Choisir une méthode pour déterminer une limit
=5 2.

Une fonction rationnelle
B once o 3. a mee hmﬁe a l'infinj
: définie sur N par u, = B quete quotle:jnt dle
k. . 1te u o) S€s termes de us
_ O.,lt e d éthodes différentes la limite de (u,). m P

haut degre.

x2+3.
x+1

alors u, = f(n) avec f(x) =

x2 hm U, = too,
C n
+oo, don p
X

i——
SO

e i
>0 etparsuite n—1+-——

5
. = o0, i
: u ) = %
ke dim ( n \
ASAIRRARYROM. ¥




s R
2 Monotonie et proprie

‘4 Monotonie d'une suite -
I ite ré et A J’intersection
Soit une suite réelle (1) b e

e La suite (u,) est croissante ]

- ue
o La suite (u,) est décroissante sul A,-Sl qulel q e
Sl () estimOnQtONEES A, si quel que€

bien décroissante.
« La suite (u,) est stationnaire

pour tout 7 = T, i, = W

tés des suites

un intervalle de R et de N,
St e AR S, .
soitndeA: u, = u,

ou constante a partir de o

ny*

2 suites majorées, minorées, bornees

Suite majorée Suite minorée Suite bornée

Soit A = N, pour tout n de A, il existe un réel M ou un réel m

U, <M u,=m m<u,<M

- Theorgme : toute suite croissante et majorée est convergente.
Toute suite décroissante et minorée est convergente.

de A, elle est croissante o

s'il existe n; tel qy

" Toute suite croissante non majorée tend vers plus 'infini
Toute suite décroissante non minorée tend vers moins I'infini

Suites adjacentes

on

et (v,) sont adjacentes si :
, ((u,), _ , estcroissante;
b(v,) oy, estidecroissantes

lim (u,-v,) = 0.
n — +oo

~

ii.sont convergentes vers une meme limite
(v,) sont telles que, pour tout n de N, u, <y

ne




Exercices résolus

== 1. Savoir démontrer qQu’une syjte Croissante nop

majorée tend Vers +oo
Corrigé commenté
Soit un réel A Stricteme
La suite (u,) n’est
Comme la suite 1 e

nt positif,
Pas majorée, donc

> €€ qui signifie que 1im =

n— +oo
= 2. Déterminer |3 Monotonie d'une syijte
Enoncé
£ 3 : n!
Soit la suite u définie sur N AT 1 = -
* D)5 b
On rappelle que, pour n e N*, ;1 = A= 11)5% ooy % 3 5%
5 . & u .
Etudier la monotonie de ( ) BN Les u, sont strictement
S z Positifs et se présentent
.S?'-"ge gommente Sous la forme 'y,
(n+1)! x nn quotient donc on peut
U, 11 - 3 u
_Z+ = (n+1)"+1xn! comparer Z\” al.
n n
oe (7 s ERN »
e "(n +
i U, (n+1)n = (n+1) : |
R . GG | ek
i u ~ s l 1
§ 5 A i < 1. Donc ;
- n < (71 o l)n, d’ ou I u, | |
B+ 1 donc n ocpstiich |

ot e la suite (u,)
.. turel non nul, ce qui signifie qu
entier natu




ce E
" ent pal' r ren roprlete. B4t :
1 Ralsonnem et ly gt 1= n, se fal en trois ¢,
Soit un nombre entiel nature | Oes 1€ 5 Peg
Démontrer qu U propgl que" e R la propri€té P est
S . . srifie n . = N> .
« [nitialisation - on vél:e pour 2 entier ”tre Compte tenu de cette hYPOth\QalQ
. Hérédité : on éSUPR:;1ce) puis ot Jémontre %
(hypothese de récur! ; e sty
P est vraie. 0 riété P, est
que n+1 g = la p P :
= 1> des que 'on veut montreg Qv

pal récurrence

on pense d €€ raisonnemen

Remarque - : Al
,propriété p, est vial€ pour tout n = o

5 cuites récurrentes
Su qtervalle I tel que pour toutx de 1, f(x) estayg

 5oit une fonction f définie sur un't

i /7 et .
~ On peut définir une suite (u,) par la donnee de u, avec Yo e I et la relation ¢

pécurrence U, 41 = fu,,)- .
' Si u, converge et si f est continue, alors sa limite ¢ vérifie f(£) = e

s suites arithmétiques et géométriques sont des suites récurrentes.

j Remarque : le

Exercices résolus

=5 1. utiliser le raisonnement par récurrence pour étudier
_lamonotonie d’'une suite

e des suites (u,) et (v,) définies sur N par

‘ 3 et |
Y, + .
'i Vel & J¥.+3

e Rper f) = 3
[R-P dOnC f'(x) = 1 |

——

A



f7(x) >0, doncy fonctio
On calcule 4, Ly s

u b
L= Mlllpds3d =
0 = 33w
On conjecture 1060 10/ duliSie /6
uelas < : i
4 S (@ ) s décroissant &
rence cette bPropriété. seson demontre par récur-

WLipUse P et
e Initialisation - Py est vraje car u, > 4

’ 72 . 7z 0 ;
e Hérédité : on Suppose 1

que pour n =
un+l = u

0) un>u

6 n+1 €ton démontre que

On sait que U =l
! Uig)) i que fest une fopnct; .
. nction cr
f(u,) =, s ) SOt Olssante sur R,

> u
( e pag Aone B oo vraie
e Conclusion : quel que soit n ah '

5 € N, la suj
décroissante. 2 uite (u,) est

Corrigé commenté

Soit P, la propriété : 527 — 37 est un multiple de 22.
e Initialisation

Pour n = 0: 59— 3% = 0, or 0 est multiple de 22, donc P, est vraie.

B 527 523 % 3" soit :

WP | 3) x 527 — 3% 3% = 22 X 52" + 3(52" - 37). |
de récurrence, 52" —3" est un multiple de 22, le
_3n+1 gtant la somme de deux multiples de 22, est un

4 : | B
P, est vraie, on a montré que P, , ; est vraie sous Ihyp
1ce que P, était vraie pour un n = 0, donc:

_3n est un multiple de 22.

5 Une conj

® On conjecture que (v,) est croi Niecture ne syfft
; ssante e s a 4 !
tre par récurrence. fonle démon s’,-ni’pl:)nsidemons'ff ation
s o e ;

== 2. Savoir utiliser |e ralsonnement par récurrence

Enoncé

Démontrer que pour tout # de N ,lenombre 527 — 31 et yp multiple de 22.




¥ svites particulieres
ues et géométriques

1 Suites arithmétiq '
A Suites géométrlques
Suites arithmétiques 3
Relation de récurrence ne I\
ne N o e
< e . raison de la suite
re+ﬂ]-\9, »- raison de la suite q € R, q:1d \
N Terme général ne N
ne u + nr u?’l = u‘)qn
U, =40
ne N Relation entre deux termes ; (= H
e N
5167 Ejn elp —n
u, = up+(n—p)r U — ”p(CI)”*p
Somme de termes consécutifs
4 il
1 qn +
= Upge e et g#1
i (ug+ t,)(n+1) iZO ‘ 1-¢g
Z fow D 7 -
i=0 Sig =1, alors Zui = (”+1)u0
i—0
Sommes particulieres
I gnt!
1"‘2'*'---+n=(1_-"_”)_71 l+g+q*+---+q" = q
) 1=
: avec g # 1
n— T
Uy + nr Limites et monotonie ne g’
0, lasuiteest g < — '
Suite Suiite.. 3,7 =
alternée  alternée Qe :

1 ecroissante croissanic

divergen
gente  convergente convergente  divergent:

(pasde  de limit L
~limite). nulle. 3 'iiﬂhémte de limite infinie.



2 Suites définjeg RATRUEEC au, + b

e = 1. 4] s’agit de Suites arithmégj
S =0 et b =0 i s’agit de Suites

&) = ax+ b,
La représentation gr aphique de f est une droite Gy
Soit A la droite d’équation e o

b b :
T l—a) b @bzl
Sila suite (u,) est convergente, alors ga limite € est telle Quie 7 —

Les droites 9 et A sont s€cantes en | (
b

e

Exercice résoly

3
FSoit la suite (u,) définie sur N OB My = D e, = SUnt &

i ; 5 r la droite A
Représenter graphiquement |3 fonction f: x — sX+3 ettrace

£ : limite de (u,).
d’équation y = x. Emettre une conjecture concernant la "

Corrigé commenté |
3 ) I < oint
Les droites & (représentative de f) et A sont sécantes au p

d’abscisse 2 On conjecture que la limite de (u,) est -

On représente
graphiquement
la fonction

T Xl—>§x+3

et on utilise I3 droite A
d'équation y = .




, Monotonie
Jd’une suite telle
que i, est uneé

somme
Pour étudier 1a

monotonie de la
suite, on détermine

le signe de
-

Boud

B Monotonie
d’une suite récur-

rente
Pour déterminer les

 variations de (u,),

*

méthodes 2

connaitre

Soit @I la suite définie par :
1

T

= -
n (Tl+2)(11+1)°

Uy+1
_g = donc la suite u_ est cra
n Cr(nSSan

un+1

X
Hes
&

Soit f définie sur 1 pas f(x) =
(u,) définie par 4y = 5 @it g f(l;lx)

pour tout entier 1. Grace a I'étude de la fop:
f, on démontre que pour tout xde |1 ; +0T1Ct10n
. 2 =
(j;(x) = e et que f est croissante sur |e ; + i
Z 0 2 =
n en déduit que pour tout n, u_ = e. L

o)
> donc U, = U

u0=Setu1=1
n

Sout P. -
On sfl)n - Ui = un > PO est vraie.
i OPpose que pour un entier p quelconque
= Ul — :
i p+1 = U, (H),lafonction fétant crois
PR up+1) <f(up), fonew. ., < u
vr récurrence, on en déduit Do+ pae
ne N i
y U g .
/ / n u
Qotci N +1 nrlasuite (u,) _ ot



) IR <o ——
W Monotonie Soit (u,)
un

~ d’une suite telle neN® St u, = M

que u, est un pro- u 3

duit de termes \';“ Blersiebia s e (n+2)2
strictement positifs 4 2 n(n+1)2 " n(n+1)
Pour étudier la DY L2 2y

monotonie de cette (@ b SeE TR AR
suite, on compare En effet pour tout 1

n strictement 1t
e R LT e positif,
7t ' u
. n+1
Par suite, = 1 etlasuite (u,) estcroissante.

n

Reflexes a avoir et pieges a éviter

Penser au rai 5
m 2 raisonnement par récurrence quand on demande de démontrer une
/ propriete pour tout n.

@ Dans I'étude d’une suite, ne pas oublier de regarder I'indice du 1 terme.

Le nombre de termes d’
s d’'une somme u, + .- + u, est (q—p+1).

Exemple : la somme u, + --- 4+ 1, 5, @ (2007 —7 + 1), soit 2 001 termes.

. . 5 . , .
J Les minorants et majorants d’une suite s’¢tudient souvent par récurrence.

m Une somme de 7 termes est minorée par # fois le plus petit terme et majors
. par n fois le plus grand terme.

tention, on ne peut multiplier que des inégalités de méme sens dont tous

ont positifs.
njecture ne suffit pas, une démonstration s'impose.

e fait que f soit croissante sur un intervalle I, ne veut

. = f(u,) qui définit une suite récurrente
e relation fonctionnelle entre u el



