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LIMITES ET CONTUNUITE
1. Rappel de quelques limites de références

a et ¢ etant des nombres réels et n un nombre entier naturel non nul, on a :

* limc=c * limc=c * limc=c
X —=*i e X = =i
* lim|x|=|a| * lim | x|= 4w ¢ lim | x| =+
A K =p -+ o= =
+o 81 on oest pair
' n B n
* lim x" =+ lim x" = ) . .
vt Kb —oo s n est impair
. 1 . 1
s llm—=10) him —=10
PN x“ =h—a X
\ I , 1 400 sl n est pair
* lim —~ = lim — — = _ . .
i (x-a x=+a (X —a) -0 si n est impair
1 1 +00 Si nm est pair
* lim-— =+ lim —— = _ . _
il X a0 x " —o0 §1 N est impaitr
. sInx . cosx—1
= lime—— =] lim ———=1)
x—s0 X x =ik X
« Pour tout a positif, lim vx = +a lim /% = 40

Xkl

e

2. Limite a gauche - Limite a droite
Propriete

a et # sont des nombres réels, f une fonction définie sur n intervalle ouvert centrée en a, sauf
éventuellement en a.
+ Si fn'est pas définie en a, alors

lim f{x) = £ si et seulement si lim fix) = lim fix) = £.
+ Si fest définie en a, alors
lim fix) = f{a) si et seulement si lim f{x) = lim fix) = f{a)

£ B

Exercice 4.1 résolu _
Dans chaque cas, étudier la limite de la fonction au point 1 :
pourx €]-o;1], f(x)=x%-x+3

a) f est définie par :
pourx € ]l;+ o[, f(x)= -5x+3

= ;1 ;] ='2 2- +l
b) fest définie par : pour X € ]-0;1[, f(x) =-2x" -x
pourx€]l;+oo[,f(x)= -5x+3




Reésolution

a) f est définieenaet fll)=1’ -1+3=3=lim f(x) et lim fix)=-5x1+3=-2

fn'admet pas de limite en I car h’n} fix)# !in}: fx).

a) f n'est pas définieen a et !irrff(x)= ~2xIP—1+1=-2et Iz'nﬁf(x) =-IxI+3=-2
X x>
h’ni fix) = H”.tf ftx) = [ admet une limite en I et !inf fix)=-2.
X X+ X+

< >

3. Limite a I’infinie de fonctions polynomes et fonctions rationnelles
Proprieté

» La limite en + oo (resp - «o) d’une fonction polyndme est €gale a la limite en + oo (resp - o) de
son monome de plus haut degre.

* La limite en + oo (resp - o) d'une fonction rationnelle est égale 4 la limite en + oo (resp - o) du
quotient des mondmes de plus haut degrés du numérateur et du dénominateur.

4. Limite d’une fonction composée
Propriete

f et g sont des fonctions, a, £ et £’ des éléments de R U {-o0 , +oo }
St limg(x)=¢ et limf(x)=¢ alors lim fog(x)=¢'

B—*E

Exercice 4.2 résolu

Caleuler lim 21
X0 2x
Résolution
1 x+1 x+1
Considérons [—— =fog(x) avecg(x)=-— et f(x)= Jx
2x 2x
lim g(x)= !
. R T 2 . x+1 \[5
Comme _ 7 \5 alors| lim |— = —
H”}f{x}= > 37 N Lx 2




Autre rédaction

lim x+1 B 1
lim X+l \E car e 22 2 \/_
T T 1 2
o0 | Dy 2 lim \/}2 e Sl
yo! 2 2
2
Autre rédaction
lim __x+f —i
lim x+1 = Q car e 2 2 \/_
=0 | 2y 2 lim ﬁ: i =-—2
X—r% 2

Exercice 4.3

. . . 2
. sInx . Sin2x . SInX
Sachant que 11113 =1, calculer lim et lim
E— x

x-»0 Iy x=0 x

5. Operations sur les limites

fet g sont deux fonctions.

LLes résultats sont libellés avec la notation dénudée : lim [, lim g. il va de soit qu’il s"agit de la
limite de f et celle de g « au méme endroit » : soiten a (a€R ), soit en -o0 ou en +o0. Chaque
tableau énonce donc en fait trois propniétes correspondant a chacun de ces cas ci-dessus cites.

Les cases (£): ce sont les cases ol & priori, on ne sait pas conclure de fagon immédiate, plusieurs
possibilités de résultats sont envisageables. On dit alors qu’il y a indétermination.

£ et £00 sont des nombres réels puis la notation oo signifie ou -0 ou +oo,

-




- lim
a) Limites et somme : lim g £ -50 +o
Les fonctions f et g ont une limite (finie - — .
ou infinie), la fonction f+ g admet une ¢ £t - ©
limite dans chaque cas décrit par le tableau -0 -®© - £
ci-contre : +o0 +on z +o |
limf !
b) Limites et produit : i lim £40 -00 +eo 0
Les fonctions et g ont une limite (finie ' ]
ou infinie), la fonction f x g admet une £ ald > 0 0
limite dans chaque cas décrit par le tableau - @0 +o0 -0 i
ci-contre : +o a0 =00 +o0 L
L ; 0 0 2 2 0
¢) Limites et inverse : o - +o |Oet £<0 !U L >0
La fonction f a une limite (finie ou infinie), i im . i_ _' _ o ¢ ~ c -
la fonction 1/f admet une limite dans liml/f . 0 0 oo
chaque cas décrit_P_q.r_ .!F tahleau ci-contre : im 17€ -® T |
' lim £ |
d) Limites et quotient : lim g ££0 | -» +oo 0
Les fonctions f et g ont une limite (finie BT S E— .
ou infinie}, la fonction f/'g admet une limite ££0 £ i - 0
dans chaque cas décrit par le tableau ci- -0 0 * * 0 I
contre +o0 0 £ | 2 0 |
) ) | 0 0 | oo | o0 2 i
e) Limites et valeur absolue : lim f / - o ]
La fonction f a une limite (finie ou ' R
infinie), la fonction | f] admet une limite .
) + +oo
dans chacun des cas décrits par le tableau lim 1] | |41 * L
f) Limites et racine carrée : ] )
La fonction positive f a une limite (finie lim £ £ +00
ou infinie), la fonction +/f admet une ‘ i JF 5 Ji N
limite dans chacun des cas décrits par le | | lim v'f | £ o
11 . . . e
) . . o 0
Remarque : Il y’a quatre forme indéterminées (+ )+ (—«); — ; —; 0xwo.
yaq 0
[0 0]

Pour lever I’indétermination, on utilise d’autres moyens tels que I’expression
conjuguée ; le changement de variable ; la factorisation ; le taux de variation ou
une combinaison de ces moyens ci-dessus cités




6. Limites et interprétations graphiques: Asymptotes — Branches
paraboliques

a. Asymptote verticale- Asymptote horizontale -Asymptote
oblique
Propriété 1

a est un nombre réel. La droite d’équation X = a est une asymptote verticale a (Cf) si I'une des

conditions présentées dans le tableau suivant est satisfaite :

n—a ‘K=a

5

hm f{x) = +a0 ‘

Proprieté 2

b est un nombre réel.

Conditions (limites) | ~ Interprétations graphiques -
Iimf{x)=—= ’ J
limfi(x)=+w . ) )

L rem | Ladroite d’équation x = a est une asymptote verticale a {
limfi(x)=—w (ChH

.—_]-llﬁ[ .:-zj =+ Cu bien
limf(x) = La courbe (Cf) admet une aymptote verticale d’équation

* La droite (D) d’équation y = b est asymptote horizontale 4 (Cf)en - o &= lim f(x)=b

» La droite (D) d’équation y = b est asymptote horizontale 4 (CHlen+w & lim f(x)=h

b. Branches paraboliques
Propriéte

f est une fonction de représentation graphique (Cf). Si (Cf) admet une branche
parabolique dans chacun des cas présentés dans le tableau ci desssous.




Limites ' Interprétatmns graphiques

i "

lim £(x) =+ ou —w et lim 12 f(x) -0 S_l (Cﬂ admet une branche parabolique de

) = ¥ direction (O]) en - w.
| lim f(x) =+ ou —o et lim 0 f(x) -0 Sl (Cf) admet une hranche parabolique de
J R P dlrccunn (DI} en + o0,
I lim f(x) =+ ou —w=et lim 169 =+o0 ou —=o| Si(Cf) admet une branche paraholique de
| X direction (OJ) en - w.
| i T

lim f(x)=+w ou —awet lim @:+m ou —oo| Si(Cf) admet une branche parabolique de
| X direction (OJ) en + .

7. Exemples de calculs de limites et levée de formes indéterminées

a) Forme réel/ réel non nul

Calculer la limite suivante :

. x+3
lim
“_"1:‘["'3 ~

Resolution

5 . .
On recherche : limx+3=5; limx-3=-] ona = = =3 (cette recherche se fait au brouillon)
£ il

On obtient la forme [Lﬂj]

reel non nul

On redige :
 x+3 f;m(x+3) h]
lim—3=-7 ca I:m(x 2)=-1

. ., 0
b) Forme indéterminée « 57

Calculer les limites suivantes ;

E B
X“+x-—-2 . oAJx+3 =2 . sinx

1. lim 2. lim 3. lim
=2 x? 4 3x + 2 11 X —1 LD E |




Résolution
X 4x-=2
1. lim ————
-2 x" +3x+ 2

On recherche : lim(x’ +x-2)=0 : :'iﬁ(xz +3x+2)=0. Ona« g» on ne peut conclure

=2

U ’ l F - r
La forme « o » est appelée forme indéterminée.

- [ # L 0
Comment lever la forme indéterminée 7 ?
Ty ., 0 , .
Pour lever la forme indeterminée « 7 », on peut procéder comme suit :

er
1 cas

. 0 .
Lorsque lim f(x) donne « 5 », on peut mettre (x - a) en facteur au numeérateur et au

dénominateur, puis simplifier.

Ainsi :
2y — _ lim(x—-1)=-3
:'fmizj—'-t—z = lim (x+2)(x-1) = fimx—j=3 car %7
w2 x? 4 3x 42 wo2(x+2)(x+1)  x-2x+] lim(x+1)=-1

2
CoxT+x-=2
donc | lim ——— =
y2-2 x* +3x+42

2°" cas

e 0 o1 . S
Lorsque lim f(x) donne « 0 », on peut utiliser I’expression conjuguée si éventuellement la
x—>a

fonction f contient une « racine carrée ».




Ainsi :

Jx+3 -

(»Jx+ —2)(x+3 +2) _

lim x+3-4
= x—] i (x—1)(Jx+3 +2) H’(x I)(Jx+3 +2)
x—1 I I lim1=1
lim —————————=lim = car 4 7
=i(x=1)(Nx+3 +2) ==i(Jx+3 +2) 4 lim(Vx+3 +2)=4
CoAx+3 -2 1
donc lim—m——=—
xrl x—1 4

0 5 K3 r ., . r - r
3" cas :/Lorsque lim f(x) donne « 0 », on peut utiliser la définition du nombre dérivé ; donc la
x—a

forme lim

x=a

g(X)-g(a)

lim f(x)= hmw g ' (a)

xX—=a x=ra

g(x) g(r)

X—

sin
lim——
X—m x J'r

Ainsi :

x—*)ﬂ'

Comme g est derivable en 7, alors

i S = 1 8C2)28(8)

=T x—” X—PK

donc |lim sinx =-]
X—'N’x—?r

Rappel : ’expression

g(x)—g(a)
X-—a

Exercice 4.10

. . 8sinXx
Justifier que lim
=0 x

=1 puis calculer lim

ou g(x) sera identifiée. Dans ce cas précis, si g est dérivable en a, alors

avec g(x) = sin x

=g'(m)=cos m =-1

est appelée taux de variation de la fonction g en a.

cosx —1

Xl

X—7n




c) Forme «réel nonnulsur0»: réel/0

Calculer les limites suivantes :

x-4 x—4
1. i t I
nl-!g (x 3) © xl%.l}(x_?,)J' 2. {2?:2 -J_
Résolution
1. lim x4 et lim x-43
23 (x=3) 23 (x=3)

; !
On recherche : lim(x~4)=-1; lim(x-3) =0. Ona laforme «(reel non nu ]»
x—»3 T3

0
On transforme le quotient en produit de la fagon suivante : x4 _ (x—4)x !
lmj: 13 -
Comme { (x=3)° (limites de référence)
lim 5=
2 (x-3)
Alors on rédige :
!in;x -4=-1
Hﬂ'] ( - 4) - car -
=3 3 lim =
(x (x ) kx_;s (x_3)3
(limx—4=-1
ot lim—2 = lim(x-4) ! =+w car*K_>j 1
x—1 - T i -3) lim
< (\' (I ) k):_:j(x_ja)}
2y 1
ot 2=JX

On alim(2-x)=0.
=4
On cherche ensuite a déterminer le signe de (2 —x ) pour les valeurs de x supérieures a 4 et

proches de 4.
Ona:x>4=x>2. Par conséquent (2—/x ) <0.

{f_ﬁz i[_ =-o car (2-~/x)<0 pourx>4.




d) Forme indéterminée « 0 x o »

Calculer les limites suivantes :

a) lim ( x> +3x+2) b) llm—(x +3x+2)
X—»+07 X X =00 x
Résolution

a) lim —2—(—x"+ 3x+2)
X

A—=+0

On recherche : lim —==0 ; llm( —x* +3x+2)=—00 on a « 0xc0 » on ne peut conclure.

X—¥+00

La forme « 0% » est appelée forme indéterminée
Comment lever la forme indéterminée « 0% » ?

Pour lever la forme indéterminée « %0 » on peut procéder comme suit :

Lorsque lim f(x) donne « 00 », on peut transformer ['expression de f(x) en utilisant soit
I"expression conjuguée, soit le développement, soit la levée du radical ou la factorisation.

: 3
Ainsi : a) lim —‘—?—(—x +3x+2)= Imgi(—x T43x+2)= hm 2\/_ L";m-l-£=—oo
14m [y X400 x
lim 2\& = 40
cary o _x'43x+2
lim ———————— = —0
X—++e x
d’on hm— x+3x+2)=-o
Im (- )
x?+3x42 X o1
b) [lim —(x +3x+2)= lim ———— = lim — =lim —= 0.
X—r+m x X X Xkt ¥ x—tm

dou | lim —(x +3x+2)=0

X—b 40 x




. , ., e 8}
e) Forme indéterminée « — »
e 8}

Calculer les limites suivantes :

vx?+1 . x—1

a) lim ——— b) lim
e & | o+ fx+3 =2
Résolution
2
a) fim YL
x> x—]

. [ 2 . + o0
On recherche : lim~x"+1 =+ w0 [lim (x—=1)=—-w, ona« — »on ne peut conclure.
X~ =

X—3—0 — 00
o : Lo |
La forme « — » est appelée forme indéterminée.
ow

. r - r m LY
Comment lever la forme indéterminée « —» ?
o0

- ¥ r r m r *
Pour lever la forme indéterminée « — » on peut procéder comme suit :
o0

1°" cas

: ce - : .
Lorsque lim f(x) donne « —», on peut utiliser 1a mise en facteur du terme dominant.
o0

'|x|><1if+fz--

1 1
= x(1+=5) Vx? x 1+}—,—

Ainsi, lim lim X — lim = lim
x=»-0 x—_} X—»=c0 X — X—»=c0 X _I e, x _]
1 1
—Xx X l+— - JM+— lim - 1+i2=_1
T oxyi-=) T (1-5) lim -~ =1
x X X—»—00 - X
2
D’ou lim X +1 =-1
P T |




28Me s :

. o] .- . . .
Lorsque Iimf(x) donne « — », on peut utiliser I’expression conjuguée.
[+ 8}

Ainsi,  lim

oo [x 43 =2 s x+3-4 sore x—1

lim(Nx+3 +2)=+w car lim\x+2 =+ w,

y o . x—1
D’ou, lim —————= + m,

o fx+3 -2

f) Forme indéterminée « — o + 0 »

Calculer les limites suivantes :

x-1 o (x=D(x+3 +2) . (x=D)(x+3 +2) _

a) lim (Wx?=3x -3x) ©b) lim@Wx*+3 —-x*+2) ¢ lil:n(x+3+\}x2+3x+l).

K=pt0

Résolution

a) limx*=3x —3x

On recherche : ,lf,’fw Vx'=3x =+ o0, ‘!_i’rfm —3x=-w.0na «+ o0 -0y on ne peut conclure.
La forme « + o0 -o0 » est appelée forme indéterminée.

Comment lever la forme indéterminée « + oo -0 » ?
Pour lever la forme iﬁdéterminée « + 00 -0 » on peut procéder comme suit :

I cas

Lorsque limf(x) donne « + o0 -o0 », on peut utiliser la factorisation.

X=+00

. . 3
h’m(‘xl X Hl—i_ -3x)=lim(x ><1’f—i -3x)=Ilimx (,/]I-— -3)=-
X340 X X—rdo0 X X+ X .

lim x =+

X—r o

car ’
lim |1- i -3==-2
X—»4a0 “

Dow, lim(+x’=3x —3x)=-o0

N—»+a0

dinsi. lim(Nx—3x —3x)= lim(|x*(1->) —3x) = lim (V& x -3 3=
X=p+00 X X—¥+00 X




28Me s :

Lorsque lim f(x) donne «— o + » » ,on peut utiliser ’expression conjuguée.

Ainsi, lim(Vx*+3 —x*+2)= (‘/x +3 A H2)(Vx 43 X +2) _

X . x-r—oo ‘JI"'!'} +‘\/x2+_2

-

(x*+3)=(x*+2) _ ] _,

lim = lim

R N R N P N

lim Nx*+3 +Jx’+2=+4»

K==

{hm I1=1

Do |lim(Nx' +3 —Jx'+2)=0

X=p—0a

3éme cas

Lorsque limf{x) donne « + oo -c0 », on peut utiliser I’expression conjuguée et la factorisation.

Ainsi, lim(x+3+Nx* +3x+1)= lim (x+3 +VX°+3x+1)(x+3 —Vx"+3x+1) _

- . x+3 —Vx?43x+1
(x+3)° —(x* +3x+1) _ 3x+8
lim lim =
= x4+ 3 \fx +3x+1 T x+3 —\/x2+3x+f
x(3+—) x(3+§) x(3+8-)
lim = lim X T = lim X T =
x+3 \/—\/I+ +—- x+3 —|x[\[[1+=+= x+3 +x\f1+_+_?
X X X X
: 8
x(3+~) (3+=)
X X =

bo | W

lim R = lim F ;
x(1+2 +\/“‘—+—z) (1+= \/f-l- +—)

lim 3+§=3

X—=00 X
car

lim I+£+“]+é+-1—2 =2

x—p—00 x X X

d'on |lim(x+3+vx"+3x+1 )_—

X=p—or




DERIVEES - PRIMITIVES

I- DERIVATION
1) Dérivabilité en x,
Définition
Soit fune fonction définie sur un intervalle I contenant x,.et (Cf) la courbe représentative.
f(x)-1(x,)
On appelle taux de variation de f en X, la fonction T, définie sur I\{x,} par To(x) = T .
(]

Si T, admet une limite finie ¢ en X,, on dit que f est dérivable en X,. Z est appelé nombre dérivé de fen
X, et on note ”(x,) = £.
La droite d’équation y = £ (Xo)(X — X,) + f(x,) est tangente a (Cf) en son point d’abscisse X,.

Exercice 5.1 résolu

On considére la fonction f: R — R

X > VX+1
On note (Cf) la courbe représentative de f dans un repére (O ; I; J).
1. Montrer que, en utilisant la définition, que f est dérivable en 2 puis préciser £(2).
2. Donner une équation de la tangente a (Cf ) en 2.

Résolution
f(x) f(2) Jx+1 J_ (x=2) ; \E
1. lim = lim lim
- 2 w2 x=2  =(x-2)(Nx+1+43) “"’«/x+1+«f_
f f(2 3
li 2—()2 2( ) existeet est finiedoncf estdérivableen2et f '(2)=%

2. Soit (T) la tangente a (Cf) en 2.
(D) :y =1 (=2 +f ()

lim
y= g(x-z) + 3

X
6 3
2) Dérivabilité a gauche, dérivabilité a droite en x;
Définition
f est une fonction définie sur un intervalle K contenant Xo.

- fest dérivable a gauche en xo < lim ) -f(x)

est finie. Cette limite est notée f,(x,)
x—;xo x _XO




" g . f(x)-f(x . - L o
- fest dérivable a droite en Xo < lim ()= 1(Xo) est finie. Cette limite est notée f(x,)
X=Xy X—X
> 0

- fest dérivable en x¢ < f est dérivable a gauche et a droite en x; et f; (%)= f(x,) -

Exercice 5.2 résolu

On considére la fonctiong : R — R
X B |x2 +X = 2'

Etudier la dérivabilité de g en -2 et interpréter graphiquement le résultat.

Résolution

X - 0o -2 1 + oo
X Hx-2 o+ 0 - 0 +
Ix? +x— 2| XX +x-2 0 x*-x+2 0 X +x-2

2 —_— —
i,mg(zc) g( 2)=hmx +x 2=Iim(x I)(x+2) (x )=-3
x2 x+2 2 x+2 -2 (x+2) x>-2

2
g(x)—g(—2)_ﬁm—x —x+2=km—(x—-1)(x+2) ln_rz (x-1)=3

x+2 _,t—:—Z x+2 x-2 (x+2)

lim

-2
>

g,(-2) =-3 et g,(-2) =3 g n’est pas dérivable en -2 car g; (-2)#g,(-2)

(Cg) (la courbe représentative de g) admet une demi tangente a gauche en -2 d 'équation’y = - 3x -
et une demi tangente a droite en -2 d 'équation y = 3x + 6.

3) Tangente verticale
Propriété
f est une fonction définie sur un intervalle K contenant x,.

f(x) —1(x,)

Lorsque la limite a droite ou la limite & gauche de la fonction x - est infinie, la
X —X,

représentation graphique de f admet une tangente verticale au point Mo(Xo ; f(x0)).

Exercice 5.3 résolu

On donne la fonction g sur [0 ; + oo [ par g(x) =vX—2.
Etudier la dérivabilité de g en 2 puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.

Résolution

g(x)-g(2) ;. ~N¥-2 .~ (x- 2)

i 8(X)-8(2) . Nx-2 -
o x-2 vv? x—2 J-’f(x—E)\/ J




La fonction g n'est pas dérivable en 2 et (Cg) une demi tangente verticale a droite au point

d’'abscisse 2.

3) FONCTIONS DERIVEES
a) Dérivées successives
Définition
f est une fonction dérivable sur un intervalle K.

- Sadérivée f” est aussi appelée dérivée premiere de fet notée f{(1) ou i
X

2
Si f* est dérivable sur K, sa dérivée est appelée dérivée seconde de f et notée £ ou f(2) ou dd E
X

Par itération, la dérivée n° de f est la dérivée de la dérivée (n - 1)° de f.

Exercice 5.4 résolu

Soit le polyndme f définie par f(x) = 5x° + 4x* — 7x + 1.
Déterminons les deux premieres dérivées de f.

Solution
1l s’agit éventuellement de déterminer et .

fétant un polynéme, donc pour tout x de R, f'(x) = 15x° + 8x - 7.
[ étant également un polynéme, on a : pour tout x de R, f*(x) = (f)’(x) = 30x + §.

Exercice 5.5
Déterminer les dérivées successives d’ordre 1, 2 et 3 de chacune des fonctions suivantes :

f(x)=cosx et g(x)= X
x+2

b) Dérivée d’une fonction composée
Définition

Si f est une fonction dérivable sur un intervalle K et g une fonction dérivable sur f(K), alors la
fonction gof est dérivable sur K et pour tout x de K, (gof)’(x) = f’(x)*g of(x)

Exercice 5.6 résolu

e T
f:]-—;,—=[—R
]2 2[
X > +/cosXx

On admet que f est dérivable sur ]-325 ; 3;:' [, déterminer £(x).




Résolution
Considérons f(x) = goh(x) avec g(x) = Vx et h(x) = cosx

Vx e]—% ; % [.f () = (goh)’(x) = h'(x) xg (h(x))

—-Sinx

1
ZJcos x  2+Jcosx

D'ou : f'(x) = - sinx %

Conséquences

Si u est une fonction dérivable sur K et n € IN, alors les fonctions sinu, cosu et u" sont dérivables sur
Ketona:

(sinu)’ = u’cosu

(cosu)’ =-u'sinu

(un); _ I]u’un'l

Si de plus u est strictement positive sur K, alors la fonction Ju est dérivable sur K et on a :
ul

Ju) =——.

) 2u

Exercice 5.7 Résolu

On admet que la fonction f est dérivable sur I'intervalle |
Dans chacun des cas suivants, déterminer la dérivée de f sur L.

1. f(x)=sin(x*+2) [=R
2. fx)=(-3x’-4x+2) I=R

3. f(x) = Vx2+3x 110; > |
Résolution

1. f(x) =sin(x’ +2) (formule utilisée: (sinu)’= u’cosu)
f(x) = 2x cos(x’ + 2)

2. f(x) = (-3 —dx +2)* ( formule utilisée: (u")’=nu'u™")

fi(x) =4(-6x—4)(-38"—dx + 2 )’

u!

3. f(x) = x+3x ( formule utilisée . (\/1:)’ = Q\F)
u

2x+3

x)= —F/—
4 24x? +3x




¢) Tableau récapitulatif de dérivées
Dérivée de fonctions élémentaires

Fonction Dérnivée £ de f f est dérivable sur I’intervalle
e ke b g R
XX [re Q*] x - rx"! R
1
X > \/; X 10 ; +oo[

—-TI

1
Xx- —  [reQ¥] X — J-ec 5 O[ ou JO ; +oof
X X
X P sinx X P COSX R
X F COSX X — -SInx R
X P tanx X P 12 ]-E+kn;2+kn[,[kEZ]
Cos“ X 2 2

Dérivées et opérations

Fonctions Dérivée sur K Conditions
f+g f'+g’ acR
af af'
fg flg+fg

1 g
- -— x)#0
g gz g(x)
f f'g - fg'
- X)£0
g gz g(x)
gof f'xg’of
fr rf ' ! re Q*
J_ L f‘(){) >0
f 2Jf
cosf -f ’sinf
sinf . f'cosf




d) Nombre dérivé d’une bijection réciproque en un point
Propriété

Soit fune bijection et f' sa réciproque telle que f(x) =y. Si f est dérivable au point x et que f’(x) # 0

alors f est dérivable au point a et (f')'(y) = ——.

f'(x)

Point méthode

Soit ' 1a réciproque d’une bijection f

Pour éventuellement calculer le nombre dérivé de f' au point a, on peut procéder comme suit :

- Onrésout ’équation f(x) = o pour en déterminer I’unique solution .

- Sif(B)#0,alors f' est dérivable en a et (') (a) = _f'(lﬁ) .

Exercice 5.8 résolu

On considére la fonction f dérivable sur R et définie par f{x) =x + 1.

1. Montrer que f est bijective.

2. f' est la bijection réciproque de f
a) Démontrer que £ est dérivable en 2 et calculer (£')’(2).
b) f' est-elle dérivable en 1 ? Justifier votre réponse.

Résolution

1. fest dérivable sur R donc continue sur R.

Pour tout x de R, [ '(x) = 35’ = VXER, [ (x) = 0etf’(x) =0 < x = 0.

fest donc strictement croissante sur R
fR) = R
Donc fest une bijection de Rvers R.
2a)fix) =2 ex’ +1=2

ex =]

=x=1

(1) =3+ 0 donc f' est dérivable en 2 et (f')'(2) = !

S'(1)

W~

2b)flx) =1 =X’ +1=0
e =0
=x=0
£'(0) = 0donc [ n’est pas dérivable en 0.
I1/ PRIMITIVES

1) Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle K.

On appelie primitive de f sur K, toute fonction F dérivable sur K telle que : V x € K, F'(x) = f(x)




Exercice 5.14

Soit f et F dérivable sur R et définie par respectivement :
f(x) = 2x + cosx et F(x) = x> + sinx + 2. Prouver que F est une primitive de f sur R.

Solution

On a : pour tout x de R, F'(x) = 2x + cosx = f(x).

Donc F est une primitive de f sur R

2) Propriétés

1. Si f est une fonction continue sur un intervalle K, alors f admet une primitive sur K.
2. Si F est une primitive de f sur K, alors pour tout réel ¢, F + ¢ est une primitive de f sur K
3. Xo et yo sont des nombres réels. Si f admet des primitives sur K, il existe une unique primitive G

de fsur K vérifiant G(xo) = yo.

Exercice 5.15

Soit f dérivable sur R et définie par :
f(x) = 2x + cosx. Déterminer sur la primitive F de f qui prend la valeur 2 en 0.

Solution

Les primitives sur R de f sont de la forme : F(x) = x* + sinx + ¢ avec ¢ € R

Ona:FO)=2ec=2

Donc la primitive recherchée est la fonction de f est définie par F(x) = x* + sinx + 2.

3) Primitives de fonctions élémentaires

cos’ x

Fonction f Primitives de Sur I’intervalle
Xa [aeR] X ax+c¢ [ceR] R
n+l
X P x" [neN] X +c [ceR] R
n+l1
l —_
— e N\{1 > €R —0 " :
X e [n {1H] X (n—Dx"" ¢ [c ] ]~ ;0[ou] 0;+w|
1
x'_)ﬁ x > 24X + ¢ [ceR] 105+
T+l .
; ) [0;40[sir>0
X X [re@\{-1}] xt—)r+1+c [ceR] 10:+0[sir<0
X b sinx X > -cosx +¢ [ceR] R
|
Fonction Primitives de f Sur I'intervalle
X > COosX X > sinx + ¢ [ceR] R
X > 1+ tan’x = X b tanx +c [ceR] ]-g+k7t;%+kn[,[k62]

E




4) Formules des primitives

Fonction f Une primitive de f Commentaire
n+l . \ .
o [neN] u Sur un intervalle I ou u est
n+1 dérivable
u' -1 Sur un intervalle I ol u est
— reQ@\{1}] ——7 . X
u (r—=Tu dérivable et ne s’annule pas
' Sur tout intervalle I ot u est
7 ' 2Ju dérivable et strictement
u positive
g Sur un intervalle I ot u est
u’u’ [re@\{-1}] dérivable et positive
r+l (strictement positive sir < 0)
wsinu —cosu Sur un intervalle I ol u est
dérivable
u’cosu sinu %‘.qr un intervalle I ou u est
i Rl _ | derivable

Exercice 5.16 résolu

Dans chacun des cas suivants, F et f sont des fonctions de R vers R.
Démontrer que F est une primitive sur ’intervalle K de f.

1LF(x)=-x"+3x>-6x - 20 K=R
fix)=-7x*+15x*- 6

-2

2. F(x) = -2010 K=10;n
(x) Jsinx 10;m[
COS X
f(x) =
Vsin® x
3. F(x) = x*sinx + cosx K=R

fix) = (2x-1)sinx + x*cosx

Résolution

LF@x)=-7x"+15x"-6=fx)  doncF est une primitive de f sur R
On peut procéder de la méme maniere pour les autres cas.




Exercice 5.17 résolu

Dans chacun des cas suivants, déterminer les primitives sur I’intervalle K de la fonction f.

L fx)=-x"+2x>+5 K=R
2. f(x) = cosx — sinx K=R
3. f(x) = 3(2x - 4" K=R
4100 = —— K =12 ;oo
‘ N2x-3 2’
5. fx) = —S0X K=10;Z[
veos® x 2
2 —
6.f(x)=2x 3'4x+1 K =R
2x
7. f(x) = sin 2x K=R
8. f(x) = -sinx K=R
Résolution

1. Les primitives de X V> X" sont de la forme x --]—Ix'” +c(c ER).
r+

Fl

1 2
F(x)=-zx‘+§x3+5x+c (ceER) /

2. F(x) = -sinx —cosx + ¢

r+l

3. Selon l’expression de f, la formule sollicitée est u'u’ qui a pour primitive (r+ —1)

r+1
avecu(x) =2x-4. ,

fro) =3(2x -4 = % [2(2% - 4"

15
3 (2x=4)"

Fo =33

1 15
c=—(2x-4)" +c
10( )

f

4. Selon l'expression de f, la formule sollicitée est Ji_- qui a pour primitive 2 Ju
u .

avec u(x) = 2x - 3.

-1 -1 2

= — X

=5~ 7 s

F(x) = _7] x2J2x-3 +c= -42x-3 +¢




5. Selon l’expression de f, la formule sollicitée est u_r qui a pour pn’mit;’ve(—_f-r—:‘,- r#+1)
u r

—1)u

avec u(x) = cos x.

sinx _ sinx _  —sinx
Jeos® I s
COS" X cos?x cos’ x
-1 1
3 BE
2 o 2
ECOS x cos? x

Jx) =

F(x) = - +c

+ o= EX
3

2x° =3x+1 !l 3 1
6. et TOATE L
S 2x* x? 2x° 2x*
J) 3 1

Fx)=-—+ -—+c¢
L2 x 4x’ 6x°

7. Selon l'expression de f, la formule sollicitée est u’sin u qui a pour primitive — cos u
avec u(x) = 2x.

F(x) = - écost

Exercice 5.18 résolu

Déterminer sur K, la primitive F de la fonction f prenant 1a valeur yo en Xo.
f(x)=x2+3x—1 Xo=0etyp=2 K=R.

Résolution
3

Les primitives de f sont de la forme : F(x) = “;— + ~§-x2 -x +tcavece ER

FO)=2ec=2
3
Donc la primitive recherchée est la fonction définie sur R par : F(x) = ';— + 2—x3 -x+2

EXERCICES

Exercice 5.19

Dans chacun des cas suivants, prouver que la fonction F est une primitive de la fonction f sur
Iintervalle I :

1. f(x) = tan’x ; F(x)=tanx — x ;o I=]-

2.f(x)=% : F(x)=(x+~i~) . I1=]0;+m0]




Exercice 5.20

Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de la fonction f sur I'intervalle I indiqué :

2
Lfx)=x*—4x+x*—4x +3 ; I=R 2.f(x)=~)5~—32X—+1 ; I=R
3.f(x)="—31+iz—1 ; I=1054+0 4. f(x)= vx—1 ; I=[1;+0]
X X
5.00=x+Dx>+x-2°  ; I=R 6. f(x) = —== S I=]11;40]
vx?-1
7.fx) = —2=L . I=R 8. f(x) = x1+x° S I=R
(x* -x+3)
1 4,
9. f(x)=—5(3+-) ; 1=]0;+o0].
X X

Exercice 5.21

_xs

1
Soit la fonction rationnelle f définie sur R \{1} par: f(x) = —

1. Déterminer la fonction dérivée £’ de f de deux fagons différentes.
2. En déduire que, pour tout x de R\{1} :

1-5x* +4x°
1+2x +3x% +4x° = 5}{—2)(
(1-x)
Exercice 5.22
Déterminer la primitive F de f sur I’intervalle I vérifiant la condition indiquée :
l.f:x—4x*-3x+2 ; I=R et F(-1)=0

2.f':x'—>3x+l+i2 y 1=J]-0;00 et F(-2)=1.
X

Exercice 5.23
. : . . 3x*+4
Soit la fonction rationnelle f définie sur R \{-2 ; 2} par : f(x) = E2—4)2
x pe—
1. Déterminer deux nombres réels a et b tels que, pour x distinct de -2 et de 2. on ait :

a . b
(x-2) (x+2)

f(x) =
2. En déduire une primitive de fsur ]-2 ; 2[.

Exercice 5.23

On consideére les fonctions f, g et h dérivables sur IR et définies par f(x) = 3x*-4 - 3x

(1+2x%)? ;




_ 3 _3(1-10x7)
h(x) (1+2x%)° et g(x) (1+2xH)* "

Déterminer sur IR une primitive H de h. En déduire sur IR une primitive F de f.

Démontrer que pour tout x€ IR, h’(x) = g(x). En déduire sur R la primitive G de g qui prend la valeur 0 en 1.
Exercice 5.23

Soit fla fonction définie sur I'intervalle I =]-2 ; + oo[.

a) Déterminer les nombres réels a et b tels que f(x) =f(x) = a +m

b) Déterminer la primitive de f sur I’intervalle I qui prend la valeur 3 en 1.

Exercice |
jt .
1. Déterminer une primitive sur [0 ; Z] de la fonction f: x » f(x) = PR
. ) L. T sinx
2. On considere le fonction g définie sur [0 ; I] par g(x) = .

3 2

cos*x cos’x’

Montrer que & x €, g'(X) =

n .
3. En déduire une primitive sur [0 ; —] de la fonction f: x— -
4 COs X

Exercice
f est une fonction et F une primitive de f sur K.
la fonction x— F(2x) est-elle une primitive de la fonction x- f(x).




GENERALITE SUR LES ETUDES DE FONCTIONS

1. Parité d’une fonction
Définition :
f est une fonction d’ensemble de définition Df

f est paire si et seulement si x € Df, -x € Df et f(-x) = f(x).
f est impaire si et seulement si x € Df, -x € Df et f(-x) = -f(x).

Exercice d’application :

Soitf:R —»> R et g:R—> R

-3 X 3
x2+1 x? -1

Etudier la parité de fet de g.

X =

Résolution :

Parité de f

OnaDf= R=>xeDf, -xeDfetfl-x) = — 3 =—2

(-x);+1 x*+1

= f(x). Donc fest paire.

Parite de g
(-x)° _ -x° o
OnaDg = R({-1;1} =xeDf, -xeDfetf{-x) = —f +] 5 ]=—f(x).Doncfesr:mpafre.
x°+
Remarque

Le plan est muni d’un repére (O, I, J). f est une fonction de représentation graphique (Cf)
Une fonction f est paire si et seulement si I’axe (OJ) est un axe de symétrie de (Cf).
Une fonction f est impaire si et seulement si 1’origine O du repére est centre de symétrie de (Cf).

2. Eléments de symétrie d’une représentation graphique
a) Centre de symétrie
Propriété 1
f est une fonction et (Cf) sa representatlon graphique dans un repére (O, 1, J). A(a b) est centre de

symétrie de (Cf) si et seulement si :
Vx €R,(a—x) eDf e (a+x) €Df et fla—x)+ fla+x)=2b.

Propriété 2

f est une fonction et (Cf) sa représentation graphique dans un repére (O, L, J). A(a ; b) est centre de
symétrie de (Cf) si et seulement si la fonction g définie par : g(x) = f(x + a) — b est impaire.

3



Exercice d’application :

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O ;1; ).
Soitf:R—R
3 31
3 3(3x-2)
On note (Cf') la courbe représentative de f.

Démontrer que le point A( %,% ) est centre de symétrie de (Cf).

Résolution :

* En utilisant la propriété 1
Df =]-o; % [u] % - +eof

Soitxe R; -2-—xeDf — ..Z__HE
3 3 3

<::>£¢£+x
3 3
. 2
S —txE—
-3 3
2 2
Donc ¥ x€ R -j-—xech:,§+xeDf
Soit x€ R, tel que §¥xEDf
5 31 2 5 31

f(——x)-E#b"— etf(g-l'X):}"'a

=)t ()=

D ’ou le point A( é,é ) est centre de symétrie a (Cf).

« En utilisant la propriété 2

7
Soit la fonction g définie par g(x) = f(x + 3 J= _ 31 _3
3 3 2 9x
3 3(x+}-)—2
. 31 31 . .
OnaDg=R\{0} =x€Dg -x€Dgetg(-x) = =— =-g(x). Donc g est impaire.
9(—x) 9(x)

D ou le point A( % % ) est centre de symétrie a (Cf).




b) Axe de symétrie
Propriété 1

f est une fonction et (Cf) sa représentation graphique dans un repére (O, I, J). La droite (D)
d’équation y = a est axe de symétrie de (Cf) si et seulement si :
vx €R,(a—x) eDf e (a+x) eDf et fla—x)=1fla+x).

Propriéte 2

f est une fonction et (Cf) sa représentation graphique dans un repére (O, I, J). La droite (D)

d’équation y = a est axe de symétrie de (Cf) si et seulement si la fonction g définie par :

g(x) = f(x + a) est paire.

Exercice d’application :

Le plan est muni d’un repere orthogonal (O ;1 ;J).

Soitf: R— R
2
x? -2x
On note (Cf) la courbe représentative de f.

X =

Démontrer que la droite (D) d’équation x = 1 est un axe de symétrie a (Cf).

Résolution :

* En utilisant la propriété 1
DfF=R\{0; 2}

Pourtoutxde B 1 -xeDf @1 —x#0et]l-x#2
S xtletl#2+x
@x+1#£2et0#£1 +x
a1 +xeDf

Donc VxeR I-xe Df & I+xeDf

Soit Vx e R, tel que I-xe€ Df,

_ 2 _ 2
=% (1-x)?-2(1-x) x*-1

2 2

; _ _
f+5 A+x)?=-2(1+x) x*-1

(1 —x) =f(1 +x), la droite (D) est donc un axe de symétrie a (Cf).




* En utilisant la propriété 2 . “
2 2

x+1)-2x x*+1

2 2
(—x)'+1 x*+1
La droite (D) est donc un axe de symétrie a (Cf).

Soit la fonction g définie par g(x) = flx+1) = c

= g(x). Donc g est puire.

OnaDg = R=xeDg, -xeDg et g(-x) =




FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

I/ DEFINITION-PROPRIETES.

1) Définition et notation.

On appelle fonction logarithme népérien, la primitive sur ]0 ; + oo [ de la fonction inverse qui

prend la valeur O en 1. On la note : In.
& x > 0, In(x) sera souvent écrit Inx.

2) Propriétés immédiates

* L’ensemble de définition de la fonction In est ] 0 ; +oo |[.

o -

* la fonction In est dérivable et VX € ]0; + o [, In’(x) =

s |a fonction In est strictement croissante sur ] 0 ; +oo [.
*Inl =0.
¥xe]0;1[,Inx<0et Vxe]l;+oo[,]Inx>0.(Signe de la fonction In)

3) Ensemble de définition de fonction composée avec In.
a) Fonction Inou
XEDhw © x€Duetu(x)>0

b) Fonct;ion Ino|ju|
X€Djyy © x€Duetu(x)#0

Exercice d’application

Dans chacun des cas suivants, déterminer 1’ensemble de définition de la fonction f de R vers R

définie par :
1. f(x)=In(2x+3)
x -1
2. fix)=1In
) 2x+3’

3. f(x)=In(2-x)+1In(x)

Résolution
Meéthode utilisee :

¥ x€Dyy & x€Duetu(x)>0

7 XEDpay & x€Duetu(x)#0




l. x€D; & x€ Ret-2x+3>0

& x€ Ret x< E

3
Dy=]w, =
=] 2[

x—1
2x+3

2. x€EDr = 2x+3#£0et #0

f:»x;é-g etx—1#10
3
@x?&-z etx #1

3
Dr=RI\{-5. 1}
3. xeDy & 2-x>0etx>0.

<@ x<lefx>0.
Df=]0,' 2[

Exercice 7.2
Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f dans chacun des cas suivants :
I.f:R > R
X > In(x-2)
- R
= In(x — 2) + In(9 - 2x)
- R

2. f:

3.f:
> In[x — 2|

A oxw H ox A

4, f: — R

xl—>ln[x+lj
x-3
5f:R > R

X B In

x+1
X -3

4) Propriétés algébriques de In
Propriétés

Pour tous réels a et b strictement positifs et pour tout r élément de Q

¢ In(ab) = Ina + Inb *In(a") =rlna

1
. 1n[l)= - Inb «In+a = — Ina
b 2




*In (E) =]na - Inb
b

*lna=lnb&ea=b *lna<lnbea<b

Exercice 7.3

. Exprimer chacun des nombres suivants en fonction de In3 et In5 :

In15 ; In45 ;lnz?S ; ln?S\E.

2. Démontrer que In(2 + +/3) + In(2 - ¥/3)=0.

3. Dans chacun des cas suivants, comparer sans utiliser la calculatrice les nombres x et y :
a)x=In5 e y=In2+In3
b)yx =2In3 et y=3In2

4. Simplifier les écritures suivantes :

a=In567 —In72 - ln:Z + lnL
8 27

b=In+/135 +ln\/7_5 - ln\/g -lnm

5) Le nombre réel e
La fonction In étant une bijection de ]0 ; + o[ dans IR, il existe un unique nombre réel noté e tel que

Ine = 1. e est le nombre de Neper.
Onae~2,718¢ct & x €R Ine* =x.

6) Equations — Inéquations
a) Equations

Pour résoudre une équation (E) de type In(u(x)) = In(v(x)), on peut procéder comme suit :
+ On détermine I’ensemble de validité E, de (E)

Sur E,, (E) est équivalent a I’équation (E’) : u(x) = v(x).
* Les solutions de (E) sont donc les solutions de (E’) sur E,.

Exercice 7.4 résolu
Résoudre dans R chacune des équations sutvantes :

In(4-x)=In(x-3)
In2x+ 1| =0
In(x—-4)=2

In(x-1)+Inx+1)=In(5+x)
In*x+Inx—6=0

bl ol ol e




Resolution

1. Ensemble de validité
E, ={xe R/4-x>0etx—3>0),
={xeR/4>xetx >3}
=]3.4[
Pour tout xde E,, In(4 -x) =ln(x—-3) &4 -x=x-3
ex=7/2

Comme7/2 € E,, alors Sg= {7/2}.

2. Ensemble de validite
E, ={xeR/2x + 1+ 0},
={xe R/x+#-1/2},

= R\/-1/2}.

Pour tout xde E,, In|2x + 1| =0 < n|2x + 1| = inl
e|2x+ 1 =1

e@2x+1=-lTou2x+1=1
Sx =-2oux=0
Comme ~2c E et 0 E, alors Sg={-2 ; O}

3. Ensemble de validité
E, ={xeR/x-4>0}
={xeR/x >4},
=]4; +0/
Pour toutxde E,, In(x-4) =-2 & x—-4= e?
e x=4+¢?
Comme 4+e7 € E, alors Sg= {4 + ¢’}

4. Ensemble de validité
E, ={xeR/x—-1>0etx+1>0et5+x>0}
={xeR/x>1et x>-1et x> -5),
=/1; 40/
Pour tout x de E,, In(x - 1) + In(x + 1) = In(5 + x) & In[(x = )(x + 1)] = In(5 + x)*
e@x-DE+1)=5+x
e -x-6=0
Sx=3oux=-2
Comme ~2¢ E et 3€E, alors Sp= {3}.

5. Ensemble de validite
E, ={xeR/x >0},
=]0 . oo [




Pour tout x de E,, en posant X =Inx, In’x +Inx -6 =0 X’ + X-6=10
@X=30uX=2

Sy =-3oulnx =2

@x=c’oux=¢
Comme &’ e E, et e € E, alors Sg={e’ ; ¢”}.
b) Systémes d’équations
Exercice 7.5 résolu
Résoudre dans R x R chacun des systcmes suivants :
2Inx -2Iny=-2 9 x+y =7 3 (Inx)(Iny) =11
" |3Inx+Iny =5 “|lnx+lny =12 ClIn(xy) =12
Résolution
1. Ensemble de validité
Ev={x;y) € RxR/x>0ety>0)}
=]0; +0 [X]0; 40 [
Pour tout (x ; y) €]0; +0 [*x]0; +o [, en posant X = Inx et Y = Iny, alors
2inx-2lny=-2 2X=-2Y ==2 X=1 Inx=1 |x=e
= = =
Iinx+iny =5 3IX +Y=5 Y=2 ny=2 |y=¢€’
e€]0; +o0[ete’€]0; +oo [alors Skxr = {(e; &°))}.
2. Ensemble de validité
Ev={(x;y) € RxR/x>0ety>0}
=]0; +o0 [*]0; +o0 [
+ =7 =7 =7
Vix;,y) €]0; +0 [x]0; + [, * J o Tty & Xty
Inx+ilny =Inl2 Inxy=Ini2 xy=12

x et y sont les solutions de [’équation : X-7X+12=0
A=1=X=30uX=4(3et4sont des éléments de ]0 ; + [)
Les couples solutions sont (4 ; 3) et (3 4)
Sexr=1{(4:3);(3; 4}

3. Ensemble de validité
Ev={kx,y) € RxR/x>0ety>0etxy>0}
=]0; +0 [X]0,; +o [
(nx)(lny)=-11 @{(1nx)(!ny)=—”

V(x;y) €]0; +0 [*]0; +°O['{In(xy) =-12 Inx+lny =-12




Inx et Iny sont les solutions de | ’éq'uation X HI2X-11=0

A=100=2X=-louX=-11

Donclnx =-1etiny=-11oulnx =-11etlny =-1.

Doix=e¢ ety=e'"oux=eety=¢"'

Les couples solutions sont (e!;e')er @' ;e)

Sexr={';e"); " ;e'))

b) Inéquations
Pour résoudre une équation (I) de type In(u(x)) < In(v(x)), on peut procéder comme suit :
+ On détermine I’ensemble de validité E, de (I)

Sur E,, (1) est équivalent a I’équation (I’) : u(x) = v(x).
+ Les solutions de (I) sont donc les solutions de (I’) sur E,.

Exercice 7.6 résolu
Résoudre dans IR chacune des inéquations suivantes :
. n(4-x)<In(x-3)
2. In|2x +1|<0
3. In®x+Inx—6>0

Reésolution

1. Ensemble de validité

E, ={€ExR/4-x>0etx-3>0}
={xXER/4>x etx> 3} '
=]3;4[

Pour tout xde E,, In(4—x) < In(x-3) &4-x<x-3
=x< 7/2

Alors Sg =73, 7/2].

2. Ensemble de validité
E, ={xeR/2x-1#0)
={XER/x+-1/2)
= R\{-1/2}

Pour tout xde E,, In|12x + 1| < 0 & In|2x + 1| < Inl
| 2x+11<1
@ -1 <2x+1<1
e 2<x<0
Alors Sg = ]-2 ; -1/2[U]-172 ; Of

5. Ensemble de validite
E, ={xeR/x> 0}
=]0; +o [

Pour tout x de E,, en posant X = Inx, In*x +inx-6>0 X’ +X-6>0
eX<-3ouX>2
Slnx<-3oulnx > 2
@x‘ge"* oux>é.

Alors Se =]0; e’ [U] & ; +o .




I/ DERIVEES - PRIMITIVES — LIMITES
1. Dérivées
Propriété

¢ Si u est une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle K, alors Inou est

L L] u
dérivable sur K et : (Inou)’= —.

u
* Siu est une fonction dérivable sur un intervalle K, sur lequel elle ne s’annule pas, alors

1

Inoju| est dérivable sur K et : (Inofu[)’= g€,
u

Exercice 7.7 résolu
Déterminer sur I’intervalle I, la dérivée de chacune des fonctions suivantes :
1. f(x)=In(3x*+4x-2) . I=R

2. f(x)=1In|5x*+2x = 3| 5 I=]-0;-1[
7-x 4

3. =1 ;o I=1-—37

f(x) "[3x+4J ]3 [

'S

. f(x)=Iny2x*-1 ; I=]-g;+w{

Résolution

(3x° +4x=2)"  6x+4

3x? +4x-2 3x’+4x-2
(5x*+2x-3)"  10x+2
Sx’+2x=3  5x'+2x-3

1. Pour tout x de R, f(x) =

2. Pour toutxde |- ;-1f, fix) =

(7—;:]' ~25
4 2 _ _
3. Pour toutxde]- —; 7[, f{x)= Sx+d) _(3x+4)” _ 25 2x3x+4= 2
3 7-x [7-—x) (3x+4) 7-x (3x+4)(7-x)
3x+4 3x+4
4x

WaxP-1) ooxiol . 4 1 2x

= = » = .
i1 Nai-l 2axier axier (2% -D)

2
4. Pour toutxde]-iz—— s+ oof, f(x) =

Exercice 7.8

Dans chacun des cas suivants on admet que la fonction f est dérivable sur I'intervalle I ; Calculer la

fonction dérivée f’de f. -
1. f(x)=In(1+x% ; I=R

2. ﬂx)=ln(x—_1) ; I=]1+40]

X +1
3. fix)=In(x-1)-Inx s I=1]1;+0]
4. f(x)=l—1n[1+iJ T 1=1054w]
X X
5. f(x) = In(Inx) ; I=]e;+ec|




2) Primitives
Propriété
On admet la propriété suivante :

: . . , u
u étant une fonction dérivable sur un intervalle K, sur lequel elle ne s’annule pas, — admet pour
u

primitive Inolul.

Exercice 7.9
Déterminer sur I’intervalle K, les primitives de chacune des fonctions suivantes :

]

1. f(x)=-— K=TJ-0;0[
X .
2. =22 k=120
sin X 2
3
3. flx) = K =1-0;4[
4-x
Résolution

/
L) ==~ K=]-o0;0f

!

_u'(x)
Sx) == u(x)

D’ou& x <0, F(x) = —In|x| + ¢ =-n(x) + ¢, ¢ €IR.
cosx T
2. fx)= K=75.0

r

u'(x

u(x)
Doukx €]

avec u(x) = x.

SInx

avec u(x) = sinx.

fx)=

; 0f, F(x) = In|sinx| = In(sinx) + ¢, ¢ €IR.

Wl

3. f(x)=4—_; K=]-o ;4f

_ =3X(-1)  -3u(x)
IO T
Doukx <4, F(x) =-3In|4 —x| + ¢ =-3In(4 -x) +¢ c €IR.

avec u(x) =4 —x.

Exercice 7.10
Déterminer une primitive de la fonction f sur I’intervalle I dans chacun des cas survants :

1. f(x)= 2x2 ; I=R
1+x
2. f(x) = tanx ; 1=]-g;32‘-[




x+1

3. f{x)= ——— I=R
x> +2x+3 ’
1
4. f(x) = P I=]15 4]
xInx
8) Limites
Limites de référence
Propriétés
On admet les propriétés suivantes :
* lim Inx =+w . Iinlln)(:-oo
. In
e lim —-1=0 * lmxlnx=0
X=t+®m Y x—30
N LG . lim X
x=30 X x=1 ¥ —1
Remarques

* La fonction In définie une bijection de ]0 ; +oo [ vers R .
En effet, In est dérivable et strictement croissante sur ]0 ; +oo [ et

In(JO ; +o0 [)=]1in|1]1nx=—°0 ; lim Inx =+ [=]0;+0[=R.

X=++@

* La courbe de la fonction In admet une branche parabolique de direction I’axe des abscisses.

. In
Eneffet, lim Inx =+ et lim —X=0.

K= +m X—»+00 x

Exercice 7.11

Dans chacun des cas suivants, calculer la limite de f a I’endroit indiqué :

1. f{x)=]nx_1 ; en O

2. f(x)=-x+Inx ;  en +o

3. f(x)"—*l—]nx ; en0
X

4, f(x}:x]nx ; en 0
x+1

S. f(x):x+xln[1+L] ; en +oo
X

6. f(x}z—(mi ; en +oo
X




Resolution

1
lim— = +w
1 hmf(x) hm J’=t'imi(t‘mc-j)=-ao car X
. ,-J X x:ax lil‘lg(h‘l)(-l)"—“—oo
Inx Inx
2. hm f(x)— hm(x+lnx)w hm x(1- —-)—-wcar {{:E.T=0.

1
3. lim fix)=lim(—- Inx) = +e
x>0l N ooxel X
li  lim—— ) =0 car lim xinx =0
4. ,ﬁ’ﬁf(x)_ x{.mﬂﬁ](x nx) =10 car lim xlnx = 0.

1 1 1
5. lim fix)= lim (x+xin(f+;))= h'rzl x(]+!n(f+;))=+w car l_{riiwfnx(f‘l‘;):(l

(i) li MZ—I' 4MJ=I' 4ln—X~2=0avecX=«/;
6. Jim o= lim ===t =5 ) TR ) TR X -

Exercice 7.12

Dans chacun des cas suivants calculer les limites de f aux bornes de ’intervalle 1
1

1. f(x)= — ; I=]1;+0o]
Inx
2. f(x)=x(1 - Inx) 3 I1=10;40o
3. filx) = In(x-ﬂ) ;0 I=]0;-1[
x -4
4. flxy = 2 ; I=11; 4o
Inx

5. flx)=x+Inx+1)-Inx ; 1=]0;+w]

Probléme 7.13 résolu

Partie A
On considere la fonction g définie sur )0 ; +oo [ par g(x) = 4x* —Inx + 1.
1. Calculer les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.

8x2 -1

2. a) Montrer que V x €]0; +oo [, g’(x) =
b) Etudier le signe de g’(x) sur [0 ; +oo [.

3. Etudier le sens de variation de g puis dresser son tableau de variation.
4. Démontrer que ¥V x €]0 ; +o [, g(x) > 0.
Partie B

On considere la fonction fde R vers R définie par f(x) = ln—X+4x -2.
X

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J)
unité graphique : 2 cm.




1. a) Déterminer I’ensemble de définition Df de f.

2. a) Montrer que la droite (D) d’équation y = 4x — 2 est une asymptote oblique a (C) en +oo.

b) Calculer ling f(x) et interpréter graphiquement le résultat obtenu.

>

c) Calculer lim f(x)

XK=+

b) Etudier la position relative de (C) et de (D). .

3. a) Vérifier que ¥ x €10 ; 0 [, P(x) = S,
X

b) En déduire les variations de f, puis dresser son tableau de variation.

4. a) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a telle que %< a<l.

b) Donner un encadrement de o 4 107 prés.

5. Donner une équation de la tangente (T) a la courbe (C) en son point d’abscisse 1.

6.

7.

8.

Vx e]O. +00£M>0,doncg'(x)alemémesigneque (N8x—1)sur JO; +o [.
X
Ainsi :
1
-Vxe]O, — [, g'(x) <0
/ 73 [ g

précisera.

b) On désigne par f la bijection réciproque de f et (C) sa courbe représentative.
Déterminer le sens de variation de f' puis établir son tableau de variation.

a) Déterminer une primitive F de fsur J0 ; +oo [.

b) Calculer F(e) — F(1).

Construire (C), (C’), et (D).

Résolution

Partie A
1. limites de g aux bornes de ]0; +o [
!ingg(x) =400 cark‘ng(tfxz +1)=1etlim(=Inx) =+

i
lim g(x)=lim x(4x—"" 4 1) = 4o
X— ol K=pu0 x x

Inx 1
car lim ——=0et lim —=0et lim 4x =+
X—34a0 x = x X—» 4ol

2.a) Vxe]0; +of g'(x) = (4x° —Inx+1)'= 8x—£=8x I

8x* -1 (J_x+1)(fx 1) (J‘HUN—

b)Vxe]O,; +of g'(x) =

-Vx e]% ; too fg’(x) > 0.

Y

a) Démontrer que f détermine une bijection de I’intervalle ]0 ; +oo [ dans un intervalle K que 1'on




3. Sens de variation de g

1 I
-Vxe]O; — [ g'(x) <0, g est strictement décroissante sur |0; — [.
] 7 [ g g / 73 [

-Vxe] :’{% ; +oo [g'(x) > 0 g est strictement croissante sur ]-j—g ;oo [.

Tableau de variation de g

+a0

1
J8
g'(x) - 0 +
+co +oo

g0 \ } /

g(ﬁ)

4. Vxe]O; +oo[g(x)>g(() 4(TJ -In—j; +1= %++§!n8>0.

Donc Vx €]0,; +o [, gx) > 0.

Partie B

1. a) Ensemble de définition de f
Vx el xeDf«‘-—-"x:P 0. Donc Df = ]0; +oo [.

b) hmf(x) hm(—xinx+4x 2)=—w car hmi—+oo limlnx =—o0 et lim(4x—2)=-2

x=0 X x—0 x=0
) > S -

Interprétation graphique :
Iirr; f(x)=—o0 & la droite (OI) est une asymptote verticale a (C).

>

c) hm f(),) +oo car lim En——ﬂ et hm(4x 2)=+o

X—r+ad x
_._a)
Vxe]0; +of, fi)—y = X
X
Inx

hm[f(x) y]= hm~——-0

Donc la droite (D) est une asymptote oblique a (C) en + .

b) Position relative de (C) et de (D).

onaque: Vxel]O,; +of fix) - y—gﬂ
x




et comme x > 0, alors [f(x) —y] a le méme signe que Inx. Ainsi :
Vx e]0; 1/, [fix)—y] <0donc (C) est au-dessous de (D) sur J0; 1 {.
Vx ell; +o [, [f(x)—y] > 0donc (C) est au-dessus de (D) sur ]I ; +oo [.

x =1, f{x) =y donc (C) coupe (D) au point A(I ; 2).

Inx

3a)Vxe]0;to [ f'(x) = (—+
x

4x-2)'=X

-{xx—fnx

+4

X

2

2

X

x°

b) d’aprés la partie A, Vx €]0; +o [, g(x) > 0 et comme Vx €]0, +w [, x* > 0 alors
Vx e]O; +o [ f(x) > 0. Donc f est strictement croissante sur |0 ; +o [.

Tableau de variation de f.

x 0 _ +00
/™ +
+o0
)
-0
4d.a)ona:
* fest dérivable et strictement croissante sur J0 ; +oo [
S0+ ) = R
*0cR.
Donc I'équation f{x) = 0 admet une solution unique a.
I
f(E) =-2In2<0etf(l) =2>0. Doncona: é< a<l
b) Utilisons la méthode de balayage
X 051061070809 | 1
Signe de f(x) | - - + [+ |+ | +
Onaalors: 06 <a<07
X 06 | 061|062 063|064 065|066 06706806907
Signe de f(x) | - - - - - + + + + +

En definitive, on a : 0,65 < a < (,66.

5Dy =r)(x—1) +fl)

Avecf(1)=5etf(l) =2, 0na:
(T):y =5(x-

)+2

=3x-3

_ I-Inx+4x° _ 4x’—Inx+1 _g(x) _

.



6.a)ona:
« fest dérivable et strictement croissante sur

S0, +o[) = R

Donc fest une bijection de J0; +oo [ vers R

b) f' et font le méme sens de variation. Donc f " est strictement croissante sur R.
Tableau de variation de f N

X -00 +o0
) &) +
+o0
N,
0

7.a) Vx e]0; +o [, F(x) = @+2.¥2 -2x

b) Fle)— F(1) = §+2e2—2e

8. Constructions (voir gravhiaue)
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FONCTION EXPONENTIELLLE
I/ DEFINITION - PROPRIETES ALGEBRIQUE.

1) Définition-notation

On appelle fonction exponentielle, I’application réciproque de la fonction logarithme
népérien.
On la note exp.

2) Propriétés immédiates

» L ensemble de définition de la fonction exp est R.

« la fonction exp est dérivable et strictement croissante sur R.
*exp(0y=1.
* ¥V x€R, exp(x) > 0. (Signe de la fonction exp)

3) Propriétés algébriques

Pour tous a et b éléments de R,

g 1
c g TP=etxe cet= —
e
o
. ea'bx_e_
‘.reh
s e'=¢"=a=b v e'<e’ e a<b.

4) Equations — Inéquations

a) Equations

Exercice 8.1

Résoudre dans IR les équations suivantes:
1. ™ '=3

2. ¥ +et—6=0.

3‘ e3‘.i(+|+ f‘e}.i+l '6=0.

b) Systémes d’équations
Exercice 8.2

Résoudre dans R x R chacun des systemes suivants :

L{Ze"-&-ey:ﬁ 5 {e"+e”=? 3. {lnx+1ny=ln2

3
e"—2e’ =0 e =10 e*xe’ =e

E



¢) Inéquations
Exercice 8.3

Résoudre dans R les inéquations suivantes :

1. & '<s.

2. ¥ +e~6>0.

3. & —4e* +3>0.

II/ DERIVEE — PRIMITIVES - LIMITES.
1) Dérivée

Propriété

e La foncticn exponentielle est dérivable sur R et elle est égale a sa dérivée [ (€*)’ = ¢€*]
e Siu est une fonction dérivable sur un intervalle K, alors " est dérivable sur K et (¢")’ =u’e"

Exercice 8.4
Dans chacun des cas suivants, donner la dérivée de la fonction f sur R.

1. flx)=e*"?

2;_
2. fix)=—2
e" +1

2) Primitives
Propriété

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle K, alors la fonction €" est une primitive sur K de la
fonction u’e".

Exercice 8.5

Déterminer sur K les primitives des fonctions suivantes :

1. f(x) = cos xc”'i""' ; K=R
2. fix)=e> : K=R
3. f(x) = ;o K=J]45+0]
e -4
3) Limites

Limites de référence

(1) lime* =+ (2) lime* =0
() lim &=+ (4) lim xe* =0
K—++m X X— —00
) lim &L=
Ko=b 400 X

-,



4) Conséquences de la croissance comparée
Limites de référence
Pour tout réel o strictement positif, on a :

In
) lim —2 =0 2) lim > =0
K=o OO X K=F o0 e
3) lim X _p 4) limx®Inx=0
A—rtom e" x—=0

>

(4) lim[x/"e* =0

Probléme 8.13 résolu

X

On considere la fonction f de R vers R, définie par f(x) = 3e _11
e* +

. On note (C) sa courbe

représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J) d’unité graphique 2 cm.
Partie A
1. a) Déterminer 1’ensemble de définition Df de f.
b) Montrer que la fonction g définie par g(x) = f(x) — 1 est impaire. En déduire un elcment de
symétrie pour la courbe (C).
2. a) Déterminer la limite de f en +oo puis en -,
b) Interpréter chacun des résultats obtenus.

3. a) Démontrer que : pour tout x de , f'(x) = ( de )2 .
e” +1

b) En déduire le sens de variation de f puis dresser le tableau de variation de f.
4. a) Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) en son point d’abscisse 0.
b) On considére la fonction h définie par h(x) = f(x) - (x + 1). Démontrer que pour tout x de

X

2
h’(x) = _(ex _:] . En déduire le sens de variation de h.
e+

¢) Calculer h(0). Puis déterminer le signe de h.
d) Déduire de ce qui précéde, la position de (C) par rapport a (T).
5. Tracer la droite (T), la courbe (C) et ses asymptotes.

Partie B

et
e +1
2. En déduire une primitive F de fsur R.
3. Calculer F(1) — F(0)

~1.

1. Montrer que pour tout x de, f(x) =

Partie C
1. Montrer que f réalise une bijection de vers un intervalle J que I’on précisera.
2. f! désigne la bijection réciproque de f.

Déterminer le sens de variation de f. Puis dresser son tableau de variation.




3. a) Calculer f(In3).
b) Justifier que f est dérivable en 2 et calculer £'(2).
4. (C?) désigne la courbe de £ dans le repére (O, I, J). Construire (C’).

Resolution
lLaVxeRe >0=e+1>1>0.
Donc Df = R
3" -1 3e*=1-e"=1 2e"-2 e"—1
b)ex) =flx)—1= -1= = =2 .
) &%) =19 e +1 e +1 e’ +1 e +1
OnaDg= R

e"‘(!—e’) (1 e) e =1 _
i1 e*(1+e") (I+e") ze"+1_ g(x).

VxeR -x€ Ret g(-x) = 2

g est donc impuire. Par consequen: la point A(0 ; 1) est un centre de symétrie de (C).

2.a) km f(x)*lzm Je I—-I car lim e* =0.
- @t 4] o
lim f(x)= lim 36— = im 3¢ ) o im B 5 car tim e =0.

PR xoo @t 4 ] x> ex(f + e"") - x>+ (] + e_x) X+

b) lim f(x)=-1 = la droite d'équation y = -1 est asymptote horizontale a (C) en - 0.

X—p—

lim f(x) =3 = la droite d'équation y =3 est asymptote horizontale a (C) en + 0.

e ]
3. a) derivée de f

Vxe R fi(x) = (i‘" :J

=(3e* —J)'
e +1
e -1l + 1)~ (e + 1) (3e7 - 1)
B (e" _”)z
N (3e" Xe" + 1)— (e" Ij’e’ - I]
B (e" +1
3" +3e" —3e" +e 4e”

R ) B

b) Sens de variation de f

VxeR >0 =4e" >0et(e+1)>0.
Donc Vxe R f'(x) > 0.

Ainsi f est strictement croissante sur R.




x |- +00
[ +
3
Jx)
-1

4. a) Equation de la tangente (T)
(D) :y=f"0)x-0) +£0)
Avecf'(0) =1etf(0)=1ona:(T):y=x+1

b) VxeR hitx) =f'(x) -1

4e*
= -1
(@5!’r +I)2
ge* —\e* +1

I
!
N
mﬁr mH
+ |1
Lol

L=

Vxe B h'(x) <0eth’'(x) = 0 < x = 0. h est par conséquent strictement decroissante sur R.
c) h(0) = f(0) - I or f(0) = I donc h(0) = 0.

Comme h est strictement croissante sur, on a :

Vx <0, alors h(x) < h(0) = 0

Vx> 0, alors h(x} > h(0) = 0.

Donc Vxe€]-00;0/[, h(x) <0et Vx€]0,; +oo [ h(x) > 0et h(0) =0.

d) fix) -y = h(x). Ainsi :

-Vx€]-00; 0/, h(x) <0, alors (C) est au dessous de (T) sur J- ; 0 [.

- Vx€] 0, +o [, h(x) > 0, alors (C) est au dessus de (T) sur ] 0 ; +oo [.
- h(0) = 0, alors (C) et (T) se coupent au point A(Q; 1).

5. Construction (voir graphique)

Partie B

1LVrER 4e _I=4e —(e +})=3e _1=f(x)
e" +1 e +1 e +1




2. VxeR fix) = de —1=4-% _}=4£€L]1_;

e" +1/ e +1

Donc ¥x€ R F(x) = 4ln(e"+1) -x

Partie C

e"+1

e+l]

7

3.F(1)-F(0) = [4In(e + 1) - 1] —4In2 = 41r{-——

1. fest dérivable et strictement croissante sur R donc réalise une bijection de R vers f(R) = ]-1 ; 3/.

2. fetf " ont le méme sens de variation. Donc est strictement croissante sur J-1; 3f.

Tableau de variation de f.

-1

X
) '

[t

-00

+00

3" -1 9-1
3. a) f(in3) = =2 =2
DI = T = 5

v 4e™ 123
b ,l 3 = e = = —
) [ (In3) (e’“"+1)? 164
[ est une bijection '
f'(n3)#0 = ' est dérivable en 2
flin3)=2
] 4
I - ,2 == = —
et (f7)(2) Tn3) 3

4. Construction (voir graphique)







INTEGRALE — CALCUL D’AIRES

I/ INTEGRAL D’UNE FONCTION CONTINUE

1) Définition — notation.

f est une fonction continue sur un intervalle K, F une primitive sur K de f, a et b des ¢léments
de K.

Le nombre réel F(b) —F(a), est indépendant du choix de la primitive F ; il est appel¢ intégral
deaabdef.

On note : F(b) - F(a) = [F(x)]°= [ f(x)dx

Exercice 9.1

Calculer I’intégrale 1= fl (x2+1)dx.

2) Propriétés de V’intégrale
a) Egalité de Chasles
Propriété

f étant une fonction continue sur un intervalle K et a, b, ¢ des élements de K. Un a:

[(fCodx = _Lbf(x)dx+ [f(xydx.

Exercice 9.2

2
Calculer Iintégrale J = | [x” +2x—3ldx.

b) Linéarité
Propriété
f et g étant des fonctions continues sur un intervalle K, a et b des éléments de K, o un nombre réel
quelconque,

+ 100 +ge0lax = [fexax+ g,
 [laf()dx= o [T(x)dx.

Exercice 9.3

1. Calculer les intégrales : E 2cosx dx et J'E -idx.
2 2 X
4 4

2. En déduire E [2cosx-iJ dx .
" X
c¢) Inégalité et intégrale
Propriété
fet g étant des fonctions continues sur un intervalle [a ; b],




Sif>0 alors [F(x)dx>0.

. b b
Sif>g alors Lf(x)dxz Lg(x)dx,

Exercice 9.4

, e 2 dx .
1. Démontrer que I'intégrale [ = I est positive.
IRV ES'S
2 X 2 2. x
2. Démontrer que _[ xe" dx > j] x“e*dx.

3) Intégration par parties
Propriété

fet g étant deux fonctions dérivables sur un intervalle [a ; b].
Si les fonctions dérivées £’ et g” sont continues sur un intervalle [a ; b], alors :

[Feogmdx = [£(ogrl? - [Efx)dx.

Exercice 9.5

o

A I’aide d’une intégration par parties calculer chacune des intégrales suivantes :

1. f Inxdx 2. fl—:-;&dx

L !
3. L? Inx dx 4. L (1+x)e* dx

I/ CALCULS D’AIRES

1) Calcul d’une aire d’une partie du plan délimitée par I’axe des abscisses et une courbe.

Le plan est muni du repere orthogonal (O, L J).

f étant une fonction continue sur un intervalle [a ; b], de représentation graphique (C).

Nous nous proposons de calculer 1’aire de la partie A du plan limitée par (C), (OI), les droites
d’équations x =aetx=b.

b
*Sif=0sur[a;b],alors: Airede A= If(x)dx X ua

«Sif<Osur[a;b],alors: Airede A= — Lbf(x)dx X ua

NB : ua est I’unité aire et lua = (unité de OI x unité de QJ)




Exercice 9.6
Le plan est muni du repere orthogonal (O, I, J) avec OI =2 cm et OJ = 3 cm.

2x

Soit f(x) =

Vx*+1
Déterminer en cm” I’aire de la partie du plan limitée par (C), (Ol), les droites d’équations x = 1 et
x=2.

on note (C) la courbe représentative de f dans le repere (O, 1, J).

2) Calcul d’une aire d’une partie du plan délimitée par deux courbes.

Le plan est muni du repére orthogonal ( O;1 ;).

fet g étant des fonctions continues sur un intervalle {a ; b], de représentation graphique
respectives (Cf) et (Cg). On suppose que f = g sur [a ; b].

On veut calculer I’aire de la partie A du plan délimitée par les courbes (Cf), (Cg) et les droites
d’équations x =a et x = b,

Airede A = r [f(x)—g(x)]dx x ua lua = (unité de OI x unité de OJ)

Exercice 9.7

Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J) ; unité graphique : 2 cm.

Soit f{x) =x + 3 — xe* et g(x) = x + 3. On note (Cf) et (Cg) respectivement les courbes représentatives
de fet g dans le refére (O, L)

Déterminer en cm” I’aire de la partie du plan limitée par (Cf), (Cg), et les droites d’équations x= 0 et
X=e.

Exercice 9.8

Calculer chacune des intégrales suivantes :

_ [ oy . _ 2 _(t+]) . G n

A= th(t +])dt ; B= I] mdt . C= ."12 SIH[RX-’-EJC"

I Inx 2]
D= | e¥™dx . = | —dx : = dx

'[’ f X ! J': xlnx

3 3x 1 e*

K= dx - ; L= dx.

f' Vi+x® 1+e™

Exercice 9.11
Calculer les intégrales suivantes a ’aide d’une intégration par parties, ou au besoin, deux intégrations

par parties :
E- [ (-nedt : F= [ (t+3)Inwdt
G= f tJ(1+t)dt : H= f (sint)e'dt.




SUITES NUMERIQUES

I- Rappels et compléments
1) Définition
On appelle suite numérique, toute fonction u de N vers R.
L’image u(n) de n par la fonction u est notée u, et est appelée terme général de la suite u.
Si I’ensemble de définition de U est E, alors la suite U est notée (U,)eg. S’il n’y a pas d’ambigiiité, on
la note simplement (U,).
Soit a le plus entier pour lequel la suite u est définie, U, est appelé le premier terme de la suite U.

2) Modes de définition d’une suite
a) Suite définie par une formule explicite
C’est une suite définie par la donnée explicite du terme général u, en fonction de n.
Exemple
u:N - R ou simplement U, =5n-2
n—5n-2

Exercice 10.1

Déterminer les six premiers termes de la suite U, = 5n— 2.

b) Suite définie par une formule de récurrence
C’est une suite définie par la donnée d’au moins un terme et d’une formule qui permet de calculer de
proche en proche les autres termes de la suite en utilisant certains des termes précédents.

Exemple

. . PP {Vo =2
Soit la suite v définie par :
Vou=-V,+4
Exercice 10.2
Déterminer les six premiers termes de la suite V précédemment définie.

4) Principe de démonstration par récurrence
Soit E = {ny, ng+1, ... } une partie infinie de et p, une proposition qui dépend de I’entier naturel n
(n€E).
Pour démontrer que p, est vraie pour tout n € E, on procéde comme suit :
- On vérifie que la proposition est vraie pour ng c'est-a-dire que p, est vraie (initialisation)
- On suppose que pi vraie I’entier k > ng et on démontre que py+; est vraie. (hérédité)
- On conclut que la proposition p,, est vraie pour tout entier n de E.
Exercice 10.4 résolu
. . e u, =2
Soit la suite (u,) définie par: { °
un+1 = 2un _3

1. Calculer u,, Uy, us, Us, Us.

2. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,on a : u, =3 - 2".




Résolution
Lu=2uy-3=2x2-3=1
U, =2U;—3=2%x]1-3=-]
Us;=2Uy~3=2%(-])-3=-5
Ug=2U3-3=2%(-5)-3=-13
Us=2Uy-3=2%(-13) -3 =-16

2.

Vérifions que la proposition est vrai pourn = 0 :
3-2=3-1=2=u

Donc la proposition est vrai pour n = 0.

Supposons que la proposition est vraie pour n = k ¢’est-a-dire Uy = 3 — 2
Démontrons qu elle est vraie pour n = k + 1.

Upe) =2up~3=2(3-29-3=6-2""_3=3_2*

Donc la proposition est vraie pour k+1.

Ainsi pour tout entier naturel n, ona : U, = 3-2".

Il. Sens de variation d’une suite

1) Définitions
Soit (u,) une suite définie sur E.
(u,) est croissante & pour toutn €E, U, < Uy41.
(uy) est décroissante < pour tout n € E, Up > Up+1.
(uy) est constante <> pour toutn € E, U, = Up4,.
(u,) est dite monotone lorsqu’elle soit croissante soit décroissante.

2) Méthodes pour étudier le sens de variation d’une suite.
Pour étudier le sens de variation d’une suite (U,), on peut :
- Etudier le signe de la différence U, — U,.

. . e . Un + N
- Si les termes un sont strictement positifs, comparer le quotient =11

n

- Etudier le sens de variation de la fonction f si u, = f(n).
- Procéder par récurrence en s’aidant du sens de variation de la fonction f'si U, = f(U,).

Exercice 10.5 résolu

Etudier le sens de variation de chacune des suites numériques suivantes :

n®+1
L.u,=
n
2211
2' u“ = 3n+2
u=8
: 1+u
RS S S
2u

n




Résolution

1. On remarquera que la suite est définie pour n > .

(n+1) +1
Upy) = ——————
n+1
(n+1)+1 n*+1 n’+n-1
Up+v) -~ Up+) = - =
n+1 n n(n+1)
n +n—1 . . .
Vn>1 —— >0. Donc la suite est strictement croissante.

n(n+1)

x2+1

Meéthode 2 : Etude du sens de variation de la fonction f: x

2—
x> 1 =22 )
X X

vx >1, f'(x} > 0. Donc f est strictement croissante sur J0 ; +oo [. La suite est aussi strictement
croissante.

2. On remarquera que cette suite est a termes strictement positifs
22(r1+.’) 22 x 22‘n 22 22!’! 4

Uy = = = __;X_F: n
3|"n+f}+2 3.* x3n+2 3 3n+2 3

donc pour tout n,
Un

La suite est par conséquent par strictement croissante.

’ o ’
3. Procédons par récurrence

- I+u; 65 ,
Onau; = L =—=4,0625<u,
2u,
U < Uy
SUpposons que Up+; < Ug. MONIFOnS que Up+z < Ug+]
en effet :

On remarquera que V' n, U, > 0. (on le démontrera plus tard)
Considérons la fonctionf:. On a :
Jup) = g+

Sker) = s
fest strictement croissante sur [0 ; +o [.

Donc U+ <ty = flthg+) < fly) = Uz < Ugey
Donc la suite est strictement décroissante.

VI1- Suites majorées — Suites minorées — Suites bornées

1) Définitions
Soit (u,) une suite définie sur E.
- (u,) est dite majorée 1l existe un réel M tel que, pour toutn de E, u, <M.
- (u,) est dite minorée il existe un réel m tel que, pour tout n de E, u, > M.
- (u,) est dite bornée (u,) est a la fois majorée et minorée.




Exercice 10.6 résolu
u, =8
2
1.u,: u = 1+u,
2u,

Montrer que pour tout n, U, > 0.

I3 ) I3 . . I 3 . ’
Démontrer par récurrence que la suite est minorée par 5 et majorée par 2.

Résolution
l.uy=8>0.
Supposons que ti, > 0

+u’
Alors, 2u, > O et 1 +u; > 0 = Uy = 1+u, > 0.
u

n

Donc pour tout n, u, > 0.

2. Uy =2. Onadonc% Su=<?2

Supposons que % S u, <2

|~

1< L <
2

Alors : E

. 3
Ea
uﬂ

=

I+i$}+ SI+£= <2
2 3

Wl

. . .o, 2
Donc la suite est majorée par 2 et minorée 3

Exercice 10.7

Etudier le sens de variation des suites suivantes :

l.n>1,u,= Zn-1 2. U, =e'™"
3n-2
u, =1
4.Un= 3“ 511{ ¢
(-2)

3
u.,, =4, -2




V- Convergence d’une suite numérique

1) Définition

Une suite (u,) est dite convergente si (u,) admet une limite finie £ en +c0 . On dit que la suite (u,)

converge vers £.

On dit qu’une suite est divergente lorsqu’elle n’est pas convergente (dans ce cas la suite soit admet

une limite infinie soit elle n’admet pas de limite)

NB : lorsqu’on parle de limite d’une suite, il s’agit exclusivement de la cette suite lorsque n tend

VEIS +00,

2) Propriété
La limite dune suite lorsqu’elle existe, elle est unique.

3) Limite d’une suite définie par une formule explicite.

a) Proprieté
f est une fonction de vers, (u,) la suite définie par la formule explicite u, = f(n).
si f admet une limite en +oo alors lim f(x)= lim u, .

K+ —+mw

b) Conséquence
Si f admet une limite finie ¢, alors la suite (U,) converge vers £, sinon la suite (U,) diverge.

4) Convergence d’une suite monotone
Propriété :
- Toute suite croissante et majorée est convergente
- Toutd suitc décroissante et minorée est convergente
- Toute suite croissante et non majorée diverge vers + .
- Toute suite décroissante et non minorée diverge vers - .

Exercice 10.9
u, =8
Soit la suite u définie par Un: 4, _ 1+u?
n+l T
2u

n

Etudier la convergence de la suite U.

V- Suites arithmétiques — Suites géométriques

1) Définitions

- Une suite (u,) est dite arithmétique lorsqu’il existe un nombre réel r tel que pour tout entier n, on

ait : Un+; = U, + 1. T est appelé la raison de la suite arithmétique (u,)

- Une suite (v,) est dite géométrique lorsqu’il existe un nombre réel q tel que pour tout entier n, on

ait 1 Vy, = V,.. q est appelé la raison de la suite géométrique (V).




2) Tableau récapitulatif

Suite arithmétique Suite géométrique
Premier terme U, Va
Raison T q
Formule explicite U, =U, +(n-a)r Vo =Vaq "
Formule de récurrence Upsy = Uyt T Vit =q.Vy
Somme S, de n termes S =p_(u +u,) g =1Vir l_q si q=#1

consécutifs d’indices de i & j i " -4
n.v; sig=1

3) Convergence de suites arithmétiques — suites géométriques

a) Convergence de suites arithmétiques

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme u,
- Sir=0, alors (u,) converge vers u, (car dans ce cas la suite est constante et vaut u,)
- Sir>0, alors (uy) diverge vers +oo.
- Sir<0, alors (u,) diverge vers -oo.

Exercice 10.12 résolu

Soit la suite (u,) définie par u; =-2 et Uy = — %un +3.

1. a) Déterminer graphiquement les 5 premiers termes de (U;).
b) Conjecturer le sens variation et la limite de la suite (Uy,).
2. Soit (V) la suite définie par v, =u, — 2.
a) Démontrer que (V,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
b) Exprimer v, puis U, en fonction de n.
¢) En déduire les limites des suites (u,) et (Vy,).
3.0nposeS,=u; +Uz + ... + U,
a) Calculer Sy, S; et Ss.

b) Démontrer que S, = —%[1—(— %J }+ 2n

c) Calculer lim S et lim S—“

n=—>+o0 n—s+m )

Résolution

1.a)Représentation graphique de 5 premiers termes de la suite (un)




et 80400 1 1A

Ug u; ug U3

1. b)sens de varaition de la suite
la suite n'est ni croissante ni décroissante. Cependant elle semble converger vers 2.

1 1 1 1
20) Vys1 = U, —2=——U, +3-2=——U, +]=——(U —2)=——V
a) n+l 2 ] 2 n 2( n ) 2 n

n+

- - ’ L4 - - } .
donc la suite (V,) est une suite géométrique de raison — 3 et de premier terme V; = U;— 2 = -4,

," n—1 1 n-1i
b) v, =V, x [——) etU,=v,+2=y;x (-—] + 2.
2 2

I n=1 ] n—1
Donc v, = -4 [- —} et u, = -4 (-—- —J + 2.
2 2

c) h‘m(—é) =0= limv,=0 etdonc limu,=2.

I =p 400 H—r+ot A=+
1 1
a)ona:u; =-2;u;= —Euj+3= detuz = —Eu2+3 =1

S; =U; =-2

S =u;+u,=-2+4=2.
S;=u;+ury+u;=-2+4+1=3

b) S, est la suite de n termes consécutifs :




NI
2 2
c) lim(—ij =0= lim _8 1—[—1) =-£et lim 2n =+
M=+ 2 nstn 3 2 n—+m

donc lim §,=+o.

&=—-8—[1—(—") }+2.
n 3n 2

Donc lim & =2.

H=w+0 Hn

b) Convergence suites géométriques
Soit (V,) une suite géométrique de raison q et de premier terme v,
- Si0<]q| <1, alors (Vy) converge vers 0.
- Sig=1, lasuite converge vers V, (car dans ce cas la suite est constante et vaut v,)
- Siq>1, alors (v,) diverge vers +ow ou -0,
- Siq <-1, alors (v,) diverge (dans ce cas la suite n’admet pas de limite).




PROBABILITE

Partie 1 : RAPPELS DE DENOMBREMENT

1) Ensembles finis
Définition
A est un ensemble fini. Le nombre d’éléments que contient A est appelé cardinal de A. On le note
cardA.
Propriété : soit A un ensemble fini, E et F deux sous ensembles de A. On a :
e card(EUF) = card(E) + card(F) — card(ENF).
e Si ENF =@ alors card(EUF) = card(E) + card(F).
e E désignant le complémentaire de E dans A, card(E) = card(A) - card(E).

Exercice 1.1 résolu

Une association de 96 membres propose différentes activités sportives a ses membres dont la natation
et le football. 12 membres s’inscrivent pour la natation et 32 pour le football dont 4 pour les deux.
On note N I’ensemble des membres inscrits pour la natation et F ceux inscrits pour le football.

1. Déterminer le nombre des adhérents inscrits pour la natation ou le football.

2. Déterminer le nombre des adhérents inscrits uniquement pour le football.

3. Déterminer le nombre des adhérents qui ne sont inscrits ni au football ni a la natation.

Résolution
Diagramme 1. L'ensemble des adhérents inscrits au
Ensemble des 96 membres footbaﬂ ou a la natation est FUN, et on a
card(FUN) = card(F) + card(N) — card(F(\N).
=32+4+12-4
= 30,
2. L'ensemble des adherents inscrits
° 28 8 o uniquement au football est F\ FNN, etona :
card(F\ FON) = card(F) — card(FO\N).
56 =32-4

=28
3. Le nombre des adhérents qui ne sont inscrits
au football ni en natation est :
96 - card(FUN) = 96 - 30
=66

Exercice 1.2
une station radio émet la méme publicité a 15 heures et 16 heures. A 15 heures, elle est écoutée par
10325 auditeurs et a 16 heures par 18633 auditeurs. Combien de personnes ont écout¢ cette publicité si :
a) ceux qui ’ont écouté a 15 heures ne I’ont plus écouté a 16 heures ?
b) 8479 personnes 1’ont écouté a 15 heures puis a 16 heures ?

2) Produits cartésiens

Propriété : soit E et F deux ensembles finis. On a:
e Card (ExF) = Card (E) xCard (F).
e Card (E") = [Card (E)]".




Exercice 1.3 résolu

La porte d’entrée d’un immeuble est commandée par un appareil a code.
1. Le code est composé de cing chiffres.

a) Combien y a-t-il de codes possibles ?

b) Combien de codes commencent par le chiffre 0 ?

c¢) Combien de codes sont multiples de le chiffre 5 ?

d) Combien de codes contiennent exactement de deux fois le chiffre 4 7
2. Le code est composé de trois chiffres suivis de deux lettres de I’alphabet frangais.

a) Combien y a-t-il de codes possibles ?

b) Combien de codes contiennent des lettres identiques 7

c) Combien de codes se terminent par AB ?

d) Combien y a-t-il de codes dont les lettres sont des voyelles ?

Résolution

Notons quelques exemples de codes : 02235 ; 25648 ; 33377.
1.a) Considérons l'ensemble E : {0;1;2;3;4;5;6;7,;8,9L
Un code de 5 chiffres est élément du produit cartésien EXExEXEXE = E°. Il s’agit de d 'une 5-liste
d’éléments de E. Donc le nombre de codes possibles est card(E’) = 10° = 100.000

1.b) Exemples de codes commencant par 0 : 02235 ; 00110 ; 09840.
Soit A = {0}. Un code se terminant par 0 est un élément du produit cartésien EXEXEXE XA = E‘x4
D’ou que le nombre est card(E* xA) = card(E* ) *card(A) = 10°x1 = 10.000.

1.c) Un code multiple de 5 se termine par 0 ou par 5. Exemple : 02250 ; 54515.
Soit B = {0 ; 5}. Un tel code est un élément de ExXEXEXEXB = E'xB
Dot que le nombre est card(E*xB) = card(E’) %card(B) = 10°x2 = 20.000.

1.d) Exemple de codes contenant exactement 2 fois le chiffre 4 : 42534 ; 44295 ; 48140.

Un tel code est un élément de |'un des produits cartésiens suivants : CXCXFXFXF ;
CXFXCXFXF ; CXFXFXCxXF ; CxFxFXFXC ; FXCXCXFXF ; FXCXFXCXF [ FxCxFxFx(C;
FXFXCXCxF ; FXFxCxFxC; FXFxFxCxCouC={4}et F={0;1:2;3;5:6,7,;8; 9}

Pour chacun de ces produits cartésiens contient un nombre d’'éléments égal a :

card(E)’ xcard(C)’ = 9’ x1* = 729.

Comme il y a 10 produits cartésiens alors le nombre de code est 729%10 = 7.290

Une autre maniére de voir la question, est de considérer qu 'un code est une suite de 5 caracteres et
chaque caractére étant un chiffre. Pour constituer un code comportant exactement 2 fois le chiffre 4,
il faut choisir deux parmi les 5 caractéres pour le chiffre 4 (C¢ = 10 possibilités) puis chacun des
trois autres caractéres étant 1’un des éléments de I 'ensemble E (9° = 729 possibilités). Soit un total
de 729%10 = 7.290 codes.

2. Notons quelques exemples de codes : 154LD ; 223AA ; 999BA ; 067UY.

2.a) Considérons ['ensemble G des 20 lettres de | 'alphabet frangais.

Un code de 3 chiffres suivi de deux lettres est élément du produit cartésien EXEXEXGXG = E3xG".
Donc le nombre de codes possibles est card(E>*G*) = card(E) x card(G?) = 10° x26* = 676.000

2.b) Remarquons qu’ici, il ya 26 couples constitués de lettres identiques : AA ; BB ; CC ; ... ; ZZ.
En posant H= {AA ; BB ; ... ; ZZ} alors un code se terminant par des lettres identiques est élément
du produit cartésien ExEXExH. D ot le nombre d'éléments est 10° x26 = 26.000

2.c) Posons I = {AB}. Un code se terminant par AB est éléement de E*EXE xI. Dons le nombre de
codes est 10°x1 = 1.000




2.d) Posons J={A;E;I;O;U; Y} Uncode qui se termine par deux voyelles est un élément du
produit cartésien ExExExJxJ. D ot le nombre de tels codes est 10° <6 = 36.000

3) Arrangements — Permutations

Propriété

E est un ensemble contenant n éléments.

Le nombre d’arrangements de p €léments de E choisis parmi n est :
n!

. —p)
p facteurs (n p) ’

Le nombre de permutations des n éléments de E est n ! =nx(n -1)% ... x3x2x1.

AP’ = nx(n-1)x.x(n-p+1) =

Ona:0!=1let Al = T avecO<p<n.
(n-p)!

Exercice 1.4 résolu

1. Chacune des huit lettres du prénom CAROLINE est inscrite sur un carton qui est placé dans une
urne. On tire successivement et sans remise cing cartons de I’urne pour former dans I’ordre du tirage
un mot de cinq lettres ayant un sens ou non.

a) Combien y a-t-il de mots possibles ?
b) Combien de mots commencent par la lettre C ?
c¢) Combien de mots commencent par la lettre C ou par la lettre L ?
d) Combien de mots se terminent par une voyelle ?
e) Combien y a-t-il de mots ou les lettres C et E sont voisines dans cet ordre ?
f) Combien y a-t-il de mots ou les lettres C et E sont simplement voisines ?
2. Combien y a-t-1] d’anagrammes du mot CAROLINE ?
3. Combien y a-t-il d’anagrammes du mot CLEMENTS ?

Résolution

l.a) Les 8 lettres du mot caroline sont deux a deux distinctes. Un tirage successif sans remise de 5
éléments parmi 8 est un arrangement de 5 parmi 8. Donc le nombre de tirages est :
A= 8x7x6%5%4 = 6.720

1.b) 1l s’agit de choisir pour premiére lettre du mot la lettre C, puis les quatre autres lettres sont un
arrangement de 4 parmi les 7 autres {A, R, O, L, I, N, E}.
Le nombre de mots possible est : A} x A} = 1x840 = 840.

l.c) D’aprés 1.b), il y a 840%2 = 1680 mots commengant par la lettre C ou la lettre L.

1.d) Il s 'agit de choisir une voyelle dans 1'ensemble {4, O, I, E} pour la 5° lettre du mot puis un
arrangement de 4 parmi les 7 lettres qui resteront :

Le nombre de mots possible est : A, x A3 = 4%x840 = 3.360

l.e) Les lettres C et E sont voisines dans cet ordre signifie qu’on a | ‘une des configurations
suivantes : CEXXX, XCEXX, XXCEX, XXXCE ou XXX est un arrangement de 3 éléments de
I'ensemble {A., R, O, L, I, N}. Pour chacune de ces configurations ona : A} x A} x 47 = 1x1x]20=
120 mots.

Et comme il y u quatre configurations, le nombre total de mots ou les lettres C et E sont voisines
dans cet ordre est : 4x120 = 480.

e



1.f) Les lettres C et E sont voisines soit dans ['ordre CE soit dans |'ordre EC. Dans I'ordre CE on a
480 mots possibles d'aprés 1.e). Dans un raisonnement analogue (en permutant les letires C et E), on
obtient que le nombre de mots dans I'ordre EC est 480. Soit un total 960 mots possibles si les lettres
C et E sont simplement voisines.

2. Un anagramme du mot CAROLINE est une permutation des lettres de ce mot. Comme les lettres
sont toutes distinctes alors le nombre de permutations est : 8 | = §x7x6x5x4d=x3x2x] =40.320

3. Un anagramme du mot CLEMENTS est une permutation des lettres de ce mot. Ici la lettre E est

!
itérée deux fois dans le mot. Donc le nombre de permutations distinctes est . % =20.160

4) Combinaisons

Propriété :
E est un ensemble contenant n éléments.

.. i1 . . . n!
Le nombre de combinaisons de p éléments de E choisis parminest : C! = _|(—F avec 0<p<n.
p!(n-p)!

Exercice 1.5 résolu
Le personnel d’une entreprise est composé de 12 hommes et 8 femmes. On désire former un comité de
cinq personnes choisis parmi les membres de ce personnel.
1. Combien y a-t-il de comités possibles ?
2. Parmi ces comités, combien comprennent :

a) Exactement trois hommes ?

b) Aucun homme ?

¢) Au moins un homme ?

d) Plus d’hommes que de femmes ?

Résolution

1. Un comité est une combinaison de 5 parmi 20. D ou le nombre de comités est : Cy, = 15.504

2.a) 1l s’agit du choix de 3 hommes parmi 12 et de 2 femmes parmi 8. Le nombre de comités est alors :
CixC? =220%28 = 6.160

2.b) 1l s’agit du choix exclusif de 5 femmes parmi 8.
Le nombre de comités est alors : C; = 56.

2.c) On peut voir la question de deux manieres :
Premiere maniere .

Soit le comité comprend 1 homme exactement, le nombre de cas est : Cl,xCy = 12x70 = 840,
Soit le comité comprend 2 hommes exactement, le nombre de cas est : CHhxCj = 6656 =3.696,
Soit le comité comprend 3 hommes exactement, le nombre de cas est : Ci,xCi = 220%28 = 6.160,
Soit le comité comprend 4 hommes exactement, le nombre de cas est : C},xCy = 495x8 = 3.960,

Soit le comité comprend 5 hommes exactement, le nombre de cas est : Ci, = 792,
Soit au total : 840 + 3.696 + 6.160 + 5.940 + 56 = 15.448. '




Deuxiéme manieére :

Dans 1’ensemble de tous les comités possibles, ’ensemble des comités contenant au moins un homme

est le complémentaire de I'ensemble des comités ne contenant aucun homme.
D’ou le nombre de comités contenant au moins un homme est : 15.504 — 56 = 15.448

2.d) Avoir plus d’hommes que de femmes, constitue I'un des cas suivants :
- 3 hommes et 2 femmes : nombre de cas = Ci,xC§ = 220x28 = 6.160

- 4 hommes et 1 femme : nombre de cas = C},xCh = 495x8 = 3.960

- 5 hommes : nombre de cas = C3, = 792
Soit au total : 6.160 + 3.960 + 792 = 10.9]2

11 / Probabilités

1. Probabilité d’un événement

a) définition

P(Q) désigne I'ensemble des parties de €2.

On appelle probabilité sur Q, toute application p de P(Q) dans [0 ; 1] vérifiant :
* p(@)=0.
. p@=1.

o Pourtout événement A = {a, ;ay; ... ; an} de Q, on a p(A) =p(a;) + p(az) + ... + p(a,). On dit
que la probabilité de A est égale a la somme des probabilités des évenements €lémentaires qui

constituent A.

b) Propriétés
Soient A et B deux évenements de "univers Q, On a :
e 0=p(A)=1L.
« p(AUB) =p(A) + p(B) — p(ANB).
* Si ANB =9 alors p(AUB) =p(A) + p(B).
e p(A)=1-p(A).

¢) Equiprobabilité

Lors d’une expérience aléatoire, on dit qu’il y a équiprobabilité lorsque tous les évenements
élémentaires ont la méme probabilité d’étre réalisé.

Si A est un évenement de Q, alors, en cas d’équiprobabilité on a :

Card(A)
A =
P(A) Card(Q2)
. lea A
On dit aussi p(A) = nombre de cas favorable a

nombres de cas possibles
Exercices d’applications
Exercice 1.6 résolu

Aminata dispose de deux dés A et B. les faces du dé A sont numérotées 3 ;3;3;2;2; 1 et celles du
déB,3;3;2;2;1;1.0nlance une fois chaque dé et on lit le chiffre inscrit sur la face supérieure.

L’un des deux dés présente une situation d’équiprobabilité. Lequel ? Justifier votre réponse.




Résolution
Pour chaque dé, les événements élémentaires sont ; {3}, {2}, {1}.

Dans le cas du dé A : Dans le cas du dé B :

Py =3=3 psy=2=1

_2_ 1 =£= ;I.,
pizp=2-1 plzy =2
p(i1) =4 pl1) =2=1

C'est le dé B qui présente une situation d équiprobabilité car les événements élémentaires issus du
lancer ont la méme probabilité ; ce qui n’est pas le méme cas pour le dé A.

Exercice 1.7 résolu
Une urne contient 9 boules indiscernables au toucher : 4 rouges, 2 bleues et 3 vertes. Une expérience

aléatoire consiste a tirer deux boules de I’urne.
1. Les boules sont tirées simultanément. Calculer la probabilité des événements suivants :

a) R : «les deux boules tirées sont rouges ».
b) C : «les deux boules tirées sont de la méme couleur ».
2. Reprendre les mémes questions les boules sont tirées successivement avec remise.

Résolution

1. Un tirage de deux boules de fagon simultanée parmi 9, est une combinaison de deux parmi 9.
Q étant I'univers de cette expérience aléatoire. On a card(Q) = C; = 36.

a) Tirer deux boules rouges, c’est choisir deux parmi les quatre boules rouges donc :

card(R) = C; =6.

Ainsi p(R) = % - é .

b) Tirer deux boules de méme couleur c’est :
soit tirer deux boules rouges (parmi les 4 boules), soit tirer les deux bleues soit deux boules vertes
(parmi les 3 vertes), d’ou :
card(C) = C2+C5+C% =6+1+3=9

.1

36 4°

2. Un tirage de deux boules de fagon successive et sans remise dans |'ensemble E des neuf boules est

une 2-liste d 'éléements de E.
2’ étant I'univers de cette expérience aléatoire. On a card(82’) = 9 =8l

a) Un tirage de deux rouges est une 2-liste de ’ensemble des 4 boules rouges.
card(R) = 4 = 6 et p(R) = %

b) Tirer deux boules de méme couleur, c'est .
soit obtenir une 2-liste de boules rouges (parmi 4), soit obtenir une 2-liste de boules bleues (parmi 2)

soit obtenir une 2-liste de boules vertes (parmi 3). D’ou :

card(C) =4+ 2+ 3 =9 et p(O) = 2

Denc p(C) =




Exercice 1.8 résolu

Une boite contient douze gateaux emballés séparément dans douze paquets identiques. Cinq de ces paquets

sont parfumés a la vanille, quatre autres au chocolat et les trois autres a la banane.
1. Un enfant choisit simultanément trois gateaux.
a) Combien a-t-il de choix ?
b) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants
A : « ’enfant mange un géteau de chaque sorte »
B : « ’enfant mange 3 géteaux identiques »
C : «’enfant mange exactement deux variétés de gateaux »,
2. L’enfant mange un gateaux le matin, un a midi et un le soir.
a) Combien a-t-il de choix possibles ?
b) Calculer la probabilité¢ de chacun des événements suivants :
D : « ’enfant mange un gateau 4 la vanille le matin, un a la banane le matin et un au chocolat le
E : « I’enfant un giteau de chaque sorte »
F : « ’enfant mange deux gateaux a la banane et un au chocolat »

Résolution
l.a) Le nombre de choix possibles
Chagque choix de trois gateaux est une combinaison de 3 parmi 12. Donc le nombre de choix (cardinal de

l'univers Q est - C;', = 220.
b) Probabilité de 1'événement A

Lenfant choisit un giteau a la vanille et un gdteau au chocolat et un gdteau a la banane.

60 3
Card(4) =C{xC;xC| =5x4x3=60 et p(4) = 220" 71

Probabilité de 'événement B

SOIT »

L'enfant choisit soit 3 gateaux parmi les 5 a la vanille soit 3 gdteaux parmi les 4 au chocolat soit les 3 gateaux a

la banane.

3

dB) =C}+C}+C] =10+4+1= ===
Card(B) =C;+C, +C; =10 1=15 etp(B) 520 74
Probabilité de événement C

On peut voir la question par deux maniéres

la premiére maniére : ['événement C est le contraire A vB: C= AU B

d(C) =220~ (60 + 15)= 145 C 0 _2
g = - = t = =
card(C) ( / ep(© 220 44

la deuxiéme maniére : 'enfant choisit :

soit des gdteaux a la vanille et au chocolat (ou 2 a la vanille et 1 au chocolat, ou 1 a la vanille et 2 au chocolat)
soit des gdteaux a la vanille et a la banane (ou 2 a la vanille et I a la banane, ou 1 & la vanille et 2 a la banane)
soit des gdteaux au chocolat et a la banane (ou 2 au chocolat et 1 a la banane, ou 1 au chocolat et 2 a la banane)

) 29
card(C) = (C; xCL+CIC] ) + (C}xC+CIC?) +(CIxC]+C,C}) =70 + 45 + 30 = 145 et p(C)= —

2. Probabilité conditionnelles
a) Définition

44

Soit A un événement de 'univers () de probabilité non nulle pour tout événement B de Q, la probabilité

de B sachant A est réalisé (ou simplement probabilité de B sachant A) est le nombre réel positif noté
p(ANnB)

pa(B) ou p(A/B) et défini par pa(B) =
p(A)




b) Schématisation d’une probabilité conditionnelle & deux générations a I’aide d’un arbre
pondéré :

[P(A)<p(B/A) =p(ANB)|

p(B/A)

b(A) P(B/A) P(A)xP(BIA)=P(ANB) _  >—>ip(B)=p(AB)+p(ANB)

p(A) 5y v PORORIpAB)] L, o) p(an)-« phnE)

p(A)xp(B/A)=p(AnB) _J

b) Propriétée
Soient A et B deux événements de probabilités non nulles. On a :
P(ANB) =p(A) x p(B/A)

=p(B) * p(A/B).

NB : De fagon générale, on a : p(A/B) # p(B/A).

¢) Evénements indépendants
Définition
Deux événements A et B sont indépendants lorsque la probabilité de I’un n’est pas modifiée par la
réalisation de [’autre. On a :
A et B sont indépendants < p(ANB) =p(A) x p(B)
< p(A/B) =p(A)
< p(B/A) =p(B).

Exercices d’application
Exercice 1.9 résolu

A la suite d’un sondage effectué¢ a propos de la construction d’un barrage, on estime que :
65% de la population concernée est contre la construction du barrage et parmi ces opposants, 70% sont
des écologistes.
Parmi les personnes non opposées a la construction, 20% sont des écologistes.
On interroge une personne au hasard.
1. Calculer la probabilité qu'une personne interrogée soit opposée 4 la construction du barrage et soit
écologiste.
2. Calculer la probabilité qu’une personne interrogée ne soit pas opposée a la construction du barrage et
soit écologiste.
3. En déduire la probabilité qu’une personne interrogée soit écologiste.
4. Sachant qu’une personne interrogée n’est pas écologiste, quelle est la probabilité qu’elle soit contre la
construction du barrage ?
NB : Pour faciliter les réponses aux différentes questions, on pourra noter les événements :

C : « Lapersonne interrogée est contre la construction du barrage » et C son événement contraire.

E : « La personne interrogée est écologiste » et E son événement contraire.

j



Résolution

[P(C)*P(E/C) = p(C NE) |

p(E/C) \
p(C) PE/C) PCIXPEIC)=PCAE) _  >—fp(E)=p(CE) +p(CE)
= _ p(C)xp(E/C)=p(CE) 5y o (CAE) e (C ~E
p© D(E/C | O] M s pE)-p(CAE)+pENE)
p(E/C) p(C)xp(E/C)=p(CNE)

D’aprés l'énoncé, on a :
p(C) =065 =p(C)=1-0,65=035.

P(E/C) = 0,70 =p(E/C) =1-070=030
p(EIC) =020 =p(EIC)=1-0,20=0,80.

1. L événement « une personne interrogée est opposée a la construction du barrage et est écologiste »
est CNE. p(CNE)=p(C)xp(EIC) =0,65%0,30=0,195.

2. L ’événement « une personne interrogée est pour la construction du barrage et est écologiste » est
CNE.p(CNE)=p(C)*p(E/C) =0,35%0,20 = 0,07.

3. L'événement « une personne interrogée est écologiste est E. p(E) = p(CNE ) + p(CAE ) = 0,265
4. 1l s'agit de l'évenement « une personne interrogée est contre la construction du barrage sachant
qu ‘elle n'’est pas écologiste » noté C/E .

o(CIE)=PCCE)  ee p(CAE) =p(C)x p(EIC) =0,70%0,30 = 0,21
et p(E) = 1 ~p(E) = | - 0,265 = 0,735.
p(CIE) = 50%"3 = 0,286.

Exercice 1,10 résolu

Une association de 96 membres propose différentes activités sportives a ses membres dont la natation et
le football. 12 membres s’inscrivent pour la natation et 32 pour le football dont 4 pour les deux. On prend
au hasard la fiche d’un adhérent.

On note N et F les événements :
N : « L’adhérent est inscrit pour la natation ».
F : « L’adhérent est inscrit pour le football ».
1. Les événements N et F sont-ils indépendants ?

2. Enest-ilde mémepour Net F? N et F ?

Résolution

1.0na (N=-1—{' (F)=-§-2— et (F(‘\N)=i
Lnap A 9%




12 32_4x3 32 _4
N)x p(F) = 22 x 243X 92 _ 4 _ AN,
PINXp(F) = o e = 56 96 PN

Donc les événements F et N sont indépendants.
64
F)= = etp(F NN,
P(F)= o5 ¢ Pl ) = vk

12 64 _4x3 32x2 _ &

Nixp(F)=— F NN,
PO P(F) = G o5 o5 95 95 ~P(F W
Donc les évenements N et F sont indépendants.
74 56
N)= Z etp(FAN
Fp(N) = oo etp( ) =55
(N)Xp(F)—Zi 64 _37x2 32x2 M?B’;’5 (Fr\N)

96 96 96 96 288
Donc les événements N et F sont dépendants.

3. variables aléatoires
a) définition
Soit Q I'univers d’une expérience aléatoire. On appelle variable aléatoire, toute application X de Q dans
R Ona:X:Q0—R
Ci X
On note X(Q) I’'ensemble des valeurs que X est susceptible de prendre.
L’événement « X prend la valeur xi » est noté (X = x;).

b) loi probabilité
X(Q)={x1;X2;...;Xn} €t p une probabilité définie sur Q.
Définir la loi de probabilité de X, c’est donner pour chaque valeur x; prise par X, la probabilité de
I’événement (X = x;) notée p(X = x;).
On vérifieque p(X =x)) +pX=x2) + ... +p(X=xy) = L.

Exercice 1.11 résolu
Exercice 5 p 332 livre Ciam

Résolution
9
4) =
1. p(4) 500
50 1
P® = 50670

2. La somme total de vente des tickets est : 500=x500 = 250.000
La somme totale de récompenses est : 62.000 + 9x7.000 + 50x500 = 150.000
Le bénéfice réalisé : 250.000 — 150.000 = 100.000

3. Soit & ['univers de cette expérience aléatoire :

a) X(€) = {-500: 0 ; 6500 ; 61500;.

b pesogy = 203 <30 L L 6500y = -2 - pesison) = -

500 50 500 10 500 500




X -500 0 6500 61500
44 I 9 I
P 5 0 | S0 | 00
44 1 9 1
E(X) = (-500)x — + 0Xx— + 6500x—— + 61500x —
) EX) = (300)% 55 10 500 500
= -200.
¢) Fonction de répartition
Définition

On appelle fonction de répartition de la variable X I"application F : R —[0 ; 1] x = p(X< x).
En supposant que x; <x; <x3<...<X, et posons p; = p(X = x;). Alors :

xej-oo; xi[, F(x) =0,

xe[x; %[, F(x) =pi,

xe[xz; x3[, F(x) =p1+p2,

Xe[X;; X[, FX) =p1+p2+... +pi,

Xe[Xn; +oof, F(x) = 1.
F est une fonction croissante en escalier.

Exercice 1.12 résolu
Un dé tétraédrique pipé dont les faces numérotées de 1 a 4 est tel que : p(1) =p(3) = 0,3 et
p(2) = p(4) = 0,2. On lance le dé deux fois de suite ; on note & chaque lancer le numéro de la face
supérieure. On désigne par X la variable aléatoire qui donne la somme des deux chiffres obtenus.
1. Déterminer la loi de probabilité de X et construire son diagramme en batons.
2. Déterminer et représenter la fonction de représentation de X.

Résolution

1. loi de probabilité de X
£ est I'univers de cetie expérience aléatoire. A 'aide d'un tableau a double entrée on obtient que

X(Q)=¢2;3:4,5;6;7,8}

X | 21 3| 4] 5| 6| 7] 8
PX) | 009] 012] 022] 024] 017] 012] 004

Diagramme en bdtons de X.

0.3 v
0,25

0.2
0.15

0.1 4=

0,05 =




2. Fonction de répartition F de X
Nous allons utiliser un tableau pour déterminer simplement la fonction de répartition :

x_ |- 2 3 y 5 6 7 8 +0
Fol 0 0,09 0.21 0.43 0.67 losd) 0.84 096 0.96 i

Représentation graphique de F

d) Paramétres d’une variables aléatoires

Espérance mathématigue
L’espérance mathématique de X est le nombre réel noté E(x) et défini par :
E(x) =xip1 +X2p2 + ... + Xppn O p; =p(X =X;),

n
= Z XiP; -
i=1

Variance
La variance de X est le nombre réel positif noté V(X)) et défini par :
V(x) =(x; - m)zpl +(x2 - 111)2 2+ o (X — m)zp11 ou p;

=X;"py + %2°p2 + ... + X Pa— (B(X)?).
= E(X) - (E(X))).

Ecart-type

=p(X =x) et m = E(x).

L’écart-type de X est le nombre noté o(X) €gal la racine carrée de la variance :

o(X) = 1/V(X) .

Exercice 1.13 résolu

A I’issue d’une expérience aléatoire, on définit une variable aléatoire X par le tableau ci-dessous :

X

5

3

2

4

7

8

p(X)

0,05

0,1

0,2

0,4

0,15

0,1

1. Calculer I’espérance mathématique de X.
2. Calculer la variance et I’écart-type de X.

3. Déterminer et représenter la fonction de répartition de X.

Résolution

1. Esperance mathématique de X

E(X) =(-5)x0,05 + (-3)x0,1 + 2x0,2 + 4x0,4 + 7x0,15 + 8x0,1

33




2. Variance de X

VIX) = (-5)7%0,05 + (-3)'%0,1 + 2*x0,2 + 4°x0,4 + 7°x0,15 + §x0,1 - (3,3)°
=1221

o(X) = 41221 -

3. Détermination et représentation de la fonction de répartition F

Détermination de F (simplement a ['aide d 'un tableau)

x |- -5 -3 2 4 7 8 +00
Fa)| 0 # 0,05 015 0,35 0,75 0,90 i
Représentation graphique de F
- '.—w—ww—é
- ' ' -14 -

5. Schéma de Bernoulli
a) Définitions
- Une épreuve de Bernoulli est une expérience conduisant a deux éventualités, I'une
appelée succes et notée S, I’autre appelée échec notée S.
- Un schéma de Bernoulli est une suite de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.

b) Propriété
- Au cours d’un schéma de Bernoulli de n épreuves la probabilité py d’obtenir k succés est
égale a py = CX p*(1-p)"™* ol p est la probabilité de succes.
- Le nombre n de succés et la probabilité p de succes sont appelés paramétres du
schéma de Bernoulli.

¢) Loi binomiale
Définition
On dit que la variable aléatoire X suit la loi binomiale lorsque X est égale au nombre k de
fois que s¢ produit un événement A dans un schéma de Bernoulli & n épreuves c'est-a-
dire :
p(X=k) = Cy p*(1-p)" ol p=p(A) etke{0; 1;...;n}.

Propriété
Si X suit 1a loi binomiale, on a E(X) =n.p et V(X) =n.p.(1 — p).

Exercice 1.14 résolu

Une urne contient 10 boules indiscernables au toucher : 5 oranges, 2 blanches et 3 vertes. Un jeu
consiste a tirer au hasard et simultanément deux boules de 1’'urne. Un joueur est gagnant s’il obtient dans
son tirage au moins une boule blanche.




1. Un joueur joue une fois. Calculer la probabilité des événements suivants :
E : «le joueur perd».

F : « le joueur gagne».
2. Lejoueur joue trois fois de suite. On considere la variable aléatoire X égale au nombre de

fois que gagne le joueur.
a) Déterminer X(Q).
b) Déterminer la loi de probabilité de X.
¢) Déterminer E(X) et V(X).

Résolution

1. Probabilités de E et F
Soit Q ['univers de cette expérience aléatoire

card(Q) = C; = 28 et card(E) =C; =15. Donc p(E) = %.
13
F)=1-p(E) = —.
p(F) p(E) 3

2.a) les valeurs prises par X
XQ)={0,1;2;3}
2.b) Loi de probubilité de X

1l faut remarquer que X suit une loi binomiale de paramétres n = 3 et p = %

X 0 / 2 3
» 3375 8775 7605 2197
P 21952 21952 21952 21952
(0) = CY x E. ox i‘.s_ 3: __3375
P 17\ 28 8) 21952
13\ (15 8775
I = C" | — K| —— = —_—-
P =6\ %) 23) 21952
13Y (15 7605
2) = Cz x| — | x| | ="~
P@ =G 5 28) 21952
13Y ’15]" 2197
3 = C"jl o — x| — o r—
PO =G X 35) X\ 28) " 21957

2.c) Esperance mathématique de X

EX) = 0x 3375 + Ix 8775 + 2% 7605 +3x 2197
21952 21952 21952 21952
_ 30576

21952
_ 39x784

" 28x784

13
=3x—{(n.
28( p)

i
28




Variance de X

V(X) =02x——-—3375 +17 e —— -
21952 21952 21952 21952

_ 16380

21952
=3x13x]5x28
28x28%x28
13 15
=3Ix—xX-——(np(l-
o np(1-p))
_s85

784

2
2, 8775 + 22x 7605 + 3% 2197 (%;J

EXERCICES

Exercice 1.15

On effectue une enquéte aupres de trois revues notées a, b, et ¢. On obtient les résultats suivants : sur
100 interrogées, 57 lisent a, 42 lisent b, 38 lisent ¢, 22 lisent a et b, 14 lisent b et ¢, 16 lisent a et ¢, 8
lisent a, b et c. Calculer le nombre de personnes :

1. quine lisentque aetb, que betc, que aetc.

2. qui ne lisent que a, que b, que c.

3. qui ne lisent aucune des trois revues.

( On pourra faire un diagramme).

Exercice 1.16

1. Combien peut - on former d’anagrammes du mot «LAINE » ?

2. Combien de ces anagrammes commencent par une consonne ?

3. Reprendre les deux questions précédentes pour le mot « BALEINE »

NB : On appelle anagramme d’un mot, tout assemblage ordonné, form¢ de toutes les lettres du mot.

Exercice 1.22

Une urme contient 9 boules : 4 rouges , 2 bleues, 3 vertes.

1. On tire simultanément trois boules de 1’urne. Calculer la probabilité des événements suivants :

R : « Tirer deux boules rouges ».

C : « Tirer deux boules de la méme couleur ».

2. Mémes questions dans le cas de tirage successif de trois boules avec remise ».

3. On effectue un tirage successif de trois boules sans remise.

On considére 1I’événement D : « Obtenir dans 1’ordre une boule rouge, une boule rouge et une boule

verte ». Calculer p(D).

Exercice 1.26
Deux individus A et B lancent des fléchettes en direction d’une cible. On admet que chacun des

individus atteint ou non la cible indépendamment de I’autre.

La probabilité que I'individu A (respectivement B) atteigne la cible est de g (respectivement %).

Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

1. A1 « Que les deux individus atteignent la cible ».

2. B : « Qu’aucun des deux individus n’atteigne la cible ».

3. C: « Qu’au moins un des deux individus atteigne la cible ».
4.D : «Qu’un individu et un seul atteigne la cible ».




Exercice 1.32

1 1 1
A et B sont deux événements tels que P(A) = > et P(B) = Z et P(ANB) = E .

Calculer PA(B), Pa(A), P(AUB) et P(AN B).

Exercice 1.37
Une roue de loterie se compose de trois secteurs rouges, quatre secteurs blancs et »n secteurs verts.
(n€ N\{0}). Ces secteurs sont de formes géométriques identiques, et, lorsqu’on fait tourner la roue,
chaque secteur a la méme probabilité de s’arréter devant un repére fixe.
Un joueur fait tourner la roue :
e Sile secteur repéré est rouge, il gagne 1600 F,
e §’il est blanc, il perd 1200 F,
e S’il est vert, le joueur fait tourner une deuxieme fois la roue, cette deuxiéme épreuve étant
indépendante de la premieére :

- Si le secteur repéré est rouge, il gagne 800 F,
- S’il est blanc, il perd 200 F,
- 8’1l est vert, il ne gagne rien et ne perd rien.
1. Dans cette question on suppose # = 5.
Soit X la variable aléatoire qui désigne le gain algébrique du joueur a I’issue de la partie.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Démontrer que 1’espérance mathématique de X est E(X) = igg

2. Dans cette question n est quelconque. X, est la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur.
a) Déterminer la loi de probabilité de X,.

1600n
b) Démonter que I’espérance mathématique de X, notée E (X)) est égale a a7y
¢) On considére la fonction numérique f définie sur [0 ; +oo [ par f(x) = (—x;;-)T
X +

Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation (les limites ne sont pas demandées).
En déduire la valeur de n pour laquelle E (X)) est maximale. Quelle est la valeur correspondante
de E (X,)?

Exercice 1.38
On dispose au hasard les lettres du mot « MATH » dans un damier
5x5 représenté ci — contre.
1. Montrer que le nombre de dispositions possibles est 303 600.
2. Calculer la probabilité d’obtenir : M H
a) Les quatre lettres sur une méme ligne.
b) Exactement trois lettres sur une méme ligne. A

¢) Exactement deux lettres sur une méme ligne.
d) Au plus une lettre par ligne.
3. Calculer la probabilité de lire le mot « MATH » sur une ligne ou une colonne.
NB : La lecture se fait de gauche 4 droite sur une ligne et de haut en bas sur une colonne, y compris
les cas ot deux lettres sont séparées par une case vide.




NOMBRES COMPLEXES

PARTIE 1 : GENERALITES

I/ Ensemble des nombres complexes

1. Définition

On admet I’existence d’un nombre imaginaire noté i vérifiant i* = -1.

On appelle nombre complexe tout nombre qui s’écrit sous la forme a + ib, ol a et b sont des réels.
L’ensemble des nombres complexes est noté %, eton a R c %.

L’addition et la multiplication dans % s’effectuent comme dans R.

2. Forme algébrique d’un nombre complexe :

Propriété :

Tout nombre complexe z s’écrit de maniére unique sous la forme z = a + ib avec a et b sont des réels.
Cette écriture s’appelle forme algébrique de z.

3. Partie réelle — partie imaginaire
Dans la forme algébrique dez=a+1b:
a s’appelle partic réelle de z et notée Re(z) et b s’appelle partic imaginaire de z et notée m(z).

4. Egalité de deux nombres complexes
Propriété
z et z’ sont deux nombres complexes, on a :
o 2=7 & Rz) = R(Z") et In(Z) = Iu(2Z’).
e z=0=R(z)=0et Su(z)=0.
5. Nombres imaginaires purs
Définition
On appelle nombre imaginaire pur, tout nombre complexes qui s’écrit sous la forme ib avec be R.
L’ensemble des nombres complexes imaginaires purs est noté iR.
Propriété
e ze R R(2)=0.
« zciR & Su(2)=0.

I/ Caleunl dans %

1. Somme et produit
z=a+ibetz’ =2a’ +ib’ deux nombres complexes sous forme algébrique et k un réel, alors :

e z+z’=(a+a)+i(b+Db’)
s kz=ka+ikb
e zz’=(aa’ - bb’) +i(ab’ +ba’).

2. Opposé d’un nombre complexe
Soit z = a + ib un nombre complexe sous forme algébrique.
L’opposé de z est le nombre complexe —z =-a— ib.

3. Inverse d’un nombre complexe non nul

Soit z un nombre complexe non nul de forme algébrique z = a + ib, I'inverse de z est le nombre
complexe :

E




| a . -b
+i )
7z a’+b®  a’+b’

4. Nullité d’un produit
Propriété :
Pour tout nombres complexe z et z’, onazz’=0& z=0o0uz’ =0.

5. Puissance entiére d’un nombre complexe
Définition
e VvneN', 0"=0.
e Vze%\{0},ona;
o 2°=0
o zn-l-] = Zin
a1
o z'"=—,

z
Cas particuliers : Puissances entiéres de 1.

Pour tout entier naturel n,ona: i"=1 ; i"™'=;i ; i*? =1 ; {3 =4

6. Formule du binome de newton :

Pour tous nombre complexe z et z’ non nuls, et pour tout entier naturel non nul, on a :

(z+2)= ZCE z"(z)"?
p=0
=C0 () P+Clz@) '+ C @)  H + C 2 2 4 OO
NB : On peut obtenir les coefficients CP 4 1’aide du triangle de pascal ci-dessous

Le coefficient C] se trouve a I’intersection de la ligne n et de la colonne p.

Plool v 2 3 | 4| 5| ..
0 1 :
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 1
Ona: CP=C + C . Exemple: C! =C, + C;
EXERCICES
Exercice 2.1
Copier puis compléter le tableau suivant :
- Forme algébrique de z Re(z) Su(z)
-2 +1
2 -1
-4
0 243
i
0




Exercice 2.2

Donner la forme algébrique de chacun des nombre complexes suivants :

(1—1i)2 + 30) : i(1 +20)(-3 +2i) - 3(2 -iV2) ; 3+4i

&—061

Exercice 2.3

Donner I’opposé et I’inverse de chacun des nombres complexes suivants :
3420 5 (2-2i3)

Exercice 2.4

Donner la forme algébrique de chacun des nombres complexes suivants :
I N R N (o

3+1

5-7i

Sans les calculer sous forme algébrique, montrer que a + 3 est un nombrer réel et o - 3 est un nombre
imaginaire pur.

. 3-i
Soit les nombres complexes o = -etp=
5+7i

7- Représentation géométrique d’un nombre complexe

Le plan @ est muni d’un repére orthonormé direct (O, I, J).

A tout nombre complexe z de forme algébrique a + 1b, on associe le point M du plan ¢ de coordonnées
(a, b).

M est le point-image de z et z P’affixe de M.

OM est le vecteur-image de z et z I’affixe de OM.

Si M’ est le point d’affixe z’, alors z’ — z est 1’affixe du vecteur MM
L’axe (IO) des est appel€ axe réel et I’axe (OJ) axe imaginaire.

4

I1I/ Conjugué et module d’un nombre complexe

1. Conjugué d’un nombre complexe

a) Définition

Soit z un nombre complexe de forme algébrique z =a + ib.

On appelle conjugué de z, le nombre complexe noté 7 et défini par 7 = a — ib.
Interprétation géométrique : les points M(z) et M’( Z ) sont symétriques par a I’axe (10).

e M(2)

............... M@ -26-

j




b) Propriétés

Soit z et z” deux nombres complexes avec z de forme algébrique z=a +ib. Ona:

o 7=z
¢ 77Z=a"+b

e ——=acel

e Siz+#0alors: (1J=l~ et [-Z—J=£.
z) z z z

2. Module d’un nombre complexe
a) Définition

Soit z un nombre complexe de forme algébrique z = a + ib et M son point image dans le plan complexe

muni du repére orthonormé direct (O, I, J).

On appelle module de z, le nombre positif noté |z| défini par [z| = vVa’> +b’ .

Interprétation géométrique

Le module de z affixe du point M est égal a la distance OM

M(z)

M'(z')

Si M’ est le point d’affixe z’, alors |z’ — z| est la distance MM’.

b) Propriétés
Pour tout nombre complexe zetz’,ona:
o lz[=lz|=]Z]
e 27 =z
e z|=0e2z=0.
e Re(z’)<|z|et Im(z) <|z|
o |z2|=z.|2’]
1
k&

_ 1|7k
12

e Siz#0alors:

Z

Z

e Sip est un entier, [z°| = |z].
o lz+Z’| <7+ 2.




IV- Forme trigonométrique et forme exponentielle d’un nombre complexe
1. Arguments d’un nombre complexe non nul
a) définitions
Soit z un nombre complexe non nul et M son point image dans le plan complexe muni du repére
orthonormé direct (O, I, J).
On appelle argument principal de z, le nombre réel noté ARG(z) égal a 1a mesure principale de

(OT;0M).

Toute autre mesure de (OI ;OM) est appelée simplement argument de z et notée arg(z) eton a:
arg(z) = ARG(z) + 2kn avec ke Z. '

NB:

Le point image de tout nombre complexe est parfaitement déterminé par la donnée du module et d’un
argument de ce nombre.

On n’attribue pas d’argument au nombre complexe 0.

b) Propriétés pour tout nombre complexe non nulz,on a :
e zeR o arg(z) =km kel

e zeiR & ARG(z) = % ou ARG(z)=-%.

o arg( é) = - arg(z) + 2km. keZ.

o arg(-z) =m + arg(z) + 2kn, keZ.

2. Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul

a) Propriété — définition :

Tout nombre complexe z non nul de module r et d’argument 6 peut s*écrire sous la forme :
z =r(cosh + isin@). Cette écriture est appelée forme trigonométrique de z.

b) Egalité de deux nombres complexes non nuls sous forme trigonométrique
Propriété : soit z et 2’ deux nombres complexes. On a :
z=z7 & |z| =|2’| et ARG(z) = ARG(Z")

& |z| = |2’| et arg(z) = arg(z’) + 2kn, keZ.

E



¢) Passage forme trigonométrique — forme algébrique
z est un nombre complexe non nul.

Forme algébrique Forme trigonométrique

r=|z=va’+b’

a4 . a
z=a+ib z=r (cos® +isinB) avec { cosh =—
r
. b
sinf = —
_ r
a=rcosb z=r(cosO + isin0)

z=a+1bavec ,
|b=rsind

(Voir table trigonométrigue et cercle trigonométrique page 160)

3. Calcul avec les formes trigonométriques — opérations sur les arguments
a) Propriétés
Soient z = r(cosd + isinb) et z’ = r’(cosO’ + isinf’) deux nombres complexes €crits sous forme
trigonometriques. On a :
o z.z'=r.r [cos(0+ O+ isin(0 + 0)]

[cos(-0) + isin(-0)]

NN
[ ==

' [cos(@- 8) + isin(8’- 0)]
- Lo

o 7z° =1"[cos(p0) + isin(p0)] avec peZ.

~ |

b) Propriétés
Pour tous nombres complexes nonnulsz et z’,on a:
o arg(zz’) = arg(z) + arg(z’) + 2km, keZ

. arg(lJ = - arg(z) + 2kn, keZ
Z

. arg(i) = arg(z’) —arg(z) + 2kn, keZ
z

e SineZ, arg(z") =nxarg(z) + 2kn, keZ
EXERCICES

Exercice 2.5

Donner le conjugué de chacun des nombres complexes suivants :
. 3-i
1-7i 5 i(N2-31) 5 (@+3)+(Si-1) . -

Exercice 2.6
Donner le module de chacun des nombres complexes suivants:

246 2 (B-DGi-2) ;@) +8i) ;

Exercice 2.7
Le plan est muni du repére (O ;75 ).
Placer les points-images de chacun des nombres complexes suivants :

Za=-1+i;  Zg=-i ; Zc=i-2 . Zp=2-2i3.

B



Exercice 2.8
Dans chacun des cas suivants, déterminer puis construire I’ensemble des points M d’affixe z

vérifiant: |z + 2| =z — | ;o fiz-3|=z-3+1 ; 2 +iz{=3 ; |z -1]=2

Exercice 2.9

1. Sans calcul, en utilisant simplement la définition, donner 1’argument principal du nombre
complexe proposé :

ARG(L) = oo : ARG(1) =,
ARG(A) = oo, : ARG(-) = ..ovoon.., e,

2 <0, ARG(2) = oo, : 2> 0, ARG(2) =....ovooveereeereo. o
b <0, ARG(DI) = ..rvoovoeeerreeremere ; 5> 0, ARG(bI) = ...voovovvovereecccer

2. Déterminer un argument de chacun des nombres réels suivants :
Z71=1-1i ; z;=ﬁ-i ; z;=(1+iw/§)(1+i) ; Z4= 2 zs=(1 - i)
Exercice 2.10

Ecrire sous forme trigonométrique chacun des nombres complexes suivants :

z2i=-V3+i; zm=1-i z=(01-)CB+) ; z2=1-)PB+i); 2=

Exercice 2.11 résolu

Soit [e nombre complexe Z = (1 + iﬁ )1 -1).

1.a) Ecrire sous forme trigonométrique (1 + i3 Yet(1-1).
b) En déduire la forme trigonométrique de Z.
2. Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe Z.

. 4 ’ r n - Tl:
3. Déduire des résultats précédents les valeurs exactes de COSE et SIHE.

Résolution
L Ona:(1+iJ3)= zjcosf;- + z’sing—] et(l-i) = \E[cos(—-;i) + ;'sfn(—-’;f)]

b4 T, 7
D Z| =22 et = —4f——)=—
onc |Z| V2 e arg(Z) 3 ( 4) 12
b4 7T
Ainsi Z =242 [cos— + isin—

insi \/_[ T ) 12]
2Z=1+iN3)1-i)=(1+3)+i¢-1++3)
3. D’apres les questions précédentes, on a :

Z=2J§[cos% +isin%j=(]+ ﬁ)+i(-1+ \/3)
7 _1+¥3 _J2+46

Donc : cos— = =
12 242 4

Siniz»: 1443 = ~J2+46
12 242 4



4. Forme exponentielle d’un nombre complexe non nul :

a) Définition '

En posant cos6 + isind = ", alors tout nombre complexe z de module r et d’argument s’écrit z = re'’.
Cette écriture est appelée forme exponentielle de z.

b) Opérations sur les formes exponentielles
P
Propriétés
- 153 7 3 9 I * :
Siz=re" etz’ =r’e” sont deux nombres complexes écrits sous forme exponentielle, alors :
o zz =rre@®?®

1 1 .
. _=_e-|H
Z T
o
. - - euﬂ-ﬁ)
Z r
n _ n_inb
e 7 =re
o 7 —re"
o -z=r"""

¢) Formules de Moivre et d’Euler

Formules de Moivre

Pour tout entier n et pour tout réel 6, on a:
(cosB + isinB)" = cosnd + isinnb

Formules d’Euler

Pour tout entier n et pour tout réel 0, on a:

eiG _I_e—iﬁ . i _ e—iB
e cosf= —— et sinff= ———
2 21
ing —iné infl —inf
+e —-€
e cos(nf)= ——— et sinnf)= ———
(n6) 5 (n6) 2%
EXERCICES

Exercice 2.12
Ecrire sous forme exponentielle chacun des nombres complexes suivants :

2=2 5 z3=-5 5 z5=—2+iW6 ; ze=1+i3 ; zZ=(1+i3) ; Zoz_%l_i'

Exercice 2.13
X étant un nombre réel, exprimer cos5x et sin5x en fonction de cosx et sinx.

Exercice 2.14 )
x étant un nombre réel, linéariser cos*x et sin’x.

V- Racines n'*"™ d’un nombre complexe

1. Racines carrées d’un nombre complexe

a) Définition

Soit Z un nombre complexe. On appelle racine carrée de Z tout nombre complexe z tel que =7

b) Propriété
e 0 est sa propre et unique racine carrée.
e Unnombre complexe non nul admet deux racines carrées complexes opposées.




SiZ=a+ibetz=x+iyaveca,b,xetyréels,ona:
x?+y? =Jal+b?
’=7 e {x*-y*=a
2xy=b

¢) Application : résolution d’équation du second degré dans %

Définition

L’équation (E) : z € %, az? + bz + ¢ =0 avec a, b et ¢ des nombres complexes tels que a # 0. est
appelée équation du second degré dans %.

Résolution
e On calcule le discriminant A =b” — 4ac.
b
¢ Si A=0alors (E) admet une solution : zg = "2
a
. . , ) -b-d -b+d
o Si A #0 et é une racine carrée de A, alors (E) admet deux solutions : z; = etzy = 2 "

Exercice 2.15 résolu

1. a) Déterminer les racines carrées du nombre complexe 40 —42i .
b) Résoudre dans %, I’équation (E) : 2 — (1 +i)z— 10+ 11i = 0.
2. Soit le polyndme P défini par : P(z) =z° - 2%+ (- 9 + 10i)z - 11 — 10i.
a) Calculer P(-i).
b) Déterminer les nombres complexes a et b tels que P(z)=(z+ 1)(2 +az +b).
c¢) Résoudre dans %, 1’¢équation P(z) = 0.

Résolution
l.a) Soit 0 = x + iy (x et y étant des nombres réels) tel que & = 40— 42i.
x’+y? =358 2x’ =98 x’ =49 x=7oux=-7
Onaalors : 3x* —y* =40 &2y’ =181 ' =9 &{y=3ouy=-3
2xy =—42 xy <0 xy <0 xy <0

Donwo=7-3iouo=-7+3i
1.b) Caleul du discriminant
A=(1+i)2—-4x(-10+ 11i)
=40 - 42i
Les racines de A sont 7 - 3i et -7 + 3i.
Donc les solutions de (E ) sont :
(1+i)+(7-3i)
1= =4-
2
(I+:) (7-3i)
2
2.a) P(-i) = (-i)} = (<)* + (-9 +10i)(-i) - 11 — 10i
I+I+9i+]0 11-10i

=-3+2i

H ||

b) P(z) —(z+z)(z’+az+b)
=z +(a+z)z + (b +ia)z + bi

Par identification, ona : a +i=-1
b+ai=-9+10i
bi=-11-10i

soita=-1-ietbh=-10+ 11i
donc P(z) = (z + )[2' = (1 + )z 10 + 11i]




2.¢)P(z) =0 & @+ i) — (1 +i)z— 10+ 11i]
S@E+i)=00uz —(1+i)z-10+11i=0

f(z=-louz=4—i ouz=-3+2i

DouSc ={-i;4—i;-3+2i}

2. Cas général de la racine n“™ d’un nombre complexe
a) Définition _
Soit Z un nombre complexe et n un entier naturel non nul. On appelle racine n™ de Z tout nombre

complexe z tel que 2" = Z.

b) Propriété B
e 0 est sa propre et unique racine n'“™,
e Sin>2 et que Z s écrit sous la forme exponentielle Z = re'®, alors Z admet exactement n
. B+ 2kn
racines n'“™ qui sont les valeurs de wre’ » olke {0,1,...,n-1}.
. 2kn

- e .-y = a
e Lesracinesn“™de 'unité sont: z,=e " ouke{0,1,...,n-1}.
iéme

¢) Points images des racines n
Le plan est muni du repere orthonormé direct (O, L, J).
e Sin=2, les points-images des 2 racines carrées sont diamétralement opposés sur le cercle

G(O;\E).

e Sin> 2, les points-images des n racines n'“"* sont les sommets d’un polynéme régulier a n

cbtés inscrit dans le cercle @O ; ﬁ; ).

Exercice 2.16 résolu

Déterminer les racines cubiques de -8i.

Résolution

Ona:-8i=8e¢?
Soit z = re'® tel que 2 = -8i

ks

—=

Alors 22 =-8i @r e =8¢ 2
r=8
T )
3a = —-5+ 2k, k est un entier

r=2

T 2km .
o =—~—+7,k est un entier

On obtient toutes les solutions pour k€ {0, 1, 2}.
Les solutions sont :

_E _3r
zp=2e ; z;=2e" ; zz3=2e ¢
¢ 'est-a-dire Zp =\/§ -1 ; z;=-2 ; Zy = -1/5 -1

E




EXERCICES

Exercice 2.17

1. Déterminer sous forme algébrique les solutions dans % de I’équation z* = 1.

.54
2. En déduire les solutions dans % de I’équation (E) =1.
zZ+i

Exercice 2.18

Résoudre dans % chacune des équations suivantes :
l. (1+1)z=3-1i
2. 2z+1-i=1z+2
3. 2z+1-1)(iz+3)=0
z+1 =2i
z-1

5. 2iz+Z -3=0 (On pourra poser z =x + iy ou x et y sont des réels).

Exercice 2.19

Résoudre dans % chacune des équations suivantes :
1. 22+ 2-2=0

2. 72-10z+25=0

3. 20 +2+3=0

4

. 72 +iz+1431 =0.




PARTIE 2 : NOMBRES COMPLEXES ET CONFIGURATIONS GEOMETRIQUES

Configurations

Caractérisations géomeétriques

Caractérisations complexes

Egalité de vecteurs

T

— AB=CD Zs-Za=Zp-Zc
Egalité de distances
X// AB=CD | 2s-2Zal=|Zp-Zc|
Angles orientés de vecteurs
P— rncst;x-%i(ﬁj_‘b; = arg| 22" %c
mes (AB;CD) ’ g 25 -2,
_
Alignement de points o z. -7 .
- AB=kACouk eR’ | = |eR
Le—Zy
\ ¢ mes (KB.;E)=kT[,kEE sarg G =kmn,keZ
Zc ~Za
Points Cocycliques *A,B,CetDEC(K, 1) * |2k - Zal = |zx - Zp| = |2k - Zc| = |2k - Zp
AK=BK=CK=DK=r
«A,B,CetDER(O, 1) * [2al = |zs| = lzc| = fzol
OA=0B=0C=0D JZa"Zp Zc-Zp cR
+ A, B, C et D sont cocycliques 20 -2, x z, -2,
ABCD est un parallélogramme
/S e et
Triangle ABC isocéle en A * lzc - zal = |28 - Z4|
AB=AC Ze A _ ¢ gue™® avec mesA=a #kn
Zp-Zy
Tl'ianglc ABC équllatéral . AB — AC = BC . |ZB- zAl = |ZC - Zﬁl = |zc_ zFl'
LT
A i Zc 2 3 "3
: s AB=ACetmes A = +— * |zg- za| = [2c - za €t =€° ouc
3 Zg-Z,
Triangle ABC rectangle en A
—— Z.-Z
. T € TA oiR'
mes(AB;A_C)=iE z,-2, <!




Exercice 2.20 résolu

On considere le plan complexe @ muni d’un repére orthonormé direct (O, 1, J) d’unité graphique 2 cm.
Pour tout nombre complexe z, on pose : P(z) = Z —3iz2 + (3 + 1)z-2+2i.
1. a) Calculer P(-1).
b) Résoudre dans % 1’équation p(z) = 0.
2.850itf: ¢ > @

-1z—2

M(z) 5 M’(z’) tel que 2’ = Vz#-1.

A, B, C et E sont les points de @ d’affixes respectivesa=-1 ;b=2i;c=-iete=1+i.
a) Placer les points A, B, C et E. Quelle est la nature du quadrilatéere ABEC ? Justifier.
b) Soit C* = f(C). Donner ’affixe de C’ sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.

. : 1
¢) Soit G’ le point d’affixe 3 Calculer I’affixe du point G tel que f(G) = G’.
3. a) Calculer z’ + i en fonction de z et en déduire que |z’ +i| [z + 1| = V5

b) M appartient au cercle de centre A et de rayon 2.
Démontrer que M’ appartient & un cercle dont on précisera le centre et le rayon.

. . i BM
4. a) Justifier que pour tout point M du plan distinct de A et B,ona: OM’ = AM
b) En déduire I’ensemble (D) des points M du plan dont I’'image M’ soit sur le cercle

trigonométrique.
5. a) Démontrer que pour tout point distinct de A et B,ona:

arg(z’) = mes (m;l\ﬁj - g +2kn, keZ.

b) En déduire I’ensemble (I") des points M du plan tels que z’ soit un nombre réel strictement
positif puis le construire.

Résolution
1.a)P(-1) = (-1 = 3i(-1)* + 3+ i)(-1) - 2 + 2i
=-]-3i+3+i-2+2i
= ().
1. b) P(-1) = 0, il existe donc des nombres a, b et c tels que P(z) = (z + 1 )(azz + bz +¢)
Détermination de a, b et ¢ par le tableau de Hérner

1 -3i -3-1i 2+ 20
-1 -1 1+30 2-2i
1 -1-3i 2+ 2i 0
a=1 =-1-3 et ¢c=-2+2i

donc P(z) = (z + 1)(Z* — (1 + 3i)z— 2 + 2i)
Pz)=0&z+1=00uz’—(1+3i)z-2+2i=0.
(l):z+1=0ez=-1
(2): 28— (1+3i)z-2+2i=0
A=(1+30)°=4(-2+2i)

=]+6i-9+8-8i

=-2i
Recherche des racines carrées de A.
Elles sont les solutions de l’équation z2 = -2i.
On pose z = x + iy et on a le systéeme :




X+y'=2 [2x*=2 x=1ou x=-1
-y =032y =2edy=1ou y=-1
2xy=-2 xy <0 xy <0

Les racines carrées de A sont 6, =1 —ietd,=-1 +i.
Les solutions de I 'équation 22— (1 +3)z-2+2i=0, sont:

1+ 3i+1—i .
2
I+ 3i—I+i
., = +3i ]+I=2i
2

Se ={-1;2i;1+i}

2. a) voir la figure pour la construction
Par conjecture ABEC est un parallélogramme.

En effet : Zo=2Zp— 24 =b—a=1+2i
Zp=2ZE—Zc =e—-C= 1+ 2i

o= 25 AB=CE. Donc le quadrilatére ABEC est un parallélogramme.

2.b) C" = f(C).
DOHCZ(?-= “IC‘2=—I(—‘I)—2= _3_=_3(I+l)=—_‘.g._ii
c+1 (—i)+1 1—-i 2 2 2

Forme trigonométrique de C’

i3] (5] -5

Soit @ un argument de C’. on a :
_3 \
2 2

COSS=T—=——'2—
EN
2
3

=

sinf = —*4—=———

350 2

2

r=> 0= -%T donc z,, =%ﬁ[cos(—{7x)+fsfn(-37ﬂ)]

2.¢)zg = %erf(G) =G’

fG) =G e z¢ = fizg)
I -z, =2

2 zo+1
1 1
Sz(5+) =5 -2

& zZo=-1+2i




—iz—2 b= —iz—2+iz+i _ —2+i
z+1 z+1 z+1
—-2+i
z+1
En passant au module, on a :

|-2+i] |2+ Vs
| z+1 |_ |z+!| _|z+f"
Donlz’ +illz+ 1] = 5.

ajz’+i=

z'ti=

2+ il =

3b)MeCA;2) @AM =2
Siz+ 1| =2
Or d’aprés la question 3.a) |z” +i|lz + 1] = 1/3
Js

Donclz+1|=2 & |z’+i|=7

V5

S CM' = —
2

J5

eM el —2-).

4. a) pour tout point M+ A et M+ B, ona:

—iz=2 -i(z-2i)

Coz+l z+l
Donc |z’| = [—I'Z~2|=|-i(z—2i)|=|—i"(z—2;‘)l= |22 ‘
| z41 ' |z+1‘ ]z+}| |ZM_ZA|

Et comme |2°'| = OM" ;' |zp— zp| = BM | |zpy— 24| = AM alors OM’ =

4. b) M’ est sur le cercle trigonométrique OM’ = |

oM’ =] #% =]
AM
& BM = AM

< M appartient a la médiatrice de [AB]
(D) est donc la médiatrice de [AB].

—iz=2 _—i(z-2i)
z+1 z+1

arg(z’) = arg( _ZIZ_:!Z] = arg(—— i(z—21) J

S.0)z’ =

z+1
= arg(-i(z— 2i) — arg(z + 1) + 2kn, kZ
= arg(-i) + arg(z— 2i) —arg(z + 1) + 2km, kZ.

=_ g + mes (m,ﬂTB') + 2km, ke Z.

M

AM

:Eij




arg(z’) = mes (MA:MB) - % + 2kr, ke Z.
5.b)2’€ R, earg(z) =0+ 2kn, ke Z.

& Mes (MA:MB) g =0

& Mes (MA;MB) = %

& M appartient au demi-cercle (I') de diamétre [AB] tel que l'arc BA soit orienté
dans le sens positif (voir construction).

EXERCICES

Exercice 2.21

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct (O, L, J).
~ Soit les points A, B, C et D du plan d’affixes respectives -1 ; 2i ; ~iet 1 +1.
Démontrer que le quadrilatere ABCD est un parallélogramme.

Exercice 2.22

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct (O, L, J).
On considere les points E , F et G d’affixes respectives 1 + 2i;3 —i;et— 1+ 5i.
Démontrer que le point E est le milieu du segment [GF].

Exercice 2.23

Soit les points A et B d’affixes respectives -1 +iet 2 + 2i.

1. Déterminer et construire I’ensemble (I'1) des points M du plan d’affixe z tels que : |z +1 —i| = 3.
2. Déterminer et construire I’ensemble (I'z) des points M du plan d’affixe z tels que :




lz+1—1i=|z-2-2i
2. Déterminer et construire I’ensemble (I';) des points M du plan d’affixe z tels que :
iz-2i+2|=

Exercice 2.24

On considére le polynome P de la variable complexe z défini par P(z) =z* — 2’ +z - 1.

1.a) Montrer que P(z) se met sous la forme P(z) = (z — 1)Q(z) ol Q est un polyndme a déterminer.
b) Ecrire Q(z) sous la forme Q(z) = (z + 1)R(z) ou R est un polynéme que 1’on déterminera.
2. Résoudre dans I'ensemble % des nombres complexes, 1’équation P(z) = 0.

3. On appelle o la solution de partie imaginaire strictement positive. Calculer o o o o® o® puis
2004
o,

Exercice 2.25

Le plan complexe est muni d’un repeére orthonormé direct (O, I, J) d’unité graphique 2 cm.
Soit A, B, C et D les points du plan d’affixes respectives :
Za=2-21;zg=-1+T1;2c=4+2i;z2p=-4-2i.

1. Placer ces points dans le repére.

Zy Zy—Zy
2.0 T
n pose Q, = Z, -7, etQ, = Z 7.

a) Calculer les nombres complexes Q; et Q; sous forme algébrique.
b) En déduire que les points A , B, C et D sont cocycliques.
3. Soit Q le point d’affixe — 1 + 21 Démontrer que Q est le centre du cercle passant par les
points A, B, Cet D.

Exercice 2.26

On donne dans %, 1’équation (E) : z* - 22’ — 8iz + 16 =0.
1. Vérifier que — 2i est une solution de (E).
2. Démontrer que (E) admet une soltion réelle.
3. Déterminer les nombres complexes a, b et ¢ pour que :
z'— 27 - 8iz + 16 = (z - 2)(z + 2i)(az’ + bz + ¢).
4. Résoudre I’equation (E).
5. Le plan est muni d’un repére orthnormé direct (O, I, J). Soit A, B et C les points d’affixes
respectives zy = — 2i ; zg = «/5 +ietze= 3 +i.
a) Ecrire zp et z¢ sous forme trigonométrique.
a) Vériefier que zy ; zp et z¢ sonr les racines cubiques de 8i.
c) Le triangle ABC est inscrit dans un cercle (C). Déterminer le centre et le rayon de ce (C), puis
- vérifier que le point D d’affixe 2 appartient a (C).
d) Calculer 1a mesure de chaque c6té du triangle ABC.

Exercice 2.27

1. Résoudre dans % I’equation : z* — 3z + 3 —i=0.

2.Onpose P(z) =2' — 22 —iz +3 —i.

a) Vérifier que P(— 1) =0.

b) Déterminer les nombres complexes a, b et ¢ tels que : P(z) = (z + 1)(az2 + bz + ¢).

c) Préciser tous les zéros de P.

3. Dans le plan est muni du repére orthonormé direct (O, I, J), on donne A(0;2) ; B(2; 1)}
C(1;-1)etD(-1;0).

a) Faire une figure (unité graphique : 1 cm).

b) Démontrer que le quadrilatere ABCD est un carré.




4.a) Calculer I’affixe du centre K de ABCD.
b) Déterminer I"affixe de E graphiquement puis par le calcul.

5. Determiner et construire I'ensemble des points M d’affixe ztels que [2iZ — 2 — 4i|=2 NCH

Exercice 2.28

1. On considére dans % I’équation (E) : 2> — 722 + (13 + 161)z + 9 — 12i = 0.

a) Démontrer que (E) admet une solution imaginaire pure zo que ’on précisera.

b) Résoudre I’équation (E).

2. Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O, I, J), on considére les points A, B
et C d’affixes respectives<1; 1 +2iet 6 —31.

a) Placer les points A, B et C puis démontrer que ABC est un triangle rectangle.

b) Démontrer que I’affixe du point D, image de B par la translation de vecteur iid’affixe 4 est :

5+2i.

c¢) Démontrer que les points A, B, C et D appaartiennent a un méme cercle (C) dont précisera le

centre et le rayon.

Exercice 2.29

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ; €; ; €3) d’unité graphique 2 cm.

A est le point d’affixe -2 — i. On considere I’application f du plan @ privé de A dans &, qui a tout
z—1i

Z4+2+1

point M du plan distinct de A associe le point M’ d’affixe z’ =

On pose z = x + iy avec x et y des nombres réels.
1. Exprimer la partie réelle et la partie imaginaire de z’ en fonction de x et y.
2. En déduire que I’ensemble (I') des points M du plan d’affixe z tel que z’ soit imaginaire pur, est

le cercle de centre le point K(-1 ; 0), de rayon V2 , privé du point A.
3. Déterminer I’ensemble (E) des points M du plan d’affixe z tels que z’ soit un nombre réel.
4. Construire les ensembles (I') et (E) dans le repere(0; € ; €).

PARTIE 3 : NOMBRES COMPLEXES ET TRANSFORMATIONS DU PLAN
I- Présentations

Dans cette partie on suppose le plan complexe muni d’'un repere orthogonal direct (O, 1, J).

1. Définition
On appelle transformations du plan toute application du plan dans lui-méme.

2. Transformations usuelles
Translations, symétries centrales, symétries axiales, homothéties, les rotations et les similitudes

directes

I1- Symétries particuliéres

1. Symétrie par rapport a ’axe des abscisses - Symétrie par rapport a I’axe des ordonnées
Propriétés

L’écriture complexe de la symétrie par rapport a ’axe (OI) est :

=1

L’€criture complexe de la symétrie par rapport a ’axe (OJ) est :

k]

2 =-Z




2. Symétrie centrale
Propriétés
L’écriture complexe de la symétrie centrale par rapport au point Q d’affixe @ est :
z'=-z+2w.
En particuliers, I’écriture complexe de la symétrie centrale par rapport a 1’origine O du repere est :

z'=-z

I11- Similitudes planes directes
1. Définition
On appelle similitude directe du plan, toute transformation dont I’écriture complexe est de la forme :

z'=az+bolac% etbe%.

2. Nature et éléments caractéristiques d’une similitude
Soit f une transformation du plan dont 1’écriture complexes est : z” =az + b avec aec% etbe% .

Conditions sur a et b Ecriture Nature et caractéristiques de la transformation f
complexe
b=0 z'=z f est I’identité du plan.
a=1
b#0 z'=z+b | f estlatranslation de vecteur d’affixe b.
acR’
b=10 zZ'=az f est ’homothétie de centre O et rapport a.
a#l , . . *affi
b %0 S=az+b f est ’homothétie de centre le point d’affixe
b/ (1- a) et rapport a.
b=0 z'= az, f est la rotation de centre O et d’angle de mesure
" a=¢" arg(a) = o.
a 4
z'=az +b, | f estla rotation de centre le point d’affixe b/ (1- a)
b # 0 i s —
R" a=e et d’angle de mesure arg(a) = a.
a¢
_ . f est la similitude directe de centre O, de rapport |a|
b= 0 zZ'=az ,
al %1 et de d’angle de mesure arg(a).
al #
. f est la similitude directe de centre le point d’affixe
b #0 Z'=az+b

b/ (1- a), de rapport |a| et de d’angle de mesure arg(a).

3. Propriétés des similitudes
a) Images de figures simples
L’image d’une figure simple par une similitude est une figure de méme nature :

- I’image d’une droite est une droite

I’image d’une demi-droite est une demi-droite
I’image d’un segment est un segment

I’image d’un cercle est un cercle
I’image d’un angle est un angle

b) Conservation

Toute similitude directe conserve :
- le barycentre (en particuliers le milieu d’un segment)
- l’alignement
- l’orientation des angles




- le parallélisme
- D’orthogonalité
- le contact.

¢) longueurs et aires

Toute similitude de rapport k multiplie les longueurs par k et les aires par k>

EXERCICES

Exercice 2.30

Soit A et B les points du plan d’affixes respectives -2i et 1 +1i

1. Déterminer I’écriture complexe de la translation 7 de vecteur AB.

2. Soit la droite (D) d’équation y = x + 2. Déterminer une équation de la droite (D’) image de (D)
par la translation ¢ .

Exercice 2.31
Déterminer I’écriture complexe de la transformation f dans chacun des cas suivants :

1. fest la rotation de centre A(3 — i) et d’angle —g .

2. fest ’homothétie de centre Q(-2 + 51) et de rapport —-% .
3. fest la symétrie centrale de centre B (1 + 1)

4. fest la similitude directe de centre A(2i), de rapport 372 et d’angle —%

Exercice 2.32

Dans chacun des cas suivants, I’écriture complexe de la transformation f est donnée. Déterminer la
nature et les ¢léments caractéristiques de f.-

1.z = 1—;/52_ 3 +i 2. z’=—§_—z+5(1—i) 3. 27=-3iz+4-2i
. 5w %3
4. z*:z+'_;“i 5. 2 +l-i=ef(@+l-i) 6 2 -4=+2e%(z-4)

7. 2+3-1=-5(z+3-1).

Exercice 2.33

Le plan complexe est muni du repére orthnormé direct (O, I, J) unité graphique : 2 cm.
1. On considére I’équation (E) : z € C, 2 -2(1+)z+8(1+i)=0.
Vérifier que V z € C, z2-2(1+ i)z +8(1+1)=(z + 2)[z" — 2(1 + i)z + 8(1 +1)].
2.a) Déterminer les raciness carrées du nombre complexe — 8 — 61.
b) Résoudre dans 1’équation (E,) : z € C, 72 -2(1+ i)z + 8(1 +i)=0.
¢) En déduire les solutions de (E).
3. Soient A, B et C les points d’affixes respectives — 2 ; 4i et 2 - 2i.
a) Faire une figure.
b) Soit K le milieu du segment [BC]. On considére la similitude directe S de centre A qui
transforme B en K.
Déterminer et construire 'image (C”) du cercle (C) de diameétre [AB] par la similitude S.
¢) Déterminer I’écriture complexe de S.
d) Déterminer ’angle et le rapport de S.




STATISTIQUES

On considére une population de n individus sur laquelle on a relevé deux types de valeurs (poids, taille
par exemple). On note :

=X13X25 cenis , Xn les valeurs relevés pour le poids.

Y13 Y25 e ; ¥n les valeurs relevés pour la taille.
Onpose X={X1;X2;...... ; Xn}

Y={yi;y25.nn. > Yn}

XXY ={(x1;y1) 5 (X25¥2) 5 venen 3 (Xn 5 Yn)}
Les éléments de XxY forment une série statistiques a deux variables ou simplement une série
statistiques double.

On se propose d’étudier s’il existe un lien entre ces deux variables. Ce lien, s’il existe, est-il
suffisamment fort pour permettre de faire des prévisions par le calcul ?

I- Présentation d’une série statistique double

1. Présentation linéaire
Lorsque la série statistique présente un faible effectif, on peut simplement utiliser un tableau linéaire
pour la présenter.

Exemple :
Le tableau suivant donne 1’évolution du prix d’une denrée pour ces six derniéres années.

Années | 2005 [ 2006 | 2007 { 2008 |{ 2009 | 2010
Prix | 2050 { 2650 { 3300 | 3950 | 4100 | 4600

Visiblement le prix de la denrée semble dépendre du temps

2. Tableaux 4 double entrée — Séries marginales
Lorsque I’effectif de la population est élevé, on utilise un tableau a double entrée.

a) Séries non regroupées par classe

Exemple :
Deux examinateurs A et B ont, chacun, interrogé 100 candidats et attribué a chacun candidat une note

dans I’ensemble {0 71;2;3;4;5}. Lesrésultats sont consignés dans le tableau a double entrée
suivant ou X désigne la variable « note attribuée par I’examinateur A » et Y la variable « note
attribuée par I’examinateur B ».

v X 0 1 2 3 4 5 Total
0 1 2 1 0 0 0 4
1 4 5 3 1 0 0 13
2 0 4 15 13 5 0 37
3 0 2 10 7 3 3 25
4 0 0 3 6 4 3 16
5 0 0 0 2 1 2 5
Total 5 13 32 29 13 8 100

Définition : On appelle série marginale, la série statistique associée a 1’une des variables X ou Y.




Série statistique de X

X 0 1 2 3 4 5
Effectif 5 13 32 29 13 8
Série statistique de Y
Y 0 1 2 3 4
Effectif 4 13 37 25 16

a) Séries regroupées par classe

On regroupe une série par classe lorsque pour un effectif total élevé, on a de faibles effectifs pour la
plupart des modalités.

Exemple :
Le tableau a double entrée suivant, donne la taille Y (cm) et le poids X (en kg) de 100 éléves de
terminale.

v X1 11561600 | [160;165[ | [165;170[ | [170;175]
[46 ; 50] 16 8 2 0
[50; 55[ 3 18 6 1
[55 ; 60] 9 6
[60 ; 65] 0 3 8 15

On compléte le tableau en y ajoutant le centre de chaque classe ; on obtient alors deux séries
statistiques marginales comme suit :

Centres > 158 162,5 167,5 172,5
l v X [156 ;160[ | [160;165[ | [165;170[ | [170;175]
48 [46 ; 50[ 16 8 2 0
52,5 [50; 55[ 3 18 6 1
57,5 [55; 60[ 1 9 9 6
62,5 [60; 65[ 0 3 8 15
Les séries marginales sont :
Série statistique de X
X 158 | 162,5| 167,5| 172,5
Effectif 26 28 25 21
Série statistique de Y
Y 48 | 52,5 | 57,5 | 62,5
Effectif 20 38 25 17




I1- Etude de séries statistiques doubles

Nous allons baser notre étude sur I’exemple suivant :

Exemple :

Le tableau suivant, présente I’évolution du taux de chdmage, en pourcentage de la population active
dans un pays de 1950 a 1996.

Années 1950 | 1960 | 1965| 1970 1975 1980 | 1985 | 1990 | 1995 | 2000

Rang des années x; 0 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Taux y; 1,1 0,8 1,6 1,2 1,3 2 26| 24 3,1 34
1. Nuage de point

a) Définition
Dans un repére orthogonal bien choisi, I’ensemble des points M; de coordonnées (i ; yi), avec
1 <1<n, est appelé le nuage de points associé a cette série statistiques a deux variables.

b) Représentation graphique

Représentons la série ci-dessus dans un repére orthogonal pour lequel :
1 cm représente 5 années sur 1’axe des abscisses,

1 cm représente un taux de chémage de 0,5% sur I’axe des ordonnées.

c¢) Point moyen
Définition
Notons x la moyenne des valeurs x; et y la moyenne des valeurs y;. Avec les notations précédentes,
ona:
X +Xp bt X, 7= Vi +Y, et y,
n n
Le point G de coordonnées (X ; ¥) est appelé le point moyen du nuage de points associé a cette série

statistique a deux variables.

X =




Exemple :
Avec la série ci-dessus, on a :
< 0+10+15+20+25+30435+40+45+50 270

10 10
_ Yy, +1,1408+1,6+1,241,3+2+26+2,4+3,1+3,4 195
y = =

10 10

Donc le point moyen G a pour coordonnées (27 ; 1,95). Il est indiqué sur le graphique précédent.

=1,95

2. Ajustement du nuage de points par une droite

a) Le principe de ’ajustement
Lorsque le nuage de points associé a une série double a une forme approximativement rectiligne, on
peut procéder a un ajustement affine en tragant une droite passant le plus prés possible de ces points
et qui donnera les meilleurs résultats.
Dans le repere choisi, cette droite passe par le point moyen G.

b) La méthode d’ajustement : la méthode des moindres carrés
Validité de I’ajustement
C’est attester que la droite d’ajustement linéaire peut ou non apporter les meilleurs résultats. Pour
cela, on calcule le coefficient de corrélation linéaire r qui mesure la force du lien de dépendance entre
les deux caractéres.
~ Coefficient de corrélation linéaire

r= cov(X;Y) ol

JVX)V(Y)

o cov(X;Y)= leiyi -Xy
n

o V(=3 xR e V)= Yy 5

» Propriétés
o Onadmetque:-1<r=<l.

. . . 3
o L’ajustement est considéré comme valide si |r| >—2~: 0,87.

> Remarques
o rest positif dans le cas ou les variables varient dans le méme sens.

o restnégatif dans le cas ol les variables varient en sens contraires.

Exemple
Justifions que [’on peut ajuster le nuage a I’aide d’une droite par la méthode des moindres carres.
Graphiquement le nuage est approximativement rectiligne, on peut donc envisager de 1’ajuster par une
droite.
Mais avant, il nous faut valider cette méthode en évaluant le coefficient de corrélation linéaire.

cov(XiY) =%[Ux],1+I0><U,8+IS><l,6+20xl,2+25xl,3+30x2+35x2,6+40x2,4+45x3,1+50x3,4)-—27x1,95
=11,85
V(X) = %(0’4»10’+152+202+252+302+3.524-402+4sz+50f)—z72
=231.

V(Y) = %(1,12 +0,8% 41,67 +1,27 +1,32 +2% +2,6% + 2,4* +3,1* + 3,4%) 1,957
= 0,7205.




11,85

\/231x0,7205

Lorsque 0,87 < |r| < 1, la corrélation entre les deux variables est forte.

~0,919

¢) Droite d’ajustement

» Ladroite de régression de y en x, a pour équation :
_cov(X;Y)(x_ )+ 5.
V(X)
» Ladroite de régression de y en x, a pour équation :
= cov(X;Y)
V(Y)

(y-y)+X.

Exemple
Déterminons une équation de chacune des droites de régression :

La droite de régression de y en x, a pour équation :

11,85
y= 231 (x-27)+1,95=005x— 11,55 =y =0,05x— 11,55.
La droite de régression de y en x, a pour équation :
11,85
=— - 1,95) + 27 = 16,45y — 5,08 = x = 16,45y - 5,08.
X 0.7205 O ) y— 3,08 =x Sy -35.08

NB : de fagon générale, c’est la droite de régression de y en x qui utilisée.

d) Estimations — Erreur d’estimation

Exemple

En utilisant la droite de régression de y en x :

a) Donner une estimation de 1’année & partir de laquelle taux de chdmage dépassera les 5%.

b) donner une estimation du taux chémage en 2005.

¢) En réalité en 2005, le taux de chomage fit de 3,41%. A quelle erreur I’estimation conduit-elle ?

Exprimer cette erreur en pourcentage de la valeur réelle.

Solution

a)y=0,05x+ 0,625 =x=88 donc l'année est [’an 2038 (1950 + 88)
b) En 2005, x = 55. Doncy = 0,05%x55 + 0,6 = 3,35. En 2003, le taux de chomage a prévoir est de

3,.35%.
c) Notons e ['erreur d’estimation. On a :
3,41—3,35
e= |——-~—jx 100% ~ 1,76%

3,41
Donc I’estimation est acceptable.

Exercices résolus
Exercice 3.1

Xi 1,48 1,45 1,39 1,40 1,36 1,30 1,24 1,18
Y 101 104 105 107 108 110 114 115




Le tableau ci-dessus donne les valeurs de deux variables statistiques X et Y.
X repréesente le cours de la livre sterling par rapport au dollar américain sur une période de 1’année
1984 et Y représente le prix, en livre sterling d’un produit.

. a) Représenter le nuage de points de cette série statistique dans le plan muni d’un repére orthogonal
(1 cm pour 0,02 unités en abscisse et 1 cm pour 0,2 unités en ordonnée).
On initialisera le repere en (1,1, 10).
b) Placer le point moyen G.
. Déterminer le coefficient de corrélation entre X et Y. Que peut-on déduire de ce résultat ?
. Déterminer une équation cartésienne de la droite de régression de Y en X par la méthode des
moindres carrées. Construire cette droite sur le graphique.
. Le cours de la livre étant a 1,16 par rapport au dollar, quel prix peut-on prévoir pour le produit
¢tudié ? (On donnera la valeur a 1’unité pres)

Exercice 3.2
On donne le tableau 4 double entrée suivant relatif 4 I’étude de la série double suivante : 56

individus classés sous les deux caracteres poids et taille. X désigne le poids en kg et Y la taille en
cm.

v X1 [as;500 | [50;5S[ | [55;60]
[150 ; 155[ 9 1 0
[155 ; 160[ 18 4 1
(160 ; 165] 5 12 6

1. Déterminer les centres des classes de X et Y.
2. Déterminer la séric marginale des centres de classes associ¢e a X puis celle associce a Y.
3. Peut-on réaliser un ajustement linéaire par la méthode des moindres carrés entre les variables

X etY ? Justifier votre réponse.

Résolution

Exercice 3.1

1. a) Nuage des points (voir graphique)
1. b) Point moyen G
T 1,48+1,45+1,40+1,38+1,36+130+124+1,18+115 10,64

8

101+104+105+107+108+114+115+118+ 872
8 8

Pour la position de G voir le graphique.

=133

Y =

2. Calcul du coefficient de corrélation linéaire :
1,487 +1,45% +1,40" +1,38% + 1,367 +1,24* + 1,18* + 1,157 -2
8

<1,33? =0,013525

V(X) =
14,2594




101° +104° +105% +107> +108> +114° +115% +118% +
8

-Y?

V(Y) =

=§5@~—1092 =315

148101+ 145104+ 14dx 105+ 138x 107 + 136 <108+ 124dx 114+ 118115+ 1,15x118 TxP
— X x
8

Cov(X, Y) =
_ 115458

—-144,97=-0,6475

Le coefficient de corrélation linéaire r
_ _cov(X)Y) _ -0,6475 ~ 0,992

WX )vy) 40013525x315

Ce résultat montre qu’il y a une forte corrélation entre X et Y. d’out qu’'un ajustement linéaire par la

méthode des moindres carrés est envisageable.
y=XY) v %)iT
V(X)

_ —06475
0,013525
=-47,87X +172,67

(X-1,33)+ 315

4. Selon I'ajustement, X = 1,16 implique que Y = 117,1
Le prix du produit a prévoir est doncll7,1 livres sterling.

T T I —

Exercice 3.2
1. Le tableau suivant donne les centres des classes et leurs effectifs respectifs :




Centres des classes de X

47,5 52,5 57,5
X . . . Effectifs
v [45;50[ | [50;55[ [ [55;60] de ¥
des 157,5 | [155;160[ 18 4 1 23
classes
de Y 162,5 | [160;165] 5 12 6 23
Effectifs de 32 17 7
X
2. Séries marginales
Série marginale associée a X
Centres x; 47,5 525 | 575
Effectifs n; 32 17 7
Serie marginale associéea Y
Centres y; 1525 | 157,5 | 162,5
- Effectifs nj 10 23 23

3. a) Calcul des moyennes, variances, covariance et coefficient de corrélation linéaire

7o Z;,.x‘. _32x47,5+17%x525+47%57,5 _ 28:;5 5027

2
(28”) ~ 1243
56

~ 158,66

V(X)= —-—Z:;x*'_ X

56

;_32x475° +17x52,5° +7x57,5°

36

o _ MK _ 10x1527+23x157,5+23x162,5 _ 8885
N

Z n;y ,
N

V(Y )=

_}72=

56

56

56

10x152,77 +23x157,5° +23x162,57 (8885
56

Pour le calcul de la covariance utilisons le tableau suivant :

Xi Yi njj RgXi
47,5 152,5 9 65193,75
47,5 157.5 18 1346625
47,5 162,5 5 38593,75
52,5 1525 8006,25

2
J ~]3,39




52,5 157,5 4 33075
52,5 1625 12 102375
57,5 1525 0 0
57,5 157,5 1 9056,25
57,5 162,5 6 56062,5
Total 447025

D %, YT = 447025 2815 8885
N 56 56 36
Coefficient de corrélation linéaire :
cov(X,Y) 0,55

- xorey)

Le lien entre les deux variables X et Y est faible. Tout ajustement linéaire pourrait conduire a des
prévisions erronées.

Cov(X, ¥) = =~ 7,06

EXERCICES

Exercice 3.3

A la fin de I’année, tous les déchets de la d’Abidjan devront étre traités par des déchetteries. Pour
cela une étude a été faite sur I’expérience de la ville de Pretoria en Afrique du Sud.
Le tableau ci-dessus donne 1’évolution du nombre de déchetteries a Pretoria depuis 1’année 2000.

Année 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006
Rang de I’année X; 1 2 3 4 5 6 7
Nombre de déchetteries Y; 12 18 33 53 69 83 95

1. Représenter le nuage de points associé a cette série dans un repére orthogonal d’unités
graphiques : 2 cm pour 1 en abscisse puis 1 ¢cm pour 5 en ordonnée.
2. Déterminer les coordonnées du point moyen puis le placer sur le graphique.
3. On se propose d’évaluer le nombre de déchetteries a la fin de 2012.
a) Un ajustement par la méthode des moindres carrés permet-il de faire des estimations fiables ?
justifier votre réponse.
b) Déterminer une équation de la droite de régression linéaire de Y en X.
c¢) Donner une estimation du nombre de déchetteries en 2012.
d) Les experts estiment qu’il faudrait 200 déchetteries pour traiter les déchets. En supposant que
I’évolution se poursuit au méme rythme, évaluer I’année au de laquelle ce nombre serait atteint.

Exercice 3.4

En Cote D’Ivoire, les factures de CIE (factures d’électricité) sont distribuées tous deux (2) mois.
Monsieur Kouadio a noté régulierement 1’évolution des taxes sur ses factures.
Le tableau suivant donne les taxes sur les années 2008 et 2009.

Dates | 02-08 | 04-08 | 06-08 | 08-08 | 10-08 | 12-08 | 02-09 | 04-09 | 06-09 | 08-09 | 10-09 | 12-09

Rang

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

T‘f{,‘es 675 | 710 | 715 | 755 | 760 | 770 | 820 | 820 | 835 | 895 | 920 | 955




1. Representer graphiquement cette série statistique dans un repére orthogonal d’unités graphiques :
1 cm pour | en abscisse puis 1 cm pour 50 en ordonnée.

2. Déterminer les coordonnées du point moyen puis le placer sur le graphique.

3. Justifier que I’on peut ajuster linéairement cette série par la méthode des moindres carrées.

4. Déterminer une équation de la droite de régression de Y en X puis construire cette droite sur le
graphique.

5. A Taide de la droite :
a) Déterminer une estimation des taxes en juin 2010.
b) Déterminer la date a laquelle ces taxes vont-elles dépasser 1500.

Exercice 3.5
Voici le tableau donnant I’évolution des surfaces cultivables (en milliers d’hectares) dans un pays.

Année 1985 | 1990 | 1995 | 2000 | 2005
Rang de I’année X 0 5 10 15 20
Superficie en milliers d’ha Y 805 | 629,7 | 5343 | 431 218

1. Représenter graphiquement le nuage de points associé a cette série statistique dans un repére
orthogonal d’unités graphiques : en abscisse 0,5 cm pour une unité puis 2 cm pour 100 milliers
d’hectares en ordonnée.

2. a) Déterminer les coordonnées du point moyen puis le placer sur le graphique.

b) Calculer la variance de X, la variance de Y et la covariance de X et Y.

c) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y. en donner le résultat au millieme.

d) Un ajustement linéaire est-il justifié ?

e) Déterminer une équation de la droite de régression de Y en X par la méthode des moindres
carrés. Tracer cette droite sur le graphique.

3. Quelle estimation, en milliers d’hectares, de la surface cultivable en 2004 peut-on faire a partir de

la droite de régression ? En donner I’arrondi au dixiéme.

4. En réalité, en 2004 les surfaces cultivables avaient une superficie de 266, 2 milliers d’hectares. A

quelle erreur I’estimation conduit-elle ? Exprimer cette erreur en pourcentage de la valeur réelle.







EQUATIONS DIFERENTIELLES

I- Généralités : vocabulaire et notation

- Une relation entre une variable x, une fonction f de x et au moins 1’une des dérivées successives f”,
£, 77, ..., est appelée équation différentielle.

Exemple :

£(x) + 3f(x) = 2x>+1

£7(x) - 9f(x) = 0.

- Une équation différentielle est dite d’ordre n lorsque le plus grand ordre des dérivées intervenant
dans cette équation est n.

Exemple :
L’équation f’(x) + 3f(x) = 2x’+1 est une équation différentielle d’ordre 1 (a cause de 7).
L’équation f’(x) + 9f’(x) — f(x) = O est une équation différentielle d’ordre 2 (a cause de ™).

- Toute fonction vérifiant une équation différentielle sur un intervalle ouvert K est appelée solution
sur K de cette équation différentielle.

- Intégrer ou résoudre une équation différentielle sur un intervalle K, c’est déterminer I’ensemble
des solutions de cette équation différentielle sur K. ’

- la courbe représentative d’une solution d’une équation différentielle est appelée courbe intégrale de
cette équation différentielle.

I1- Résolution de quelques types d’équations différentielles
1. Tableau récapitulatif

Types d’équations différentielles Solutions géneérales sur R |
£ =af ac R fix)=ke™ (kc€R) |
f*=0 fix)=Ax+B (AeR,BeR)

-0 f=0, weR f(x) = Ae”™* + Be®* (A€R,BeR)

2+ f=0, el f(x) = Acos(wx) + Bsin(ox) (A€ R, BER)

2. Propriétés

a) Soit (E) I’équation différentielle y’ = ay (a€ R) ; xo et yo des nombres réels.
Il existe une unique solution f de telle que f(xq) = yo.

b) Soit (E) I’équation différentielle y” + ay= 0 (a€ R) ; Xo, Yo et z des nombres reéels.
Il existe une unique solution f de (E) telle que f(xp) = yo et '(xo0) = Zo.

Exercice 11.1 résolu

1. Résoudre dans R, I'équation différentielle suivante : (E) : y’ = 2y.
2. a) Résoudre dans R, I’équation différentielle suivante : (E’) : 3y’ + 6y =0.
b) En déduire la solution de (E ) vérifiant f(0) = 2.




Résolution

1) Les solutions sur R de I 'équation (E) sont les fonctions f : x+ ke’™™ (k € R).
2.a) (E’) <y’ = -2y, donc les solutions sur R de I'équation (E’) sont les fonctions f : x - ke**
(k € R).
b) f(0) = 2 ?ke’z “0 = 2 &k = 2. Donc la solution est la fonction de R vers R définie par
fix) = 2e".

Exercice 11.2 résolu

1. Résoudre dans R, I’équation différentielle suivante : (E) : y”=4y.
2. a) Résoudre dans R, I’équation différentielle suivante : (E”) : y” + 25y =0.
b) En déduire la solution de (E) vérifiant f(0) = 2 et £’(0) = -10.

Résolution

L(E) @y —dy=0ey -2 =0.
Les solutions sur R de I'équation (E) sont les fonctions f : x> Ae”™ + Be™ (A€ Ret Be R).

2.a)(E’) ¢y + 5y = 0, donc les solutions sur R de I'équation (E’) sont les fonctions
[ : x> AcosSx + Bsin5 avec (A€ Ret Be R).

b) Ona: [y =-54sin5x + 5Bcosix.
Jf0)=2etf(0)=1=A=2eB=-2
Donc la solution est la fonction de R vers R définie par f(x) = 2cos5x - 2sin5x

— 22 sin(5x - E)

Exercice 11.3 résolu

On considére |’équation différentielle suivante : (E) : £7(x) + 4f(x) = 12x.
1. Déterminer les réels a et b pour que la fonction g : X + ax + b soit une solution de (E) sur R.
2. a) Démontrer qu’une fonction h est solution de (E)si et seulement si la fonction h — g est solution
de I’équation différentielle (E*) : £7°(x) + 4f(x) = 0.
b) Résoudre (E’) -
c¢) En déduire les solutions de (E).

Résolution

1. onapourtoutxde R g'(x) =aet g '(x) =0.
Donc pour tout x, g''(x) + 4g(x) = 0+ 4% (ax + b) = 12x & 4ax +4b=12x
< 4a=12et4db=10
< a=3etd=0.
g est donc la fonction définie par g(x) = 3x. (On dit que g est une solution particuliére de (E)).

2. a) On a que g est solution de (E ) c¢’est-a-dire g"'(x) + 4g(x) = 12x
Alors h est solution de (E ) < h’'(x) + 4h(x) = 12x
& h’'(x) + 4h(x) =g '(x) + 4g(x)
= h’(x)-g"'(x) + 4[h(x) + g(x)] = 0.
=th-g)" +4(h+g)=0.
> h — g est solution de ['(x) + 4f(x) = 0.

b) (E?) : "6 + 4f(x) = 0.
(E') & y”+ 2°y =0, donc les solutions sur R de | 'équation (E') sont les fonctions
[ x> Acos2x + Bsin2x, avec (A€ Ret Be R).




c) les solutions de (E ) sont les fonctions h de vers définies par :
h(x) = fix) + g(x)
= Acos2x + Bsin2x + 2x. (On dit que h est la solution générale de I’équation (E).

EXERCICES

Exercice 11.4

Intégrer chacune des équations différentielles suivantes puis déduire celle qui vérifie la condition
initiale indiquée.

1. y'=4y s ¥(l)=2e.
2. y+3y=0 ; y(-1)=e.
3. y7=y ; ¥W(0)=2 et y(0)=4
4,y +36y=0 ; y(0)=+3 et y(0)=6.
5. y7=0 s =2 et y(I)=1

Exercice 11.5
On considére 1I’équation différentielle suivante .y’ — 2y =2x + 1
1. Vérifier que la fonction g : x ~ - X — 1 est une solution de (E).
2. a) Montrer qu’une fonction f est solution de (E) si et seulement si, f— g est solution de 1’équation
differentielle (E”) : y’ - 2y = 0.
b) Résoudre (E”)
c¢) En déduire les solutions de (E). Puis la solution h de (E) qui vérifie h(0) = 1.

Exercice 11.6
On considére I’équation différentielle suivante : y> + 9y = x> + x + L.
1. Déterminer les réels a, b et ¢ pour que la fonction g : x = ax’ + bx + ¢ soit une solution de (E) sur R.
2. a) Montrer qu’une fonction f est solution de (E) si et seulement si, f — g est solution de I’équation
différentielle (E*) : y* + 9y = 0.
b) Résoudre (E”)

¢) En déduire les solutions de (E). Puis la solution h de (E) qui vérifie h(0) = V3 et h’(x) = 6.
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