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CHAPITRE 1

FONCTIONS NUMERIQUES

1.1 Fonctions Numériques a variable réelle

1.1.1 Définition

On appelle fonction numérique de la variable réelle, toute fonction de R ou d’une partie de
R dans R.

1.1.2 Ensemble de définition
Définition

Soit f une fonction numérique.
On appelle ensemble de définition f notée £y ou domaine de définition de f notée D I'ensemble
des réels x pour lesquels f(x) existe, c’est-a-dire 'ensemble des réels de 1’ensemble de départ
de f qui ont une image par f dans I’ensemble d’arrivé.

Remarque

Toute fonction polynome est définie sur RR.



FONCTIONS NUMERIQUES

1.1.3 Quelques conditions d’existences des fonctions numériques

Soit p et g deux fonctions polynomes.

Fonctions numériques f

Conditions d’existences de f ou Ef

f@) = apw" +anll€n_1 +..t+ax+ag; a, =0

f est définie sur R

=
&
I
"E
L~ —
SRS
N—"| ~~—]

f existe si et seulement si ¢(z) =0

g
=
I
S8
=
S—

f existe si et seulement si p(z) >0

f existe si et seulement si % >0etg(z)=0

f existe si et seulement si p(z) >0 et g(z) >0

f existe si et seulement si p(z) >0 et g(z) >0

f existe si et seulement si ¢(z) >0

flz)= qu) f existe si et seulement si p(x) >0 et g(z) #0
f(z) =p(x) + \/CI(Z‘) f existe si et seulement si g(x) >0
f(x) = |p(z)| f est définie sur R
flz)= \/|p(a:)| f est définie pour tout z € R
f(x):\/|p($)|+l;l€1R sil>0 f est définie sur R
flz)= \/|p(x)| +1;1€R si 1 <0, f existe si et seulement si |p(z)|+1>0
f(z) =cos(az +b) ou f(x)=sin(ax+b);a=0 . f est définie sur R

Exercice

Déterminer 1'ensemble de définition des fonctions suivantes : f(z) = 324 + 22+ 6;

9(x) =TT 1; h(z) =]z +2[ - 2; k(x)zwj(x_l; l(z) =245+ 20 +4;

z Vi

m(z) =

1.1.4 Cas d’une fonction raccordée

\/x—H;p(ﬂﬁ) = w13 q(x) = /|1 +22|.

Exercice
Soit f une fonction définie par : 3r—5 B
41

On désigne par (¢) la courbe de f dans le repere orthonormé (O;

Déterminer I’ensemble de définition de f.

— =
i, 7 )

9
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FONCTIONS NUMERIQUES

1.2 Compléments sur les limites

1.2.1 Limites de référence

. .k
lim 2" =0;n € IN* lim —=0:k€eR
z—0 17*>010 X
lim /x =0 lim =—o0;n € N*
z—0 z—0" l’zln_l
lim ——— =400 lim — =+o0;n € N*
T+ xQn—l + T—50 x2n + ’
lim z"=+o00; € N* lim +z=+o0;n & IN*
x‘>+oor x*)Jroo:
lim 2°" = +oco0;n € N* lim 2z '=—00;n e N*
lim — =0;n € IN* lim — =0;n¢€ IN*
rz—r+o0 g r—r—o0 g

1.2.2 Limites en ’infini des fonctions usuelles

a) Cas d’une fonction polynéme

La limite en I'infini d’une fonction polynome est égale a la limite en I'infini de son monome
de plus haut degré.
b) Cas d’une fonction rationnelle

La limite en I'infini d’une fonction rationnelle est égale a la limite en I'infini du quotient des
mondmes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur.

Exercice
322 +2
lim (=52%47z+4); lim ey
T—>—00 rz—4+oo x—1

c) Cas d’une fonction irrationnelle

Exercice

Calculer les limites suivantes lim /22 +3z+4; lim 22—z +3.
T—>—00

T—>+00

1.2.3 Formes indéterminées

Dans certains cas les opérations algébriques ne permettent pas de trouver la limite cherchée.

. . . 7’ . 7/ m
On dit qu’il y a une forme indéterminée. Ces cas sont : +00 —00; 0 X 00} 0 et —.
00

Pour lever I'indétermination, on utilise :

> La factorisation pour les fonctions polynomes.
> L’expression conjuguée pour les fonctions irrationnelles.

Exercice

1—
Calculer les limites suivantes : lim Ve ; lim (V3—z—v2—2); lim (z—\/22+1);
—0o0

r—1 r—1 "=z— r— 400
) 22— Tr+6
lim

=212 4+ 32— 10
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FONCTIONS NUMERIQUES

1.2.4 Limites classiques des fonctions trigonométriques

Soit, @ un nombre réel non nul.

. sinzx . sinax
> lim =1et lim =aq.
z—0 1 z—=0 x
. tanzx . tanax
> lim =1et lim =a.
r—0 x—0 x
. 1l—cosx 1 ~ 1—cosar a?
> hm72:fet hm72:—.
x—0 xT 2 x—0 T 2
. cosx—1 . cosax —1
> lim ——— =0et lim — = 0.
x—0 x z—0 €T
. 1—coszx
> lim ——— =
x—0 =
2
Exercice
o . ooosin3zx . V1ld+r—1-x . 1
Calculer les limites suivantes : lim ;L - ; lim — ( +cosx — 3)
x—0 2x ~z—0 sinx z—0x% \cosx

1.2.5 Limites par comparaison

Théoréme 1

Soit f et g deux fonctions telles que pour tout réel x de U'intervalle |a;400] (respectivement
intervalle | — oo, al); f(x) > g(x).
>Si lim g(x)=+o0, alors lim f(z) = +oc.
T——+00 T——+00

m g(z)=—oc.

> Si xll}@@f(:ﬂ) = —00, alors xll}_oo

Théoréme 2

Soit f et g deux fonctions telles que pour tout réel x de U'intervalle |a;4o00] (respectivement
intervalle | — oo, al); f(z) < g(x).

> Si mglfoog(l‘) = —o0, alors mglfoof@) — o,

>Si lim f(x) =400, alors lim g(z)=+o0.

Théoréme des gendarmes

Soit f une fonction définie sur Ey.
> S’il existe deux fonctions g et h telles que g < f < h définies sur un intervalle |a;+o00] et
xgglrloog(:c) = wglfooh(x) =1, alors wglfoof(:c) =1
> S’il existe un nombre réel [, une fonction g et un intervalle ]a;+o0[ tels que ll)r_i{l g(x)=0et
x o

V x €]a;+oo], |f(x) —1| < g(x), alors xgrfmf(x) =1.

Théoreme Comparaison de limites

Soit f et g deux fonctions telles que f < g sur un intervalle Ja;+oo[. Si lim f(z) =1 et

r——+00
. o ! . /
xll}g_loog(l’) =1, alors [ <.
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FONCTIONS NUMERIQUES

Exercice 1
. . o T +sinx
Soit f la fonction définie sur |0;+oo[ par : f(x) = ———
T
—1 1
1. Montrer que pour tout z > 0, - < flx) < T
T x

2. Calculer xglgl_oof(x)

Solution 1

1. Montrons que V z > 0; - < f(z) <
x

V2 € ]0;+00[; On a :
—1§sinx§1€t%>0
r—1<z+sinz<zxr+1

z—1 < z+sinz < z+1
r — x — =z

N 11
Dlou| — < f(z) < £=

()

: —1 : :
lim < lim f(zr) < lim
r—+oco I r—>400 r—+oco I r—>400
D’apres le Théoréme de gendarme; lim f(z) =1
r—>+00

2. Calculons lim f
Tr—>+00

Dou| lim f(z)=1

T—>+00

Exercice 2

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) =2x+1— 3sinz
1. Montrer que pour = € R; 2z —2 < f(x) <2zx+4

2. Calculer la limite f en —oo et +oc.

Solution

1. Montrons que 2z —2 < f(z) <2zx+4;V z R.
—1<sinz <1
—3< —3sinr <3
3r+1—-3<2x+1-—-3sinx<2x+1+3
Dou:| 2z —2< f(x) <2x+4
2. Calculons la limite de f en —oco et +00
flz)<2x+4;VzelR

xgrgoo(Qa:jul) = —o0; alors xgrr_loof(x) = —00

20 —2< f(z);VzeR

lim (22 —2)=+oojalors| lim f(z)=+0o0
r—>+00 T—>+00

Limite de la composée de deux fonctions

Soient f et g deux fonctions numériques, a,b et ¢ désignent des réels ou +o00 ou —oo
Si mh_rr}ag(ac) =bet Ilinbf(x) = c; alors mhi>naf(g(a:)) =c
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FONCTIONS NUMERIQUES

1.3 FEtude des branches infinies

Soit f une fonction définie sur £;. On désigne par (&) la courbe représentative de la fonction
- =
i

f dans le plan muni du repére orthonormé (O; i, j ).

1.3.1 Asymptote verticale : droite paralléle a I’axe (Oy)

Soit f une fonction non définie en x.
Si lim f(z) =+ooou lim f(z) = —o0, alors la droite (Z) d’équation z = z est une asymptote
0 0

verticale a la courbe (%) de f.

1.3.2 Asymptote horizontale : droite paralléle a I’axe (Ox)

Soit @ un nombre réel.

Si lim f(z)=aou lim f(x)=a, alors la droite (&) d’équation y = a est une asymptote
T—+00 T——00

horizontale & la courbe (€) de f.

1.3.3 Asymptote oblique

i 1) = o0

Si ¢ lim Lx):a(aEIR*)
T—00

Jim [f(x) —az] =b (b€ R)
alors la droite (2) d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a la courbe (¢) de f au
voisinage de oo.

Remarques

> La droite (&) d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a la courbe (€) de f si
lim [f(z) — (ax +b)] = 0.

T—00

> Side plus f(z) = ax+b+e(z) et que lim e(x) =0, alors la droite (Z) d’équation y = ax +b
est une asymptote oblique & la courbe (€) de f.

1.3.4 Direction asymptotique

Jim g0 ==
Si xlggoféx) =a (a € R")

Jim [7(r) —ar) = o0
alors la droite (&) d’équation y = ax est une direction asymptotique a la courbe (¢) de f.

1.3.5 Position de la courbe (%) par rapport a la droite (&) : y=ax+0b

Pour étudier la position de la courbe (€) par rapport a la droite (&) d’équation y = az +b,
on étudie le signe de f(z) —y. On distingue trois cas :
> Si f(x) —y <0, alors la courbe (6') de f est au dessous de la droite (Z).
> Si f(z) —y >0, alors la courbe (¢') de f est au dessus de la droite (2).
> Si f(x) —y =0, alors la courbe (&) de f et la droite (Z) sont confondues.
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FONCTIONS NUMERIQUES

1.3.6 Branches paraboliques

a) Branche parabolique de direction (Ox)
lim f(x) =

T—00

S
1 lim @:O

T—00
alors la courbe (¢') f admet une branche parabolique de direction (Ox) au voisinage de oo.

b) Branche parabolique de direction (Oy)
lim f(z)=

T—00

Si ()

ZC*)OO
alors la courbe (¢) de f admet une branche parabolique de direction (Oy) au voisinage de co.

1.4 Continuité d’une fonction numérique

1.4.1 Continuité d’une fonction en un point z,
Définition

Soit f une fonction définie en xq; g un nombre réel.
f(x) existe (f est définie en xp)

lim f(x) = f(xo)

On dit que f est continue en xg si et seulement si {
T—XQ

1.4.2 Continuité a gauche et continuité a droite d’une fonction

Soit f une fonction définie en xq; xg un nombre réel.
f(x) existe (f est définie en xq)
> On dit que f est continue a gauche de g si et seulement si ¢ 1, F(x) = f(0)
T—=Ty
f(z) existe (f est définie en x)
> On dit que f est continue a droite de xq si et seulement si hm F(z) = f(zo)

IL‘—)IL’O

Propriétés

> Une fonction f est continue en x si elle est continue a gauche et a droite de xg.
f(z) existe (f est définie en )
Autrement dit f est continue en x( si et seulement si lim f(z)= 11m F(x) = f(z0)
.’L’*}ZEO $4)$0
> Soit f et g deux fonctions continues au point d’abscisse zg et « un réel.
e Les fonctions f+¢g; fg et af sont continues en xy.

1
e Si de plus g(zg) # 0, alors les fonctions — et i sont continues au point xg.

g g
> Si f est continue en z(, alors ’ensemble de continuité de f est son ensemble de définition,
c’est-a-dire F¢ = Fy.
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Exercice
flz)=—x+4— siz <0
Soit f une fonction définie par : 3r 5 -
On désigne par (€) la courbe de f dans le repere orthonormé (O; i, j ).

Déterminer ’ensemble de définition de f.
Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
Etudier les branches infinies & la courbe (%) de f.

Etudier la continuité de f en zg = 0.

AR BRI .

En déduire 'ensemble de continuité de la fonction f.

1.4.3 Continuité sur un intervalle
a) Définition

Une fonction f définie sur un intervalle I est dite continue sur I si elle est continue en tout
point de I.

b) Théorémes

> Toute fonction polynéme est continue sur IR.
> Toute fonction rationnelle est continue sur son ensemble de définition.
> Toute fonction irrationnelle est continue sur son ensemble de définition.
> Toute fonction continue sur un intervalle est définie sur cet intervalle.

c) Propriétés

Soient f et g deux fonction continues sur un intervalle I de IR et @ un nombre réel.
> Les fonctions f+g; af ; f X g sont continues sur .

. . 1 .
> Si g ne s’annule pas sur I, alors les fonctions — et 1 sont continues sur I.

> Si f >0, alors la fonction \/f est continue sur I.

1.4.4 Prolongement par continuité
Définition

Soit f une fonction non définie en z( et [ un réel tel que lirn+ f(z)=1L
(I}%$O

On appelle prolongement par continuité en xy de la fonction f la fonction g définie par :
g(x) = f(x)siz=xg
g(xo) =1

On dit que g est le prolongement par continuité de f en xg.

Remarque

L’ensemble de définition de g est Ey = Ey U {xo}.
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Exercice 1

_ 341
2243242
1. Déterminer ’ensemble de définition de f.

Soit f une fonction définie par : f(x)

2. Montrer qu’on peut prolonger par continuité la fonction f en xo = —1.

Exercice 2
Soit la fonction g définie sur R* par g(z) = 22sin(2)
Montrer que g est prolongeable par continuité en zg = 0.

Solution 2

Montrons que g est prolongeable par continuité en zg = 0.
Pour tout x € IR*; on a :
—-1< sin(%) <le —22< xzsin% <o —a?< flz) < x2
lim —2?=0et lim 2?=0.
z—0 z—0
D’apres le théoréme des gendarmes ; limog(x) =0

T—>
D’ou g est donc le prolongeable par continuité en zg =0
Ce prolongement est défini par :
g(x); si x#0

o

g(0)=0si =0

1.4.5 Image d’un intervalle par une fonction continue

I'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle

I Fonction croissant f(I) | Fonction décroissante f(I)

[a: 0] [/ (a), f(b)] [£(b), f(a)]

.0 (@), tim, 1 0)| [t 17(2):1(a)

wol || im g0 0yt f(a)]

Ja; b | Jim  f(z); lim flz)| || lm f(2); lim f(z)|

[a; 00 fla); lim  f(z) L f(z); f(a)
ocsal | [ sy s o), TS

[-ooi+ool || Mim  f(z); lim f(z)| || lim f(z); lim f(z)

1.4.6 Cas d’une fonction ni croissante, ni décroissante sur / = [a;b]

Pour tout x € [a;b]; il existe deux réels m et Mtels que m < f(x) < M.
On a : f([a;b]) = [m; M] ot m désigne le minimum de f et M le maximum de f.
1.4.7 Théoreme des valeurs intermédiaires

Le théoréme des valeurs intermédiaires permet dans certains cas de démontrer 1’existence
de solutions d'une équation.
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1.4.8 Fonction continue et strictement monotone

a) Théoréme de la bijection réciproque

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 1.
— f réalise une bijection de I vers f(I)
— La bijection réciproque notée f~!; est continue sur I'intervalle f(1)
f~1 est strictement monotone et a le mme sens de variation que f.

b) Corollaire

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I; a et b (a < b)
deux éléments de I tels que f(a).f(b) < 0; alors I’équation f(z) =0 admet une solution unique
dans Uintervalle [a,b]
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coefficient directeur est f'(zg) = a.

M,

1.5.2 Equation de la tangente (7T)

Ona:(T):y=ax+b
(T) passe par Mo(xo;y0)
Yo = axo+ b= b=yp— axg avec yo = f(xo)
(T) :y = f'(zo)x + f(zo) — f'(x0)0
Donc (T) :y = f'(xo)(z — x0) + f(x0)

1.5.3 Tangentes particulieres

> S lim f(z) = f(zo)
T—TQ T — X
tangente (7T') parallele a I'axe des abscisses d’équation y = f ().
o g 1) f(ro)
T—XQ T — X
tangente (T') parallele a I'axe des ordonnées d’équation x = xg.

=0, alors f est dérivable en (. La courbe (€) de f admet une

= oo, alors f ne pas dérivable en zg. La courbe (¢) de f admet une

1.5.4 Dérivabilité a gauche, dérivabilité a droite
a) Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant x.

x)— f(x
> f est dérivable a gauche de zq si et seulement si, lim M
Ty r—1T0
a1 est appelée nombre dérivé a gauche de f en xg et on note fé(l’o) =aj.
Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant x.
x)— f(x
> f est dérivable a droite de xq si et seulement si, lim M
z—af T — T
az est appelée nombre dérivé a droite de f en zg et on note f}(xg) = as.

=a1; a1 € R

=a9; a2 € R.

Cours de Mathématiques en Terminale D 16 Premier Trimestre 2020-2021



FONCTIONS NUMERIQUES

b)Propriété

Une fonction f est dérivable en zq si et seulement si, elle est dérivable a gauche et a droite
de xg et que le nombre dérivé a gauche et a droite sont égaux, c’est-a-dire

lim f(@) = fxo) — lim f(@) = f(zo) — f;(fﬁo) = fh(xo).

=Ty T — X0 ax—mé" T —xo

1.5.5 Interprétation géométrique : Notion de demi-tangente a une courbe

> Si f est dérivable a gauche et a droite de xy mais elle n’est pas dérivable en xg c¢’est-a-dire

fo(w0) # fi(wo), alors la courbe (€) de f admet deux demi-tangentes oblique de coefficient
fq(wo) et fi(wo) d’équations respectives (T') : y = fy(wo)(x —x0) + f(w0) et
(T):y= fi(xo)(x —x0) + f(x0) au point My(zo; f(xo)). Ce point est appelé point anguleux.
lim —f(x) = /(o) = —00 lim —f(:C) = /(o) = +00
> S T T — X0 ou T3y T —Zo
lim L@ =) i @) = flao) _
z—ad T —xo = T — X0

Alors f n’est pas dérivable en xg, la la courbe (%) de f admet une demi-tangente verticale
dirigées vers le haut ou vers le bas au point My(xo; f(z0)).
Ce point est appelé point de rebroussement.

I fm) (o S@ )
> S T r—xo ou Ty T — X0
i J@) = flwo) TG e LG N
x%ma' T — X0 xﬁxa' Tr—Xo

Alors f n’est pas dérivable en zg, la la courbe (¢) de f admet deux demi-tangentes verticales
une dirigée vers le haut et 'autre vers le bas ou une dirigée vers le bas et 'autre vers le haut
au point My(xo; f(xg)). Ce point est appelé point d’inflexion.

1.5.6 Dérivabilité sur un intervalle
Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
On dit que f est dérivable sur l'intervalle I si et seulement si elle est dérivable en tout point
de I.

1.5.7 Fonction dérivée
Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
On appelle fonction dérivée ou simplement dérivée de la fonction f, I'application qui associée
a tout élément x de I, son nombre dérivé f'(z).

1.5.8 Propriétés sur les fonctions dérivables

> Toute fonction dérivable sur un intervalle I est continue sur .
> Toute fonction polynome est dérivable sur IR.
> Toute fonction rationnelle est dérivable sur son ensemble de définition.

> Toute fonction irrationnelle n’est pas dérivable au point ou elle s’annule.
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1.5.9 Tableau des dérivées des fonctions usuelles

Fonction : f Fonction dérivée : f’

flz)=a;aeR f'(x)=0
f(x)=azx+b f(x) =
f(x)=2"; neN* f(z) = nx;‘_l
fo) = va i) = =
flx)=— flla)=——>
f(x) =sinz '(x) = cosx
f(x)=cosz f’(x)lz —sinz
f(z) =tanz f(x) = =1 +tan’x

Exercice

Calculer la dérivée des fonctions suivantes :
f(z) =525 +6; g(z) = 20202020 h(z) =2\/z et p(z) = —=

1.5.10 Dérivées et opérations sur les fonctions

Fonction Dérivée
u—+v u +
ou o’

uv v+ ur
1 o
10 u?
u u'v —uv
v p2
u, n e N*— {1} | nu'u™!
u/
Vu NG
u(azx +b) au/(ax +b)
sinu u' cosu
cosu —u'sinu

1.5.11 Dérivée de la réciproque de dérivation

Soit f une fonction dérivable, strictement monotone sur un intervalle .

(1) La fonction f réalise une bijection de I vers f([)
1

(2) La bijection réciproque notée f~1 est dérivable sur f(I); ona : (f~1)(z) = o @ ;
T

YV x € f(I) avec f' une fonction non nulle.

1.6 Accroissements finis

1.6.1 Théoréme de Rolle

Si f est une fonction continue sur [a,b]; derlvable sur |a,b[ et si f(a) = f(b); alors il existe
au moins un nombre ¢ de |a,b[ tel que f'(c) =
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1.6.2 Théoréme des accroissements finis

Si f est une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[; alors il existe au moins un

nombre ¢ de |a,b| te que : f(b) — f(a) = (b—a)f'(c)

1.6.3 Théoreme des inégalités des accroissements finis

Théoréme 1

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [; a et b deux éléments de I (a < b).
S’il existe deux nombres réels m et M tels que pour tout x éléments de [a;b], m < f'(z) < M,

alors m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a).

Théoréme 2

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. S’il existe un nombre réel M tel que
pour tout x élément de [a;0]; |f'(z)] < M ; alors pour tous a et b éléments de I; on a :

£ (b) = fla)] < M[b—al.

Exercice

8
S

j‘

=

Soit f la fonction définie sur R par : f(x)

1. (a) Démontrer que V x € [1;2] on a : % < fl(x) < V2.

(b) En déduire que v2(z —2) < f(z) — V5 < ¥ (z —2)
2. (a) Démontrer que V x [1;2]; on a : |f/(2)] < /2
(b) En déduire que |f(z) — /2| < v2|z —1].

1.7 Eléments de symétries

1.7.1 Fonction paire, fonction impaire

1.7.2 a) Fonction paire

Une fonction f définie sur un intervalle I est dite paire si et seulement si
pour tout z € I, —x € [;on a: f(—x) = f(x).

Propriété

— =
Dans le plan muni du repére orthonormé (O; i , j ).

La courbe représentative d’une fonction paire est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées.
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M (—; f (x)) @ o M (@5 f ()

b) Fonction impaire

Une fonction f définie sur un intervalle I est dite impaire si et seulement si
pour tout z € I, —x € [;on a: f(—x) = —f(z).

Propriété

-
Dans le plan muni du repére orthonormé (O; i , j ).

La courbe représentative d'une fonction impaire est symétrique par rapport a 1’origine du repere.
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M (a3 f ()

M (—z; —f(2))

Exercice

|z] z

231 =0

1. Déterminer I’ensemble de définition des fonctions f et g.

Soit f et g deux fonctions définies par : f(z)

2. Etudier la parité des fonctions f et g.

1.7.3 Centre et Axe de symétrie d’une fonction

a) Centre de symétrie d’une fonction

Soit f une fonction numérique définie sur Ey et Q(z0;90) un point du plan. On désigne par

(€) la courbe de f dans le repere orthonormé (O; i, 7).
On dit que Q(zp;y0) est un centre de symétrie a la courbe () de f si et seulement si pour
tout v € By, 2x0 —x € By, on a : f(2x9 —x) + f(x) = 2yo.

Exercice

54322 +4z+3
Soit f une fonction définie par : f(z) = v xg 11 ot
T

-
f dans le repére orthonormé (O; i, j ).

. On désigne par (¢) la courbe de

1. Déterminer I'ensemble de définition de f.
x
2. Déterminer trois réels a, [ et v tel que pour tout x € R; f(z) =ax+ 0+ %
x

3. Montrer que le point B(0;3) est un centre de symétrie a la courbe (¢’) la courbe de f.
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b) Axe de symétrie d’une fonction

Soit f une fonction numérique définie sur Ey et (Z) une droite d’équation z = a avec a € IR.

On désigne par (%) la courbe de f dans le repere orthonormé (O; i .
On dit que (Z) est un axe de symétrie a la courbe (€') de f si et seulement si pour tout z € Ey,
200 —r € By, ona: f(2zxg—x)— f(r) =0.

Exercice
Soit f une fonction définie sur R par : f(z) = —222 462+ 1. On désigne par (€) la courbe
de f dans le repere orthonormé (O; i, j ).

Montrer que la droite () une droite d’équation x = 5 est un axe de symétrie a la courbe (&)
de f.

1.7.4 Périodicité
a) Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et T" un nombre réel strictement positif.
f est dite périodique et de période T si et seulement si :
pour tout x €I, z+Te€l, x—Tecletona: f(x+T1)=fx—T)= f(x).

Remarques

> cosx et sinx sont périodiques de période T'= 27

2
cos(ax + b) et sin(ax + b) sont périodiques de période T' = |7T|
a

\%

v

tanz et cotanx sont périodiques de période T'=7

tan(az +b) et co tan(ax + b) sont périodiques de période T' = |7T|
a

v

v

Si f a pour période T7 et g a pour période T ; alors f+g¢; f.g et 5 (g # 0) sont périodiques
de période T'= PPCM (T1; 1)

b) Intervalle d’étude

Lorsqu’une fonction est périodique de période T'; on peut I’étudier sur un intervalle I de
longueur 7. Sa courbe représentative sera complété dans tout le plan par des translations

successives de vecteurs 7:T? et 7:—T?. Ainsi on a :
b b b T b T
I=[0;T)oul=[-T;0]oul=zp;z0+T|oul=|———+T|oul=|———;—+—]|.
a a a 2 a 2

1.7.5 Familles des fonctions

Soit fy, une famille des fonctions et on désigne par (é,,) sa courbe représentative ot m est
un nombre réel.
a) Point fixe d’une courbe

Soit (6,,) 'ensemble des courbes des fonctions fi,.
Si toutes les courbes (6,,) des fonctions f,, passent par un point My(zg,y0) ; alors ce point est
fixe.
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b) Détermination du point fixe

Pour déterminer le point ou les points fixes, on résout I'équation : f,+1(x) — fin(z) =0

1.7.6 Points d’intersection d’une courbe (C) avec les axes du repére

— Point d’intersection avec 1’axe des abscisses on résout I’équation f(x) =0
— Point d’intersection avec ’axe des ordonnées
On pose =0 et on calcule f(0)

1.8 Courbes des fonctions associées aux fonctions données

1.8.1 Courbesde f:x+— f(z) et g:z+— —f(2)

Soit (&) la courbe de la fonction f et (€”) la courbe de la fonction g dans le plan muni du
repere orthonormé (O; i, j ).
Les points M (x; f(x)) et M'(z;—f(x)) sont symétriques par rapport a 'axe des abscisses avec
M e (€6) et M' € (€¢'). La courbe (€') de g est le symétrique de la courbe (€) de f par
rapport a ’axe des abscisses (Ox).

1.8.2 Courbesde f:x+— f(z) et g: 2+ f(—2)

Soit (&) la courbe de la fonction f et (€”) la courbe de la fonction g dans le plan muni du
repere orthonormé (O; i, j ).
Les points M (x; f(x)) et M'(—z; f(z)) sont symétriques par rapport a 'axe des ordonnées avec
M e (€6) et M' € (¢'). La courbe (€') de g est le symétrique de la courbe (€) de f par
rapport a ’axe des ordonnées (Oy).

1.8.3 Courbesde f:z+—— f(z) et g:x+— —f(—1)

Soit (&) la courbe de la fonction f et (€”) la courbe de la fonction g dans le plan muni du
repére orthonormé (O; i, j ).
Les points M (x; f(x)) et M'(—x;—f(z)) sont symétriques par rapport a lorigine O du repére
avec M € (€) et M' € (€¢'). La courbe (€’) de g est le symétrique de la courbe (¢') de f par
rapport a l'origine O du repeére.

1.8.4 Courbesde f:x+— f(z) et g:z+— f(x—a)

Soit (&) la courbe de la fonction f et (€”) la courbe de la fonction g dans le plan muni du
repere orthonormé (O; i, j ).

Le point M’ (z —a; f(z)) est Vimage de M (z; f(z)) par la translation de vecteur @ = 0@ avec

Me(€)et M' e (_%;’) La courbe (€”) de g est 'image de la courbe (€) de f par la translation

du vecteur @ =a i .

1.8.5 Courbesde f:x+— f(z)et g:z+—— f(x)+b

Soit (&) la courbe de la fonction f et (€”) la courbe de la fonction g dans le plan muni du
repere orthonormé (O; i, j ). .
Le point M'(z; f(z) +b) est Vimage de M (z; f(x)) par la translation de vecteur 7" =bj avec
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Me(€)et M' e (_%;') La courbe (€”) de g est 'image de la courbe (€) de f par la translation
du vecteur v° = by .

1.8.6 Courbesde f:z+—— f(z)et g:x+— f(x—a)+0b

Soit (&) la courbe de la fonction f et (€”) la courbe de la fonction g dans le plan muni du
repere orthonormé (O; i, j ).
o . . - =
Le point M'(z—a; f(2)+b) est Vimage de M (x; f(x)) par la translation de vecteur @ = a i +b j
avec M € (€) et M' € (‘5’)._[;& cogbe (€’) de g est 'image de la courbe (&) de f par la
translation du vecteur W =a i +b J .

1.8.7 Courbes de f:z+—— f(z) et g:x— |f(z)]

Soit (&) la courbe de la fonction f et (€”) la courbe de la fonction g dans le plan muni du
repére orthonormé (O; i, j ).
g(x) = f(z) si >0
g(x)=—f(z) si x <0
La courbe (%) est la réunion des parties des courbes d’équations respectives y = f(z) et
y = —f(x), situées au-dessus de (Ox).

Pour tout z € Ey, on a :

1.8.8 Courbesde f:x+— f(z) et g:x+— f(|z])

Soit (&) la courbe de la fonction f et (6”) la courbe de la fonction g dans le plan muni du
repére orthonormé (O; i, j ).
g(x)=f(x) si >0
g(x) = f(=z) st <0
La courbe (€”) de la fonction g est la réunion de la partie de la courbe (€’) d’abscisses positives
ainsi que son symétrique par rapport a 'axe des ordonnées (Oy).

Pour tout x € Ey, on a :

1
1.8.9 Courbesde f:x+—— f(z) et g:x+— kf (ka:> avec k € R*

Soit (&) la courbe de la fonction f et (€”) la courbe de la fonction g dans le plan muni du
repere orthonormé (O; i, j ).
La courbe (€”) de la fonction g est 'image de la courbe (%) de la fonction f par 'homothétie
de centre O et de rapport k.
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CHAPITRE 2

SUITES NUMERIQUES

2.1 Raisonnement par récurrence

2.1.1 Principe de récurrence

Soit p(n) une propriété qui dépend de n.
Pour démontrer par récurrence que la propriété p(n) est vraie, pour tout n € IN, il faut :
> Vérifier que la propriété p(n) est vraie au rang initial n =ng;
> supposer qu’elle est vraie pour n==%,V k>=ng;
> Prouver qu’elle est vraie pour n =k + 1.
> conclure que : V n>ng , p(n) est vraie.

2.1.2 Application

Exercice 1

Soit (i )nen+ la suite définie par u, = 28 +22 423 ... 427
1. Calculer us, us et uy.

2. Démontrer par récurrence que Yn € N*, u,, = 2"+1 — 2.

Exercice 2

Montrer par récurrence que 4" — 1 est un multiple de 3 pour tout n € IN.

Exercice 3

Soit S,, une somme définie pour tout n € N* par : S, =1+24+3+4+5+...+n.

. n(n+1
1. Montrer par récurrence que pour tout n € IN*, S, = (2)

2. En déduire les nombres suivants : A = 14+2+3+4+5+...4+2020 et B = 48+49+50+...+627.

Solution 1
Soit (un)nen+ la suite définie par u, = 28 422 4+ 23 + ... +27,

1. Calculons ug, u3 et ug.
Up=2+22=6; ug=2+22+4+23=14; wuy=2+224+23424=30

2. Démontrons par récurrence que ¥Yn € IN*, u, = 2"t — 2.

— Pour n=1, u; =22 —-2=2vraie ; Pour n=2, up =23 —2=6 vraie
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— Supposons que vraie au rang k.
— Prouvons qu'elle est vraie pour k + 1, c’est-a-dire uj,q = 21+ 9,
En effet,

Upy = 2+21+22+23++2k+2]€+1
uy,
= U+ 2k+1
_ 2k‘+1 24 2k+l

= 2x 2819
o(k+1)+1 _ o

upyy = 20D+ o

Dot V n € N*, u, =271 —2

2.2 Suite majorée, minorée , bornée

Définition
Soit (un)neN une suite numérique.

> La suite (up)nen est dite majorée s'il existe un nombre réel M tel que u, < M ou M est le
majorant.

> La suite (up)neN est dite minorée s'il existe un nombre réel m tel que u, > m ot m est le
minorant.

> La suite (u,)nen est dite bornée si elle est a la fois minorée et majorée, c¢’est-a-dire pour tout
nombres réels m et M, on a:m <wu, <M.

Remarque

Soit (up)pneN une suite numérique.
> La suite (u,)nen est dite positive, lorsque pour tout n, u, > 0.
> La suite (uy)nen est dite négative, lorsque pour tout n, u, < 0.

Exercice

2n
n+1

Soit (un)neN une suite numérique définie par : u, =

1. Montrer que la suite (u,) est minorée par 0.
2. Montrer que la suite (u,) est majorée par 2.

3. En déduire que la suite (u,) est bornée.

Solution
2n
n+1
1. Montrons que la suite (uy) une suite est minorée par 0.
2n
V nelN, >0=u, >0.
n+1

D’ou la suite (uy,) est minorée par 0.

On donne u, =
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2. Montrons que la suite (u,) une suite est majorée par 2.
2n —2
VnelN, u,—2= 2= u,=——< 0= u, <0.
D’ou la suite (uy,) est majorée par 2.

n+1 n+1

3. Déduisons-en que la suite (u,) est bornée.
La suite (u,) étant minorée et majorée, elle est donc bornée.

2.3 Suite périodique

2.3.1 Définition

On dira qu’une suite (u,) est périodique s’il existe un entier naturel non nul p tel que :
VneN, tupip=1uy,
Le plus petit entier p > 0 est appelé période de la suite uy,.

2.3.2 Propriété

Si (un) est périodique de période p, alors ¥V k € IN, 4 pp = Un.

Exercice

On donne : uy = (—1)"

1. Montrer que (u,) est une suite périodique de période p =2
2. Calculer ug, uy et us.

3. En déduire U3019 et U3020-

Solution

Up = (—=1)"

1. Montrons que (u,) est une suite périodique de période p =2
Upro = (—1)"2 = (=1)".(=1)2 = (=1)" = uy, = Upy2 = Up.
Donc (uy,) est une suite de période p = 2.

2. Calculons ug, u; et uo.
u=(-10=1, uyy=(-Dl=-1 w=(-1)>%=1

3. Déduisons ugp1g et uzp20.

3019 =2 x 1509 + 1, donc ugp19 = w(142x1509) = U1 = U3019 = —1
3020 = 1510 x 2+ 0, donc usp2g = U(0+2x1510) = U0 = U3020 = 1

2.4 Sens de variation d’une suite numérique

2.4.1 Définition

Soit (un)neN une suite numérique.
> La suite (u,) est dite croissante si pour tout n € N, u,41 — uy > 0.
> La suite (uy,) est dite décroissante si pour tout n € N, w41 — uy < 0.
> La suite (uy,) est dite constante si pour tout n € N, up+1 — up = 0.
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Exercice
Soit (uy,) une suite numérique définie par : u, = —— ou n € IN*.
n(n+1)

Etudier le sens de variation de (u,).

2.5 Convergence d’une suite numérique

2.5.1 Définition

Soit (un)neN une suite numérique.
> La suite (uy,) est dite convergente si elle admet une limite finie, c’est-a-dire

lim u,=loulekR.
n——+00

> La suite (uy,) est dite divergente si elle n’admet pas une limite finie, c¢’est-a-dire

lim wu, = oo.
n——+00

2.5.2 Théoremes de convergence d’une suite numérique

Soit (up)peN une suite numérique.
> Toute suite croissante et majorée est convergente.
> Toute suite décroissante et minorée est convergente.
> Toute suite croissante non majorée, décroissante non minorée est divergente.

Exercice

1
Soit (uy,) une suite numérique définie par : u, = —— ou n € IN*.
n(n+1)

1. Montrer que la suite (u,) est convergente.

2. En déduire sa limite.

2.6 Suite particulieres

2.6.1 Suite arithmétique
a) Définition

Une suite (uy,)nen est dite arithmétique lorsqu’il existe un nombre réel r tel que : V n € IN;
Upt1 — Up =T
Le réel r est appelé la raison de la suite (uy)peN-

Exemple

La suite 2, 6, 10, 14, 18, 22, 26,... est arithmétique de raison r = 4.

b) Terme général d’une suite arithmétique

Soit (up)neN une suite arithmétique de premier terme ug et de raison 7.
On a :
Un+1 —Un =T
Uy —ug=r

Cours de Mathématiques en Terminale D 28 Premier Trimestre 2020-2021



SUITES NUMERIQUES

U —uUl1=r
U3 —uQ =rT
Uqg — U3 =T
U5 — Uy =T
Ug— U5 =17

Up—1 —Un-2=T

Up — Up_1 =T

En additionnant membre a membre les n égalités suivantes, on obtient : u, — ug =nr
D’ou u, = ug + nr.

En général, pour tout n € IN et pour tout p € IN;

on a : u, =up+ (n—p)r ou p est I'indice du premier terme.

Exemple

Soit (uy)neN une suite arithmétique de raison r.
On donne uj7 = 24 et ugg = 70. Trouver la raison r et le premier terme uy.

c) Progression arithmétique

Trois termes a, b et ¢ pris dans cet ordre sont en progression arithmétique si et seulement
si, a + c = 2b.

d) Somme des termes d’une suite arithmétique

Soit s, = ug 4+ up + us + ... + vy la somme des termes d’une suite arithmétique de raison r
et de premier terme uy.
Sp=ug+u;+ug+...+u, (1)
Sp = Up+Up—1+Up—2+ ... +uz+us +uy (2)

En faisant (1)4 (2), on a :
255, = (uo +up) + (w1 +up—1) + (u2 + un—2) + ... + (un—2 + u2) + (up—1 +u1) + (un + o)
O Up + Up—p = ug +pr+ug+ (n —p)r
Up +Up—p = U+ Pr+ug +nr —pr=ug+ug+nr
Up + Up—p = UQ + Up.
Ainsi
25y, = (ug + up) + (up +up) + (wo + up) + ... + (ug + uyp,)
25p, = (n+1)(up +up)

1
Dot s, — (n+1)(ug + up)
2
: N n—p+1 . .
D’une maniere générale, Vpe N on a : s, = —5 (up +up) avec p indice du premier terme
de la suite.
Nt(up+up)

En posant Nt =n—p+1;ona: s, = avec Nt =id —1p+ 1 le nombre de terme

et id est I'indice du dernier terme de la suite; ¢p est I'indice du premier terme de la suite.

e) Variation d’une suite arithmétique

Soit (un)neN une suite arithmétique de raison r.
> Sir >0, la suite (u,) est croissante;
> Sir <0, la suite (u,) est décroissante;
> sir =0, la suite (uy) est constante.
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f) Convergence d’une suite arithmétique

Soit (un)neN une suite arithmétique de raison r et de premier terme w,,.
Pour tout n € IN; up, = up+ (n—p)r
lim w, =u, —pr+ nll}l;r_loo(nr)

n——+00

>sir>0; lim wu,=-4o00;
n—-+00

>sir<0; lim wu,=—o0.
n—-+00

Donc toute suite arithmétique est divergente.

2.6.2 Suite géométrique
a) Définition

Une suite (up)nenN est dite géométrique lorsqu’il existe un nombre réel g tel que : V n € IN;

Un+1
Un+1 = qUup OU Iy =4q

n
Le réel q est appelé la raison de la suite (uy)neN avec g # 0.

Exemple
1

1 1 1
La suite 3, 1, =, — ... est une suite géométrique de raison g = —.
) ) 3 ) 9 ) 277 g q q 3

b) Terme général d’une suite géométrique

Soit (uy,) une suite géométrique de premier terme ug et de raison gq.

On a:
Un+1 = qUn
uy = qug
up = qui
ug = qu2
ug = qus

Us = qug

Up—2 = qUp—3

Up—1 = qUn—2

Up = qUp—1

En multipliant membre a membre les n égalités et en simplifiant, on obtient : u, = upq"
D’ou u, = ugqg"

D’une maniere générale, V. n € N,V p€ N on a : u, = upg" P.

c) Progression géométrique

Trois termes a, b et ¢ pris dans cet ordre sont en progression géométrique si et seulement si,
axc="b%
d) Somme des termes d’une suite géométrique

Soit s, = ug+uy +ug+us+...+uy, la somme des termes d’une suite géométrique de premier
terme wuq et de raison g # 1.

On a:
Sp=ug+ur+ug+us+..+uy (1) etqs,=quo+qui+qua+qus+..+quy (2)
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(1) = (2) = sp, — qSp = ug — quo + U1 — qu + U2 — qua + U3 — QU3 + ... + Uy — qUy,
or (uy,) est une suite géométrique, alors u; = qug ; ug = quj....

Oon a : Sp — (Sp = Uy — quo + qup — qu1 + qu1 — qu2 +qu2 — qu3z + ... + qUn—1 — qUp
Sp — qSp = Uy — qUp — Sn(l - Q) =Uug — Q-qnuO-

up(1—g" )

D'ou s, =
1—¢q

D’une maniere générale, pour tout p €N, on a : s, =

1 — oVt
En posant Nt:n—p—l—l;ona:sn:up(lq)
—q

e) Variation d’une suite géométrique

Soit (up),N une suite géométrique de raison ¢ strictement positif et de premier terme ug
telle que : u,, = ugq".
>si0<qg<1etug<O0, alors la suite (uy) est croissante;
>si0<qg<1etug>0, alors la suite (uy,) est décroissante ;
>sig>1etug <0, alors la suite (u,) est décroissante;
>sig<1etug>0, alors la suite (u,) est croissante;
> si ¢ =1, alors la suite (u,) est constante.

Remarque

Si g <0 et ug=0, la suite (uy) est dite alternée.

Exercice

Soit la suite (uy)nen+ définie par ses termes : u; =2 et uz =8
1. Déterminer le terme général de la suite (up)pen+ sachant que (up)pen+ est une suite

géométrique alternée.

2. Calculer ug et uy.

f) Convergence d’une suite géométrique

Soit (un)neN une suite géométrique de premier terme u, et de raison r définie par :
up = upq" P avec p € IN.
Ona: lim w,=wu, lim ¢"
n—>-+o0o n—>-+00
>Sig=1; lini q" =1, alors (u,) est convergente et elle converge vers u,.
n—-—+oo

>Sig>1; lim ¢"=+o0, alors (u,) est divergente.
n—>-+4o0o
>Silgl<1; lim ¢" =0, alors (uy) est convergente et elle converge vers 0.
n

—r400

>Sig<—1; lim ¢" n'existe pas, alors (u,) est divergente.
n—-+0oo

2.7  Suite arithmético-géométrique
Définition

Soit (up)peN une suite numérique.
On dit que (up)neN est une suite arithmético-géométrique lorsqu’il existe deux constantes « et
B telles que, pour tout n € IN, up41 = auy + 5.
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Exemple

Soit (un)neN une suite telle que, w, 41 = 3uy, — 2.
(tun)neN est une suite arithmético-géométrique avec v =3 et f = —2.

Remarques

Soit (uy) une suite arithmético-géométrique.
>Sia=1,ona: upt1 =uy+ G, alors (up)peN est une suite arithmétique de raison r = .
>Si f=0,0na: Uypt] = Quy, alors (uy)eN est une suite géométrique de raison ¢ = a.
>Sia=1et §=0,0na: upt1 = Uy, alors (up)peN est une suite constante.
> Pour trouver le terme général de la suite (uy,), on introduit une suite auxiliaire (vy,)
géométrique qui est en fonction de la suite (uy,).

Exercice

Soit une suite (uy,) définie par : ug =2 et upy1 = 2u, +5
On pose la suite (vy,) telle que vy, = uy, + 5.

1. Montrer que la suite (vy,) est géométrique.

2. Exprimer v,, puis u, en fonction de n.

2.8 Suite adjacente

2.8.1 Définition

On dit que deux suites (uy,) et (vy,) définies sur IN sont adjacentes si et seulement si les trois
conditions suivantes sont réalisées :
> (uy) est croissante et (vy,) est décroissante;
> Pour tout entier naturel n, u, <uv,;

2.8.2 Théoréme

Si deux suites (uy,) et (v,) sont adjacentes, alors elles converges vers une méme limite.

Exercice

Soit (uy) et (vy,) deux suites définies pour tout entier naturel n par :
n+2
Con4 1

1. Etudier la monotonie des suites (uy,) et (v,).

Up = Un

n+1

2. Vérifier que v, — uy > 0.
3. Calculer la limite des (uy) et (vy,) en +o0.

4. En déduire que les suites (uy) et (v,) sont adjacentes.
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2.9 Suites définies par certaines relation de récurrence

ug = A
Soit (u,) une suite numérique définie par : 0 :VneN avec a et 3 des
Upy1 = QU + 3

réels.

> Nature de la suite (u,) et expression de u,, en fonction de n

Pour donner la nature de cette suite, on distingue trois cas :
e premier cas :siaz+let =0
On a : upy1 = Quy, alors (uy,) est une suite géométrique de raison ¢ = « et de premier terme
Uy = .
Ona:u,=a"\
e deuxiéme cas : sia=1et B#0
Up+1 = Up+ 3, alors (uy,) est une suite arithmétique de premier terme ug = A et de raison r = .
Up =ug+np =N+np.
Ona:u,=A+ng
e troisieme cas : « € R—{—1;1} et S =0.
Upt1 = Uy + B.
Soit la fonction définie par f(z) = ax 4+ , on a I’équation f(x) =z entraine ax + f = x <=

(a-Nr=f—=w=—Cg—r=0"]

i
1—a
Montrons que (v,) est une suite géométrique.

Soit la suite (vy,) définie par v, = uy —

vn+1:un+1—ﬂorun+1:aun+6
—af — «
vnﬂ:aun—i—ﬁ—i:>vn+1:aun+w:>vn+1:aun— B
l1—« 1—a 11—«
af af
l—a 11—«
On a : v, = ¢"vg = a"vy.

Up+1 = QUp + = Up+4+1 = QUp, aVec q = Q.

Uozuo—iz)\— b :>vn:o/‘<)\—5>

1—-a -« 1—-a
Exprimer (u,) en fonction de n.

On a: up =v,+ b :>Un:Oén<)\— B )—|— b
11—« 11—« 11—«

Exercice

Soit la suite (uy,) définie par
ug =1
(up) :
Upt1 = 3Up +5;Vn € IN
1. Calculer u; , us , ug et ug.

2. Déterminer (uy) en fonction de n.
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2.10 Suite récurrente linéaire d’ordre 2

Ce sont des suites définies par

up=a,u; =>b

Up4+2 = PUn+1 + qup,p € R,qg € R*
Etude de la suite (uy,)
On a : upy2 — puny1 — quy = 0.
Equation caractéristique 72 — pr — ¢ = 0.

Discriminant A = p? 4 4¢ , on distingue trois cas :

>si A >0, alors il existe ry 273 € R,

on a u, =Ar?+Bry avec Ac R, BeR.

>si A=0, alors il existe r;1 =r9 =1y,

on a uy = (A+ Bn)rg

> si A <0 alors il existe ry =a+1i5, ro =a—if3,
on a u, = " [Acosfn+ BsinfOn| avec

p=a?+p?

cosf =

NSRS

sinf =

On détermine A et B en posant ug = a et u; = b.

Exercice 1

up =u1 =3

Un+2 = Up+1 — Up.

Soit (up,) : {

1. Déterminer us , ug et ug4.

2. Déterminer (uy) en fonction de n.

Exercice 2

u():l,u1:3

Soit (uy) : {

1. Déterminer us , ug et ug.

Up+2 = dUp41 + Dy,

2. Déterminer (uy,) en fonction de n.

Exercice 3

up=1,u; =2

Soit (uy,) : {

1. Déterminer us , ug et ug4.

1
Up+2 = Un+1 — g Un-

2. Déterminer (uy,) en fonction de n.

AER,BER.
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CHAPITRE 3

FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

3.1 Définition

1
On appelle fonction logarithme népérien, la primitive sur R de la fonction x +— . qui

s’annule au point 1.
> La fonction logarithme népérien de x est notée Inzx.

1
> Pour tout z >0, (In)’ (z) = — et In1=0.
x

3.2 Propriétés

> Conséquence de la définition

e La fonction  — Inx est définie, continue et dérivable sur RY.
e La fonction x — Inxz est strictement croissante sur IR .
Par conséquent elle est bijective sur IRY .
OnadoncVa>0,Vb>0;
Ina > Inb <= a > b (croissance)
Ina =Inb <= a =10 (bijection).

> Propriétés fondamentales

Pour tout a et b dans RY_;
e In(ab) = lna+1Inb.

e In (Z) =Ilna—Inb.

q
o ln (b) — b,

e lna®=alna oua€R.

1
elna= ilna.

3.3 Nombre d’Euler

On appelle nombre d’Euler, le nombre noté e tel que Ine =1 avec e = 2,718281828.
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3.4 Existences

Soit u et v deux fonctions numériques.
> Inu(z) existe <= u(z) > 0.
> In|u(x)| existe <= u(zx) = 0.

1 M existe < M > 0.
v(x) v(z)
o 1ol x) existe 4 u() #0 = u(x)z0et v(z)=0.>In (u(x))2 existe <= u(x) = 0.
v(x) v(z)
Exercice

Déterminer 'ensemble de définition des fonction_?_ %uivantes :
fx)=234+2z+Inz; g(z) = 2%In(—2); h(z) = (x > In(2 —z).
T

3.5 Dérivation

La fonction logarithme népérien est dérivable sur son ensemble de définition. On a :

> (In) () = i

> (Inu) (z) =

> (Inul)’ (z) =

Exercice
-z
1+2x

Calculer la dérivée des fonctions suivantes : f(z) =z + ln( ) ; g(x) = |cosx — sinz|;

h(z) =1n <2+\/x2+1>.

3.6 Limites classiques

Les limites classiques de la fonction logarithme népérien sont :

> lim Inz=-oc0; lim Inz=+occ.
r—0t T—>+00
1
> lim ﬂ:O; lim zlnz =0.
r—+00 I r—0t
. Inx . o .
> lim —=0; lim 2%lnr=0, a €RY.
r—>+oo ¢ z—07F
In(1 In(1
o fim 2OAD) gy OFer) e
z—0 X z—0 X
) Inz
> lim =1.

r—1lyx—1
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Exercice

Soit f une fonction définie par : f(z) =22 +1+Inz. On désiéne par (¢) sa courbe
représentative dans le plan muni du repére orthonormé (O; z_'>, J).
1. Déterminer I’ensemble de définition de f.
2. Calculer les limites de f a droite de 0 et en 4o00.
227 +1

3. Montrer que pour tout z € a € R, f/'(z) = )
x

3.7 Equations et Inéquations avec logarithme

3.7.1 Equations avec logarithme
Exercice

Résoudre dans R les équations suivantes : In(z+3) =0; In?z+Inz=0;In’z+3nz—4=0

3.7.2 Inéquations avec logarithme
Exercice

Résoudre dans IR les équations suivantes : In(2z—e) > 1; In(2—3z) > 0; Inz43Inz—4 <0

3.8 FEtude de la fonction x — Inz

Soit f une fonction définie par : f(z) = Inz. On désigne par (€) sa courbe représentative
dans le plan muni du repére orthonormé (O; i, j ).
Etudier et représenter graphiquement cette fonction.

Exercice

Soit g une fonction définie par : g(z) = 2% — 1+ 2Inz.

1. (a) Déterminer I'ensemble de définition de g, puis calculer lim g(z)et lim g(x).
r—s0t r—>+00

(b) Calculer ¢'(x). En déduire le sens de variation de g.
(c) Dresser le tableau de variation de g.
(d) Calculer ¢g(1). En déduire le signe de g(z) sur |0;+oo.

. e -1 2z .
2. Soit f une fonction définie sur |0;+oo[ par : f(z) = — . On désigne par (€)
T

x? - —
sa courbe représentative dans le plan muni du repére orthonormé (O; i, j ).

(a) Calculer les limites de f a droite de 0 et en +oc.

(b) Montrer que la droite (2) d’équation y = z—1 est une asymptote oblique a la courbe
(€') puis préciser 'autre asymptote a la courbe (€).

(¢) Etudier la position de la courbe (&) par rapport a la droite ().
(d) Déterminer I’équation de la tangente a (€') au point d’abscisse 1.

)

)
(e) Montrer que pour tout |0;+oo|, f/'(z) = g(;)
)
)

(f) Dresser le tableau de variation de f.
(g) Tracer la (Z) et la courbe (€).
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3.9 Fonction logarithme de base a

3.9.1 Définition

Soit a un nombre réel strictement positif et different de 1. On appelle fonction logarithme

Inz
de base a, la fonction définie sur IR% , notée log, et définie par : pour tout x € RY ; log, z = o
3.9.2 Propriétés
Soit @ un nombre réel strictement positif et different de 1.
> La fonction x — log,  est définie, continue et dérivable sur RY .
1

> Pour tout = > 0, (log, z)’ = ——.
esi0<x<1;Ina<0,donc log, est strictement décroissante.
esia>1, Ina>0, donc log, est strictement croissante.
>Ve>0,Vy>0etVkelR
e log,zy = log, x + log,y
e log, % =log,r —log,y
o log, 2" = klog, .

Inz
>V x>0, log.x = e = Inz. On dit que la fonction logarithme népérien est la fonction

ne

logarithme de base e.

3.9.3 Logarithme décimal

Pour a = 10, le logarithme de base a est le logarithme décimal et on note log.
Inx

@) Y 0;1 = —
na x>0;logx 10

Exercice 1

Etudier et représenter graphiquement la fonction f : & — logy .

Exercice 2

Soit f une fonction définie par : f(x) =2In(1+ x).

On désigne par (¢) la courbe représentative de la fonction f dans le plan muni d’un repere
orthonormé (O; i, j ), unité graphique 2cm.

1. (a) Déterminer I’ensemble de définition de f.

(b) Calculer les limites de f a droite de -1 et en +o0.
(c) Préciser les branches infinies a la courbe (€) de f.

2. (a)
(b)
()
(a)

Calculer la dérivée f' de f puis étudier son signe.
Dresser le tableau de variation de la fonction f.
¢) Tracer la courbe (%).

3. (a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~! dont on dressera le tableau de

variation.

(b) Tracer la courbe (€”’) de f~! dans le méme repeére que ().
(c) Caleuler (f7)"(41n2).
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(d) Expliciter f~1(z) puis vérifier le résultat de la question 3.(c).
4. Soit I un intervalle tel que I = [2;3].
(a) Montrer que pour tout z € I, f(z) € I.
(b) Montrer que I’équation f(x) =z admet une solution unique « € I.

2
(c) Montrer que pour tout z € I, |f'(z)| < 3.

. . L. ug = 2
5. Soit (uy,) une suite numérique telle que : ,nelN
Unt1 = [ (un)
(a) Montrer que pour tout n € IN; u,, € I.
(b) Montrer que pour tout n € IN; |upt1 — | < Z|u, — .

)
)
(¢) En déduire que pour tout n € IN; |u, —a| < (%)”
(d) En déduire que la suite (u,) est convergente et préciser sa limite.
)

(e) Déterminer le plus petit entier naturel ng tel que pour tout n > ng; |u, —a| < 1073,
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4.1 Fonction exponentielle de base e

4.1.1 Définition

On appelle fonction exponentielle de base e, la bijection réciproque de la fonction logarithme
népérien. On la note exp
Pour tout réel x, exp(x) = texte®.

4.1.2 Propriétés

> Conséquence de la définition

La fonction e* est définie, continue, dérivable et strictement croissante sur RR.
Onadonc:VzeR;VyeR
e’ <el<—=ua<y.
e’ =el <=z =y.
x>0 yeR
[ J e
y=Inx r=eY
o T —Ine” =g,

> Propriétés fondamentales

VeelR;Vyelk

ec!=1ectel =e. .

e
etV =eeV: e’ YV=ee V=",
eY
® %Y = (em)y
T —
e =(e%) ;e ‘r:e—x.

4.1.3 Existence

(%) existe si et seulement si u(z) existe.

Exercice

|

2
Déterminer 'ensemble de définition des fonctions suivantes : f(z) = ?* #37+1; g(z) = e

e ¥ +2
h(z) = — :
e’ +1
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4.1.4 Dérivation

La fonction exponentielle est dérivable sur son ensemble de définition.
> Pour tout réel z, (e%) = e?.
>V a€R, () = e

> (e“(””)>/ = o/ (2)e™®),

Exercice

Calculer la dérivée des fonctions suivantes : f(z) = o2 +32+1 s g(z) = ot ; h(z) =

4.1.5 Limites classiques

Soit a et o deux nombres réels tels que a € R* et a > 0.
> lim e¢"=0; lim e*=+o0.

r—>—00 T—>+00
eCL’
> lim — =+o00; lim z%"=0; lim z% *=0.
r——00 L& T—>—00 T— 400
x ax
et —1 e —1 . T
> lim =1; lim =a; lim —=0.
z—0 z—0 X x——+o00 et
Remarque
lim wu(z)
lim e“®) = ez—m0
T—>T0

4.1.6 Résolution dans IR des équations, inéquations et systemes
Exercice 1

7’ /7 . . 2
Résoudre dans IR les équations suivantes : e?T2 =3: e =e?2; 27 —2e* —3 =0

Exercice 2

de” —3eY =9
Résoudre dans R? le systéme suivant
2e"+e¥Y =7

4.1.7 Etude de la fonction z — e*

Soit g une fonction définie par : g(z) = e¢*. On désigne par (¢) sa courbe représentative

dans le plan muni du repére orthonormé (O; i , j ).
Etudier et représenter graphiquement cette fonction.

Exercice 1

Soit f une fonction définie sur R par : f(z) =x+1— e_)“’. 9>n désigne par (€') sa courbe
représentative dans le plan muni du repere orthonormé (O; i , j ).

1. (a) Calculer les limites de f en —oo et en +o0.

(b) Montrer que la droite (2) d’équation y = z+1 est une asymptote oblique a la courbe
(€) au voisinage de —oo.
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(c) Préciser I'autre branche infinie.
2. Calculer la dérivée f' de la fonction f.
3. Dresser le tableau de variation de f.
4. Construire la droite (Z) et la courbe (€).

Exercice 2
Soit f une fonction définie sur R par : f(z) = (z—2)(2e” —z). On désigne par (€') sa courbe
représentative dans le plan muni du repére orthonormé (O; i, T)
1. (a) Calculer les limites de f en —oo et en +o0.
(b) Etudier les branches infinies & la courbe (€).
(a) Montrer que pour tout z € R, '(z) =2(z —1)(e* — 1).
(b) En déduire le sens de variation de f.
()
3. (a)
(b) En déduire que la courbe (¢) coupe 'axe des abscisses en un point unique A que
I’on précisera les coordonnées.
4. Tracer la courbe (€).

5. Soit g une fonction définie par : g(z) = —f(z). On désigne par (€”') sa courbe.

Dresser le tableau de variation de f.

Montrer que pour tout x € R; e* —x > 0.

(a) Par quel procédé peut-on tracer la courbe (€”).
(b) Tracer alors la courbe (€”).

(¢) En déduire le tableau de variation de g.

4.2 Fonction exponentielle de base a

4.2.1 Définition

Soit @ un nombre réel strictement positif. On appelle fonction exponentielle de base a, la
fonction notée exp, définie sur R par : V 2 € R; exp,(r) = a® = e*n¢,

Exemple

3T — exln?)‘

4.2.2 Propriétés

Soit @ un nombre réel strictement positif.

> La fonction exp, est la bijection réciproque de la fonction log,,.
> Pour tout réel z, Ina® = xIna.
>V (z;y) € R%;
° aa:-l—y =a%.qY - (ax)y = q%y

a® ’
o —=a""Y,

ay¥
>a’=1etal =a.

>Vb>0;Vzelk

o (ab)* =a"b".
a\* a” R
° <b) = bff =a b .
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4.2.3 Variations

ezplna aclna'

/
La fonction a® est dérivable sur R et on a : (a®) = ( ) =Inae
>sil<a<l,Ina<0 et la fonction x — a” est strictement décroissante.
>sia>1,Ina>0 et la fonction x — a” est strictement croissante.

4.3 Fonction puissance

4.3.1 Définition

Soit @ un nombre réel. On appelle fonction puissance «, la fonction qui a tout réel positif
x, associe le réel x¢.

4.3.2 Propriétés

Soit « et § deux nombres réels.
> Pour tout = € R ; 2@ = ®Ine,
(6%
b 2B =g 2P (2) =B, % =22 P,
x
'=1et 2! =z

4.3.3 Variations

. ;. a
La fonction x — z® est dérivable sur RY. et on a : (z%)" = —eaInz,
x
> si a > 0, la fonction z — @ est strictement croissante.

> si a <0, la fonction z — % est strictement décroissante.

4.4 Croissances compareées

Pour le calcul de certaines limites sur les fonctions logarithmes, exponentielles et puissances,
on utilise la propriété ci-dessous pour lever les indéterminations.
" La fonction exponentielle croit plus vite que la fonction puissance, elle croit plus vite que la
fonction lo%arithme " Ainsi donc on a les résultats suivants :

. e , Inz
> lim —=+4occet lim —=0;a>0.
r—+o0o % r—+oo ¢
. Inz . e
> lim —=+4ocet lim —=+400;a<0.
r—+oo ¢ z—+oo x¢
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CHAPITRE 5

NOMBRES COMPLEXES

5.1 Etude algébrique du nombre complexe

5.1.1 Définition d’'un nombre complexe

On appelle nombre complexe, toute expression de la forme a +ib o a et b sont des réels, i
est un nombre imaginaire tel que 2 = —1.

5.1.2 Ensemble des nombres complexes

L’ensemble des nombres complexes est noté C.

5.1.3 Forme algébrique du nombre complexe

On appelle forme algébrique ou cartésienne du nombre complexe z I’écriture z = a + 1b.

Remarques

Soit z un nombre complexe défini par : z = a + ib.
> a est la partie réelle de z; on note Re(z) =a, z € R.
> b est la partie imaginaire de z; on note Im(z) =b; z € iR.
> Si a =0, alors z est appelé imaginaire pur, on note z = b.
> Si b=0, alors z est un réel, on note z = a.

Exemples

z2=3—1;2=150+31; 2=4; z=—-9.

5.1.4 Conjugué d’un nombre complexe
a) Définition
Soit z un nombre complexe tel que z = a + ib.
On appelle conjugué de z le nombre complexe noté z défini par : Z=a — 1b.
b) Propriétés

Soit z un nombre complexe tel que z = a + ib.
PrzeER<=2=72.
> zEIR<<= 2=—7%.
> 2.7 =a’+ b2
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> 2+ 2 =%+ 2 ; avec 2 un nombre complexe.

1
>z—z=2ilm(z) = Im(z) = 2—(2 —Z).
i
>Z=2z.
> Si p(z) est un polyndme a coefficient réel, alors p(z) = p(z).
5.1.5 Calculs sur les nombres complexes

Soit z1 = aj + by et zo = as + iby deux nombres complexes.

Egalités de deux nombres complexes

21 = 29 <= a1 = ag et by = bs.

Remarque

Soit z = a + b un nombre complexe; z est nul si et seulement si a =b=0

Sommes de deux nombres complexes

21+ 22 = a1 +iby + az +iba = (a1 + ag) + (b + b2)

Produits de deux nombres complexes

21 X 29 = (CL1 + ibl)(ag + ibg) = (al.ag — bl.bg) + i(albz + a2b1)

Quotients de deux nombres complexes

zZ ajaz +b1ba  .asby —aibo

—= i
2 a3 + b3 a3 + b3
Exercice
. . L -1 3—1
Ecrire les nombres complexes suivants sous la forme algébrique : 21 = 2 2= T30
1 ?

5.2 Le plan complexe

5.2.1 Affixe du point

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal (O; 07 , 07 ).
A tout nombre complexe z = a+ b, on associe un point M (a;b) du plan et réciproquement.
z est appelé affixe de M, on dit aussi que M est 'image de z dans le plan.
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(z=a+ib)
bafoeeeee @ M (as b)
e
0 .
3 2 1 0 1 2 3 T4 5
1 a

> Laxe (O; 07) est appelé I'axe réel ;
> L’axe (O; 07 ) est appelé I’axe imaginaire.

5.2.2 Affixe du vecteur

Soit A et B deux points d’affixes respectives z4 et zp. Le vecteur ﬁ a pour affixe 1B

défini par : 245 = %B — ZA.

5.3 Module d’un nombre complexe

5.3.1 Définition

On appelle module du nombre complexe z, le nombre réel positif noté |z| défini par :

2| = Vzz.
Siz=a+ib, |z| = Va®+ b2
|z| =0OM

5.3.2 Propriétés

Soit z un nombre complexe non nul; on a :
> |z] = [2].
>z =0<= 2z=0.
> |Re(2)] < |z|.
> [Im(2)] < |z
> |2’1.22| = |Zl||2’2|
2| _ =l
zol |zl
> [2"| =|2|"; n € N*
> |21 + 22| < |z21] + |22/
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5.4 Argument d’un nombre complexe

5.4.1 Définition

Soit z = a+tb un nombre complexe non nul. Un argument de z, noté arg(z) est une mesure

quelconque exprimée en radian de l’angle orienté ((ﬁ ; OM ) ou M est I'image de z dans le
plan complexe.

M

Yy

s
w
(5]
[=]
5]
w
=
o

On a Arg(z) =60 = (OI ; OM )[27]
b

a
cosf = — et sinf = —

|| 2]

5.4.2 Propriétés

Soit z un nombre complexe non nul; on a :
> argz = —argz+2km; k€ Z.
>arg(—z) =m+argz+2kn; ke Z.
> argz =027] <= 2z € R
> argz = mw[2r| <=z € R.

> argz = g[QW] <=z ciRY.

> argz = —g[Qﬂ — z €ilR™.
> arg(z1.22) = argzi + argze[27|.
> arg <Zl =argz) —argz|[2m].

<2
> arg(z") =nargz[2w]|, n € N*.
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5.4.3 Rappel sur le cercle trigonométrique

F 3
sin ox
T
o 2
cos@ < 0 .
— f = — |2 2 T CUE:BE” _
{Sh'gz" i "f R {smezu 0 = af2a]
s e 1
4 -
2
@ 5 \ 1 / T @
6 2 6
m 0 COS N
-1 V3 [v2 |1 7 1 va V3|1 "
Tz 2 | 2 2| 2 2
/ 1 \ i
T = m \"
6 2 B /
III] NG
5 ] _:
4 V'3
cos® < 0 dr T2 _T cosf = 0
. 92 |2 - e
{ sinf < 0 kel |y 37 T _4 5 { smg <o | %=l
2 T 2

5.5 Application des nombres complexes en trigonométries

5.5.1 Forme trigonométrique d’un nombre complexe
Définition
Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument 6.
On appelle forme trigonométrique du nombre complexe z I'écriture : z = r (cosf + isiné).
Remarque

La forme trigonométrique du nombre complexe conjugué de z est : 7 = r[cos(—0) + isin(—0)].

5.5.2 Forme exponentielle d’un nombre complexe
Définition
Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument 6.
0

On appelle forme exponentielle du nombre complexe z I'écriture : z = re*”.

Remarque

La forme exponentielle du nombre complexe conjugué de z est : z = re~,
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5.5.3 Relation entre forme exponentielle et forme trigonométrique

Pour tout 6 € R; re? =7 (cosf +isinf).

5.5.4 Forme polaire d’un nombre complexe

Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument 6.
On appelle forme polaire du nombre complexe z 'écriture : z = [r;0)].

5.5.5 Formules de Moivre

Soit § un nombre réel et n un entier relatif, on a : cos@+ising = ¢’ = (cosf+isinf)" = "0

On obtient la formule suivante, dite de Moivre : (cosf +isiné)" = cos(nf) + isin(nd)

5.5.6 Formules de Euler

Soit z un nombre complexe tel que : z = cosf +isinf = e? et z = cosh —isinf = e~
cosf = 5 = cosn = ————
On a : _ 0 =i % ; _ oind _~q—ind
sinf = : = — sinn = ——
21 21 21

5.5.7 Formule du bindme de Newton

n
(a+b)"=>" Ckakpn=k,
k=0
5.5.8 Linéarisation
Pour Linéariser cos™ 6 et sin”f (n € IN) on peut utiliser le procédé, mettant en jeu les
formules d’Euler et du bindome de Newton.

Exercice

Linéariser les expressions suivantes
1. Exprimer cos3x et sin3x en fonction de cosx et sinzx.

2. Exprimer cos?#sin®# en fonction de cosz et sinz si possible.

5.5.9 Factorisation de e + e et e’ — e

. . . a+b
D’ou | €@ + e = 2cos (“_b) e’<T)
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NE Y ; .. — (el
D’oul | e — e = 2jsin (aTb) ez( )

5.6 Racine n'“" d’un nombre complexe

5.6.1 Définition

Soit n un nombre entier naturel non nul et Z un nombre complexe donné.
On appelle racine n***¢ du nombre complexe Z, tout nombre complexe z tel que 2" = Z.

5.6.2 Recherche des racines n'“"“ d’'un nombre complexe

Posons Z =r(cosf +isinf) et z = p(cos¢p +ising) avec ¢ = |z|.
On sait que 2" = Z et 2" = ¢"(cosng + isinng)
2" =7 = p"(cosng +isinng) = r(cosf + isinf)

L Jet=r p=yr
Par comparaison keZ — 0 2kxr keZ
ng =0+ 2km b=—+—
n n

Les solutions de cette équation sont de la forme :

6 2k 6 2k 6 2k

zk:l(ﬁ;—i—W]Z{L/?[Cos<+ﬂ>+isin<+ﬂ>], Vi €{0;1;---5(n—1)}
non non n.on

Remarques

> Si Z =1, on parle des racines n*®¢ de I'unité qui sont de la forme zp =e™n .

> La somme de n racines n**"¢ d’un nombre complexe est nulle.

5.6.3 Interprétation géométrique
Les racines n®™¢ du nombre complexe Z = re? sont les affixes des sommets M), d’un
polygone régulier de c6té n inscrit sur un cercle (€) de centre O origine du repere et de rayon

Yr tels que : (Wk, OWk+1) = 27;T[27r].

Exercice

1. Trouver les racines cubiques de 'unité.

2. Trouver les racines cubiques de u =1+1

5.6.4 Racines carrées d’un nombre complexe
Définition

Soit Z = a + tb un nombre complexe non nul; on appelle racine carrée de Z, le nombre

complexe z =z + iy tel que Z = 22.
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2—y?—q
=7 (z+iy)=atib= {2 +y*=|Z| (9)
2zy =0b

La résolution du systeme (.S) permet de trouver deux nombres complexes conjugués zy et 29 ;
racines carrées du nombre complexe Z.

5.7 Equations du second degré dans C

5.7.1 Equations a coefficients réels

Ce sont les équations de la forme az? +bz4+c=0 ot a; b et ¢ sont des réels avec a = 0.
Pour résoudre cette équation, on calcule le discriminant A.
On a : A =0b? —4ac et trois cas peuvent se présenter :

2 = —b+VA
>si A >0; on a deux solutions réelles : —b2—a A
2= 2a

. . Z1 =
>si A <0; on a deux solutions complexes : . 2a ]
—b—1
<2 = 2a
>si A=0; on a une solution double : zy = ~og"
a

Exercice

Résoudre dans C les équations suivantes :
(B1):22+2+1=0; (Bp):22—62+9=0; (E3):22—2-2=0

5.7.2 Equations a coefficient complexe

Ce sont les équations de la forme az? +bz+c=0 ot a; b et ¢ sont des nombres complexes
avec a # 0.
Pour résoudre cette équation, on calcule le discriminant A et deux cas peuvent se présenter :
> si A € R, on se ramene au cas précédent.
> si A € C, on cherche les racines carrées 91 et do du discriminant A.

2 = —b—91 2 = —b—0d9o
2a ou 2a
_ —bt+td

L’équation admet deux solutions complexes telles que : {
2a

Exercice 1

Résoudre dans C les équations suivantes :
(B):22—=5iz—6=0; (E'): (=2+4)22+ (4—5i)z2+3—i=0.

Exercice 2

o

Soient les nombres complexes suivants z; =i et zo = %4—2’
1. Calculer |z1| X |z2].

21+ 2

2. (a) Calculer Z = otz
1421 X 29

(b) Ecrire Z sous la forme algébrique.
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(c) Calculer |Z|.
iz—32 =2-3i
3. Résoudre dans C? le systéme
(144)z+2i2" =5—1
4. Déterminer les racines carrées 61 et do du nombre complexe u = 3 + 4i.

5. Résolvons dans C les équations suivantes :
(B):(1+49)224+2(2+i)z+4=0; (E'): 22 — (5 —44)2 +3(1 — 3i) = 0.
Exercice 3

Résoudre dans C chacune des équations suivantes : 2 +2Z—14+2i =0; 24+2Z =4+ et
422 48|z -3 =0.

5.8 Equations complexe se ramenant au second degré

5.8.1 Equations complexe du troisi¢tme degré
a) Forme générale

Une équations du troisieme degré dans C d’inconnue z est une équation de la forme :
(E):az3+b22 +cz+d=0o0ua, b, cet ddes nombres complexes avec a # 0.

b) Résolution

La résolution d’une équation du troisieme degré dans C nécessite la connaissance d’au moins
une de ses racines appelée racine évidente souvent notée zp, ainsi I’équation peut s’écrire sous
la forme : (z — 20)(az® +az+B) =0 ol a, a et B sont des nombres complexes (a # 0)

On utilise 'une des trois méthodes suivantes pour déterminer a, o et 3 :
> Méthode de Horner ;

> Méthode de la division euclidienne ;

> Méthode d’identification des coefficients.

> Méthode de Horner

Si zp une solution de I'équation az® +bz2 +cz+d=0 ou (a,b,c,d) €C* et a#0
alors I'équation peut s’écrire : (z — 29)(az? + az+ ) =0 ot (a,a,8) €C3 et a =0

a b c d {z—zon (1)
on a :

20 | 4 azp azp B2 ) 0 )
X la|la=bt+azy | B=cH+azy | d+Lz20=0 az”+oz+f= (2)

Alors on résout 'équation du second degré (az?+az+3) =0 (2).
Si I’équation (2) admet deux solutions z; et z2 alors ’ensemble de solution de I’équation

az3 + 022 +cz+d=0est|S={z, 21, 20}

> Méthode de division euclidienne

Si 29 une solution de I'équation (E):az3+b22+cz+d=0 ou (a,b,c,d) €C* et a=0
alors (E) peut s’écrire sous la forme : (z — 29)(az®? +az+£) =0 ou (a,a,3) €C? et a =0
On effectue la division euclidienne de (E) par z — zp pour déterminer a, « et (3
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azd+ b2 +cz+d z— 2z a=a
.3 2
e azzoj_ +d GZ2 tazt '3 avec a=b+ az
az cz _
—az? + azgz A=etaz
Bz+d
—Bz + Bz
0

Alors (E) peut s’écrire sous la forme : (z — z9)(az? + az+ ) =0

z2—20=0 (1)

az? +az+ =0 (2)
Si I’équation (2) admet solutions racines zj et zy alors I’ensemble de solution de 1’équation
az3+b22 +cz+d=0est|S = {2, 21, 22}

on a .

> Méthode de d’identification des coefficients

Si zp une solution de I'équation (E):az®+bz?>+cz+d=0 ou (a,b,c,d) € C*et a=0
alors (E) peut s’écrire sous la forme : (z — zp)(az? +az+B8)=0 ou (a,a,8) € C3 et a =0
o On développe (z — z9)(az? +az+ ) =0
o On identifie les coefficients pour déterminer a, a et (.

Exercice 1

Soit p un polynéme complexe défini par : p(z) = 23 — (14 3i)2% + (1 +4i)z — 3(i — 1).
1. Montrer que ¢ est une racine du polynéme p(z).

2. Résoudre dans C 'équation p(z) =0.

Exercice 2
Soit p un polynoéme complexe d’inconnue z défini par : p(z) = 23+ (4—57) 22 +4(2—5i) 2 —40i.
1. Démontrer que le polynéme p(z) admet une racine imaginaire pure notée zy a déterminer.
2. Déterminer trois nombres complexes a, b et ¢ tels que : p(z) = (z — 5i)(az? + bz +¢).

3. Résoudre dans C 'équation p(z) =0.

5.8.2 Equations complexe du quatriéme degré
a) Forme générale

Une Equations complexe du quatriéme degré est une équation de la forme :
(E):az* +b2° +c2? +dz+e=0o0la, b, ¢, d et e des nombres complexes avec a # 0.

b) Résolution

La résolution de cette équation consiste a faire un changement de variable d’inconnue, on
distingue deux cas :
>Sia=cetd=—b ona:azt+bz3+cz?—bz+a=0aveca=0.
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1
On pose t =z — — avec z = 0.

z
Cette équation devient : at? + bt 4+ k1 = 0 avec k; = 2a +c.
>Sia=eetd=b, ona:azt+bz3+cz?+bz+a=0 avec a=0.

1
On pose t = z+ — avec z = 0.

z
Cette équation devient : at? + bt + kg = 0 avec ko = —2a +c.

Exercice
Soit 'équation (E): 2% —523 4622 —52+1=0.
1. Vérifier que 0 n’est pas solution de 1’équation (F).
, I . \ u=z+
2. Démontrer que I'équation (E) est équivalente au systeme : 5 o
u*—du+4=0

3. Résoudre dans C 'équation (E).

5.9 Utilisation des nombres complexes en géométrie
Dans le plan rapporté a un repere orthonormé direct (O; 7, 7)
Soit quatre points A, B, C, Q) d’affixe z4, 2B, z¢, zq respectivement.

5.9.1 Distance de deux points

La distance AB est : AB = HEH = |z — 24|

5.9.2 Affixe du milieu d’un segment et du centre de gravité d’un triangle

Soit ABC un triangle quelconque, on désigne par I et GG respectivement le milieu du segment

[AB] et centre de gravité du triangle ABC'.
ZAtZB zAatzp+zc
et zg = s

L’affixe des points I et GG sont : z; =

5.9.3 Affixe du barycentre de n points pondérés

Soit G = bary{(A1,a1);(A2,2),(As,a3);...; (An, )}, alors on a :
_ Q1ZA; T Q2ZA, T QB3ZA3 T .. T Qp2A,

a1 +ag+o3+ ...+ oy

G

5.9.4 Interprétation géométrique de ’argument

Soit (O; w, 7) un repeére orthonormé direct.
> Soit M un point du plan complexe d’affixe z, alors argz = (7, OM ) [27].

>arg(zp—z4) = (7, ﬁ) [27].
> arg <ZB) = (O—A>, O?) [27].

ZA
> (ﬁ, ﬁ) =arg (ZC _ZA) [27].
ZB — %A N
> L’ensemble des points M d’affixe z tel que : arg(z — z4) = a[n] est la droite de repére (A; i ),

=
privée de A, avec Mes( i 7) = a/n].
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> L’ensemble des points M d’affixe z tel que : arg(z — z4) = o[27] est la demi- droite de repere
N ==
(A; i ), privée de A, avec Mes( i 7) = of27).

5.9.5 Interprétation géométrique du module

Soit (O; w, 7) un repeére orthonormé direct.
On considere les points A, B et M d’affixe z4, zp et z.
> L’ensemble des points M d’affixe z vérifie |z — z4| = k ou k > 0 est le cercle (&) de centre A
et de rayon k. Son équation cartésienne est : (z —a)?+(y—b)? = k% ot z = x+iy et z4 = a+1b.
> L’ensemble des points M du plan tel que : |z — z4| = |z — zp| est la médiatrice du segment
[AB].

Exercice 1

Déterminer I’ensemble des points M tels que : 2 =1+2e¢"“; o € R.

Exercice 2

Le plan complexe est muni du repére orthonormé (O; u, 7) Soit M un point d’affixe z et
z2—2z
7= Aofle:2etzB:—4—|—z'.
Z—ZB
Déterminer et construire ’ensemble (I') des points M tels que :

a) [Z'|=1;0) 2| =2; ¢) 2 est réel et d) argz’:g—i—%ﬁ.

Remarque

Sik=1et z4=20,0na: |z| =1 caractérise le cercle trigonométrique.

5.9.6 Configurations du plan et nombres complexes

> Triangle isocele

ABC est un triangle isocele en A <= |zp — 24| = |20 — 24|

. RC T RA ;

oit ZETA _ otai gyec 2 km, ke Z.
ZB — %A

> Triangle équilatéral
ABC est un triangle équilatéral <= |zp — z4| = |z — 28| = |20 — 24
20— 2 n
ZB — %A

> Triangle rectangle

20 — % T
ABC est un triangle rectangle en A <—- 2072 \etEi avec A € R — {1;-1}
B — <A
> Triangle rectangle isocele
Z0 — 2 T
ABC' est un triangle rectangle en A <= SO EA ot
B — %A
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> Carré

2D — ZB
RC T RA

ABCD est un carré <— +5i

et2" et |zp — zp| = |20 — 24|

> Parallélogramme

%D —%ZB _ o0
20— ZA

ABCD est un parallélogramme <= avec 0 = 0[27].

> Points cocycliques

2C —ZB  *D — %B

Les points A, B, C' et D sont cocycliques <= : =peR*
RC —XFA <D — %A

5.9.7 Colinéarité et orthogonalité

Soit A, B et C trois points du plan complexe.

— = 20— 2 20— %
> Les vecteurs AL et AC sont colinéaires <= arg< ¢ A) = 0[7] ou ¢ A _BeR".
2B — %A ZB — RA
— 2p— 2 T Zp — 2
> Les vectewrs AB et AC' sont orthogonaux <= arg (DC> =+—[27] ou D0 .
ZB— ZA 2 ZB — %A

Conséquences

20— 2 20— 2
> Les points A, B et C sont alignés <= arg (CA> = 0[n] ou oA B € R*.

ZB — %A B — %A
> Les droites (AB) et (C'D) sont orthogonaux <= arg (ZD_ZC) = :I:g[27r]
ZB T %A
ou Z2_2C _ 5
ZB — RA

H J—
> Les vecteurs AB et CD sont colinéaires <= arg (ZDZC) = 0[27]

ZB — ZA

2D — =C

ou arg ( ——— ) = w[27]
ZB — %A

5.10 Nombres complexes et transformations du plan

5.10.1 Translation
a) Définition
Translation de vecteur @ non nul est I’application du plan dans lui méme qui associe a tout

point M, le point M’ tel que : MM' = .

b) Expression complexe d’une translation

Soit M et M’ des points d’affixe z et 2/, o un vecteur tel que 2z = b.
L’expression complexe de la translation de vecteur Woest: 2 =z+40.
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c) Expression analytique d’une translation

Posons 2/ =2’ + 1y et b=z + iy
On a :
o +iy =z +iy+xo+iyo
2 =ax+ 29
Par identification des deux membres, on a :
Y =y+yo

d) Elément caractéristique d’une translation

L’élément caractéristique d’une translation est son vecteur.

Exercice 1

Soit f une transformation du plan dans le plan définie par son expression complexe suivante :
fi:d =2+4-3i
1. Montrer que f est une translation.

2. Déterminer I'affixe de son vecteur w.

Exercice 2

Le plan complexe est muni du repére orthonormé (O; w, 7) Soit A et B deux points
d’affixe respectives 2 —1 et 5+ 3i.

1. Calculer I'affixe du vecteur zﬁ .
2. Déterminer 'expression complexe de la translation ¢ de vecteur ﬁ :

3. Donner 'expression analytique de la translation ¢.

5.10.2 Homothétie
a) Définition

Une homothétie de centre Q) et de rapport k € R* — {1}\est I"application du plan dans lui

méme qui associe & tout point M, le point M’ tel que : QM ' =kQM .

b) Expression complexe d’une homothétie

Soit M, M’ et et QO des points d’affixe respectives z et 2’ et 2q.
L’expression complexe de 'homothétie de centre () et de rapport k est :
Z—z20=k(z—zq)ouz =kz+(1—k)zq.

En posant k=a et b=(1—k)zqg;ona: 2z =az+bouaecR*—{1}.

¢) Eléments caractéristiques d’une homothétie

Un homothétie est caractérisé par son rapport k = a et son centre () a pour affixe zo = ] .
—a

d) Expression analytique d’une homothétie
2 — 20 =k(z—2z0)
' =kx+xo(l—k)

Posons 2/ =2’ +iy/, z =2 +iy et 2q = x¢ + yo, alors on a :
y' =ky+yo(l—k)
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Remarques
> Si k=1, alors h(Q;1) = Idp (Identité du plan).
> Si k= —1, alors h(QQ;—1) = Sq ( symétrie centrale).

Exercice 1

Soit h une transformation plane définie par : h: 2/ =3z +2 —1.
1. Montrer que h est une homothétie.

2. Déterminer les éléments caractéristiques de ’homothétie h.

Exercice 2

Le plan complexe est muni du repére orthonormé (O; ﬂ), 7) Soit A un point d’affixe
24 =14 2i.

1
1. Déterminer 'expression complexe de I’homothétie h de centre A et de rapport k = —5

2. Donner 'expression analytique de la translation h.

5.10.3 Rotation
a) Définition

La rotation de centre Q) et d’angle 6 est 'application du plan dans lui méme qui associe a
QM =QM

tout point M, le point M’ tel que : { , —— ——
P P a {(QM;QM’) — g[2n]

b) Expression complexe d’une rotation

Soit M, M' et QO des points d’affixe respectives z, 2 et z,.

QM = QM 220 = o
Ona:q,— — — /
ne (QM; QM') = 0[27] arg (ZZ__ZZQ> = 0[27]
0

Zo20 i = (z—20)e? = 2/ =2+ (1 —e)2q.

Z—ZQ) ) )
En posant ¢/ =a et b= (1—¢")zq, on a la forme 2’ = az+b ot a € C tel que |a| = 1.
Remarques

> Si 6 =, la rotation (.9 est une symétrie centrale de centre €.
> Si 6 =0, la rotation 7(q.g) est I'identité du plan.

c¢) Eléments caractéristiques d’une rotation

Une rotation r d’écriture complexe 2z’ = az + b est caractérisé par :

b

_a.

son angle 6 tel que : = arg(a)[27] et son centre Q) d’affixe z = .
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d) Expression analytique d’une rotation
Soit 7 la rotation d’écriture complexe : 2’ — 2 — e (z - zq)
Posons : z =z +iy, 2/ =2’ +iy, zq = xo + iy et € = cosh+ isin.
' +iy = (x —x0)cost — (y —yo)sin€ + zo + i [(x — x0) sinf + (y — yo) cos b + yo|
' = (z —x0)cosh — (y —yo)sinf + g
/

Par égalité de deux nombres complexes, on a : 7 : )
y' = (xr —x0)sinf + (y — yo) cosf + yo

Remarques
/
: ¥ =—r+2 : : o
>Sif=m, alorsona:r:q O Cest I’expression analytique d’une symétrie
Y =—y+2yo
centrale de centre () d’affixe zg = xg + yo.
=z
>Sif=0,alorsona:r:{ c’est ’expression analytique de 'identité du plan.
y=y

Exercice 1

1 3
Soit f une transformation du plan dans le plan définie par : f: 2’ = (2 + 2?) +1—i/3.

1. Montrer que f est une rotation.

2. Déterminer les éléments caractéristiques de f.

Exercice 2

Le plan complexe est muni du repére orthonormé (O; 7, 7) Soit A un point d’affixe
ZA=—3+2.

s
1. Déterminer I'expression complexe de la rotation R de centre A et d’angle de mesure —5

2. Déterminer ’expression analytique de la rotation R.

5.10.4 Symétries particulieres
a) Symétrie par rapport a ’axe réel
Soit M et M’ deux points d’affixe respectives z et 2’.
M’ est le symétrique de M par rapport a I'axe réel si et seulement si 2/ = 7.
b) Symétrie par rapport a ’axe imaginaire
Soit M et M’ deux points d’affixe respectives z et 2’.
M’ est le symétrique de M par rapport a I'axe imaginaire si et seulement si 2/ = —7.
¢) Symétrie par rapport I’origine du repére

Soit M et M’ deux points d’affixe respectives z et 2’.
M’ est le symétrique de M par rapport a l'origine si et seulement si 2’ = —z.
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d) Symétrie par rapport a la premiére bissectrice

Soit M un point du plan complexe d’affixe z = a + ib.
M’ daffixe 2’ est le symétrique de M par rapport a la premiére bissectrice si et seulement si
7 =b+1a.

e) Symétrie par rapport a un point

Soit A, B et C trois points d’affixe respectives z4, zp et z¢.
A est le symétrique que B par rapport a C' si et seulement si z4 =2z — z¢.

5.10.5 Similitude plane directe
a) Définition

La similitude plane directe S de centre Q, d’angle 6 et de rapport &k (k > 0) est la composé
commutative de la rotation de centre () et d’angle 6 avec une homothétie de centre () et de
rapport k, c’est-a-dire S =hor =roh.

b) Expression complexe d’une similitude plane directe

Soit S la similitude plane directe de centre (2, d’angle 6 et de rapport & > 0.
L’expression complexe de S est : 2/ — zq = ke (2 — 2) ou 2/ = ke + (1 - /{;ele) 20).
En posant a = ket et b= (1 — kew) 20, on a la forme 2/ = az + b.

c) Eléments caractéristiques d’une similitude plane directe

Soit S la similitude plane directe d’écriture complexe : 2’ = az + b.
La similitude plane directe S est caractérisé par :
> son rapport k tel que : k= |a|;
> son angle 6 tel que : 6 = arg(a)[27];

> son centre () d’affixe zg = 1 .
—a

d) Expression analytique d’une similitude plane directe

Soit S la similitude plane directe d’écriture complexe : 2/ = ke?(z — zq) + 20
Posons : z =z 41y, 2/ =2’ + iy, 2o = xo+ iy et ke’ = kcos@ +iksinb.
' +iy = k(x —xz0)cosd — k(y — yo)sinf + zo + i [k(z — x0)sin b + k(y — yo) cos 0 + yo]
' =k(x —xp)cost — k(y —yo)sinf + o

Par égalité de deux nombres complexes, ona : S:q )
Y =k(xz—x0)sind + k(y — yo) cosd + yo

e) Similitude plane directe particuliére

Soit S une similitude plane directe d’écriture complexe 2’ = az +b.
>bsia=1;ona:z =2z+0b, alors S est une translation de vecteur u daffixe b.
>siazl, |a]=1 et §=0[2x], alors S est une rotation de centre Q) et d’angle 6.
>bsia=—1;ona:z =—z+b, alors S est une symétrie centre de centre Q.
>sia€R—{—1;1} et § =0[27], alors S est une homothétie de centre Q et de rapport k = a.
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Exercice 1

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O; U), 7) Soit A, B, C et D quatre points
du plan d’affixe respectives 3—2i; 6+4i; —3+1 et 7i. On désigne S la similitude plane directe

de centre C, de rapport v/2 et d’angle de mesure 2[271'].

1. Montrer que I’écriture complexe de S est : 2/ = (1414)z+ 1+ 3i.
2. Déterminer ’expression analytique de S.

3. Déterminer l'affixe du point £ image du point D par S.

Exercice 2

(I4+i)a+5=-2+1
2—i)a+B=—1+4i
2. Le plan complexe (9P) est muni d’'un repére orthonormé (O; ', v').
Soit A, B, C et D quatre points du plan complexe () d’affixes respectives :

141, 2—1, —2+1i et —1+44. On désigne par S la similitude plane directe qui transforme
AenCet Ben D.

(a) Déterminer I’écriture complexe de la similitude S.

1. Résoudre dans C le systeme {

(b) Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude S.

(c) Déterminer analytiquement S puis donner la I'affixe de point E image de C' par S.
3. Soit p un polynéme d’inconnue z défini par : p(z) = 23 — 3iz? — 4z + 2i.

(a) Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que : p(z) = (z —i)(az? + bz +c).

(b) Résoudre dans C, ’équation p(z) = 0.
4. (a) Placer les points A, B, C' et D dans le plan ().

(

b) Déterminer I'affixe du vecteur /ﬁ .

(c
(d

Déterminer I'affixe du point G image C' par la translation du vecteur zﬁ .
Quelle est la nature du quadrilatere ACGB?

)
)
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