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Chapitre

Mécanique

Les notes de cours de ce chapitre rappellent les grands principes et théorémes
indispensables pour passer le concours du CAPES et enseigner la physique en
lycée et college. Elles attirent d’autre part 'attention sur certains points précis dont
I'expérience montre qu’ils posent souvent des problémes aux étudiants. Elles doivent
étre congues comme un guide pour les révisions. Leur contenu doit étre connu
avec précision avant d’aborder les exercices et problemes qui en permettront
I’assimilation.

es exercices et problémes ont été sélectionnés de maniere a constituer un ensemble
L t probl t été sélect d tit bl
pédagogiquement cohérent : ils recouvrent une tres large partie du contenu du pro-
gramme, et requierent l'utilisation de la plupart des méthodes mises en oeuvre pour
résoudre les problemes de mécanique.

1. Dynamique du point matériel

1.1. Grandeurs cinétiques fondamentales

1.2. Principe de I'inertie ; référentiels galiléens (1% loi de Newton)

1.3. Principe fondamental de la dynamique. Référentiels galiléens (2° loi de Newton)
1.4. Principe des actions réciproques (3¢ loi de Newton)

1.5. Principe fondamental de la dynamique. Cas des référentiels non galiléens

1.6. Théoréme du moment cinétique

1.7. Théoréme de I’énergie cinétique

1.8. Interactions conservatives. Energie potentielle, énergie mécanique

1.9. Forces centrales

2. Oscillateur harmonique @ une dimension. Oscillations libres

2.1. Mouvement d’une particule au voisinage d’une position d’équilibre stable
2.2. Oscillateur harmonique unidimensionnel non amorti

2.3. Oscillateur harmonique unidimensionnel amorti par frottement fluide
2.4. Aspect énergétique

3. Oscillations forcées : I'oscillateur harmonique entretenu ; résonance
3.1. Recherche du régime permanent

3.2. Comportement de la réponse en amplitude en fonction de la fréquence
3.3. Aspect énergétique

4. Mécanique des systémes
4.1. Préliminaire
4.2. Centre d’inertie ; référentiel barycentrique
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4.3. Quantité de mouvement

4.4. Moment cinétique

4.5. Energie cinétique. Conservation de I'énergie
4.6. Théorémes de Koenig

4.7. Réduction canonique du probléme a deux corps

5. Mécanique du solide indéformable

5.1. Eléments de cinématique du solide

5.2. Moment cinétique, énergie cinétique, opérateur d’inertie

5.3. Solide en rotation autour d’un axe fixe

5.4. Moments d’inertie a connaitre

5.5. Théoréme de Huygens

5.6. Contact entre solides. Frottement de glissement, lois de Coulomb
5.7. Roulement sans glissement

6. Statique des fluides
6.1. Notion de pression

6.2. Loifondamentale de I'hydrostatique
6.3. Théoreme d’Archimede
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Conrs

> 1. DYNAMIQUE DU POINT MATERIEL

1.1. Grandeurs cinétiques fondamentales

Pour un point matériel M, de masse 7, animé d’une

. . 2 . . M
vitesse @ par rapport a un référentiel R donné, on
définit les grandeurs cinétiques suivantes : \
* Quantité de mouvement : )

N
p:m?

* Moment cinétique en un point A:

—
GA=AMAp

(moment en A de la quantité de mouvement).
* Energie cinétique :

mu

N -

1.2. Principe de V'inertie ; référentiels galiléens
(1™ loi de Newton)

Principe : Il existe des référentiels privilégiés, appelés galiléens, dans lesquels la quantité de
mouvement d'une particule isolée est constante (cela correspond soit au repos, soit au mouvement
rectiligne uniforme).

Cette loi fait des droites des objets cinéma-
tiques privilégiés. Ce sont aussi des objets i ¥2
géométriques privilégiés (dans un espace
euclidien).

Les rétérentiels galiléens sont en transla- o X o Voox
tion rectiligne uniforme les uns par rap- ) y
port aux autres. Lopérateur qui permet R R,
de passer d’un référentiel a un autre est | Z1 2

la transformation de Galilée G(¥). Elle

contient ’homogénéité et lisotropie de

I'espace ainsi que l'uniformité du temps. La vitesse de propagation de l'information
est supposée infinie. Dans 'hypothése ot R, est en translation rectiligne uniforme de
vitesse ¥ par rapport 2 Ry, dans la direction parallele 2 Ox (Fig. ci-dessus), la relation
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entre les deux référentiels s’écrit (dans les reperes définis par les origines O7, O; et les
trois axes de directions fixes associés) :

x1 1 0 0 V7V X
)1 01 0 O 92
2| 001 of =
A 0 0 0 1 )

Matriciellement, cette relation s’écrit :
-
1] = [6(7)] 1)

11 est facile de montrer que I'ensemble { [G(V)] } des transformations de Galilée a une
structure de groupe :
— — —>n i — —
6] @ || =[c)] o ¥ =T+ 7

Leslois de la mécanique classique sont invariantes dans les transformations du groupe

de Galilée.

1.3. Principe fondamental de 1a dynamique. Référentiels
galiléens (2° loi de Newton)

Principe : Dans un référentiel galiléen, la dérivée de la quantité de mouvement d'un point matériel
par rapport au temps est égale a la somme des forces qu'il subit.

E) N7
<dt Rgal Z

Dans un autre référentiel galiléen, le principe fondamental appliqué a ce point s’écrit
exactement de la méme facon, puisque deux référentiels galiléens ne sont pas accélérés
'un par rapport a l'autre.

. . , . —
Dans le cas ou la masse du point est constante, ce principe s’écrit ma = Z f
1.4. Principe des actions réciproques (3¢ loi de Newton)

_

Principe : Si un point matériel 1 exerce sur un point matériel 2 une force Fi_.2, alors le point
— —

matériel 2 exerce sur 1 une force opposée Fo_.1 = —F1_.>

Cette loi suppose une transmission instantanée de I'information. Ainsi, le principe des
actions réciproques n'est-il plus valable dans le cadre de la théorie de la relativité restreinte.

16



1.5. Principe fondamental de la dynamique. Cas des référentiels

non galiléens

® R, est en translation par rapport a Ry
(translation non rectiligne uniforme).

Principe : Le principe fondamental de la
dynamique dans R, non galiléen s’écrit :

(

E;(M) est la force d'inertie d'entrainement du

a5
dt

) =3 F + )
Ry

O4

Z4

Y1

R4
Galiléen

23

Y2

0,

Rz
en translation non
rectiligne uniforme

par rapport a R,

point M due a I'accélération de R, par rapport
a R, galiléen.

Dans le cas d’'une translation, 'accélération d’entrainement du point M ne dépend ni de
sa position par rapport a R, ni de sa vitesse par rapport 2 Ry etona:

40,0
N —
ﬁf (M) = _mZ(M) == _m7(R2/R1) = —m d—[122

ou 7 (R, /Ry) est I'accélération de R, dans sa translation par rapport a Ry.

o R, esten rotation autour d’un axe par rap-

portaR, Z3
H|
Principe : Le principe fondamental de la dyna- AU
mique dans Ry non galiléen s'écrit : T M
22‘ T
d_> — = — | Y2
(d—’j)k =S F + By + Feemy
0 N Y1
|

ou E;(M) est la force d'inertie d'entrainement du

point M due a la rotation de R, par rapport a R4
—

galiléen et f;.(M) la force d'inertie de Coriolis du

point M.

X1

Laccélération d’entrainement du point M
comporte deux termes dépendant de la posi-
tion de M dans R,. L'un d’entre eux est la cause de la célebre force d'inertie centrifuge,

=
l'autre n'intervient que si la rotation de R, par rapport a R est non uniforme. Si (R, /R;)
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désigne le vecteur rotation (ici paralléle 2 Oz;) de R, par rapport a Ry, ona:

dQ(Rz/Rl) A OM

M
dz

M) = —mz (M) =  mQ*HM
Je = —ma, = m

force d’inertie
centrifuge (en mQO?7)

ou H est le projeté orthogonal de M sur Oz;
Laccélération de Coriolis du point M dépend de la vitesse de M dans le référentiel
entrainé R, ug, (M)

— —
fieM) = —2mQ(Ry/Ry) A g, (M)
1.6. Théoréme du moment cinétique

Théoréme : La dérivée par rapport au temps du moment cinétique du point matériel M en un
point fixe O d'un référentiel galiléen est égale a la somme des moments en ce point des forces
subies par M :

(d"o) =3 " Mo(F) oii Mo(f)=OMAF
dt Rgal

Pour utiliser le théoréme du moment cinétique dans un référentiel non galiléen, il faut
ajouter 4 la somme des moments les moments des forces d’inertie d’entrainement et de
Coriolis, soit

—  — —_—
OMA £ (M) et OM A £ (M).

1.7. Théoréme de I’énergie cinétique

o Cas d’un référentiel galiléen

Théoréme : Dans un référentiel galiléen, la
variation d'énergie cinétique du point M entre
deux instants t et t, est égale a la somme des M,
travaux des forces subies par M entre ces deux
instants. 0

=
AEc =Eg —Ec = Y Wi_o( f)
o gal M,

— M2_,
Wi_a( f):/ F . dOM
M1

—
== 1, . . . N . ,
Si @ désigne le vecteur vitesse de M, la puissance de la force / auninstant donné est :

P(]_”> dW ?
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-
I1 est utile de se rappeler qu'on peut calculer le travail en intégrant la puissance de f
entre deux instants : "

L.

— —
Mea(7)= [ P
11

o Cas d’un référentiel non galiléen : il faut ajouter 4 la somme des travaux des forces, les
travaux des forces d’inertie d’entrainement.

Remarque : 1a force d’inertie de Coriolis ne travaille pas, puisquelle est a chaque
instant normale a la vitesse du point dans le référentiel entrainé (sa puissance est
toujours nulle) :

P(f(M)) = £ (M) - 7. (M) = 0, (V)

1.8. Interactions conservatives. Energie potentielle, énergie
mécanique

o Forces conservatives : une force est conservative si son travail lors du déplacement du
point matériel M d’un point A 4 un point B ne dépend pas du chemin suivi. En particulier
sur un contour fermé quelconque :

— =
7{ 7 -dOM = 0,VC, fermé
C

11 est alors facile de montrer qu'une force est conservative si et seulement s’il existe une
fonction scalaire Ep(x, 9, 2), ne dépendant que des coordonnées d’espace, telle que :

— —
f(x,9,2) = —gradEP(x, 9, %)
On a alors _
Wa—g( f) = Ep(A) - Ep(B)
Dénergie potentielle Ep(x, y,%) nest pas, étant donné un champ de forces, définie de
fagon univoque, mais 4 une constante additive pres. On dit que le champ de forces 7)
dérive d’un potentiel.
Etant donné un champ de forces f, il est donc conservatif si rot( /) = 0

e Conservation de 'énergie mécanique : en appliquant le théoréme de I'énergie ciné-
tique, dans le cas ou les forces dérivent toutes d’un potentiel, on montre que :

Théoréme : L'énergie mécanique Ey,, = E. + Ep d'une particule soumise uniquement a des forces
conservatives ne dépend pas du temps :
dEn,
dt

Il est important de remarquer que cette propriété reste vraie si la particule est aussi
soumise a des liaisons (forces de contact avec une surface ou une courbe) a condition
que celles-ci ne travaillent pas. C’est en particulier le cas en 'absence de frottements,
mais aussi lorsqu'on a des frottements latéraux, de résultante orthogonale a la vitesse a
tout instant.
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1.9. Forces centrales

Un point matériel M est soumis a une force centrale de centre O si la droite d’action
de cette force passe par O quelle que soit la position de M. Une telle force dérive d’une
énergie potentielle qui est obligatoirement isotrope (les lignes de force sont orthogonales
aux surfaces d’égale énergie potentielle) de sorte quon lécrit F' = f(r)u,, ot u, est le
dE]’
e

vecteur unitaire radial des coordonneés sphériques, avec f(r) = —

Propriétés : Soit un point matériel M soumis uniquement a une force centrale de centre O. On
observe les propriétés suivantes :

- Le moment cinétique en O & o(M) du point matériel est conservatif.

- Le mouvement de M s'effectue donc dans un plan perpendiculaire 3 & o(M) et passant par O.
On le décrira de maniére pratique en coordonnées polaires.

- Le mouvement de M obéit a la loi des aires : pendant une durée At donnée, le rayon vecteur
—
OM balaie des aires égales, quelle que soit la position de M.

L'énergie mécanique du point M dans un champ de forces central F = f(r)u; est conservative.

Compte tenu de la conservation du moment cinétique, on peut passer des expressions
générales de la vitesse et de I'accélération en coordonnées polaires (7, 0) a des relations ne
faisant plus intervenir le temps ; ce sont les formules de Binet. En définissant la constante
des aires C par || 0 o(M)|| = mC, ona C = 7*, et:

1\ /d /1) c d2<1>
2=c|(3) (& () i i

-» Voir exercices 1a 15

[ =

N

2. OSCILLATEUR HARMONIQUE A UNE DIMENSION.
OSCILLATIONS LIBRES

2.1. Mouvement d’une particule au voisinage d’une position
d’équilibre stable

Une position d’équilibre stable pour une particule placée dans un champ de forces dérivant
d’une énergie potentielle se définit par 'existence d’une force de rappel lorsqu’on I'écarte
de cette position ; comme F = — gr?i(Ep), cela se traduit par un minimum de I'énergie
potentielle. Dans le cas général multidimensionnel, 'étude des positions d’équilibre et de
leur stabilité peut étre difficile car les surfaces équipotentielles peuvent avoir une topologie
compliquée (points selles,... )
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2.2. Oscillateur harmonique unidimensionnel non amorti

Lhypothese harmonique suppose que la réponse est linéaire : la force de rappel est
proportionnelle au déplacement x de la particule par rapport a sa position d’équilibre
stable. L'énergie potentielle est donc quadratique par rapport aux déplacements.
e Etude dynamique : 2 une dimension F, = —£x, ol x repére le déplacement de la parti-
cule par rapport a’équilibre, est la seule force quelle subit. Le principe fondamental de
la dynamique conduit a une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants :
2
Q + m%x =0
. " . . . 2 K )

La solution générale peut s’écrire x(£) = asin(wpz + ¢) ol wy = —. est la pulsation
propre de loscillateur ; et ¢ dépendent de deux conditions initiales.
Les oscillations d’un oscillateur harmonique non amorti sont isochrones : leur pul-
sation ne dépend pas de 'amplitude du mouvement.
o Aspect énergétique : 'énergie mécanique d’un oscillateur harmonique non amorti est

. . 1 .
une intégrale premiere du mouvement. £,, = — mv® + = kx® est constante, proportionnelle
2 2

. —_ . 1
au carré de I'amplitude des oscillations et au carré de la pulsation : E,, = Emaz i

Un oscillateur harmonique ne posséde que des états liés : deux barrieres de potentiel le
confinent dans une région finie de I'espace.

Théoréme du viriel : L'énergie cinétique et I'énergie potentielle de I'oscillateur harmonique sont
oscillantes, de période égale a To/2. Leurs moyennes temporelles sont égales.

2.3. Oscillateur harmonique unidimensionnel amorti par
frottement fluide

e Aspect dynamique; mise en équation : en plus de la force de rappel F, = —4x, la
—
particule est soumise a une force de frottement fluide f = —h @ (b > 0). Léquation
différentielle du mouvement s’écrit :
Fx 1de k 1
— +-—— +wx=0 ou wpg=— et —=—
de2  1dr 0 O m T m

o est la pulsation propre de l'oscillateur et T correspond physiquement & un temps de
relaxation; c’est le temps caractéristique du régime libre. Lorsqu'on écarte le systéme
de T'équilibre et qu'on le liche, il revient a sa position d’équilibre et au repos apres
« quelques T ».

o Solutions de I'équation différentielle ; représentation complexe : 'équation caracté-
ristique associée a 'équation différentielle est 7 + (1/7)7 + wj = 0
La forme des solutions de I'équation différentielle dépend du signe de A = 1/7* — 4wd
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=SiA >0 (2wt < 1), soit (5 > 2/ mk), le régime est apériodique : amortissement assez
important. L’équation caractéristique a 2 racines réelles négatives distinctes 71 et r,.
La solution générale s'écrit :

x(£) = a exp(r1£) + b exp(ry2)

La particule retourne a sa position d’équilibre sans effectuer d’oscillations. Il est important
de remarquer que le fait que les racines soient négatives assure le retour a I'équilibre (la
limite de la vitesse lorsque # tend vers I'infini est zéro).

- Si A < 0 Qwgr > 1), soit (5 < ZM), le régime est oscillatoire : amortissement
assez faible. équation caractéristique a deux racines complexes distinctes ¢; et ¢, & partie
réelle négative; la solution générale complexe s’écrit : X(#) = aexp(c1z) + B exp(es).
L¢longation est alors la partie réelle (notée x) de X; il apparait naturellement dans le

Q= /wf—1/412

calcul la pulsation

On écrit la solution :
x(¢) = exp(—¢/27)(a cos Q¢ + bsin Qz)

La particule retourne a sa position d’équilibre en effectuant des oscillations dont I'ampli-
tude décroit exponentiellement, avec un temps caractéristique de 'ordre de 27; bien que
la fonction x(#) ne soit pas périodique, on remarque quelle s’annule a des intervalles de
temps égaux permettant de définir une pseudo-période 7" = 27 /).

La pseudo-période des oscillations amorties est toujours un petit peu plus élevée que la
période propre, mais en reste trés proche dans la limite de 'amortissement faible.

Le décrémentlogarithmique 8 caractérise la rapidité de 'amortissement ; c’est le rapport
entre les deux temps caractéristiques qui apparaissent naturellement dans I'équation diffé-
rentielle, a savoir la période propre et le temps de relaxation. Uamplitude des oscillations
décroit d’autant plus vite que 8 est élevé.

x(t + T)/x(t) = exp(—T/27) et d=T/27

Le rapport des amplitudes des oscillations espacées d’'une pseudo-période est une
constante égale a exp(—9).

—SiA = 0wyt = 1), (soit b = 2V mk), le régime est critique : c’est le régime qui assure
la transition entre le régime apériodique et le régime oscillatoire. La solution générale
s'écrit :

x = (at + b) exp(—¢/27)

La particule retourne a sa position d’équilibre sans effectuer d’oscillations. I est facile
de montrer que, pour des conditions initiales et pour wq et T fixés, le temps que met la

que, p p ps q
particule pour retourner a 'équilibre est alors minimal.
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2.4. Aspect énergétique

A partir de I'équation différentielle, on multiplie chaque membre par x, et on intégre
entre 71 et £

mx()x(2) + kx()x(£) = —hx(2)?

E(t) — E(n) = /2 7 - Tdt=— / 2 hi(z)>ds

Dénergie mécanique d’'un oscillateur harmonique amorti diminue au cours du temps : la
variation d’énergie mécanique du systéme entre deux instants est égale au travail de la
force de frottement entre ces deux instants.

-» Voir exercices 16 a 17

3. OSCILLATIONS FORCEES : L’OSCILLATEUR HARMONIQUE
ENTRETENU ; RESONANCE

Loscillateur harmonique entretenu est soumis de plus a une force extérieure périodique
et sinusoidale F(t) de période 7'

3.1. Recherche du régime permanent

A une dimension, le principe fondamental de la dynamique conduit 4 une équation
différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants. La solution générale est
la somme de l'intégrale générale de I’équation sans second membre et d'une intégrale
particuliére de I'équation avec second membre :

%(2) + %x(;) + wix(t) = F(z)/m

La solution générale de I'équation sans second membre se caractérise par le fait que sa
limite tend vers 0 lorsque # tend vers l'infini, quel que soit le régime transitoire; dans
la pratique, cette solution « s’écrase » sur un temps caractéristique de quelques 7. Cela
sous-entend évidemment, que le frottement fluide n'est pas nul.

F(¢) étant une excitation sinusoidale, on est amené a chercher une réponse sinusoidale
z(#) de méme fréquence. On utilise la représentation complexe (x = Re(z)) :

z(¢) + %2(1‘) + wéz(t) = (ﬁ)/m) e =5 2(¢) = zpe”

avec
_Jo 1
Z()——X 2 ) .
m  (0f —w?) +io/T
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— En régime permanent, l'oscillateur répond a la fréquence fixée par I'excitateur.

- Lamplitude de la réponse est proportionnelle a 'amplitude de I'excitation (réponse
linéaire).

— Lamplitude de la réponse dépend des caractéristiques intrinséques de I'oscillateur
(wo, T) et de la fréquence w de I'excitateur .

- La réponse présente en général un déphasage avec l'excitation.

On peut définir la réponse en vitesse par z = vy exp(iwz), olt vy = iwzy :

A,
Com (0 — 0?) Fie/T

0]

3.2. Comportement de la réponse en amplitude en fonction
de la fréquence

e Le phénomene de « résonance en amplitude »

Avertissement : Il importe de remarquer que le titre est entre guillemets. On dit qu’il
y a résonance lorsque la puissance cédée par I'excitateur a I'oscillateur est maximale ;
cela se produit lorsque la fréquence de I'excitateur est rigoureusement égale a la fréquence
propre de U'excitateur. La mise en évidence du phénomeéne de résonance proprement dit
nécessite 'étude de la réponse en vitesse ; on ne peut donc pas en toute rigueur parler de
« résonance en amplitude ».

zo(w) = (fo/m).F,(w) conduit a :

/T

1
et tand(w) = —;)7

|Fa(w)| = 2
\/(wé — 0?)? + (w/7)? @@

ol ¢ est le déphasage entre la force excitatrice F(#) et la réponse en amplitude x(#). La
seule donnée de tan ¢(w) ne suffit pas a déterminer la phase d(w). Pour la déterminer, on
peut remarquer que argument de F,(w) est négatif.

Si loscillateur est assez faiblement amorti

(pour wgT > —=) I'amplitude de la réponse
P 0 /2 p p

présente un maximum pour une pulsation
excitatrice w,, légérement inférieure a la pul-
sation propre wo de loscillateur; la force
excitatrice est alors en avance de un peu
moins de /2 sur le déplacement. On a

w, = /wf —1/272

e Réponse a basse fréquence : dans la limite des basses fréquences, la force excitatrice

est pratiquement en phase avec le déplacement.
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® Réponse a haute fréquence : dans la limite des hautes fréquences, la réponse tend vers 0
comme 1/w? (Poscillateur n’ a pas le temps de répondre a cause de son inertie). La force
est pratiquement en opposition de phase avec le déplacement.

o Acuité de la « résonance en amplitude » : dans la limite d'un amortissement nettement
faible (wot > 1) w,, est trés voisin de wg et l'acuité de la résonance en amplitude est
caractérisée par une largeur de bande passante telle que :

Aw, =1/1

La « résonance » en amplitude, lorsqu’elle existe est d’autant plus étroite que I'amortisse-
ment est faible. Il en va de méme pour la résonance définie par la vitesse a la différence
qu'elle nexiste pas toujours.

o Principe de causalité : les effets ne peuvent précéder les causes. Cela se manifeste ici par
le fait que la réponse en amplitude est toujours en retard de phase sur la force excitatrice.

3.3. Aspect énergétique

o Bilan instantané : I'énergie cinétique et 'énergie potentielle sont des fonctions pério-
diques, de période 7'/2 dont 'amplitude dépend du module de la fonction de réponse.
Dénergie mécanique est en général dépendante du temps.

Ce n'est que dans le cas ou la fréquence de I'excitateur est égale a la fréquence propre
de loscillateur que la puissance instantanée qu’il lui fournit est égale a la puissance
instantanée dissipée par 'amortissement.

o Puissance moyenne absorbée : résonance. La puissance moyenne absorbée est la
grandeur moyenne effectivement accessible a la mesure.

1 (7 2 1
<P>T(w)=7/0 p(t)dtzj% T
() +

La puissance moyenne absorbée par I'oscillateur a un profil fréquentiel Lorentzien. Elle
est maximale lorsque la fréquence de 'excitateur est égale (rigoureusement) a la fréquence
propre de loscillateur; la bande passante en puissance (largeur totale & mi-hauteur de
(P)7(w)) est telle que :

Awpy X 1=1

Le facteur de qualité Q ne dépend que des caractéristiques de l'oscillateur et rend compte

de P'acuité de la résonance :
Q0]
fr— ~ wOT

Am<p>

-» Voir exercices 16 a 17

1. MECANIQUE 25



D 4. MECANIQUE DES SYSTEMES

Les définitions et théorémes tels quils sont énoncés ici sont valables aussi bien pour des
solides indéformables que pour des systémes déformables.

4.1. Préliminaire

Au sens classique, un systeme § peut étre défini comme un ensemble de points matériels
M;, chacun étant affecté d’une masse ;. Le passage a des distributions continues de masse
s'impose souvent lorsque 'on calcule les grandeurs mécaniques (moments d’inertie ou
positions de centres de gravité,...). Il est cependant plus pratique de retenir les définitions
sous forme discréte et facile de retrouver rapidement tous les théorémes de lamécanique
des systémes en utilisant des sommes discrétes plutot que des intégrales.

Le passage du discret au continu pour une grandeur mécanique A s’effectue en rempla-

" ZA(Mi)m,- par / / / AM)dm.

4.2. Centre d’inertie ; référentiel barycentrique
Le centre d’'inertie G du systéme matériel S, de masse totale 7 est défini par :
Z miO—Mi
M;es
m

—
OG =

., [f,OMdm

ce qui peut s’écrire OG = dans le cas d’une distribution continue.

— La position de G ne dépend pgg du choix de O.

— Si la distribution de masse du systéme présente des symétries (plans, axes), G est a
lintersection de ses éléments de symétrie. Pour déterminer les éléments de symétrie de
§, 'examen de la forme géométrique ne suffit pas. Il faut penser a 'homogénéité de la
distribution de masse.

Le référentiel barycentrique (Ry,) associé a R a son origine en G et est en translation
(généralement non rectiligne) par rapport 2 R; les axes du repére barycentrique sont a
tout instant paralléles aux axes de R.

Rba

Instant t, Instant t,
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4.3. Quantité de mouvement

Définition : La quantité de mouvement du systéme S dans le référentiel R est :

PS/R) =" mTM/R)

M;es

Cette définition n’est généralement pas utilisable directement pour calculer des quantités
de mouvement dans un probléme de mécanique. Il est donc crucial de se rappeler qu’il
découle de la définition de G la relation trés utile :

7 (8/R) = MT(G/R)

La définition méme de Ry, implique que la quantité de mouvement d’un systéme est
nulle a tout instant dans le référentiel barycentrique (7(5‘ /Rpa) = 6)) ; cette propriété
est utile pour traiter des problémes de chocs.

e Principe de I'inertie : différents énoncés peuvent en étre donnés. A ce titre-1a, il est
intéressant de se reporter a l'ouvrage d’Isaac Newton De philosophiae naturalis principia
mathematica paru en 1687.

Principe : Dans un référentiel galiléen, la quantité de mouvement d'un systéme isolé est
constante.

Il importe de bien avoir présent a I'esprit que cela signifie que G est soit au repos, soit en
mouvement rectiligne et uniforme, et que le systéme peut se déformer et tourner autour

de G

o Théoréme du centre d’inertie (ou résultante cinétique)

Théoréme : Le mouvement du centre d'inertie d'un systeme est le méme que celui d'un point
matériel dont la masse totale serait celle du systeme et auquel seraient appliquées toutes les forces

extérieures.
dF(S/RgaI) _-—
<dt - Z Fext
Rgal

Dans le cas ou R n'est pas galiléen, il faut ajouter a la somme des forces extérieures, les
forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis (il faut en général intégrer sur la totalité
du systeme pour les calculer).

4.4. Moment cinétique

Définition : Le moment cinétique en un point quelconque A, du systéme S par rapport
aRest:

GA(S/R) = Y AM; A mi @ (M;/R)
M;es
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Le moment cinétique dépend du point ou on le calcule et se transforme comme un
torseur :

FA(S/R) = Tx(S/R) + AB A 5 (S/R)

e Théoréme du moment cinétique : il nest applicable sous sa forme simple qu'en un
point fixe d’un référentiel galiléen ou au centre d’inertie.

— Point fixe O de Ry, : On a souvent intérét a l'utiliser sous cette forme si O appartient
as.

Théoréme : La dérivée galiléenne par rapport au temps du moment cinétique d'un systéme en

un point fixe O d'un référentiel galiléen est égale a la somme des moments en ce point des forces
extérieures appliquées.

d?o(S/Rg;ﬂ) - — —
(T) Rgal _ Z MO(Fext)

— Au centre d’inertie G : puisque Ry, est en translation par rapport a R, le moment
cinétique en G est le méme dans R et dans Ry,.

dadg(S) — —
<TGZ‘> = ZMG(Fext)

e Forme scalaire : le théoréme du moment
cinétique peut se réduire a une relation sca- A
laire dans le cas ou le mouvement se fait par
rapport a un axe fixe A, ou un axe dont la
direction reste fixe. Le vecteur unitaire %

<)

définissant la direction de cet axe : gal

UA(S/RgaI) = O-—/)\(S/Rgal) . 7

et application du théoréme du moment cinétique en A se raméne a :

dO’A(S/Rgal) _ —
<T>Rgﬂl - ZMA(Fext)

opr =04 - u et MA(F) = MA(F)- " définissent respectivement le moment cinétique
et le moment scalaire des forces par rapport a I'axe A.

4.5. Energie cinétique. Conservation de 'énergie

Définition : L'énergie cinétique du systéme S par rapport a R est :

E(S/R) = > 2 mivi(Mi/R)

M;eSs
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Théoréme : La variation d'énergie cinétique du systéme S (dans Ry,/) entre deux instants t; et
t; est égale a la somme des travaux de toutes les forces intérieures et extérieures appliquées au
systéme entre ces deux instants.

Eca(S/Rga) — Ec1(S/Rga) = > Wer—2(F)

Remarque : si R n'est pas galiléen, il faut ajouter le travail des forces d’inertie d’entrai-
nement.

Conservation de I'énergie : L'énergie totale d'un systéme S de points matériels se conserve si
les forces intérieures et extérieures qu'il subit dérivent toutes d'une énergie potentielle; chaque
point matériel étant repéré par Ti, cette énergie s'écrit :

E=Ec+ £ (7)) +E8 ({Fi)).

Il importe de remarquer qu'en toute généralité, cette expression de I'énergie prend en
compte les interactions microscopiques, donc I'énergie interne du systeme.

4.6. Théorémes de Koenig

Ces théorémes permettent de calculer le moment cinétique en un point quelconque par
rapport 4 R en fonction du moment cinétique en G et I'énergie cinétique dans R en
fonction de I'énergie cinétique dans Ry,

FA(S/R) = T6(8) + AG A ma(R)

E.(S/R) = E.(S/Rp,) + ;mWGZ(R)

4.7. Réduction canonique du probléme a deux corps

On désigne par § un systeme de deux point matériels M; et M, de masses my et
my en interaction. L'énergie potentielle qui décrit cette interaction est invariante par

translation de l'ensemble (donc elle dépend de la seule différence de leurs positions

P =7 —71 =MM)et par rotation de I'ensemble (donc elle dépend de la seule

norme de p’). Le systéme est supposé isolé par rapport a un référentiel galiléen Ry

Propriétés : Dans le référentiel barycentrique Ry,, le mouvement de chaque point matériel est
un mouvement a force centrale (de centre G).
- Les deux équations traduisant la relation fondamentale de la dynamique se raménent a
d2 dEp(p)—> N mim;
= Up Ol = ———
dt2 dp mi+m
le mouvement se rameéne a I'étude du mouvement a force centrale d'une particule dite « fictive »,
de masse p.
— Le moment cinétique de S en G est G(S) = pp A p

_>2

est la masse réduite du systéeme et u, = ——. On dit que

-

- L'énergie cinétique de S dans Ry, est Ec(S/Rp,) =

N |
'O

-» Voir exercices 18 a 26
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D 5. MECANIQUE DU SOLIDE INDEFORMABLE

Tous les théorémes et définitions de la mécanique des systémes restent valables. De plus,
le caractére indéformable du systéme implique les propriétés suivantes :

— La somme des forces intérieures est nulle;

— La somme des travaux des forces intérieures est nulle.

5.1. Eléments de cinématique du solide

Classiquement, le solide indéformable est un ensemble de points matériels {M;} tels
que :

e
M:M;

Y(1,7), = Cte.

Il est alors facile de montrer que le champ des
vitesses d’un solide est équiprojectif (antisy-
métrique), c’est-a-dire que :

V(A,B) € Solide, AB - V» — AB - Vs

Il sensuit que V7, Jw, (indépendant des
points du solide considéré) tel que :

Va=Tn+ABA®

@ est le vecteur rotation instantanée du
solide a I'instant z.

Le champ des accélérations n’est pas anti-
symétrique.
. . . _ -

— Si le solide est en translation, @ = 0,V#
— Sile solide est rotation autour d’un axe fixe,
iln'y a pas de translation par rapport a 'axe et
le vecteur rotation instantané conserve une
direction fixe, de vecteur unitaire zx. On a

d
w = (E A Ol 'angle 6 repére la rota-
tion autour de 'axe A ; un point M du solide a
une trajectoire circulaire, d’axe A et sa vitesse
— - =
est V(M) = o A OM.
Daccélération de M s’écrit par conséquent : A

do
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Le premier terme n'est autre que I'accélération centripéte. Il est utile de se rappeler que
clest a partir de cette expression que l'on écrit I'accélération d’entrainement d’un point
lors d’'un changement de référentiel.

5.2. Moment cinétique, énergie cinétique, opérateur d’inertie

Un point M est repéré par ses coordonnées
cartésiennes :
x oM

N < X

—
OM | y

zZ R

6(S /R) étant le vecteur rotation instantané du solide S, il est facile de montrer que le
moment cinétique & o(S/R) peut s'écrire :
N —
7 o(S/R) = J(O/S) - T(S/R)
Lopérateur d’inertie en O du solide § est :
J(O,8) = [ =/x(O)  J,(O) —J(O)

ot [x(0), J,y(O), Jo=(O) sont les moments d’inertie par rapport aux axes x'x, y'y, 2’z pas-
sant par O. Les autres termes sont les produits d’inertie (on peut les interpréter comme
des moments d’inertie par rapport a des plans). d étant la masse de 'élément de matiere
infinitésimal entourant IV, les termes de la matrice sont définis par :

J(0) = / / 2 + 2yam

50 = [ /S aydom

Il importe de remarquer que I'expression de /(O, §) dépend de la base dans laquelle les
moments et produits d’inertie sont calculés. Les trois directions associées a la base dans
laquelle (O, §) est diagonale définissent les axes principaux d’inertie en O du solide §.
On montre que 'énergie cinétique est :

E(8/R) = =T o(S/R) - A(S/R)

N -

Du point de vue des dimensions :

— Le moment cinétique est homogene a : (moment d’inertie) X (vitesse angulaire)

— Lénergie cinétique est homogeéne a : (moment d’inertie) X (vitesse angulaire)2

Les relations telles qu'elles sont écrites ci-dessus permettent de traiter le mouvement d’'un
solide autour d’un point fixe.
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5.3. Solide en rotation autour d’un axe fixe

I ne faut jamais traiter un probleme de rota- :
tion autour d’un axe fixe en utilisant I'arsenal axe fixe
du paragraphe précédent. En effet, il suffit de A
projeter les relations sur I'axe, et le probleme
s’écrit totalement en termes scalaires.

— Moment cinétique scalaire par rapport a ()

l’axe A :

oa(S) = ToealS/R) - o

de

avec w = — vitesse angulaire autour de l'axe o}

A et /o moment d’inertie du solide par rapport

alaxe A :

JA:///Pde=7'](O,S)-7
N

—Le moment cinétique du solide dans sa rotation autour de I'axe est :

oa(S) =/ w
— Lénergie cinétique du solide dans sa rotation autour de A s’écrit :

1
E(S) = E]A(Dz

- Le théoréme du moment cinétique peut s’écrire au point fixe O et se projeter sur I'axe.
Il vient :

dO-A(S) ZMA(Fext)

qu’il est plus pratique d’utiliser sous la forme :

d29

dt2 Z MA(Fext)

ol la somme des moments est algébrique.

Dans ces conditions, le moment de la force par rapport a I'axe est scalaire. Si la direction
de cette force est perpendiculaire a I'axe de rotation, My (I?Xt) est alors égale au produit,
affecté du signe convenable, de I'intensité de la force par le bras de levier.
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5.4. Moments d’inertie a connaitre

Solide

Schéma

Moment d’inertie

Sphere homogene de rayon R et

2
de masse M. Axes passant par le Ja = =MR?
centre. 5
Cylindre homogene de rayon R 1
et de masse M. Axe de révolu- Ja = =MR?
tion. 2
Disque homogene de rayon R et C) I P
de masse M. Axe de révolution. Ja= EMR
Anneau de rayon R et de masse <:> - 2
M. Axe de révolution. Ja=MR
Tige de longueur / et de masse G 2

.. —_— M

M. Axe perpendiculaire passant Ja = o

par le centre d’inertie.
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5.5. Théoréme de Huygens

Théoréme : Le moment d'inertie d'un solide de masse M et de centre d'inertie G par rapport a
un axe A quelconque est égal a son moment d'inertie par rapport a un axe Ag paralléle a A et
passant par G augmenté de Ma’ ol a est la distance entre les deux axes A et Ag :

Iy = Ja, + Ma?

Le moment d’inertie par rapport a A est toujours supérieur au

moment d’inertie par rapport & Ag. ‘
l A
A

5.6. Contact entre solides. Frottement de glissement,
lois de Coulomb

On distingue trois types de frottement lors du contact entre deux solides : pivotement,
roulement, glissement. Il est indispensable de bien connaitre les lois du frottement de
glissement.

o Frottement de glissement statique : lorsqu’un solide A est en contact statique avec
un solide B, le coefficient / de frottement statique définit le rapport entre la composante
normale et la composante tangentielle de la réaction de contact du support sur le solide a
partir duquel les deux solides glissent 'un sur l'autre (on ne représente que les forces de
liaison sur les schémas suivant).

. R . .
o N & N R
o [T~
il T
cone de frottement La réaction est dans le La réaction est sur le
cone de frottement : cone de frottement :
pas de glissement glissement
f=tano IT 1 <FlInl 71 =flIn]l

Les deux solides commencent juste a glisser I'un sur 'autre quand la réaction est sur le
cone de frottement. / ne dépend que de la nature des corps en contact et de I'état des
surfaces. Il importe de retenir que la réaction ne peut pas sortir du cone de frottement.
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e Lois de C_o)ulomb du frottement de

glissement : V; étant la vitesse de glisse-

<)

ment du solide A par rapport a4 B non

nulle, la composante tangentielle 7" est
—

colinéaire 2 Va et de sens contraire, avec

— —

T| = f||N

de frottement dynamique. f: < / mais on

Y
N

ol f¢ est le coefficient

admet souvent que f; ~ 1.
Plus mathématiquement, on peut écrire :

e - —
TAVg=0 et T Vg<0

5.7. Roulement sans glissement

Il importe de bien comprendre que trois points sont impliqués dans le contact ponctuel
lors du mouvement d’un solide S sur une piste P :

— Le point géométrique I de contact, qui dépend de la position du solide S.

— Le point matériel I(S) appartenant au solide (S) (« collé a S ») qui coincide avec I
a l'instant considéré; sa trajectoire dans le référentiel R est représentée par la ligne en
pointillés (notez que cette trajectoire comporte un point de rebroussement lorsque I(S)
est confondu avec la surface de contact : sa vitesse dans R est 4 ce moment-1a nulle) ;

— Le point matériel I(P) appartenant a la piste qui coincide avec I a I'instant considéré.

1 (P)

Clest I, point géométrique de contact, qui permet de définir la condition de roulement
sans glissement : la vitesse de glissement est nulle & tout instant Z: = ﬁ(R) =0
et I est alors le centre instantané de rotation du mouvement. Cela se congoit bien si on
remarque que le mouvement de I résulte a la fois de la rotation et de la translation de
S; ces deux mouvements ne se font pas indépendamment dans le cas du roulement sans
glissement.

Dans le cas du roulement sans glissement d’un cylindre ou d’un céne sur un plan,
I'ensemble des points de contact est une droite D. Il y a roulement sans glissement si

V¢, VI € D, VI)(R) — 0 et D est Paxe instantané de rotation.
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D 6. STATIQUE DES FLUIDES
6.1. Notion de pression

- —
Etant donné un élément de surface dS autour d’un point M appartenant a une surface
finie placée dans un fluide au repos, la pression p(M) est la grandeur scalaire définie a

partir de la force dF exercée par le fluide sur cet élément :
— —
dF = p(M)dS§

La force pressante élémentaire est donc toujours perpendiculaire a1’élément de surface.

6.2. Loi fondamentale de ’hydrostatique

Loi : L'équilibre d'un fluide de masse volumique p quelconque placé dans un champ de pesanteur
—_—
g(M) se traduit par la relation locale :

. _
gradp =pg

Dans le cas particulier d'un fluide homo-
géne et non compressible, placé dans un
champ de pesanteur uniforme, cette rela- A

tion s'intégre facilement. La différence de
pression entre deux points ne dépend alors

@

que de leur diftérence d’altitude :

pB) — p(A) = pg(za — zB) B

Cette relation n'est généralement pas vraie

pour un gaz.

6.3. Théoréme d’Archiméde

Théoréme : Tout corps plongé dans un fluide
recoit de la part de celui-ci une poussée verti-

cale et dirigée vers le haut, égale au poids du
volume de fluide déplacé. H/T\
C

Si la masse volumique de fluide ps peut
étre considérée comme constante dans la

totalité du volume immergé ¥, la poussée .
c o T o u
d’Archimede II s'écrit alors : ‘
—
Il =prgVu,

Le centre de masse C du volume de fluide déplacé est appelé centre de poussée. C est le
_)

point d’application de II. Pour qu'un corps flottant soit stable vis-a-vis du renversement

(bateau par exemple), C doit toujours étre au-dessus du centre de gravité du corps.
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Exelcices

[ENONCES

Mécanique du point : référentiels galiléens

Mouvements de wagons dans une gare de triage

Ce probléme, dont le niveau est proche de
celui des terminales scientifiques, a pour but
l'utilisation et l'exploitation de la relation
fondamentale de la dynamique sur un plan

incliné dans des cas de figure permettant
de passer en revue différent types de frot- horizontale
tements.

Le référentiel terrestre est supposé galiléen. On se propose d’étudier le mouvement de
translation d’'un wagon de masse 72 sur une voie rectiligne placée selon une ligne de plus
grande pente d’un plan incliné d’angle o par rapport a I'horizontale. La position de son
centre d'inertie est repérée par x = OM.

1. Absence de tout frottement : on néglige tout frottement; le wagon est laché de O a
I'instant # = 0 avec une vitesse initiale nulle. Donner l'expression de sa vitesse ¥, puis de
x en fonction de g, a et du temps.

2. Frottement solide. La réaction de la voie sur le wagon se fait maintenant avec un
frottement solide de coefficient statique f; on admettra que le coefficient de frottement
dynamique garde la méme valeur. (En fait le wagon roule sans glisser, mais I'essieu est
le siege de frottements solides dont on admet qu’ils sont équivalents a un frottement
statique).

2.a Rappeler les lois de Coulomb du frottement solide. A quelle condition entre feta
le wagon se met-il a glisser le long de la pente ?

2.b On suppose que la condition de la question précédente est réalisée. Le wagon est alors
laché de O a # = 0 avec une vitesse initiale nulle. Donner I'expression de x en fonction
de g, a, f et du temps.

2.c On lance le wagon vers le haut de la pente avec une vitesse de valeur V5 paralléle a
Ow depuis un point A tel que OA = L. Donner l'expression de x en fonction du temps
dans la phase ot il remonte la pente. Quel critére sur les vecteurs vitesse et accélération
permet de savoir si le mouvement est accéléré ou décéléré? Discuter ce qui se passe
ensuite, selon que la condition du 2.a est réalisée ou non.

3. Frottement fluide. Le wagon est soumis a une force de frottement fluide F=—kV ;
il n'y a pas de frottement solide.

3.a. Quelle est la dimension de 4? Ecrire I'équation différentielle en ¥ du mouvement.
Montrer que le wagon atteint une vitesse limite 7; et 'exprimer en fonction de 7, g, 4, et
a. Comment peut-on définir une constante de temps 7 caractéristique du mouvement ?
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3.b. Donner I'expression de la vitesse en fonction de V7, T et du temps si on liche le wagon
de O a # = 0 avec une vitesse nulle. En cherchant les équivalents adéquats, préciser quel
est le mouvement du wagon dans les cas limites ot # < Tet # > 7.

3.c. Az = 0,le wagon est laché avec une vitesse initiale /j non nulle ; donner I'expression
de la vitesse en fonction de V7, Vo, T et du temps. Tracer sur un méme graphe I'évolution
de ¥ en fonction du temps pour ce cas et celui du 3.b. Comment peut-on déterminer 7?

4. Frottements solide et fluide. Le wagon est soumis a la fois a4 un frottement solide
de coefficient / et a une force de frottement fluide F = —k- V. La condition du 2.a
étant vérifiée, écrire 'équation différentielle de son mouvement. (on suppose V' > 0).
Donner I'expression de la nouvelle vitesse limite ¥} du wagon en fonction de £, g, 7, o
Commenter.

Chute d'un anneau sur une hélice d'axe vertical

Cet exercice a pour but l'utilisation de la

relation fondamentale de la dynamique dans
un systéme de coordonnées ot les vecteurs
de la base dépendent du point, et aborde la
résolution d’un probléme de mécanique par (

une méthode énergétique.

Un anneau de masse 7, assimilable a un
point matériel M peut glisser sans frotte-
ments sur un hélice d’axe vertical Oz. On
le repére en coordonnées cylindriques par
M (p, 0, z). L'hélice se trouve sur une surface

cylindrique de révolution, d’axe Oz et de

rayon R; son pas est 2mb. La vitesse angu-
laire dans la rotation autour de I'axe Oz est
o =0.

1. Ecrire les équations de I'hélice en coordonnées cylindriques. Donner (ou retrouver)
lexpression générale du vecteur vitesse 7 du point M en coordonnées cylindriques en
fonction de p, 0, 2, et des vecteurs unitaires du repere. Exprimer 7 dans le cas particulier
de I'hélice en fonction de &, R, w. Donner 'expression de I'accélération @ dans le cas de

. ) . dw

I’hélice en fonction de 4, R, w, » = (d— .
t
.. , . 1 , =
2. Laforce de liaison (réaction) entre I’hélice et 'anneau sera notée F = Fpu_p> +Fyug +F,u, .
Ecrire les relations auxquelles conduit le principe fondamental de la dynamique. Quelle
— =

relation peut-on écrire entre /' et V' si on néglige les frottements » En déduire alors une
relation simple entre Fy, Fy, b et R.
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3. Exprimer o = <_u)) en fonction de g, 4, et R. En déduire I'expression de la com-

dz

posante azimutale z de 'accélération. Que peut-on dire de 2 ? Sachant que les conditions
initiales s’écrivent z(0) = 0 et 2(0) = 0, donner I'expression de z en fonction du temps.

H .
4. Exprimer les composantes de /' en fonction du temps. Commenter le sens physique
de ces résultats.

5. Retrouver l'expression de ® par une méthode énergétique.

Adhérence d'un véhicule dans un virage

Ce probleme requiert la relation fondamentale de la dynamique et la connaissance des lois
du frottement solide. L'étude du cas ot le virage est relevé est moins facile ; elle est cepen-
dant trés intéressante, car proche d’une situation courante dans la « vie de tous les jours ».
Un véhicule de masse 7, quon assimilera 2 un point matériel M, est en mouvement

circulaire uniforme de vitesse 7 sur un cercle horizontal de rayon L.

N

(axe vertical)

vue dans le plan vertical
vue de dessus contenant O et M

1. Montrer que le mouvement décrit ici est impossible en I'absence de frottement de
—
contact latéral ; on notera R, la composante verticale de la réaction du support sur M et

—
Ry la composante latérale.

2. f étant le coefficient de frottement latéral, écrire la relation entre £, Rz et Ry imposée
par les lois du frottement solide. En déduire qu’il existe une vitesse limite 7 que le véhicule
ne peut pas dépasser pour conserver un mouvement uniforme sur ce cercle ; exprimer 7,
en fonction de f, de I'intensité du champ de pesanteur g, et de L.

. . " . . . , qT
3. Le virage est maintenant relevé : la piste est inclinée d'un angle o € }0, 5[ sur

I'horizontale.

1>, m, L étant fixés, le virage est abordé a une vitesse V. Quelle est la valeur idéale V; de
la vitesse pour aborder ce virage, de maniére a ce que la réaction de la piste soit normale
au support.

Discuter la condition pour que le véhicule ne glisse pas latéralement en distinguant les
cas ou V' < Vet V > V;. Calculer la nouvelle vitesse limite que le véhicule ne doit pas
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dépasser pour rester en mouvement circulaire uniforme sur le cercle de rayon L. Comparer
au résultat de la question 2. Commenter.

Point matériel sur une sphére

11 s’agit d’étudier un cas ot la relation fondamentale de la

dynamique ne s'intégre pas directement, (on aura intérét M,
a travailler dans le repére de Frenet) et ot son utilisation
conjointe avec le théoreme de I'énergie cinétique permet M
d’aller plus loin dans la résolution.

Un point matériel de masse 72 est mobile sans frottements

sur une demi-spheére de rayon  dont la base est horizon-

tale. A un instant # = 0, il est laché sans vitesse initiale | |/ .- - X

o — =

—
d’un point M, repéré par I'angle 6, = (Oz, OM)).

1. En utilisant le théoréme de 'énergie cinétique et le principe fondamental de la
—

dynamique, calculer la valeur de la réaction R du support sphérique en fonction de
0 = (Ogz, m) ol M est la position du point matériel a l'instant 7.

2. Comment varie R en fonction de 8 ? Pour quelle valeur 6, de 6 le point M quitte-t-il
la sphere ? Quelle est alors la vitesse de décollage ?

Mécanique du point : forces d'inertie

Référentiel en rotation uniforme : manége

Cet exercice trés simple permet de comprendre la struc-
. . R . qe Z iz
ture des forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis
dans le cas o1 le référentiel entrainé est en rotation.

Le référentiel R, muni du repére absolu OXYZ est gali-

léen; un plateau de rayon 7 tourne a vitesse angulaire
) constante autour de l'axe (vertical) OZ. On désigne

par R, le référentiel entrainé lié au plateau ; il est muni

d’un repére absolu Owxyz. Un point matériel M de masse
m, assujetti a4 se déplacer sur un segment de droite OA lié au plateau est animé d’un
mouvement sinusoidal de pulsation wq, d’amplitude /2, centré en I milieu de OA (on le
suppose en 1 4 # = 0, de vitesse dirigée vers A ). Ecrire les expressions des forces d’inertie
d’entrainement f;, et de Coriolis ﬁ subies par M dans le référentiel lié au plateau en
fonction de €, m, wy, r et du temps. Indiquer soigneusement la direction et le sens de ces
forces lorsque M va de O vers A, puis l'inverse.

T . 21
Etudier la valeur de ces forces en fonction du temps, pour # € [0, — | enles comparant
g

a la vitesse et aux coordonnées de M dans le référentiel entrainé R,.
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Forces d'inertie subies sur un manége de féte foraine :
montagnes russes

La premiére partie du probléme ne nécessite que la relation fondamentale de la dynamique
et le théoréme de I'énergie cinétique dans les référentiels galiléens.

Une piste de « montagnes russes », contenue dans un plan vertical, (xOz) a le profil
indiqué sur la figure ci-dessous. Un véhicule, assimilable a un point matériel M de masse
m est assujetti 4 se déplacer sur cette piste sans jamais la quitter; la liaison (réaction de
contact de la piste sur le véhicule) se fait sans frottement de glissement, et on négligera les
frottements fluides. Le référentiel terrestre R est considéré comme galiléen. Le véhicule
part du point A de cote » (OA = A ou 4 > R) avec une vitesse initiale nulle.

{AB : Droite inclinée de 'angle a1 sur I'horizontale }.
{BCD : Arc de cercle de centre Oy, de rayon R, tangent en C 2 Ox, en B et D aux pistes}.
{DQ_: Droite inclinée de I'angle o, sur 'horizontale}.

{QS : Arc de cercle de centre O,, de rayon R, tangent en Q 2 la piste }.

|

a

|

8
ob-7 .

1. Etude dynamique du mouvement du véhicule : calculer les vitesses Vg, Ve et Vs en
fonction de g, 4, R et a5.
Trajet AB : calculer I'accélération a1 du véhicule puis la réaction R; de la piste en fonction
de m, g, oy.

_—
Trajet BCD : M étant repéré par 'angle a« = CO;1M, donner I'expression des compo-
santes normale et tangentielle de I'accélération en fonction de R, g, 4 et a. Montrer que
la valeur de la réaction de la piste, notée F, s'exprime simplement en fonction des seuls
paramétres R, g, 5 et a. Préciser le sens et la valeur de I'accélération en C.
Trajet DQ_: calculer I'accélération 4, du véhicule en fonction de g et a, ; la réaction de
la piste sur le véhicule a-t-elle une valeur plus élevée entre A et B ou entre D et Q?
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Trajet QS : écrire 'expression de I'accélération en S en fonction de g, 4, R.

2. Aspect inertiel : on s'intéresse aux sensations (c’est-a-dire aux forces d’inertie) subies
par un personnage M’ de masse 7’ (immobile et attaché dans le véhicule), se trouvant au
point M dont on a étudié précédemment le mouvement.

Le personnage subit-il une force d’inertie de Coriolis? Pourquoi? On note z, (M)
l'accélération d’entrainement de M’ lors du mouvement du véhicule par rapport au sol;
donner I'expression de la force d'inertie subie par M’ en fonction de sa masse 7' et de
a, (M). Relier laccélération @’ (M/R) du point M par rapport au sol a a, (M).
Représenter la force d’inertie subie par M’ en un point des trajets AB, BCD, DQ, QS,
puis en C, et en S. Au point S, la force d’inertie tend-elle a « enfoncer » le personnage
dans le siege du véhicule ou a l'en « extraire » ?

Donner I'expression de la force d’inertie subie par le passager :

a. Entre A et B, puis entre D et Q_en fonction de 7', g, a1 et ay.

b. En C, puis en S en fonction de 7, R et A.

Quelle doit étre la relation entre 4 et R pour que le passager soit en état « d'impesanteur
artificielle » au point S? Quel serait, dans ces conditions, la valeur du rapport entre la
force d’inertie et son poids au point C? Commenter.

Champ de pesanteur et champ de gravitation

Ce probleme étudie quantitativement la cor-
rection sur le champ de gravitation dd a la #1 4 Nord
force d’inertie d’entrainement causée par la
rotation de la terre sur elle méme.

On assimile la Terre & une sphére parfaite.

Le référentiel Ry représenté par le triedre

{O, x1, y1, 1} est en mouvement de trans-

lation autour du Soleil, et on le considérera "

comme galiléen. La Terre tourne sur elle-
méme dans ce référentiel avec une période X
Ts = 2w/Q, ou Ty est la durée du jour sidé-
ral. Le référentiel terrestre R{O, x, y, z}liéa | x,

la Terre tourne donc avec la période 7s autour Sud

de I'axe des poles Oz.
Soitun point matériel M, immobile dans le référentiel terrestre R et repéré en coordonnées

—
sphériques par OM = 7% . Comme la répartition de matiére dans le globe terrestre est
a symétrie pratiquement sphérique, le champ de gravitation a aussi cette symétrie :

= _ N s —11
GM) = —(KMz/r)u ou K = 6,67.107 " U.S.I. et My est la masse de la Terre.

Puisque R est un référentiel tournant, il n’est pas galiléen et le point M est soumis, en plus
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— - —
de la force de gravitation F (M) = mG(M) 2 une force d’inertie d’entrainement F;,(M).

—
Le champ de pesanteur doit donc tenir compte de F;,(M).

1. En supposant M contenu dans le plan Oyz, exprimer g(—MS en fonction de G_(K/B, de
Q, de 7 et de la latitude N de M . Evaluer le rapport des ordres de grandeur de F;,(M) par
rapport & F(M). Conclure.

2. En faisant alors un développement limité adéquat, exprimer I'écart relatif da a la
Ag| _ |gM) — GOV
g G(M)

r, de la latitude \ et de G(M). Comment varie cet écart relatif avec » et avec la latitude ?

rotation de la Terre sur la valeur de g, soit R en fonction de (), de

Commenter.

3. Exprimer de méme a l'ordre le plus bas, I'écart angulaire € entre la verticale (définie

par g(M)) et OM en fonction de , 7, A et G(M). Commenter.

Calculer numériquement et & pour N = 45° et r = 6400 km. Commenter.

Force d'inertie de Coriolis due a la rotation terrestre

On étudie la force d’inertie de Coriolis subie par

quelques objets en mouvement au voisinage de

Nord

la surface terrestre; la troisiéme partie, consa-
crée a la déviation lors d’une chute libre, per-
met de rappeler la résolution d’un systéme de
trois équations différentielles linéaires du pre-
mier ordre couplées. Le repére {O, x, y, z} est

appelé repére tangenten O : il estlié ala Terre et
tourne donc avec elle. Oz est défini par la verti-
cale du lieu (qui passe pratiquement par O) et le
plan Owxy lui est perpendiculaire (Oy est tangent
au méridien et Ow au parallele du lieu O); CO
a la valeur du rayon de la Terre R = 6 400 km.
o désigne la vitesse angulaire de rotation de la

Sud

Terre sur elle-méme.

1. Soit un point M, de masse 7, en mouvement a la vitesse Vv par rapport au référentiel
terrestre ; on décrit son mouvement dans le repére tangent. Rappeler 'expression de la
force d’inertie de Coriolis jm qu’il subit.

2. Mouvement de divers véhicules a la surface terrestre : donner 'expression de m
en fonction de 7, V, ) et N (dans ’hémisphére Nord). Indiquer sa direction et son sens,
puis calculer numériquement la valeur de cette force en un lieu de latitude 45° :

a. Pour un wagon de masse 7 = 20 tonnes se déplagant du Nord au Sud le long d’'un
méridien 2 la vitesse de 300 km/h;
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b. Pour un avion de méme masse se déplagant d’Ouest en Est le long d’un parallele a la
vitesse de 600 km/h. Cette force dépend-elle de I'altitude a laquelle vole I'avion ?

3. Déviation lors d’une chute libre (déviation « vers I'Est ») : A # = 0, le point
matériel M est laché sans vitesse initiale d'un point My de 'axe Oz, d’altitude 4. Ecrire
les équations différentielles en x(#), y(#), z(#) de son mouvement en tenant compte de la
force d’inertie de Coriolis et en admettant que E) est uniforme.

a. Aprés avoir intégré les équations permettant de calculer dy/d# et dz/dz, établir une
équation différentielle en x(#) et 'intégrer en tenant compte des conditions initiales.

b. Supposant )z < 1, montrer que x est proportionnel au cube du temps de chute.
Montrer que y < x.

c. Exprimer alors la valeur de la déviation x due a la force d’inertie de Coriolis en fonction
de 4 et de A, et la calculer pour 4 = 100 m en un lieu ot la latitude est 45° ; commenter.

Forces centrales et potentiels newtoniens

Les exercices proposés dans cette partie s'enchainent comme un probléme qui traite les
mouvements dans des champs de forces centrales (pratiquement, I'ensemble constitue un
cours) ; on aura avantage a les traiter dans 'ordre dans lequel ils sont proposés.

Dans les exercices suivants, on utilisera les données astronomiques :

Terre : rayon Rt = 6 400 km ; masse Mt = 6.10% kg

Lune : rayon Ry, = 1740 km; masse My, = 7.10* kg

Soleil : rayon Rs = 7.10° km ; masse Mg = 2.10%° kg

Constante de gravitation : K = 6,67.107 ' U.S.I.

Distance moyenne Terre-Lune : 41, = 385000 km

Distance moyenne Terre-Soleil : drs = 150.10° km

Lois de conservation. Energie potentielle effective

1. Cas général : un point matériel M, de masse 7 est soumis a une force centrale
F—(rs = f(Nw ou u = 7 /||7| avec 7 = OM. Son mouvement est décrit par
rapport a un référentiel galiléen.

Montrer que le moment cinétique en O o3 du point matériel est une intégrale premiére
du mouvement (c’est-a-dire qu’il est conservatif). En déduire que le mouvement est plan.
Montrer alors que I'énergie mécanique est aussi intégrale premiere du mouvement et peut
s'écrire en fonction de la seule variable 7 :

2
E(r) = %m <%> + Weeer)

ot Wege(r) s'exprime en fonction de E,(7), 7, G, r et de la constante des aires C =

2
1 d
Quel est son sens physique ? Quel est le sens physique de im (d_;) ?
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2. Cas de l'interaction gravitationnelle : linteraction gravitationnelle donne lieu a

. b ’ . . ij
des forces centrales dérivant d’'une énergie potentielle £,(r) = —— (en adoptant la
r

convention d’une énergie potentielle nulle a I'infini). Dans un champ de gravitation, £ est
toujours positif (¢ = K.Mou K = 6, 67.1071 U.S.1 et M la masse du centre attracteur).
On supposera dans toute la suite que le centre attracteur de masse M est fixe en O.

a. Montrer que W, (7) présente un minimum W, pour une valeur de r qu'on notera 7,,.
Calculer 7, et W, en fonction de C, 7 et £ Représenter la courbe donnant les variations
de We(r) en fonction de r. Dans quelle région est-il répulsif? Discuter. Comment la
position du minimum évolue-t-elle avec C? Quel est le sens physique de la position
r=7r,"

b. Montrer que si I'énergie mécanique est négative, le point M est confiné dans une
région limitée de I'espace comprise entre deux cercles de centre O, de rayons 1 et 7, ; en
termes énergétiques, on dit que la particule est confinée dans un puits de potentiel entre
deux barrieres situées aux distances 71 et 7, du centre de force, ce qui correspond a des
états liés.

c. Montrer que si I'énergie mécanique est positive, la particule peut aller 4 l'infini.
Discuter.

Potentiels newtoniens
Dénergie potentielle d’'une particule a pour expression :

° Ep(r) = —m—, dans un champ de gravitation avec £ = K.M, ou K = 6, 67.10711 U.S.I
r
et M est la masse du centre attractif;
&
o Ly(r) = 97 pour un champ électrique statique avec 2 = Q(1/4me,), ou Q est la charge

du centre qui peut étre attractif ou répulsif.

1. Propriétés générales du champ de gravitation : en vous basant sur la forme mathéma-
tique de chacune des interactions, dresser un tableau présentant les correspondances entre
champ de gravitation et champ électrique statique : forces, champs, potentiels, propriétés
du rotationnel et de la divergence, forme intégrale du théoréme de Gauss, relation entre
énergies potentielles et potentiels.

2. Champ de gravitation d’un astre a symétrie sphérique a 'extérieur de celui-ci: étant
donné un astre de rayon R, dont la masse M est répartie selon la symétrie sphérique,
calculer la valeur de G a l'extérieur de l'astre (2 une altitude z), Gy étant la valeur du
champ a sa surface. Exprimer I'énergie potentielle d’interaction d’'une particule de masse
m située a l'altitude z. Discuter le cas ot z < R.

3. Champ de gravitation d’un astre homogene a I'intérieur de celui-ci: en supposant
maintenant que la masse volumique de l'astre est une constante p, calculer le champ de
gravitation a l'intérieur de 'astre. Commenter.
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Vitesse de libération

Soit une particule se trouvant a une distance » de O, en mouvement 2 la vitesse /. On
appelle vitesse de libération ¥;(7) de cette particule pour la distance  la vitesse minimale
qu’elle doit avoir pour pouvoir s’échapper a I'infini.

1. Calculer ¥;(r) en fonction de K, M, et r.

2. Calculer numériquement la vitesse de libération de la Terre sur son orbite dans le
champ de gravitation solaire. La comparer a sa vitesse de révolution autour du Soleil et
conclure.

3. Calculer numériquement la vitesse de libération d’un objet a la surface du globe dans le
champ de gravitation terrestre. La comparer a la vitesse moyenne d’agitation thermique
des molécules d’oxygene a 25 °C sous une pression de 1 atm. Conclure.

4. Approche classique du trou noir : rayon de Schwarzschild d’un astre. On se place ala
surface d’'un astre de masse M donnée et de rayon R . Le premier postulat de la relativité
restreinte impose une limite supérieure a la vitesse de tout objet : v < ¢, ol c est la célérité
de la lumiére dans le vide.

a. Montrer que si R est inférieur a une certaine valeur R, (rayon de Schwarzchild de
I'astre) que I'on exprimera en fonction de G, M et ¢, rien ne peut s'évader de la surface de
cet astre, y compris la lumiére. On dit que I'astre est un trou noir.

b. Déterminer le rayon de Schwarzchild du Soleil.

c. Calculer la densité de matiére d’'un trou noir se trouvant a la limite de Schwarzchild.
La comparer a la densité de matiere nucléaire. Pourquoi le Soleil ne peut-il pas devenir
un trou noir ?

Lois de Kepler

1. Cas général : montrer que la trajectoire d’'un point matériel plongé dans un potentiel
KmM

newtonien Ey(r) = — est une conique dont le centre de force est un des foyers,

c'est-a-dire que son équation en coordonnées polaires peut se mettre sous la forme (I'axe
polaire étant convenablement orienté) :

__r

1+ ecosH

Calculer le parametre p de la conique en fonction de la constante des aires C, de M et K.
e est excentricité de la conique. Un choix correct du sens de I'axe polaire permet de se
limiter a e > 0.
e = 0 : cercle de rayon p.
e = 1: parabole.
¢ > 1: hyperbole.
0 < e<1:ellipse.
Exprimer 'énergie mécanique du point en fonction de 7, C, p, e; commenter.

46



2. Trajectoires elliptiques : dans 'hypothése ou la trajectoire est fermée, trouver une
relation entre le demi grand axe 4, p, et e. Le périgée P correspond a la distance minimale
a laquelle la particule s'approche du centre de force, 'apogée A a la distance maximale.
Montrer que I'énergie de la particule dans le champ de I'astre s’écrit trés simplement en
fonction de K, M, m et du demi grand axe & de Uellipse. Commenter.

Quelle relation simple existe-t-il entre les vitesses au périgée et a 'apogée Vp et Vp?

3. Lois de Kepler : c’est historiquement a partir des lois de Kepler que les potentiels
newtoniens sont entrés dans la physique.

1 loi : les orbites des planétes sont des ellipses dont le Soleil est un foyer.

2¢loi : le rayon vecteur issu du Soleil balaie des aires égales pendant des durées égales.
3¢ loi : les carrés des durées de révolution sont proportionnels aux cubes des grands axes
des orbites.

Commenter ces lois, apres avoir démontré la troisieme en toute généralité en vous servant
des relations précédemment établies.

Satellites circulaires

1. Cas général ; satellites géostationnaires : calculer (en fonction de R, z, G,) la vitesse
V etla période 7" d’un satellite de masse 7z suivant une trajectoire circulaire et gravitant a
laltitude z autour d’un astre de rayon R, de champ G, en surface, la répartition de masse
de lastre étant & symétrie sphérique. Calculer numériquement l'altitude d’un satellite

géostationnaire terrestre. Retrouver la troisieme loi de Kepler dans ce cas particulier :

(R+ z)3
T2

la masse du centre attracteur M et de K (m < M)

montrer que le rapport s'exprime simplement en fonction de G, et R, puis de

2. Satellites de Jupiter : on donne les rayons des orbites 7 et les périodes 7" pour les
quatre satellites galiléens de Jupiter (découverts par Galilée en 1610). En réalisant un
graphique, montrer que ces valeurs satisfont la troisitme loi de Kepler. En déduire la
masse de Jupiter.

Nom du satellite Distance de Jupiter en km Période de révolution en j
Io 422 000 1,769
Europe 671 000 3,551
Ganymede 1071 000 7,155
Callisto 1884 000 16,69

Effets des frottements atmosphériques sur un satellite

Un satellite gravite sur une orbite pratiquement circulaire, de rayon r autour d’un astre
de masse M, de rayon R. Il est de plus soumis a une force de frottement dépendant
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. - — —
de savitesse : F (V) = —h(V)V ou (V) est
RN

V|| uniquement. On

une fonction positive de

supposera cette force trés petite devant la force
d’attraction gravitationnelle.

1. Montrer que I'énergie mécanique £ du satel-
lite dans le champ de pesanteur de I'astre dimi-
nue a cause de la force de frottements. Exprimer

dE
= en fonction de V et de A(V).

2. Quelle relation a-t-on entre la vitesse V et le
rayon 7 ? Quelle relation peut-on déduire entre

dr d
et o Compte tenu de la relation établie
de  dr

dv
au 1, exprimer 3 <" fonction de ¥ etde A(V).

Comment varient Vet »? Commenter.

Diffusion coulombienne : déviation d'une particule «

par un noyau d'or

On étudie dans un référentiel galiléen associé a un noyau d’or considéré comme cible, de

masse M et de charge Q = Zg,, le mouvement d’une particule o, de charge ponctuelle ¢

de masse 7, soumise a la seule force coulombienne. La position de la particule est repérée

SN . )
par OM = 7%, . O, centre des forces est la cible; on pose £ =

1. Montrer quil est légitime de négliger les forces gravitationnelles devant les forces

coulombiennes.

2. En comparant qualitativement 7z et M, justifier 'ap-

proximation consistant a traiter le probléme comme si

la cible était immobile.

3. On repéere le point M dans le plan de sa trajec-

toire par ses coordonnées polaires et 6. Montrer que

720 = C, constante.

Laxe polaire étant orienté selon les conventions du

schéma, montrer que la particule o décrit alors une

branche d’hyperbole dont 'équation peut s’écrire :

(o) = —L—

cos 0

cos 3
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ou B est I'angle entre la direction de 'asymptote et I'axe polaire (0 < B < /2). Exprimer

p en fonction de C, m et £ On rappelle que I'excentricité de I'hyperbole est ¢ = B
cos

4. Montrer que I'énergie mécanique £ de la particule a est aussi une constante du mou-
vement et s’exprime trés simplement en fonction de 7, £, C, e. Quelle est la signification
physique du signe de E'?

5. Exprimer C en fonction du parametre d’impact & défini sur le schéma et de la vitesse
initiale ¥, de la particule a (lorsque 6 tend vers ). Calculer alors tan 3 en fonction de 7,

D
k, b et V,. En déduire la formule de Rutherford donnant tan <5> Commenter le sens

physique de cette formule.

Oscillateurs

Le sismographe pendulaire

Ce probleme traite le régime permanent sinusoidal d’un oscillateur harmonique amorti
par frottement fluide. Les notions qui y sont abordées se retrouvent dans de nombreux
domaines de la physique fondamentale ; il est nécessaire de bien les maitriser.

Y
partie sensible,
Y de masse m Y y
y y A
A A
1o .
h(t)
hy hy
(0] X
S(t
0 M 0 X ¢ (®
G X G X G X
au repos en présence d'un
tremblement de terre

La partie sensible du sismographe pendulaire est une masse munie d’un index et d’une
tige. Cet ensemble de masse 72, assujetti a se déplacer verticalement, est suspendu a un
ressort de longueur a vide /), de constante élastique 4. Le ressort est fixé en A sur un
bati. La partie sensible (masse + index + tige) est par ailleurs reliée & un amortisseur qui
exerce une force de frottement fluide /° = —\V ou ¥ estle vecteur vitesse de la masse
dans le référentiel lié au bati (donc au sol). On pose :

— GXYZ : référentiel galiléen Rg du lieu;
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— Oxyz : référentiel Rg solidaire du bati et lié au sol. Il est animé, sous l'effet d'un
tremblement de terre, d'un mouvement par rapport au référentiel galiléen du lieu.

Un tremblement de terre est modélisé en notation complexe par une vibration verticale
harmonique de translation exprimée dans GXYZ :

8(2) = 8o exp(iwz) (8 réel)

ot 8(#) repere le déplacement vertical du sol par rapport au référentiel galiléen du lieu.

* ho est la hauteur de P'extrémité inférieure du ressort a vide par rapport au sol, sans
tremblement de terre (S(z) = 0).

* fy repere la hauteur de la masse a 'équilibre par rapport au sol dans les mémes conditions.
* A(¢) est la hauteur de la masse par rapport au sol a un instant quelconque.

1. Trouver une relation entre 7, g, £, Ao, 51, au repos.

2. Exprimer en fonction de m, §,, w, £, 7; la force d’inertie d’entrainement, a ajouter aux
autres forces dans le référentiel 1ié au sol (associé 2 Oxyz) en présence du tremblement de
terre défini plus haut.

3. On pose H(#) = h(#) — b1, grandeur qui repere le déplacement de la masse par rapport
au repos dans Oxyz. Etablir 'équation différentielle en H(#) du mouvement de la masse
en utilisant le principe fondamental de la dynamique dans le référentiel non galiléen.
Définir la pulsation propre wy et le temps de relaxation 7. Indiquer leur sens physique.

4. Définir le régime permanent sinusoidal. Exprimer I'amplitude complexe H, () des
vibrations de la masse en fonction de Sy, wo, T, et w. Préciser le déphasage s entre §(¢) et
H(#). Commenter.

5. Etude de la réponse en fréquence.

a. A quelle condition le module de 'amplitude |H,(w)| présente-t-il un pic? A quelle
pulsation ®, cela se produit-il? Que valent alors le déphasage s, entre S(¢) et H(#) et
I'amplitude maximale |H, (®,)|. Commenter.

b. Discuter le comportement de la réponse |H,(w)| et de Y(w) & basse, puis 2 haute
fréquence ; quelle en est la signification physique ?

c. Donner l'allure des deux types de courbes représentant le module |H,(o)| et le
déphasage Ji(w) en fonction de w ; interpréter ces courbes.

6. Limite d’'un oscillateur faiblement amorti wyt >> 1. Montrer que Q = w(T mesure
(a lordre le plus bas) la valeur au pic de 'amplitude relativement a §;. Dans quelles
conditions un phénomeéne analogue est-il rencontré en électricité ?

N |
A quelle fréquence w, se produit le pic en amplitude si Q > 1 (a 'ordre 0 en é) Ecrire

H (o,
7‘ ()] etla

'équation permettant de définir les fréquences de coupure, par |H, (w)| =
résoudre. Donner I'expression des fréquences de coupure en fonction de wg et Q, a 'ordre

1 . . . .
1 en —. En déduire 'expression de la largeur du pic en fonction de wy et Q. Commenter.
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7. Létude du spectre de Fourier des vibrations sismiques montre que leurs périodes
se répartissent sur une gamme qui va de 0,1 s a 100 s. En fait, I'essentiel de I'énergie
transportée par des ondes longitudinales, assez loin de 'épicentre, est dans le domaine
de période allant de 1 s 2 10 s. On souhaite une réponse uniforme de 'appareil dans la
gamme de fréquence correspondante. Quel régime de fonctionnement doit-on choisir ?
Quel en est 'inconvénient majeur ? Comment doit-on choisir la masse ?

Modéle du dipéle oscillant

Ce probléme requiert la connaissance des régimes libre et permanent sinusoidal d’'un
oscillateur; il développe un modele classique de polarisation atomique et d’interaction
matiére rayonnement qu’il est nécessaire de connaitre.

Un atome neutre comporte Z électrons de masse 7, de charge ¢ = —e, et un noyau de
masse M > m. Ce dernier est supposé immobile et se trouve au point O. On repére
par O—I\/I =7l position d’'un des électrons. Pour un atome isolé, la symétrie impose
a la position moyenne d’un électron d’étre nulle : (77) = 0. Cette situation peut étre
obtenue de maniére stable si I'électron est soumis a une force centrale de rappel élastique

= — N ) . -
F. = —&'r et aune force d'amortissement f = —mF—

dz

1. Ecrire I'équation différentielle en 7 satisfaite par I'électron lorsque celui-ci est soumis,
en plus des forces définies ci-dessus a une force extérieure F . Définir la pulsation propre
wq de Toscillateur constitué par 'ensemble de 'atome et de 'électron.

2. Régime statique : on s'intéresse a I'évolution du dipéle électrique ? associé au
déplacement d’un seul électron de I'atome : ? = g_/. Exprimer en fonction de I', wy,
E), g et m, I'équation différentielle a laquelle obéit ? lorsque la force F est due 2 un
champ électrique extérieur E.

—

N

— —
3. Régime transitoire : 4 # = 0, le champ E passe instantanément de 0 a Ej constant
. d
(figure suivante). On cherche le comportement de p pour # > 0.

a. Montrer qu’il existe une solution particuliere stationnaire (py indépendante du temps)
de I'équation différentielle obtenue. Exprlmer alors, en fonction de ¢, 7, w, la polarisa-

bilité statique oy définie par Po = aOEO

b. Dans 'hypothése ou I' < wy et en négli-

2
r
geant les termes d’ordre <—> devant 1,

o
écrire (en revenant a une expression réelle)

s . — .
I'évolution de p en fonction du temps (et
— 0 t

de I', wg et p_o)) supposant que ? = 0 et
d? — .
—— ] = 0 at=0. Selon quel régime le

drs
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moment dipolaire atteint-il la valeur % ? Quelle est la durée caractéristique de ce régime
transitoire ? Quelle est la grandeur physique qui détermine cette durée » Expliquer.
4. Réponse harmonique : le champ électrique est maintenant sinusoidal de pulsation w :
E = Eye

— —
a. Calculer le dipole p induit en régime permanent par le champ E. Exprimer la
polarisabilité complexe a(w) (fonction de réponse au champ électrique) définie par
? = a(m)E_gei‘”’ en fonction de w, wg, I' et ag. Tracer la courbe donnant I'allure
des variations de |a(w)| en fonction de w dans 'hypothese ot I' < oy ; expliquer le sens
physique de ces variations. Quel est la signification physique de Arg(a(w))? Tracer la
courbe donnant I'allure des variations de Arg(a(w)) en fonction de w ; discuter.

b. On pose o = o, — iy; (ou o, et o; sont réels). On écrira par ailleurs :
P P
— e
P = |a(o)| e?Ee™”

En revenant aux grandeurs physiques réelles, écrire 'expression de la puissance instantanée
P(z) fournie par le champ électrique a 'atome. Définir sa valeur moyenne sur une période
(P(#)) 7, puis la calculer en fonction de w, Ey et de o;. Commenter. Que devient, dans le
cadre du modéle utilisé ici la puissance fournie par le champ électrique a I'atome ?

c. On s'intéresse a ce qui se passe au voisinage de wg : on note I'écart a la pulsation propre
A =  — wy et on suppose que |A| < wp. Ecrire une expression approchée plus simple
pour la polarisabilité o en négligeant A devant wo. Exprimer «, et o; en fonction de o,
oo, I" et A. Représenter les variations de o, et o; en fonction de A. Quel est le profil de
a; » Montrer alors que la valeur moyenne (P(#)) ;- peut s'écrire :

1

4A?

ou P est fonction de wy, Ey, I', et aig. Comment varie (P(#)) - en fonction de A. Expliquer

(P(#)) 7 = Py X

la signification physique de ces résultats.

Chocs

Cette partie requiert les notions de mécanique des systémes, en particulier la réduction
canonique du probléme a deux corps pour 'étude des chocs dans le référentiel barycen-
trique.

Coefficient de restitution : chocs unidimensionnels

Lors d’'un choc, 'ensemble des deux particules concernées peut en général étre considéré
comme isolé car les forces qui s’exercent entre elles lors du choc sont trés grandes devant
les autres forces extérieures (puisquelles s’exercent pendant une durée « extrémement
courte »).
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On appelle coefficient de restitution en vitesse le rapport de leurs vitesses relatives avant
et aprés le choc. On supposera le choc unidimensionnel. Si on appelle 7 et V3, les
vitesses respectives avant le choc, V] et V5, les vitesses aprés le choc dans le référentiel du

n-n v
e=—| ———= = — [ —
=" Vi

Les vitesses sont algébriques.

laboratoire, on a :

1. Calcul des vitesses dans le référentiel du laboratoire Ry,p, supposé galiléen : quelle(s)
grandeur(s) se conserve(nt) au cours du choc ? exprimer V] et ¥, en fonction de V3, V5,
my, my et e.

2. Calculer la variation d’énergie cinétique du systéme au cours du choc en fonction de
Vi, Vs, my, my ete.

3. Examiner les cas des chocs élastiques et des chocs mous.

4. Examiner le cas d’une réaction exothermique.

Phénomeéne d'agrégation (collage)

Un objet P (cela peut étre, par exemple un astéroide) de masse initiale M et de vitesse
initiale 7 traverse une région de l'espace ol se trouvent des objets C plus petits et
immobiles, de masse 7. A chaque fois que P entre en collision avec une cible C, le choc
est mou. On note Z la vitesse de I'objet juste apres le choc numéro 7 et M, sa masse.
Les chocs sont unidimensionnels.

avant apres

choc n°1 P(M,) O C(m) P(M,)

1. Rappeler la (les) loi(s) de conservation pour un tel choc, en précisant le systéme étudié.
2. Calculer V7 en fonction de Vy, My et m; calculer V5 en fonction de Vi, My et m.
En déduire 'expression de ¥, en fonction de 7y, My et m. En étudiant le choc N° 7,
exprimer ¥, en fonction de V,,_1, My et m. Déduire de ce qui précede I'expression de V,
en fonction de V;, M et m.

3. On pose o« = —. Ecrire 7, en fonction de Vj et . Comment varie ¥, avec 7 (o étant
fixé) ? Calculer le nombre 71/, de chocs nécessaires pour que la vitesse de P soit égale a la
moitié de sa vitesse initiale. Quelle est alors la masse de P ? Commenter. A.N. « = 0,001.

4. Calculer 'énergie cinétique E.(n) de P aprés le choc N° 7 en fonction de I'énergie
cinétique initiale £.(0), de My, m et n. Ecrire E.(n) en fonction de E.(0), 7 et . Comment
varie E.(n) avec 7 a o fixé ? Quel est le sens physique de ce résultat ?
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Collisions élastiques en mécanique classique

Un projectile N de masse 7 de vitesse 7 par rapport au référentiel du laboratoire Ry
heurte une cible C de masse 47 au repos dans Ry,,. Le vecteur vitesse 7x' du projectile
apres le choc n'est pas forcément colinéaire a V(; ; on se propose de calculer 'énergie ciné-
tique moyenne du projectile apres le choc en moyennant sur toutes les directions possibles.
11 est beaucoup plus commode de faire ce calcul dans le référentiel du centre de masse
(ou barycentrique) Ryp,. On appelle VG le vecteur vitesse du centre de masse du systéme
{N, C} par rapport a Ry, et on notera ux, 4C, un , 4 les vecteurs vitesses du projectile
et de la cible respectivement avant puis apres le choc par rapport au référentiel Ry,.

1. Relations générales

a. Calculer VT;, uN et uc en fonction de % et £ Montrer qu'on a une relation trés simple
entre uN, uc et A.

b. Quelle équation relie ax’, uc' et £?

c. Le choc est de plus supposé élastique ; montrer alors qu'on peut en déduire une relation
entre || un || et ||ax’||, puis entre || uc || et || uc]|.

2. Energie cinétique moyenne du projectile apreés le choc

a. On note a I'angle entre les directions de V(; etde N’ ; Cest la déviation mesurée dans
le référentiel du centre de masse. Exprimer I'énergie cinétique E-(N/Ry) du projectile
apreés le choc par rapport au laboratoire en fonction de son énergie cinétique initiale

1
Ey = EmVoz, de % et de a. Que peut-on dire du rapport entre E-(N/Ry) et Eo?

b. Toutes les directions sont permises dans Ry, ; on admettra de plus que la répartition de
I'angle de déviation est isotrope dans Ry,. Justifier I'expression de la valeur moyenne de
I'énergie cinétique du projectile apres le choc par rapport au laboratoire :

(E¢(N/Ryp)) = % /0 E(N/Ry) sin ada

Montrer que la valeur moyenne de I'énergie cinétique E; du projectile apres un choc
sécrit £1 = mEy, ou le facteur d’efficacité du ralentissement 1 ne dépend que de #;
le ralentissement est d’autant plus efficace que m est faible. Tracer I'allure de la courbe
donnant les variations de 1 en fonction de 2. Commenter.

3. Cas ou la cible est plus légére que le projectile : 2 < 1

Les diagrammes de collision permettent de représenter 'ensemble des lois de conservation
au cours d’'un choc; on les construit de la maniére suivante.

Le lieu des extrémités des vecteurs vitesse 71’\] du projectile dans Ry, apreés le choc est un
cercle de rayon 7 et le lieu des extrémités des vecteurs vitesse 76 de la cible dans Ry, est
un cercle de rayon 1. Que vaut » pour un choc élastique ? Le vecteur VG est parallele a
I'axe Oz. o repere 'angle entre Vo et | et peut varier de 0 a 2.

Représenter N, uc, %N, # ¢ et V5. Tracer alors les vecteurs vitesse Vi, 7{\1 et 7/C
dans le référentiel du laboratoire. Montrer alors que si £ < 1, I'angle de déviation D du
projectile, mesuré dans le laboratoire est obligatoirement inférieur 4 une certaine valeur
D, ne dépendant que de 2. Commenter.
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4. Cas ou la cible est plus lourde que le
projectile : application a la thermalisation
des neutrons.

. .. u'y
Tracer le diagramme de collision pour £>7,
et montrer qu'il n'existe pas de borne supé-
. ’ . . ’ (x
rieure de la déviation D mesurée dans le z

référentiel du laboratoire.

La section efficace de fission de 25U
dépend tres fortement de I'énergie du neu-
tron incident et présente des valeurs trés
élevées lorsque cette énergie se situe dans
la gamme [0,002 ¢V; 0,5 eV]. On parle de

neutrons thermiques. Or dans un réacteur nucléaire, I'énergie cinétique des neutrons

immédiatement produits par la fission est de I'ordre du MeV. Les conditions pour qu'une
réaction en chaine se produise en régime permanent sont complexes. Quoiqu’il en soit,
il est clair que les neutrons émis par une réaction de fission doivent étre ralentis pour
produire de nouvelles fissions.

Apres n chocs, I'énergie cinétique moyenne du neutron est £, = m"Ey. Calculer le
nombre de chocs nécessaires pour qu'un neutron d’énergie £y = 2 MeV produit par une
fission devienne thermique (£, = 0,05 eV), dans les cas des noyaux 1H, 2H, 2C et 0.
Commenter.

Mécanique des systémes et du solide

Mouvement d'une moto (ou d'une mobylette)

Ce probléme est construit de maniére a aborder I'ensemble des méthodes habituellement
utilisées pour résoudre un probleme de mécanique du solide. Il permet, en outre de
comprendre le role des frottements entre le sol et les roues dans la propulsion d’'un
véhicule. On y retrouve de facon simple plusieurs résultats familiers dans le domaine du
comportement des véhicules motorisés.

On étudie le mouvement rectiligne sur un sol horizontal d'une moto, de masse totale M
avec le conducteur et dont les articulations sont parfaites : on suppose donc le systéme
{moto + conducteur} rigide. Les deux roues sont identiques, assimilables 2 des anneaux
parfaits homogenes de masse 7 et de rayon R. Seule la roue arriere est motrice; g est
intensité du champ de pesanteur terrestre. Le référentiel terrestre R, supposé galiléen est
muni du repere absolu {O, Uy, Uy, Uy } , et on désignera par Ry, le référentiel barycentrique
relatif au systéme § {moto + conducteur} de centre d’inertie G.

La moto démarre, et on suppose que les roues roulent sans glisser sur le sol. § avance a
la vitesse 7 = Vu, par rapport au sol (¥ > 0). On considére d’autre part que les roues
sont les seules parties en rotation du véhicule. On néglige donc I'énergie cinétique et le
moment cinétique associés a la rotation du moteur et des organes de transmission.
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avant

r®

1. Calculer, dans le référentiel R,, en fonction de M, m, R, V' :

— la vitesse angulaire des roues (@ = ou,) dans 'hypothése du roulement sans glisse-
ment.

— I’énergie cinétique de la moto;
— la quantité de mouvement p et le moment cinétique en G, o de .

Durant la phase de démarrage, on applique sur la roue arriére un couple de moment

—
constant I' = 'z, I' > 0 (qui tend 4 faire tourner cette roue dans le sens des aiguilles
d’une montre sur le schéma.)

2. Calculer l'accélération @ = aiz, de la moto en fonction de M, m, R, I en utilisant le
théoreme de I'énergie cinétique.

3. On appelle ﬁ = Thu, la composante tangentielle de la réaction exercée sur la roue
arriere par le sol et ]V{ = N u; la composante normale de cette réaction. E = Thu, est
la composante tangentielle de la réaction exercée sur la roue avant par le sol, ]Vé = Ny,
sa composante normale. Dans le cas général, on prendra 77, T3, Ny, IV, algébriques.

a. Ecrire le théoréme du moment cinétique pour le sous syst¢éme { Roue avant} puis pour
le sous systeme {roue arriére}, et en utilisant les résultats précédents, exprimer 77 et 7
en fonction de M, m, R, et I.

b. Ecrire le théoréme de la résultante cinétique (relation fondamentale de la dynamique)

appliqué au systeme § . Compte tenu des relations du a), calculer a, puis 73 et 75 en
fonction de M, m, RetT.

c. Apreés avoir appliqué le théoreme du moment cinétique en G pour le systeme S,
exprimer V; et IV, en fonction de M, m, I, g, R, b et D. Interpréter le sens physique de
la différence observée entre V; et IV, ; comment cette différence varie-t-elle avec I' ? En
quoi cela correspond-il 2 votre expérience des voyages en deux roues > A quoi correspond
lecasou NV, =0°?

4. On désigne par fy le coefficient de frottement pour le contact sol-roues.
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a. A quelle condition sur I' la roue arriére ne patinera-t-elle pas ? (Mouvement de la moto
sans glissement de la roue arri¢re). Commenter le sens physique de ce résultat.

b. Sur une route enneigée, lors d'un démarrage a vitesse de rotation du moteur fixée, on
constate que la roue motrice qui « patine » en premiére roule sans glisser si on adopte un
rapport supérieur de la boite a vitesse. Pourquoi ?

Mouvement d'une bille sur un plan incline

La résolution de ce probléeme requiert la
connaissance des lois du frottement, la
notion de roulement sans glissement et les
théorémes fondamentaux de la mécanique
du solide dans un référentiel galiléen.

Une bille homogene, de masse 7, de rayon
7 est placée sur un plan incliné d’'un angle
sur I'horizontale ; on appelle /" le coefficient

de frottement entre la bille et le plan. Son

centre d’inertie G est en mouvement recti-
ligne selon la ligne de plus grande pente du plan incliné et est repéré par I'abscisse xg. Son
mouvement de rotation dans le référentiel barycentrique ne comporte pas de pivotement
la rotation se fait autour d’un axe passant par G et paralléle 2 Oz et est repérée par I'angle

. On posera w = 4 noter que le produit vectoriel impose ici le sens positif pour o :
o est négatif si la bille descend. _

1. On décompose la réaction du support sur la bille en une composante normale NV et
une composante tangentielle 7°. On notera algébriquement leurs projections NV et 7.
Expliciter les trois équations, dont deux équations différentielles en xg et ¢, obtenues a
partir des théorémes fondamentaux de la dynamique.

2. Roulement sans glissement

a. Ecrire la relation entre x et & dans le cas ot la bille roule sans glisser sur le plan.

b. Déterminer le mouvement de G.

c. Calculer V et 7" en fonction de 7, g et o, puis montrer que le roulement sans glissement
n'est possible que si a est inférieur 4 une certaine valeur .

d. On lache la bille sans vitesse initiale 2 # = 0, 'abscisse de G étant nulle. Calculer xg en
fonction du temps. Calculer I'énergie cinétique de la bille en fonction de m et de Vg = g,
puis la variation d’énergie cinétique de la bille entre # = 0 et # en fonction du temps.
Calculer par ailleurs le travail du poids entre # = 0 et # en utilisant I'équation horaire.
En appliquant le théoréme de I'énergie cinétique, en déduire le travail des forces de liaison.
Que peut-on dire du travail des forces de liaison lorsque 'on a roulement sans glissement ?
3.Casoux > o

Calculer I'accélération de G, puis 'accélération angulaire de la bille en fonction de £, g, 7 et
a pour a > ay. Tracer 'évolution de I'accélération de G en fonction de sin a ; commenter.
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Equilibrage statique d'un solide mobile autour d'un
axe fixe

11 s’agit d’étudier 'équilibre d’'un solide dans un référentiel non galiléen en rotation.

Un cylindre homogene, de rayon R, de masse M, de hauteur 4 est mobile autour d’un axe
OZ fixe paralléle a son axe de révolution mais qui ne passe pas par son centre de gravité;
on appelle « la distance entre OZ et G. Deux paliers A et B situés a la distance L de
chaque extrémité du cylindre assurent la fixité de 'axe de rotation. On peut travailler soit
dans un référentiel fixe galiléen R, muni d’un repére {OXYZ} qui lui est li¢, soit dans un
référentiel R muni d’un repere {Oxyz} tournant avec le cylindre (G est sur Owx).

~ I v

. L A X
i : i y
o _
| —
|
al, h X
§ / I I
i G
|
I
-
L
d

1. Déterminer les composantes des réactions Rp, et Rp a I'équilibre lorsque le systeme
ne tourne pas; commenter.

2. Déterminer, en travaillant dans le référentiel tournant {Oxyz} les composantes des
réactions R_A, et E subies par les paliers lorsque 'ensemble tourne a la vitesse angulaire
constante .

AN.R=30cm;»=1m;L =2cm;a=0,1mm; rotation a 3000 tours/min pour
un cylindre en acier (densité : 8,7). Commenter.

Réalisation d'accélérations constantes

11 s’agit d’étudier la dynamique d’un systéme déformable. Cet exercice, treés simple dans
son principe, permettent de clarifier deux notions qui posent souvent probléme : a) La
notion de sous systéme et b) Les problemes de signe liés a la projection de la relation
fondamentale de la dynamique.
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1. M est en mouvement sur un plan horizontal (on négligera tout frottement)

)
A B
M \

C

m | (52

Le solide §; de masse M peut glisser d’'un mouvement de translation sans frottements sur
le plan horizontal. La masse m(S) est en translation verticale. La poulie, mobile autour
d’un axe horizontal a un moment d’inertie / par rapport a celui ci et un rayon 7.
Calculer I'accélération de la masse M en fonction de 7, M, ], r et g. Commenter.

Mouvement d'une fusée a un étage

Ce probléme permet de comprendre la propulsion par réaction. Il met en ceuvre l'utilisa-
tion de la relation fondamentale de la dynamique pour un systéme déformable en faisant
un bilan de quantité de mouvement entre deux instants voisins.

Une fusée dont on désignera la masse a I'instant # par m fonctionne en éjectant des gaz

. — . dm
4 une vitesse # constante par rapport a la tuyere, avec un débit constant D = P
(positif).
1 En étudiant la variation de quantité de mouvement entre les instants # et # + dz d’'un
systéme convenablement choisi, établir 'équation du mouvement de la fusée en présence
de forces extérieures de résultante J_C,), en fonction de 7, j_{,), D, m et de son vecteur vitesse
7(1‘). Comment peut-on définir la poussée du réacteur ?
2. La fusée de masse totale (M + mp) a # = 0 est placée sur son aire de lancement. La
masse initiale de propergol est 7z et la masse de 'ensemble de la structure est M. A quelle
condition peut-elle décoller du pas de tir ?
3. La condition de décollage étant réalisée, et la fusée en translation verticale, exprimer
sa vitesse V; lorsque la totalité du propergol est consommée en fonction de M, mq, u, g et
D, en négligeant la résistance de I'air. Commenter.
4. Calculer alors I'altitude 2y atteinte par la fusée lorsque tout le propergol est consommé
en fonction de M, my, u, g et D; discuter ce résultat en fonction des différents parametres.
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Mécanique des fluides

Forces subies par des murs de barrages verticaux

Cet exercice est une application directe de la rela-

tion fondamentale de I'hydrostatique pour un fluide

incompressible. B| ¢
D
h

1. Calculer la force résultante exercée par l'eau sur

le mur vertical rectangulaire ABCD dans le cas du | <A

réservolr suivant :

2. Méme question dans le cas ol le mur vertical est semi-circulaire ; Conclure.

Densimétre —
Cet exercice est une application directe de la pous-
sée d’Archimede. n n

Un densimetre de masse M comporte un tube
cylindrique fermé, de masse 72, de longueur L et de

section §, lesté a sa base par du mercure enfermé
dans une ampoule en verre de volume 7. On le X

plonge dans un liquide de masse volumique p, et =

I'équilibre est obtenu lorsque la partie immergée

du tube a une hauteur x. Etablir la relation entre p

et x. La graduation en densité est-elle linéaire ?

Tension artérielle; influence de I'accélération d'iner-
tie.

Dans la seconde partie, on étudie la relation fondamentale de 'hydrostatique dans des
référentiels accélérés.
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La pression artérielle (moyenne) au niveau du cceur est supérieure de 100 mm Hg a la
pression atmosphérique. On prendra un individu tel que :
distance pieds-cceur : 4, = 135 cm

distance téte-cceur : /7 = 45 cm
1. Calculer la pression hydrostatique au niveau du cerveau et des pieds dans les cas

suivants :
— Individu debout a la surface de la terre;

— Individu « la téte en bas, les pieds en I'air », les mains posées 4 la surface terrestre.

2. Les pilotes de chasse sont soumis, lorsqu'ils effectuent des virages serrés a grande vitesse
a des accélérations apparentes pouvant atteindre plusieurs fois le champ de pesanteur g.
Expliquer qualitativement ce phénomeéne. Les effets de ces accélérations sur la circulation
sanguine provoquent des troubles connus sous les noms de « voile rouge » ou « voile noir ».
Calculer la pression hydrostatique au niveau du cerveau et des pieds dans les deux cas
suivants, puis commenter ces résultats.

premier cas second cas
vitesse de I'avion : 350 m/s vitesse de |'avion : 350 m/s
rayon du virage : 3,062 km rayon du virage : 6,125 km

Fluide en équilibre dans un référentiel tournant

Un récipient cylindrique, de rayon R,

. . . f
contient un fluide parfait de masse volu- Z z sur“f;:
mique p sur une hauteur 4. Il tourne autour R
de son axe de révolution, vertical, dans le o
champ de pesanteur uniforme g a la vitesse —
angulaire constante . Trouver le profilde | h
sa surface libre a 'équilibre.

- - y y
x x o
récipient
en rotation
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SOLUTIONS

n 1. Absence de tout frottement : le sys-
teme étudié est le wagon, et le référentiel

dans lequel on étudie son mouvement est
galiléen. Le théoréme du centre de masse
nous apprend que le mouvement de son

centre d’inertie noté M est le méme que
celui d’un point matériel qui serait doté de sa masse totale et soumis aux mémes forces
extérieures. On étudie donc le mouvement de ce point.

Les deux seules forces qu’il subit sont :

— Force a distance : poids m'g’

—
— Force de contact : réaction du support R

Le bilan des forces est présenté sur la figure ci-dessus. Puisqu’il n'y a aucun frottement
de contact, R ne travaille jamais, donc sa puissance R.V est nulle 4 tout instant; la
direction de ? est donc normale au plan incliné, puisque 7 est paralléle a Ow. La relation
fondamentale de la dynamique s’écrit :

N
m?-ﬁ-R:m?

ol @ est l'accélération de M, ce qui donne en projection sur les axes Ox et Oy :
R = mgcosa et x = gsina. Le mouvement du wagon est a accélération constante.
Compte tenu des conditions initiales, on a :

x = % (gsina) 2

2.a. La réaction du support R travaille lorsque M se déplace ; elle a donc une composante

tangentielle I?T), contenue dans le plan incliné et une composante normale FN La figure

ci-dessous présente le bilan des forces, lorsque le wagon est supposé descendre la pente.

Il importe de bien comprendre que le frottement solide est un phénomene a effet de seuil

(donc non linéaire). Les lois de Coulomb du frottement solide de glissement imposent
ue :

— —
el < &

. . . . . H H H ﬁ
* 51 le solide glisse avec une vitesse de glissement 7, alors Ryl etRret V

.
RT‘

sont colinéaires avec Rt. V' < 0. Cette derniére relation exprime que le travail da a des
forces de frottements est résistant.

Tant que 'angle « est inférieur a une certaine valeur limite, le wagon est immobile; en
dessous du seuil de glissement, la force de frottement solide « s’ajuste » de maniére a ce
— —
RT’ <f ‘ Rn

P P - . . . .
que m? + Rt + Rny = 0, pourvu que la contrainte soit satisfaite avec
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— — —
V' = 0.En projetant R sur les axes, on a alors Ry = mg cosa et Rt = mgsina, ol

R et Ry sont comptés arithmétiquement.
. . —_— - - —_— . . .
La relation fondamentale de la dynamique 7 ¢ + Rt + RNy = m a’ conduit en projection
a:
R

. . T
RN:mgcosa et X =gsmao — —
m

I1 est facile de voir que le wagon glissera
a condition que mgsina > R, en tenant
compte de la contrainte due au glissement,
Rt = fRN = fmg cosa. Le wagon se met

donc a glisser dés que mgsina > fing cos a,

c'est-a-dire des que tana > f.

le wagon est supposé descendre la pente

La condition de glissement tan o > f étant
réalisée,onax = ¢ (sin a — fcos OL), qui est strictement positif.

b. Si M est laché de O sans vitesse initiale, on a x = 2 (sinoc — f cos OL) £ son

mouvement est rectiligne uniformément accéléré.

c. Le wagon est lancé vers le haut de la pente avec une vitesse de valeur 7 et parallele a
Ox depuis un point A distant de O de L ; pendant la phase ot il remonte la pente, x < 0
et la projection du principe fondamental sur 'axe Ox s’écrit :

mx = mgsina + Ry
avec Rt = fRN = fing cos a tant que sa vitesse ne s'annule pas. Laccélération vaut donc
x=g (sin a + fcos a) ; cette relation s'intégre en :

1 . )
x = Eg(sma +fcosoc) t°— Vat+ L
Va
g (sina + f cos OL)

Le wagon s’arréte lorsque & = 0, a £r5 = , en un point S d’abscisse

- VR
2g (sina +fcosa)'

Ce dernier résultat se retrouve plus commodément en appliquant le théoreme de I'énergie

xg = L

cinétique au point M entre A et S :

1 By N — — . —
0= 3mV3 = Was(ng) + Was(RD) = - HASH mg sin o — HASH Rr

—> ) N .
avec ASH = L — xs, d’ot1 on tire

1
EmVﬁ = (L — xs)(mgsina + fing cos o)

Ce qui redonne bien la valeur de xg obtenue a partir de I'équation du mouvement.

—
Le produit scalaire @'. V' = g (sina + f cosar) ((sina + f cosa) £ — V) étant négatif
pour 7 < £g, le mouvement est décéléré.
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Pour # > £5 deux cas sont a considérer :
—tana < f : le wagon reste immobile en S;
—tana > f : le wagon repart en sens inverse : Il redescend la pente avec une accélération

x=g (sina —fcosot).
3.a. % est homogene a [M] [7]7'. La relation fondamentale de la dynamique s’écrit
— = —
m? + R — %V = ma,ou R est perpendiculaire au plan incliné, ce qui donne,
en projection sur les axes Ox et Oy : R = mgcosa et mx = mgsina — kx. Une
m A, >, . C . ., .
constante de temps T = n apparait naturellement dans 'équation différentielle (linéaire)

du mouvement :
X+ —x=gsina
T

En posant V' = &, on cherche a résoudre I'équation du premier ordre relative a la vitesse :
.1 _
V+ -V =gsna
T

Le wagon atteint une vitesse limite /7 lorsque V' = 0, c’est-a-dire V; = gTsina; c’est
une solution particuliere de 'équation avec second membre.

1
3.b. Léquation sans second membre V' + —F = 0 a pour solution générale V' = Ce 7.

La solution de I'équation différentielle du mouvement relative a la vitesse s’écrit comme
la somme de la solution générale de I'’équation sans second membre et d’une solution
particuliére de I'équation avec second membre.

Compte tenu des conditions initiales ¥ = 0etx =0a7=0,ona:

V= %(1_3—4), d’ol on tire x = V,(;—i—q-(g—% _1>)

Lorsque # < 7, V' ~ gfsina : La vitesse a un comportement asymptotique linéaire en
temps, ou 'accélération est celle du mouvement sur un plan incliné, sans frottements. En
effet, on se trouve dans des conditions dans lesquelles la vitesse est si faible que la force
de frottement fluide est négligeable devant la pesanteur.

Lorsque # > 7, V' ~ gtsina : Le mouvement est rectiligne et uniforme de vitesse
V; : Lorsque la vitesse limite est atteinte, la force de frottement fluide et la pesanteur se
compensent.

3.c. Compte tenu de la condition initiale | V
V=Vyar=0,ona:

V= (Vo—g’rsina) e + gTsina v,

~

La figure ci-contre montre I'évolution de la
vitesse en fonction du temps pour V5 = 0

N
.
JEY) IR N
N

3
(trait foncé), Vo = EVZ (trait plein fin) et

1
Vo = ) V; (trait pointillé) ; il est facile de '
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montrer que T est donné par I'intersection de la tangente a 'origine dans le cas ot Vy = 0
avec la droite horizontale correspondant  la vitesse limite (c’est faux pour les autres cas).

. . S, s — 5,5 =7 —

4. La relation fondamentale de la dynamique s'écrit m' ¢’ + Ry + RN — 4V = ma'. En
la projetant sur les axes, on obtient, supposant la condition tan o > f vérifiée et x > 0 :
RN = mg cos a et donc mix = mgsina — fing cos o — kx, soit
N .
xt -x=g (sma —fcosa)

T
La vitesse limite V/ = gT (sin o — f cos OL) est inférieure a celle calculée au § 3.b, du fait
des frottements solides supplémentaires.

. A 2 . . — —

E 1. Le point M est repéré en coordonnées cylindriques par OM = pu, + zu,
=R

z = —00

La vitesse sur cette courbe a pour expression, en coordonnées cylindriques :

L’hélice décrite est une courbe d’équations .Le point M descend siw = 0>0

— )
V = puy +pduy + 2u, = Roug — bou,

s s . . o N .
Comme la dérivée d’'un vecteur unitaire () par rapport a son angle polaire  est un
vecteur unitaire qui lui est directement perpendiculaire, (—#,) on en tire directement

Paccélération :
_ — . — . —s
a = —szup + Roug — bou,

2. La relation fondamentale de la dynamique appliquée au point matériel s’écrit

m? + F = md, ce qui donne les expression suivantes des composantes radiale,
orthoradiale et azimutale de F :

F, = —mRo?

Fe = mRw

F, — mg = —mbw
Ce systéme ne peut évidemment pas étre intégré directement, puisqu'a priori les trois
composantes des forces peuvent étre des fonctions du temps.
C’est 'absence de frottements qui permet d’obtenir une relation supplémentaire. La force
de liaison F ne travaille pas si sa puissance est nulle, ce qui se traduit par FV = 0, Vs,
C’est-a-dire :
N

F.V = (Fyu, + Fym + E.z) (Row — boil) =0

ce qui impose donc :
RFy = bF,

—
3. Compte tenu de 'expression des composantes de F tirées de la relation fondamentale
de la dynamique et de 'absence de frottement, on a :

dw dw
25 - -
mR t—b<mg médt>
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soit

dw b

a8 (R + 2)
Daccélération angulaire autour de Oz est constante, donc 2z aussi. Les conditions initiales
conduisent a :

1 L
2
2= b= —Zg—— ¢
2R TP
Le comportement de z montre que tout se passe comme si on avait une accélération

1

azimutale égale 4 ¢ pondéré par un facteur géométrique j qui n'est fonction
1+ =
b
que du rapport entre le rayon de I'hélice et le pas (divisé par 27r), & savoir une fonction
lorentzienne en 3
11 est clair que ce facteur étant toujours inférieur a 1, Paccélération azimutale a toujours

une valeur inférieure 4 g. On retrouve la chute libre de direction verticale pour — — 0

(hélice de rayon négligeable devant le pas), et le cercle horizontal pour lequel 'accélération
azimutale vaut 0 pour 3 (hélice de pas négligeable devant le rayon).

4. On peut alors exprimer les composantes des forces de liaison en fonction du temps :

g\
_ 2
F,=—mR TR t

Rb
Fo=ms\ mip

RZ
=g <m>

La composante radiale est centripéte, proportionnelle 2 w?, donc ici a £ ; les composantes

orthoradiale et azimutale sont constantes.

5. Lénergie mécanique £ du point matériel en mouvement sur I'hélice se conserve,

=
car le poids dérive d’un potentiel et les liaisons de contact F' ne travaillent pas; on a

E = EmV2 + mgz. Sa dérivation par rapport au temps donne :

de VdV N dz 0
e " T
Lexpression de la vitesse en coordonnées cylindriques est V' = (R2 + bz) 2. Comme

z = —bw, il vient alors w (R2 + 1,2) X ® (R2 + bz) = gbo (en supposant » > 0).

Cela implique ® = g , qui est 'expression trouvée par la méthode dynamique.
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B 1. La figure ci-dessous présente le bilan des forces et définit les vecteurs de la base
de Frenet. Dans cette base, I'accélération a pour expression :

— V2—> dV —
a=—mn+|— |7
L ds

ol la vitesse du point M est V =V7.Le rayon de courbure de la trajectoire est constant
et égal a celui du cercle L, 7" et T désignent respectivement les vecteurs unitaires normal
et tangent a la trajectoire au point M. Le mouvement étant de plus uniforme, la valeur
de la vitesse est constante (mais évidemment pas le vecteur vitesse) de sorte que pour un
tel mouvement, l'accélération est purement normale :
7=-C%
—

Notons alors que Z — 0,siV =0,ce qui correspond a I'immobilité, ou si L — 00, ce
qui correspond 4 un mouvement uniforme sur un objet géométrique de rayon de courbure
infini, & savoir une droite ; on retrouve évidemment le principe de linertie.

z
R A
L
e R -
M == M R, _ 0
T -
mg
Y .
vue de dessus vue dans le plan vertical
contenant O et M

La relation fondamentale de la dynamique appliquée au point M dans le référentiel
galiléen 1ié a la terre, et exprimée dans la base de Frenet montre la nécessité d’une force
normale 2 la trajectoire, de valeur constante, qui se trouve étre ici la composante latérale
de la réaction du support

N /& _

Ry, =m—n

L

(il importe de bien distinguer la normale a la trajectoire et la normale au sol). On note
qu'en 'absence totale de frottements, (situation proche d’un véhicule a pneus lisses sur
un sol gelé) la réaction de contact entre le véhicule et le sol est normale au sol, donc que

— =
Ry, = 0 ; laccélération est alors nulle, et le mouvement ne peut pas étre courbe.

. , RN . N —- N . -
Le point M étant soumis a son poids m?, a Ry, et a la composante verticale R, de la
réaction du sol, on a : o = = .
mg + R, + Ry =ma
ce qui donne
R, = mg

—
en projection sur I'axe vertical en plus de la relation donnant Ry..
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2. Iln’yapas de glissement latéral (c’est-a-dire dans la direction normale 4 la trajectoire, de
maniére centrifuge) tant que le rapport entre la composante de la réaction de contact nor-
male au support R, et sa composante tangentielle latérale Ry, vérifie la relation Ry, < fR,.
Cela implique Ry, < fR,, soit V' < \/fg7 La vitesse limite est V; = \/j:gr7L Elle augmente

avec le coefficient de frottement entre le véhicule et la piste et le rayon de la trajectoire.

3.

. 5 4 . 5 4 . 4
On désigne par Ry la réaction normale au sol et Rt la réaction latérale tangente au sol.

La figure ci-dessus présente le nouveau bilan des forces. La relation fondamentale de la
2

— —
dynamique sécrit : mg + Ry + Ry = m'a, ol Paccélération vaut @ = — 7'si le

mouvement est circulaire et uniforme. En projetant sur les axes vertical et horizontal, on

obtient : _
mg = Rncosa — Rrsina
& —
mf = Rysina + Ry cosa

ol on note la réaction tangentielle algébriquement. (Rt > 0 sur le schéma).

I1 est naturel d’adopter le point de vue d’un conducteur pour lequel f, o, 7, L étant fixés
le virage est abordé a une vitesse ¥ que l'on prend comme variable. Les valeurs des
composantes de la réaction de la piste sur le véhicule se calculent facilement a partir des
deux égalités ci dessus :

VZ
Ry =m <f sina +gcosa>

_ &
Rt =m (f Cos & —gsinoc)

On peut donc dire que la vitesse idéale 7; pour aborder ce virage relevé de a, telle que
Ry =0, vaut V; = v gLtana.

Si V< V;, on est dans le cas ot Ry < 0. Si on aborde le virage trop lentement, la projection
de Rt sur la normale est « centrifuge ».

SiVs>V,onaRr >0.

On peut alors discuter la condition d’adhésion 4 la piste imposée par les lois de Coulomb
du frottement : Il n'y a pas de glissement dans la direction latérale tant que |ET| < /RN.
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x Casou V< V;,donc Rt < 0

o VZ VZ
‘RT‘ <fRN = m (gsina— Tcosa) < fm <f sin o +gcosa> ,

ce qui conduit 4 :
sino — f cosa
72 s gL —f
sina + cosa

Sitana < f, cette condition est toujours vérifiée puisque le terme de droite est négatif .
Sitana > £, elle devient une contrainte qui borne inférieurement la vitesse. La plage de
vitesse permise pour que le véhicule ne glisse pas est alors telle que :

gL (/M> <V?< gltana.

sina + cosa

En clair, cela signifie que sil’on aborde le virage a une vitesse inférieure a la vitesse « idéale »
et que 'angle « est supérieur a la valeur seuil arctan £, la vitesse doit étre supérieure a une
certaine valeur pour que le véhicule ne glisse pas latéralement vers le bas de la pente.
Notons que la largeur de la plage de vitesse permise tend vers zéro, lorsque /* — 0, car
les deux bornes tendent vers la méme valeur 7;. Seule la vitesse ajustant la réaction dans
la direction normale 4 la piste est permise en 'absence de frottements.

* Cas ot V> V;, donc Rt > 0

o VZ V2
|RT| <fRN = m <T Cos —gsina) < fin <T sin & +gcosoc>
ce qui conduit a :
V2 (cosa —fsinoc) < gL (sinoc + f cos oc)
Si cotana < £, cette inégalité est toujours vérifiée, et il suffit que V' > V; pour que le
véhicule ne glisse pas.
Si cotana > £, 1a plage de vitesse permise pour que le véhicule ne glisse pas est telle que :

sin o +fcosa>

Ltana < V? < gL ;
& £\ Cosa — fsina
Cette plage se réduit naturellement 4 un point si / = 0 pour les mémes raisons que pour
le premier cas.

La situation ot V' > V; est trés différente de celle décrite dans le cas d’un sol horizontal.

. . 1
On voit notamment que si le virage est suffisament relevé (cotana < f < tana > f), le

mouvement peut se faire sans glissement avec une vitesse aussi grande que 'on veut !

Le cas pertinent pour la sécurité routiére est évidemment celui ol cotana > £ (les virages
des routes ne sont que « légérement relevés » ; on retiendra alors que la vitesse critique V¢
a ne pas dépasser pour rester en contact avec la route est :

Ve = 1|l <sina +fcosa>

cosa — fsina
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Il est facile de montrer que V¢ est une

fonction croissante de o (a0 € [O, w/ 2]) a |V F-08
fdonné, et de £ a o donné. 144
La figure ci-contre montre différentes 121 f=04
courbes donnant I’évolution de V¢ en fonc- 104
) : 8 f=0

tion de a (en rad) pour différentes valeurs o
de f et L =10 m. al WVe=1)

24

0 T T T T T

0 0,1 0,2 0,3 0,4 05 @

n 1. Le bilan des forces est présenté sur
la figure ci-contre. La relation fondamentale
de la dynamique appliquée au point M dans
le référentiel galiléen projetée sur la base de
Frenet conduit aux deux relations :
VZ
mgcos® — R = m— 6 —

r m
et r J o

SUVE L0 U — .
mgsin®=m | —

Ces relations ne sont pas utilisables en I'état, puisque R et 6 dépendent du temps d’une

a4

maniére que l'on ne connait pas; remarquons que la vitesse 7 n’est pas une inconnue

supplémentaire, puisque V = "4 tant que le point M est sur la sphere.

On peut cependant aller plus loin en écrivant la conservation de I'énergie, puisqu’il n'y a
pas de frottements (ou en appliquant le théoréme de I'énergie cinétique). Il importe de
bien comprendre que cette invariance permet de relier la variable de lieu (en'occurrence 6)
a la vitesse. Tant que M reste en contact avec la sphére, 'énergie du point M dans le
champ de pesanteur terrestre s’écrit :

1 2 1 2
E = EmV + mgz = EmV + mgr cos O

en choisissant l'origine des énergies potentielles en z = 0. Comme en My, on a
E = mgr cos 0y, il vient V= 2g7r(cos By — cos 0). On peut alors calculer R en fonction
de 6, en réinjectant la valeur de 7 dans la relation donnée par la projection de la relation
fondamentale de la dynamique sur la normale obtenue précédemment; on trouve :

R = mg(3 cos® — 2 cos 0y).

2. On note que R diminue lorsque 6 augmente. Le point M quitte la sphére lorsque la
réaction du support s’annule, c’est-a-dire pour un angle 6, tel que :

2
cos0,; = 3 cos 0
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La vitesse de décollage vaut alors :
v, = | 2gr C30$ 0o

H Le mouvement du point M s’effectue sur le segment de droite OA. La maniere la plus
simple de décrire son mouvement est de le faire dans la base tournante liée au référentiel
en rotation Oxyz. Le mouvement est décrit par O—I\/I = % (1 + sin wot) u, = x(£)u,.
Llexpression générale de la force d’inertie d’entrainement du point _I)\/I dans le cas d'un
référentiel en rotation est ﬁ(M) = —ma,(M) = mO2HM — mﬁ A O—I\/I, ou ?2) est
le vecteur rotation du référentiel entrainé et H le projeté orthogonzfl de M sur l'axe de
rotation (ici H = O). 5) étant indépendant du temps, seul le premier terme subsiste, si
bien que :

£, (M) = mQ20M = mﬂzg (1 + sinwyf) 7, = mO2x() 7

La force d'inertie de Coriolis est f;. (M) = —2mQ A v (M), ot vz (M) est la vitesse
de M dans le référentiel entrainé (lié au manége). On a donc :

—
dOM :
o) = 2m0w A | S ) = —2m0% A
dz
Re
= —mQwyr cos woz‘fy) = —ZmQx(z‘)Z,

—
II est crucial de comprendre que la dérivation de OM par rapport a t se fait dans le
référentiel entrainé dans lequel %, est donc indépendant du temps.

La force d’'inertie d’entrainement f;, (M) est toujours centrifuge et sa valeur augmente

N
lorsque M va de O vers A. La figure ci-dessous montre 'évolution de || £, (M)‘ en
. N Tr 7 N
fonction du temps, pour # allant de 0 & 7" = — comparée a celle de «.
o
x Fe(M)
) ) o)
r mQ2?r
ri2
0
t t
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La force d’inertie de CoriolisE(M) est toujours perpendiculaire au vecteur vitesse de M
dans le référentiel du manége, c’est-a-dire a u,. Lorsque M va de O vers A, E(M) ale
sens de —7;, (celui de 7; lorsqu’il va de A vers O). La valeur de ﬁ)(M) est maximale
lorsque la vitesse de M par rapport au manége est maximale, soit en I ; elle s’annule en O
eten A. La figure ci-dessous montre 'évolution de la valeur algébrique f;.(M) de la force
de Coriolis en fonction du temps, comparée a celle de la vitesse x de M.

fie(M)
mQwyr

B 1. On s’intéresse au mouvement du centre d’inertie du véhicule, soumis a son poids
m'g et a la réaction du support; cette derniére ne travaille pas et reste donc normale
a la piste pendant toute la durée du mouvement. On applique le théoréme de I'énergie
cinétique, ot seul le poids travaille :

Entre AetB:

1
EmVé—O = mg(za —28) = mg(za —zc +2c — 20, + 20, —28B) = mg(h— R+ Rcos o)

= V= \/Zg(/-?— R+ Rcosay)
Entre AetC:

1
EmVé — 0 = mg(za — zc) = mgh = Ve = \/2gh
Entre AetS:

1
5’”VS2 — 0= mg(za — 25) = mg(h— R) = Vs = \/2g(h — R)

}z désignant la réaction du support sur le véhicule entre A et B, et 77 son accélération,
la projection de la relation fondamentale de la dynamique sur le vecteur unitaire #; et sur
celui qui lui est directement perpendiculaire conduit 4 : Ry = mgcosay et 4 = gsinoy
Entre Bet D, a variede —a1 2 +ap 5 F désignant la réaction du support sur le véhicule,
on projette la relation fondamentale de la dynamique sur la base de Frenet {77, 7'}, en

d
prenant garde au signe de l'accélération tangentielle (entre B et C, o < O et n >0). On

a donc : p2 v
_
m?—i— F =m 7w T

m? dz

—
a

+

N
|

a
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d’ou on tire :
V2 » . dv
m— =F — mgcosa. et m—
R g dz

On ne peut pas calculer facilement la vitesse (ou o) en fonction du temps a partir de

= —gsina

ces équations. Une information facile a exploiter est donnée par le théoréme de I'énergie
cinétique qui permet de relier la vitesse 7 au lieu (ici repéré par a); entre A et M, il
s’écrit :

1 5
EmV — 0 =mg(h— R+ Rcosa),

dou 1? = 2¢(h— R+ Rcosa)
En reportant cette expression de 7? dans la premiére égalité donnée par la relation
fondamentale de la dynamique, il vient :
2¢(h— R+ Rcosa)
R
F=mg <3cosa—2 + %>
R

Au point C, a = 0, de sorte que I'accélération est centripéte en ce point :

F —mgcosa =m

On obtient donc :

h h

Entre D et Q, la projection de la relation fondamentale de la dynamique sur le vecteur
unitaire % et sur celui qui lui est directement perpendiculaire conduita : Ry = mg cos ay
-

et ay = —gsinay, ou R, désigne la réaction du support sur le véhicule entre D et Q, et
— 12 . . . .« L. .

a; son accélération. La comparaison entre les deux plans inclinés est évidente : Puisque
o) < o, Rz > Rl.

=
EnS, F et mg sont normales, si bien que I'accélération lest aussi. En ce point, on a

Ve 2¢(h— R
m? +F = md(S) =m—>7n = m%?, de sorte que

7(5):&(%-1)7:-@(2-1)2

2. La vitesse relative de M’ dans le référentiel entrainé étant nulle, il ne subit pas de
force d’inertie de Coriolis. La force d’'inertie d’entrainement est ﬁ(M/) = —ma,(M').
Comme M’ est immobile par rapport 2 M, on a :

dM/R)="aM'/R) = ap(M)
Laccélération d’entrainement de M’ est donc égale a celle de M par rapport au référentiel
terrestre R, étudiée en détail précédemment. Pour représenter la force d’inertie subie par
le passager, il suffit de dessiner cette accélération et d’en changer le sens.
La force d’inertie d’entrainement s’écrit :
— entre AetB ﬁ(M) = —m'gsin Qg

- ;- —
—entre D et Q: f;, (M) = m'gsinoayu;
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—enC E(C) = —2m ’g%Z

h
—enS ﬁ(S) =2m'g <E — 1) n
Le passager sera en état d'impesanteur artificielle au point S sila force d’inertie y compense
exactement son poids, c’est-a-dire :
h
m’? +E(S) = ? = —m/gu_z> +2m'g (E - 1> n, = 6)
3

11 faut donc que 4 = ER.

Dans ces conditions, la force d’inertie au point C vaudrait trois fois le poids du passager :
b
Z(C) = —2m’gEZ = —3m'gu,

La force d’inertie subie par le passager du véhicule est représentée en différents points du
trajet sur la figure ci-dessous.

1. Dans le référentiel géocentrique Ox1y121 (qui ne tourne pas avec la Terre)

supposé galiléen, le point M, extérieur a l'astre est soumis a la force de gravitation
N o

F =—K——

sphérique ; en effet, le champ de gravitation obéissant au théoréme de Gauss, le champ de

%, radiale attendu que la distribution de masse de I'astre est 4 symétrie

gravitation créé par 'astre est le méme que celui que créerait un point matériel de masse
M placé en O.
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Dans le référentiel terrestre Oxyz, tour-
nant a vitesse angulaire constante de vec-
—

teur rotation () = Q7, autour de 'axe des
poles Oz; = Oz, M est soumis de plus 2 ) M
la force d’inertie d’entrainement : .
—

— Py dQ —
ﬁe(M):mQ HM—mg/\OM F’

= szlW/I ‘\x

ot H est le projeté de M sur 'axe Oz. uy

Py — Lot
En posant OM = 74, on peut écrire
- 2 — . .
SeM) = m{Q7rcos Nu,. Ainsi, le poids
qui est la résultante de la force de gravitation et de la force d’inertie centrifuge a pour
expression :

M
P=m (—K—f? + O cos W;) = mg (M)
r

Ces forces sont représentées sur la figure ci-dessus. On peut donc définir le champ de

M
pesanteur ?(M) en fonction du champ de gravitation B(M) = —K—2T7 =-GM) %
7

et d’une accélération centrifuge de valeur 2 = Q% cos \, due 2 la rotation de la Terre sur
elle méme.

Cette expression fait apparaitre une dépendance du champ de pesanteur avec la latitude
en cos \, due a la rotation de la Terre. Il existe une cause supplémentaire de la dépendance
du champ de pesanteur avec la latitude due a 'aplatissement de la Terre aux poles (en fait
cet aplatissement a pour cause la rotation de la Terre sur elle-méme, parce qu’elle brise la
symétrie sphérique de répartition de masse).

La valeur du champ de pesanteur s’écrit :

gZ(M) = G*(M) + (Q2r cos )\)2 — 2G(M)Q?r cos )\7.7},)

== C
avec # .u, = cos\, puisqu’il importe de remarquer que ces deux vecteurs ne sont pas
orthogonaux. On a donc :

gZ(M) = G*(M) + (Q2r cos )\)2 — 2G(M)Q%r cos® \

=0 (1+ (&) -2 () o)

Si on se place a la surface de la Terre (r = Ry ~ 6400 km) la valeur maximale de
est obtenue a I'équateur et vaut a.q = Q?Rr ~ 0,034 m - s—2. Il est donc loisible de se

contenter d’'un développement de g(M) au premier ordre en (%) . On a en définitive :

gM) = G(M) (1 — (%) cos )\)
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2. La rotation de la Terre impose que I'on ait toujours g < G ; I'écart relatif sur la valeur

. A O%r
du champ de pesanteur, da 2 la rotation de la Terre vaut : ‘ 4 PR
4

G

R A
A I'équateur, cet écart est maximal : ‘—g‘ ~ 0,35 %.
&

A
Sous les latitudes de la France métropolitaine : ‘g‘ ~ 0,175 %, avec A = 45°.

3. Soit & l'angle entre les directions de 6(M) et g'(M); en effectuant le produit

. — .o R T — —
vectoriel par ¢ de chaque coté de I'égalité G = '¢° + @, et en prenant la norme,
— i
on a: ‘? A G’ = |Z A ]|, ce qui conduit a : gG|sine| = ga|sin(g, @), ou
—_—

(E}, ) désigne 'angle entre E} et @.Sion se limite 2 I’hémisphére nord, convenant que
0< AL g et & > 0, on peut écrire : gGsin & = ga[sin(m — (A + €))| = gasin(\ + &)
Langle & étant petit, on peut ne garder que les termes du premier ordre en & dans cette éga-
lité, de sorte que Gsine = a(sinAcos € + cosAsine) = Ge =~ O%rcosh(sin\ + & cos\)
Lexpression de I'angle entre les directions de 6(1\/[) et g (M) est alors :

0O%rcos A sin A O%r
——sin 2\

e G— Q%rco2\  2G

r étant fixé, cet angle est maximal lorsque A = 45°; a la surface de la terre, il vaut, dans
ces conditions € ~ 1,74.107° rad ~ 0,1°.

——

dOM)

ds ’
R,

E 1. Lexpression de la force d’inertie de Coriolis estﬁ(M) = —2mQ A <—

—

ol () désigne le vecteur rotation de la Terre sur elle méme. Il importe tout d’abord d’ex-
—

primer () dans le repére 1ié au référentiel tangent R, ; comme il est paralléle 4 la direction

de I'axe des poles, il est contenu dans le plan Oyz, et 6 =Q (cos )\7; + sin )\Z)

2.a. Pour un wagon se déplacant dans ’hémisphere Nord, du Nord au Sud le long d’un
—

méridien dans le référentiel terrestre, on a localement V' (M) = — Viy), (ot V> 0), soit :

Fo(M) = —2mQV sin N7z

Cette force a donc la direction du paralléle local et est dirigée d’Est en Ouest. Pour un
Fo M) ‘ — 172N

pour N = 45°. Si une voie de chemin de fer est empruntée toujours dans le méme sens,

wagon de masse égale 2 20 tonnes se déplacant 2 300 km /h on trouve

ce sera donc le rail de droite dans ’hémisphere Nord et celui de gauche dans 'hémisphere

Sud.
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2.b. Pour un avion se déplacant dans 'hémisphére Nord d’Ouest en Est le long d’un
parallele dans le référentiel terrestre, on a cette fois ?(M) = Vi, ou V > 0, ce qui
conduit a : — R N
Sie(M) = =2mQV sin Nu, + 2mQV cos Nu,

Elle comporte une composante horizontale dirigée vers le Sud et une composante verticale
dirigée vers le haut. Elle ne dépend pas de l'altitude a laquelle vole I'avion.

ﬁ(M)H — 488N

Pour un avion de méme masse se déplagant 2 600 km /h on trouve

Tr
pour A = 1
En conclusion, pour des véhicules se déplagant a ces vitesses, la force d'inertie de Coriolis
n'excéde pas quelques milliemes de leur poids.

3.a. On néglige les forces de frottement fluides avec l'air. La relation fondamentale
de la dynamique appliquée au pont M dans le référentiel terrestre non galiléen s’écrit :

M
ma (M/R,) = F + ﬁ(M) + ﬁ(M), ot la force de gravitation est F=_K

S U
S
Compte tenu des résultats de l'exercice 7, le champ de pesanteur ?(M) est tel
que P =F+ ]T,;(M) = m?(M) ; il inclut donc la force d’inertie centrifuge.

On fait T'hypothése que la région dans laquelle a lieu la chute est suffisamment

restreinte pour que le champ de pesanteur puisse étre considéré comme uniforme :

Ve
?(M) = —gﬁz). On note v, les composantes du vecteur vitesse de M dans
Ve
le référentiel terrestre tangent. La relation fondamentale de la dynamique sécrit
—
ma(M/R) = —gu, —2mQ A I_/(M/Rt), ce qui conduit a un systtme de trois
équations différentielles linéaires a coefficients constants couplées.
dv,
= —2QV, cos\ + 2QV,sin\
ds
d7, )
—= = =2Q7V,sin\
dzs
d7,
£ = — g+ 20V, cosh
P g cos
On intégre tout d’abord les deux derniéres équations, compte tenu des conditions initiales
0 0
— ——
ar=0:V 10| eOM |0
0 b

[vient V), = —2QxsinN et V; = —gr + 2Qxcos A

On reporte ces expressions dans la premiére équation et on trouve :
d’x

¥ + 40%x = 2Qgf cos \
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On résout cette équation diftérentielle linéaire du second ordre a coefficients constants,

avec second membre par la méthode standard : Une solution particuliére de I'équation
2

X . cos A\
avec second membre est telle que o = 0, soit xp(z) = g

t; la solution générale

de I'équation sans second membre étant x;(#) = asin(2Q2z + @), il est ensuite facile de
trouver la solution x(#) = xp(#) + x¢(#) qui satisfait les conditions initiales x(# = 0) = 0

etx(r=0)=0:
_ gcosh B sin 20
Ae) = xz(’ 29)

b. Si, conformément aux hypotheéses, la région dans laquelle s’effectue la chute est assez
restreinte pour que le champ de pesanteur puisse étre considéré comme uniforme, la durée
. . ) . 2
de la chute est alors petite devant la période (sidérale) de rotation de la Terre 75 = a ;
I'on peut ainsi considérer que ()7 < 1 pendant toute la chute. On peut donc faire un

développement limité de sin 20)# au voisinage de 0. On remarque qu’il est nécessaire
PP g que q

1
d’aller jusqu’a I'ordre 3 (sinon x = 0). On trouve : x(#) ~ 3 280 (cos NE

c. Puisque x est positif, on observe dans 'hémisphére Nord une déviation vers 'Est pour
un objet tombant en chute libre. La dépendance en () permet tout de suite de conclure
que x reste petit (la durée de chute est assez petite). On obtient z(#) en intégrant la relation

dz

— = —gt + 2Qux cos \, que I'on peut écrire, compte tenu de I'expression de x(#) :

dz
d 2 2
d—j = —gt+ ggQZ(cos2 NE = —gt (1 — g(Qz‘)Z(cos2 )\))
Lhypothese {1z < 1 montre qu’il est loisible de négliger I'infiniment petit du second
1 2h
ordre devant 1; on a donc 2(¢) ~ — 5 th + A. Lélimination du temps de chute 7. = 4 | —
&

entre les expressions de x(z.) et z(#.) conduit & une expression de la déviation en fonction

x(2.) ~ %\/EQ(COS )\)/y%
3Ve

Notons que l'intégration de 1’équation différentielle en ¥, donne une déviation vers
q g q y

de la hauteur de chute :

le Sud trés petite devant la déviation vers I'Est, (attendu que V, est trés petit) :
1
)2) = —Egﬂz(sin 2)\)£*, puisque I'on a :

1 2 4
W) | Egﬂ (sin 2Nz,

x(zc)

— sinh(Qn) < 1

~ 1
ggﬂ(cos )\)z‘c3

Pour # = 100 m en un lieu ot A = 45°, on trouve x(z.) ~ 1,55 cm. La mesure est
difficile dans des conditions correctes, car elle suppose 'absence de tous frottements avec
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lair. C’est le pendule de Foucault qui constitue 'expérience la plus spectaculaire de mise
en évidence de la force d'inertie de Coriolis due a la rotation de la Terre sur elle méme.

ﬂ 1. Le théoréme du moment cinétique appliqué au point matériel M s’écrit en O :

do'_o> —_— —

= —
Puisque la force est centrale, les vecteurs OM et F(r) sont paralleles, quelle que soit la
—>

position de M ; r 9 est donc toujours nul et le moment cinétique est alors constant :
56=mC

Comme 65 = mOM AV = mE’, la définition du produit vectoriel permet d’en
déduire immédiatement que le mouvement est plan, puisque les vecteurs OM et 7 sont
orthogonaux au vecteur constant 'C 2 tout instant.

Le mouvement dans un champ de forces central s’effectue dans un plan perpendiculaire
au moment cinétique 53. On se place dans ce plan et on repére le point matériel par ses
coordonnées polaires. Avec les notations habituelles, la vitesse s’écrit V' = ru + r0ug.

Lénergie du point matériel de masse 7 dans le champ de forces central dérivant de
I’énergie potentielle £,(r) s'écrit :

1 dr\> , [de\’
== ) w2 (=) )+
E 2m <dt> r (di) Ep(r)

. . . . — de
La conservation du moment cinétique s’écrit par ailleurs 76 =mC,avec C = 7 <—> .

ds
de o
En remplagant )P 5 dans l'expression de E, on obtient :

1 [dr 1 02
E= 37 <dt> 7™ +Ep(r)

1
Le potentiel effectif Weg(r) = 3" + E,(r) apparait ainsi naturellement comme

incluant la conservation du moment cinétique ; la variable angulaire a été éliminée de la

1 (d
conservation de I'énergie. Il importe de garder présent a I'esprit que le terme > < r)

dz

dans 'expression de E n’est pas I'énergie cinétique du point matériel, mais seulement sa
partie radiale.

2.a. Dans le cas de l'interaction gravitationnelle :

1.C¢C
Wesr(r) = " T

avec £ = KM > 0.
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dWest c , s
= —m— + m— sannule pour r,, = —. L'énergie vaut alors en 7,, :
P %

dr 3 72
1 7

pVeff(rm) = Mm = _Em?

Les variations de ¢ en fonction de » sont
représentées ci-contre.

p . . . Weff
Les variations de W en fonction de » sont
fixées si le moment cinétique, c’est-a-dire
C est donné. Pour 7 < r,,, We est répulsif
(radialement) ; la force associée a la partie

. . N2
répulsive est m— = mr (6) , ol on recon-

r r
nait I'analogue d’une force d’entrainement

centrifuge. Le premier terme du potentiel

1 &

en Sm—y est une barriére centrifuge. II | Wemf--->

72

empéche le point matériel de s'approcher

du centre attractif : on voit que la conservation du moment cinétique imposerait a sa
vitesse angulaire 6 de tendre vers U'infini lorsque » — 0.
Si C augmente, la position du minimum 7,, s'’¢loigne du centre attractif (r,, augmente

. . 1 .
comme (%), tandis que la profondeur du puits diminue (comme —). Cette barriére

c?

centrifuge en —m—- apparait pour tout point matériel en mouvement dans un champ

central lorsqu’on cherche une équation radiale. Elle a son analogue dans une description
quantique : c’est elle qui est responsable de la présence du nombre quantique azimutal /
dans la partie radiale de I'équation de Schrodinger décrivant le mouvement de I'électron
de l'atome d’hydrogéne.

Pour » > r,,, Wy est attractif; la barriére
centrifuge devient négligeable devant la
force d’attraction gravitationnelle lorsque

7 augmente.

— g , .. .

7p et Vy étant la position et la vitesse
—_—

initiales, on a C = ryVysin(7ry, Vp), ol

—

— g ;. )
(79, Vo) désigne l'angle entre les vecteurs
position et vitesse a # = 0. I'énergie vaut

alors E = ~mV§ — m—. Langle entre
2 70

les deux vecteurs n'intervient pas dans 'ex-

pression. Or, si le moment cinétique, c’est-a-dire C, est fixé, les variations de Weg(r)sont
données. Il reste encore la possibilité de faire varier I'énergie. Supposons, pour fixer les
—_—

—
idées, que 7o soit fixé; C est constant tant que 7 sin(7g, Vo), Cest-a-dire la projection
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RN
P Nd A s s
de ¥y sur une normale a 7y a la méme valeur. La figure page précédente montre des
conditions initiales de méme moment cinétique, mais d’énergie différente.
dr
Si E = Wep, la conservation de I'énergie impose a la vitesse radiale — d’étre nulle a tout
instant; le mouvement est circulaire uniforme sur un cercle de rayon 7,,. Géométrique-

=
ment, on voit alors que 7 et ¥ sont perpendiculaires, ce qui correspond  la plus petite
valeur possible de I'énergie a C fixé.

b. Si Wy < E < 0, le point matériel est confiné dans une région de I'espace limitée par les

. . dry |
valeurs 7; et 7, du rayon vecteur pour lesquelles vitesse radiale | — | s’annule parce que

drs

2 dz

on a un état lié. La figure a ci-dessous montre I'évolution des différentes énergies en

2
) ) ) 1 dr ) )
les contraintes physiques imposent & E.. = —m | — | de ne pas pouvoir étre négative ;

fonction de 7, a C fixé, et la figure b donne un exemple des trajectoires qui peuvent lui
étre associées.

c. Si E > 0, aucune contrainte physique n'empéche le point matériel d’aller a I'infini; on
a un état libre (ou de diffusion).

@ Weff

/_Ecr\
0 iry i r
| |
' L
E

Les trajectoires d'énergie E négative sont telles que rq < r < r». Les barriéres de potentiel sont liées au
mouvement radial ; ce sont des cercles de rayons rq et ry.

m 1. Les forces électrostatique et d’interaction gravitationnelle ont la méme forme
mathématique. Les lois de symétrie qui leur sont attachées sont donc les mémes.
On passe de l'expression de la premiére a la seconde moyennant les transformations

charges — masses

1

41reg

— =K
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Le tableau ci-dessous met en correspondance les propriétés de ces forces et des champs

2ssoCiés.
Force d’interaction entre deux particules| = _ 1 ¢0_, = mM _,
F, = u F,=—-K—u
Charges {g, Q}. Masses {m, M} 4meg & 72
Forces électrostatique F, et gravitation-
= . . — — — N
nelle F, subies par des particules dans F =oF F =mG
£ - — ¢ 9 g
des champs E et G
, . =4 .
Les champs électrostatique E et gravi-
tationnel G dérivent de potentiels sca- E = —gradV G = —grad®,
laires Vet ®,
E et G sont a circulation conservative rotE = 0 rotG = 0

Forme locale du théoréme de Gauss : R R
p. est la densité volumique de charge divk = — divG = —4wKp
électrique et p la masse volumique

Forme intégrale du théoréme de Gauss : — = O RN
p. est la charge intérieure et M, la ﬂ E.d§ = ﬂ G .dS = —4mKM;,

masse intérieure a la surface de Gauss

Relations entre énergies potentielles et
potentiels

Energies potentielles d’interaction entre 1 40 KM
deux particules. Charges {¢, Q}. Masses|E, = ~—— " +C"| Ej = —m— + C”
{m, M}

2. C est le centre de l'astre, O se trouve 2

sa surface et le point P est 4 une altitude

z = OP.

La répartition de masse étant invariante o
dans toute rotation de centre C, le champ

6, (dont la direction appartient aux plans

de symétrie de la distribution de masse) est

alors radial. D’apres le théoreme de Gauss

pourz > 0, G estle méme que celui que créerait la masse totale de I'astre concentrée en C :

— M M
P)= K—-u =-K—_%
G(P) 20 (R + z)? “

En faisant apparaitre le champ de gravitation 4 la surface de I'astre Gy = K 2 la valeur
du champ de gravitation a l'altitude z est :

G(Z) = G() !

(1+3)
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Lénergie potentielle d'une particule de masse m dans le champ de I'astre est :

Ef,:—mK]—w:—m Kap
7 R+ z

. S, . . z
(elle augmente avec z). Si z < R, Ef s’écrit, au premier ordre en ? :

KM
Ef% —m— <1— E) ~ mGyz + C*
R R

—

avec l'axe des z orienté en sens inverse de celui de G. Lexpression habituelle de 'énergie
. . , . Z N

potentielle de pesanteur dans un champ uniforme néglige donc les termes en 7 des le

second ordre.

3. A lintérieur d’un astre dont la réparti-
tion de masse est a symétrie sphérique et &
la masse volumique constante, 6 (quiest | % )
encore radial) se calcule en appliquant le

théoréme de Gauss a une surface sphérique

=
de centre C, de rayon G :

— —
ﬂ G.dS = —4wKM,,,

4 3
Mnt = §’1T7’ Y R r

et
ﬂﬁ(ﬁ‘ = — 412 G()

en tenant compte de ce que ce flux est négatif (on désigne par G(r) I'intensité du champ

. . . r b I 7. b
de gravitation). Il vient G(r) = Gy—. On remarque qu’a l'intérieur d’'un astre de masse

volumique constante, la force de gravitation aurait la forme d’une force de rappel élastique
par rapport au centre. Les variations de G(r) sont représentées sur la figure ci-dessus.

m 1. Lénergie mécanique d’'un point matériel de masse 72, animé de la vitesse V" a
une distance 7 du centre attractif est :

1 5 KM
E=—-mV —m—
2 r

Ainsi, avec la convention d’une énergie potentielle de gravitation nulle lorsque 7 tend
vers I'infini, les états d’énergie négative sont des états liés. Cela signifie que 7 est borné

eenences

supérieurement (sinon, il est clair que = mV? deviendrait négatif). En revanche, les états
d’énergie positive sont des états libres au sens ot aucune contrainte physique n'empéche r
de tendre vers l'infini. £ = 0 correspond a la transition entre les états liés et les états libres ;
le point matériel a alors une énergie cinétique nulle a l'infini. Cela permet de définir la

solutions dey
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vitesse de libération pour un objet se trouvant a une distance 7 du centre attractif par :

i) = /2

2. La vitesse de libération du champ de gravitation du Soleil pour la Terre, ou tout objet

| KM
se trouvant 2 la distance rrg du centre du Soleil, est V/S = /2—= ~ 422 km.s 1. 11
TS

est instructif de la comparer 2 la vitesse de la Terre dans sa révolution autour du Soleil
(29,8 km.s™1) pour se convaincre que la Terre est bien liée au Soleil.

3. Lavitesse de libération du champ de gravitation de la Terre pour un objet se trouvant a
KMt

la surface de celle-ci est V1 = 4 /2 ~ 11,2 km.s ', Il est intéressant de la comparer

ala vitesse moyenne (V) d’agitation thermique des molécules de air a la surface terrestre
a température ambiante pour se rendre compte que la Terre retient son atmosphére (méme
si une petite fraction de celle-ci s’en échappe chaque jour). Dans le cas d’un gaz parfait

diatomique, (¥) est donné par Tk (V) = EkBT' Cette relation est issue de la théorie

1
cinétique des gaz, ol 'on compte une énergie cinétique d’agitation thermique de EkBT
par degré de liberté. Pour le dioxygene, on obtient (V) = 0,622 km.s ™.

4.a. Le premier postulat de la théorie de la relativité impose que la vitesse d’'un point
matériel soit toujours inférieure a la célérité ¢ de la lumiére dans le vide. Cela doit étre
en particulier le cas de la vitesse de libération du champ de gravitation d'un astre de
masse M et de rayon R a sa surface. Le rayon de Schwarzchild d’un astre est donné par

Vi(Rsc) = ¢, cest-a-dire Rgc = 2—-. Cest le rayon limite que devrait avoir un astre
c
de masse M donnée pour que la lumiére ne puisse pas en sortir; en clair, c’est le rayon a

partir duquel 'astre deviendrait un trou noir.

b. Pour le Soleil, Rgc ~ 3 km. Siles 2 - 10*° kg de matiere solaire étaient confinés dans
une sphere de rayon inférieure a 3 km, le Soleil serait un trou noir. A la surface de cet
hypothétique trou noir solaire, le champ de gravitation vaudrait

KM,
G*(Rsc) = 3 S ~1,5- 10" m.s2
R
SC
a comparer a la valeur du champ de gravitation a la surface du Soleil actuel :
KM,
G(Rs) = —3> ~ 300 m.s 2.

R

S

c. La masse volumique moyenne de ce trou noir solaire vaudrait

M,
0t = 475 ~ 1,8 10" kg.m >
g"‘TRgC
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Or, la valeur moyenne de la masse volumique de la matiére nucléaire est de 'ordre
10" kg.m ™ (la masse d’'un noyau d’hydrogene vaut 1,66 - 1072’ kg, et son rayon est
de Pordre du fermi, soit 107" m). A une densité 100 fois supérieure a celle de la
matiére nucléaire, il est clair que les particules qui constituent le noyau (les hadrons)
ont subi une transition vers un état de la matiére qu'il est difficile de décrire; une telle
augmentation de densité produirait un déconfinement des quarks (qui sont les constituants
des hadrons). Quoiqu'il en soit, le Soleil ne pourra jamais devenir un trou noir, car il n’est
pas assez massif : son énergie gravitationnelle n’est pas assez importante pour provoquer
un effondrement conduisant a de telles densités.

m 1. I est commode d’utiliser la deuxi¢me formule de Binet qui donne une expres-
sion de l'accélération d’un point matériel soumis a une force centrale dans laquelle la
variable temps a été éliminée grace a la conservation du moment cinétique. La relation
fondamentale de la dynamique s’écrit :

) ) . .. 1 )
d’ou I'équation différentielle linéaire du second ordre en — 4 coefficients constants :
r

2 (L
r) 1 KM
+ - =—

de? r ol
Sa solution, somme de la solution particuli¢re de 'équation avec second membre et de la
solution générale de 'équation sans second membre s’écrit :

1 KM
= a + A cos(6 — ¢)

¢ est 'angle de I'axe focal avec I'axe polaire (axe Ow). Si I'axe focal et I'axe polaire sont
confondus, ¢ = 0. Dans ces conditions, I'équation de la trajectoire s'écrit :
? \ ¢
r= , ou p= ——
1+ ecos@ KM
p est le parametre de la conique et ¢ son excentricité. Le centre attracteur O est un des
foyers de la conique.
Sie =0, la trajectoire est un cercle, puisque 7 ne dépend pas de 6.
Si0 < |e| < 1, la trajectoire est visiblement bornée dans le plan (il n'existe pas de valeur
de 0 pour laquelle  tend vers l'infini) : il s’agit d’une ellipse.
Si |e| = 1, la trajectoire est une parabole d’axe Ox : r tend vers l'infini pour § = 7 st
e=1,pour® =0sie= —1.
Si |e| > 1, la trajectoire est une hyperbole d’axe Ox.
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Lutilisation de la premiére formule de Binet permet d’exprimer la vitesse en fonction de

1 L < . g . .. ,, .
— et de sa dérivée par rapport a 'angle polaire. L'énergie mécanique s'écrit :
.

N r do r

2
(%)
) z
1 KM o1 1 KM
EZEmVZ—m——EmC2 <—> + | 2 — m—
r

1 2 (1 + ecos0)? ( esinﬂ)2 c (1+ecos6)
= —-m — + |- -m— | —
2 P ? ? ?

Tous calculs faits, on a :

I apparait clairement que I'énergie des ellipses (et des cercles) est négative, celle des
paraboles nulle et celle des hyperboles positive.

2. Le cas représenté sur la figure ci-contre

correspond a 0 < e < 1. Les deux foyers v | x

de lellipse sont F; et F, = O. Les dis- : doc--mm

tances au centre attractif a apogée A et A Ji O\ b

au périgée P sont obtenues respectivement \ F = I 2b

pouerw(rA:L)etGZO &__/
1—e¢ ! Stk Sl

(rp = 1%) On congoit bien que ¢ pro- : 7

cure une mi:sure de « I'écart au cercle » : Ve

plus 0 < e < 1 est proche de 1, plus 75 et

rp sont différents et plus U'ellipse est « aplatie ». Comme 74 + 7p = 2a,0nap = a(1 — &)
et I'énergie s’écrit :

mC KM

— = —m—.
2ap 2a

On remarque que le seul parameétre géométrique qui intervient dans I'expression de

I'énergie est le demi grand axe a; on note par ailleurs que 'énergie mécanique d’'une
particule en mouvement sur une ellipse de demi grand axe a est la méme que I'énergie
potentielle d’une particule qui se trouverait a la distance 2a du centre attractif.

Puisque la composante radiale du vecteur vitesse est nulle en A et en P, I'égalité des
moments cinétiques en ces deux points s'écrit Vara = Vprp. On utilise alors I'expression
de la vitesse en fonction de 6 donnée en tout point par la premiére formule de Binet pour
exprimer Vara = Vprp et Vara = Vprp en fonction des parametres géométriques de

c?
Pellipse. De V* = ? (1 + 2ecos 6 + ez), on tire :
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3. La premiere loi de Kepler a été abondamment commentée au paragraphe précédent.
La seconde loi de Kepler, qui exprime la loi des aires est valable dans un cadre plus large

que celui des potentiels newtoniens : elle est vraie pour toute force centrale, quelle soit
en — ou non.

)
La troisieme loi de Kepler se démontre en toute généralité en utilisant les résultats du 2.
Il est de plus nécessaire de savoir que :

— laire d’une ellipse est wad, ot a est le demi grand-axe et b le demi petit-axe.

— une ellipse de foyers Fy et F est le lieu des points Q_qui vérifient F1Q + F,Q = C*
C
La loi des aires sécrit : A = 51‘, avec le choix d’'une origine des temps convenable.

. . o .
T étant la période de révolution, on a mab = —7T'. En reprenant les notations de la figure

page précedente, et en écrivant la seconde propriété des ellipses en P, on obtient :
F1P+F2P:TA+7‘P:2ﬂ.

Puisquelle sécrit F1I + F,I = 24, on remarque qu’au point I, on a F1I = F,I = a.
Le théoreme de Pythagore conduit a ]F% + JI? = FiI?, soit & = &% — ]F% Comme

1
JF, = EFle et que ['1Fy = F1P — FoP = 74 — 7, = 2ae,0n a P =a— OF%. En

. ) . ) ) C?
élevant au carré la relation exprimant la loi des aires, on obtient wlat (1 — 32) =7 77
ot C? = KMp = KMa(1 — &).
On en tire la relation : 4w2a® = KMT? qui exprime la troisieme loi de Kepler.
e , G KM
m 1. D’apres I'exercice précédent, on a e = 0, donc V* = — = —— est constant,
P a

et le mouvement est uniforme. On retrouve trés vite directement toutes les relations
concernant le satellite circulaire en remarquant que, les vecteurs de la base de Frenet

sont confondus (au sens prés) avec %, et ug. La relation fondamentale de la dynamique

72 R
sécrit mG(z) = mm Comme on a montré a exercice 10 que G(z) = Gy R+ 2P

a lextérieur d’'un astre a symétrie sphérique, o Gy est la valeur du champ de gravita-

. . GoR? . . .
tion a l'altitude z = 0, ona V' = (1;)7) . La vitesse angulaire du satellite étant
Z

2 14
milis ———, on peut alors écrire la troisiéme loi de Kepler sous la forme :
T R+2 .

(R + 2)*2 : (R+2)° GR
21 soit =

\/GoR? ’ 72 4172

Un satellite géostationnaire est immobile dans un repére lié a la Terre. La répartition de

T =

Lenrencey

masse de la Terre étant supposée sphérique, le plan orbital du satellite passe par le centre
de la Terre. Un satellite ne peut donc étre géostationnaire que si sa trajectoire est un cercle

solutions dey
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contenu dans le plan équatorial, et qu’il y tourne dans le sens de rotation terrestre en
faisant un tour complet en un jour sidéral (la Terre fait un tour complet sur elle méme
en un jour sidéral, soit 23556 min). On trouve que l'altitude a laquelle un tel satellite doit
graviter est z = 36 000 km.

. . KM,
2. On trace R’ en fonction de 7% ; c’est une droite dont la pente vaut 4—; Dlapres la
T

question précédente, la troisieme loi de Kepler est ainsi vérifiée. On en déduit la masse
de Jupiter My = 1,9 - 107 kg.

m 1. Dénergie mécanique d’un satellite de masse 7 en mouvement dans le champ

. . . 1 KM
de gravitation a symétrie sphérique d’un astre de masse M est £ = EmV2 — m——. Le
r

théoréme de I'énergie cinétique s'écrit, dEc = dW (17;, )+ dW (F) , ou le travail de la

force de gravitation l?g' est dW(E:) = —dE,. On a donc dEc = —dEp + dW <?),
. dE — e 2 . . ) .

d’ot1 on tire ) = P(F) = F.V = —h(V).V°. Ainsi, 'énergie mécanique du

satellite diminue sous U'effet de la force de frottement. En dérivant I'énergie par rapport
au temps, on montre facilement que cela se manifeste par des variations de la vitesse et
de la distance au centre attracteur qui obéissent a 'équation :

drv KM (dr\ )

— —
FH < |7,

Par ailleurs, 'orbite du satellite étant circulaire et , la projection du principe

, . & KM
fondamental de la dynamique sur la normale 2 la trajectoire s’écrit m— = m—-,
r r

KM

7?2 = . Dans ces conditions, une variation d¥ de vitesse est reliée 4 une variation dr

dv KM (d
de rayon par la relation 2V (—) = —— <_r> . Il en ressort d’ores et déja que 7 et

soit

drs 2 \ dzs

V' varient en sens inverse : une diminution de 7 est liée a une augmentation de vitesse.
dv V.h(V)

) =207

ds m

Les frottements atmosphériques provoquent une augmentation de la vitesse du satellite, ce

o dr . .
Lélimination de <$ entre ces deux équations conduit a 0.

qui fait qu’il tombe sur I'astre puisque 7 diminue. Si son énergie mécanique diminue, c’est
parce que son énergie potentielle diminue plus vite que son énergie cinétique n'augmente.

m 1. Le rapport entre lattraction gravitationnelle et la répulsion coulombienne qui

sexercent entre un noyau de masse M, de numéro atomique Z et un noyau gHe, de

KmM
: Fe r2 —36 e , 1
masse 7 distants de 7 vaut — = ————— =~ 107" Cela justifie que 'on néglige
Fc 1 2Zg:
4mey 72
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lattraction gravitationnelle devant la répulsion coulombienne, quelle que soit la distance
entre les deux noyaux.

197
2. Lerapport entre les masses du noyau d’or et du noyau d'Hélium vaut environ — = 50.

La quantité de mouvement de la particule a est pratiquement la méme dans le référentiel
barycentrique et celui du laboratoire car la masse réduite du systéme constitué de la
particule o et du noyau d’or est pratiquement égale a celle de la particule a (2 environ

2%pres) w = ~ 3.92. Dans ces conditions, le recul du noyau d’or est négligeable.

m
m+ M
3. Les propriétés générales des forces centrales permettent d’affirmer que le moment
cinétique se conserve. Le mouvement de la particule o dans le champ de forces du noyau
d’or est donc plan et 760 = C (exercice 9).

En utilisant 'expression de I'accélération donnée par la formule de Binet, la relation
fondamentale de la dynamique s’écrit :

, (1
d (?) 1 —k
D /T
r

de?  mC

équation qui s'intégre en :

1 —k
~=—— 4+ Acos(0 — o).
r m
Avec les conventions de la figure de 'énoncé, l'axe polaire passe par le sommet S de
d
I'hyperbole, donc <d_g> = 0, ce qui impose ¢ = 0 ou ¢ = . Par ailleurs, les
=0

. . . ™
asymptotes sont telles que 11m0—>:|:[3 (—) = 0. B étant compris entre O et 5, on ne
r
retient que la solution ¢ = 0. On a alors :

A &

mC? cos B
ce qui conduit a I'équation demandée :

V4 mCZ

T:W avec PZT

cos 3

4. Un probléme analogue a déja été traitée dans I'exercice 12, mais dans le cas d’une inter-
action gravitationnelle. I'énergie mécanique de la particule dans le champ coulombien
répulsif du noyau d’or s’écrit :

E:%mVMé

r

On utilise la premiére formule de Binet pour exprimer la vitesse en fonction de — et de
r

sa dérivée par rapport a I'angle polaire. Il vient :
2o,

2mC (e _1)

E:
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Comme e > 1, I'énergie mécanique est positive, ce qui correspond a des états libres (de
diffusion) pour un potentiel newtonien, au sens ou la particule peut aller a I'infini (ici

pour 6 = £p).

5. La constante des aires s’écrit :

— =
C=rV.lsin(7, V)’
ou (7, V') désigne I'angle entre les vecteurs vitesse et position. Lorsque 6 — B, 7 — 00,
> S

tandis que sin(7’, ) — 0. En remarquant que 7. [sin(7, V)| est la projection du

vecteur position sur la normale 4 'asymptote, on obtient :

C= V()b

1
Par ailleurs, 'énergie de la particule vaut £ = EMVOZ lorsque » — oc.

On réécrit alors la conservation de I'énergie en reprenant U'expression de £ en fonction

établie dans l'exercice 12 :

1 # 1
E=mll=— (———1
2 2mVgh* \ cos? B

mV3b

dee =
cos

Comme —— — 1 = tan’B, on a tanP = (avec la convention B > 0). On

cos® B
remarque sur le dessin que D = m — 2B. On obtient la célebre formule de Rutherford

donnant la déviation de la particule o :

D Z
tan | — = &
2 drregm Vozé

Naturellement, pour des particules d’énergie (donc de vitesse) donnée, la déviation D
augmente lorsque 4 diminue .

—sib— 0,onaD — r: cest la rétrodiffusion totale;

—-sib— oo,onaD — 0.

Ilestintéressant de remarquer que la déviation est fonction d’un simple rapport d’énergies :

D Zaq, 1

—m
2

B Energie potentielle coulombienne 4 la distance 4 de la cible

2 X Energie mécanique du projectile

Dire que la déviation augmente lorsque 4 diminue revient a dire que la particule o est
d’autant plus sensible a la présence de la cible que son énergie mécanique est petite devant
I'énergie potentielle coulombienne a la distance 2.
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D\ , . . - .
tan 3 n'est pas directement accessible expérimentalement. Un détecteur permet de

mesurer la section efficace différentielle de diffusion, dont on montre qu'elle varie comme
1
) D
sin* | —
2

trés faible épaisseur).

si on ne tient pas compte des déflexions multiples (ce qui impose une cible de

En 1909, Geiger et Mardsen ont étudié l'interaction d’un faisceau de particules a pro-
duites par la désintégration radioactive d'un nucléide noté RaC avec de minces feuilles d’or
(environ 0,4 wm d’épaisseur). La vitesse des particules a était de l'ordre de 20 000 km.s ",
Les résultats de cette expérience historique ont jeté les bases du modele planétaire de
l'atome proposé par Rutherford en 1911 : d’une part la section efficace différentielle
est fortement piquée vers l'avant (cela signifie que la plus grande partie des particules
a” émises par la source est peu déviée), et d’autre part une particule o sur 20 000 est
rétrodiffusée, c’est-a-dire déviée d’un angle supérieur a g Ce dernier point met en échec
le modele de Thomson dans lequel la charge positive est répartie dans une sphére dont la
taille est celle de 'atome, car la rétrodiffusion n'est possible dans ce dernier cas qu’a trés
basse énergie.

On se réfere souvent a I'expérience de Geiger et Mardsen pour parler de « structure
lacunaire de la matiére » au sens ol « 'essentiel de la masse d’un atome est concentré dans
une toute petite portion d’espace chargée positivement : le noyau ».

m 1. Le systéme étudié est la « partie sensible » de masse 7. A I'équilibre, les deux
référentiels sont équivalents : GXYZ et Oxyz sont confondus. Ce systéme est soumis a
son poids P = —mguy et a la force de rappel exercée par le ressort T =4 (ho — b1) uy.
La condition d’équilibre de ce systéme s’écrit ? + 71) = ?, et conduit donc 2 la relation

mg = k(hy — ).

2. En cas d’un tremblement de terre, le systéme est soumis dans le référentiel 1ié au sol a la
force d’inertie d’entrainement due 4 la translation de ce dernier par rapport au référentiel
galiléen du lieu. Cette force est donc proportionnelle a I'accélération de Rs par rapport a
o d’GO
-~ —

F,(M)=—-ma (RS/RG) =-m|\ g2
et s'écrit en notation complexe F;, (M) = mw’ Soei‘”’ﬂ)y.
3. Le principe fondamental de la dynamique appliqué au systéme de masse 7 dans le

référentiel non galiléen Ry 1ié au sol s’écrit :
B S— — N
P+T+ f+FM)=md.
— . — —
T = k(ho — h(2)) uy est la force de rappel du ressort, f/ = —NV est la force de

. —_ .
frottement fluide. @ = A(z) uy et V. = h(¢)u, désignent respectivement I'accélération et
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la vitesse de la masse dans le référentiel lié au sol. La projection de cette relation sur I'axe
Oy conduit a :
—mg + k(hy — b)) — Nb(2) + mw?8ye' = mh(t)

En repérant la position de la masse par rapport a 'équilibre par H(¢) = A(£) — by et
en tenant compte de la condition d’équilibre du systeme, 'équation différentielle du

mouvement sécrit : ) X . 4 .
H@) + —H() + —H(f) = 0?Sye'”
m m

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire dans laquelle de simples considérations liées

a l'analyse dimensionnelle font apparaitre de fagon naturelle deux temps caractéristiques.
. . A k
On vérifie que ’homogénéité de chacun des termes permet de poser — = — et w3 = —.

T m m
T est le temps de relaxation lié a 'amortissement des oscillations sous leffet de la force de
frottement fluide, c’est-a-dire le temps caractéristique au bout duquel le systéme oscillant
librement rejoint sa position d’équilibre stable (dans la pratique, cette position est atteinte

™ . . . L.
au bout de « quelques T »). 7) = — est la période propre de l'oscillateur, soit la période
o)

de ses oscillations sous la seule action de la force de rappel élastique.

Lalinéarité de 'équation différentielle du mouvement permet d’écrire sa solution générale
comme la somme de la solution générale de 'équation sans second membre (transitoire)
et d’une solution particuliere de 'équation avec second membre; c’est cette derniére qui
définit le régime permanent sinusoidal.

En régime permanent, I'égalité entre les deux membres de 'équation différentielle ne peut
étre assurée que si F7(#) est une fonction sinusoidale de méme fréquence que U'excitation.
On cherche H(¢) = H,e'*. Il vient en reportant H() = ioH(¢) et H(t) = —o’H(?)
dans I'équation différentielle :

>

(03 — 0?) +iw/T

H, = 8

H (w) = |H ()] @ oule déphasage entre la réponse en amplitude et la force excitatrice

—w/

T .
——— . Ilimporte de remarquer
)

est défini de fagon pratique par sa tangente : tan s() = —
o)

que la seule donnée de tan Y(w) ne permet pas de déterminer Y(w) de maniére univoque ;
si lon remarque que la partie imaginaire de A, est toujours négative, on en déduit alors
que — < P(w) <0

5. Etude de la réponse fréquentielle

|H, ()] = So

w2

\/(wé — w?)? + (o/7)?

a. Plutot que de calculer directement la dérivée de |H, (w), il est plus judicieux de poser :

(w% — 0?)? + (0/7)?
w

|H (0)| = So ot D(w) =

1
vD(w)
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|H (w)| présente alors un pic lorsque D(w) est minimum. Avec X = Sonas

D) = (03X —1)" + 2

T
et on calcule facilement :

2- () (2)-(3) (atrn3)

D
<d—>:0:>w8X:1—

—Zu)(z)'rz' Or, les seules valeurs de X qui ont un sens physique

dw

1
sont réelles, ce qui impose que wyT > —=. D(w) a alors un extremum pour la valeur

V2

(positive) de la pulsation o, = . On peut facilement montrer qu’il s’agit

d’D o

e - )
do? w®
En conclusion, le module de l’amplritude |H (w)| présente un pic a condition que

V2

Ce pic s'observe pour une pulsation w, légérement supérieure a la pulsation propre. On

d’un minimum en calculant

woT > ,soit A < V2 km c’est-a-dire lorsque 'amortissement n’est pas trop important.

retrouve que, si 'oscillateur n'est pas amorti, (dans la limite ou 7 — 00) ce pic est atteint
pour ®, = wy.
En remplagant o par w, dans les expressions du module et du déphasage, on trouve :

2wit?
tan Yi(w,) = V2 20212 -1 et |H(o)| = SH——=
(/Ao — 1
o’ »
b. Limite des basses fréquences : |H,(w)| ~ So— et tanPi(w) ~ ———. Lemodulede
0—0 0)0 0—0 T(J)O

I'amplitude est faible et la réponse en amplitude est pratiquement en phase avec la force
excitatrice, donc en opposition de phase avec le déplacement S(#) di au tremblement de
terre.

Limite des hautes fréquences : li_)m |H,(w)] = Sy et li_)m Y(w) = —m.

La réponse est alors en oppositign Zloe phase avec la for‘ge gcitatrice.

c. Les figures ci-dessous montrent I'allure des variations du module et de la phase de la

fonction de réponse en fréquence pour trois valeurs différentes de 7, & w( fixé.

— oscillateur fortement amorti : woT < —= (trait noir).

V2

. . 1 . .
— oscillateur peu amorti : wyT > —= (trait coloré continu).

V2

— régime intermédiaire de I'existence d’'un pic : wgT = —= (trait coloré pointill¢).

V2
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He(o)
V() ol
N i ©
\\ 1
A\ I
N I
\\ 1
N I
\\ :
77 T e e P
N
\\\\
SoF-=---/----=zz=m====—ooc== TSI
4”
0 e
®

Ces courbes ont été abondamment discutées précédemment. On notera que les courbes
. ™ , . N
représentant Y(w) ont un point fixe en {wo, —— } et que le déphasage varie trés vite avec

la fréquence au voisinage de w si 'amortissement est faible.

6. Limite d’un oscillateur faiblement amorti wot > 1. A lordre le plus bas, o, ~ o,
tan P(w,) =~ 2007 et |H (w,)] =~ Sywot. Lanalogie avec le cas d’un circuit RLC série
en régime sinusoidal montre que Q = woT apparait comme I'équivalent d’un facteur de

surtension (aux bornes de L ou C). On peut définir une bande passante par les valeurs

H (w, . . .
de la pulsation telles que |H (w)| = %, ce qui conduit & une équation du second

wo

2
degréenY = (—) :

) (50 (- 2) -
202 -1+ /1 +40Q>
20

dont les solutions s’écrivent Y = . Un développement a I'ordre le

1 1
plus bas en <§> conduitaY =1+ @, d’ott on déduit les deux fréquences de coupure

1
W+ = Wy <1 + —)
20
() 1

La largeur typique du pic vaut Aw = 0y — w_ = E = —. On retrouve que la largeur
T

du pic est inversement proportionnelle au temps de relaxation, et que Q = 2)—2) est le
facteur de qualité de l'oscillateur : plus Q est élevé, plus le pic est étroit.

7. On se place dans des conditions ot la courbe de réponse ne comporte pas de pic;
plus woT se rapproche de i, plus la courbe est plate. On choisira donc wyT = —=. Si

V2 V2

l'on souhaite une réponse uniforme dans la gamme de périodes des vibrations sismiques,
Cest-a-dire pour des pulsations comprises entre 0,63 rad - s~ * et 6,3 rad - s, il faut que
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k. . ..
wy < 0,63 rad - s~1. Comme w% = —, il faut que m soit élevé. Dans ces conditions, le
m

sismographe se comporte comme un capteur d’amplitude dont la réponse fréquentielle
est voisine de celle de chacune des composantes de Fourier de la vibration sismique.
Linconvénient est qu’il n'y a aucune amplification.

1. Le référentiel étant supposé galiléen, le principe fondamental de la dynamique

appliqué a I'électron conduit a I'équation différentielle :
—

&£7 0 d7 kL S _F , &
7 dr m w0 T,

2. En multipliant par ¢ 'équation différentielle précédente avec F = qE), on obtient :

dz? —i—f'd?> w2 p = zf
ds? drs 0P m

l

3.a. La solution particuliere stationnaire de cette équation, qui corresponda p = 0 est

7

p_(; = —— £y, ce qui permet de définir la polarisabilité statique par ag = ——.

moyy moyy
b. On cherche tout d’abord la solution générale de I'équation sans second membre;
P’équation caractéristique associée est : > + I'x + wf = 0. Dans ’hypotheése ot I' < wy,

son discriminant est négatif et les solutions s’écrivent x4y = 3 =+ iwp en négligeant les
2
termes en <—> . La solution générale de I’équation sans second membre est donc en
g
Ly — (L _3 ¢ . .
notation complexe de la forme Ae( lmo) + B e( 2 mo) . En notation réelle, on I'écrit
T, X T, — .
2 (a coswot + b smwoz‘), d’ou p = po+e 2 (a coswot + b smmoz‘). Les

condition initiales conduisenta @ = — poet b = — o 2o, et I'on obtient finalement :
o

- _Tr r
7 = po (1 —e 2 <cosoo0t+ Z—Q)()sinwof)) .

Le moment dipolaire atteint donc la valeur statique ﬁa selon un régime transitoire oscil-

: , : e g 2T
latoire exponentiellement amorti de temps caractéristique T = T de pseudo période —.
o

4.a. On revient a la notation complexe. En regune permanent E (1) = Eoe , on cherche .
alors p () = A(u))e"”f En reportant p () = iw p 7 (¢) et p () = —0? p 7 (#) dans I'é équa-

tion différentielle, la réponse linéaire au champ électrique, p (z‘) = a(w) E (¢), permet de

Lenrencey

g
= o -
+ Tw w% —w?+ ilw

définir la polarisabilité complexe a(w) = 7 Zi
o

solutions dey
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2
®o

V(@3 — 022 + To)?

compris entre 0 et — est commodément défini par sa tangente tan(Arg a(w)) =

On a |a(w)| = ag et le déphasage Arg a(w) entre ?(t) et E)(t),
—T'o
ol — w?

La recherche d’un pic dans |a(w)| revient a celle d’'un minimum du dénominateur

D(w) = (w% — ) + Tw)?

dD I?

On montre facilement que cet extremum est un minimum. L'existence d’un pic dans

la polarisabilité impose wy > —=, condition satisfaite dans le cadre des hypotheses

V2

S - , r ) .
envisagées ici. En négligeant les termes d’ordre 2 en | — | devant 1, ce pic se produit en
o
e wo . w?
®,, = g et la polarisabilité vaut alors |a(w,,)| = ap—. Par ailleurs, |a(w)| ~ -
®w—00 w
On en déduit les courbes représentatives du module de la polarisabilité et du déphasage
entre le champ électrique et le moment dipolaire en fonction de w, reportées sur les figure
ci-dessous. La polarisabilité est importante si la fréquence du champ électrique se trouve
dans la bande passante; le moment dipolaire est alors proche de la quadrature avec le

champ électrique.

Argo()
0 ®g [4)
i
I
I
I
I
|
2t~
-t == =—=———————
. i — — N
b. En revenant aux grandeurs physiques réelles, £ = Ejcoswt et p = |a(o)|

cos(wz + @)Ey, ou ¢ = Arga(w). La puissance instantanée fournie par le champ élec-
trique a4 'atome est proportionnelle au carré de 'amplitude du champ électrique et sa
fréquence deux fois plus grande :

—

P(z) = F.7 = qf 7 =F ? = —o|a(w)| sin(ws + ¢) cos w2E]

1 /7 1 /7
Savaleur moyenne est (P(#)) , = T / P(r)dt = —o |a(w)] Eg? / sin(wz+@) cos wzds
0 0

96



Lintégrale se calcule aisément en développant le sinus :

T T T
1 . 1 . o1 )
— sin(wz+ @) cos wzdf = |cos o— sin oz cos wtd# + sin o— cos” wzdz#
T Jo T Jo T Jo

1

= —sin
b ¢

1
En tenant compte du fait que @ = o, — fo;, ona o; = — || sin @ et (P(£)) , = Ewotl-Eg

c. On fait apparaitre I'écart a la pulsation propre A = w — wy dans U'expression de la

polarisabilité :
CXO(J.)% OL()(J.)%
o = =
0 — 02 +ilw  —wAR2 + A/wg) + Twy(1 + A/wy)

En négligeant les termes en A/wg devant 1
[eHION)
A+

les parties réelle et imaginaire de la polarisabi-

au dénominateur, on a2 o = t

lité s’expriment alors simplement en fonction

—200woA
de o, Wy, r C;A : OLr(A) ~ m et
0 ®o . .

o;(A) ~ IV L a,(A) est impaire en A et

;(A) a un profil lorentzien. La figure ci-contre

montre des courbes typiques de I'évolution de
o, (A) (trait coloré) et a;(A) (trait noir) en fonc-
tion de I'écart A a la pulsation propre.

La puissance moyenne fournie par le champ a 'atome s’écrit :

212
. aowjEy
- P, = 20%%0
an on 10 or
1"2

1
<P(t)>T ~~ E(L)O(X.iE(Z) ~ P,

Elle a un profil lorentzien de largeur I" en A, comme ;.

Lorsque I'écart a la pulsation propre est nul, c’est-a-dire que la pulsation du champ
électrique est égale a la pulsation propre de 'atome, la puissance absorbée par 1 ‘oscillateur

que constitue ce dernier est maximale ; rappelons que c’est ainsi que se définit la résonance ©
de maniére générale.

Lenrencey

r ) ..
On remarquera que lorsque A = :I:E , la puissance absorbée par 'atome vaut la moitié de

sa valeur a la résonance, ce qui permet de définir la bande passante en puissance Awp =T,
., (ON) (ON)
et le facteur de qualité Q = — = —

ro. - T qui est par hypothese trés grand devant 1.
wp

solutions dey
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m On notera algébriquement les vitesses, c’est a dire que V1, V3, V7, V; peuvent étre
positives ou négatives.

1. La conservation de la quantité de mouvement de 'ensemble des deux particules dans
le référentiel du laboratoire au cours du choc s’écrit, en projection sur 'axe portant tous
les vecteurs vitesse :

lel + m2V2 = WllVll + mZVZ/

Pour pouvoir calculer les vitesses aprés le choc en fonction de leurs valeurs avant le choc,
il est nécessaire d’avoir une relation supplémentaire concernant la nature du choc. De
maniére générale, cette information est donnée par ce quon appelle le coefficient de
restitution, égal au rapport des vitesse relatives avant et aprés le choc (il est parfois défini
par le rapport de leurs carrés et mesure le rapport des énergies cinétiques du systéme avant
et aprés le choc) : —e(Vy — V3) = (V] — V). Le signe — assure e > 0, puisque les vitesses
relatives apres le choc et avant le choc sont toujours opposées. Le systéme d’équations
décrivant le choc s'écrit :

{lel + m2V2 — ﬂ’I1V1/ + m2V2'
—e(V = V3) = (1] = 13)

En multipliant la seconde équation par ;,, et en 'additionnant 4 la premiére, on obtient :

, 1
Vi=——"—(mWV +mV,—em (V1 - 1))
m1+m2

En multipliant de méme la seconde par 721, et en la soustrayant a la premiére, on a :

, 1
Vy = ————(mV1 + mVy — emy (V2 — V1))
7’}’l1+7’}12

2. Le calcul de la variation d’énergie cinétique conduit a :

1 mymy
AE, = S————(, = )& = 1).
2my + my
R (1 . mymy . . .
Ily apparait la masse réduite du systeme p. = et la vitesse relative des particules
mq my

1
V, = (V3 — V7). Donc AE, = EP«VrZ(‘«’z — 1), résultat que l'on retrouve avec un calcul
dans le référentiel barycentrique.

1 mqmy

AEc=-——" (V=) (-1
c 27711+m2(2 D (e )

3. Pour un choc élastique, le coefficient de restitution vaut 1 (la normes des vitesses
relative est invariante par le choc) et AEc = 0.
Pour un choc mou, le coefficient de restitution est nul (puisque V] = V5), donc AE¢ est

L. P 5 1 2
négative et égale & — EMVr
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Pour un choc ni parfaitement élastique ni parfaitement mou, AE¢ est négative, compris
entre sa valeur minimale _EHVrZ et 0. Clest le choc mou qui dissipe le plus d’énergie
cinétique.

4. Une réaction exothermique entre particules correspondrait 8 AEc > 0, donce > 1

m 1. Le systeme étudié étant {P(M,), C(m)}, ou P(M,) désigne l'objet apres n
collisions et C(2) la cible avec laquelle il va entrer en collision. La quantité de mouvement
de ce systéme se conserve au cours du (z + 1)ieme choc. Ceci est vrai pour tout choc,
cest a dire quel que soit 7.

Choc1: MyVy + 0 = (Mo + m)7; = M7

Choc2: M7, + 0 = (M + m)Vy = My T,

2. Les deux chocs étant unidimensionnels, il vient :

Mo M0+m
NM=(———"——|VW e N=(—"7-|N
M0+m M0+2Wl

Pour le n-iéme choc, M,,_1V,_1 = M, V,, o M,, = My + nm. On a donc :

My+ (n—1
Vn — ( 0 (n )m) anl
My + nm

En remarquant que le dénominateur de I'expression donnant ¥,_; est le méme que celui
du numérateur de 'expression donnant 7, et en multipliant membre 2 membre les 7

M,
Vy=|——"— )| 1.
My + nm
m

3. En posant o = ( — |, on peut écrire :
M,

1
Vn:< )Vo
1+ na

On constate que ¥, diminue d’autant plus vite avec # que le rapport a des masses est

premieres égalités, il vient :

7 1
élevé. V, = 70 = n = — (si My est multiple de M, = 2M;) soit M,, = 2My. Ce
o
1
processus est additif : # = — chocs mous avec des objets immobiles et identiques de

o
masse 7 = oM ont le méme effet qu'un seul choc avec un objet immobile de masse M.
4. Lénergie cinétique de P(M,,) apreés le n-iéme choc vaut :

2
M 5

Ecln) = 22 = 1 4
=5 T2 (My + nm) °
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1
En notant Ec(0) = EMO V02 énergie cinétique initiale de 'objet P, on a :

Ec<n>=< ! >Ec(0)~

1+ na

La loi de décroissance est la méme que pour la vitesse.

Il importe de remarquer que tous les chocs sont mous, et les objet avec lesquels P entre
en collision sont immobiles. La diminution d’énergie cinétique donnée par I'équation
ci-dessus montre que Iénergie mécanique ne se conserve pas au cours de ces chocs.
Pratiquement, cette diminution d’énergie mécanique se manifeste par un échauffement
de P. Un modéle plus fin du phénomene d’agrégation nécessite un traitement statistique,
dans lequel on tiendrait compte d’une distribution des vitesses des objets avec lesquels P
entre en contact et d’une distribution de leurs masses.

m 1.a. On désigne par N le projectile et C la cible. Le centre de masse de 'ensemble
est tel que : . SN .
O—G> ~ mON + &mOC _ ON + 20C

m+km  k+1
On dérive cette relation dans le référentiel du laboratoire. Comme la vitesse de la cible

y est nulle, on obtient Vg = , en désignant par V} la vitesse du projectile dans le

_"0
E+1 — _
référentiel du laboratoire. La loi de composition des vitesses s’écrit : VN = un + Vi pour
le projectile et % = uc + % pour la cible; cela permet d’obtenir les vitesses dans Ry,
avant le choc en fonction de % etk:

. y J— 1 —

- 2T et ie=—— T
INT e e E e

On vérifie que aN + kuc = 6), ce qui traduit le fait que la quantité de mouvement de
I'ensemble est nulle dans le référentiel Ry, (conséquence immédiate de la définition du
référentiel barycentrique). VG reste constant, car le systtme {N, C} peut étre considéré
comme isolé.

b. La nullité de la quantité de mouvement dans Ry, aprés le choc s'écrit :
—
muy+hmus= 0, soit UN=—ku(

c. Le choc étant élastique, I'énergie cinétique du systéme {N, C} se conserve au cours du
choc (on vérifie facilement que c’est vrai dans les deux référentiels). On peut donc écrire,

dans Ry, :
1muZN + ~kmi = lmu{\? + —émug
2 2 2 2

La nullité de la quantité de mouvement dans Ry, permet d’exprimer #c en fonction de
uN, puis #( en fonction de uy, si bien que 'on a :

2 N o, UN
Ut — =y + —
N g N
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d’ou on tire I'égalité des normes des vecteurs vitesses du projectile avant et apreés le choc
dans Ry, : ||uax || = || % || Les vitesses de la cible étant égales a celles du projectile divisé

par 4, on a évidemment aussi ||z || = || % ¢|.

2.a. Lénergie cinétique du projectile aprés le choc, dans Ry, vaut :

1 1 — 1 /
El (N/Rlab) = Em?)f\] =5 (71’\1 + Vc,)2 =5m (”I\? + V& + 2ui Vs cosa)
N = ) — e — —> k
ou a désigne l'angle entre les vecteurs u'y et V. Comme ||ax|| = || %\ = ,%+—1V0

etVg =

1
11 Vo, on peut écrire E¢ (N/Rlab) en fonction de Ey = EmV()2> detetdea:

P +1+2kcosa
(% + 1)

E¢ (N/Ry) = Eo

Il est facile de voir que E¢ (N/Ryyp) est toujours inférieur a £y (quel que soit £ > 0).

b. Les vecteurs vitesse des projectiles pour
un faisceau monocinétique sont tous égaux a
ﬁx{. Il importe de réaliser que la direction
dans laquelle particule et cible vont partir
apres le choc dans Ry, n'est pas déterminée;; .
cela revient a dire qulil y a une infinité de

maniéres d’assurer a la fois la conservation

de la quantité de mouvement et de I'énergie
cinétique du systéme {N, C} en faisant varier
l'angle a. x
La figure ci-contre montre le repérage conve-

nable du vecteur uy” : lorsqu’il balaie toutes

les directions de l'espace, son extrémité se

déplace sur une spheére de rayon 4, avec a qui varie de 0 a 1, et ¢ qui varie de 0 a 2. Le
probléme étant invariant dans toute rotation autour de ¢, on appelle P(at) la probabilité
(par unité d’angle solide) pour que la direction du vecteur N’ fasse un angle a avec
l'axe Oz, c’est-a-dire soit comprise dans la corolle représentée sur le schéma, dont I'angle
solide élémentaire vaut d{) = 2 sin adax. (Il est facile de retrouver un angle solide en se
rappelant qu’il est égal a la surface définie sur la sphére, qui vaut ici le produit du périmeétre
2mksin a de la corolle par da, divisée par le carré de son rayon, 2%).

La moyenne angulaire d’'une grandeur scalaire 4(a) dépendant de « et distribuée selon

P(ar) dans toutes les directions de I'espace s'écrit : (A4) = / P(a)A(a)27r sin aedax
0

P(a) obéit a la condition de normalisation / P(o)27 sin ado = 1.
0

1. MECANIQUE 101

eenences

solutions dey



Si la répartition est isotrope dans Ry, P(a) est une constante et lintégration de la
T
condition de normalisation conduit 2 : P(a)2wsinada = 1, donc P(a) = st
T

0
Ainsi, la valeur moyenne de I'énergie cinétique du projectile aprés le choc s’écrit :

(EC(N/Ryp)) = %/0 EL(N/Ryp) sin ada

On a donc
1 (™  (#+1+2kcosa)
E/- (N/Ry, :—/ E sin ada
E m v
= 702 [/ (kz + 1) sin ada + / ksinZoada]
2(£+1) 0 0
P +1
= (E- (N Ry)) = Ey——
(B (N k) = B
On peut définir le facteur d’efficacité du
nA ______________________________
lenti t £l t
ralentissement par 1 = ————. M €s
PEA T "
toujours inférieur a 1 et le ralentissement
est d’autant plus efficace que m est faible. | ;5] |
La figure ci-contre montre I'évolution de m i
avec 4. Il tend vers 1 lorsque 4 tend vers 0, i
ce qui correspondrait 4 la collision avec une i
cible de masse nulle. L’étude des variations 04— k
de m avec £ montre que M a un minimum 1

pour 2 = 1; cela correspond au modérateur le plus efficace, puisque I'énergie cinétique
du projectile est divisée par 2 a chaque choc, et qu'il est impossible de faire mieux.

3. Il est utile de construire les vecteurs

vitesse dans le référentiel du laboratoire Ry, e R

, pour le projectile avant le choc, puis le pro- S/ .

jectile et de la cible apreés le choc en utilisant / o H u'y N\
N \

la loi de composition des vitesses :

—_—

. _,—>
VN = i + VoV

At Y
=unyt+ VeVe=uc+ Vo

Le diagramme de collision est représenté

sur la figure ci-contre. Lorsque o varie de 0

a2, Pextrémité du vecteur # § parcourt le
petit cercle, de rayon 4. Le diagramme de
collision montre clairement que, si la cible est plus légeére que le projectile, 'angle de
déviation D entre la direction du faisceau incident et celle du projectile apres le choc (celle
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de V{\I), (mesuré dans le référentiel du laboratoire) est borné supérieurement. Cette borne
est obtenue quand Uextrémité du vecteur %'y atteint le point H (ou son symétrique par
rapport a la direction du faisceau incident dans le plan du dessin). En clair, les projectiles
déviés ont leurs directions contenues dans un cone d’angle au sommet D. Une relati_o}n de
[N

trigonométrie élémentaire dans le triangle rectangle en H conduit a sin(D,x) = W
C

)

Cest a dire sin(Dy,y) = 4

4. Un examen du diagramme de collision repré-

senté sur la figure ci-contre permet de se rendre
compte qu’il n'existe pas d’angle de déviation
limite lorsque %4 > 1 : quand « varie de 0 a 2,
D varie aussi de 0 a 2.

Apres n chocs, I'énergie cinétique du neutron

vaut : E& = m"Ey. Dans le cas d’une therma-
lisation pour des réactions de fission sur 'ura-
nium 235, un neutron est efficace pour une fis-
sion lorsque son énergie cinétique E¢ est telle

E? 0,05
C ~ =25- 10%. Le nombre de

que —
70

E,  2-10°

chocs nécessaires est 7 = . Le tableau ci-dessous donne les valeurs de 7 et m

fnn
pour différent modérateurs.
H k=1 n=20,5 25 chocs
’H (deutérium) k=2 M ~ 0,55 29 chocs
2c k=12 M ~ 0,857 | 113 chocs
160 k=16 M =~ 0,889 | 149 choc

Théoriquement, TH est le noyau le plus efficace pour ralentir les neutrons ; cependant, sa
section efficace de capture des neutrons est élevée, ce qui conduit a utiliser de I'uranium
enrichi (C’est le cas dans les filieres de type PWR « pressurized water reactor » et BWR
« boiling water reactor », ol 'eau légére joue 2 la fois le role de modérateur et de fluide
caloporteur). Le deutérium est un modérateur performant, puisqu’il est pratiquement
aussi efficace que 'H et a une section efficace de capture des neutrons faible, mais 'eau
lourde cotte trés cher. Enfin on remarque que le graphite est nettement moins performant
comme modérateur (dans les filiéres graphite gaz, le modérateur est le graphite et le
dioxyde de carbone est le fluide caloporteur).

m 1. La condition de roulement sans glissement se traduit par une relation entre la
vitesse ¥ de translation des roues par rapport au référentiel terrestre et leur vitesse de

1. MECANIQUE 103

eenences

solutions dey



rotation w. Lorsqu’une roue tourne d’un angle a, son centre (dans le cas présent G) doit
se déplacer d’une distance 4 = aR (o en radians). On vérifie que le signe est correct : si
le véhicule se déplace vers la droite (7 > 0), les roues tournent dans le sens des aiguilles
d’une montre (w > 0). La dérivation de cette égalité conduit a la relation qui exprime la
condition de roulement sans glissement :

V = Rw.

La méthode la plus générale pour exprimer une relation de roulement sans glissement
consiste a écrire que la vitesse du point géométrique de contact I; de la roue ; avec la route
est nulle ; la composition des vitesses s'écrit :

— — — _ — —
VL(R) = Vo,R) + Vi(Ry) = V +10; A &,

—
ouon désigne par O le centre delaroue,; € {1,2}. Celaconduita Vu; +Rz§/\wﬁy’ =0,
ce qui redonne évidemment /' = Ro.

Dénergie cinétique du systéme { Moto+Conducteur }, (noté S) est donnée par le théoréme

de Koenig :

Ec(S/R) = %MVé(Rf) + Ec(Rya)
ol Iénergie cinétique dans le référentiel barycentrique lié a S (son origine est en G) est
celle de rotation des roues sur elles-mémes, Ec(Ry,) = 2 <% ] m2> , et ot on désigne par

J le moment d’inertie d’'une roue par rapport a son axe de rotation. Pour un anneau de
rayon R, de masse m, ona J = mRZ, si bien que Ec(Ry,) = mR*w? = mV? compte tenu
de la condition de roulement sans glissement. Il vient en définitive :

Ec(S/R,) = GM+ m) V2.

La quantité de mouvement de la moto est la méme que celle d’un point matériel doté de
sa masse totale, en mouvement 2 la vitesse Vg (R,) :

7 S/R) =MV

Le moment cinétique en G de la moto estle méme dans R, et dans Ry,,. Dans le référentiel

arycentrique, les seules parties en mouvement sont les roues. Le théoréme de Koeni
bar trique, 1 1 rt t sont les r Le théor de K
pour le moment cinétique s’écrit pour une roue O; :

0 g(roue/Ry,) = E}oj(roue/R{m) + C_}—é; A m?(Oj/Rba)

par rapport a la formulation originelle de ce théoréme, on doit prendre garde au fait que
c’est O; le centre d’inertie de la roue 7 ; on désigne donc par Ry, le référentiel barycentrique
attaché a une roue (il ne differe de Ry, que par son origine). Cette relation exprime que
le moment cinétique en G de la roue est la somme de deux contributions : la premiére est
due 2 la rotation de la roue sur elle méme, la seconde au mouvement de rotation du centre
d’inertie de la roue autour de G. Le second terme de I'égalité est nul, puisque la roue est
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fixe par rapport 2 G (approximation de la moto rigide). Compte tenu de la condition de
roulement sans glissement :

7 (S) = 2Jwuy, = 2mRV u,

2. Il est commode d’écrire le théoréme de I'énergie cinétique sous la forme

——— =pP(I'),
P (1)
ou P(I') = I' - 'w désigne la puissance du couple moteur appliqué  la roue arriére. Il
1 dr Vv
vient : 2V <§M + m> o FE, d’ol on tire I'accélération du centre d’inertie de la
to:a = r
moto : a = M+ 2mR

3. On adopte des notations algébriques pour 77, 75, N; et IV, bien que ces deux derniéres
solent a priori positives.

a. Théoréme du moment cinétique pour une roue :
d?of.(roue) -
— = E Mo, (F)
ds :
avec ?oj(roue) = mRV u,.
Le systeme {Roue avant} subit son poids et la résultante des actions de contact sur I'axe,
de moments nuls en Oy, ainsi que 75 et V,. Il vient donc :

&V, -
mRE uy - 0212/\T2ux = —RTzuy

de sorte que 75 = —ma

Le systeme {Roue arriere} subit son poids de moment nul en Oy, la résultante des actions
de contact sur I'axe, de couple ?, ainsi que 77 et V;. Le théoréme du moment cinétique
conduit donc a :

v, — - - -
MRE% = O AT vuy + Tuy = —RTyuy, + Tuy

d’ott on tire la relation r
T = —ma+ —
R

b. La relation fondamentale de la dynamique appliquée a S s’écrit :
Ti+N + T+ Ny, + Mg =Ma
Laccélération étant dirigée selon u,, la projection de cette relation donne :
N + N, = Mg et T+ 71, = Ma

La projection de la relation fondamentale de la dynamique sur I'axe Ox et les relations
du a. permettent de retrouver 'expression de I'accélération donnée par le théoréme de
I'énergie cinétique.
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Les réactions tangentielles s’expriment alors facilement en fonction du couple moteur I',
du rayon des roues, de 7 et de M.
m r M+m T’
—_— et Th=—"—""——
(M + 2m)R (M + 2m) R
On notera que 75 est négatif et 7} positif.

T, =

c. Théoreme du moment cinétique pour S :

d? S —_— — S — — — — f—
di( ) _ > MG(F)=GIi A(Ti + Ny) + GL, A(T; + Ny)

2mRauy = (—Duy — huz) N(Tvug + Nug) + (Dt — huz) N(Doug + Npuz)
2mRa = D(Nl - NQ) - /.7(T1 + Tz)

Ce résultat permet de calculer les composantes normales des actions de contact, compte

tenu des égalités issues de la relation fondamentale de la dynamique :

Ny + N, = Mg et T + 1T, = Ma.
Ona:
N Mg (Mp+2mR)
{QmR tMBa=DW =N | T 2T GRD(M + 2m)

Mg =Ny + N, NZ:%— (Mh + 2mR)
2 2RD(M + 2m)
La différence entre V; et IV, est directement proportionnelle au couple moteur I et a
(Mb + 2mR) . )
m qui ne dépend que

de la géométrie de la moto et des masses. NV, ne pouvant pas devenir négatif, le cas ou

un facteur de forme (inverse d’une longueur) o =

N, = 0 correspond 4 la limite ot la roue avant décolle. Cette situation s’observe lorsqu'on

démarre « brutalement » a savoir si le couple moteur est tel que I' > 2—g, la condition de
o

non glissement restant évidemment réalisée.

4.a. La roue arriére ne patinera pas tant que la condition de glissement n’est pas réalisée,
cest-a-dire, d’apres les lois de Coulomb :

I3[ < fo [ Va

M+m T Mg
— —% 4
(M+ 2m) R <f°( 2 F"‘)

soit :

ce qu'on peut réécrire :
r 2mR + hM Mg
A Mem_p/ T 5
(M+2m)R< > ) S5
2(M + m)D
(Mb + 2mR)’

- Sify > fs, la condition de non glissement est toujours vérifiée, puisque le terme de

En posant f5 = deux cas se présentent :

gauche est négatif. Toutes choses égales par ailleurs, cette condition est d’autant plus
aisément satisfaite que le frottement entre le sol et les pneus est important.
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— Sifp < fs, la condition de non glissement conduit a :

2(M + m)D — fo (Mbh + 2mR) T Mg
ey
2(M + 2m)D R 7'

Done, si le coefficient de frottement est inférieur au seuil, le couple moteur doit étre
borné supérieurement pour qu’il n'y ait pas de patinage :
Mg 2RDfy(M + 2m)

r<—=2
2 2D(M + m) — fo 2mR + Mbh)

b. Il est ainsi bien connu que lorsque f; est trés faible, par exemple sur une route verglacée,
il faut éviter de conduire en premiére, car c’est en premiere que le couple I' est le plus
élevé, donc le risque de patinage maximal.

m 1. La relation fondamentale de
la  dynamique appliquée a la bille
sécrit, dans le référentiel galiléen R,,
N — — . . .
mg + T + N = mag ou ag désigne
Paccélération du centre d’inertie de la bille;
sa projection sur les axes paralléle et perpen-
diculaire a la ligne de plus grande pente du
plan incliné conduit aux deux relations :

N = mgcosa

et 5
md 6 _ mgsina + T
dz
ou 7 est algébrique. Le théoréme du moment cinétique en G s’écrit :
d?(}

_ = —_ —_— —
=D Ma(Fu) = Mo(T) =GIA T

En l'absence de pivotement, le mouvement de la bille dans le référentiel barycen-
trique est une rotation autour d’un axe passant par G et parallele a Oz, de sorte que

2
— — — PR cslt : N
oG = Jag® = gmrzwuz. Le théoréme du moment cinétique conduit donc a une

troisiéme relation : 5y g
w R
—-mr— =T

5 dz .

Lenrencey

2.a. La condition de roulement sans glissement impose a la vitesse du point de contact I
de la bille avec le plan incliné d’étre nulle. Compte tenu de la composition des vitesses :

— — — — — N
VI(Rg) = VG(Rg) + V(Rw) = Vo + IGA @

solutions dey
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e L - . . . dxg
soit — = —rw. On vérifie que le signe est correct : si la bille descend la pente —
est positif et elle doit alors tourner sur elle-méme dans le sens négatif (celui des aiguilles

d’une montre sur le schéma) ce qui se traduit par w < 0.

b. Compte tenu de la condition de roulement sans glissement, le théoréme du moment
cinétique permet d’écrire :

= 2 dsz
- 574
En reportant cette expression de 7" dans la relation fondamentale de la dynamique, on
obtient m—C — mgsino — gmﬂ, ce qui donne
d# 5 d
Fug 5 .
12 = Fgsino

Dans ces conditions, le mouvement du centre d’inertie de la bille est rectiligne uniformé-
ment varié, d’accélération inférieure a celle qu’aurait un point matériel sur le méme plan
incliné ; on notera qu’il ne dépend ni de la masse ni du rayon de la bille.

c. On en déduit la valeur de la composante tangentielle de la réaction du support :
T=— 7mg sina

on a par ailleurs trouvé que N = mg cos .. Les lois de Coulomb du frottement imposent
—
17l

ue ||—>|| < f pour quil n’y ait pas glissement, ce qui conduit a
N

q
2
;tano& <f.

En clair, le roulement sans glissement n’est possible que sil'angle o est inférieur a la valeur

limite
7
o = arctan <§f) .

d. Silavitesse de G et sa position sont nulles a # = 0, 'équation horaire de son mouvement
est:
5

xG = ﬁg sin .72
Dénergie cinétique de la bille est donnée par le théoreme de Koenig
1
Ec(R,) = EMVé + Ec(Ry),

1 . dxg
ot Ec(Ry,) = > JAg 2. Dans le cas du roulement sans glissement, O —7rw permet

d’écrire :

7
Ec(R) = EmVé.

. S 7
La diftérence d’énergie cinétique entre # = 0 et # vaut AEc = EmVé
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Le travail du poids pendant ce temps vaut Woﬁf(m?) = mghg, ou hg désigne la
différence d’altitude de G entre ces deux instants (4G est positif puisque la bille descend ;

le travail du poids est moteur); ainsi Woﬁt(m?) = mgxgsina = mgﬁg sina® ot
7 2

5
Vg = -8 sina.z conduit & Wy (m'g) = Eng- On a donc AEc = Wy (mg);

puisque N ne travaille pas, on retrouve ainsi que la réaction tangentielle T ne travaille
pas. En effet, la puissance de T est P(?) - T, %(R); dans le cas du roulement sans
glissement elle est nulle & tout instant car Vi(R) = 6), V¢. Dénergie mécanique de la bille
est donc conservative.

3. On reprend les trois égalités données par
. . a

la relation fondamentale de la dynamique et ¢

le théoréme du moment cinétique. Dans le

cas le plus général, on a :
plus g )

N = mgcosa

deG —
—— =mgsina + T

[\S)
o
€

|

> Sin o

Lorsque le glissement apparait, on a sina,
— —
| 7| =flINV|, ce qui donne :
d2
dZCZG =g (sina — f cos a)
d? 5
rd—lj = —?fgcosa

Pour la vitesse de glissement positive

(T < 0), on trace le graphe ci-dessus.

+
m 1. On se place dans le référentiel A1L>\'

Ouxyz, qui est galiléen si le systéme ne tourne
pas. L+hP2
Le systeme étant soumis aux trois forces
]W? , R_A', ﬂ une condition nécessaire de "
son équilibre est que ces forces soient copla-

naires et concourantes. Il est judicieux de
décomposer Ry et Rp selon laxe ver- M
tical Oz et selon Ox. On travaille avec

des notations algébriques, c’est-a-dire que ¥

Ras, RBy, Raz, R, sont les projections des e

forces affectées du signe convenable.
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— Condition de non translation :

. . Ra, + R, =0
M?+RA+RB:6)=> N , avec g > 0
Rpz + Rp, = g

— Condition de non rotation : on peut appliquer le théoréme des moments en n’'importe
quelle point (A,B ou G). Comme on cherche a déterminer les composantes des réac-
tions, on choisit un point ot leurs moments ne soient pas nuls, c’est-a-dire G. On écrit
alors que la somme des moments scalaires de toutes les forces par rapport & un axe Ag
normal au plan de figure et passant par G est nulle :

My (Ry) + My (Rg) + My, (M) =0

Comme dans ces conditions, le moment de chaque composante est égal au produit de la
valeur de la force par son bras de levier par rapport a I'axe, affecté du signe convenable,
ona:

h h
R, <L+ 5) — Rgp, <L+ E) — Rp,a— Raa=0

Les forces qui tendent a faire tourner le systeme dans le sens positif par rapport a Ag ont
un moment positif. Cela signifie que, si R, R, Rz, R, sont positives, alors R, tend
a faire tourner dans le sens positif, Ra,, Rp, et Rp, dans le sens négatif; cette derniére
composante ayant intuitivement été schématisée comme étant négative, on vérifie qu'elle
tend bien a faire tourner le systéme dans le sens positif.

h
On réécrit cette derniére condition (Ra, — Rpy) <L + 5) = (R + Ray)a ce qui,
h
compte tenu de la condition de non translation, conduit a : 2R, <L + 5) = Mga.

Mga

Ra. — —Rp. — ——&%
Ax B = QL+ h)

Le systéme d’équations ne permet pas mathématiquement de calculer Ra, et Rp,. Mais
un argument physique, a savoir le fait que le systéme repose en B, permet de lever
I'indétermination et de conclure que Rp, = Mg et Ry, = 0

2. On se place dans le référentiel tournant Oxyz. Le solide y est en équilibre sous I'effet de
]W? , R—A , l?ﬁ , et de la résultante F-',; des forces d’inerties d’entrainement qu’il subit. Le
cylindre étant homogene, F, ala méme valeur que la force que subirait un point matériel
de masse M, se trouvant en G, et tournant a la vitesse angulaire w, soit F_}; = —Mw?ai,.
La projection de la condition de non translation dans le référentiel tournant conduit a :

Ra, + Ry, = Mw’a
Rz + Ry, = Mg
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La condition de non rotation reste inchangée, puisque le moment de F;, par rapport a
tout axe passant par G est nul :

(RAx - RBx) <L + g) = (RBZ + RAZ) a

- Mga n Mw?a
QL + 5) 2
_ Mga n Mw?a
QL + 5) 2
RBz = Mg et RAz =0

(Mb%—2Rm)O}%g>:ﬂ@ﬁ$Rm:

RAx

Pour le cylindre décrit, M = pwR*h = 2 400 kg, et une vitesse angulaire = 314 rd.s~ ",
on a Ra, =~ Rp, ~ 12130 N pour un écart de centrage de 0,1 mm sur un rayon de
300 mm. Pour des piéces tournant a grande vitesse, le moindre défaut de centrage peut se
traduire par des forces gigantesques sur les paliers de roulement ; ce probléme est important
du point de vue de la sécurité d’un atelier, puisque 'usure peut conduire a leur rupture.

m La relation fondamentale de la 7
dynamique appliquée au sous systeme AT = Bﬁ
constitué du solide S; de masse M s’écrit : c
- = _
R+ T+ Mg =Ma, —
\) -T
ce qui donne en projection R = Mg et My
4, = —u,, en utilisant des notations R T
. AV .. D
arithmétiques (g, R et 7" sont positifs).
Pour le solide S, de masse 72, on a de y g
méme :

T/
T+ mg = may, d’ou a = (g — ;) iy, (T" > 0).

Le théoréme du moment cinétique appliqué a la poulie s’écrit sous sa forme scalaire :
J 6 = (7' — T)r, avec le sens conventionnel positif indiqué sur le schéma. C’est parce que
les brins de fil AB et CD sont inextensibles (et toujours tendus) que les tensions des fils
en A et B sont opposées (respectivement en C et D).
Comme le déplacement horizontal du point A a la méme valeur que celui (vertical) du
point D, les valeurs des accélérations des deux masses sont égales : a1 = a5.
Par ailleurs, le fil ne glissant pas sur la poulie, lorsqu’elle tourne d’un angle 6, A (et D) se
déplacent de 76, de sorte que 'on a a; = ay = 6.
En réécrivant la relation associée au théoréme du moment cinétique dans laquelle on
élimine 7', 7" et 6, il vient :

m
m+ M+ ig

7'2

a .
]—1 = (mg — may — May)r d’ou on tire G =ap =
.
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Le systeme § constitué des deux solides de masses M et 7 et de la poulie est déformable ;
—

les forces extérieures qu'il subit sont R, Mg et m'g . Les fils étant inextensibles, le travail
ot - = R iy . . , , . =g

des forces intérieures 7', — 7", 7', — T "est nul. De plus les liaisons avec 'extérieur R

ne travaillent jamais, et les poids dérivent d’une énergie potentielle. U'énergie mécanique

de S est donc conservative.

Son énergie cinétique totale 4 un instant donné est :

1 1 1 1
Ec=-MV*+ —mV* + 5]wzz - <M+ m+ i) v?

2 2 2 r?
N : ) A V
ou V est la vitesse de 'une des masses et = 6 = —.
r
Lénergie potentielle associée aux forces extérieures est £, = —mgy + C*, (ol (-y) repére

d
laltitude du centre de gravité de la masse 72, avec V' = d—);)

1
Lénergie mécanique est : E, = 3 <M +m+ {—2> V? — mgy + Cte

. , . , . m . ‘1t
La conservation de Iénergie mécanique —— = 0 donne immédiatement la valeur

@m=a=- trouvée par la méthode dynamique.

Ed

Vidv

°

urVrdv

Référentiel terrestre (supposé galiléen)
Instant # Instant # + d¢
m(¢) est la masse totale de la fusée en | Le systéme étudié a 'instant # est mainte-
translation 4 la vitesse ¥ (£). Le vecteur | nant constitué de deux parties :
quantité de mouvement est a) Fusée de > masse m@ + dm en translation
7(;) - m(t)?( /) alavitesse V' (£) +d V. De vecteur quantité
de mouvement
- — —
7 = (m(z) + dm) <V(z‘) +d V)
b) Gaz éjectés, de masse —dm > 0, de
vitesse % par rapport a la fusée, donc
— E74 4 N
u + V() + dV par rapport a la terre,
de quantité de mouvement :
— - = —
Peaz = —dm ( u + V() + dV)
% a donc : R .
P+ de)=m)V () + mdV — Wdm
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Remarque : écrire que la vitesse des gaz éjectés est % + V() etnon w + V(£) +dV
- -
revient 4 négliger un terme du second ordre (en dzzd V" dans py,, ). Cela est naturellement
cohérent avec le fait de négliger le terme du second ordre dans p?
d7 a7 _d
P+ de)— p ) =mdV — Zdm = <d—f;) i ’f

" Y

d—>
La relation fondamentale de la dynamique s’écrit dans R, <d—‘i> = /., ou f.désigne la

résultante des forces extérieures subies par la fusée; On a donc :

v
PLLANE S
m(z) P u
N o e dm =4 — « . .,
ol le débit des gaz éjectés est D = —— > 0. II = — 7 D peut étre interprété comme

une force dirigée en sens inverse de la vitesse d’éjection du gaz (propulsion dite « par
réaction ») appelée poussée.

2. Condition de décollage : 1a fusée, placée sur le pas de tir, est soumise a la résultante des

- . ¢ N , . . e
actions de contact R et a son poids P = (M + mo)?, ol 7 désigne la masse initiale
de propergol (combustible).

~

A r = 0, le réacteur est mis en marche et’'ona:

- =

a7
(M~+ my)— =R + P — uD.
ds
En projection sur I'axe vertical Oz, cela conduit a :

dr
(M + mO)E =R — (M + my)g + uD,

ol #, R et g sont notés arithmétiquement. La fusée décolle si n > 0, avec R — 0.

Cela n'est possible que si la poussée initiale est supérieure au poids initial, c’est-a-dire si
uD > (M + mp)g.

3. La fusée se déplagant verticalement, la relation fondamentale de la dynamique aI'instant
¢ s’écrit, en projection selon Oz :
dv dm
m = Mg U
Sile débit est constant pendant la totalité de la phase de combustion du propergol, on a
m(t) = M + mo — Dt. Tout le propergol est donc consommé a l'instant #; = %.

Comme 7 dépend du temps, on sépare les variables pour intégrer 'équation entre # = 0
et < t:

dm M + my — Dt
dV — —gdl‘ - u; = V(l‘) — —gl‘ - ufn (W)
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La vitesse finale est alors :
Vf:—g@-i-ufn(l-i-@)
D M
La condition de décollage étant réalisée, V; augmente avec 719 (toutes choses égales par
ailleurs).
Vr augmente linéairement avec la vitesse d’éjection des gaz, et ce d’autant plus rapidement
que la masse de propergol embarquée est élevée devant la masse de la structure.

V augmente avec le débit d’éjection D.
Lévolution de z avec # peut se calculer analytiquement en intégrant Uexpression de V' (#) :

I3 + _ /
0 M + m\

1 ! D
:——gtz—u/ In{1-— ¢ de
2 0 M+ mo

D
La seconde intégrale se calcule facilement en posant X =1 — t
M + my
D
! D M+ (- 57P5¢)
/en 1- ) de = -2 "t xdx
0 M + mg D 1
— M+ my (I_M‘?mo t)

= 5 XX —x),

y q1.- . . m\ .
Llaltitude maximale atteinte est obtenue pour ¢ = #; = o’ soit

M M M
€n< > +1

1 /mg\2 M ~+ mo
Zf:_ig(ﬁ) D

M+m0 M+ﬂ10 _M+m0

_ 1 <@>2+ﬁ Me M +
¥~ 728\ D D\ M\ M)

On peut affirmer que, toutes choses égales par

ailleurs, 2, augmente avec la vitesse d’éjection

des gaz. {D, 2u}
En revanche, z nest pas une fonction mono-

tone croissante de la masse de carburant {2D, 2u}
embarqué (cette derniére est d’ailleurs bornée

par la condition de décollage). Les courbes

de la figure ci-contre montrent 'évolution de 2D, v}
zs en fonction de la masse 7 de propergol D, u}
embarqué, lorsque u et D évoluent pour Mo

variant de M/2 a 8M.
Pour le réacteur de poussée la plus faible ({ D, u}), emporter trop de propergol devient

contre performant, dés que 7y > 5M, puisque zy décroit avec 1.
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Un réacteur de poussée double sera moins performant (jusqu'a environ 5M) si 'augmen-
tation de poussée n'est obtenue qu'en doublant le débit, mais beaucoup plus performant
si elle est obtenue en doublant la vitesse d’éjection.

Enfin le réacteur de poussée quadruple n'est pas forcément plus efficace.

Une optimisation de la fusée met en jeu des effets compétitifs dont rendent compte les
termes qui entrent dans I'expression de zs. Ainsi, une augmentation du débit n'est pas
toujours favorable, car la phase de poussée dure ainsi moins longtemps. L'optimisation
d’un réacteur de poussée et de vitesse d’éjection fixée consiste a choisir la masse de
propergol & embarquer de maniére 4 se placer au maximum de la courbe donnant 2z en
fonction de .

m 1. Mur rectangulaire o
La relation fondamentale de I’hydrostatique /

s'écrit : . 1
gradP =pg

ol p est la masse volumique du fluide, P la

pression en un point du fluide et ? le champ A

de pesanteur. Le fluide étant homogene, et le
champ de pesanteur uniforme, cette relation s'intégre en P(z) = P, + pg(h — z), ou
P, désigne la pression atmosphérique. On vérifie que la pression augmente lorsque I'on
senfonce dans I'eau (z diminue). Seul le second terme entre en ligne de compte dans le
calcul des forces de pression dues a I'eau du barrage, car le premier est compensé par la
pression atmosphérique subie par la partie droite du mur.

Le morceau de mur hachuré sur le schéma, de largeur /, et de hauteur 4z subit une force
pressante élémentaire, normale & 'élément de surface,

d? = pglh — z)dSzTy’ = pglh — z)ldziy’.

Le mur délimité par les points #BCD subit donc une force totale :

2

— 4 Vi
F :/ pgl(h — z)dzu, = pgl;it}
0

On retiendra que cette force ne dépend pas de la longueur L de la retenue d’eau et qu'elle
croit comme le carré de la profondeur.

2. Mur cylindrique
La surface élémentaire (infiniment petit du second ordre) hachurée sur le dessin subit une
force :

2= 275 / — / — . —
d°F =P(z)d” § = P(z)dzEdG U = P(z)dzEdG (cos 0, + sin Buy)

La bande semi-circulaire de hauteur dz subit une force élémentaire (infiniment petit du
premier ordre) :

0=m
/
dF = /90 P(z)dzidﬁ (COS 0, + sin 6[1;) = P(z)/dzu,.
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C
z U
0
————— B
€
‘D
h I
= l
// !
I\
< y
,,,,, | sda
l L l x
I I
| |

La résultante des forces de pression subies par le mur est :
z=h 2
— _ b
F = /_0 pgl(h — z)dzu, = pglE u,

Ainsi, pour une largeur et une hauteur donnée, la force totale subie par le mur ne dépend
pas de sa forme.

Le densimétre subit son poids de valeur Mg et la poussée d’Archimede, de valeur
égale au poids de liquide déplacé; la partie immergée du densimétre a un volume
V =TV, + Sx, de sorte que :

IT = p(Vy + Sx)g

M

A T'équilibre, ces deux forces ont méme valeur, ce qui conduit a la relationp = ——.
q e q P s
0 X

La graduation n'est donc pas linéaire.

m 1. La densité du sang est prise égale a celle de

I'eau; la densité du mercure par rapport a I'eau vaut

13,6. Cela signifie que la différence de pression entre
deux points d’un lac séparés par une dénivellation de

10 m correspond 4 une dénivellation de mercure de

10
13,6

sion artérielle » en cm ou en mm de mercure.

= 735 mm. On exprime habituellement la « ten-

a. La relation fondamentale de 'hydrostatique s’écrit :

Pc — Pr = pghr et Pp — Pc = pghp
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La pression au niveau de la téte est donc égale a la pression au niveau du cceur diminuée

0
= 33 mm de Hg.
13,6

1350
Ainsi Pr = 67 mm de Hg. /p = 1350 mm d’eau, soit 36

Pp =200 mm de Hg. ’

de la pression équivalente 4 A1 = 450 mm d’eau, soit

= 99,3 mm de Hg. D’ou

b. Comme cette fois Pr — Pc = pghr et Pc — Pp = pghp, on trouve facilement que
Pp = 0 mm de Hg et Pr = 133 mm de Hg.

2. Dans un avion en mouvement circulaire, tout point matériel de masse 7z est soumis, en
plus des forces extérieures, a une force d’inertie d’entrainement E;(M) = —ma,(M). Sile
point matériel se déplace tres lentement dans I'avion, la force de Coriolis est négligeable.
Dans la somme des forces, ajouter F_;;(M) au poids revient a remplacer ? par ? —a,(M).
La relation fondamentale de 'hydrostatique devient alors :

gradP = p(g — Z(M)) = p7 (M)

Un fluide au repos dans le référentiel entrainé est donc soumis a une accélération effective

7 (M).

v 3507
a.V =350ms! = aM)=— =

= ~40ms 2 =4 g
R 3062

v M
.7‘\ lg a(m)

Pr — Pc = pa(M)hr = Pr = Pc + 3pghr = Pr ~ 200 mm de Hg

Pc — Pp = pa(M)h, = Pp = Pc — 3pghp = Pp ~ —200 mm de Hg

Le sang afflue 4 la téte du pilote sous U'effet de I'accélération d’inertie ; c’est le phénomene
du « voile rouge ».

v: 350

b.V = -1 M) =
V=350ms " = a,(M) R 615

~20ms?=2g
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i
\

a(v)

aM)=g-a,M)=-3g

Pc — Pr = pa(M)ht = Pr = Pc — 3pght = Pr ~ 0 mm de Hg

Pp — Pc = pa(M)h, = Pp = Pc + 3pghp = Pp ~ 400 mm de Hg

Le sang afflue aux pieds du pilote sous I'effet de I'accélération d’inertie, et la pression
artérielle au niveau du cerveau diminue ; c’est le phénomene du « voile noir ».

Ces phénomenes posent des problémes aux pilotes lorsqu’ils négocient des virages serrés
(de petit rayon) a grande vitesse ; ils peuvent provoquer des troubles vasculaires sérieux.
On congoit que ces troubles puissent aller jusqu’a I'évanouissement chez des sujets peu
entrainés. On comprend par ailleurs pourquoi un étre humain ne peut pas supporter des
accélérations importantes (au maximum 10 X g). Notons cependant que I'on néglige ici
tous les effets dynamiques : la mesure de la « tension artérielle » nécessite la pression
systolique (la plus élevée, lorsque le cceur ce contracte) et la pression diastolique. Elles
sont séparées par une quarantaine de mm de Hg.

m La surface libre est définie a I'équilibre par P(x,y,z) = P,, ou P, est la pression
atmosphérique.
Pour le récipient immobile :

_ -
gradP = p'g’ = P(x,y,2) = P, + pg(h — 2)

La surface libre est une portion du plan horizontal de cote 4. Pour le récipient en rotation
uniforme :

gradP = p(g — @(M))

comme déja discuté dans I'exercice 28.
On se place en coordonnées cylindriques :
7(M) = o’ra;
Il vient :
oP _, 10oP_, 9P _

— S+ —i, = p(—gii, + o’ ri
T gt gt = g )
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Comme cela impose — = 0, la surface sera de révolution autour de Oz. Elle est donnée

par les systéme d’équations aux dérivées partielles :

oP
— = pmzr

ar
or
dz PE
qui s'inteégre en :
1
P(r,z) = Epoozr2 + F(z)
P(r,z) = —pgz + G(r)
Ces deux relations sont compatibles, puisque les variables » et z sont séparées, et
conduisent a : .
P(r,z) = Spw’r” —pgz+ C

La surface libre a donc pour équation :

1 2.2
Epwr —pgzt+ C=Py

La méridienne de la surface libre (6 fixé) est une parabole; la surface libre est un para-
boloide de révolution d’axe z. La constante C se calcule en exprimant la conservation du
volume du fluide. En I'absence de rotation, ce volume est celui d’'un cylindre de rayon R,
et de hauteur 4 :

Vo =wR’h

En coordonnées cylindriques :

0=2m r=R 2(r)
V= /// rdrd6dz = d@/ rdr/ dz’
0=0 r=0 z=0

avec 2(r) = Ar* + B, ou B est i chercher. Dot :

r=R r=R
V= 217/ 2(r)rdr = 2Tr/ (A7 + B)rdr
r=0 r=0
qui s'intégre aisément en :

1, 1,
V =2m( -4R" + ZBR
4 2

1 1
De égalité V = ¥y = mR?A, on tire : 5 = EARz +B=B=h— EARz

Léquation de la méridienne est donc :

z:w—z rz—R—2 + A
2g 2

Cette équation ne dépend pas de la masse volumique du liquide.
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Chapitre

Electromagnétisme

Ce chapitre est 'un des plus difficile & maitriser parfaitement. Comme il lui est fait
appel tout au long de I'enseignement secondaire, de la 6° a la terminale, il en est
de méme lors de 'épreuve écrite du CAPES. 1II est donc vivement conseillé de le
reprendre tout au long de 'année de préparation au concours.

La majorité des parties portent sur 'électromagnétisme du vide : les charges et
les circuits électriques ne sont pas environnés de mati¢re. En électrostatique, les
charges et les champs électriques ne dépendent pas du temps. En magnétostatique,
les intensités de courant sont continues et créent des champs magnétiques indé-
pendants du temps. En électromagnétisme du vide, toutes ces grandeurs physiques
deviennent dépendantes du temps ; c’est le domaine de I'induction magnétique, les
champs électriques et magnétiques sont reliés entre eux par les équations de Max-
well. Enfin, les trois derniéres parties portent sur I'électromagnétisme de la matiére
(matériaux diélectriques ou magnétiques). Bien que le nombre d’épreuves écrites
portant sur ce dernier sujet soit restreint, les notions fondamentales de susceptibi-
lité électrique ou magnétique, d’aimantation ou de vecteur déplacement paraissent
nécessaires pour une connaissance minimum de la physique de la matiere.

On g'attachera a maitriser les conventions d’orientation en magnétostatique et
surtout en induction, a faire le parallele entre une équation locale et une équation
intégrale, a noter immédiatement les conditions de symétries du systéme et a en
appliquer les propriétés.

1. Elecirostatique : charges - forces - champ et potentiel électrostatiques
1.1. Les charges électriques

1.2. Linteraction coulombienne

1.3. Le champ électrostatique

1.4. Le potentiel électrostatique

1.5. Théoréme de Gauss

2. Les équations locales de Iélectrostatique

2.1. Circulation conservative

2.2. Expression locale du théoréme de Gauss

2.3. Propriétés du potentiel

2.4. Définition et continuité des champs et des potentiels
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3. Les conducteurs en électrostatique

3.1. Conducteur en équilibre électrostatique — champ et potentiel
3.2. Capacité d’un conducteur seul dans I'espace

3.3. Plusieurs conducteurs en équilibre électrostatique

3.4. Influence totale

3.5. Condensateurs

4. Energie potentielle dinteraction électrostatique

4.1. Systéme de charges ponctuelles

4.2. Distribution continue de charges

4.3. Distribution volumique de charges

4.4. Energie associée au champ électrique

4.5. Utilisation de I'énergie pour le calcul des forces électrostatiques

5. Magnétostatique : champ et force magnétiques
5.1. Force magnétique
5.2. Champ magnétique : loi de Biot et Savart

5.3. Exemples de calcul de B a partir de laloi de Biot et Savart

6. Symétries du champ magnétique. Théoréme d’Ampére

6.1. Symétries par rapport a un plan

6.2. Symétries par rapport a un plan + inversion du sens des courants (transformation S.1.)
6.3. Circulation du champ magnétique

7. Potentiel-vecteur. Flux et circulation du champ magnétique
7.1. Le potentiel-vecteur

7.2. Flux du champ magnétique

7.3. Equation locale portant sur le potentiel-vecteur

7.4. Relations de passage pour le champ magnétique

8. Induction électromagnétique

8.1. Expérience fondamentale de Faraday (1831)

8.2. Autres conditions de manifestation du phénoméne d’induction

8.3. Induction mutuelle et auto-induction dans I'approximation des régimes
quasi-stationnaires

8.4. Etude d’une bobine réelle dans I'approximation des régimes quasi-stationnaires

9. Le moteur a courant continu

9.1. Constitution d’'un moteur

9.2. Phénomeéne d’induction

9.3. Couple électromagnétique

9.4. Moteur a excitation indépendante (ou séparée)
9.5. Moteur a excitation série

10. Les équations de I'électromagnétisme en régime variable

10.1. Equation de continuité (conservation de la charge électrique)
10.2. I::quation de Maxwell - Ampere
10.3. Potentiels
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11.
11.1.
11.2.
11.3.
11.4.
11.5.

12.
12.1.
12.2.
12.3.
12.4.
12.5.
12.6.

13.
13.1.
13.2.
13.3.

14.
14.1.
14.2.
14.3.

14.4.

Ondes électromagnétiques dans le vide

Equation de propagation

Une solution particuli¢rement simple : 'onde plane homogene
Ondes sinusoidales. Polarisation

Energie électromagnétique : densité volumique et flux

Vue d’ensemble des radiations électromagnétiques

Electromagnétisme de la matiére : étude macroscopique des diéleciriques
Mise en évidence du role des diélectriques en électrostatique : polarisation induite
Vecteur polarisation P

Susceptibilité électronique x,

Répartition des charges de polarisation

Potentiel et champ a l'intérieur du diélectrique

Equations de Maxwell et conséquences

Electromagnétisme de la matiére : étude microscopique des diélectriques
Polarisation électronique des atomes

Polarisation des molécules

Bilan des polarisations des diélectriques

Eleciromagnétisme de la matiére : milieux aimantés
Dipoéle magnétique

Moments dipolaires magnétiques dans la matiére
Description d’un échantillon de matiére aimantée

I::quations de Maxwell dans la matiére aimantée

2. ELECTROMAGNETISME
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> 1. ELECTROSTATIQUE : CHARGES - FORCES - CHAMP ET POTENTIEL
ELECTROSTATIQUES

1.1. Les charges électriques

— Elles peuvent étre ponctuelles (¢ ou Q) ou réparties (A ou o ou p). Une distribution
surfacique de charges réparties sur une surface S est définie par la densité surfacique
de charges o liée a la charge Q totale par :

o~ [

De méme, une densité volumique de charges p répartie dans un volume ¥ correspondra

a la charge totale Q :
Q= /// pdr
v

— Ily a toujours conservation de la charge électrique au cours d’une interaction électro-

statique.
— La charge électrique est quantifiée.

— La valeur absolue de la charge de I'électron est égale a celle du proton.

1.2. interaction coulombienne

La loi de Coulomb exprime la force PT/; exercée par une

charge ponctuelle ¢; sur une charge ponctuelle ¢,, les deux Fn e P
charges étant distantes de 71,. el 9
- - - - — - - = -
T2
= 1 9192 —s
P = =-up
4mre, 11,

La constante diélectrique du vide &, est fixée telle que 1/4me, = 9 - 10*? u.S.L.

1.3. Le champ électrostatique

Le champ électrostatique est défini a partir de la force de Coulomb. II faut distinguer les
charges sources qui créent le champ électrostatique et la charge témoin qui permet de mettre
en évidence ce champ électrostatique sans le perturber.

Une charge témoin ¢, située en un point M ot régne le - —
. . - E(M F
champ électrostatique £ (M) sera soumise a la force : % EM) 9 g,>0

— —
qu = % E (M)

M
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e Expression du champ

Si la charge source est pontuelle et vaut ¢, elle crée au point M,

situé a la distance » de celle-ci, le champ : i 9>9 Fw
q M
_ 1 g,
EM) = =
™) dmeg 2

S'il s’agit d’'un ensemble de charges sources ponctuelles ¢; situées respectivement aux
distances 7; du point M, conformément au principe de superposition, le champ s’écrit :

M) — L Fi—
EM) = 41e, 2 “

Pour une distribution volumique de charges
sources réparties dans le volume ¥, le champ
au point M vaut : B

Eon - [[f AR P

La norme du champ électrostatique s'exprime

enV-mL

o Propriété fondamentale du champ électrostatique

— Le champ créé par une charge source ponctuelle est un champ vectoriel a symétrie
sphérique.

— Un champ vectoriel 2 symétrie sphérique et dont la norme varie en 1/7? est conservatif.

— Tout champ électrostatique est dit « conservatif », ce qui signifie que sa circulation sur
une courbe fermée est nulle. Il dérive alors d’un potentiel scalaire V.
1.4. Le potentiel électrostatique

Définition : A partir du champ électrostatique, on définit le potentiel V :
- soit par I'équation locale, valable en tout point M de I'espace :

E(M) = —gradv(m)

- soit par I'équation intégrale définissant la circulation du champ E le long d'un circuit AB :

B_, _,
c?/Asz/A E -dl = V(A) - V(B)

La circulation du champ E le long du circuit AB ne dépend pas du chemin suivi.
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e Expression du potentiel
Le potentiel est défini 4 une constante pres. Pour choisir cette constante, on ne peut choisir
V(0co) = 0 que s'il n’y a pas de charge source située a I'infini. Le potentiel s’exprime en

volt (V).

— Pour une source ponctuelle située a la distance » du point M :

VM) = 7+ cte
47T807’

— Pour un ensemble de charges ponctuelles, V" s’écrit au point M :

1 qi
yr(M) = L+ ct
( ) 4Tr802i:7‘i cte

— Pour une distribution continue de charges, V' s’écrit :

VM) = 4;80 / / /V PO e

ou V est le volume occupé par les charges sources.

o Signification physique du potentiel

V(M) représente le travail a fournir pour amener une charge témoin g, de I'infini au point
M, divisé par la charge g,.

L'énergie potentielle électrostatique d'une charge ¢ située au point M ot1 régne le potentiel
V(M) s’écrira donc :

U =qV(M)

—
I Remarque : le fait que E dérive d’'un potentiel découle de la conservation de I'énergie.

1.5. Théoréme de Gauss

e Notion de flux

. , . -
— Le flux élémentaire du champ électrostatique E sorant d’une
surface élementaire dS définie par sa normale 7’ est égal 4 :

db = E - 7dS

— Le flux global sortant d’'une surface fermée § s’écrit :

cp:ﬂf-?ds
S
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Théoréme de Gauss : Le flux du champ électrostatique, créé par une charge ponctuelle g, sor-
tant d'une surface fermée quelconque ne contenant pas g, est nul.

— Le flux du champ électrostatique, créé par une charge ponctuelle g, sortant d'une surface fermée
quelconque contenant g, vaut q/<o.

— Généralisation :

@:#?ﬁds:M
s €0

ol > gint représente la somme des charges sources situées a I'intérieur de la surface fermée S.

o Utilisation pour les calculs de champ ou de potentiel électrosatiques
Ce théoréme est trés utile dans le cas de symétries fortes (cylindriques ou sphériques).
Pour calculer le champ ou le potentiel, il faut alors suivre le schéma directeur suivant :

= Pess
>q; - direction de £ choix de o
chargl;es Symetries | et variables Théoréme

—1 | f =
sources dont dépend daeSlGJ;uascseS de Gauss _>
Sa norme
B
JEdT: Va- Vg
— passant par M A
—telle que E = Cte sur S ou
—telle que Esoit/oulas E=grad vV
2. LES EQUATIONS LOCALES DE L’ELECTROSTATIQUE
2.1. Circulation conservative
— —
e Conséquencede E = —grad V'
. . e . . oE, 0L,
En coordonnées cartésiennes, cette égalité conduit aux relations o om = 0;
)y z
oF, oE oF, oE. . . .
T~ —% = 0; — — —= = 0. On cherche ensuite une expression vectorielle
0z dx dx ay

qui admet ces trois relations comme projections sur trois axes. On introduit 'opérateur
« rotationnel ».

e Notion de rotationnel

La projection du vecteur rotA4, au point M;, selon la normale a la
—

surface orientée AS;, est égale a la circulation AC; du vecteur 4 sur

le contour fermé I, limitant AS;, divisée par la surface AS;, ceci

quand AS; tend vers zéro :

AC
(SUTM;) - = Lim AS—0 g
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Relation de Stockes : la circulation d'un vecteur A le long d'un contour fermé I" s"écrit :

fi’&://(r‘o’tﬁrﬁ’ds
T S

ou S est une surface quelconque s'appuyant sur le contour fermé T'.

Rotationnel du champ électrostatique : en tout point M de U'espace, on a:

ftEM) = 0

En coordonnées cartésiennes, cette relation s’écrit :

oE, OE
(tE) = =2~ "X =0
dy 0z
0E, O0F,
(fotE)y = == - 22—
0z dx
oF. oE,
(ot E), = —~ — =2 =0
dx ady
En coordonnées cylindriques :
10E, OF
(otE), = -2 -0 —¢
p 09 0z
) oE,
(otE)y= -2~ =% =0
0z ap
(ot E), = 10(pEy) _10E,
“ p dp  p b

En coordonnées sphériques :

1 d(E, sin 0 oF
(o B), = —— | Mesin®) ),
7sin 0 a0 0P
1 oE, 10(rE,
(o By = —— | 2B 1B,
rsin® | do roar
(fot £) _ 1]oGE,) _oE | _
¢
r ar a0

2.2. Expression locale du théoréme de Gauss

. — . ,
Divergence d’un champ vectoriel : La divergence d’un vecteur 4 , au point M;, est égale
a la limite, quand le volume A tend vers zéro, du flux de 4 sortant d’une surface fermée
AS;, entourant M;, divisée par le volume At contenu dans AS; :

AD;
divz%: = Lim
Ar—0 AT
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Relation d’Ostrogradzki : Le flux d'un vecteur A4 a travers une surface fermée s'écrit :

ﬁ{?-&%: // T(divz—f))d'r

ol 7 est le volume contenu dans la surface fermée S.

Divergence du champ électrostatique : en tout point M de I'espace ot il existe une

densité volumique de charge py et ou régne le champ E(M), ona:

div E(M) = PM
€0

Cette relation ne s’applique cependant pas si M se trouve sur une surface chargée, sur un

fil chargé ou sur une charge ponctuelle.
En coordonnées cartésiennes, la relation s’écrit :

. —= O0E, 0E, 0L,
div E = + +

x 9y oz
En coordonnées cylindriques :

—

I(pE oF, IpE,
v E = L [2eE) | 0B | IE)

1
p ap a0 0z

En coordonnées sphériques :

dwE - L a(rZEr)_'_ 1 o(sin 0Fy) 1 A(E,)
rr o rsin® 90 rsin® d@

2.3. Propriétés du potentiel

e Equation locale
av+ £ -0

€0

AV = div(ﬁlV) est le laplacien de V. Si p = 0, AV = 0, la relation est appelée

équation de Laplace; si p # 0, c’est 'équation de Poisson.
En coordonnées cartésiennes :
9*E, 0*E, 9’E,

AV = +—1+
a  ayY 0RP

En coordonnées cylindriques :

110 oV a (1oV ad v
AV=-|—(p— | +=|-— | +—(p—
p [dp ap 90 \ p 96 0z 0z

En coordonnées sphériques :

19 [,V 1 &V 1 9 (. vV
AV==—|r—|+—5—=—+ 5———(sin6—
r2 or or r2sin2 0 dp?  #2sin0 90 a0
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Propriété : Le potentiel ne présente aucun extrémum en dehors des charges.

En conséquence, un ensemble de charges ne peut étre en équilibre stable sous la seule
action des interactions électrostatiques (théoréme d’Ehrenfest).

2.4. Définition et continuité des champs et des potentiels

- . L, .
E et V ne sont pas définis sur un fil chargé ni sur une charge ponctuelle.

=
E et V sont définis pour toute distribution continue de charges, en volume ou en surface.

Propriéteé : E est discontinu a la traversée d'une distribution surfacique de charges

Exemple : 3 1a surface d'une sphére ou d’un cylindre portant des charges en surface, sur
un disque ou un plan chargé, on observe une discontinuité du champ.

o Relations de passage a la traversée d’une surface chargée

Soit deux milieux (1) et (2) séparés par une surface (S)

qui porte la densité superficielle de charges o. Soit xMy
—

le plan tangent a (S) en M et Mz un axe perpendiculaire

a ce plan. On appelle E_‘; la composante normale de E

m
en M, parallele & Mz. On appelle E la composante
—
tangentielle de £ en M, perpendiculaire a Mz. Seule @
—
la composante normale de E subit une discontinuité :
o
En2 - Enl =
€0
Enp—Eqn=0

Ce qui se généralise par la relation vectorielle :

- =  o_,
E,—Ei = —np
€0

Cette relation de passage n’est valable qu’en tout point M de la surface de séparation entre
les deux milieux et quelles que soient les densités volumiques de charges qu'ils contiennent
éventuellement.

Le potentiel ne subit aucune discontinuité :

n="n
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D 3. LES CONDUCTEURS EN ELECTROSTATIQUE

3.1. Conducteur en équilibre électrostatique - champ et potentiel

e A l'intérieur du conducteur

- —
E=0 V = Cte p=20

¢ Au voisinage du conducteur
Les charges portées par un conducteur ne peuvent se répartir que sur sa suface qui porte
alors une densité surfacique o.

Théoréme de Coulomb : Au voisinage d'une surface chargée, le champ électrostatique est nor-
mal a la surface du conducteur et vaut :

— O —
E=—n
€o

ol n" est un vecteur normal a la surface et dirigé vers I'extérieur. Le champ est donc dirigé vers
I'extérieur si o>0.

e Alasurface du conducteur :
le champ produit par le reste du conducteur en un point de sa surface est égale a :

E=_7
2e,
On définit la pression électrostatique p :
_ 2
? o >

Les forces dues & cette pression électrostatique tendent a faire sortir les charges du
conducteur. Elles sont compensées par une force moléculaire antagoniste. Si o devient
important, il peut y avoir émission de charge par « effet de champ ».

e Dans la cavité d’un conducteur

Théoréme des écrans : les charges extérieures au conducteur ainsi que celles portées par sa
surface externe donnent un champ nul dans une cavité du conducteur.

— —
V = Cte E=0

Ces résultats sont valables quelle que soit la répartition des charges sur la surface externe
du conducteur.

3.2. Capacité d’un conducteur seul dans ’espace

Définition : Si Q est la charge portée par la surface externe d'un conducteur et V le potentiel du
conducteur ou de sa surface, la capacité du conducteur est :

_Q
C=v

C s'exprime en farad (F).
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Exemples : pour une sphére conductrice de rayon R : C = 4me,R. La capacité de la
Terre vaut 0,7 mF.

3.3. Plusieurs conducteurs

en équilibre électrostatique + T
+
7 by b A M B
Le phénomene d'influence apparait lorsque plusieurs 9
conducteurs chargés interagissent. Lorsque deux S
conducteurs A et B sont en équilibre, il y a influence + + +
+
mutuelle. A +
Théoréme des éléments correspondants : Si (1) et (2) B - - -
sont deux lignes de champ quelconques, Sa et Sg sont appe-
lés des « éléments correspondants ». Les charges respectives
portées par ces éléments sont telles que : T
+ +
ga = —Qs +
- S(ag)
3.4. Influence totale ) 3
)
Elle correspond au cas ou le conducteur B entoure le -
-
conducteur A. On a alors : $,:(q,)
AVTA +
ext _ int =
A — T XB - _

3.5. Condensateurs

Un condensateur est constitué de deux conducteurs A
et B en influence totale. La capacité d'un condensateur
est égale a:

Oa

C= =2
Va— VB

Exemple : un condensateur sphérique est formé
de deux conducteurs sphériques concentriques de
rayons Ry et Ry (R < Ry) :

RiRy

C=4me,—>
Ry — Ry

Exemple : pour un condensateur plan, si S est la surface en regard des armatures et ¢ la

. . S
distance entre celles-ci,ona C = g,—.
e
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) 4., ENERGIE POTENTIELLE D’INTERACTION ELECTROSTATIQUE

4.1. Systéme de charges ponctuelles

Cas de deux charges ponctuelles : 'énergie potentielle d’interaction U de deux charges
ponctuelles représente le travail qu’il faut fournir pour transporter la charge ¢, depuis
I'infini jusqu’a sa position actuelle, a la distance 71, de la charge ¢1. C’est aussi le travail
qu’il faut fournir pour transporter ¢; depuis I'infini jusqu’a sa position finale, c’est-a-dire
a la distance 715 de la charge ¢, :

U Do

41re 1)

Cas de N charges ponctuelles : I'énergie potentielle d’interaction de IV charges ¢; est :

N

U= E 2 = 4 _ - 4__Z,V ,
4"T807’ij Z 41T807'ij 2 Z 2 — 91 o(Pl)

.. - . - . 4’1T807"1j
couples (7, 7) =1 > i=1 j=1
JFi

ot V,(P;) est le potentiel créé en P; , position de ¢;, par les (N — 1) charges, autres que ¢;.

4.2, Distribution continue de charges

Condensateur : Iénergie associée 4 un condensateur de capacité C et soumis a une
diftérence de potentiel V' s’écrit :

1% 1 1,
U=-2=-QV=_-CV
2c 2¥ 73

4.3. Distribution volumique de charges

U= % / / / p(P)V(P)dr

ol V(P) est le potentiel régnant au point P contenu dans le volume T portant la densité
de charge p.

4.4. Energie associée au champ électrique

—
La densité d’énergie électrostatique en un point P ot régne le champ E (P) vaut :

_ 2
Zol

1
U= —g,
2
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Dénergie potentielle d'un ensemble de charges créant en P un champ E)(P) vaut :

I
U= ~€,
tout l'espace 2

4.5. Utilisation de I’énergie pour le calcul des forces
électrostatiques

2
E’(P)H dr

Si U est I'énergie électrostatique d’un solide chargé capable de se déplacer en translation
ou en rotation sous l'effet de forces électrostatiques celles-ci peuvent étre exprimées en
fonction de U selon les relations suivantes.

. oU L = —
En translation : Fy = ——; F, = ——; F, = ——— soit ' = —gradU
dx ady 0z
. ou . , .
En rotation: I', = — 0 ; I', est la projection selon I'axe de rotation Oz du moment des

forces électrostatiques appliquées au solide.

5. MAGNETOSTATIQUE : CHAMP ET FORCE MAGNETIQUES

5.1. Force magnétique

Tout commence en 1820 avec C. Oersted qui découvre qu'une aiguille aimentée est déviée
par un courant électrique.

Force de Lorentz : la force exercée sur une charge ponctuelle g par un champ électrique E et
—
un champ magnétique B s'écrit :

F=gE+qVAB

Cette expression suppose que la charge ¢ est indépendante de sa vitesse @ .

Force de Laplace : La force élémentaire exercée sur un élément de conducteur de volume d=
- . S
parcouru par une densité de courant j et placé dans un champ magnétique B s'écrit :

— - =
dF =dvj AN B

Lorsquil s’agit de la force élémentaire exercée sur un élément de conducteur filiforme
de longueur d¢ parcouru par un courant d’intensité I et placé dans un champ magnétique

?, I'expression de la force de Laplace devient :

— - =
dFF =I1d¢ A B

—
I est une grandeur algébrique, positive si le courant circule dans le sens de d/ et négative
dans lautre cas.
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5.2. Champ magnétique : loi de Biot et Savart

Elle exprime le champ magnétique créé en
un point M par une distribution de courant.

Circuit filiforme : I'expression du champ
magnétique créé en M par un circuit filiforme
(C) parcouru par un courant d’intensité [ est :

= po [ 3 W
B(M):—% IdN —
©

T 72

Le courant d’intensité I circule dans le circuit (C) qui est orienté arbitrairement.
Le vecteur df est tangent 2 (C) en l'un de ses points « baladeurs » P et son sens est
défini par lorientation choisie. Le vecteur unitaire % est porté par PM et orienté de
P vers M. Enfin, PM = r. Cette loi fait intervenir la perméabilité magnétique du vide
Mo = 41m.10~7 u.S.1,, reliée a &,, dans le systéme international, par la relation Eoloc? = 1.

Courant distribué en volume

Fon = e [[[Z0AT0 | 2,
P T

M

Limite de validité : 1a loi de Biot et Savart n’est applicable qu’en régime permanent (I ou
=

J indépendant du temps), domaine de la magnétostatique, ou bien en régime lentement
variable avec le temps, c’est-a-dire dans 'approximation des régimes quasi-stationnaires.

5.3. Exemples de calcul de B a partir de la loi de Biot et Savart

e Champ magnétique créé par un fil recti-
ligne infini

ol
B = P /
2Ta

Ce résultat conduit a U'expression de la force
d’interaction entre deux fils rectilignes paral-

leles parcourus par des courants d’intensité 4
et I, et distants de a :

— —
Fyn _ AV _ _M01112u—>
sz dgl 2Ta 12

La définition légale de 'ampere est déduite de cette interaction : si @ = 1 m, la force
d’interaction par unité de longueur des fils vaudra 2.10~ N.m~! lorsque ; = I, = 1 A.
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e Champ magnétique créé par une spire circulaire en un
point de son axe
Isin’ 0
ol sin® 6 _,

woIR> _,
5 % = B0 = 2R B(M)

BM) =

o Champ magnétique créé sur I'axe d’un solénoide

ol

Bext(M) = Ho” (COS 61 — cos 62)7;
ol

E>mr(1v[) = B2 (cos 01 + cos 0,)n,

ou 7 est le nombre de spires par unité de longueur du
solénoide. Cette expression conduit a :

§>int(lv-[) = onﬂfz

lorsque le solénoide devient infiniment long.

O“°°°°00000000000000000000000 02200000000000000000000000000]
\M

D 6. SYMETRIES DU CHAMP MAGNETIQUE. THEOREME D’ AMPERE

6.1. Symétries par rapport a un plan

m|
|
m|

Vecteurs polaires : ils se transforment de la méme Ey | En
maniére qu'un bipoint lors d’'une opération de symé-
trie par rapport 2 un plan .

. —
SiMenmn=— E €
. _— ., = — —
Exemples de vecteurs polaires : OM, o', £, j, F, ...

!

Vecteurs axiaux ou pseudo-vecteurs M!

l
!
|

_
SMew=— B 1l =« T

136



Exemples de vecteurs axiaux :

T=OMAF, &=O0OMAmd,

—
B, ..

Produit vectoriel - Rotationnel : Selon les opérations appliquées a des vecteurs polaires
—

et axiaux, le résultat final est I'un ou l'autre type de vecteur. On note P, les vecteurs

—
polaires et 4; les vecteurs axiaux :

?1/\?2:7; /71)/\72:.&); 7/\?1232); r—o')c?:Z; r—O')CZ:

6.2. Symétries par rapport a un plan + inversion du sens

des courants (transformation S.1.)

Elle est réservée au champ magnétique.

o

B, =By

- o
L =—B1

—_
SSMewn— Bemw

e Exemples d’application :

—_—
pP.
B _ _
By | Bu B
3 M M e
B! B,
T

et inversion du courant

— plan 7 perpendiculaire 4 un fil rectiligne parcouru par un courant

— plan 7 perpendiculaire au plan d’une spire parcourue par un courant

— plan 7 contenant I'axe d’un solénoide infini.

e Symétrie cylindrique (de révolution autour d’un axe A)

— toute grandeur scalaire ou toute composante de vecteur est indépendante de 6 (ainsi

que de z si le circuit est infini dans la direction A),
— SiM € A, tout vecteur d’origine M est parallele a A,

) — —
— Sim estle plan contenant M et ; alors B L ,

Symétrie sphérique

— —
Si 7’ est le plan contenant M et perpendiculaire 2 ; alors B € 7'.

— toute grandeur scalaire ou toute composante de vecteur est indépendante de 7,

— tout vecteur est radial et nul sil a comme origine le centre de symétrie.

6.3. Circulation du champ magnétique

e Cas du fil conducteur infini

Mol
Cg/Mle = 2_17(62 —61)

2. ELECTROMAGNETISME
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Théoréme d'Ampeére : : La circulation du champ magnétique le long d'un contour fermé quel-
. - — - x . . s 7 .

conque, orienté par n’, est égale a ., fois la somme des intensités algébriques des courants, de

direction u; enlacés par ce contour :

- —
C?/F = ﬁB - dl = poZlentaces

. .-, , . , .. - —_— —> , . .
Ces intensités algebrlques sont comptees positivement st 7 - u, > 0et negativement si

— —
7 - u, <O0.

Exemple : Sur la figure ci-contre :

CE)/F = “‘o(_Il + L — L)

Pour déterminer le champ magnétique en utilisant
le théoréeme d’Ampere, il faut choisir le contour
I" dit « courbe d’Ampére » astucieusement. I" doit
passer par le point M ou l'on désire calculer B.
De plus, I' doit étre, si possible, une ligne de

champ et le lieu des points ol ||§>|| = Cte.
La forme locale du théoréme d’Ampére appelée

relation de Maxwell - Ampeére s’écrit :

— —
0t B =,

- .-, . . _
ol j est la densité volumique de courant, dont la norme s’exprime en A.m~2.
o Applications

Le théoréme d’Ampére permet de calculer facilement le champ magnétique de quelques
distributions particulieres de courant.

— Fil infini (I' =cercle (O, 7)). Le champ a la distance r du fil vaut :

- Mol

B =
2Tr “

— Pour un cable infini de rayon @ parcouru par un courant réparti uniformément dans son
volume, le champ a la distance 7 de I'axe vaut :
= ;Lolru_> —>_|J,OI7
int — 0 ext — 6
2ma? 27r
— Pour un céble infini de rayon a parcouru par un courant réparti uniformément sur sa

surface : s
— = — el
Bint =0 , Bext = Uy

2mr

— Pour un solénoide infiniment long (7 spires/m) (I' = rectangle parallele a I'axe), le
champ s’écrit :
— =

—
Bext =0 ) Bint = ,‘LOnIZ
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D 7. POTENTIEL-VECTEUR. FLUX ET CIRCULATION DU CHAMP
MAGNETIQUE

7.1. Le potentiel-vecteur

—
Par opposition au champ électrique £ qui dérive d’'un potentiel scalaire 7, le champ

magnétique B dérive d’un potentiel-vecteur A4 .

i —_ =
e Relation locale entre B et A

—_— —_—
B =rotA

. e
e Expression de 4
—
La relation précédente conduit a 'expression de 4 créé par un circuit filiforme C parcouru
par un courant d’intensité I, a la distance  de celui-ci :

1d0
— _ B [1d
4 Jo 7

ou bien par une distribution volumique de courant contenue dans un volume 7 et définie

i [
4 r

par sa densité volumique ; :
— . y o
A est un vecteur polaire, sa norme s’exprime en T.m

e Indétermination du potentiel - vecteur

— A west défini quau gradient d’'une fonction prés.

— En magnétostatique, on impose de plus la jauge de Coulomb divd = 0.

— Les expressions précédentes satisfont la jauge de Coulomb.

— Ladéfinitionde A4 par B = rot A ainsi que le choix delajauge de Coulombdiv4 = 0

laissent encore un grand nombre de possibilités pour A4 .

- . ’ - ﬁ
o Relation intégrale entre B et A
— —
La circulation de A4 le long d’un contour fermé et orienté (C) est égale au flux de B
sortant d’une surface quelconque () limitée par le contour (C) :

— — —
?é/%dﬁ://B-?dS
C N

2. ELECTROMAGNETISME 139



o Application : calcul du potentiel-vecteur créé par un courant filiforme,

rectiligne et infini

En un point M situé a la distance » du fil qui est parcouru par un courant d’intensité I et
d'axe 2’z :

Z)(M) = (—;—;ﬁn r+ Cte) ,

7.2. Flux du champ magnétique

Cette notion intervient ici car les relations ci-dessous découlent de la propriété de la

. , . . . .
divergence d’un rotationnel, qui est toujours nulle : div (rot4) = 0.

ﬁ
¢ Divergencede B

—
divB =0

—_
o Lefluxde B est conservatif

Pour que cette relation soit valable, il faut que la surface § soit fermée.

Théoréme de Maxwell : le travail W/ des forces magnétiques lors du déplacement d'un circuit
fermé parcouru par un courant d'intensité /, dans un champ magnétique extérieur est égal a :

W = 8®c = I(df — D;)

3D est le flux coupé par le circuit au cours du déplacement, c’est a dire le flux du champ
magnétique a travers la surface balayée, et @ et ®; sont les flux a travers e circuit dans
ses positions finale et initiale.

¢ Reégle du flux maximal

Le flux du champ magnétique a travers un circuit est maximal lorsque celui-ci est dans sa
position d’équilibre.

7.3. Equation locale portant sur le potentiel-vecteur

o Le laplacien vectoriel Ad
11 est défini par :

fot rot A4 = grad(div4) — A4

—
ot A 4 possede les trois composantes A4y, Ady, AA, en coordonnées cartésiennes.
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° Equation locale

— —
Le laplacien vecteur A A est relié a la densité volumique de courant ; par:

—

AA +pm,j =0 | associéa divdAd =0

On notera 'analogie entre cette équation et I'équation de Poisson en électrostatique.

7.4. Relations de passage pour le champ magnétique

—
o Densité surfacique de courant j,
Lintensité du courant traversant un arc de courbe MN est donnée par :

— —
I= (o - w)dl
MN
oll % est un vecteur unitaire tangent a la surface sur laquelle circule I et orthogonal a

Parc MN.

o Relations de passage entre deux milieux 1 et 2
La composante normale de ? est continue : B, = B,
La composante tangentielle de B subit une discontinuité lorsqu’il existe une densité
surfacique de courant a I'interface entre les deux milieux de séparation. Cette discontinuité
s’écrit, en coordonnées cartésiennes :

By — B = H'ojo’y et By - Byl = — Mo Jox

Elle se généralise par 'expression vectorielle :

— — —
BZ_BIZP-'OJO' /\771_2>

N
Le potentiel vecteur 4 est, par contre, continu a I'interface entre les deux milieux.

— —
A1 =4,

8. INDUCTION ELECTROMAGNETIQUE

8.1. Expérience fondamentale de Faraday (1831)

e Définitions

On appelle inducteur la source de champ magnétique. Ce peut étre un aimant ou un
électroaimant.

On appelle induit le circuit électrique, siége du phénomeéne d’induction, il peut étre
ouvert (fermé par un voltmeétre parfait par exemple) ou fermé (fermé par un ampéremeétre
par exemple).

Le phénomene d’induction se traduit par une f.e.m. induite (induit ouvert ou fermé) et/ou
un courant induit (induit fermé seulement) dans I'induit lors du déplacement relatif de
I'inducteur par rapport a I'induit ou bien lors des variations temporelles du courant dans
l'inducteur.
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® Description de I'expérience de Faraday

induit mobile

)

inducteur fixe

inducteur fixe

induit en circuit ouvert induit en circuit fermé

Linducteur est un aimant fixe. L'induit est un circuit électrique mobile. Lorsque I'induit
est ouvert, le voltmeétre dévie. Lorsque l'induit est fermé, l'ampéremétre dévie.

o Interprétation dans le cas d’un induit ouvert

— Le champ électromoteur d’induction : I'induit est un conducteur rec- 5 N
tiligne animé d’une vitesse © dans un champ magnétique uniforme R 0
. N , . . E
B perpendiculaire 2 @ et au barreau. Les électrons de I'induit, de v

charge ¢, sont soumis a la force de Lorentz F—‘>m = g? A B. 1ls se
déplacent, saccumulent en N et quittent M. Il apparait une d.d.p. M

Vam — Vi dont le signe ne dépend que du sens de @ et B.

Linduit se comporte comme un générateur
ou régne un champ électromoteur d’induc-

tion :
—

E.=TAB

—
Attention : E,, nest pas un champ électro-
1¢" cas 2% cas

statique, sa circulation n'est pas conservative.
— La force électromotrice d’induction : ce générateur est caractérisé par une f.e.m.

— =
d’induction e = [ E,, - d/ dont le signe dépend du choix de l'orientation du conducteur :
e est positif dans le premier cas et négatif dans le second.

la loi de Faraday : la f.e.m. d’induction e est reliée au flux coupé ®. du champ magnétique par
le conducteur lors de son déplacement par :

_ do,
dt

o Interprétation dans le cas d’un induit fermé
La loi de Faraday fait alors intervenir le flux ® a travers le circuit induit fermé :

_de
drs

Un courant induit i circule dans I'induit, tel que 7 = ¢/R ou R est la résistance électrique
de I'induit. Puisque I'induit se comporte comme un générateur :

e-1>0

142



8.2. Autres conditions de manifestation du phénoméne
d’induction

e Induit fixe et inducteur mobile

Il n’y a pas de force magnétique s’exercant sur les porteurs de charge de I'induit. Le champ
électromoteur apparait comme un champ électrique créé par les variations du champ
magnétique au cours du temps. Le couple E et B définitle champ électromagnétique.
Laloi de Faraday est toujours valable.

o Induit et inducteur fixes, courant inducteur variable dans le temps
_)

dB — , . , — . . .
De méme, s # 0 provoque l'apparition d'un champ E dans l'induit. La loi de
Faraday reste valable.
Loi de Lenz : le sens du courant induit est tel qu'il tend a s'opposer a la cause qui lui a donné

naissance.

Relation de Maxwell - Faraday : I'expression locale de la loi de Faraday, valable pour tout
régime variable dans le temps, s'écrit :

.
ey dB
otE = T

8.3. Induction mutuelle et auto-induction dans 'approximation
des régimes quasi-stationnaires

e Induction mutuelle
Soit @y /5 le flux créé par le circuit Cy a travers le circuit C; :

D)5 D)1
My, =—£ ; Moy = 2/
1 1
M = My = My, est appelée inductance mutuelle; elle

s'exprime en henry (H) et peut étre positive ou négative.

e Autoinduction
Les deux circuits inducteur et induit sont confondus. Soit ® le flux propre créé par le
circuit 2 travers lui-méme :

L= ? — = —Lé

7 ds

L s’appelle l'autoinductance du circuit, elle s'exprime en henry (H), elle est toujours
positive.
Attention : cette définition nest pas applicable au cas d’une bobine contenant un noyau
de fer doux.
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8.4. Etude d’une bobine réelle dans 'approximation des régimes
quasi-stationnaires

Une bobine réelle peut étre assimilée a une bobine idéale (autoinductance L) en série avec
sa résitance R.

e Variation temporelle du courant
A la fermeture du circuit, si la bobine est reliée 4 un générateur de f.e.m. ¢, :

d: e
— L= + Ri(5) = 2(1 — /7
A Ldi Ri(¢) 1—e7

< d:
A T'ouverture du circuit, 0 = LS+ Ri , 1= %e_’/T avect = L/R.

dz

¢ Energie emmagasinée dans une bobine
Lorsque le régime permanent est atteint pour une intensité I du courant dans la bobine,
celle-ci a emmagasiné I'énergie :

1 2
W= -LI
2

9. LE MOTEUR A COURANT CONTINU

Nous consacrons une partie entiére aux moteurs car ce sujet figure rarement aux pro-
grammes de 'enseignement supérieur classique, alors qu’il est enseigné dans les classes
du secondaire. Il est donc au programme de I'écrit du CAPES.

9.1. Constitution d’un moteur

Le stator représente I'inducteur. II est formé ligne neutre
. 7 . . |
de noyaux polaires entourés de bobines qui !

sont alimentées en continu. Dans I'entrefer, le

o . . conducteur
Champ magnetique cree est unlforme, carac-

térisé par I'axe des poles et la ligne neutre. dos ool
1o . ., ‘axe des poles
Le rotor correspond a I'induit. Il est constitué

. . . , - lais (fi
de spires rectangulaires conductrices, logées | polaire balais (fixes)

collecteur

dans des encoches, alimentées en courant (mobile)

continu et solidaires d'un support isolant

mobile.
Le collecteur et les balais relient I'induit au circuit électrique extérieur. Le collecteur
est constitué de lames de cuivre, solidaires du rotor et liées a chaque spire de I'induit.
Les balais sont fixes, ce sont des cylindres de carbone sur lesquels frottent les lames du
collecteur.
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9.2. Phénoméne d’induction

¢ Flux du champ magnétique sortant d’'une spire

Une spire conductrice CDEF, solidaire du rotor et solidaire des collecteurs « et 3, tourne
a la vitesse angulaire {) autour de I'axe des poles du stator. Celui-ci comprend des bobines
qui créent un champ magnétique uniforme ?, perpendiculaire a la ligne neutre. La spire
est orientée arbitrairement par sa normale sortante 7.S10 = Qrest I'angle entre B et
7 au temps ¢, le flux du champ magnétique sortant de la spire peut étre défini par :

®D(£) = BS cos Q¢

® est positif pour 0 < 6 < 7 et négatif pour m < 0 < 27

. . C F
e F.e.m. d’'induction
La spire est équivalente a un générateur dont le schéma équivalent + +T
électrique est représenté ci-contre :
N
do ) . e e
e=—— =DBSQsin Ot = &, QsinQz >0
ds M M
d’ot uxm = ¢ > 0 dans le premier cas (pour 0 < 6 < ) ete < 0 dou F c
unm = —e > 0 apres un demi-tour de la spire (m < 6 < 2m).
La spire se comporte comme un redresseur dont la tension varie périodiquement au cours
du temps.
Unm
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La valeur moyenne de cette f.e.m. vaut :

T T/2
oy = % /0 (Hdt = ; /0 By Qsin Qedy — 2Pmn?
emoy €st donc proportionnel a la vitesse de rotation ().
Pour N spires :
E = K®pp #
E(t) = E = Cte

avec K = p N /2ma ou 2p est le nombre de poles
inducteurs, NV est le nombre de conducteurs actifs

et 2a est le nombre de voies d’enroulement asso-

ciées en parallele.

on._ 1L L L)
‘ ///"1‘3‘53‘:‘:‘3’3‘:’3&‘:‘3’3’3'
3 RRHARRREEAN
T

(pour une spire, p = 1, N = 2 et 2a = 1).

9.3. Couple électromagnétique

Les forces de Laplace s’exercant sur chaque conducteur sont représentées ci-dessus, en
)
perspective puis en vue de face pour 0 < 6 < 7 puis pour < 6 < 2. Elles forment un

couple de moment :
T = FL|cos Q¢| > 0
avec F' = I/B.
T = ISB| cos Qt| = TP, | cos Q|

T est donc proportionnel a I®,,,,. Ses varia-
tions temporelles sont représentées sur la figure
ci-contre. 1o
La valeur moyenne de ce moment, calculé sur une
période et pour une spire, vaut :

1
T
Tmoy est donc proportionnel a 1.

2P

Tmoy =

T
/ ID,, [cos Qz| dr = ——
0 T2 T t
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Pour N spires : T = KO,

Remarque : on peut retrouver ce résultat a partir du théoréeme de Maxwell :
MW = IdD, d’ou P, = Id®/dr.
En remplagant, il vient 7Q) = EI or E = K@, [ donc T' = KOy, 1

9.4. Moteur a excitation indépendante (ou séparée)

Dans ce type de moteur, 'alimentation de I'induc-

teur est indépendante de celle de I'induit. R
o Schéma électrique équivalent
Aux bornes du stator (inducteur) : £ u
Ue = ReIe
Aux bornes du rotor (induit) :
stator rotor

U=E+RIlavecE = K&, ,,QetT =Kb, .. [
e Vitesse angulaire de rotation

U— RI
U=E+RI=K0,,Q+Rl dou Q=

KcDmax

— A vide :
I=0,Q=U/K®yy = Q..

Attention, si [, — 0, ®pe — 0,y — o< : le moteur s'emballe et il y a danger.
Inconvénient : si I. augmente, ®,,,, augmente également et le circuit magnétique se
sature ; Oy, et (), deviennent constants : I, ne commande plus (.
— En charge :

RI Q U RI
Kb, . Kb, .. Kb,

Les variations de la vitesse de rotation en fonction de I ou de U sont représentées

I#0 0=0,—

ci-dessous. La rotation dans les 2 sens est possible, il suffit de changer I. ou I.

Q Q

Q U= Cte

Inominal
T T T T
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e Couple moteur

Soit 7 le moment du couple de frottement T
du rotor et T¢y, celui des forces électroma-
gnétiques qui sexercent sur lui. Le rotor .
démarre si : -

Tem > Tty of Toy = KO T
11 faut donc que

K, Iy > I, soit Iy > T,/ KP

Si 7, est le moment utile, les pertes magné- . . . .

o~
-

tiques et mécaniques seront

Tp = Tem - Tu

En général, la puissance perdue P, est proportion-
nelle a () donc 7}, = Cte.

Lorsque @, est constant, I, est constant et indé-
pendant de U.

U—-RI =05 >
Q= R
Kq)max
K®,, K®,..)°
Tem = (U_QKcI)max) = %(Qv_ﬂ)

o Bilan énergétique

Pa:UI+ []eIe f Pem:EI:TemQ f Pu:TuQ
Py = RI* + R.I? P, =T,Q

= RI’ + U.I (pertes magnétiques et mécaniques)

9.5. Moteur a excitation série

Linducteur et l'induit sont alimentés par la méme

source selon le schéma électrique ci-contre. = >
;R R E
U=E+R+RIorl=1 —~ T Ho—
—
dotu @, = KT et E = KO, ) = KK'OQOI inducteur induit

T.Q = El = KK'QI ot Ty & Ton 3 Ty = 0

donc 7, = KK'I? T, est proportionnel a I? et est indépendant du sens de 1.

148



Application : le « moteur universel » ou le courant est alternatif (moulin a café, aspira-
teur, ...).

Avantage : une seule alimentation, qui peut étre alternative.

Inconvénient : 7 est plus important que pour un moteur a excitation indépendante.
Conclusion :

— moteur 2 excitation indépendante : Ty min = 74 = KPpayly proportionnel a Iy

— moteur 2 excitation série : Ty min = KK I3 proportionnel a I7.

10. LES EQUATIONS DE L'ELECTROMAGNETISME EN REGIME VARIABLE

Les propriétés ci-dessous s'appliquent a tout milieu portant soit une densité volumique

de charges p(M, #), soit une densité volumique de courant ; (M, #), situées dans le vide.

10.1. Equation de continuité (conservation de la charge électrique)

N
— Cas particulier de distribution linéaire de charge ou de courant g(x, £) ou j = j(x, £)u, :

0 ¢ d7(x, ¢
o) | om0 _
ar dx

— cas général :
do(M, )

-
S T div (M) =0

10.2. Equation de Maxwell - Ampére

e Courant de déplacement

oE
— —
I;?[B = “‘oj + eo“‘o?

d
Ceci est 'équation de Maxwell-Ampére. Le terme €, o est appelé « courant de déplace-

s - - oE . . . =
ment ». La densité totale de courant | = ; + pdoy est 2 flux conservatif (div / = 0)

e Forme intégrale : théoréme d’Ampére généralisé

—

- = 0P
B -dﬁzpv,,I+eop~0?
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o Récapitulatif des quatre équations de Maxwell

équation locale équation intégrale relation de passage

dvE =2 //E~7d$=% EZJ__EIJ_:g

EO e0 0

= 6§ - — b~

tE = ——— E - dl=e=-——2L E,y =E
ro v ]{ e Py 2 = By

e -
divB =0 B-7#dS§=0 BZJ_:BlL
8E — b=
1;')(? = |~1’07 + eo”o? %E) ~dl =l + eo“'oa—l‘E §>2// - §>1// = M‘o]._(r) A @

10.3. Potentiels

Potentiel vecteur :

B =r1oid
Potentiel scalaire : —
04
E = —gradl — —
ar

e Indétermination des potentiels

— — — o af .

— Tout couple (V, 4) tel que 4 = 4y + gradf etV =17 + PP ot f = f(M, #) est
une fonction quelconque, permet de décrire un champ électromagnétique initialement
décrit par (77, /71))

— La « condition de jauge » est une condition supplémentaire qui facilite l'utilisation de
ces potentiels.

- ]auges courantes :

jauge de Coulomb  : div 4=0
. . = 14
jauge de Lorentz  : div4 + €ollo——~ = 0
o Equations portant sur les potentiels
— équations générales :
o div 4
AV + S 4 P
at €

627 —

AA — grad [ div 4 + v + -0
gra 1v €6 Mo Y €50 972 Mo J =
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— avec la jauge de Coulomb :

av+ 2 —o
€
- — av P4 -
A4 — grad eopvog — EOP"OW + s =0
— avec la jauge de Lorentz :
4
AV — egpto— + 2 =0
e,
RN
— A — =
AA ~ €obo 5 + s =0

D 11. ONDES ELECTROMAGNETIQUES DANS LE VIDE

Dates importantes : En 1873, Maxwell publie ses quatre équations. En 1888, Hertz
réalise le premier générateur d’ondes électromagnétiques.

11.1. Equation de propagation

. - - R - L. , . . . .
Danslevide,p =0, ; = 0, E et B obéissent aux équations différentielles suivantes,

dites de d’Alembert :

— 62§> —

AB — SOMOV =0

— GZE —

AE — 80“‘0? =0
1

- = . . .
E et B se propagent a la vitesse de la lumiére : ¢ =

v €olo

11.2. Une solution particuliérement simple : 'onde plane
homogéne
Soit une onde plane se propageant dans le sens positif de I'axe Oz, sans déformation ni

. . P
aténuation : Ey, Ey, F,, By, By, B, sont des fonctions de (t — E) .

o Transversalité du champ électrique
La relation div E =0 entraine E, = 0. Si 7 est un vecteur unitaire porté par Oz, dirigé
dans le sens de la propagation :

= . A—
E est perpendiculaire & 7
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e Détermination du champ magnétique
—

JB
La relation laf) =
EX PRIRN
B, = —— et B, = 0,d’ou
c

e Structure de 'onde

’ . CBN = 5 — .
I1 s’ensuit que le triedre (£, B, 7') est direct pour une onde

plane, a tout instant, et qu'en

—
E

p—
IB

T entraine, en coordonnées cartésiennes :
t

B=-%AE

ol

tout point de l'espace :

=C

11.3. Ondes sinusoidales. Polarisation

e Expression des champs

i w__ , .
Soit 4 = — n levecteur d’'onde, : Ey et E,y les amplitudes, ¢ et W les phases :

C

E, = Eo cos(wt — kz + ¢)
EM,0)| E, = Eoycos(wt — bz + W)
E,=0
E,
B, = ——~ cos(wt — kz + W)
c
—
EOX
BEM, ) By = — cos(wz — kz + ¢)
c
B,=0
e Polarisation rectiligne
Sig=Youp="+m, Fi
—¥ = Constante : la X
Ex

direction de E reste inva-
riable dans le temps et
dans T'espace : 'onde est
polarisée rectilignement.

Exemple

les champs

)
i ‘
/ /' / z
0 7 . ’ 7 s
J S / k

Y
i/,
y/z //

B(t)

electrique et magnétique
sont représentés ici 4 la méme
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e Polarisation circulaire ou elliptique
2 E2

E
Sie =V + g(mod 2m), Y — 1. Lextrémité de E (ou de ?), en un point

B,
donné M de l'espace, décrit une ellipse au cours du temps, d’axes paralleles & Ox et Oy :
'onde possede une polarisation elliptique (droite ou gauche). Si, de plus, Eq, = Eqy, la
polarisation est circulaire.

¢ Production du rayonnement électromagnétique polarisé

11 existe plusieurs types d’émetteurs d’ondes électromagnétiques polarisées : les émetteurs
de radio-diffusion, le rayonnement synchrotron, certains lasers, la lumiére diffusée par les
atomes et les molécules dans certaines conditions.

11.4. Energie électromagnétique : densité volumique et flux

e Expression de la conservation de I'énergie

Jd
div?+7’-f’+a—1::0

ou w est la densité volumique d’énergie contenue dans le volume 7 :

W= ///Tw(M, £)dr,

—
et o P est le vecteur de Poynting dont le flux a travers une surface 2 est égal a la
—
P = / / P - 7ds.
3

- =
— ENB e E? B?
P=— et w = + —

Mo 2 2|J~o

puissance pénétrant dans 7:

o Expression de w et de ?

o Intensité d’une onde électromagnétique
Clest la puissance moyenne qui traverse un élément de surface d’onde d’aire unité :

_ 4P

ds

Dans le cas de 'onde plane homogene, on peut écrire :

(£2) _ (B

I = — 0
HoC Mo
Dans le cas d’une onde plane homogene et sinusoidale, on a :
2 2
B +E,
2
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11.5. Vue d’ensemble des radiations électromagnétiques

émetteur : . i
transition électronique emetteur et recepteur :
des couches internes émetteur : dispositif léle'ctronlque
atomiques objet trés chaud application :
détecteur : détecteur - radar, four, téléphone
film, chambre & ionisation | | ceil, film, photodiode Smatiour
antenne +

dispositif électronique
1022 510" 34.10'0 77.10" 410" 310" 10° ‘
T

<

L w
(Hz) i 2% Ondes
/(H2) Rayonsy RayonsX UV  Visible IR SE  radiofréquence
3107 | 5107 1078 3107 78107 | 10°° 03 Ao(m)
émetteur : émetteur : émetteur :
transition de objet a trés haute objet chaud
noyaux radioactifs température détecteur :
récepteur : détecteur : bolometre, thermophile
émulsion photo, compteur| | tout détecteur de lumiére
visible sauf ceil

Les exercices correspondant a cette partie se trouvent dans la le chapitre « ondes »

12. ELECTROMAGNETISME DE LA MATIERE : ETUDE MACROSCOPIQUE
DES DIELECTRIQUES

12.1. Mise en évidence du rdle des diélectriques en
électrostatique : polarisation induite

e Expérience

La capacité d’'un condensateur augmente quand on introduit un diélectrique entre ses
armatures. Cela se traduit par une augmentation de la charge portée par les armatures
lorsqu’elles sont maintenues sous tension constante, ou bien par une diminution de cette
tension lorsque la charge est maintenue constante.

o Interprétation qualitative
Des charges apparaissent sur les surfaces du diélectrique : celui-ci s’est polarisé sous U'effet

=
du champ électrique régnant entre les armatures (polarisation induite par E ).

12.2. Vecteur polarisation P

Soit p le moment dipolaire électrique d’un atome, d'une molécule ou d’un ion du diélec-
trique. Soit At un élément de volume de ce diélectrique contenant au moins 10® atomes
ou molécules. Le moment dipolaire par unité de volume du diélectrique est défini par :

— 37
P="a

- .
| P|| sexprime en C.m~2.
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— —
Dans le cas particulier de la polarisation induite, P = p. & ou p, est la densité volumique

=
des charges électroniques et & le déplacement du barycentre des charges électroniques
induit par le champ électrique entre les armatures.

12.3. Susceptibilité électronique X,

Elle traduit la proportionalité entre le vecteur polarisation et le champ électrique qui lui
a donné naissance.

—

ﬁ
P =gyx. E

Xe est une grandeur caractéristique du diélectrique sans dimension. . rend compte de la
facilité de déplacement des électrons.

La définition ci-dessus n'est valable que si le diélectrique est gazeux ou bien solide LHI
(linéaire, homogene et isotrope) seulement.

12.4. Répartition des charges de polarisation

Densité surfacique des charges
Si 7 est la normale sortante au diélectrique :

_
o, = P-7
Densité volumique de charges
. —
pp = —div P
Courant de polarisation
_
- JP
Tp ot

12.5. Potentiel et champ a I'intérieur du diélectrique

Potentiel

1 d 1 P wd PM
V(M) = ///_p7+ /// il ol W =— et r=PM
4mre, . T 4mre, r2 r

Champ électrique

- = =
E =E,+E4
N Iy 7 . ) .z . =y , .
ou E, est le champ électrique en 'absence de diélectrique et E4 le champ dépolarisant
créé par les charges de polarisation oy, et p,.
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—
Il existe deux méthodes pour calculer £ : la méthode itérative et la méthode self-
consistante (voir exercice 41).

12.6. Equations de Maxwell et conséquences

Forme locale du théoréme de Gauss

N
divD =p

— - =
ou D = g, E + P estlevecteur déplacement électrique. Seules les densités volumiques
réelles de charge sont a considérer.

. [ - . - g - .
Si le diélectrique est un gaz ou un solide LHI : D = e E = g8, E ot g, = 1 + xe
est la permittivité relative et &€ = &,¢, la permittivité absolue du diélectrique. &, > 1 et

//ﬁ?dS = 30

Relations de passage entre deux diélectriques

€ = g,.

Théoréme de Gauss

Dy —Dy =0 et Ey =Eqy

Seules les densités surfaciques réelles de charge sont a considérer.

Equation de Maxwell-Ampére

)
0tB = p, [7+ E]

—
D . . .
—— est le courant de déplacement de Maxwell, il est en fait homogéne 4 une densité

volumique de courant.

13. ELECTROMAGNETISME DE LA MATIERE : ETUDE MICROSCOPIQUE
DES DIELECTRIQUES
13.1. Polarisation électronique des atomes

Moment dipolaire induit
— —_—
P = Ze G_Gy

ou G est le barycentre des charges positives de 'atome, G_ est le barycentre des charges
négatives de 'atome et Z, est son numéto atomique.
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Modzéle de Iélectron élastiquement lié (atome d’hydrogéne)

3
4me,a; —

— P N —
5 =G,G_.=——"=F et P =g, E
e

a, représente le « rayon » de I'atome, « la polarisabilité atomique exprimée en m®.

Expression quantique de la polarisabilité
& Ja
a=—> 5

m— oy,

électron et w,, sa pulsation de résonance.

iéme

Ja est la force d’oscillateur du 7
Relation entre polarisabilité et susceptibilité
Xe = Na

ou NV représente le nombre d’atomes par unité de volume.

13.2. Polarisation des molécules

Molécules non polaires

La polarisabilité électronique s'écrit p—; = aeaof, elle représente le déplacement des
électrons induit par E.

La polarisabilité atomique (ou ionique) s’écrit ﬁ) = otasof> : elle traduit la modification
des distances inter-atomiques ou des angles entre les liaisons.

La susceptibilité devient x = N(a + o).

Molécules polaires
Elles possédent un moment dipolaire permanent. Par exemple, on mesure des moments

dipolaires de p = 1,1 D pour HCI, 1,47 D pour NHj3, 1,85 D pour H,O et 9 D pour
1
NaCl. (D est le symbole du debye : 1 D = §10_29 C.m)

E Np?
Influence de la tem}l)\?:rgture (théorie de Langevin) : si i—T < 1, _P> = %E et la
susceptibilité x = 3 Pé T est inversement proportionelle a la température.
80

13.3. Bilan des polarisations des diélectriques

P oo (x+t 2\ F
=& | Xe ™ Xa 380kT

Cas des gaz

Le 1°" terme traduit la déformation du nuage électronique, le 2¢ celui des liaisons et le 3¢
sapplique aux molécules polaires.

2. ELECTROMAGNETISME 157



Cas des matériaux condensés
On définit différents champs électriques :

. —_— — = = ) . .
— le champ macroscopique Enacro = Eext T Eq. Eq est le champ dépolarisant da aux
. % .. . .
charges de polarisation. C’est Eyqcro qui intervient dans expressionde P = €,XEmacro
ainsi que dans les équations de Maxwell.

. . —_— — 1 —_—
— le champ microscopique Epicro tel que E pacro = E icrodT.

_) . ’ 7 .
— le champ local E;(M) qui est le champ créé en M par toutes les charges extérieures et
. , . . , =4 7 . .
intérieures sauf celles situéesen M : £ ;(M) = E a0 + %. Le champ local intervient

— —
dans p = g,ak.

Cas des liquides et des matériaux LHI
— —_
- P = 8oxE‘macro
— Cest le cas des électrets (utilisés dans certains haut-parleurs).

— Clest aussi le cas des matériaux ferroélectriques comme BaTiOj3 : en dessous de la
température de Curie, apparait une polarisation rémanente, un champ coercitif et une
courbe d’hystérésis P = f(Eex).

14. ELECTROMAGNETISME DE LA MATIERE : MILIEUX AIMANTES
14.1. Dipole magnétique

o Potentiel a grande distance d’une boucle de courant plane
On définit son moment dipolaire magnétique par

M=1IS7

ou I est l'intensité du courant circulant dans la bouche, § sa surface est 7# sa normale
sortante.
Elle crée en tout point M, distant de » de son centre O, le potentiel-vecteur

AM) = 4“‘) M A OM

3 M

e Généralisation pour une boucle de courant non plane -

M—éﬁﬁA@

¢ Dipodle magnétique soumis 2 un champ magnétique extérieur uniforme

— La résultante des forces appliquées au dipdle magnétique est nulle :

—

SF=0
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. . . 5 . = — = —
Si le champ magnétique extérieur n'est pas uniforme : 2 F = grad(M - Bey).

— Le moment résultant des forces appliquées au dipdle vaut :

- = =
I' = M A Bex

— Dénergie potentielle du dipdle s’écrit :

- —
U=—M - Be

J—
Elle entraine deux positions d’équilibre : 'une est stable quand M et B, sont paralléles

. — —_— . ,
et de méme sens, l'autre instable quand M et B, sont paralleles et de sens opposés.

14.2. Moments dipolaires magnétiques dans la matiére
e Matériaux dia-, para- et ferro-magnétiques
. H .
Sile champ By n'est pas uniforme :
.
— matériau diamagnétique : les moments M sont repoussés par les champs intenses avec
= —
M/ — Bex,
Yo Yond H . , .
— matériau paragnétique : les moments M sont attirés par les champs intenses avec
—  —
M //Bex,
;- ,o. ) . Iy - N
— matériau ferromagnétique : 'attraction entre M et By est trés importante.

On définit 'aimantation (ou polarisation magnétique) comme le moment magnétique
moyen par unité de volume :

2

N

N
M =

7

e Moment magnétique et moment cinétique atomiques

Dans une image « simplette » ot 'électron est animé d’un mouvement circulaire uniforme
—

. — o« L. =
de rayon a, de vitesse @ autour du noyau N, son moment cinétique vaut L = amv#n .

Son moment magnétique orbital vaut :
— g —
M, =L
2m
g

ou —— est le rapport gyromagnétique.
2m . . . . . .
Les résultats de la mécanique quantique relativiste conduisent a définir :
. - -2

— le moment magnétique de spin: Ms = = § ou § estle moment cinétique intrinséque

m
de spin de I'électron,

— — —

— le moment cinétique total de 'atome : J +

— le moment magnétique total de 'atome : M= g217 ol g est le facteur de Landé.
m
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14.3. Description d’un échantillon de matiére aimantée

Vecteur aimantation : voir partie 14.2.

Courants ampériens : ils assimilent le mouvement des électrons a une boucle de courant
de quelques angstroms de rayon.

Courant superficiel d’aimantation : si 7" est la normale sortante au matériau d’aiman-
—

tation M, on a :

e

Je =MAT

Courant volumique d’aimantation

- —
j = rotM

14.4. Equations de Maxwell dans la matiére aimantée

On définit 'excitation magnétique par

—
— B —
H=—-M
Heo
Léquation de Maxwell - Ampere devient :
0D
B —
rotH = J +—
ot

Le théoréme d’Ampére généralisé s’écrit :

— = BCI)B
H-dl = Ienlacés + T

H .
ol (DB est le flux du vecteur déplacement D sortant de la surface définie par le contour

. . ﬁ
sur lequel on calcule la circulation de /.
Les relations de passage s'écrivent :

Bn2:Bn2
e " —
H,— Hy = j; /\7?2)

N
ol j, représente les courants surfaciques autres que ceux d’aimantation ou de polarisation.
La susceptibilité magnétique x,, et les perméabilités magnétiques relative ., et absolue
w sont définies par :

— — — — — —
M = xnH et B = po(1+ Xm)H = pope H = pH

Ces relations sont valables pour des matériaux paramagnétiques (X, ~ 107°) et diama-
gnétiques (Xm =~ —107%). Elles ne sont pas valables pour des matériaux ferromagnétiques
ol X dépend de H et peut atteindre 10°.
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Exelcices

[ENONCES

Forces, champs et potentiels électrostatiques

Expérience de Millikan

Une petite goutte d’huile, assimilée @ une sphére homogeéne de rayon r et de masse
volumique p est pulvérisée entre les armatures horizontales d'un condensateur plan.
Un générateur permet d’établir entre ces armatures, distantes de &, une différence de
potentiel U.

Dans le cas des trés faibles vitesses, l'air, de masse volumique p,, exerce sur la goutte,
animée d’une vitesse @, une force de frottement qui peut s'exprimer selon la loi de Stokes :

]_F) = —6nmro

ou 7 est le coefficient de viscosité de I'air.

Lors du passage dans le « vaporisateur », la goutte s’est chargée et porte la charge ¢. Son
mouvement est ensuite observé au microscope.

Données : p = 885 kg.m73; po = 1,3 kg.m73; mn= 1,85.107° uSI; 4 = 6 mm;
U=200V;g=981ms 2

1. Faire le bilan des forces exercées sur la goutte sans oublier la poussée d’Archimede.

2. Etablir I'équation différentielle a laquelle obéit la vitesse de la goutte. Montrer que la
vitesse atteint rapidement une valeur limite que 'on notera v;. Au bout de combien de
temps peut-on faire une mesure correcte de cette vitesse limite ?

3. En I'absence de champ électrostatique, que vaut la vitesse limite ©, atteinte par la
goutte » En déduire I'expression de son rayon 7 en fonction de .

A.N. Dans ces conditions la goutte parcourt 1 mm en 8,9 s. Calculer 7. Une mesure
optique aurait-elle été possible ?

4. Calcul de la charge portée par la goutte : exprimer o en fonction de v, et en déduire
I'expression de ¢. Calculer la charge de la goutte, sachant que celle-ci parcourt 1 mm en
6,4 s, en présence de champ électrique. Conclure.

Champ et potentiel d'un disque de rayon R chargé
en surface

La densité surfacique de charge portée par le disque est notée o, elle est supposée
constante.

1. Quelle est, par raison de symétrie, la direction du champ électrostatique créé en un
point quelconque de 'axe du disque, situé 4 la distance z de son centre ? Calculer la norme
de ce champ.

Représenter graphiquement les variations de £ en fonction de z. Le champ est-il continu
a la traversée du disque chargé ? Calculer la discontinuité éventuelle.
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2. Que vaut E loin du centre du disque (z > R) ? Interprétez le résultat.

3. Que vaut E, de part et d’autre du disque, lorsque R — 00 ? On obtient ainsi le champ
créé par un plan uniformément chargé.

4. Calculer le potentiel en un point M de I'axe situé a la distance z du centre du disque, a
partir de la définition du potentiel d’'une charge ponctuelle.

Reprendre ce calcul a partir de l'expression du champ électrique obtenue 4 la question 1.
Représenter graphiquement 7 en fonction de z. Traiter le cas ot z > R.Traiter le cas ou
R — o0 (plan infini).

Y a-t-il discontinuité du potentiel a la traversée du disque ?

Champ et potentiel d'un dipéle électrostatique
a grande distance

Lensemble des deux charges ponctuelles —¢ et

+¢,situéesen A eten B, telles que AB = 4, forme - -- A - -
un dipole électrostatique que l'on définit par son

. . = p=ard - —
moment dipolaire p = —gOA + ¢OB = ¢d 7w/,
oll % est un vecteur unitaire porté par AB et dirigé de la charge —g vers la charge +g¢.

1. Quels sont les plans de symétrie du systeme ? Quelles en sont les conséquences pour
le potentiel ¥ (M) et le champ électrostatique E)(M), en un point M quelconque de
I'espace ?

2. Calcul du potentiel 7 (M) a grande distance : soit O le milieu de AB, M un point
quelconque de I'espace défini par ses coordonnées polaires :

r=OM et  0=(a,OM)
Donner l'expression de ¥ (M), dans le cas ou 7 >> 4 :
— en fonction de ¢, 4, 7 et 0
— en fonction de p, 7 et 0;

. — -~
— en fonctionde p, 7 =OMetr.

3. Calcul du champ électrostatique a grande distance (r >> 4) : connaissant 'expression
—

du potentiel V' (M), déterminer les composantes E;, Ey et Eg, de E (M) en coordonnées

sphériques.

Cas de la molécule d'HCI

La distance entre le noyau de chlore et le noyau d’hydrogéne vaut 4 = 1,28.107° m.
On suppose, dans une premiere approximation, que 'électron de 'hydrogéne est transféré
entiérement sur 'atome de chlore. Il forme alors, avec les autres électrons du chlore, une
sphére chargée négativement, centrée sur le noyau de chlore.
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1. Calculer le moment dipolaire de la molécule HCI correspondant a cette hypothese.

2. En réalité, le moment dipolaire électrique expérimental de la molécule vaut
3,6.107%° C.m. En déduire la position exacte du barycentre des électrons dans la molécule.
Données : charge de I'électron : —1,6.10"Y C; numéro atomique du Cl: 17.

Dipéle électrique rigide dans un champ
électrostatique extérieur

1. Soit deux charges —¢ et +¢ placées en A et B, distantes de AB = 4 et situées dans un
—
champ électrostatique E.y; uniforme.

a. Exprimer la force résultante et le moment du couple s’exercant sur le dipdle en fonction
. . —
de son moment dipolaire p .

b. Montrer que I'énergie d’interaction entre le dipéle et le champ extérieur vaut :
_—
U= - P . Eext

c. Etudier les positions d’équilibre du dipole et discuter leur stabilité.

2. Le dipole est placé maintenant dans un champ électrostatique extérieur quelconque.
a. Etablir Pexpression de la force résultante s’exergant sur le dipole.

b. Etablir l'expression du moment du couple agissant sur le dipole.

c. Quelles sont les actions de ce couple et de la force résultante ? Existe-t-il une position

d’équilibre du dipole ?

d. Que vaut 'énergie d’interaction entre le
dipole et le champ extérieur ?
. - — .
3. Le dipole précédent p, est maintenant
. PN —
placé dans le champ d’un autre dipéle p;.
a. Donner I'expression du champ électro-
. ’ 7 . A -
statique créé par le dipole p1 au centre O,

du dipéle 7,.

b. Exprimer I'énergie d’interaction entre
— =
1 et po.

c. Application : y a-t-il attraction ou

51 ﬁz —_— P —_— Py
, B . , . . —_— 5 — ﬁ
répulsion dans les trois représentations ci- 2 2

contre, les centres des deux dipoles étant 1" cas 2% cas 3¢ cas

toujours distants de 7 ?

d. Conclusion : comment doivent étre disposés les dipoles électrostatiques des macromo-
lécules polaires les plus stables ?
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Equations locales de I'électrostatique

Détermination d'une répartition de charges

Une sphere S, de centre O et de rayon a, porte une densité volumique de charges p
ainsi qu'une densité surfacique o. La répartition des charges est telle que le champ
—

électrostatique E en tout point M intérieur a la sphere est de la forme :
— — _
Eint = aOM + EO U,

ol a et E, sont des constantes et %, un vecteur unitaire porté par 'axe 2’z.

La symétrie suggere que p et o sont des fonctions de 7 et de 6 seulement (en coordonnées
sphériques).

1. Exprimer les composantes de EX(M) en coordonnées cartésiennes.

2. En déduire l'expression du potentiel électrostatique V;n:(M) en fonction de «x, y et z a
une constante additive prés que 'on notera C. Montrer qu’en coordonnées sphériques, ce

potentiel s’écrit : Ve (M) = _(1/2)a72 — Eyrcos® + C

3.a.A partir de la forme locale du théoréme de Gauss, déterminer la densité volumique
de charge p(M) dans S. Comment varie-t-elle ?

b. Retrouver ce résultat en utilisant 'équation de Poisson.
4. Calculer la composante radiale ETBZ(M) du champ dans S en fonction de 7 et 6. Quelle
est sa limite lorsque 7 tend vers a par valeurs inférieures, 4 6 constant ?
5. A l'extérieur de S, le potentiel est de la forme :
VM) = (ad® /7)1 (N cos 0/7%)
ol \ est une constante inconnue. Calculer C et A.

6. Calculer la composante radiale EX(M) du champ a lextérieur de S, en fonction de »
et 0. Quelle est sa limite lorsque 7 tend vers a par valeurs supérieures, 4 § constant ?

7. Déduire des résultats précédents la densité surfacique de charges o portée par S.
Comment varie-t-elle ?

8. Montrer que, lorsqu’on calcule la charge totale portée par S, la répartition surfacique

donne une contribution nulle. Calculer la charge totale Q de S.

9.a. En généralisant la définition du moment dipolaire en O de plusieurs charges ponc-
, . . . — A . . . .
tuelles, définir le moment dipolaire py, en O, di a la charge volumique, ainsi que le

. . — .. )
moment dipolaire pg,f en O, di a la charge surfacique.

— _ — s
b. Montrer que pyol = 0 et que pyyf est paralléle a .

c. Calculer le moment dipolaire total ? de la spheére en O.

10. Réécrire V(M) en fonction de Q et p. Discuter 'expression obtenue.
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Conducteurs en équilibre électrostatique

Condensateur sphérique

On considere, dans 'air, une spheére creuse (S;) conductrice de rayon R; et une spheére
creuse (S;) concentrique, de rayon R, > R et d’épaisseur infiniment mince. On désigne
par Q; et Q) les charges totales portées par chacune des spheres et par 7 et V5 leurs
potentiels respectifs.

1. Etablir Iexpression de la capacité C du condensateur sphérique ainsi formé.

AN.R, =2Ry; R; = 9.1072 m; calculer C.

2. On applique une différence de potentiel V, = V7 — V, entre les armatures de ce
condensateur. Que vaut la charge du condensateur Q, ? A.N. 7, = 2000 V.

3. Ce condensateur de capacité C est ensuite isolé, puis relié a un autre condensateur
sphérique de capacité C', initialement neutre. Exprimer, dans le nouvel équilibre élec-
trostatique, les charges Q et Q' de chacun des condensateurs en fonction de C, C’ et V.
Déterminer la différence de potentiel 7 aux bornes des condensateurs. Calculer Q, Q" et

V dans le cas ot ¢’ = 3C.

Pression électrostatique

Une sphére conductrice S, de rayon R, est suspendue a un fil isolant
OOQ'. Elle est portée au potentiel V.

Au point d’attache O, on interpose un petit disque circulaire C,
conducteur, d’épaisseur négligeable, de masse 7 et de rayon » < R.
Ce disque est en contact avec la sphére et peut coulisser sans frot-
tement le long de OO’. On admet que la répartition des charges a
la surface de I'ensemble (sphére + disque) est celle d'une sphere de
rayon R portée au potentiel V.

1. Exprimer la pression électrostatique en fonction de R et V.

En déduire la force électrostatique qui s’exerce sur le disque.
2. Pour quelle valeur ¥, du potentiel 7 le disque décolle-t-il de la spheére ?

3.A quelle hauteur 4 au dessus du point O, le disque s’éleve-t-il lorsque le potentiel de la
sphere vaut V' > 1, ?

Condensateur plan

Les armatures d’un condensateur plan ont chacune une surface § et sont distantes de 4.
1. Calculer sa capacité.

2. Le condensateur ayant une charge O, on éloigne les armatures en les conservant paral-
leles et en regard, jusqu’a ce que leur distance soit égale a d’ > d. Pendant ce déplacement,
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les armatures sont isolées et la charge O reste constante. Calculer le travail fourni par
lopérateur et le comparer a la variation d’énergie électrostatique du condensateur.

3. Méme question lorsque le déplacement de & a d’ est effectué sous une différence de
potentiel constante entre les plaques.

Etude de décharges électriques (d'aprés CAPES 1993)

Pour mesurer les tensions importantes

qui peuvent prendre naissance lors
d’un phénomeéne météorologique, on
peut avoir recours au dispositif ci-
dessous, simplification de I'électro-
métre d’Abraham. 0
Ce dispositif comporte essentielle-

ment un plateau (P) circulaire, de sur-
face § sur I'axe duquel est soudée d’'un
seul coté une tige (T); la tige est

constamment maintenue horizontale
grice 2 une suspension bifilaire (O1, by, O, by); les barres by et b, sont constamment
dans un plan vertical - celui de la figure -, et leur longueur commune est /,. La masse de
cet équipage mobile est 7.

On met en regard du plateau (P) un plateau (P,) qui est relié a 1a terre. Lorsque I’ équipage
mobile est également au potentiel nul, 41 et 42 sont verticales et la distance P — P, vaut ¢,.
Si T'on soumet I'équipage mobile a un potentiel V, il se déplace sous l'effet d’actions
électrostatiques que l'on considérera comme situées exclusivement sur (P). Le champ
électrostatique régnant entre (P) et (P,) est supposé étre celui qui y régnerait s’il n'y avait

pas d’effets de bord.
1. V/ étant donné et § supposé connu, quelle est I'expression de la force F qui s’exerce
sur le plateau (P) en fonction de &,, V, §, ¢, /, et 6?

2. En déduire I'équation qui donne la valeur de 6 a I’équilibre en fonction des parametres
€0, V, S, €0, Ly, met g.

3. On suppose que V est suffisamment « faible » pour que 6 < 1°. Donner dans ce cas
une expression approchée de 6 en fonction des mémes paramétres.

4.Onprend §=102m? ¢,=10"'m, /, = 1 m, m = 1 kg, g = 9,81 m.s~2.
a. Quelle est la valeur maximale que pourrait prendre 0 ?

b. On considére que I'appareil ne peut fonctionner que si 6 ne dépasse pas la moitié de
cette valeur maximale. A quelle tension maximale mesurable 7 ceci correspond-il ?

166



Energie potentielle d'interaction électrostatique

Energie potentielle d'une distribution volumique
de charges

On se propose de calculer, de trois fagons différentes, 'énergie potentielle électrostatique
d’une spheére de rayon R, chargée uniformément en volume et portant une charge Q.

1. En calculant une intégrale faisant intervenir la charge volumique p et le potentiel V(r)
créé par la sphere en tout point de son intérieur.

2. En imaginant que la sphére est construite par couches successives, c’est-a-dire en
coquilles sphériques de charge volumique p, de rayon 7 et d’épaisseur dr.

3. En utilisant la densité locale d’énergie.

Energie potentielle d'un cristal ionique
a une dimension

Calculer I'énergie électrostatique d’une rangée infinie de charges ponctuelles portant
alternativement la charge +e et —e, espacées chacunes de la distance a. (On pourra
utiliser le développement limité de Ln(1 + x)).

Champ et force magnétiques : la force de Lorentz

Particule libre dans un champ magnétique uniforme
(d'aprés agrégation, option chimie, 2002)

Une particule non relativiste de masse 7 et de charge ¢ (de signe quelconque) se déplace
a la vitesse @, dans un référentiel galiléen ; cette vitesse est contenue dans le plan Oxy.
A partir de linstant # = 0, elle pénétre dans un espace ou régne un champ magnétique
? = Bu, (B > 0), uniforme et constant.

Nature de la trajectoire

1.a. Comment peut-on justifier que seule la force de Lorentz soit a prendre en compte pour
décrire le mouvement de la particule ? Ecrire la relation fondamentale de la dynamique a
I’aide du vecteur vitessse T .

b. Montrer que la trajectoire est plane et que la vitesse est constante en module. Quelle
est cette trajectoire > Exprimer en fonction de m, v,, |¢|, et B, la période de rotation 7

—
ainsi que le rayon de giration R. Dessiner la trajectoire orientée et le champ B dans le
casou g < 0.

c. Quel est le role du champ magnétique sur la trajectoire ?

. . c~, . . e — N
d. Comment la trajectoire est-elle modifiée si la vitesse initiale v, posséde une composante
Vo, suivant 'axe Oz ?
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e. A.N. un électron libre, de vitesse initiale négligeable, est initialement accéléré sous une
d.d.p. AV = 10 kV. Quelle est alors sa vitesse v, au moment ot il est injecté dans un
appareil de Crookes dans lequel régne un champ magnétique B = 5.1073 T. Que valent
RetT?

Stabilité de la trajectoire : pour étudier les petits mouvements de la particule au voisinage de
lorbite d’équilibre dans le champ B, il est commode de se placer en coordonnées cylin-
driques (7, 8, z) et de considérer les petites variations autour des grandeurs d’équilibre :

R+ do + ' 0+
r= € ; —=—w o ; 2= b4
ds ¢

2.a. Projeter 'équation du mouvement sur les trois axes U, uy et u, en introduisant la
grandeur algébrique wc = ¢B/m, dont la valeur absolue est la pulsation cyclotron 27/ 7.
b. Montrer que la projection sur % conduit, en se limitant aux termes d’ordre un, a une
relation simple entre les variations € du rayon et o’ de la vitesse angulaire.

c. En déduire que la projection sur %, conduit alors 2 une équation différentielle du
second ordre en €; conclure quant a la stabilité radiale et a la stabiblité orthoradiale.

d. Qu'en est-il de la stabilité axiale pour v,, quelconque ?

Effet Hall dans un ruban conducteur (d'aprés agrégation,
option chimie, 2002)

Une plaquette conductrice de
grande longueur suivant O, de lar-

geur a et d’épaisseur &, est par-
courue par un courant d’intensité
I réparti uniformément sur toute la

section droite.

En présence d'un champ magné-

tique uniforme et permanent

? = Bu, perpendiculaire au ruban, les lignes de courant restent, en régime perma-
nent, des droites paralleles 2 Ox. AC est un segment parallele a Oy.

1. En raisonnant qualitativement sur un porteur mobile de charge ¢ (positive ou négative),
montrer qu'une différence de potentiel V', = Va4 — V¢ prend naissance entre les points A
et C des deux cotés de la plaquette ; quel est son signe ? dépend-il de celui de ¢?

2. Donner le champ de Hall Fh puis calculer algébriquement la tension de Hall 7}, qui
apparait aux extrémités du segment AC en fonction de I, B, 4 et R, = 1/ng, constante
de Hall, ou 7 est le nombre de porteurs par unité de volume.

3. Le matériau est un conducteur métallique, le cuivre, de masse volumique p et de masse
molaire M dont on admet que chaque atome met en jeu un électron libre.

— Donner 'expression puis la valeur numérique de 7.

— En déduire la valeur de la constante de Hall Ry,.
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— Calculer la tension de Hall 7%, (2 exprimer dans une unité adaptée) pour un champ
magnétique B = 1T, une intensité I = 1 A et une épaisseur 4 = 0,1 mm. Commenter

ces valeurs numériques.

4. Citer une application de l'effet Hall que 'on retrouve dans les classes de lycée. Quel
type de matériau utilise-t-on dans cette application ?

Mesure de e/m (d'aprés CAPES interne 1994)

On se propose d’étudier une expérience de cours mettant en évidence le mouvement d’une
particule chargée dans un champ magnétique uniforme et stationnaire, ainsi que la mesure
du rapport e /m de I'électron. Pour réaliser, dans un certain volume, un champ magnétique
sensiblement uniforme, on utilise le dispositif des bobines de Helmoltz. Lappareil utilise
un tube a électrons qui est centré sur 'axe des deux bobines. Pour visualiser la trajectoire
des électrons on n'opére pas dans le vide, mais dans une ampoule ol 'on a introduit,
apres que le vide a été fait, de la vapeur de mercure, a la pression de vapeur saturante. Les
électrons sont émis par une cathode chaude et sont ensuite accélérés par la différence de
potentiel existant entre la cathode et 'anode cylindrique. Une partie des électrons émis
sort du dispositif par une petite ouverture située au centre de 'anode cylindrique. Le
faisceau d’électrons, émis de fagon continue, est focalisé par une grille prévue a cet effet,
et devient sensiblement homocinétique. Les collisions entre les électrons ayant acquis
une énergie cinétique suffisante et les atomes de mercure ionisent une fraction de ceux-ci.
La capture des électrons libres par ces ions permet 'émission du spectre du mercure et
sa radiation bleu-vert caractéristique. La recombinaison et 'émission ayant lieu pres du
point d’'ionisation, le trajet du faisceau d’électrons est rendu ainsi visible par la vapeur de
mercure.

On désigne par —e la charge de I'électron et 7 sa masse. Dans cette étude on supposera
le champ magnétique uniforme et stationnaire, et 'on admettra que le mouvement des
électrons a lieu dans le vide.

1. Dans le référentiel galiléen d’étude choisi, le champ magnétique B = B, est dirigé
selon I'axe Oz. On se place dans le cas ot le vecteur vitesse initiale v est perpendiculaire
a la direction du champ magnétique;; 2, sera dirigé selon I'axe Oy. A Pinstant initial,
t=0,onaalors:x =y =2=0, v = v, = 0 et v, = .

Montrer que la trajectoire est un cercle dont on déterminera le rayon r en fonction de
B, e, m et v,. Préciser sur un schéma le sens de parcours de I'électron sur cette trajectoire.

2. On note U la tension d’accélération entre la cathode émettrice et 'anode ; en déduire
I'expression du rapport e/m de I'électron en fonction de B, U et r.

AN.U =200V, r =(41+0,2) cm, B = 1,17 mT. Déterminer le rapport e/m de
Iélectron en supposant que la plus importante cause d’erreur est celle sur la détermination
du rayon 7 de la trajectoire. En déduire la valeur de la masse de I'électron en supposant
que la valeur de sa charge est connue.

2. ELECTROMAGNETISME 169



3. Le vecteur vitesse initiale o, fait maintenant un angle o avec le champ magnétique.
Ceci peut étre obtenu en tournant le tube. En choisissant les axes Ox et Oy tels que v, soit
dans le plan yOz, on a alors les conditions initiales suivantes : x = y = z = 0,75 = 0,
Vo = Uo COSQ €t oy = Uy sin . Donner 'équation et préciser la nature de la nouvelle
trajectoire.

Principe de l'oscilloscope (d'aprés manuels de terminale
scientifique)

Les électrons, émis par effet thermoélectronique sur une cathode C, sont accélérés par une
anode A, traversent deux plaques horizontales Y et Y’ de longueur / puis deux plaques
verticales X et X', ils rencontrent enfin ’écran E, situé a la distance L du milieu des
plaques Y'Y. Soit 2’z I'axe longitudinal de l'oscilloscope, dont l'origine O est située a
I'entrée des plaques YY'. Soit '« et y'y les axes de I'écran, centrés au milieu de I'écran.
On impose une tension Upc entre I'anode et la cathode.

1. Faire un schéma de l'appareil.

2. On impose une tension Uyy = U entre les plaques Y'Y qui dévie les électrons vers le
haut.

— Etablir 'équation y = £(z) de la trajectoire des électrons entre O et Iécran.

— Montrer que la déviation du spot sur U
I'écran est proportionnel a U. Exprimer

le coefficient de proportionnalité.
3. U est une tension sinusoidale de période /] /] /] /] /]
T. La base de temps de l'oscilloscope est T t
une tension en dents de scie de période 77 ‘/ l/ l/ ‘/ |
dont de la forme est représentée ci-contre.
Que voit-on sur I'écran lorsque 77 = 7,
lorsque 77 = 2T etlorsque 77 = T'/2?

Principe d'un tube de télévision (d'aprés manuels
de terminale scientifique)
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Les électrons sont injectés au centre de la cathode C avec une vitesse négligeable. Ils
sont ensuite accélérés par 'anode A. Ils sortent du centre de 'anode A avec la vitesse
v, = 2,3.10" m/s.
1. Que vaut la tension Uac ? On donne la masse de 1électron :

me = 9,1.107! kg.
Ces électrons sont ensuite soumis, dans la région P, a 'action de deux champs magnétiques
uniformes 1?1) et ]?; , tous les deux orthogonaux a Ox et orthogonaux entre eux. La largeur
de la région P vaut / = 2 cm le long de Ow. L'écran est situé a la distance D = 27 cm du
centre de la région P.
2. Siseul le champ E agit et que sa norme vaut 0,7 mT, les électrons sortent de la région
P en S et sont regus sur 'écran au point I. Quel est le sens de El) ? Que vaut le rayon de
la trajectoire des électrons dans P ? Quelle est leur vitesse en S ? Quelle est la nature de
leur trajectoire entre S et I? Quelle est 'ordonnée du point d’'impact I des électrons sur
I'écran?
3. St seul le champ Ez) agit, quelle est sa direction, son sens et sa norme, sachant qu’il
provoque un déplacement horizontal des électrons sur Iécran, leur point d’'impact étant

alors K tel que OK = OI/2?

Principe d'un cyclotron (d'aprés manuels de terminale
scientifique)

Il comprend deux dees (enceintes semi-circulaires) Dy et D, placées horizontalement
dans un champ magnétique uniforme, perpendiculaire a leur plan. Entre ces dees régne
un champ électrique alternatif d’amplitude 10 kV/m. Les particules ainsi accélérées sont
des protons (m = 1,67.107% kg) injectés au centre sans vitesse initiale. Le rayon des dees
vaut R = 0,8 m.

1. Faire un schéma du systéme en précisant le sens des champs et la trajectoire des protons.
2. Quelle est la fréquence du champ électrique alternatif ?

3. Quelle est la nature du mouvement des protons entre et dans les dees ? Quelles sont les
accélérations auxquelles ils sont soumis ?

4. Quelle est I'énergie maximale (en eV) acquise par les protons a la sortie ?

5. Quelle tension U aurait-il fallu pour accélérer linéairement ces protons ?

6. Combien de demi-tours ont été accomplis dans chaque dee?

Principe d'un spectrométre de masse (d'aprés CAPES
agricole 2000)

Une forme de dopage chez les sportifs consiste a utiliser des stéroides anabolisants,
comme la testostérone, difficiles a mettre en évidence du fait de leur présence naturelle
dans lorganisme.
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En 1996, une recherche a montré que

P
0]

les rapports de concentration entre le

(1 (

carbone 12 et le carbone 13 sont dif-
férents selon que la molécule est de

synthese ou d’origine naturelle. Pour (1) chambre d'ionisation
(2)chambre d'accélération
(3)chambre de déviation
tion de 'hormone a partir d'un préle- (4) détecteur ou compteur
lié a un d'ordinateur

mesurer ces taux, on procéde a 'extrac-

vement d’urine. Le dioxyde de carbone

provenant de la combustion du stéroide
est ionisé (chambre 1) sous la forme CO; . Les deux types d’ions sont alors accélérés entre
les plaques P et P’ sous une tension de 4 kV (chambre 2), puis soumis & un champ magné-
tique de 0,25 T dans une chambre semi-circulaire (3). On observe une déviation de la
trajectoire des deux ions. Un comptage des deux ions est effectué en sortie (zone 4). On
négligera l'action de la pesanteur.

Données : IZC; cm=731.10"2 kg; 13C; cm = 747.1072 kg;e = 1,6.1071 C.
1. Calculer la vitesse de chaque ion a la sortie de la chambre d’accélération (2).

2. Dans la chambre de déviation (3) :

— —

— indiquer le sens de B par rapport au vecteur unitaire £ pour que I'impact ait lieu
en (4),

— montrer que le mouvement des ions est circulaire uniforme,

— calculer la valeur du rayon de chacune des trajectoires.

3. Calculer la distance qui sépare les points d’impacts des ions en (4).
4. Pour chaque échantillon analysé, on établit un coefficient 8 défini par :

_ R-R,

) X 100

0

N,

ou R = ]71 est appelé le rapport standard (pour R, = Nyg/Nyo,Nig = 2307 et
2

N,y = 25), N; et N, étant le nombre d’impacts respectifs de 12C; etde B3 C; . Un sportif

est dit « positif » si le coefficient 8 est inférieur a —27.
Un test a donné les résultats suivants : N; = 2 : 320 et IV, = 26. Ce test est-il « positif » ?

Remarque : il serait bon, a se stade, de revoir également les principes de la microscopie
électronique (voir par exemple le livre de Terminale S, tronc commun, édité chez Nathan
p. 46-147) ainsi que les caractéristiques des champs magnétiques terrestre et solaire (voir
par exemple I'Encyclopédia Universalis).

Symeétries du champ magnétique. Théoréme d'Ampére

Le fil rectiligne (d'aprés agrégation option chimie 2002)

On se place en coordonnées cylindriques de vecteurs unitaires u;, , g, ;.
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1. Un fil rectiligne illimité, de section circulaire de rayon 4, dont I'axe de révolution
coincide avec 'axe Oz, est parcouru par un courant d’intensité I'; la densité volumique
de courant 7 y est supposée uniforme sur une section.

Apres avoir examiné les propriétés de symétrie et d’invariance, donner I'expression du
champ E) créé en un point quelconque, intérieur ou extérieur au fil, a une distance 7.
Tracer la courbe B(r). Le champ est-il continu en » = 2 ? Commenter cette propriété.

2. AN. Calculer Bar = 1cm pour I =1 A et a = 1 mm; comparer cette valeur  celle
de la composante horizontale du champ magnétique terrestre.

3. Au cours d’un orage, un éclair peut étre assimilé a un fil rectiligne de rayon 2 = 12 cm
parcouru par un courant d’intensité I = 10° A. A moins de quelle distance du point
de chute de I'éclair, I'aiguille d’une boussole risque-t-elle d’étre désaimantée sachant que
cela se produit lorsqu’elle est placée dans un champ supérieur a By = 2,4.1073 T'?

La spire circulaire (d'aprés agrégation option chimie 2002)

Une spire circulaire de centre O, d’axe Oz et de rayon a est parcourue par un courant
d’intensité I. A partir d'un point IV, de son axe, elle est vue sous un angle 2a.

—
1. Apreés avoir examiné les propriétés de symétrie, déterminer le champ B(M,) en

ol
fonction de a et de la valeur du champ au centre B(O) = 3— Tracer la courbe B,(z)
a

correspondante.

2. Un point M voisin de M, se trouve a
la méme abscisse z, mais a4 une distance r
de 'axe. On note B,(z) = B,(r = 0,2).
Montrer a partir de la conservation du flux, a

que si 7 est suffisamment petit devant 4, la 5 )
composante radiale du champ en M s’écrit :

_rdBo(2)
2 dz

Quel est le signe de B,(r, z) ? Etait-il prévisible ? Esquisser et orienter les lignes de champ

Bi(r,z) =

autour de la spire et de son axe.

Le solénoide (Agrégation externe option chimie 2002)

Un solénoide d’axe Oz est constitué d’'un bobinage serré modélisé par 7 spires circulaires
par unité de longueur. Les spires ont un rayon @ et sont parcourues par un courant
d’intensité 1.
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On considére une épaisseur dz Seaes PPROIR

de spires au point P de cote z . \ 7 ‘\?@A M

. R . o
et un point M sur l'axe a par- ”

P z

tir duquel les extrémités du solé-

LERXRRRROIZIS)

noide sont vues sous un angle a4

et a (orientés positivement dans le sens indiqué sur la figure).

1. Déterminer l'expression du champ E(M) en un point M quelconque de I'axe en
fonction de o et ay.

2. Quelle est, en fonction de a et de la longueur L du solénoide, la valeur du champ
au centre de celui-ci. Que devient cette valeur si le solénoide est infiniment long ? Pour
quelles valeurs du rapport L/2a peut-on considérer que le champ au centre differe de
moins de 1 % de celui du solénoide infiniment long ?

3. Montrer qu'a lintérieur et a l'extérieur d’un solénoide infiniment long le champ
magnétique est uniforme ; quelles sont ses valeurs respectives E et E ? Le champ est-il
continu ? Commenter.

Les bobines de Helmholtz (d'aprés CAPES interne 1994)

1. On considére une spire circulaire de rayon @ parcourue par un courant d’'intensité . Les
notations sont les mémes que celles définies dans 'exercice 21. Rappeler I'expression du
champ magnétique en un point de l'axe de la spire puis, en reprenant les résultats de cet
exercice, vérifier que la courbe B(z) présente un point d’'inflexion pour z = @/2. Donner
la valeur numérique du rapport B(z = a/2)/B(z = 0).

A.N. Comparer a la valeur de la composante horizontale du champ magnétique terrestre
Br = 2.107° T, la valeur du champ magnétique créé au centre par une bobine plate
comportant N = 130 spires de rayon moyen 2 = 15,0 cm, parcourue par un courant
d’intensité I = 1,70 A.

2. On considére un dispositif constitué

de deux bobines plates, identiques a celle N spires N spires

étudiée précédemment, de méme rayon
a, de méme axe et comportant chacune
N spires. Il est représenté sur la figure a a

ci-contre. Chacune de ces deux bobines o)
est parcourue par un courant électrique
constant, de méme intensité I et de
méme sens. La distance entre les centres
O et O, des bobines vaut 4. On appelle
O le milieu de O;10; et x la distance d’un point M, sur I'axe, au point O. On se propose

de montrer que pour une certaine valeur de &, que I'on exprimera en fonction de 4, le
champ magnétique varie trés peu sur I'axe au voisinage du point O : le dispositif est alors
appelé « bobines de Helmholtz ».
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Montrer que le champ magnétique au point M peut se mettre sous la forme :
B(x) = f(z =d/2 + x) + f(z = d/2 — x) ou f(2) est une fonction que I'on définira. En
effectuant un développement limité de B(x) pour x petit, faisant intervenir les dérivées
premiére, seconde et troisitme de la fonction f(z) que I'on ne cherchera pas a exprimer,
montrer que pour une certaine valeur de Z, que 'on exprimera en fonction de 4, le champ
magnétique se met sous la forme :

B(x) = 2f(d/2) + o).

A.N. Avec les valeurs numériques précédentes, calculer, dans cette configuration, le champ
magnétique au point O milieu de OO, et celle du champ magnétique au centre de 'une
des deux bobines. Conclure.

Potentiel vecteur. Flux et circulation du champ magnétique

Potentiel vecteur d'un solénoide et relations
de passage

On consideére un circuit composé de spires jointives enroulées sur un cylindre de longueur
infinie, parcourues par un courant d’intensité I. Soit 7z le nombre de spires par unité de
longueur.

1. Quelle est la direction de B enun point quelconque ?

2. On définit un contour

fermé ABCD et on applique B C
le théoréeme d’Ampere 2 la AD B c
—
circulation de B sur ce ROQO0O0000000000000O00
contour. En admettant que A cas 3 5
)

- - TS B
le champ B soit nul a I'in- | ------- e
A

fini, en dehors du cylindre,
—

montrer que B est uni- (ONOASAOXOXOXONOXONORONOXOXOJXONOXOROXO]
forme a I'intérieur (cas 1) et

nul a extérieur. Calculer son module a 'intérieur (cas 3) et déterminer son sens.
3. Ce solénoide peut étre considéré comme une nappe conductrice cylindrique parcourue

par un courant en surface de densité surfacique s, . Déterminer j, .Vérifier la relation de
passage pour le champ magnétique a la traversée d’une surface parcourue par un courant.

. . . — N . , N , .
4.a. Quelle est la direction du potentiel-vecteur 4 (M) a lintérieur et a I'extérieur du
solénoide ?
, . — .- . oq- 5 . .
b. Déterminer A en utilisant une relation locale. On utilisera 'expression du rotationnel
en coordonnées cylindriques donnée dans le paragraphe 7 du cours.

—
c. Déterminer 4 en utilisant une relation intégrale.

-
d. Connaissez-vous une troisi¢me méthode pour déterminer 4 ? Comparer les méthodes.
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Cadre au voisinage d'un fil

On considére un fil rectiligne SS’ parcouru par un courant d'intensité I;.

1. Déterminer, a I'aide du théoréme d’Ampére, le champ magnétique B créé par le fil en
un point M, situé a la distance 4 du fil.

2. Un cadre rectangulaire indéformable MNPQ, de largeur 2a,
de hauteur 5, est tel que ses cotés MN et PQ sont paralleles a SS’.
Le plan du cadre contient SS’. La médiane verticale de MNPQ_
se trouve 4 la distance e de SS’ (e > a). Enfin le cadre est parcouru e

par un courant I, dans le sens indiqué sur la figure ci-contre. N

a. Calculer la résultante des forces magnétiques agissant sur le
cadre. I

b. Calculer le flux de B 4 travers le circuit MNPQ. M

c. En appliquant le théoréme de Maxwell, retrouver la résultante S

de forces magnétiques s’exergant sur le cadre.

Induction électromagnétique

Tige mobile sur un plan incliné (d'aprés PLP2 1999)

Une tige PQ_conductrice, de masse 7 = 50 g, de longueur L = 21 cm, peut glisser sans
frottement sur deux rails conducteurs MM’ et NN’ paralléles, coplanaires, distants de L
et inclinés d'un angle a par rapport a 'horizontale.

Lors du déplacement, la tige PQ_reste perpendiculaire aux rails et 'ensemble tige - rails
est plongé dans un champ magnétique B uniforme, vertical, dirigé du bas en haut, de
valeur B = 0,40 T.

La distance parcourue par la tige sur les rails est

repérée sur 'axe Ox du plan incliné, parallele aux | M
rails, O étant le milieu de MN.
On donne pour l'accélération de la pesanteur

M

£=98 m.s~2 et on prendra a = 25°.
1. Alinstant# = 0,la tige PQ est lachée sans vitesse initiale depuis la position MN en haut
du plan incliné. Les rails ne sont en contact électrique entre eux que par I'intermédiaire
de la tige PQ.

a. La présence du champ magnétique influence-t-elle le mouvement de la tige ? Pourquoi ?
Quelle est la nature du mouvement ?

b. A quelle date la distance parcourue par la tige est-elle égale 2 4 = 0,50 m?

c. Déterminer littéralement et numériquement la force électromotrice induite dans la tige
a la date déterminée a la question précédente. On précisera le signe de cette f.e.m.

2. On relie les points M’ et N par un fil conducteur de résistance R = 0,50 . On
néglige les résistances des rails et de la tige PQ_devant R.
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a. On lache 4 nouveau PQ_depuis la position MIN. Les rails étant supposés suffisamment
longs. Comment évolue le mouvement ultérieur de la tige ? Justifier brievement l'existence
d’une vitesse limite en analysant les phénomeénes physiques mis en jeu.

b. Calculer l'intensité du courant induit dans la tige lorsque la vitesse limite est atteinte.

c. Calculer la vitesse limite atteinte.

Inductance propre et inductance mutuelle (d'apres
CAPES 1999)

1. Définitions et propriétés

a. Définir I'inductance propre L d’un circuit filiforme.

b. Soient deux circuits filiformes orientés (1) et (2). Lorsque (1) est parcouru par un

courant d’intensité 7, il crée un champ magnétique By dont le flux & travers (2) a pour
expression @1, = M, - 71. Définir le coefficient M.

c. Quelle relation lie My,, My et I'inductance mutuelle des deux circuits ?

d. Deux spires circulaires orientées

(1) et (2) sont placées successivement

d, d; d;
selon les trois dispositions dj, d; et O
d.g c1—'contre. Ces spires sont perpen- 5
diculaires au plan de la figure, la par-
tie en gras étant située en avant de ce
(1) () (1 )
(1

plan. Dans d; et dj, les deux spires

sont coaxiales et dans d3 leurs axes sont

coplanaires et orthogonaux. Indiquer éventuellement le signe de M dans chaque cas.

2. On considére une bobine placée dans l'air et comptant 1000 spires pratiquement
circulaires, enroulées sur un manchon non magnétique de 10 cm de long et de 4 cm
de diametre. Calculer son inductance propre L en l'assimilant 4 un solénoide trés long
disposé dans le vide.

3. On dispose de deux bobines identiques S; et S,, chacune
d’inductance propre L et de résistance ohmique » = 8 (). On

S, S,
repére les bornes des bobines par les lettres C et D.
Les deux bobines sont placées 4 proximité 'une de 'autre comme
C D C D

I'indique la figure ci-contre et on les connecte en série sans les

déplacer créant ainsi un nouveau dipole.

La connexion se fait selon les deux possibilités suivantes :

— dipdle (a) équivalent a une bobine S, : la borne D de S; est reliée a la borne C de
S,. Linductance mutuelle entre les deux bobines Sq et S, est notée M dans cette
configuration.

— dipole (b) équivalent a une bobine Sy, : la borne D de S; est reliée a la borne D de S,.
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On alimente successivement chacun des deux dipdles (a) et (b) par un courant sinusoidal
de fréquence /= 2 kHz.

La mesure du module de 'impédance donne Z, = 375 () pourlabobine S, et Z, = 225 ()
pour la bobine S,.

a. Exprimer les inductances propres respectives L, et Ly, des bobines S, et Sy, en fonction
de L et M.

b. Exprimer Z, (resp Z,) en fonction de 7, L, (resp L) et f.
c. Calculer L et M.

4. Quand deux bobines d’inductances propres L; et L, sont placées en série et alimentées
en courant sinusoidal basse fréquence, quelle expression de l'inductance propre de la
bobine équivalente donneriez-vous a des éléves et quelle précision apporteriez-vous quant
a la validité de cette expression ?

Etudier également le cas ot deux bobines de résistances négligeables sont disposées en
parallele.

Inductance et conversion d'énergie (d'aprés CAPES 1999)

1. Echange d’énergie entre une bobine et une

résistance. On réalise le montage de la figure Rp=100
ci-contre comprenant un générateur de tension
de f.e.m. £ = 2 V, une bobine d’inductance

E=2V

propre L = 100 mH et de résistance ohmique
r = 10 £, une résistance ohmique R, = 10 (),

un interrupteur K et une résistance ohmique

variable R réglée initialement a 200 ().
Linterrupteur K étant fermé depuis longtemps, on 'ouvre a un instant qui sera considéré
comme l'origine du temps 7.

a. Calculer 'intensité 7, du courant éléctrique dans la bobine et la valeur #, de la tension
u 2 ses bornes avant I'ouverture de K.

b. Etablir I'expression de I'intensité (#) du courant électrique dans la bobine en fonction
du temps pour # > 0 ainsi que celle de la tension #(#) a ses bornes.

c. Tracer les courbes représentatives de I'intensité #(#) et de la tension u(#) pour # variant
de —0,5 ms a 2,5 ms.

d. Par un bilan énergétique, calculer I'énergie électrique consommée par la résistance R
entre £ = 0 et £ — oQ.

e. [llustrer par un graphique I'évolution des courbes #(#) et #(#) quand R devient grand,
puis petit devant 200 ().
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2. Echange d’énergie entre
une bobine et une machine

tournante. Le circuit élec-
trique de la figure ci- L=5H machine

contre comprend un géné- r=20Q < tournante g
rateur de tension idéal de i
feem. £ = 10 V en série

avec une résistance ohmique

m=200g

R; de 20 £, un interrupteur K, une bobine d’inductance propre L = 5 H et de résistance
ohmique 71, = 20 (), une diode idéale et une petite machine tournante.

La diode idéale a une tension de seuil nulle, un courant nul quand elle est bloquée et une
résistance interne nulle quand elle est passante.

La figure ci-contre décrit

.. . machine réducteur
la liaison entre la machine tournante ;
tournante et une poulie par \ poulie
l'intermédiaire d’'un réduc- ( —2em
teur de vitesse. Si la vitesse ] § )
vitesse de rotation

de rotation de l'arbre de la _ _

. vitesse de o, =/C avec C=20
machine tournante est w, rotation ® m=200g

celle de la poulie a la sortie
du réducteur est w; telle que @ = Cw; avec un rapport de réduction de vitesse C = 20.
Sur la poulie de rayon @ = 2 cm est enroulé un fil inextensible auquel est suspendue une
masselotte de masse 7 = 200 g. On prendra g = 10 m.s 2 pour intensité du champ de
pesanteur.

La machine tournante comporte un rotor solidaire de 'arbre de rotation. Sur ce rotor se
trouve bobiné un fil électrique relié au circuit par des contacts glissants. Le déplacement de
ce conducteur dans le champ magnétique d’un aimant permanent appelé stator provoque
l'apparition d’une f.e.m. induite.

Sur le plan électrique, la machine tournante est équivalente a la i
feem. ¢ = Kw en série avec une résitance ohmique 7,,. On prendra
K =310"2 V.rad 's et r, = 50 Q. Le schéma correspondant se
trouve ci-contre.

re= 50 Q

Par convention, I'axe de rotation est orienté de facon que la masselotte

monte quand ® > 0.

Quand le bobinage du rotor est parcouru par le courant d’intensité ¢,
le champ magnétique de 'aimant permanent provoque 'apparition sur ce rotor de forces
magnétiques dont le moment par rapport a 'axe de rotation orienté est I' = Ki. Le
coefficient K est le méme que celui introduit dans 'expression de e.

a. Linterrupteur K étant fermé depuis longtemps et le rotor immobilisé, donner la valeur
i, de 'intensité 78 du courant électrique qui traverse la bobine. Quelle est la valeur de 7,
intensité du courant électrique dans le rotor de la machine tournante ?
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b. A linstant # = 0, on ouvre Iinterrupteur K. A cet instant, le rotor de la machine tour-

nante est immobile, la masse 7 reposant sur un support que 'on enléve immédiatement.

On pose 7 = 71, + 7. Etablir 'équation (e1) tirée des lois de I'électrocinétique liant les

fonctions du temps #(2), d_j‘ et w(#) avec L, » et K comme paramétres. L'état de la diode

pour # > 0 est supposé étre le méme qu’a l'instant suivant I'ouverture de K.

c. Uensemble de tous les éléments mobiles (machine tournante + réducteur + poulie

+ masselotte 7 + éléments de liaison) forme un systéme mécanique isolé noté (S) qui

posseéde une énergie cinétique Ec que 'on écrira sous la forme Ec = % Jo* ot J est le

moment d’inertie de (S) ramené a 'axe de rotation en amont du réducteur. On donne

J =3.107° kg.m?.

c.1. Dans quelle proportion la masselotte contribue-t-elle a cette valeur de J ?

c.2. Tous les frottements sont négligés.

— Sans faire de calcul, justifier que la masse 7 va d’abord monter.

— En appliquant au systéme (S) le théoréme de I'énergie cinétique entre les instants ¢
et # + dz, établir 'équation (me) liant i(#) et ccll—(;)(t) avec K, J, m, g, a et C comme

parametres.

d. Donner I'équation différentielle (dif) vérifiée par i(¢) avec L, K, J, m, g, a et C comme
parametres.

e. Sans résoudre I'équation (dif) :

. .y . . di do .
— Exprimer littéralement puis numériquement &(z‘ = 0), E(Z = 0) et la tension aux
bornes de la bobine u(z = 0.).
— Justifier que #(#) tend vers une valeur limite 7;;,, quand # devient grand.

— Exprimer littéralement puis calculer iy, ®pym €t #im.

f. La résolution de I'équation (dif) permet de tracer les courbes suivantes ou sont repré-
sentées les grandeurs 7(#) en mA et o(#) en rad.s~! pour # variant de 02 2 s.

250 - 100 -
200 - 50 1
courbe 1 courbe 2 t(s)
150 0
100 - - 50 1
50 - - 100 A
0 T T T T T T - 150 -
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 t(s)

f.1. Identifier chacune des courbes en justifiant qualitativement votre réponse.
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f.2. Préciser sur quels intervalles de temps la machine tournante se comporte soit en
moteur soit en génératrice.

f.3. Vérifier les valeurs numériques initiales et asymptotiques de 7 et .

f.4. A partir de 'une de ces courbes, déterminer I'instant ol la masselotte passe par son
altitude maximale.

£.5. Evaluer cette altitude maximale en mm en assimilant la partie de la courbe concernée
a un triangle, I'altitude étant prise nulle a I'instant # = 0.

f.6. Quand la masselotte est a son altitude maximale, calculer la fraction d’énergie initia-
lement stockée dans la bobine qui a été transformée en énergie potentielle de pesanteur.
Commenter.

Etude simplifiée d'un haut-parleur électrodynamique
(d'aprés CAPES 1991)

Un haut-parleur électrodynamique est constitué (voir schéma) :

N
— d’un aimant annulaire, d’axe horizontal x'x, créant un champ magnétique B radial et
de norme constante B dans la région utile de U'entrefer,

— d'un solénoide indéfor-
mable de méme axe x’x, com-

2\ 4

portant /V spires circulaires de
rayon a, placé dans I'entrefer

de 'aimant,
— d’une membrane M, per- i &%

M . N ) / . 3> feceeo .
pCTldlCU.lalI‘C a l'axe x'x, soli- T\ & R
daire du solénoide et pouvant u(®) — |

. 3
effectuer de faibles déplace- 5 memeige

ments axiaux autour de sa

coupe

position d’équilibre grace a
un systéme élastique que 'on

modélisera par un ressort

unique de raideur 4.

1. Lensemble mobile {membrane + solénoide}, de masse , repéré par I'abscisse x(z)
lorsqu’il est en mouvement, est soumis aux forces suivantes :

— son poids et la réaction du support verticale et opposée au poids,

— la force de rappel du ressort de raideur %,

— la résultante des forces de Laplace exercées par 'aimant sur le solénoide lorsqu’il est
parcouru par un courant d’intensité i(#),

— une force de frottement fluide proportionnelle a la vitesse :

— dx_,

= — Cy -
Hdz‘x
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Faire un schéma, en respectant les orientations données, ou figure la force élémentaire

(5)‘ s'exer¢ant sur un élément d/ de courant du solénoide (on supposera sur ce schéma
I'intensité 7 positive). Expliciter cette force élémentaire. En déduire les caractéristiques
de la résultante 7 s'exercant sur I'ensemble du solénoide (on posera ¢ = 2mwNa).

Le référentiel d’étude étant supposé galiléen, appliquer le théoreme du centre d'inertie en
projection sur I'axe x’Ox, la position d’équilibre lorsque le solénoide nest parcouru par
aucun courant étant repérée par x = 0.

En déduire 'équation différentielle liant x(#) et ses dérivées a (#) [équation 1].

. dx
2. Le solénoide se déplagant dans lentrefer a la vitesse © = —te_;, calculer la force

électromotrice induite e(#) par le déplacement en fonction de B, £ et v. On adoptera la
convention habituelle selon laquelle e est positive si, seule dans le circuit fermé, elle y fait
circuler un courant d’intensité positive, et on précisera, a 'aide d’'une figure, les autres
conventions choisies. La bobine, de résistance R et d'inductance propre L, est connectée a
une source idéale de tension délivrant la tension «(#). Montrer que 'équation différentielle
vérifiée par i(#) s’écrit :

Ri + L% —Blo=u [équation 2]

3. La source idéale délivrant une tension sinusoidale #(£) = U+/2 cos o, on se propose
d’étudier le régime forcé a la pulsation w imposée par la source. On associe a #(#) la forme
complexe u(#) = U V2e7" avec ;2 = —1. On cherche alors i(£) et v(¢) sous les formes
complexes associées :

i(£) = IV2e/ 9 = [V/2e/ et o(f) = VV/2e/ V) = p/2e/".

A partir de I'équation 1, exprimer ¥ en fonction de I. En utilisant I'équation 2, écrire la
relation liant U, I et V. Déduire des résultats précédents la relation entre U et I que 'on
mettra sous la forme U= ZI ou Z est une impédance complexe.

On note Z1, I'impédance complexe de la bobine en I'absence de mouvement de la mem-
brane. Exprimer Zf..

Montrer que I'on peut mettre Z sous la forme Z= Zy+Z,, ou Z, représente I'impé-
dance motionnelle du haut-parleur. Exprimer les parties réelle et imaginaire de Z,,, soit
Zy = Ry(w) + jXn(w), ot Ry, représente la résistance motionnelle et X, la réactance
motionnelle.

4. On se propose de tracer le diagramme d’impédance du haut-parleur. Soit P(w) le point
du plan complexe d’affine Z,(w). Montrer que le lieu décrit par le point P quand o varie
est un cercle de rayon R, tangent a 'axe imaginaire a 'origine, appelé cercle de Kennely.

Exprimer R, en fonction de B, / et .
k

— Placer les points correspondants i w — 0,0 — coetw = w, = 4/ —
m

— Dénergie fournie par la source est dissipée en partie dans la résistance ohmique R
sous forme de chaleur et dans la résistance motionnelle R, sous forme d’émission
acoustique. Dans quel intervalle de pulsation [w1, ;] 1a résistance motionnelle est-elle
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de valeur supérieure ou égale a R, ? Placer les points correspondant a g et w; sur la
courbe précédente. Exprimer w; — w;, en fonction de w et de 7.

L'expérience d'Elihu Thomson, illustration de la loi
de Lenz

Un appareil expérimental da a Elihu Thomson et figurant dans la collection de nombreux
lycées est composé de trois parties, représentées sur la figure ci-dessous.

—un solénoide (S) vertical de longueur ¢ = 13 c¢m, de rayon R = 3 cm, qui comprend
N = 320 spires jointives, donc un nombre de spires par métre » = 24,6 spires/m. (S) est
parcouru par un courant sinusoidal de fréquence /= 50 Hz.

—un cylindre plein (F) de fer doux, de longueur supérieure a £ remplit
le solénoide (S). On admettra ici, pour simplifier, qu’il a pour effet de r
multiplier par 100 les champs magnétiques créés par (S). 2l o
—sur ce noyau de fer doux, qui dépasse largement la hauteur du solénoide, :f‘a A)
on enfile un anneau métallique cylindrique (A) en aluminium, de rayon 2

R = 3 cm, de hauteur et d’épaisseur négligeables. La résistance électrique I (S)
de l'anneau vaut X = 1,75.10~* Q et son coefficient d’auto-induction =—
vaut L = 9,5 wH (on ne tiendra pas compte de L dans les deux premiéres | ®

parties du probléme). La masse de 'anneau vaut 7 = 13,4 g.
En I'absence de courant dans le solénoide, 'anneau repose sur la face supérieure de (S).
Lorsque le courant sinusoidal I(#) = I, sin w# est établi dans (S), 'anneau est éjecté de
fagon spectaculaire vers le haut, le long du noyau de fer doux, d’'une hauteur H de 30
4 40 cm. Il peut méme, dans certaines conditions, atteindre une position d’équilibre et
rester en « lévitation magnétique ».

Si cette expérience est spectaculaire et trés facile 4 mettre en oeuvre, son interprétation
théorique est plus délicate et une approche superficielle ne permet pas d’expliquer I'ob-
servation : il faut tenir compte non seulement du phénomene d’induction mais également
du phénomene d’auto-induction dans 'anneau.

On donne p,, = 47107 u.STet g = 10 m/s.

1. Etude du seul solénoide (S) (sans noyau de fer doux) parcouru par un courant d’intensité
I, constant

a. Montrer rapidement que le champ magnétique 7(1\/[) créé par une seule spire de (S)
Holo
2R

, . . . — P
représente 'angle sous lequel la spire est vue du point M et ol %, est un vecteur unitaire

en un point M de son axe 2’z peut s’exprimer sous la forme : 7(M)= sin® 07, ol 0
de I'axe de la spire. Faire un schéma.

b. En déduire l'expression du champ magnétique E)(M) créé par (S) en un point M de
laxe 2'z, situé a 'extérieur de (S), et d’ot1 'on voit les deux faces nord et sud de (S) sous
les angles respectifs 67 et 6. Faire un schéma.

c. On repére par z = OM la position du point M par rapport au centre O de la face
supérieure de (S). Montrer que ?(M) peut s’écrire E)(M) =B,f (2)7, ou 7 (2) ne dépend
que de R,/ et z.

2. ELECTROMAGNETISME 183



— Donner l'expression de B,. Le calculer lorsque (S) est seul (sans noyau de fer doux) et

pour I, =5 A.
— Donner l'expression de f(z). Calculer £(0) lorsque z = 0. En déduire la valeur numé-
rique de la norme de ?(O) pour I, =5 A.

d. Indiquer rapidement une méthode précise de mesure de B(M).

[¢]

. Sil’on déplace le point M sur 'axe z'z, ?(M) peut-il étre uniforme :

a lextérieur de (S) ?

a I'intérieur de (S) ?
Si oui, a quelle condition ? Cette condition est-elle respectée ici ?

f. Soit P un point voisin de M, situé dans un plan parallele aux spires de (S) et passant par
M. Soit r la distance entre P et 'axe 'z, < £. On se place en coordonnées cylindriques

(%, u3, #,) et on appellera E(P), E; (P) et ]?;(P) les composantes de ?(P).
f.1. On admettra que E;(P) = ?(M) Pourquoi ?

f.2. Que peut-on dire de E;(P) ? Pourquoi ?

f.3. De quelle(s) variable(s) dépend la norme de E(P) ? Pourquoi ?

f.4. En utilisant la conservation du flux du champ magnétique, sous forme locale, exprimer
B.(P) en fonction de r, B, et de la dérivée f’(z) = df /dz de la fonction (z) qui intervient
dans lexpression de B(M) (cf. question 1.c).

On rappelle qu’en coordonnées cylindriques :

1 [ a(rB,) N 9By N d(rB,)

.=
div B = -
r Jar a0 0z

f.5. Retrouver l'expression de B,(P) en utilisant la conservation du flux du champ magné-
tique cette fois sous forme intégrale. On décrira avec précision le cylindre élémentaire
utilisé pour I'intégration.

f.6. Dessiner l'allure des lignes de champ magnétique passant par M et P. Représenter
sur le méme schéma les champs et ainsi que leurs composantes.

£.7. Calculer B,(P) et B,(P) lorsque z = 0, pour I, =5 A etr = R = 3,0 cm.

2. Etude de (S) + (F)

Lorsque le noyau de fer doux (F) est introduit dans le solénoide ( S), calculer les nouvelles
valeurs numériques prises par B,, B(O), B,(P) et B,(P), définies dans la premiére partie,
lorsque [, =5 A,z =0et R = 3,0 cm.

Ce sont ces valeurs numériques que l'on utilisera par la suite tout en conservant les
notations définies dans la premiére partie.

3. Etude de (S) + (F) + (A) : premiére interprétation de I'expérience d’Elihu Thomson.
Dans cette partie, on se contentera d’'un raisonnement qualitatif, sans aucune application
numérique.
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3.a. Enoncer la loi de Lenz. Lappliquer ici pour expliquer le saut de 'anneau (A) lors de
Iétablissement du courant dans le solénoide (S). Donner une explication claire assortie
d’un schéma proprement annoté.

b. (S) est parcouru par le courant d’intensité I(t) = I, sin . Il crée en un point P voisin

rBof"(2)
2

de 'axe 'z, un champ magnétique f(P) = B, f(z)sin otu, — sinwfz, . En
déduire :

b.1. le flux ®(#) créé par le champ du solénoide a travers I'anneau, situé dans le plan
horizontal a I'altitude z. On appellera @, 'amplitude de ®(#). Exprimer @, en fonction
de B,, R et f(2).

b.2. la f.e.m. e(#) induite dans 'anneau . On appellera e, 'amplitude de e(z). Exprimer e,
en fonction de @, puis de £ (z).

b.3. l'intensité (#) du courant induit dans 'anneau . On appellera 7, U'amplitude de #(#).
Exprimer 7, en fonction de ¢, puis de f(z).

b.4. la force élémentaire de Laplace dF s'exercant sur un élément de 'anneau. Montrer
quelle comprend deux composantes dTT; et d—F; que l'on exprimera séparément.
Représenter sur un schéma, les composantes de E(P), E)(P'), d—}; (P)et d—ﬁ (P’) pour deux
points opposés P et P’ de 'anneau.

b.5. la force de Laplace résultante F s'exercant sur I'anneau. La mettre sous la forme
F = E;g(z‘). Donner lexpression de 1?0) en fonction de R, w, B,, X, f(z) et f'(2).
Donner l'expression de g(z).

c. Que vaut la valeur moyenne de F sur une période ?

Lanneau est véritablement éjecté. Le raisonnement suivi ici (partie 3) permet-il donc
d’expliquer le saut de 'anneau ?

d. Que se passerait-il si le courant circulant dans (S) était continu ? U'explication déve-
loppée dans cette partie serait-elle satisfaisante ?

4. Etude de (S) + (F) + (A) : étude plus rigoureuse de I'expérience.

On tiendra compte, a partir de maintenant, de l'auto-inductance de I'anneau (A). On
rappelle que L = 9,5 pnH.

4.a. Les réponses aux questions 3.a, 3.b.1 et 3.b.2 étant inchangées, on utilisera les
notations @, et ¢,. Donner I'équation diftérentielle régissant les variations du courant
induit #(#) dans 'anneau. La résoudre en utilisant la méthode des nombres complexes.
Mettre la solution sous la forme i(#) = i, cos(wz — ¢). Expliciter 7, en fonction de ¢,, X
et w. Expliciter sin ¢.

b. La force de Laplace résultante F exercée sur 'anneau, situé a la distance z de (S) obéit a
la méme loi que celle trouvée a la question 3.b.5, c’est-a-dire F = }70) &(2). Seule I'expres-

sion de #(#) a été modifiée : i(#) = 1, cos(wz — ¢). Exprimer F etla mettre sous la forme :
= —
F = Fa(z)B(2)u, .

Donner I'expression des fonctions a(z) et B(#).
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c. Exprimer la valeur moyenne de F dansle temps.

d. Montrer que 'anneau décolle de la position z = 0.

e. L'anneau, ainsi libéré, admet une position d’équilibre dans le champ de pesanteur.
En supposant I'anneau horizontal, comment pourrait-on calculer son altitude, mesurée a

partir de la surface supérieure du solénoide (on ne fera que poser I'équation permettant
ce calcul).

5.a. Citer deux autres expériences mettant en évidence la loi de Lenz, mais peut-étre
moins spectaculaires que celle étudiée ci-dessus. Les interpréter en une ligne et avec un
schéma. Ces expériences nécessitent-elles de faire appel au phénomene d’auto-induction
dans l'induit ?

b. Pourrait-on observer I'expérience de Thomson en introduisant 'anneau entre deux
bobines de Helmoltz ? Pourquoi ?

Les moteurs

Production d'un champ tournant (d'aprés agrégation chi-
mie 2002)

Un systeme (S) est constitué de deux solé-

£ 3 ¢ £

bl
|
!
!
|

noides identiques et coaxiaux comportant cha-
cun NV spires circulaires de rayon a et possédant

chacun une longueur £; leurs faces en regard 5

sont distantes de 2/. Ils sont montés en série )
Systeme

de telle sorte que le courant d’alimentation

d’intensité I y circule dans le méme sens.

1. Montrer que le champ au centre O du sys-
teme (S) peut, en module, se mettre sous la
forme B = £l ou £ est un coefficient a expri-
mer en fonction des caractéristiques géomé-
triques du systéme.

A.N. Calculer %2 pour £ = 7 cm, { = 5 cm,

3 TR X
a =3 cm, N = 800. En déduire la valeur de ===ttt 5+— (((((iih[ly’}i)))\) -
Blorsque I =4A. | () = i’
On met en place deux systémes (S) et (S') <r\>u == L -

identiques au précédent selon la disposition
de la figure ci-contre : les axes Oy de (S) et

Ox de (S') sont orthogonaux et se coupent

en O, milieu commun. Chaque systéme a une
résistance électrique totale R et une inductance
totale L.
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Entre les points A et B sont branchés en parallele :
— un générateur de tension de force électromotrice sinusoidale :

u(t) = UV2 cos oyt

—le systeme (S)

—le systeme (S’) monté en série avec un condensateur de capacité C.

2. A tension u(#) donnée, prévoir qualitativement le role de la capacité C sur le courant
i'(¢) dans (S") par rapport au courant 7(#) dans (S). En s'appuyant par exemple sur le cas de
la polarisation des ondes électromagnétiques, prévoir qu'au point O le champ magnétique
total est un vecteur tournant dans le plan xOy.

3. Déterminer, en utilisant la méthode des complexes, les intensités instantanées i(#) et
7'(t) sous la forme :

i(£) = I cos(woz — @) et i'(£) = I' cos(wot — @) (1)

et donner les expressions des intensités maximums I et I” ainsi que de tan ¢ et tan ¢'.

4. Montrer, en supposant que R et w, sont imposées, qu'il est possible d’exprimer L et
C pour satisfaire la double condition : I = I’ et ¢ = ¢’ — /2. Que valent dans ces
conditions I, I', g et @' ?
5. A.N. Calculer L et C sachant que R = 25,1 Q et f; = 0,/2m = 50 Hz;
—lavaleur de L (inductance totale du systéme) est-elle plausible sachant que I'inductance

N2

£
N

6. Déterminer dans les conditions de la question 4 le vecteur champ magnétique B au

propre L' d’'une bobine unique est donnée par I'expression L' = ?

point O en notant B, son module (2 exprimer en fonction de %, U et R) et u, et 7; les
vecteurs unitaires des deux axes.

A quelle fréquence ce champ tourne-t-il dans le plan xOy?

Quelle est la valeur numérique de B, avec les conditions précédentes ?

7. Connaissez-vous un autre montage simple, susceptible de donner un champ magnétique
tournant ?

Principe d'un moteur synchrone (d'aprés agrégation chi-
mie 2002)

Le montage de l'exercice précédent ou les bobines sont parcourues par des courants
alternatifs de pulsation w, produit un champ magnétique B uniforme, d’amplitude B,,
qui tourne dans le plan Oy autour de I'axe Oz avec la pulsation w, constante (le stator) ;
D’autre part, une piece mobile autour de 'axe Oz (le rotor) constitué d’'un petit aimant

N
portant un moment magnétique permanent M, orthogonal a Oz, tourne dans le plan
xOy d’'un mouvement de rotation uniforme de pulsation .
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Lavaleur de I'angle (M, B) al'instant initial est noté
o comme indiqué sur la figure. On note , le vecteur

unitaire de 'axe Oz.

Rappelons que le moment ?(t) des forces exercées B~
B T ‘tique M oq
par le champ B sur un dipole magnétique M a pour e
t=0 ®

expression :

— - =
'=MAnB

1. Calculer la valeur instantanée de ce couple magnétique F)(t) exercé par le champ B sur

—
la piece mobile. En déduire sa valeur moyenne au cours du temps ( I' (#)) et commenter
le résultat en distinguant le cas w = o, du cas ® # ,.

2. Pour quelles valeurs de w et a ce dispositif fonctionne-t-il en moteur? Justifier la
terminologie de « moteur synchrone »; I'aimant suit-il ou précede-t-il alors le champ
magnétique dans son mouvement ?

Quelle est dans ce cas la puissance maximale P, qu'il peut fournir en régime permanent ?
Ou est précisément la source d’énergie dans ce montage ?

3. On note I' = (?(t))

la valeur maximale de I' et I, < I'y, le couple utile fourni par le moteur en régime

le module de la valeur moyenne du couple magnétique, I'y,

permanent. Tracer le graphe I'(a) pour les valeurs de a correspondant a un dispositif
fonctionnant en moteur.

Quelle relation lie I' et I', en régime permanent de fonctionnement du moteur ? Que
constate-t-on alors graphiquement pour une valeur donnée de I', ?

Enoncer le critére de stabilité de fonctionnement du moteur en régime permanent (lorsque
par exemple celui-ci prend accidentellement de I'avance ou du retard sur son régime
permanent), puis déterminer qualitativement a partir du graphe I'(a) le domaine de a
correspondant a un régime stable.

Moteur asynchrone

Par un montage convenable de bobines parcourues par des courants sinusoidaux de
pulsation w,, on peut produire un champ magnétique tournant avec une vitesse angulaire
®,, appelée vitesse de synchronisme. Ce champ magnétique est supposé tourner dans le
plan xOy, autour d’un axe 2’z perpendiculaire a ce plan.

Une petite bobine plate, de surface §, est placée dans le champ magnétique tournant et elle
est mobile autour de I'axe z'z. Soient R sa résistance électrique et L son inductance propre.
La bobine est animée d’un mouvement circulaire et uniforme de vitesse angulaire w.

On désigne par 7 le vecteur unitaire normal 4 la bobine mobile et on appelle a la valeur

—

a linstant # = 0 de 'angle (7, E))
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1. Calculer a chaque instant le flux qui traverse la petite bobine mobile. On appelle @, le
flux maximum 2 travers la bobine. Calculer la f.e.m. instantanée induite dans le circuit et
en déduire le courant induit.

2. Exprimer le moment magnétique de la bobine. En déduire le moment instantané I'(#)
du couple de forces électromagnétiques s’exergant sur cette bobine. Que vaut la valeur
moyenne [';, de ce moment ? A quelle condition le dispositif peut-il étre considéré comme
un moteur ?

3. Etudier les variations de I', avec . On supposera que w, > L/R. Interpréter les
différentes branches de la courbe I',,(w).

4. La bobine, initialement au repos, est soumise 4 un couple résistant de moment I';, da
aux frottements. A quelle condition se met-elle en mouvement ? Montrer qu’elle atteint
un régime permanent stable dont on précisera la vitesse angulaire. Le couple résistant
augmente brusquement, décrire le fonctionnement ultérieur du moteur.

Moteur linéaire

Dans le référentiel du laboratoire (Oxyz) y

un inducteur linéaire est constitué par des
bobinages créant dans I'espace considéré un
champ magnétique de la forme :

Bix,t) X
— x
B = B,cos (2m= — wot) u,
N y (0]
ol N est une longueur constante et w, une
pulsation constante. v

Linduit est représenté par un cadre carré,
de coté g, situé dans le plan xOz, de sorte | ,

que ses cotés restent paralleles aux axes Owx
et Oz. Il se déplace alors selon un mouvement rectiligne et uniforme de vitesse v. On
suppose que a << \ c’est-a-dire que le flux qui traverse I'induit a l'instant # correspond a
celui d'un champ uniforme sur toute la surface du cadre.

1. Exprimer le flux @ traversant I'induit en fonction de # On posera w = 2pv/\ et
®, = B,#* (w peut étre > 0 ou < 0 selon le signe de v). Calculer le courant induit 7
circulant dans le cadre a I'instant # en régime permanent. Le cadre posséde une résistance
R et une inductance propre L.

2. Montrer que I'induit est soumis a une force instantanée F = Fu,. Calculer F et sa
valeur moyenne £;,. Etudier les variations de F,, avec  (on admettra que R < Lw,).

3. Pour quelle valeur de v le dispositif fonctionne-t-il comme un moteur ? Le moteur
est soumis de la part des liaisons et des pieces quil entraine a une force de frottement
F;‘ = —Fyu, (Fr>0). A quelle condition le moteur démarre-t-il s’il est initialement au
repos ? Montrer qu’il atteint alors un régime de fonctionnement stable.
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Equations de I'électromagnétisme en régime variable

Condensateur sphérique a fuite

Les électrodes d’'un condensateur sphérique, de centre O, ont des rayons respectifs a et
b (a < b). Lélectrode interne porte initialement une charge positive. Le milieu entre les
électrodes étant légérement conducteur, cette charge « fuit » vers U'extérieur. Cela crée une
densité volumique de courant dans l'intervalle situé entre les électrodes.

1. Déterminer le vecteur densité de courant en un point M situé 4 la distance » du centre
O, en fonction de la charge Q(#) que porte I'électrode interne a la date 2.

2. Déterminer le champ électrique E) au point M. On admettra que la charge répartie en
volume entre les électrodes est négligeable devant celle portée par chaque armature.

3. Que peut-on dire du champ magnétique créé par le courant de fuite, compte tenu des
symétries du dispositif ?

4. On trace un contour quelconque sur une sphere de rayon r (a < r < ). Vérifier le
théoréeme d’Ampére généralisé sur ce contour.

Conservation de la charge électrique

Un condensateur plan, perpendiculaire 4 'axe Oz, est chargé par un courant d’intensité 1
variable au cours du temps. Les plaques sont des disques de rayon R. Le courant est amené
au centre des plaques par un fil d’épaisseur négligeable. On considére que le courant est
superficiel sur les faces en regard des armatures. On admet enfin que :

— la densité superficielle de charge o est uniforme sur chaque armature et ne dépend donc
que du temps,
— il n'y a aucune concentration de charge aux bords du disque.

1. Préciser la direction du vecteur densité superficielle de courant 7, et les coordonnées
dont dépendent ses composantes.

—
2. Utiliser la conservation de la charge pour relier o et s, .

—
3. Exprimer do/d# en fonction du courant I et déterminer j .

Etude macroscopique des diélectriques

Ordres de grandeur dans le diamant

Un échantillon de diamant (masse molaire M = 12 g/mol; masse volumique
p o= 35 g/ cm?) acquiert un vecteur polarisation P (P =10"C / m?) lorsqu’il
est placé entre les armatures d’'un condensateur plan. La tension entre les armatures est
U = 100 V et la distance entre celles-ci vaut 4 = 2 cm. La surface de chaque armature
vaut § = 5 cm”.

Calculer, dans ces conditions :

1. le moment dipolaire électrique moyen p porté par chaque atome,
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2. la distance moyenne entre G4 et G_ (barycentres des charges + et des charges - dans
I'atome de carbone),

3. la susceptibilité électrique de I'échantillon de diamant,
4. les charges surfaciques qui apparaissent sur le diamant,
5. les permittivités relative et absolue du diamant,

6. la capacité du condensateur avant et aprés introduction du diélectrique.

Champ électrique créé par une sphére diélectrique

Une sphére diélectrique neutre, de centre O, de rayon R, est polarisée uniformément. Soit
z'z l'axe paralléle a son vecteur-polarisation.

Exprimer, en fonction de son vecteur-polarisation ? :

1. le moment dipolaire électrique équivalent a la sphére, vue d’'un point M tel que
OM =7r> R;

2. le potentiel électrique en M, point situé a extérieur de la sphére (on rappelle que le
1 p cosO

4me, 72

potentiel créé en M par un dipole ? vaut V(M) = ou 0 est 'angle formé

- —
par OMet p);
3. le potentiel électrique en un point M’ situé sur la surface de la sphere, que U'on exprimera
en fonction de la cote z de M’

4. le champ électrique a l'intérieur et a I'extérieur de la sphére. On tracera 'allure des

lignes de champ.

Barreau cylindrique neutre et polarisé longitudinalement

Un barreau cylindrique, de rayon R, d’axe z'z, de hauteur 5 est polarisé uniformément
dans une direction parall¢le 4 son axe. Soit P son vecteur-polarisation.

1. Déterminer les charges portées par le cylindre.

2. Exprimer le champ électrique et le vecteur-déplacement créés en tout point M de

'axe du cylindre en fonction de P et des demi-angles a; et oy des cones de sommet M
s'appuyant sur les bases du cylindre. On distinguera les cas ou M se trouve a l'intérieur
ou a l'extérieur du cylindre.

3. Etudier le cas limite ot le diélectrique occupe un disque (5 < R).

4. Etudier le cas limite o le diélectrique occupe un barreau infini (5 > R).

Cavité dans un diélectrique polarisé

Un matériau diélectrique de tres grande dimension est polarisé uniformément. Il com-
porte une cavité interne. Pour les différentes formes de cavités suivantes, on étudiera la
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répartition des charges de polarisation sur les parois de la cavité, puis on calculera le
champ, au centre de la cavité, da a ces charges de polarisation.

1. Cavité cylindrique, de rayon R, de hauteur 5, d’axe paralléle a la direction du vecteur-
polarisation P.

2. Cas 1, mais la cavité est trés plate (5 < R).

3. Cas 1, mais la cavité est trés allongée (5 > R).

4. Cavité cubique ayant quatre arétes paralleles a la direction de polarisation P.

5. Cavité cubique d’orientation quelconque.

Champ électrique a I'intérieur d'une sphére
diélectrique

On étudie une sphere diélectrique L.H.I., de susceptibilité x., plongée dans un champ

. L. . - , . NRE2 ;- N
électrique extérieur uniforme E,. Calculer le champ électrique a l'intérieur de la sphere :
1. par le méthode itérative, en précisant les conditions de validité de cette méthode;

2. par la méthode self-consistante.

On rappelle le résultat obtenu dans 'exercice 38 : une sphere diélectrique, de polarisation
—

— —
uniforme P, crée un champ électrique £ = — T a I'intérieur d’elle-méme.
€o

Capacité d'un condensateur plan formé de deux
diélectriques

Un condensateur plan est rempli de deux diélectriques L.H.I., de permittivité €1 et &5,

d’épaisseur e; et ;. Larmature supérieure, de surface §, est portée au potentiel 7 et porte

une densité surfacique de charges « libres » o uniforme. D'armature inférieure est portée

au potentiel nul. On néglige les effets de bords.

On rappelle qu'une feuille de diélectrique L.H.I. de susceptibilité x,, plongée dans un
E,

1+ %

— —
champ électrique uniforme E,, créait, en son intérieur, un champ électrique £ =

1. Calculer le champ électrique en tout point du condensateur.

2. En déduire sa capacité. La comparer a celles du méme condensateur rempli de I'un ou
de l'autre des deux diélectriques seulement.

3. Préciser la valeur des charges de polarisation portées par chacune des surfaces.

Diélectrique L.H.l. chargé

Dans un diélectrique L.H.I., de permittivité relative &, = 2, on introduit une densité
volumique de charges « libres » uniforme p.

Montrer qu’il apparait une densité volumique de charges de polarisation p, que l'on
calculera.
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Interface plane entre deux diélectriques

On étudie la surface plane de séparation entre deux diélectriques L.H.I., non chargés, de
permittivités relatives €,1 = 2 et £,5 = 4.

1. Ecrire les relations de continuité vérifiées par le champ électrique en un point de
linterface.

2. Soit 6; = 45° l'angle formé par le champ électrique E_,‘; (dans le diélectrique 1) et la
normale 775 a linterface. Calculer I'angle 6, formé par le champ électrique E_,‘Z) et la méme
normale 773

3. Linterface porte-t-elle des charges de polarisation ? Si oui, donner leur expression en
fonction de D,, composante normale du vecteur déplacement électrique.

Etude microscopique des diélectriques

Susceptibilité d'un gaz non polaire et du liquide
correspondant

Sous pression normale et a 20 °C, loxygéne gazeux, considéré comme un gaz parfait,
posséde une susceptibilité x de 4,87.10*. On donne M = 32 g/mol et R = 8,32 uS.L.
1. Calculer la susceptibilité x’ de I'oxygene liquide de masse volumique p = 1,19 g/cm”.
2. Expérimentalement on mesure X' = 0,507. Peut-on affirmer que la susceptibilité ne
dépend que de la nature du diélectrique et de sa densité ?

3. Calculer la polarisabilité de 'oxygene gazeux.

4. Calculer le moment dipolaire électrique de la molécule d’oxygene a I'état gazeux.

Relation de Clausius-Mossotti

—
Soit un diélectrique isotrope, de polarisation P uniforme, plongé dans un champ élec-

. . %
trique uniforme Eey.

1. Exprimer le champ local E en tout point du diélectrique.

2. Le diélectrique est un gaz ou un milieu L.H.I. de polarisabilité «, contenant NV
molécules par unité de volume. Montrer que P est proportionnel a ET); et exprimer le
facteur de proportionnalité en fonction de V et .

3. En déduire 'expression de la susceptibilité du diélectrique.

Discuter le cas ou cette susceptibilité devient infinie, que I'on appelle « catastrophe
de polarisation ». Quelle serait la taille de la maille d’'un tel cristal cubique simple et
monoatomique ? Est-ce compatible avec les résultats du modéle de Thomson de I'électron
élastiquement lié ?

4. Quelle relation relie la permittivité relative &, du diélectrique a IV et a ? Cette relation
est appelée relation de Clausius-Mossotti.

5. Sile diélectrique est constitué de molécules polaires, que montre cette relation ?
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6. Si le diélectrique est un gaz dilué, &, est voisin de 1. Donner alors une expression
approchée de €,. Quelle est la signification du résultat obtenu ?

Susceptibilité et polarisabilité de I'eau

A la température 6; = 120 °C et sous la pression P; = 0,75.10° Pa, la susceptibilité
de leau vaut x; = 4,002.107%. A la température 6, = 210 °C et sous la pression
P, = 0,93.10° Pa, la susceptibilité de 'eau vaut x, = 3,285.1073.

On donne la constante de Boltzmann k = 1,38.10~* J/K.

1. Que vaut le moment dipolaire permanent de la molécule d’eau? Le comparer avec la
valeur donnée par les ouvrages de chimie p = 6,17.107° C.m.

2. Que vaut la polarisabilité électronique et atomique de la molécule d’eau ?

Polarisation de BaTiO3

Le réseau du titanate de baryum BaTiOj contient un ion Ba?" et union Ti*" par maille
cubique. Dans son état ferroélectrique, ces ions sont déplacés chacun de 10™'! m par
rapport aux nceuds du réseau, dans une direction paralléle a 'aréte de celui-ci. La distance
entre deux ions Ba?" plus proches voisins vaut 2,83.107 1% m.

1. Que vaut la charge totale des ions positifs portés par une maille ?

2. Calculer le moment dipolaire de chaque maille du réseau.

3. Calculer la polarisation du cristal (on mesure expérimentalement 0,26 C/ mz).

Atome d'hydrogéne dans un champ oscillant

On se place dans le modele de I'électron élastiquement 1ié (modeéle de Thomson) et 'atome
H est soumis & un champ oscillant £ = E, cos wz. On peut imaginer décrire ainsi
le comportement de I'atome d’hydrogéne excité par une lumiére monochromatique de
pulsation .

On donne comme « dimension de l'atome » : 2, = 107 m, e = 1,6.107" C,
m=9.10""kgeth = 6,62.107"J/s.

1. On suppose d’abord que I'électron n'est soumis qu’a la force de rappel due au proton
—

F. =

v 2N £ .

T amg,, ©oainsiqua la force électrique F, due au champ E.

Taim
o

a. Ecrire I'équation différentielle a laquelle obéit le déplacement x de I'électron.

b. Montrer que I'électron oscille avec une pulsation propre w, que 'on calculera.

c. Calculer numériquement la fréquence vo, la longueur d’onde A, et 'énergie W, = hv,,
en eV, du photon incident ainsi absorbé par I'atome.

2. En fait, il existe des sources d’amortissement a2 ce mouvement oscillatoire, dues a la
réémission de photons. Celles-ci peuvent étre modélisées par une force de « frottement »
supplémentaire agissant sur I'électron, de la forme F; = —my . Quelle est I'unité de y?
a. Ecrire I'équation différentielle correspondante.
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b. Décrire qualitativement la solution « forcée », mouvement oscillatoire de pulsation w.
Pour quelles valeurs de vy a-t-elle lieu ?

3. Léquation différentielle précédente étant linéaire, on peut, pour la résoudre, utiliser la
notation complexe. On pose E = Re(E) avec E = E,e 7 x = Re(x) avec x = x,e 7
En remplagant les grandeurs réelles par leurs expressions complexes dans l’fiuation
différentielle précédente, donner 'expression de 'amplitude complexe x, du mouvement
de Pélectron. B

4. Définir et exprimer le moment dipolaire électrique complexe p de I'atome. Montrer
qu’il est proportionnel a £. Définir et exprimer la polarisabilité camplexe a de 'atome.
Comment vibrent ? et E ala pulsation w ?

Soita = &’ + ja’. Quels phénoménes physiques représentent o’ et o’ ?

5. On a vu précédemment que I'électron n'oscillait que si y < 2w,. Dans tous les cas
suivants on prendra vy < w,.

a. Donner l'expression de o et a’ quand » < w,. Comparer au cas statique. Comparer
les mouvements de Pélectron aux variations de E .

b. Donner lexpression de o’ et @’ quand w > ®,. Comparer les mouvements de
Iélectron aux variations de E .

c. Donner 'expression de &’ et @’ quand o = , et que |0, — w| < v.

d. Montrer que la dérivée de o’ et &’ par rapport 2 w s’annule pour w = w, % v, puis
tracer o’ = f(w) et &’ = g(w). Discuter les courbes obtenues.

Milieux aimantés

Champ magnétique dans un barreau cylindrique
trés long

1. Le cylindre est uniformément aimanté et son vecteur-aimantation M est parallele
a l'axe du cylindre. Quelles sont les densités volumiques et surfaciques de courant qui
circulent dans le cylindre? En déduire le champ magnétique régnant a l'intérieur du
barreau.

2. Le cylindre est maintenant constitué d’un matériau L.H.I. de perméabilité magnétique
—

relative . Il est soumis a un champ extérieur By, uniforme, parallele 4 'axe du barreau.

Calculer le champ magnétique régnant dans le cylindre :

a. par la méthode itérative, en précisant ses conditions de validité;

b. par la méthode self-consistante.
Théorie du paramagnétisme de Langevin

On étudie un échantillon paramagnétique contenant /V particules par unité de volume,
chacune possédant un moment magnétique 7 identique.
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1. Exprimer le nombre de particules dV contenues, par unité de volume, dans un cone
d’angle solide élémentaire d{) = 27 sin 6 d§ (demi-angle au sommet 6).

2. Léchantillon est soumis a un champ magnétique extérieur BT;“ uniforme. Quelle est
I'énergie potentielle U de chaque particule ? En toute rigueur, quel champ doit-on utiliser
dans I'expression obtenue ? Discuter.

3. La répartition des moments magnétiques n'est plus isotrope. Si on applique la répar-
tition de Boltzmann, quel est le nombre dNV' de particules qui possédent I'énergie U,
parmi les dV particules précédentes ?

4. Quelle est la contribution de chacune de ces dV' particules au vecteur-aimantation M
de I’échantillon ?

5. St mB < kT, calculer M On obtient la loi de Curie. En déduire I'expression de
la susceptibilité magnétique de I'échantillon. Vérifier qu'il est bien paramagnétique. En
déduire une méthode de mesure de 7.

6. Si mB < kT, mais si le milieu est trés dense, on ne peut plus négliger le champ créé
par les autres dipdles magnétiques devant le champ extérieur. On suppose que le champ
créé par les autres dipdles ﬂ est proportionnel a ]l—>/[ ! Butre = p,o'y]l_j. Que devient
I'expression reliant M a B—exi ? On obtient la loi de Curie-Weiss. Discuter I'existence d’une

température critique.

_)
7. SimB > kT (basse température, champ intense), que devient M ? Discuter.

Théorie du diamagnétisme de Langevin
On étudie d’abord le cas de I'électron de I'atome d’hydrogene, de rayon a et placé dans

un champ magnétique variable E)(z‘).

— i i — —
1. Montrer quau champ B, on peut associer un potentiel-vecteur 4 = — B A 7 au

N =

) [
point M tel que OM = 7.
2. A partir de # = 0 et jusqu’a la date #, on fait croitre le champ magnétique depuis une
valeur nulle jusqu'a la valeur B (4) = 1?1) selonlaloi: B(f) = b ¢, 0u 4 est un vecteur
constant.
Montrer qu’il existe alors, dans tout 'espace, un champ électrique E que l'on exprimera.
3. Donner l'expression de la force électrique s’exercant sur 'électron et calculer son
moment T ~ par rapport au noyau. On fera intervenir les coordonnées cartésiennes x, y,
z décrivant la position de I'électron.
4. Que valent les valeurs moyennes (x* + y* + 2%), («?), (42), (22), (xy), (yz) et (zx)?
En déduire <? ~) en fonction de 7 puis de B.
5. Ecrire le théoréme du moment cinétique appliqué a I'électron. En supposant ce moment
ciné_tique uniquement orbital, en déduire le moment magnétique de I'électron en fonction
de B.
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6. Exprimer la susceptibilit¢ magnétique d'un gaz d’hydrogeéne contenant NV atomes

par unité de volume. Généraliser au cas d’atomes contenant Z électrons (on posera
i=Z

Za* = g a?). En quoi cette expression traduit-elle bien une propriété diamagnétique
i=1

du corps étudié ?

Résonance paramagnétique électronique (R.P.E.)

Soit un atome de moment magnétique 77 dont le facteur de Landé vaut g. Cet atome est
placé dans un champ magnétique B uniforme et constant.
—
1. Quelle relation relie 7 au moment cinétique J de atome ?
. -
2. Quelle est I'action de B sur 7z ?
3. Ecrire le théoréme du moment cinétique appliqué a 'atome et en déduire que :
a. 71 est indépendant du temps;
) — -
b. 'angle entre 7 et B reste constant.
. ~ - z
4. Soit z'z un axe parallele 3 B. Comment évolue 7 au cours du temps > Ce mouve-
p p

ment est appelé « précession de Larmor ». Exprimer sa fréquence de rotation, appelée
« fréquence de Larmor ». La calculer numériquement en prenant ¢ = 1 et B=0,1T.

Atome a deux niveaux

On étudie un échantillon magnétique, de volume 7, formé de N atomes par unité
de volume. Chaque atome porte un moment magnétique 7 . Placé dans un champ
magnethue extérieur B ce moment ne peut prendre que deux orientations : soit 77 et
B sont paralléles et de méme sens, soit ils sont paralleles et de sens opposés. On note T°
la température de I'échantillon.

On confondra ici le champ local et le champ macroscopique avec le champ extérieur B.
1. Quelle est 'énergie U, d’'un atome dont le moment magnétique 7 est de méme sens
que B » Méme question pour U_, énergie d’un atome pour lequel 77 est de sens opposé
2 B.

2. En utilisant la répartition de Boltzmann, quelles sont les probabilités P, et P_ de
trouver un atome dans 'état 7z // B ou dans l'état /] — B » Préciser la valeur de la
constante de normalisation.

3. Calculer la valeur moyenne (7) du moment magnétique porté par un atome en
fonction de 77, ?, ketT.

4. Que vaut P'aimantation du systéme ?

5. On suppose que le champ est suffisamment faible pour que 7B < k7.

a. Montrer alors que le milieu est L.H.I.

b. Que vaut sa susceptibilité magnétique ?

c. Comment qualifier 'état magnétique de ce corps ?
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SOLUTIONS

.. N - . , .
n 1. On choisit le cas ot ¢ > 0 et E est vertical descendant. On définit la masse

4
apparente de la goutte par m" = (p — po) gﬂrrr3 (qui prend en compte le poids et la poussée

d’Archimeéde).

2. Le principe fondamental de la dynamique projeté s'écrit :

do 6 + v +m'
m— = —bmmro — +m
dz M 7 d g N
. . o . . f=—6nnrv
Cette équation différentielle du premier ordre en v admet
comme solution :
P+P,=mg
v=Ac" + m'g+£ 1 =(p‘Po)%"'3§
d /) émmr
avec F=-qF
m
T= et A= Cte.
bnmr

Quand # — o0, v tend vers la vitesse limite :

, qU 1
= |\mg+ —
d ) éenmr

2
m 2r L .. .
La constante de temps T = e = 5 P signifie que le mouvement rectiligne uniforme
mmr 9m

est atteint au bout d’environ 107, soit 10™* s, si l'on prend 7 = 1,04 pm comme résultat

du calcul de la question suivante.
3. Quand U = 0, la vitesse devient

1 4 3(n 27.2 —
m'g _Amrp —poJe _ 27°(p —polg b 4 m%o

w0 6nmr 3 X émmr 9IM 2(p — po)g’

AN. 9 =1,1210"* m.s7! dott » = 1,04 wm. Ce rayon est de 'ordre de grandeur de
la longueur d’onde de la lumiére visible (0,4 um < N\ < 0,8 wm), toute mesure optique de
7 sera donc floue a cause du phénomeéne de diffraction.

4. qUu

onmrd(v —
= vy + dou g = AL B (1 — =) =

6mmrd U

3e.

On obtient toujours une charge qui est bien un multiple de la charge élémentaire e.

Remarque : cette expérience est réalisable lors de I'épreuve de montage. Le trajet de la
goutte peut étre rendu visible par projection optique.
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E 1. Un élément de surface dS
du disque porte une charge élémen-
taire dg = odS qui crée un champ

adS

dE = /e—27. Deux surfaces élémen-
taires dianqétralement opposées créeront
deux champs élémentaires en un point M
de l'axe dont la résultante aura comme

direction 'axe 2’z du disque. Il en est de

méme pour le champ global.

Autre raisonnement : le champ E estun

vecteur polaire, il appartient aux plans de symétrie du systeme. Or il y a une infinité de
plans de symétrie passant par un point M de I'axe du disque : tous ces plans contiennent

z'z. E est donc confondu avec I'axe du disque
— —
E=|E|u,.

—
Seule la projection dE, de dE sur 2’z sera donc 2 intégrer sur toutes les charges élémen-

taires du disque pour le calcul de E) :

5 /R /2Tr cos Opdpde o /R cos Opdp
. = RO _— _—
0 0 7'2 280 0 7"2

(avec £ = ). En prenant comme variable d’intégration 6, il vient pour z > 0 :
TEQ
E=E,= — (1 z )
© 2g VR2 + 22
Pour z < 0, il suffit de remarquer que E, = —E,(—xz), soit

o z
b= (14 ).
2g9 VR? + 22
Les variations de E en fonction de z sont représentées sur la figure suivante.

Elles mettent en évidence la discontinuité

de £ en z = 0, qui vaut : E:
o/2¢,
Ez+(0) - EZ,(O) = 0-/80
2. Quand z > R, un développement z
limité d’ordre 1 conduit, pour z > 0 a:
- oR?
E, = 48022 - 0/2¢,
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Or le disque porte la charge totale Q = omR?, on retrouve donc E, ~ , soit le

41re(2?
champ créé par une charge ponctuelle Q 4 la distance z.

3. Quand R — o0, on retrouve le cas du plan infini chargé : E, = o /2g¢ quand z > 0
et E, = —0/2¢, quand z < 0. E, est indépendant de z.

4. La surface élémentaire dS du disque porte la charge dg = od§ qui crée le potentiel
dv — kodS

, en prenant /' (0o0) = 0. Le potentiel en M s’écrira donc

2T R p
V= /eO'/ dc.p/ =dp.
0 o 7

La bonne variable d’intégration est encore 6. Elle conduit, pour z > 0, a:

y_ 0% VR? + £ 1
-~ 2g z

On ade plus V' (—z) = V().

Remarque : le méme résultat peut étre

obtenu a partir de I'expression de E, trou-
oR/2e,

vée a la question 1, puis en calculant la
circulation de E, entre M et I'infini. Les
variations de 7 en fonction de z sont repré- 5

sentées sur la figure ci-contre. Il n’y a pas

de discontinuité du potentiel a la traversée

du disque.

Quand z > R, un développement limité identique a celui utilisé dans la question 2

conduit a
oR? Y

40z Admepz’

soit au potentiel créé par une charge ponctuelle Q.

Quand R — 00, on ne peut plus prendre V(00) = 0 car il existe alors des charges a
I'infini. Il faut repartir de 'expression du champ créé par un plan infini : £4 = ¢ /2g et
E_ = —0/2g puis faire circuler ce champ entre O et M par exemple :

- —
VO—VM—/ E-d¢
OM

En choisissant ) = 0 en tout point du disque, il vient ¥ = —oz/2¢g.

B 1. AB est un axe de symétrie du systeéme. Tout plan contenant AB est donc un plan

—
de symétrie. E étant un vecteur polaire, il sera contenu dans le plan (M, AB). Sa norme
ainsi que le potentiel 7 ne dépendront que de la distance » de M a 'axe AB.
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2. V(M) = Va(M) + V(M)

(1
— TA B

Or 7% = AH? + MH?

d ? P
= <5 + rcosO) + (rsin 0)?
d 4> 5 >
_72<1+;C086+E> -q z
1 d cos 6
Pour 7 > d, un développement limité conduit 2 4 ' =~ — <1 _EeE > et de méme
r r

1 d cos 6 1 1 dcosH
gl A= <1 + 298 >.D’of1 =+ =~ %7 Onobtientle potentiel en M :

r r A B 7’2

kgd cos 0 _ kp cos 0 _ k?-?

72 72 3

V(M) =

7

Remarque : le potentiel d’une charge ponctuelle varie en 1/7, celui de deux charges
ponctuelles varie en 1/72, celui de quatre charges ponctuelles dont la somme est nulle
variera en 1/7°.

N — —
3. A partirde £ = —gradV/, on obtient :
oV 2kpcos® E 19V 2kpsin® = av

= g = ————

Cor 73 r oo 73 ’ ¢_£:

E = 0

)

— —
E ne dépend que de 7 et 0, il est bien contenu dans le plan (AB, OM).

n 1. La somme des charges étant nulle, le moment dipolaire p est indépendant
du choix de lorigine. Soit A le barycentre du noyau de chlore et B celui du noyau
d’hydrogene : en A se trouvent 17 protons et 18 électrons, en B se trouve un proton. En
prenant A comme origine, il vient :

N — — — —
p = 17¢AA — 18eAA + eAB = ¢AB.

2. pexperimental < Ptheorique- O se trouve dans la configuration suivante :

Soit G le barycentre des électrons de

P . B
la molécule, en prenant A comme ori- A G : N
gine : 17 18e” 1 proton
protons
_— — —
Pexpérimental = —18e¢AG + ¢AB

— N
= —18eAG + Pthéorique
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soit :

=4 théorique — Pexpérimental
AG = P q P P!
18e

AN.AG > 0, donc G se trouve bien entre A et B. AG = 5,87.10~2 m, AG/d = 0,046,

G est trés proche du noyau de chlore.

— — e
B la. Fy=—Fg = —gEex
d’ou Z F=0

la force résultante agissant sur le dipole
est nulle. Celui-ci est cependant soumis au
moment :

— — — - —- — -
F :OA/\FA+OB/\FB: P /\Eext

b. Lénergie d’interaction entre le dipole et le champ extérieur vaut :

U= —qgVx+qV3

Or
—_— —
VB - VA - _Eext : AB>
d’ou
U=~ Ee

I PTUR = - . .. — e .
c. A Téquilibre I' = 0 impose deux positions : « = 0 (p et Ey sont colinéaires,
- ST — —_—
U = —pEc est minimum, I'équilibre est stable) et « = m (p et E sont de sens
opposé, U = pEe est maximum, I'équilibre est instable).
- ) N . , ..
2.a. Le champ E.y n'est plus le méme en A et en B. Ces deux points étant voisins, on

dE
a cependant Eg — Eo = —d d’ou ) | F = p—. Cette force peut étre représentée au
milieu O du dipéle, tangente 2 la ligne de champ passant par O et dirigée dans le sens

des champs croissants.

b. Le moment de ces forces vaut :
- — = == = 1 - =
I' =0OANFy,+OBAFg = EP A (Ex + Eg)

c. Une position d’équilibre est caractérisée par I' = 0 ce qui correspond a p parallele a
— =

Ep et Eg.Le moment de ce couple tend donc  aligner le dipole selon une ligne de champ
passant par O. Cependant le dipdle reste alors soumis a une force non nulle qui tend a le

déplacer dans le sens des champs croissants. Il n’y a donc pas de position d’équilibre.
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d. Le raisonnement est le méme que dans le cas d’'un champ uniforme (question 1-b) :

—
U= _7 'Eext

3.a. Le dipdle p_l) crée au point O, le champ (voir exercice 3. question 3) :

2k 0 kp1sin O
E{<02>=< Bt v PR 79)

T
73

que l'on peut encore exprimer sous la forme :

oy k s - —
E(0y) = 3 (3(w - p)us — p1)

5, . 5. . — — S, . — = .
b. Uénergie d'interaction entre py et p, sécrit: Uy = — p, - E1(O;), soit encore :

k — =N\ —> - -
Ui =~ 333 - WG1 - %) = 72+ 1))

c.1“cas:]71>-?::p1; E-Z):pz; E-ﬁ:pzpld’oil

2k
U = __f;ﬂ

. ‘-791 - .
. . . . u
Quand 7 décroit, Uy, diminue, il y a donc attraction. i 4 P
—_— — —_— — —_— y <
2°cas:pr - ug = py - uy = Oet py - p1 = pop1 dout
kp1pa
U= —
r e e
2¢ cas 3€ cas
Quand 7 décroit, Uy, augmente, il y a donc répulsion. p; p;
— 5 = .= =
3¢cas: pr - uy = py - uy = 0mais py - p1 = —pap1 > >
d’ou m Yo m e
o kplPZ r N r R
2=""73 ) )
2, -

Quand 7 décroit, Uy, diminue, il y a donc attraction.

d. En conclusion, seul I'arrangement ci-contre

satisfaitles conditions d’équilibre décrites dans

les ler et 3éme cas précédents.

— — — — — — — —
u 1.OM=xi +yj +zk donc Ei,(M) =ax i +ayj + (az+ E,) %

o — v 2
2. Eine = —gradVip donc Eipx = ax = on dou V = —a + Gi(p,2);
X
24 v
By = 0y = =5 dou V7= e+ G 2 B =z By =~
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2
douV = —oc% — Eyz + Cs(x,y)

I1 vient finalement :

ar?

o
Vz—?ﬁ+ﬁ+£%&@+0:—7"Jhww+C
3a.divE;,, = L s’écrit en coordonnées cartésiennes :
— dE, dE dE,
divE = T _3a =P
dux dy dz £,
dou: p = 3ae, = Cte
b. AV = _P s’écrit en coordonnées cartésiennes :
€o
v *v v
Av=""4+22 4% = 3a=-F
da? 8y2 922 €5
soit le méme résultat pour p que précédemment.
— 14
* E M) = =" = (o + Eycos )7
r
_ . —
Enr=a: Eint o = (aa + E, cos )%
5. aa®  NcosH
VEXt - 2
.
Enr=a, A\ cos 0
T Vela) = ad® + ==
a
Or ad?
Vine(a) = — 5 E,acos® + C

V est continu en 7 = a donc Ve (a) = Vine(a), ce qui conduit a
A 3o’
cosO | = +aE, | =—— + C.
a? 2

Cette équation devant étre vérifiée quel que soit 0, il vient

N=—FE et C=23ad/2

0V ey aa®  2\cosH 2\ cos O
Eext,r(M) =——== 5 + 3 et Eext,a = qa + 3 .
ar r 7 a

7. La discontinuité de la composante normale du champ s’écrit :

Eext,a - Eint,a = 0-/80
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soit :

2

2\ 0
<aa 4 2RO ) — (aa + E, cos0) = /e,

avec N\ = —E,a°. On obtient ainsi la densité surfacique de charges :
o= —3g,FE,cosb

quivaut —3g,E, pour 6 = 0, qui vaut 0 pour § = +7/2 et qui vaut +3¢,E, pour 6 = .
o est négatif pour —mw/2 < 0 < /2 et positif dans 'autre hémisphére correspondant a
w/2 < 0 < 3mw/2.

8. La charge totale portée par la surface s'écrit :

21
Qs = // odS = / (—3&,E, cos 0)(2ma’ds) = 0.
s 0

Celle portée par 'ensemble de la sphére s’écrit :

0= /// pdrt = pV = 4mdlas,.

9.a. Le moment dipolaire de plusieurs charges ponctuelles s’écrit p* = ) . ¢;OA;.
Pour une distribution continue de charges, il s’écrit :

- [l i
ou bien — _
ps = //O'rurdS.

b.c. p = 3ag, = Cte, en prenant deux points M et M’ de la spheére diamétralement

opposés :

—_— —

OM +OM’ = 0,
donc p7 = 6}
Par contre,

0 = —3&,E, cos0,dS = & sin 0d0de, rz, = au,
d’ou 2m m
p_g = —380E0a37;/ dcp/ cos” 0 sin 6d0
0 0
? = p_S) = —4’rrz-:oE0aSZ>

10. Voo — 0 4 pcosB

4me,r  Admwe r?

Le potentiel de la sphere est égal a4 celui d’une charge ponctuelle Q située au centre O de
. e o 1a - .
la sphere, additionnée de celui d’un dipdle de moment p situé également en O.
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1. Méthode générale pour le calcul d’une capacité :
Ici, le champ est radial : E = E(r)% . On choisit une

surface de Gauss sphérique, de centre O et de rayon | théoréme de Gauss —| £]

7. Le flux du champ électrostatique sortant de cette
. — — —

surface vaut ® = 4mwr2E. Soient Eq, E, et Ej les

champs dans les trois régions de 1'espace délimitées définition de C

circulation de £

par les deux spheres.

Sir<R, o
Oine =0, o =0, Ei=0.
SiR; <r<Ry,
Qe = 01, O = 01/¢,, B = 411-Qsir2z'
Sir> Ry,
Qu=0Q1+Q% =0, ®=0, E=20.
On en déduit

1 1
d 1 1
v [Eae 2 Lo e (11
2

4me, S, 7  4me, \Ry R,

Puis la capacité :

C=01/(" — 1)

RiR
C = 47e, 172
R, — Ry
2 £,8
Remarque : Si Ry = Ry + e avec ¢ < R alors C =~ 4re,—L = =>=. On retrouve la
capacité d’un condensateur plan. ¢ ¢
AN. C=210""F =20 pF.
2. Vo=V1—Vi= Qo= Q1 = CV, = 4107 C = 40 nC.

3. La conservation de la charge s’écrit (Voir figure page suivante) :

Qo =CV,=0Q+Q"

Les condensateurs étant montés en parallele, ils sont soumis 4 la méme tension entre leurs

armatures :
_e_9
¢ C
Dou:
_ G e, O
Q_c+c’ Q_c+c’ - Cc+C

AN.Q=10nC,Q =30nC,” =500V.
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état initial

état initial

_QO

ﬂ 1. p = 0?/2e,. La capacité d’une sphére vaut C = 4me, R, La surface S porte la
charge Q = CV = 4me, RV, donc la densité surfacique de charge vaut :

Q &V

O = —

S R’

d’ou :
_ g, V>
~ 2R?

La petite surface du disque s = 772 est soumise 4 la force F = ps, d’otr :

— e VP
F=—7—7u
2R?
ol % est un vecteur unitaire dirigé de O vers O'. Cette force repousse le disque vers le
haut.

g, V212

2. Le systeme « disque » se souléve si /7 > P donc si R

V>V, telque:
yo= R |28
r\ e,mw

3. Puisque V' > V5, le disque a décollé. Son centre M se trouve a la distance 4 du point O.

> /g, soit pour un potentiel

Or la sphere S crée, en M, le champ :

— —
E)(M) _ Qu _ RV .
dme,(R+ 5)? (R+ h)?
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Comme le disque porte la charge
e, Vomr?
R )
— — N —_ = —
il est soumis a la force F = ¢ E (M) en plus de son poids. A I'équilibre : F+ P= 0 . Ceci
conduit a une hauteur 4 de « lévitation » telle que :

)

n 1. La méthode générale, décrite dans

lexercice 7 est appliquée ici a une surface de o -0
+

g =0s=

Gauss 2 située de part et d’autre de 'une des
armatures. La discontinuité du champ de part
et d’autre de cette armature peut aussi étre uti-

.o, STTTT
lisée : !
o (0NN L] .
.

La circulation du champ entre les armatures

s’écrit :

2
d
Vl—sz—/ Foal=24
1 SOS S S

D’ou la capacité :
c—_ 2 _ &8
n—-n d

I , ,
2. Soit Fy la force exercée par I'armature portant la charge —Q sur 'armature opposée,
—

portant la charge + Q. L'opérateur exerce la force F o, = —Fy.
Or ,
§
Fa=pS7 = "7 = o -
2g, 2e,8
d’ou : 2 /
d —d
W,y = / AT A Gl
1 ZSOS

Or Iénergie électrostatique du condensateur dans I’état initial et dans I'état final valent

respectivement 1 1
W.=-0V et Wy,==0V,
SOV et Wy =50
donc /
d —d
AW = %_Wi:&: Wop-
2e,8

Le systéme étant électriquement isolé, il n’y a pas d’effet Joule, donc pas de perte d’énergie.
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3. O dépend de la distance x entre les armatures selon la relation :
e, SV

X

Q=cr=

Quand cette distance x augmente, Q diminue. Un calcul identique au précédent conduita:

£, SV? f s = g, 8V2(d — d)
F=p§=""+ et W, = F, -dl = =2
= Mo / P 2dd"

Dans ce cas AW = —W,, < 0: le condensateur perd de I'énergie bien que 'opérateur
lui fournisse du travail. La charge O diminue et (Q — Q') passe dans le générateur qui
maintient la tension constante. Si cette tension était créée par un accumulateur et que
le déplacement était infiniment lent (donc sans provoquer d’effet Joule), cette différence
d’énergie correspondrait 4 'augmentation d’énergie chimique de I'accumulateur qui se
rechargerait ainsi.

m 1. Dans le condensateur : E = ¥ /e. Or chaque armature contribue pour moitié
au champ total. D’autre part, la charge portée par chaque armature vaut :

e, SV

e

Q=cr=

Donc chaque armature subira la force :

&
SOSV 14 1
F = E = _ |
Q < e ) <2€> . 0 o
D’apres le schéma, ¢, — e = /,sin 0 et i
£, SV? ¢

- 2(ey — 1, sin )2

2.A I'équilibre, la somme des moments des forces sannule :
FT; + F? =0,
soit £/, cos 0 — mgl,sin® = 0, d’otr :

e,8V?1, cos 0
2(e, — 1, sin §)?

= mgl, sin O

3. Au premier ordre, cos ~ 1, sinf ~ 0 (en radian) et 'équation précédente devient :

£,8V? =~ 2mgb(e, — £,0)? ~ 2mghe?. Dot :

0~ g, SV?
2mge?

4.a. On est limité par le contact entre (P) et (P,), soit pour sin 0, = ¢,//, = 0,1 donc
0 =5,74°.
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Omax _ €oSV2
b. Si 0 = 0,,,/2 lorsque V' = Vyu, alors =l o 200 max

avec Omax = e/,

2mge?
On obtient :
mge;
Viax = A | —=— = 333 %V
£,87,

1
m 1. Il faut utiliser U = 3 / / / p(P)V(P)dt et pour cela trouver U'expression du

potentiel 7(P) intérieur a la sphére. Le théoréme de Gauss appliqué a une surface
sphérique de rayon » donne :

4 ini 7'2

si7< R: Qe = gfnr3p, ® = 4r?Ey = Qin dou Ey, = 3p_r et Vipe = — oy C
(o) 80 (o)

4 in R3 R3
sir > R: Qiﬂt = —’1TR3p,CI) = 47772Eext = Q . dott Eeye = Pz et Ve = — P +G

3 €, 3g,7? 3g,7
Quand 7 tend vers l'infini, V,, tend vers 0, d’ot G, = 0.

RZ
La continuité du potentiel en 7 = R, Vipe(R) = Vee(R) conduit 2 C; = P , soit fina-
, : : prt PR, :
lement 'expression du potentiel cherché : Vi = — 3 + 7o Dénergie électrostatique
£, €,

de la sphére vaut alors :

R
U= —/ pVim4frr72dr
2 Jo

_ 4p’m R B 3Q°
158,  20ms,R

2. Méthode de « la pelure d’oignon »
Soit une sphére de rayon r < R et portant la charge ¢. Le potentiel créé a sa surface

vaut V(r) =

. Or si cette sphére est une partie de la sphére étudiée de densité
TET
pr’

. 4 . .
volumique p, ¢ = gfrrrsp etV(r) = . On désire recouvrir cette sphére par une calotte

[}

sphérique de rayon 7 et d’épaisseur dr. Cette calotte portera la charge dg = 4mr?pdr. Le
travail nécessaire pour amener cette calotte depuis I'infini jusqu’a la surface de la sphére
de rayon r vaut dU = dg¢¥V (). Si la sphere de rayon R est ainsi construite par calottes
successives, il aura fallu fournir le travail :

R R 2 2 5 2
4p>wR
U= / V(r)dg = / pr (4'rr72pdr) _ T 3Q
0 o \3&, 15¢, 20me R

3. Il faut utiliser la densité d’énergie :

1

u= —¢eo
2

_ 2
wo
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ui conduit a énergie :
q g

2
E(P)H dr

Sl 1/
= —&0
tout I'espace 2

Lintégrale portant sur tout I'espace, il faut distinguer 'espace intérieur a la sphere ou
3

On est amené a calculer la

N pr L N
régne E;,, = —— et l'espace extérieur ot régne Eoe = 5
3, 3e,r
somme des deux intégrales :

€ R or\? e R\’
U= / P 4mdr + / P 4arrdr
2 |Jo \3g, r \3&,7?

On obtient évidemment le méme résultat qu'aux deux questions précédentes.

Remarque : ce calcul peut étre refait dans le cas d’une sphere portant la méme charge
totale Q mais répartie uniformément sur sa surface. On obtient alors une énergie

électrostatique U = inférieure a celle de sphére chargée en volume.

8me,

m Dénergie de I'ensemble de la chaine s'écrit, avec N — o0,

Lénergie par ion vaudra :

zl<

Uvmn - leNHoo

Or
gy _ ¢ <_1+i_i+l_....>><z.
= 4,7y 4, a 2a 3a ‘4a

La multiplication par 2 provient de la sommation sur les deux demi-droites 4 gauche et a
droite de l'origine. Dans cette suite, on reconnait le développement limité de

JCZ X3 x4

Inl+x)~x——+—— — + ...
2 3 4
pour x = 1, soit pour Ln2. Dénergie par ion devient :
_ L2
 4me.a

U < 0 signifie que Uopérateur fournit du travail pour former le cristal ionique, de plus, si
la distance a entre les ions diminue, ce travail augmente.
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(13 g I
T
F> P =mg; g?/\B:m—
ds
) 212 . — d? . . N - . N —
b. Laccélération @ = a4 est perpendiculaire 2 B, il en est de méme pour w,, le
—
mouvement de la particule se fait donc dans un plan perpendiculaire 2 B.
dov .
Dans le repere de Frenet, 7 = d—7§ + Eu_n) et ¥ = vu. La relation fondamentale
t

de la dynamique s’écrit alors :

dov o
gfv?t) A Bvu, = m [—7{ + —u

dz R
d o
Or % AN, = u,, dot d—j = 0etv = Cte = v,. De plus |¢| v,B = m}: d’ou
R = ’m r}; = Cte : le mouvement est circulaire et uniforme, de période :
q
T 2mR _ ZTrm.
%  |g|B

Si ¢ < 0 la trajectoire est représenté ci-contre.

N
c. B maintient la trajectoire circulaire et plane.

d. La trajectoire devient hélicoidale d’axe Oz.
e. D'accélération initiale de I'électron est soumise a la conservation de I'énergie :

2eATV

m

1
Emvz =eAV dou v, = =596.10"ms™!, R=67cm et 7T =71ns.

2.a. En coordonnées cylindriques,

dr_, do_, dz_,

— — — — — — —
r=ru t2u,, V== +ouy +o,u, = —u +r—uy t —u
T ) T %r 0“6 z Uz dr T dr 0 dr 7
2
L _dF | N e d ) de
dz dz dr ' dede  d2 |0 A2
—
. . - = do . .
La relation fondamentale de la dynamique g v A B = m projetée sur les trois axes

devient :

2
_ . de & d6
Sur #, IWCvy = a, ot wer— = —= — 71

dr  dA dr
Sur ug : — WCY; = ag Soit —wci: ﬁ@—f-r@
! dr drdr  d2
sur 2, :0=a,soit0 = &
dz?
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b. En introduisant » = R+ e et 5 c + ', la deuxiéme équation du trio ci-dessus
¢

donne 1 1 o
€ € o
—wc— =2—(—oc + o) + (R + .
4 2dt( we o)+ ) ds
R d do’
ATlordre0,e = 0,0’ = 0. Alordre 1, wc—e = RZY ou encore :
ds ds
wce = Ro’

(la constante d’intégration doit étre nulle, pour respecter le résultat a I'ordre 0).

c. Il en est de méme pour la premiére équation du trio de la question 2-a, qui devient :

d2
wc(R + (—wc +0) = 5 — (R+ (v + o).
En remplacant o’ par wce/R, elle s'écrit au premier ordre en €/R :
d’e B
FEEEC

La solution de cette équation différentielle du second ordre est de la forme € = Ae™ <,
elle décroit et sannulle rapidement quand # augmente. Il y a donc retour rapide a la valeur
r = Rselon % . De plus, si € sannule rapidement, il en est de méme pour w’. Il y a retour
IS L )z 1 7 —
a la position d’équilibre également selon ug.

d. La derniére équation du trio de la question 2.a conduit a
dz
dz

Le mouvement hélicoidal se fait a vitesse constante selon 1'axe de I'hélice.

= Cte = v, = v,.

m 1. La charge ¢ est soumise a F = gv A B parallele a y'y et dirigée dans le
sens négatif de I'axe, quelle que soit le signe de ¢. A se charge donc positivement, C
négativement, 74, >0, quelle que soit le signe de .

2. Pour que le mouvement des charges reste rectiligne et uniforme (régime continu,
I = Cte) il faut quil existe une force Fh = —F = gE—;l = —g? A ?, d’ou le
champ de Hall Eh =—-TA ? dirigé selon Oy. Il lui correspond une tension de Hall
Vi = Ena = vBa. Or I = jab et j = pv = ngv. On obtient :

IBR,
==

3.n= pﬁ ol N est le nombre d’Avogadro;

M IBM

Ry, = — t =
h pNe ¢ h pNes
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4. Cet effet est utilisé pour la mesure de B (teslamétre) dans la sonde 2 effet Hall. On
utilise un semi-conducteur qui permet d’amplifier la tension de Hall grace aux deux types
de porteurs de charges : les trous et les électrons.

m 1. F = —ed N B = m? est projetée sur les trois axes, en coordonnées
cartésiennes :
. eB .
x=——y
x . X 0 m
y l=—13 |AN] O soit .. e_Bo.c
i m Z B y m
z=0

La troisieme équation donne 2 = Cte = v,, = 0, 2 = Cte = z, = 0 : le mouvement
est plan.

Méthode classique de la variable complexe : on pose Z = x + iy, les deux premieres
équations reviennent alors a :

Z=1i—7=1iwc”Z

m

qui admet comme solution
Z = Z,e% = (%, + 19,)e = 10,e'’
ou encore x + iy = iv,(cos wc# + isin wcs). On obtient ainsi les équations horaires du

mouvement :

v
x = —(coswct — 1)
wC

7)0 .
Yy = —sinwct
wc

/équation de la trajectoire est obtenue en éliminant le temps dans ces deux équations :

__ Yo _ Mm%
we eB
v ) .
de centre O’ (xo = ——, yor = zor = 0). Ce cercle appartient au plan xOy et il est
®

parcouru dans le sens trigonométrique a la pulsation cyclotron wc.

2. Le théoréme de Iénergie cinétique entre anode et cathode s’écrit
g q
1

—mv? = eU

2 o
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d’ott 2eU ) 2mU

Ve =
m eR?

I
=)
b=
=
w
<

|

qui conduit 2 e 2U

AN.e/m=1,74.10" Ckg™l; Ale/m)/(e/m) = 2Ar/r = 10 %;
e/m= (1,740,210 C.kg™? m = (9,24 0,9)1073 kg

3. On a toujours z = 0, donc z = Cte = 2, = v, cosa, d’'olt z = ©v,7 cos . Les autres
équations horaires deviennent :

T, SIN A Vo . .
x=———-/(oswct—1) et y= —sinasinwct.
wC wC

En projection sur xOy on obtient un cercle de centre O”

U, SIn A
XQr = —7,3}0// = 201 = O
oc
mu,sina . > . )
etde rayonr = —F Puisque z = v,# cos a, on obtient une hélice de base circulaire
e

et d’axe Oz.

m Bien que cet exercice ne fasse intervenir que le champ électrique, il est placé ici
de maniére & comparer la trajectoire d’'un électron soumis a un tel champ (oscilloscope)
ou a un champ magnétique (télévision). On conclura ces deux exercices en faisant cette
comparaison : nature des trajectoires, formes différentes des deux appareils, pourquoi ne
pas inventer un oscilloscope a champ magnétique et une télévision a champ électrique ?...

1.

_<
<
x
eenences

solutions dey
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2.a. Entre les plaques YY:

U dzy elUr dy:> eUP e eUz?
d"d2 " md At 2md 2 VT 2ma2
0 dzz:>0 dz:> ¢ =t £
= — = — Ul = Z = —
ds? drs Ty
Ur
Pourz:l,y:Y:;T.
m 7)0

En dehors des plaques, le mouvement
est rectiligne et uniforme :

Y Y

tanfh =2 = — = 2

L 1)2 /
S eUIL
= mdv?

auquel s'ajoute le théoréme de I'éner-
gie cinétique entre C et A :
1
2

UIL
dUpc

b. sur I'écran y =

3. 7" = T : on voit une période de la sinusoide,

—mfvg = eUxc

T'" = 2T : on voit deux périodes de la sinusoide

T'" = T/2 : on voit une demi-période de la sinusoide.

17 |§8 )

Emwg =eUpc = Upc =

—
2. By est dirigé dans le sens inverse de l'axe 'z
pour que la trajectoire soit concave et la force de
Lorentz dirigée vers l'intérieur de I'arc de cercle

g )

mu,

R pr—
! CBl

= 0,187 m.

Dans P, le mouvement est uniforme,

Vg = vy = 2,3.107 m.s~ L.

Entre S et I, le mouvement est rectiligne et uni-
forme 2 la vitesse v,.

216
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/ ? DI
Ol=OH+HI=AC+HI=R(1—cos®)+ | D— - )tan =~ — + — = 3 cm.
2 2R Ry
- — - ) N
3. F, = —¢@ A B, est parallele a I'axe y'y a
Pentrée de P.
? DI /(1 + 2D)
OK~ —+ — dou Ry =—"2>".
2R R, O TPT o0k
Or X
OK = OI/Z d’ott ftz ~ 2R1

Comme R est inversement proportionnel a B,

—Bi/2 et B, =3510"'%.

m 1. Voir figure ci-contre

=
mo . —_—
2. Dans un dee, R = B la durée d’'un demi-tour vaut
e
TR mm —
T = — = —. Le champ électrique E régnant entre les

v
dees doit changer de sens a chaque demi-tour de la particule.

Sa période sera 7' = 27 et sa fréquence

f=

~
E

.

= 2,8 GHz

 2mm

3. Entre deux dees, le mouvement est rectiligne uniformément accéléré, d’accélération

eE . . . 14
a= — = 88.10" ms~2. Dans un dee, le mouvement est circulaire uniforme, d’accélé-
m
. 7J2
ration a, = —
R
( ) (eBRuyw)’ (BRimwx)
MUmax MUmax €O R max € max
4. R = donc Ecmay = = enJoules,ou Ecpayy = ——————
2m 2m 2m

€
eneV. Ecpmax = 0,56 GeV
5. Ecmax = eU dou U = 0,56.10° V.

6. Entre chaque demi-tour : AE, = eU,,. Le nombre total de demi-tours sera donc égal

3 ECmax/€Un. Le nombre de demi-tours dans chaque dee sera deux fois plus petit, soit
égal 4 28 000.

2:U
mlv—1/€ to; = 1,32.10° ms~1; 0, = 1,31.10° ms~?
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. N =g PN “ -
2. Pour que la force de Lorentz soit centripéte, B doit étre dans le méme sens que £ .

mu . i .

R = —. R est constant, le mouvement est donc circulaire et uniforme.
e

AN. Ry =241cm; R, = 24,5 cm.

3. Les points d'impacts seront donc séparés de 2(R; — Ry) = 8 mm.

4. R, = 92,28; R = 89,23; 8 = —33,05 le test est donc positif.

m 1. Les plans de symétrie du systéme contiennent

ﬁ . . . . z
Metz'z, B étantun vecteur axial, il est perpendiculaire |
— -
acesplans: B = Bu. Ilyainvariance par translation
selon 2’z : B est indépendant de z. Il y a invariance par
rotation autour de 2’z : B est indépendant de 6. Soit J
finalement : — T
—_ —
B = B(T) ug . u,
u,
La courbe d’Ampere sera un cercle (I') de rayon 7, AN » o
. , + —
passant par M et orientée selon 2z : Yy
— —
r
: ’ o M‘OI—>
Sir>a:) Luaes =1, do0 B-2mr = wol et Boy = —— ug,
2Ty
) ) . ) — r
sir<a: Loges = - w2, dott B 2mr = ju,mr? et By = HoJ s,
si 7 = a : la densité surfacique de courant est nulle, 7, = 0 d’ou
o o ”‘oI—>
Bint(ﬂ) = Bext(a) = Ug
2ma
H .
B est continu en 7 = a.
Les variations de B en fonction de
r sont représentées ci-contre. B
2.B=2.10"°T = 1008,
L
IR P 2na |
3. Pour que la boussole soit désai- !
mantée, il faut que Bepir > B i
. 1
Comme on se trouve a 'extérieur |
1
de Déclair, cela revient a écrire !
P-‘oI . !
> B, soit 7 < 8,3 m. !
21y !
T a T T T T T r
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m 1. Uinfinit¢ de plans perpendicu-
laires a la spire et contenant 2’z sont des
plans d’anti-symétrie (symétrie S.I.). B
étant un vecteur axial, il est contenu dans

les plans d’anti-symétrie : B est donc coli-
néaire 4 2’z f = Bu,. 1l y a invariance
par rotation autour de 2’z : B est indépen-
dantde O et B = B(z)w,. Laloi de Biot et
Savart permet d’exprimer le champ d_él créé

en M, par I'élément de conducteur d/; :

—
dBy = —

qui est perpendiculaire & P1M,. Or seule sa projection sur 'axe z'z compte, soit
dB;, = dB; sina avec sina = a/r. Lensemble de la spire créera le champ :

(o] OI 2
B¢ ap,w = b dan = 2w
spire 47 2r

i
Or B(O) = &
2a

, d’ou

B(M,) = BO) (‘;’)3 % = B(O) (1 + (2)2) o s

Les variations de B en fonction de z sont représentées

sur la figure ci-contre. B(Mo)

2. Le flux de B sortant d’une surface fermée est

nul. Or B = B(r, z), 'équation locale correspondante

s’écrit en coordonnées cylindriques : It 1 ‘

1[o(:B) . 0By . o(rB,
7= 1 |0B) | 9By | B |

div B = 0.
r or 00 9z
Elle conduit a d(rB:)  9(rB,)
or 9z

Sir < a, B, = B,(z), dou

00B) _ dB()  0B) _ _ dBy(2)

0z dz or dz
qui s'intégre : 2 dB,(2)
Br ) = 4 ;
rB(r, 2) 7
et donne : 7 dB,(z)
Br ) N T
(r,2) 2 dz
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D’apres les variations de B en fonction de z représentées dans

dB,(2)

la question précédente, 1 < 0, quel que soit z, donc

B.(r,z) > 0, quels que soient r et z. C’est la seule possibilité
pour que les lignes de champ se referment a l'infini.

m 1. D’apres la premiére question de 'exercice précédent,
le champ créé par une spire en M vaut :

ol 3 ol .
E)(M) =k <f> 7 =P il

2a \r a

Pour ndz spires, il vaudra

Wwondzl . 4

—
sSin- o .

dB(M) =

Orz = MP, tana = a/z, dz = ada/ sin® «, donc

Mor2d

(cosay — cos o) %

ord .
@(M) = _P«zn sinada 7 et ?(M) =

L
2. Au centre du solénoide, cosa; = —cosay = ———— d’olr
2/ + I?%/4)
onIL
BO)= 7

N =S Ine

Sia < L/2 alors E)OO(O) = wonl % . Pour le solénoide réel, un développement limité

de ?(O) au second ordre en a/L conduit 2

B..(0O) — B(O L
B(O) ~ ponl #(1 — 24° 1) % < 1% si —~ < 14.

3. On applique le théoréme d’Ampere a un contour rectangulaire dont deux cotés sont

paralleles 2 z'z et deux cotés lui sont perpendiculaires. Ce rectangle est situé soit entiére-

ment a I'intérieur du solénoide, soit entiérement a 'extérieur. Dans les deux cas, il n’enlace

iy
aucun courant. Sachant de plus que B = B(x)% pour un solénoide infiniment long, on
—5

, . -_— - . . — 7 . — _ — —
en déduit que By = Cte ainsi que By, = Cte'. D'ol Biyy = pond 4 et By = 0.

I1'y a discontinuité du champ a la surface du solénoide, qui respecte :

— =

—
Bint - Bext — H‘ojcr A Z}

—
., . N —_—
avec la densité surfacique de courant j, = —nlug.
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m 1. En un point M de l'axe :

-3/2
- I T S T | 2\ 2 — ol @ —
B(M)—z—SIH 0&14—2 <1+(—> u—Tmu

a a a
B = &B 1, 57
dz (@® + 22)°/%7 d2? (@ + 2252 (a® + 22)7/%
Cette dérivée seconde s'annule pour z = =£a/2 qui correspond bien a deux points

d’inflexion. B(a/2) = 0,716 B(0) d’ott B(a/2)/B(0) = 0,716 et B(a) = B(O)/2+/2.
AN. B(O) = 9,26.10~* T = 46B.

2. ) _
o NT a a
B(x) = 3 P 372 + 1372
[a2+<—+x>] [az-l-(——x)]
L 2 2 -
= A _4
~(s=5 ) s (s=5 )
avec ﬂ2
NI
Sf(z) = |U~2 @+ 27
d (4 L (d 2, (d 3
r(=ie) = (32 (3) 3 (5) e
d’ou :

B(x) = 2f <g> + xzf” (g) + 0(x3)

d d
On aura B(x) = 2f <5> sif” <5> = 0, ce qui correspond aux points d’inflexion de la

courbe B(z), obtenus pour 5= g soitd = a.

AN. B(O) = 1,32 mT, B(O7) = 1,25 mT = 0,95B(O) : le champ est uniforme 2 5 %
pres.

—
m 1. Tout plan passant par une spire est un plan de symétrie. B étant un vecteur axial, .

. . . N L, . - < N -
il est perpendiculaire a ces plans de symétrie. B est donc paralléle 4 I'axe : B = Bu,.

Lenrencey

Toute translation paralléle 4 2’z ou toute rotation autour de 2’z laisse B inchangé; B ne
dépend nide znide 6 :

- —

B = B(p)u,.

solutions dey
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2. On oriente arbitrairement le 00000000000000000
contour ABCD par la normale

7. Soient By et By les valeurs | / 2

algébriques de B le long de AD ®h

et BC respectivement : AT D
00Y00000OO00O0OOOO0OO0

- = - —_
% B -d¢ = B,BC + B;DA
ABCD

= BC(B, — By).

Dansle cas 1, Lyjaces = 0, d’ott By = By : le champ est uniforme a I'intérieur du solénoide.
Dans le cas 2, Iyjaces = 0, d'ott B, = By : le champ est uniforme et nul a I'extérieur du

solénoide.
- _ R -
Dans le cas 3, ) Lyes = nIBC > 0, jg B-dl = BC(Byt — Bint) = —BCByy,
ABCD
d’ou :
BT>nt = _IJ"on-I?Z>

3. La densité surfacique de courant circulant a la surface du solénoide se définit par :

— u
)] ”121 I s
8 Z
- ."
(1) d Ug
z ! z

—
Jo || qui est l'intensité traversant un segment de longueur & parallele a Oz donc
— nld . i ..
Jo || = —— = nl. Soit, en coordonnées cylindriques :
d
—
jo‘ = _nIu—(;

On vérifie la relation de passage
—

— R
Bext - Bint = I*Lonqu
et d’autre part

—

- — — = —

Jo Ny = —nlug N uy = nlu,
d’ott — — —

Beye — Bine = WoJo A u—[;

N
4.a. Tout plan passant par une spire est un plan de symétrie. 4 étant un vecteur polaire,
il est contenu dans ces plans : 4, = 0. De plus

1d
G f 1
4m Jo 7
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—
avec d/// — ug. Enfin toute translation paralléle a 'z ou toute rotation autour de z'z
laisse A inchangé donc

—
A = Ay(p)us -

b. On utilise §)=r0—%7

A Tintérieur du solénoide :

190 0
Bt = —ponl = (rotdn), % = ga—p(pﬂim)z = 3 (0d) = —arlp

M‘onIp2

= pAint = -

onl Ct
+cte:,?m:<_“39+:)z.
P

— —
Sidy=0enp=0,Cte=0:

g Rorlp
. 2
A Textérieur du solénoide :
— = 10
Bext =0 = _a_(pAext)Z — pAext = Cte = Aext = Cte/p'
pop
La continuité du potentiel vecteur en p = R s’écrit :
IR Ct IR
_ponIR _ Cte . pon
2 R 2
nIR?
7ext = - ot ll—e)
2p

c. On utilise

j{z@://f.m 0o
C S

(C) est un cercle de rayon p . /

orienté dans le sens du courant,

dont le centre se trouve sur 'axe
/ Y] —
Z'z. dl = —pdOBuy (le sens de

.. ) (O}e; 0000000000000
parcours choisi est opposé au

sens de ug d’ott le signe —) et R
N
A = Ay(p)ug .
A l'intérieur :

_
f{ A - Al = — f Ay(p)pd® = —Ay(p)2mp.
C C

D’autre part
P //? -7 dS = ponlwp?
s

soit finalement N
—Ay(p)2mp = ponlmp? et iy = —
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A Pextérieur : I -
f{ A - Al = —Ay(p)27p, / / B - 7dS = ponInR?
C N

—
qui conduit 2 —Ay(p)2mp = penITR? et Aoy = — 3
P

Ko nIR? —

Uy .

Remarque : les conditions aux limites en p = R et a 'infini ne sont pas utilisées dans

cette méthode.

s .. - i - , , . . L, .
d. On pourrait également utiliser A4 + p, j = 0. Cette méthode nécessiterait d’écrire

5%
la continuité de A4 en p = R comme pour toute équation locale de départ.

-
2: NERS
2.a. %: Mol u-e>
2m(e — a)
LLb _,

— —_— =
Fyn =LMNA Byn = pos—— #r
27(e — a)

De méme
B p“oII —
PQ= 2m(e + a) “

wol1hd _,
FPQ IZPQ/\ BPQ m”

Les cotés NP et QM sont soumis a des forces égales et
opposées dont la résultante est nulle.

— —_ —_ IJ,O_IlIzﬂé —

F=Fuyn+Fog=—""7""—-u.

LT a2 —a2) "

Le cadre est attiré par le fil.
b. Le flux élémentaire du champ magnétique sortant de
la surface dS, distante de 7 du fil et orientée par la normale
7 comme indiqué sur la figure vaut :

}.Loll bdr

27r

db = B - 7dS =

Le flux sortant du cadre vaut :

®— /Hﬂ Wolrbdr _ p,OIIbLne +a
. 2mr 2m e—a

>

—a

N P
I1
Al
- Bpg
Fun™—Bun  ®—>
Fpq
F Yh
—
M Q
5
<—r>
N P
ds
n
hatl | &
®
M Q
S

3. Si le cadre se déplace de dr = de perpendiculairement au fil, le travail des forces

magnétiques est donné par le théoreme de Maxwell :

do

AW = Fde = d® = F = Iy
e
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m 1.a. Le circuit est ouvert, il n'y a donc pas de courant induit. Il ne peut pas y avoir
—

de force de Laplace venant freiner le mouvement de la barre. B n’influe donc pas sur le

mouvement de celle-ci, qui est uniformément accéléré selon I'axe Ox avec a = gsina

comme accélération.

2d

gsina

1
b.d = —gsinas? douz = =0,49s

2

c. Le circuit étant ouvert, c’est le fux coupé d. qui intervient dans la loi de Faraday :
dd,
ds
- — 2 LN : ) . . z s
P, = B .7’ dS est défini a partir d’une orientation prélable de la surface coupée. On

peut orienter celle-ci dans le sens MPQN, la normale sortante 7 sera alors perpendicu-
laire a cette surface et orientée vers le haut, elle fera un angle « avec ? et ®. = BlLxcosa
(on aurait pu choisir 'orientation inverse, @ serait alors de signe opposé). Avec l'orien-
tation choisie

——dq)c——dq)c%——BL( Yo(sin )¢
i e P cos a)g(sin o

(avec l'orientation inverse, ¢ serait alors de signe opposé). En éliminant # (question 1.b)

il vient :

e = —BLcosaV2dsina=—0,15V <0
(avec l'orientation inverse on aurait obtenu ¢ = +0,15 V)

2.a. Le circuit est maintenant fermé. Un courant induit i = ¢/R apparait. Une force de
Laplace de freinage F =iL N B estcréée qui est perpendiculaire a B donc horizontale
et dirigée vers la gauche. Plus la vitesse de la barre augmente, plus F augmente jusqu’a
ce que sa projection sur I'axe Ox soit égale et opposée a celle du poids de la barre. Le
mouvement devient alors uniforme et la barre atteint sa vitesse limite.

b. Ceci se produit quand |7y, | LB cos a0 = mg sin a soit pour
mg tan o

=27A
BL

i | =
Remarque : avec P'orientation choisie précédemment (sens MPQN) on avait trouvé
¢ < 0. Le produit ez devant toujours étre positif, 7 < 0 : le courant induit circule dans le

sens MNQP et donc de Q_vers P dans la barre. La force de Laplace est bien une force
de freinage.

C. €im = Riji, = —BLuyy, cos a (cf. question 1.c avec v = g(sin a)z). Il vient :
Riym  Rmgsina
BLcosa  B2I2cos?a

= 100 m/s!

Ulim —
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l.a. L = ®/i ot P est le flux propre créé par un circuit au travers de lui-méme.

b. My = ®y1/i; ot Py est le flux créé par (2) dans (1) et 7, l'intensité du courant
circulant dans (2).

c. M= M12 :M21

d. Lorientation des spires est définie par le schéma et détermine leurs normales, en
. . —
particulier 7.

d, d,

fiyy

B1 E )

B @
)

(1) ()

Supposons qu'un courant d’intensité #; circule dans (1), dans le sens indiqué par l'orien-

tation : 7; > 0. Ce courant crée dans (2) un champ magnétique 1?1) . Le flux de 1?1) a travers
(2) sécrit Py )y = // E{ - 713dS,, il est positif dans le premier cas, négatif dans le second
@)

et nul dans le troisiéme. On obtient donc : M = M, = ®q,/i; > 0 pour dy, M > 0 pour

dy et M = 0 pour ds.
2 2

N N° d
2. B= ponl = uozl et ® = NBS = uoTﬂ'ZI = LI ou N est le nombre total de
spires et /4 la longueur du solénoide, d’ou :
2 d2
L= Mo T = 15,8 mH

3.a. q)a = (1311 + (1312 + (1322 + @21 == 2(L + M)Z d’ou La == 2(L + ]W)
Dans le dipole (b), @1, = Py = —Mi d’ou Ly, = 2(L — M)

b. Z, = /@2 + Q) 7 = /@ + L2mf Y

c. Les deux derniéres questions conduisent a :

1 |z 1 |z}
L+M=—\/2-r* et L-—M=—{-2-7
2af V4 2af | 4

dou L = 11,9 mH et M = 3 mH.

L1,
L+ I,

st

4. En série : Lgg = L1 + Ly si M < Li,Ly. En parallele Lgg =
r, 1 K Llw’ LZ(D-
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m l.a. En régime permanent, la bobine se comporte comme une résistance ohmique

r. Soit Réq=r—, la loi du diviseur de tension s’écrit #, = E b S 0,975 V d’ou
r + R Ro + Réq

iy =2 — 975 mA.

r

R d:
b. ATouverture de K: L— + (R + r)i = 0 qui admet comme solution : i = ie” (RHn/L

d'ott u = —Ri = —Riye R/

c. Noter la tangente a 'origine de ces deux courbes qui coupe I'axe des temps a 'abscisse
t=1=L/(R+r)= 0,476 ms.

iy=97,5mA ———————— u,=0975V

‘" 1=0,476 ms

d. Lénergie consommée dans R par effet Joule s'écrit :

> RZ L
Eg = / RAdr= — "0 = — 0,454 m]
0 2 R+7

e. Si R augmente, 7, augmente, T diminue, %, augmente et Rz, augmente, d’ot les courbes
suivantes :

Si R>>200Q

- Ri,
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Si R << 200 Q

i u

Ug

T t
. ~Riy
IOK_
‘E\\ —-
t

2.a. En régime permanent, la bobine se comporte comme un conducteur ohmique de
résistance 71,. Le rotor étant bloqué, il se comporte comme conducteur ohmique de
résistance infinie.

E

= —=250mA et i = 0 car la diode est bloquée.
Ry +n

o

b. Le schéma équivalent du circuit est représenté
sur la figure ci-contre. La loi des mailles s’écrit :

d. -
Ld—;+ri+Kw:O (1) E=ko

c.1. Lénergie cinétique de m s’écrit :

1 1
Ecw = =mv® = —mlaom)? = —m—w® = Ejm(o

2 2 27 ¢
N2
dou J, = m (Z’> =2.10"7 kg.m?.

c.2. (i) - Le moment du couple moteur vaut I'; = Ki, = 7,5 mN.m.
mga

Le moment du poids de # transmis par le réducteur vaut : I';, = o = 2mN.m.
I'y > T’y : m va monter.
(i) - Le théoreme de I'énergie cinétique s'écrit 8/ = dEc.
Pour le systeme 7 : dz = awds = ﬁ(1)dz‘.
1

Pour le systeme {rotor + m} : ['wat — %mdt =d (5](»2) .
En simplifiant par w et avec I' = K7, il vient :

. mga dQ

Ki— 78 _ 0
i C P (me)
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dQ
d. En dérivant (el) et en éliminant m entre (el dérivée) et (me), il vient :

d?i di K Kmga
L—+r—+—i= dif
2 J ! JjC (dif)

e. (i) - En utilisant (el) ainsi que la continuité de 7 et o :
di r
—(t=0")=——i, = —35As!
dt( ) L °

_ Ko 78T 03109 radis?.
d'] JC
En utilisant (el) : w(z = 07) = Ld—;(z‘ =0") + i, =—12,5V.

(ii) - La solution générale de I'équation (dif) sans second membre tend vers zéro quand

En utilisant (me) : c(li—(;)(t =0")

t — 00. fy représente alors la solution particuliere de I'équation (dif) avec second

membre. o i
(i) - g = ]% = 66 mA; Wy = — }‘{’“ = —1,54 radss 1w = i = 1,32 V.

f.1. La courbe 1 correspond 2 7(#), la courbe 2 2 w(#) car ®(07) = 0 et 7 (0%) # 0.

f.2. Soit # = ¢, tel que w(z,) = 0, d’apres la courbe 2, #, = 0,21 s.Pour # < £,, le travail
) M )

du poids est négatif, la machine se comporte comme un moteur. Pour # > #,, le travail du

poids est positif, la machine se comporte comme une génératrice.

£3. i(0) =250 mA ®(0) =0rad/s 7y, = 66 mA o, = —154 rad/s.
dz

f.4. Laltitude de la masselote est maximum quand Pl 0, soit pour » = 0 qui
correspond a 7, = 0,21 s.

1 0 max
£5. O = =.60.021 = 6rad 2z = 2% = 6 mm.

2 C

£.6. Pour z = Zna, Epmax = 78%max = 12 m] en prenant E,(z = 0) = 0. Or I'énergie

1
stockée initialement dans la bobine valait I, = ELZ'(Z) = 156 m]. Une importante partie

de cette énergie a été dissipée par effet Joule dans les résistances et seulement 7 % de
I'énergie initiale a servi a remonter la masselote.

m 1. La vue de face du solénoide est représentée ci-contre :
T Ay - . — y - ey —
df =idl N B = —iBdle; or ¢ dl = 2mNad'ou f = —iBle.

Le principe fondamental de la dynamique s’écrit :

- = = = = N
P+R+f+F+F=ma
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La figure suivante représente le solénoide vu de coté, T
supposé se déplacer dans le sens des x positifs, avec R LTl
dx ’ . . , . . , , , i (o) i X
P 0. Déquation précédente, projetée sur I'axe x'x i JUDORUWIMDmAwG:
. . x d’x
devient: —iBl — kx — w—— = m—— ou encore
ds ds
. . Bl
x+Ex+ix:——z (1)
m m m

2. Pendant la durée d#, chaque spire du solénoide s’est déplacée de dx = vdz et elle a

coupé le flux |dd.| = |Blvds|. Dot e = _d—tc’ le| = Blv. Le déplacement entraine

un courant induit de sens opposé a i (loi de Lenz), le courant induit est donc négatif, de
méme que le fe.m. e.

e = —Blv

Le schéma électrique équivalent du solénoide est repré-
senté sur la figure ci-contre. La loi des mailles s’écrit :
u — e — uy, = 0 soit encore :

d:
=Ri+L— — B¢ 2
u 1 P v 2)

. 4 . 74
3. () = U\2coswt , U=U,I =17,V =Ve 7V dou X = joV et X = =.En
Jw
remplagant dans (1) :

—B(lI

'< k)
pty|lom——
w

On fait de méme dans (2) qui devient U = (R + jLw)Il — BV = ZI dou

Z:

B2£2
Z=(R+ jLo) + P = 71, + Zy avec Zy, = Ry, + jX,,.
wtJ (oom — —>
)
By B2(? <é — mm>
m — < Xm =

, A% A%
p? + | om— — p2 + | wm— —
6 6
4. Léquation d’un tel cercle est : (R, — R,)? + X2 = R? soit R2, + X2 = 2R,R,,. Elle
est vérifiée en prenant les expressions de Ry, et X,,, obtenues a la question précédente et

BZ 2
g = BE
2p
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Pourw =0, R, = X, = 0. Quand ® — o0, R, = X, = 0. Quand o = w, ,

B20?
R, = — =2R,.
8

2

Pour 0 < w < w,, ®* < — d’ou

m
X > 0:lecercle est parcouru dans
le sens des aiguilles d’'une montre.
SiR, = R, :

B* %,

B2(?
—

) "

&

w2+ (wm——
®

On aboutit a la résolution d’une inégalité du second degré en o :

m? (0 — wi) —ple? <0

qui admet deux solutions positives :

et v/ P2 +4m2mg

w1, —
2m

et

w2

W+ /2 +4m2cog

2m

Pour ® = w1 = wy, R, = R,,
d’ou les points représentés sur le
diagramme de Kennelly ci-dessus.

Wy — W = —

m
représente la bande passante du
haut-parleur. Elle est indépendante
de B et se comprend lorsque I'émis-
sion acoustique Ry, est représentée
en fonction de w.

2R

m l.a. Voir la 1" question de

Pexercice 21.

b. voir la 1™ question de l'exer-
cice 22 :

MoV,

BM) =

(cos 0,—cos 01) 7,

)

AY
\
\ @
—
\
\
%y
N
’

20

solutions dey
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+/
c. cosf; = #, cosfy = 2 fou E)(M) = B,f(2)u, avec
R+ 2 VR + (z+ 0)?
oIV, +/
By =1 73 mT et f(z) = ——m £

2t VR A+ 12 VRTZ2

£(0) = = 0,97

!/
VR? + (2
d. Placer une sonde de Hall en M.

- . . . = . . .
e. B ne peut pas étre uniforme a extérieur de (S). Par contre, B peut étre uniforme a

Iintérieur de (S) 4 condition que ¢ > 10R. Ce n'est pas le cas ici car £ = 4,3R < 10R, B
n'est donc pas uniforme dans (S).

f.1. P est voisin de M donc E;(P) ~ ?(M) En fait cette égalité nest pas respectée
ultérieurement car si P appartient a 'anneau (A), alors = R. En toute rigueur, il faudrait
prendre un noyau de fer doux, un anneau (A) de rayon r < R et interposer un carton au
début de I'expérience entre (A) et la face nord de (S) pour éviter que 'anneau ne tombe
dans le solénoide.

f.2. Le plan contenant z'z, M et P est un plan d’antisymétrie. ?(P) est contenu dans ce
— —
plan: By(P)= 0.

¢ . . ,
f.3. Lanorme de B (P) est invariante par rotation autour de z'z, elle ne dépend donc pas

de 6, il en est de méme pour E(P) qui ne dépend que de 7 et z.

f.4. div ?(P) = Oavec ?(P) = B,(2)u, +B.(r, 2)ug et B,(z) = B, f(2). On obtient ainsi

e 1 a(rBr) 1 0By , 0By , . d(rBy) ,
== el =0.0r — = =—
div B (P) — 0 B, f'(z) =0.0r 0 0d’ou o B, f'(2) et
L 7 , . r , C(z)
en intégrant 7B, = ) B, f'(z) + C(z). Soit finalement : B,(P) = —EBOf () + —
,

Or B, = 0 quand r = 0, Vz donc C(z) = O et

B.(P) = —%Bo ()

f.5. On utilise un cylindre de hauteur dz, d’axe

. dz
2'z, situé au dessus de (S) entre les cotes z — 5 et

Z +dz/2—

z
z + —, comptées a partir de O.
2 4 P p dz

z-dz2 —
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Le flux total sortant du cylindre s’écrit :

® = 7B, (z + %) — @B, <z - %) + 2mrdzB,(r, 2)
B
= [%dz + 2mrdzB(r,z) = 0
z

dB, oo
En remarquant que d—dz = B, f'(z) il vient :
%

B.(P) = —%Bo ().

f.6. Les lignes de champ ont donc I'allure suivante : ( figure
ci-contre)

£f7. Enz =0,

B,(P) = B(M, z = 0) = B, =753mT

14
VR? + (2

B.(P) = —§ o/ (0). Or:

R? 1

SO m o VR

2 R(?’B,

et BT(P) = W = 0,825 mT.

d’oflf/(O) ~ 7[R2 n £2]3/2

2. 11 suffit de multiplier toutes les normes précé-
dentes par 100 : B, = 0,773 T, B(O) = 0,753 T,
B,(P,z=0) = 0,753 T et B,(P,z = 0) = 0,0825 T.

3.a. Lorsqu’ un courant s'établit dans (S), il se crée un

. . . . . H
courant induit 7 dans (A) tel que le champ induit B jpquic

par i dans (A) s'oppose au champ B créé par (S) (figure F

ci-contre). LUanneau (A) présente donc une face nord 2 la i
face supérieure de (S), qui est également une face nord : ces
deux « poles » se repoussent et (A) s’éloigne de (S).

b.1. &) = / / BP)7dSavec 7 = %, 8 = wR? n
surface(A)

C 1D
et ?(P) = B, f(2)sin otz,. Dou : U @

D(z) = WRZBOf(Z) sin wf = @, sin wz avec ®, = TfRzBof(Z)
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do

b.2. ¢ = T —w®, cos wt = —e, cos 0t avec ¢, = 0P, = WTR?B, f(z)
(o) (0] RZBO

b3. i = - —e—coswt: —1i, COS W/ avec 1, — S _ um—f(z)

X X X

R
b.4. dF = idl A B (P) = iRAOIE A | B, £ (2) sin wrz, — SBof @) sinwr | = dF,+dF,
avec .
/R“B.,d0 ' .
d—F: = z'd—ﬁ> A ?Z = iRB,d6f () sin ot et d—F; = zZif(z) sin £,
B(P)

— — —
b.5. Les forces dF, s'annulent deux a deux : dF,(P) = —dF,(P’). Par contre les forces
27 -p2 /
R*B,d0
d—F; s’additionnent : ? = / d—F; = / 127f(z) sin wzu,. Avec i = i, cos oz il
(A) 0

2R4BZ /
el 20)];(Z)f (=) u, et £(2) = sin2wz.

- = —
vient ' = Fog(f)ou F, =

c. (sin2wf), = 0 d'ou (F)T = 0. Cette interprétation ne peut pas justifier le saut
de l'anneau. Quand I passe de 0 a I, dans (S), un courant induit apparait dans (A)
pendant I'établissement du courant dans (S). Le champ E;(P) est responsable d’une force
de Laplace F parallele a %, : Panneau saute pendant la fermeture du circuit mais retombe
des que le courant I, est établi dans (S).

d. Il n’y aurait aucun phénomene d’induction.

di(#)

4.a. e(r) = Xi(r) + LF avec e = ¢, coswz. On pose ¢ = eoe’

et i = i,e/* d’ou
60 60

) e ® ) Lo
7 = —F/———¢ avec tan¢@ = —- ou s =

27 X+jLo /X2t Loy X VX2 + (L)

e
i(£) = iy cos(wt — @) et jy = ——o—— .
VX2 + (Lw)?
b. F = ()R’ B,mf"(2) sin wtu,. En remplacant i(¢) puis e, par leurs expressions,
— _ o™ R*B?
il vient F = F,a(2)B(Hu, avec F, = ——F—=—=, a(z) = f(2)f'(z) et

VX2 + (Lw)?

B(#) = sin wz cos(wz — @) .
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1 1
c. sinwzcos(wz — @) = E[sin(2wz‘ — ¢) + sin @], (sin oz cos(wr — ¢)) ) sin @ d’olr :

sing_,

Uy
2

(F) = Fya(2)

d. sing = 0,998, a(0) = —6,93 m~, F, = —0,502 Nm™", <Hf|y> — 1,74N.F>P:
(A) décolle.
sin @

e. A l'équilibre F(z) = mg soit F,a(z) 3 = mg. On en déduit I'équation dont

laltitude d’équilibre est solution :

2mg

ou a(zsq) = f(zeq)f ' (zeq)

Z¢q) = -
(zeq) Fysing

5.a. On peut citer 'expérience des rails de Laplace ou bien la rotation d’une bobine placée
entre deux bobines de Helmholtz (principe de I'alternateur). Aucune de ces expériences
ne nécessite de tenir compte de 'autoinductance de I'induit.

= . TN ale B ~

b. B serait uniforme et parallele 2 u,. Or c’est la composante radiale B;(z) qui est
responsable de la force de Laplace qui fait sauter I'anneau. On n'observerait donc rien
dans ce cas.

m 1. Pour un solénoide infiniment long B = pwonl. Les deux champs s’ajoutent en
N
O,dou B = 2;1,02] =#.AN.%2=0,0287T/Aet B=0,11T pour I =4 A.

2. Limpédance du systeme (S" + C) est différente de celle du sys-
teme (S). Les deux systémes étant alimentés par la méme tension, les
amplitudes et les phases des courants qui les traversent seront diffé- | | ____. -
rentes. Le condensateur entraine une avance de phase du courant 7'(#) B
par rapport a celle de ().

B 163
Bs = ki(t), By = ki'(¢) donc tan6 = A i(z)

= —=. B est donc un o =
B, (2 5

vecteur tournant de vitesse angulaire w,.

U U Lw,
3.I=YU=———,=——cttangp =

R+jLos’ /R + (Lw,)? R
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4., I = I conduit 3 £Lw, = Lw, — o qui admet comme seule solution

Wo
1
possible : LC = ook ¢ = ¢ — @/2 conduit 2 tangtang’ = —1 soit a
(DO
1 2 . - R
Lo, | Lo, — T = —R°. Ces deux résultats sont satisfaits pour L = — et
0‘)0 (o]
1 U
C= . Dans ces conditions: I = I' = ——, ¢ = E,cp/:—E
2Ro, RV?2 4 4

5. AN.L=0,08H, C= 63 pF, L’ = 3,6 mH d’'ou 2’ < L. Lexpression de L' n'est

pas applicable ici; un noyau de fer doux doit étre placé a I'intérieur des deux solénoides.

6. I = I' = Bs = B{. Ces deux champs sont perpendiculaires entre eux, leur

. B
résultante est inclinée de 45° par rapport a chacun des axes, B, = 250 = V/2Bs d’ou
cos
— kU = . .
= ——(u, + ?y’) B, tourne a la vitesse angulaire w, dans le plan xOy.

RV2

7. Faire tourner un aimant autour de son axe.

EB] 1. T()=MA B = MB,sin(M, B)z, = MB, sin(w,t — ot + ).
—
(T') = MB, {sin(w,z — wt + @) u,. Or (sin(w,z —wzt+a)) = 0si ® # o, et
— —
(sin(wo? — wf + ) = sinasio = 0, = (') = 0siw # o, et (') = MB, sinau,
St = W, .

2. Le dispositif fonctionne en moteur s'il recoit du travail, donc si I' > 0, soit sina > 0
et ® = w, . Ces deux vitesses de rotation étant égales, elles justifient le nom de « moteur
synchrone ». En effet il faut alors que 0 < a < v : I'aimant suit le champ magnétique.
P, = (I') o, = MB, sin« en régime permanent. La source d’énergie est électrique, elle
provient de I'alimentation des bobines du stator.

3. En fonctionnement moteur I' > 0.
I', = MB,. En régime permanent,
I'n =T —-T,oul, = Cte est le
couple résistant. Pour I'; et a donnés,
siw # w,, I' = 0. Pour que le sys-
téme continue a tourner, il faut que Py,
augmente, donc que sina et a aug-
mentent. Le domaine de stabilité cor-
respond a la partie de la courbe telle
iy

que = < @ < @, ol & augmente quand

I' diminue (en noir sur la figure).
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m 1. & = //3.7&9 = BScos(7, ?) Or a z

t =0, a = (n_o),]?;) et au temps ¢, (ng, 7) = o, . /i)
== / y
(Bo, B) = wot. D'ot, en posant &, = BS : >
o7
@y
® = D, cos[(w, — W)z + ] )
% B
. d® .

Onendéduite = 5 D, (w, —w) sinf(w, —w)z+a].

D’autre part e = Ri + Ld—;. On cherche une solution de la forme i = Im(7) avec

i = Je/l@o—oital o T — [7¢ T es deux expressions de e conduisent a :
q)o(wo - (,0) = RI +jL((’~)o - (L))l

o (I)o L - Wo
© w) et = tan~! M

doul =
VR + L0, — w)? R

i(£) = I'sin[(w, — W)z + a + ¢]

. N L. Iy .
2. La bobine, parcourue par un courant i, posséde un moment magnétique M = iS7 .
— - = =
Sous l'action de B, elle est soumise au couple de moment I' = M A B paralléle 2 'z

Le module de ce moment vaut :

I'(#) = I®, sin[(w, — w)f + o] sin[(w, — W)z + o + @]
. . 1
Or, (sin 0sin(0 + ¢)) = 5 Cos@ d’ou

O’R(0, — )
2[R? + I%(w, — w)?]

1
I‘m = _IO(I)O =
2 Cos ¢

Dans une rotation de la bobine d’un angle élémentaire wdz , celle-ci recoit le travail des
forces électromagnétiques qui vaut 3/ = I',,d0 = I';wdz. On est en présence d’'un
moteur si 3 > 0, soit I, > 0 d’ott (0w, — ®) > 0 et w, > w.

®2Rw
. Fm g g 070, Fm = o) — .
3 (w=0) AR + [207] (w=w,) =0
dl', PR IL*(w, — ) — R’ R

Sk

0~ 2 R+ Do, o) = 08l Wpay = Wy — T qui nexiste que si w, >

Le dispositif est moteur au-dessus de 'axe des abscisses et résistant en dessous.
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moteur

résistant

d
4. Sil'(w =0) > T, d—(;) > 0 tant que I';, —I'; > 0. Le point de fonctionnement atteint

est P sur la figure précédente. Si I'; augmente, w diminue mais I';, augmente : le couple
moteur équilibre le couple résistant, le point de fonctionnement est stable.

m 1. On choisit d’orienter arbitrairement le cadre carré dans le sens trigonométrique,

pN N _>—) 2 2 X
sanormale sortante est alors parallelea Oy. & = / / B 7 dS = Ba®* = Bya cos(ZTrX—ooOz‘).

t
Le cadre se déplace dans la direction x'x avec la vitesse v donc 271'% = 2’rr%. Avec
®, = B,a il vient :
O = D, cos[(w — w,)7]

d® d:
Ore=— = O(0 — w,)sin(w — w,)t = Ri + Ld_zl" La méthode est identique a

celle suivie dans I'exercice précédent. Elle aboutit en régime permanent a

() = I, sin[(w, — )£ + @]

avec X\ X +a X
I — ((1)0 - w)(I)o i FT)M i
’ \/R2+L2(wo—m)2 M 1 'Q
et A
1 L(w — w,)
@ = tan — R N
Fun ®B e
FPQ
—_— — . .
2. Fqum et Fxp sont perpendiculaires au mouve-
ment et :
—_— B Sp— N P
FQM = —Fnp. F = FQM + FNp 2 =
NP
= ia[B(x + a) — B(x)| %,
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En remplagant par les expressions de B en fonction du temps et dans la limite ot @ < N,
il vient :

D, .
= _iZTrT sin[(w — w,)] 7%,
@2 (w0 — w,)

= —2m—
A \/R2 + L0, — w)?

sin[(w — w,)#] sin[(w — w,) + @]

La valeur moyenne du produit des sinus

cos @ R Fn
vaut = ,
2 2/R? + 2w, — 0)?
d’ou :
B RD? (w0 — w,)
mo N R A+ 2w, — w)? ®
 _R®Z QO
B N R+ 1202
en posant ) = o — w,. F,() est

une fonction impaire qui s’annule pour

Q) = 0. Sa dérivée sannule pour

Uy = oy — 0, = :I:Z, soit pour
R RD?

oM = ®w, £ — st R < Lw,. On obtient alors F., max m——. De plus
L ’ 2NL
Rq)g W,

Folo=0)=m =F

N R+ I2(w, — )2

3. Le dispositif fonctionne en moteur s’il fournit de la puissance mécanique, donc si
—
Fp -7 = %me > 0. I1 faut alors que w(w — w,) soit négatif.
. . Aw,
a. siv > 0, il faut que w < w, ou v < —
2m
. . Ao
b. si v < 0, il faut que w > w, ou v > —.
T
<1
En présence de la force de frottement Fy = —Fiu,, le moteur démarre si :
dv S — . 7w RP? ®
m— =Fy + Fr > 0 donc si F < °— ° 5
ds N R+ (Lo,)

Le cadre se met alors en mouvement et le point de fonctionnement décrit la courbe ABC.
11 trouve un régime stationnaire en C. Ce point est un point de fonctionnement stable
car si o augmente £, diminue et inversement.
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m 1. Tout plan contenant OM est
. , -
un plan de symétrie, d’autre part ;7 (M)
) -
est un vecteur polaire, donc j = ju,.
— Linvariance par rotation autour de O
e N—
conduitd ; = j(r)u .
— Llintensité du courant sortant d’'une

petite sphere S de centre O et de rayon
r sécrit :

I= ﬂ? -7 dS = j(r)dmrt,
N

D’ou

. I
AT
avec I > 0.
- 1= %, dg = —dQ (Q(#) diminue quand Q; augmente) et cil—'? <
- _ 1 .do,
ST T

2. La symétrie sphérique entraine que E = E(r)u . Le théoreme de Gauss appliqué a

(S) s’écrit
PR
s

€o €o

smpp = 20 o QO o
€ 4mre,r?

—
3. B est un vecteur axial, il est donc perpendiculaire aux plans de symétrie, qui sont
—

I'infinité de plans passant par OM. Donc ? = 0.

4. On doit donc vérifier

- = (?CI)E
B -dl = MoIenlacés + oMo a7

- = — —
OrB=0 doncj{ B - d¢ = 0. D’autre part

M‘olenlacés — M‘O//T . 7dS = —
N
0P af do(?)
SOMOa—l‘E = Souo//? - 7dS = Ou04ﬂ8 // Q ds.

Le théoreme d’Ampére généralisé est bien vérifié.

dQ(t)

et
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m 1. Tout plan contenant Oz est un plan
—

de symétrie , j, est un vecteur polaire :

I(t
o =0, 7. w

—
Js est contenu dans les armatures, d’ou

Jor. = 0 et est indépendant de z. Enfin
il y a invariance par rotation autour de Oz.

- .
Jo :](7’ t)z

2. On choisit une couronne circulaire de l
V4

centre O, limitée par les cercles de rayons

r et r + Ar. La charge contenue a l'instant #
est Q(#) = o(£)2mrAr et alinstant # + Az : Q(¢ + A7) = o(¢ + A#)27wrAr. La variation

d
de charge entre ces deux instants s'écrit AQ = O(# + Az) — OQ(#) = d—(;At21TrAr.

D’autre part la charge entrant dans la couronne pendant la durée Az peut s’écrire :
AQi, = I(r)At = [j4(r, £)27r] At et celle sortant de la couronne pendant la méme durée :
OQout = —I(r + Ar)Az = —js(r + Ar, £)2m(r + Ar)Az. La variation de charge pendant
cette durée vaut AQ = AQ;, + AQ,uc- En identifiant les deux méthodes de calcul de AQ

il vient :

oo 1, )] + rda(t) = 0 ou encore diV]T; + do®) =0
ar ds dz
d I
3.dQ = I(»dt, 0 = Q d’ou olt) = 2 En remplagant dans I'équation de

_ mR? ds mR?
conservation de la charge :

Wjs)  1(2)
= —r
dr mR2
d’ou P
I I
N N S A S 1O

- 2mR? 2mR: 7
Puisqu’il n'y a pas d’accumulation de charge au bord du disque, j;(R, #) = 0 d’ou

C= t = - — | .
2 S 2mr )"

1. Si NV est le nombre d’atomes contenus dans 1 cm® de diamant, P =N ?

avec N = %oh N est le nombre d’Avogadro. Le moment dipolaire induit vaut donc

—>_—>£ — _37
P = PpLN' | 7]| =5,7.107"Cm.
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2.?:gG+G_ avec g = —6e U

d,Ol\l _Qp QP

co -2 ‘GGH—5910‘19 =

+U_ = . +U—_|| = 95,7 m. - +

6e - +

= +

= +

— — U Pd - +

3.stoxE.IciE:Ed’of1x: U:2,3. z X

€o - +

- — P~ —11 :_P»I

4.0p=P -ndouQ,=PS=510""C. - ¥

S.er=1+x=233¢cte=sge, =29.10"" Fm .

S
6.C, = S0 = 2210 B FetC=¢,C, =73.10" F.

m 1. La sphere crée, a extérieur, le méme champ qu'un dipéle de moment dipolaire
4 4

? tel que ? =P o= gﬂrrR3 d’ou ? = §1TR3?.

2. Le potentiel créé par un dipéle s'écrit :

pcosb

) = 4rre,r?

d’ott le potentiel créé par la sphere a Uextérieur :

R3PcosH
VM) = ———.
(M) 3e,72
RP 0 P
3.Quandr = R, V(M') = cos orz = Rcos0 dou V(M') = 3Z.
€o €o
— —
4.Quand 7 < R: P estuniforme, donc p, = —div P = 0. L'équation de Poisson s’écrit
v oV
AV + P _ 0 soit AV = 0 d’ou — =0,—=4detV =4z + B. La continuité du
€, 0z 0z
potentiel en » = R entraine que la solution V' = % convient (on a alors V(O) = 0).
- — Fo
Enfin £ = —gradV conduit a
dv P
E = EZ = - = —
dz 3g,
soit
N
. P
Eint = -
3e,

le champ électrique est uniforme dans la sphére.
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Quand 7 > R : on est en présence du champ

d’un dipole :
g et 2R3Pcos
! ar 3g,73
et
ot 19V®*  R3Psin®
Ee = —_—— =
90 3g,7

La discontinuité a la surface de la sphére s’écrit

N
G:(rP:P-?:PCOSG

0=m/2

et celle de la composante normale du champ :

— — O
_ _P—
Eet — Eine = — 7

o} 8O

m lp,= —div? =0.0, = ?-7:1asurface§1 porte 01 = P

et la surface X, porte o = —P.

2. Le champ créé en un point de son axe par un disque portant une

densité surfacique de charge o constante vaut

E>_/R(I2Trpdpcos(972>
—Jo 41 12 2g,

o
= —(1—cosay)z,.

Si M se trouve a I'intérieur du cylindre :

int — T

_
— P[l cosocl-i-cosocz]
2

€o
et

—
Dint =

—
P |cosaq + cosay
2 2

c,<0
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Si M se trouve a extérieur du cylindre et en dessous :
y
P

—
Eor = — [cosa; — cos ay] .
£ E
et
ﬁ —
g E
Doy = 5 [cos oy — cos ay] !
N
. ™ — P — —
3.Sih <K R o = ay = > cosay = cosay = 0, By = - Eyo = 0,
o

_— = =

Dint = Dext =0.
) — —
4. SI}.7>>R,0L1 =0y = O,Eint :Eext =

\‘\—-_1_———’1 Z,
% o
A
 1q
*::_—_—_______:::J %,
1L p, = —div? = 0, o1 = ?-71 = —P,

N
0, = P -7 = +P. On est ramené au calcul du champ 61 >0

créé par deux disques :

—
P
E=2 (1 —cosa).2m, = —(1 — cos ).
2g, g, 6,>0
P
2.FE=-—
€
- =
3. E=0.
Q
4. On rappelle que le champ créé par un disque vaut E = — (1 —cosa)u, = E = 40 u,
€o TE,

avec () = 2m(1 — cos o).
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2, porte 0y = —P et 3, porte 0, = +P.
Soit d_E>X le champ créé par I'élément dS de
2, portant 0 :

— odScosb_,

dEy = ———— 7, = dqu

4mre,r? 4are 2

ot d() est I'angle solide sous lequel on voit
d§. Si € est I'angle solide sous lequel on
voit 2 & partir du point O :

—

_
2PQ
E =2 On, =

41re, 4me,

Or l'angle solide de tout I'espace vaut 4 et
les six faces du cube jouent le méme role,

_
4 P4 P

d’ou 0= T et E 2 P4m .
6 4ey. 6 3g,

5. Pour un cube d’orientation quelconque, on introduit le triedre Ouxyz lié aux cotés du
—

cube. Soient Py, P,, P, les composantes de P sur ces axes pour les deux plans paralleles

P P
Y et ou—0r dou

a yOz il apparait o, = +P, qui créent Ey, = * . De méme E.

3e, y = 3e, 3e,
—
= P . . . =
E = 3 quelle que soit 'orientation du cube par rapporta P.
€o

m 1. Méthode itérative

— — - — — E) Xe > —= — — Sng —
E,crée Py = goXcEo; Prcrée By = — = —=FE,;Ejcrée P, = g X1 = — E,;
. 3g, 3 3
— — P2 Xe - Oxe Y
P, crée E, = — = —FE; E2 crée P3 = goXfln = E,; Py crée
380 9 32
_
= P3 Xe oy SOX:: ey
Es=— = +—F,; E5 crée P4 = 80X6E3 E, etc...
3g, 27 33 _
E—FE+E +E +E+..=FE(1-X Xe Xe | Xe | _ 5
—_— 0 1 2 3 ces — fo) - ? ? - ? ? e —_— 1 + & .
3

Ce résultat est valable si % < 1 soit pour x. < 3.

2 Méthode self—consistante
E = E + Ed ou Ed est le champ dépolarisant. E cée P = soer On peut a1 aussi

concevoir le vecteur polarisation P comme étant créé par le champ dépolarisant Ed tel
—

P e . E
que Ed = ~3 = —?E. On obtient alors E = EO + Ed = E0 — ?E d’ou
— Bo
= E,
E = X . Ce résultat est valable ici quel que soit Xe.
1+ =
3
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—

. ) — E, , . - O,
m Pour une feuille mince : £ = et en I'absence de diélectrique : £, = —u,.
1+ Xe €o
1. Dans le diélectrique 1 :
b v *0 A
— 14 4] =
El — —O = Z = —Z. ! =2 01 E
E 0
€11 €08s1 €1 . 1 +0
. . de 1
De méme dans le diélectrique 2 : 2 N -0, .
E u
- o _, l 2 +0, l z
Ez = T Uy. 0 B
€) -0
B_, _,
2.0=c8etVy — Vg = E -d¢
A
e e S
dot V = Erer + Eyer—o L+ 2) 0rc=—2 — Lgouc— e
g1 & Va—Vs ¥V a., a2
€1 €2
S S 1 1 1 €1 ) 1
Comme C; =¢e1—etC) =¢ey—, — + — = — | — + =] = —: Cest équivalent
! ! €1 2 2 ) ’ Cl CZ S €1 €) C d
a (1 et C; montés en série.
— —  g,0 () — T 1
3.P = g1 Bl = = XIZ = XlZ.Orol = P, douoy = o _ 14 <1 — —)
€1 €11 €11 €11

) oX2 Ty s >

De méme o, = X _ <1 — —> . A la surface de séparation entre les deux diélec-
[57%) 157%)

triques apparait au total :

m Léquation locale du théoréme de Gauss div D = ¢ avec D = g,¢, E devient

dv E = . Sides charges de polarisation existent, elles sont telles que 0p = — div P
€08,
— 1—¢
or P = soxef d’ou 0p = —EoXe divf. Finalement 0p = — OXe _ 2T ¢ 0. 51
£, £,

est vérifiée.

0 0 .z 0
sr:2, Qp:—aet QtatZE.dIVE :28
o

m 1. 0 = 0 dOl’lC leB =0: Dn1 = Dnz ou SrlEnl = SrzEnz.

.
dB
De plus QE} =- = 6) entraine Fq = Ey.
E E D,
2.sin 0 = —t, sin 0, = —t, cosB = —,
E; E, Dy
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D, E. Dy E
cosh) = — dotitan 0] = — — = g1 —, A
D, Ey D, D, L
b, Db
E tan6; tan® DN WY Ay 4
tanf, = e,—- et finalement = 2 " E,
h e1 ) 0, ¥
0,
—- ‘E
€) ° ny, 2
AN.:tan0y = —tan0; = 2 et 0, = 63,4°. (2) : _
o1 ) E,
- -
3.0p = P1-np, 000 = —P - n13,
— - — — N
Op = Op1 + Op2 = (P1 — Pz) - Nn1). Or P = SoXelEl et £y - nip; = En. Il en
—
est de méme pour Py, d'ott 0, = &o(Xe1En1 — Xe2En2). Comme &1Ey = enFnp,

€2 .
op = € (Xel_ — Xe2 | Enz. Enfin Dy = &,E,; = D, il vient finalement
€1

7

Xet _ X2\ _ _Dn
€1 €2

op = €,Dy <

m 1. P = n? = 80)(E> ol 7 est le nombre de molécules par unité de volume. ?

est supposé étre le méme dans 'oxygéne gazeux et l'oxygene liquide. Pour un méme champ
!/

= . N N n . , .
E | n est proportionnel a x d’'ou X’ = x—. Or pour un gaz, si 7 représente sa pression et
n

N
N le nombre d’Avogadro, ™ = %RT doun = ;—T = 2,5.10% molécules/m?>. Pour un
WRT'10°
Mm

N
liquide, »’ = Lah ) Co 2,24.10%® molécules/m>. Finalement ¥’ = = 0,436.
q M X X

2. Xexp Z Xineo © 0N 2 négligé interaction entre les dipoles induits qui intervient pour
14 % dans x alors que 7’ =2 10%7.

xRT

3.x =nadota=2""—=19510"% m°’.
N
—
— P . . .
m 1. Le champ di a o est E; = T (cf. la sphere diélectrique de I'exercice 38) or
80
. P

— — = —
E =E,  +E,dou E = FEg + T
€o

!

2. Pour un gaz ou un milieu LHI, P = SONOLE) d’ou

?_ g, Na —
= Naler
1- =

3
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Na

Na
1-— =
3

ﬁ —) . . . .
3. P = g xEecdoux = . La catastrophe de polarisation se produit si x — 00

soit si Nau — 3. Soit 4 la taille de la maille et ¥ = 4° son volume. Dans I'hypothese ou

. , . _ (62 . (¢

il y a un atome ou une molécule par maille, N = 473 et 5 3 soit d — \S/; . Dans

le modele de I'électron élastiquement lié ou 4, est la « dimension » de I'atome, o = 4’rra§)
e

dou d — 3% = 1,64,. Ceci correspond a N = 4% = 2,4.10% atomes/m?,

c’est-a-dire une densité trés élevée, pour laquelle I'expression obtenue pour x n'est plus

exacte. N 1 N
4. e, =1+x=1+ OL d’ou Er — ¢ : relation de Clausius - Mosotti.
1 Na g + 2 3
3 p)
?

5. Si les molécules sont polaires : ot ~

3T : g, dépend de 7.

_
6. &, > 1, d’apres le résultat de la 4° question, &, =~ 1 + Na. Si on avait confondu E et
— . — - = = .

Ey, on aurait obtenu P = g,(g; — 1) E et P = Nag, E dol &, = 1 + Na, relation

valable pour un diélectrique tres dilué seulement.

2

?
3kTe,
courbe a = f(1/7) suivante.

—_—
Pour un gaz, on peut confondre E,, et
—

CY8 1.ao=oa. +a, + d’ott la o

Ejocal, ce qui permet d’écrire : X ~ Na.
La droite obtenue possede la pente

X1 X2
Q1 — 0 N1 N2

1T 1 1 1

T T
En assimilant H,O(g) a un gaz parfait :

1T

1T, T

1
P = NkT d’ou — = — et la pente précédente s'écrit
N P

xi7h X213
b P _ ?
1 1 ke,
T, T
Finalement
xilh  xo13
=k |3& —P11 le = 6,4107" C.m # peyp.
[
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2. Lordonnée a lorigine de la courbe précédente vaut

t kT 2 2
o + o, =0 — pente X x71 Vi < i (polarisation d’orientation).
T1 Pl 3kT180 3kT180

m 1. QO+ = 6¢/maille

2.7 =0, 8 soit| 7] = 6ed = 9,6.10-% Cr/maille.
N
_)—E—P . M 3 _ —10 LN
3. P= > Le volume d’une maille vaut 4° avec 4 = 2,83.10 m, d’ou

-
| P|| = 0,42 C/m > Pey,.

= — ¢ = P . 5 .
m la. F, = —k«x et Fo = —eE . Le principe fondamental de la dynamique s’écrit

eE &
alors mx = —kx — eE soitx + —x = —— avec b = 3

m m 4meqa,
[k
b. w, = y/— = 1,6.10"rad/s.
m

C. Vo = W, /2m = 2,5.10" Hz, \, = ¢/v, = 1,2.107" m, W, = kv, = 10,3 ¢V.

.. . eE
2.a.x+'yx+w(2)x:—; ou 7y est X

homogene a une pulsation.

b. Les oscillations sont amorties si ~
A < 0, soit si y < 2w,. Sinon les oscilla- ~~o

tions sont forcées a la pulsation w. /\\ -~ __
. e o
3. —w Xy, —joX, + u)ﬁXo = ——F, ¥—/ t
— — — m
d’ou la solution . -
~E, |-

X, = m_____ .
— (@ — o)) +joy
6'2

4, p = —ex = —e)ée_j“” = (o — mg-i-jw'yﬁ proportionnel a E~Of£ = ag L
2
1
ot g = —— = o +ja". p = Relp) = Re[eole’ + ja”)EL.

mey (02 — ?) + jory
p = go0’Eocos ot + g,0” Eosinwt = g, |a| Eocos(wf + ¢) : ? est déphasé de ¢ par
rapport a E. o correspond 2 la dispersion (si a est réel, X. et &, le sont également et
n=1/\/€,). &' correspond a I'absorption (cas statique).

6'2

eenences

5.0 <€ 0, o ~ i 41Tai : Clest le cas statique : p et E vibrent en phase. \§
80
fw o/w g
a// ~ ’Y4 — Z’Y << a/.
me Wz 3
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2
e
b. w > w,, o/ ~

3 tend vers O par valeurs négatives. Il en est de méme pour o”/,
me w2

mais par valeurs positives. De plus |a/| > o'’ : I'électron n’a pas le temps de suivre les
p p P p P
—

variations de E .

2

. 02—0? = (0, +0) (W, —) =~ 2wy(w,—o)

26 (0w, — o
dota’ ~ (m—;o) = :tZaéw— > o).
meo0e"Y
(o) représente lavaleur de o’ quand w = 0)
o

eta = ——

me,wyY

d !

d. d% = 0 pour w, — w = =£v.

— — — > —
m 1. M = Cte dou ; = rotM = 0. De plus
- - — . , .
Jo = M N #n = Mug montre que le cylindre est équivalent
a un solénoide infiniment long. Or dans ce cas, By = ponl n,
- —_ I . —_— .. y <
et jo = nlug soit By = o Jo ty - 1cl jo = M d’ou

— —

By = ““OM

—_— — Xm=— —& . = — Xm =
2.a. Bey crée Mi=XmH ex¢ = = Bexe- M1 crée By = woMj = —— Bey,.
n

T

— , — Xm g xm -— , — N Xm 2 .
By crée M, = =—B; = Bex. My crée By = poMy, = |22 ) Bu, etc
W Moy , e
- e — — —
B =By + By + By+ ... =Byx(l+ Xm + <X—m> + ...) qui converge si [ X <1.
— br r Mor
.. — B L= —
Dans ces conditions B = N Orp =1+ xm dolt B = p,Buy, résultat valable
1— Am
Mo

Sl —I; < Xm < M sOit pour p, > 1/2.

L = — — Xm = -
b. Soit B le champ dans le barreau : M = x,n 4/ = =— B (LHI). Or M crée un champ
n

z i g iy Xm - ) hY .
démagnétisant By = p,M = =— B d’aprésla question 1. Le champ total dans le barreau
M
- — = = Xm— . L= Byt — .
vaut B = Ney + Bg = Bexe + = B quiconduita B = e P Beye- On obtient le
P 1-==

e
méme résultat, mais cette fois la méthode utilisée est valable quelle que soit la valeur de ;.

. ~ H ~ ~
Remarque : le résultat obtenu n'est valable que pour un cylindre ol Bey est parallele a

l'axe. I1 dépend a la fois de la forme de I'échantillon et de la direction de B_e;t
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B 1 av = vdO /4.

L, = . _— —

2. U = — 7 - Bey = —mBey cos 0 ot on confond Bey et By, donc les

. . . A , . z

interactions entre dipdles, le matériau est alors peu dense.

3. AN’ — dNe-UKT — g B cosO/KT NdQ exp M By cos O 5 m
4 kT extlg

avec d€) = 2 sin 6d6.

—
4. Seule compte la projection de 77 sur By, soit 7, = m cos 0.

m " N Bex 0
5. ]?4: / mcos 0dN'dz = / m cos 0— exp MPext €087 27 sin 0d07, .
0 0 477 kT

mBey cos 0

kT

précédente se simplifie et conduit a

Si mBey < kT, . Lintégrale

<<1CtCXP(M>;1+M

kT kT

ry mZNBextyz C—
M=——"—= —Bex
3kT T
. . . . . - - 5 . .

On obtient la loi de Curie qui conduit a8 M = x4 d’ott Xy, > 0 : le matériau est bien
paramagnétique.
On mesure x,, pour différentes températures, on trace X, = f(1/7) et la mesure de la
pente permet d’accéder a 7.

, . o . — — — .
6. Dans l'expression précédente, il faut remplacer B ¢y par Bey + poyM. On obtient

alors .
—  mAN Byt cC —
3k m2 T—Te
0
_ R N ¢

T
3k

c’est la loi de Curie-Weiss ou
Xm

oy’
3k

est la température de Curie. Cette théo-

1c N

rie du champ moléculaire s’applique aussi
aux corps ferromagnétiques, ot 'interaction

entre dipoles est importante, pour des tem-

ferro para

pératures supérieures 2 7¢.
(Tc = 1045 K pour Fe, 627 K pour Nij,
1385 K pour Co et 857 K pour Fe;Oy). T, T

7. Si mB > kT, la fonction
1 (" B cos 0
5/0 cos 0 exp <m kcjc:s > d(cos 0)
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o= " — R
tend vers 1, dott M = 7% N : tous les moments magnétiques 7 sont paralleles a By, : il
y a saturation.

m 1.S51 4 = = — | xB, — 2B . Le calcul de rot 4 permet d’établir que
2 yB. — xB,
— —_
B =rotA
— -
,F_ 4 _ o |BAT|_ 5 AOM
T o ot 2 N 2

— — e—  _, = —_— = e = — = ——
3. f = —eE = Eb AN7.I'n =OMA f = E[OM b — (OM. 5 )OM]. En
coordonnées cartésiennes, on obtient :

(2 + 3 + 2D)b, — (xby + yby + 2b,)x

(o« + yZ + zz)by — (xbx + yby + zb,)y
(Z + y* + 29)b, — (xby + yby + 2b,)z

_
Ty =

N o

az
4. (P + P+ 22 =d, (F) = () = (&) = 3 et (xy) = (yz) = (zx) = 0. D’'ou
)52

37 3 ot
dj dL e 0B
— — — ea — e —
5.—:<r >.1‘ ST don S =02 orm=-°T.
ds Ny da ] N 3 ar 2m
Léquation différentielle sur M s'écrit
— —
dM e’ 9B
dt 6m ot
qui s’inteégre en :
— i - —
M=———B + Cte.
6m
e
La constante s'annule car, a7 =0, B =M= 0.
— — ea*N — — B , . e N, .
6. M =NM=— B:XmH:Xm—douxm:—T<0:lemater1au
Mo m
est bien diamagnétique. Pour Z électrons
_ XZ:  alNp,
P S
Zea*Np,
Avec Za® = 37 | % il vient xp = —%.
m
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1.7 =g ].
B 85,7

’ z 2 2. = - .= g -
2. Latome étant placé dans un champ magnétique constant: 3 F = 0 mais ' = w A B.

47 d7

— _dm g — =
3. — =T dou—=gm A B

ds N T&6,"

7 7 8 5 A ) = 0done S(?) = 0 m est indépendant de £
am =g m - (m = 0donc (") = 0: m est indépendant de 7.

— dm 79 = - = d — _, - =
b. B-—— =¢-—=B (7 AN B)=0donc —(B.m) = 0:langle entre 7 et B est
ds 2m ds

constamment égal a 6.

e 1= s

4. Lextrémité de  décrit un cercle de rayon .
—

r= |7 sin®

_
autour de B 2 la vitesse

dm q — q —

— — —
=2 e L% ANB =—¢LB7 = Cre.
v dz g2m ” g2mr v ¢

Sa fréquence de rotation vaut donc
v g9B
= — =—-=4— =14GHz.
Js 2mr 41tm z

E +v=—%B,U =—mB U = +mB.

U B U_ B
2. P, = Aexp (—é) = Aexp <Z_T> , P_ = Aexp <—ﬁ> = Aexp <_Z—T>
1

avec P, + P_ =1doud =

mB "~
2ch—
T

B
3.(m)=P,m —P_m = mu,th <Z_T> si B est paralléle 2 %, .

B
4. M = N (%) dow 7 = mNu, th (%) .

mB mB mB — m*B_, Nm*—
5.a. Qlandﬁ<< 1, 2» <ﬁ> zﬁdOHCMQNﬁZJZ :F
M est proportionnel 2 B : le matériau se comporte comme un matériau LHI.
7 2
b. M = xmﬁ ~ )(mE d’olt xm = Nom Ho.
Mo kT

¢. Xm > 0 :le matériau est paramagnétique. On retrouve la loi de Curie au facteur 1/3
prés car toutes les orientations ne sont pas permises.
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Chapitre

Electrocinétique

La partie importante de ce chapitre d’électrocinétique concerne la loi d’'Ohm
algébrique et les lois générales des circuits. Le chapitre traite également I'interaction
électrique. Cependant le concours comporte assez peu d’électrostatique : seuls les
condensateurs ont vraiment besoin d’étre étudiés. En régime sinusoidal, il est
indispensable de maitriser la notation complexe pour visualiser la représentation
de Fresnel et les écrans d’oscilloscope.

En régimes variables, il faut bien connaitre la résolution des équations différentielles
du 2° ordre (linéaires, a coefficients constants), qui concernent les oscillations libres
ou entretenues, mais sont aussi trés générales en physique (mécanique, électroma-
gnétisme...). Cette partie prépare a 'électronique (chap. 4). Comme bibliographie,
tout livre de 1* cycle convient (DEUG ou Prépas).

1. Linteraction électrique

1.1. Domaines d’étude

1.2. Les interactions en physique
1.3. Le champ électrique

1.4. Le potentiel électrique

1.5. Capacité électrique

2. Les circuits électriques

2.1. Courant électrique

2.2. Loi d’Ohm pour un conducteur

2.3. Dipole électrocinétique

2.4. Résistance pure (conducteur ohmique)

2.5. Loi d’Ohm généralisée

2.6. Lois des circuits électriques (lois générales)
2.7. Loide Joule, énergie, puissance

3. Les régimes sinusoidaux

3.1. Grandeurs sinusoidales

3.2. Intensité efficace (effet Joule)

3.3. Loi d’Ohm en régime sinusoidal (circuit RLC série)
3.4. Circuit oscillant « parallele » (circuit bouchon)

3.5. Puissance en régime sinusoidal
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4. Les régimes variables

4.1. Régime transitoire avec R, L ou C

4.2. Charge et décharge d’'un condensateur
4.3. Courant transitoire dans une bobine

4.4. Décharge d’un condensateur dans une bobine (RLC série)

5. Mesure de déphasage a l'oscilloscope
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Conrs

D 1. L'INTERACTION ELECTRIQUE

1.1. Domaines d’étude

Lélectricité, au sens large, regroupe différents domaines :

— Délectrostatique : étude des interactions entre des charges électriques ;

— Délectrocinétique : étude des circuits électriques ;

— Délectronique : étude des circuits électriques parcourus des courants trés faibles;

— Délectromagnétisme : étude des phénomeénes reliant électricité et magnétisme;;

— I’électrodynamique : étude des actions entre courants de charges;

— T’électrotechnique : étude des appareils transformant I'énergie électrique (moteurs,
générateurs).

Ce chapitre ne concerne que I'électrocinétique.

1.2. Les interactions en physique

L'électromagnétisme est une des quatre interactions fondamentales de la nature, avec
Iinteraction gravitationnelle (attraction entre les masses), l'interaction nucléaire forte
(cohésion des noyaux atomiques) et 'interaction nucléaire faible (radioactivité ).

La matiére est électriquement neutre. C’est la raison pour laquelle, a grande distance,
seule intervient linteraction gravitationnelle, pourtant beaucoup plus faible (10~*) que
interaction électromagnétique. Linteraction électromagnétique est caractérisée par un
champ f (7, £), lequel traduit une propriété de I'espace qui évolue en fonction du temps,
la fonction f* étant vectorielle ou scalaire.

1.3. Le champ électrique

o Repeéres historiques : en 1733, Charles DUFAY (ou DU FAY) met en évidence l'existence
de deux sortes d’électricité. En 1750, Benjamin FRANKLIN introduit la notion de charges
électriques. Henry CAVENDISH, en 1771, découvre la loi 7/g = Cste a une distance
donnée et en 1785, Charles de COULOMB vérifie la loi d’interaction en 1/72 :

2

- 1 -q' 1
F = 79— avec =9.10% (SI)
4mrey 1 41reg

Définition du champ électrique : des charges Q; créent un champ E dans tout Iespace.
Une des charges (notée ici ¢o) subit le champ da 2 toutes les autres charges (on néglige le
champ da a ¢o). Si la charge ¢ est au point M de I'espace, on définit le champ électrique
E au point M par :

pour un ensemble de charges discrétes :

EM) = 4171802(%;;&)

k
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pour un ensemble continu de charges : Q;

- 1 dg \;3

4mrey ) r

o1

Il
=)

L

La force d’interaction sur ¢y est alors :

Q;

1.4. Le potentiel électrique

. —
On déplace une charge gy sur un parcours quelconque AB, soumis au champ £ d’une
distribution de charges. Le travail /g de la force électrostatique au cours du déplacement
ne dépend que des points A et B, et non de la maniére dont s’effectue ce parcours.

Wag = qo(Va — VB)

Les quantités V5 et Vg sont respectivement appelés potentiels électriques des points A

et B.
e Calcul du potentiel

— Pour un ensemble de charges discretes Oy, le potentiel en un point M quelconque
)z .
gécrit :

ron = -y (%> + Cste
%

7%

— Pour un ensemble continu de charges dg(?), le potentiel en un point M quelconque
sécrit :
1 dg

41reg r

V(M) =

Le potentiel est défini 4 une constante additive prés.

o Relation différentielle entre E et V'

—

&V =—E-di  ou E=—grad(¥)

Propriété : Sur un circuit (C) fermé, la circulation de E estnulle :
f E-di =0
c

| Remarque : le petit cercle sur le symbole d’intégration signifie « contour fermé ».
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1.5. Capacité électrique

Soit U la différence de potentiel électrique (différence de
potentiel ou ddp) entre deux conducteurs en influence ¥

totale. La charge Q de chaque conducteur est proportion- | A | ¢ B
nelle 2 U. Les deux conducteurs forment un condensateur.

C est une constante appelée capacité du condensateur. Sur 'armature du condensateur
reliée a A se trouve la charge ga (et ¢p sur 'autre armature). Ona ga = C'(Va — V) et
g = C' (Vg — V). Les charges sont donc opposées :

7B = —9A

e Condensateur plan : il est formé de deux armatures
planes, distantes de ¢ épaisseur du diélectrique. Laire des
surfaces en regard vaut §. La capacité d’un condensateur
plan est : ei

ol & est la permittivité diélectrique de l'isolant compris entre les armatures du conden-
sateur. On écrit généralement & sous la forme € = &, &(. Le nombre &,, sans dimension,
est appelé permittivité relative du diélectrique

Exemple : pour le vide, &, = 1, pour l'air &, = 1,0006 (soit ~ 1), et pour le verre
g, = 6.

Entre les armatures d’un condensateur plan, le champ E estuniforme: les lignes de champ
sont paralleles entre elles, perpendiculaires aux armatures planes (on néglige les effets de
bord) et orientées dans le sens des potentiels décroissants. Les surfaces équipotentielles
(V' = Cste ) sont des plans paralléles aux armatures.

Remarque : on parle d'un champ uniforme quand il est le méme en tout point de
I'espace. On parle de champ constant quand il ne varie pas dans le temps.

¢ Groupement de condensateurs : considérons NV condensateurs associés dont les capa-
cités sont notées Cj.

— En série, les différences de potentiel aux bornes des condensateurs s’ajoutent et les
inverses des capacités s’ajoutent ; la capacité totale équivalente Cr est telle que :

% (a)

Siles V condensateurs sont identiques, la capacité C est divisée par V.
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— En dérivation, la différence de potentiel aux bornes des condensateurs est la méme pour

tous les condensateurs. Les charges s’ajoutent, donc Qr = Z O: 4 U constante soit :
%
Cr=> G
k

Remarque : bien distinguer I'élément électrique (le condensateur) de sa grandeur élec-
trique caractéristique (la capacité). Ne pas utiliser des expressions telles que « une capa »
ou « un condo ».

D 2. LES CIRCUITS ELECTRIQUES

2.1. Courant électrique

Le courant électrique correspond a un mouvement de charges. L'intensité du courant
électrique se définit comme un débit de charges a travers une surface. Il s'exprime en
coulomb par seconde (C/s) ou en ampére (A) :

do
==
d#

On définit le vecteur densité de courant :

j:n.q.@‘

olt 7 est le nombre de charges ¢ par 7, circulant 4 la vitesse @ dans le conducteur. Le
flux de ; a travers la section § du conducteur est alors I'intensité électrique :

I://;.d§
S

— le mot « intensité » est parfois remplacé par le mot « courant »; c’est incorrect car le

Remarques :

courant désigne le déplacement des charges alors que l'intensité est la caractéristique
numérique de ce déplacement.

— la vitesse d’établissement du champ électrique dans un circuit est trés grande : de
l'ordre de grandeur de ¢ ~ 3- 10% m /s (vitesse de la lumiére dans le vide) ;

— lavitesse de déplacement des électrons dans un conducteur est beaucoup plus faible :
del'ordre de quelques fractions de millimeétres par seconde seulement, éventuellement
1 mm/s.

Ces deux vitesses ne doivent pas étre confondues : quand on ferme un circuit (interrup-

teur), une onde électromagnétique se propage dans tout le circuit (a la vitesse ¢) pour y

établir un champ électrique, puis les électrons se déplacent trés lentement sous I'action

de ce champ électrique a la vitesse v < c.

260



2.2, Loi d’Ohm pour un conducteur
Cette loi a été établie en 1827 par Georg OHM a partir d’un constat expérimental.
Loi : pour un conducteur donné soumis a une différence de potentiel variable U, I'intensité du

courant / qui circule est proportionnelle a U. La constante de proportionnalité se nomme la
conductance du circuit :

I
— = Cst
U ste

Le rapport I/U ne dépend ni de I ni de U, mais uniquement du conducteur. La loi
d’Ohm locale pour un conducteur s’écrit :

j=0-E

ol ; est la densité de courant, E le champ électrostatique et o est la conductivité
électrique du matériau.

Exemple : pour les métaux trés conducteurs (Ag, Cu), 0 ~ 6 - 107 ( Q7' m™Y); pour
les isolants (quartz, soufre), o ~ 107 @ - m™).

La conductivité dépend de la température : pour les métaux, elle décroit quand 7 croit.
Elle devient infinie pour certains matériaux supraconducteurs (a basse température, la
résistance électrique devient nulle).

2.3. Dipole électrocinétique

Définition : un dipole électrocinétique est un ensemble de un ou plusieurs conducteurs, qui
comporte deux bornes.

Son role est de transformer I'énergie :

o dipole passif : cas d’une résistance électrique qui transforme I'énergie électrique en
énergie thermique et énergie rayonnante;;
o dipole actif :
— cas du générateur qui transforme I'énergie mécanique ou chimique en énergie élec-
trique;;
— cas du récepteur qui transforme 'énergie électrique en énergie mécanique ou chi-
mique.
e Caractéristique d’un dipéle : c’est la courbe I = f(U) reliant le courant d’intensité 1
dans le dipdle (Ueffet) a la différence de potentiel U aux bornes du dipéle (la cause). On
écrit parfois la relation réciproque U = g(I) reliant la cause (U) a l'effet (I). On parle
aussi de la caractéristique « courant-tension » d’un dipéle.
Elle peut prendre différentes formes. Voici quelques exemples ci-apres.
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linéaire

0 Y o e Y 0 v 0 U
résistance ohmique pile diode thermistance

o Point de fonctionnement d’'un dipole : c’est le couple de valeurs (Uy, I;) correspondant
aux valeurs effectives de fonctionnement du dipéle dans un circuit donné. On I'obtient
par le calcul ou bien graphiquement, par I'intersection des caractéristiques des dipoles
associés du circuit.

Exemple : point de fonctionnement d’une résistance dans le circuit (pile + résistance)
I / [= U
—_— “r / E
£ T"R+r
U P, Up=R.14
U, R - "
. | | _U-E
! r
I
I
0 U, E ~vU
P, : point de fonctionnement

o Résistance statique et résistance dynamique (définitions) : la résistance statique d’un
dipole soumis a une différence de potentiel U; et parcouru par un courant d'intensité Iy
est:

Sa résistance dynamique est :

du
Ri= (-
- (%)

La résistance dynamique est la pente (dU/dI) de la tangente 2 la caractéristique au point
de fonctionnement (Uy, I).

e Champ électromoteur : Le champ E, responsable du déplacement des charges dans le
circuit, est la somme de deux termes : le champ électrostatique EX, dt aux charges, et le
champ E,, champ électromoteur, fournissant I'énergie. Ce champ E,, ne dérive pas d’'un

262



potentiel. La circulation de E,, entre les bornes du dipole A et B vaut :

B—» -
e:/Em~dl
A

Le signe de e indique §'il s’agit d'un générateur ou d’un récepteur :
- sie > 0, cest un générateur de force électromotrice e (f.e.m.)

— sie < 0, cest un récepteur de force contre-électromotrice e (f.c.e.m.).
| Remarque :le terme « force » est d’usage, mais hélas impropre.

2.4. Résistance pure (conducteur ohmique)

Pour obtenir la valeur de la résistance d’'un conducteur ohmique, on calcule, dans le cas
général, la différence de potentiel entre A et B, bornes du dipéle :

B
U:VA—VB:/ E-di
A

puis l'intensité dans le conducteur de section § :

I://]'-dg' avec jz(r-ﬁ
8

La résistance est égale au rapport U/ :

B—» —
E-d/

I //O"E'd_’
s

o Unité : la résistance se mesure en ohms ({)). La conductance G = ? se mesure en
siemens (S).

Dans le cas d’'un conducteur cylindrique (de section § constante), et uniquement dans ce
cas, en régime permanent, avec un champ E uniforme, la relation devient :

/

1
ol p est la résistivité du matériau p = — (en ) - m). Pour les métaux habituels (Ag, Cu),
o

p~107%Q m.

Remarque : attention, cette relation (R = p - //S) nest utilisable que dans le cas des
conducteurs cylindriques.
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o Groupement de résistances : soient /V conducteurs ohmiques associés. Les résistances
sont notées R;.

— En série, 'intensité est la méme en tout point du circuit, les différences de potentiel aux
bornes des conducteurs s’ajoutent ; la résistance totale Ry de 'association des dipoles est

RT:Z:R,é
k

telle que :

Siles IV résistances en série sont égales, la résistance totale est multipliée par /V :
R = NR,.

— En dérivation, la différence de potentiel totale est la méme pour tous les conducteurs
ohmiques et les intensités I; dans chaque branche s’ajoutent, donc :

a U constante, soit :

Siles IV résistances en dérivation sont identiques, la résistance totale est divisée par IV :

Ry = Ry/N

Exemple : pour deux résistances Ry et R, en dérivation, on peut écrire directement
RiR;
R+ R,
tion, s'il y a 3 résistances Ry, R, et R3 en dérivation, il est faux d’écrire que la résistance
Ri1RyR;
R+ Ry + Rs
expression est en R’ et le numérateur en R, donnant un nombre homogene a R?). On

Rr = (le rapport du produit des deux et de la somme des deux). Mais atten-

équivalente est Ry = (on constate d’ailleurs que le numérateur de cette

doit calculer Ry par la relation :

1T 1 1 1
— =+ —+

Rr R R R

2.5. Loi d’Ohm généralisée

Clest une des lois physiques les plus importantes de I'électricité. Pour un conducteur
ohmique, la loi ’Ohm s’écrit simplement U = R - I. Qu’en est-il pour une portion de
circuit comportant un générateur par exemple ?

On a vu que le champ E (responsable du déplacement des charges dans le circuit) est la
somme de deux termes : le champ électrostatique E,, dt aux charges, et le champ E,,
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champ électromoteur, fournissant I'énergie. On calcule la circulation de £ = E, + E,,

B B B
/ E-dl:/ E5~d/+/ E, -d/
A A A

R-I=Wa—Vp)t+e

sur le parcours AB :

cest-a-dire :

Pour une portion de circuit AB comportant un dipdle électromoteur de f.e.m. (ou de
f.c.e.m.) ¢, la loi d’Ohm (généralisée) s’écrit donc :

VaA—Vg=R-I—e¢

¢ Convention designe pour cetterelation: on choisit arbitrairement un sens positif pour
le courant I. On se déplace de A vers B. Lintensité est alors comptée algébriquement
en fonction du sens défini pour 1.

Remarque : on écrit parfois la relation ainsi o — Vg = R-1 — & - ¢ ol1 & est le signe de
la borne de « sortie » du dipdle électromoteur de f.e.m. e (au sens du parcours d’écriture
de la relation de A vers B). Si on « sort » par le pole + alors € = +1 tandis que si on
«sort » par le péle — alors £ = —1.

B
La circulation de E,, s’écrit e = / E,, -d/. Elle est positive si le dipole électromoteur

A
est générateur quand le courant va de A vers B, et est négative sinon.

Exemple : dans un récepteur polarisé (et dans ce cas seulement), l'intensité I, ne peut
étre que positive ou nulle. Si, aprés le calcul de I, on trouve I, < 0, il faut reprendre
tout le calcul en changeant le sens de ce courant. Soit I la nouvelle valeur calculée
dans cette branche.

Si I} > 0, c’est la bonne valeur de l'intensité dans ce récepteur (et I est différent de
—Ip). Sily < 0, alors c’est qu'il n'y a pas de courant dans ce récepteur (car la différence

de potentiel aux bornes n'est pas suffisante pour vaincre la f.c.e.m.) et Ip = 0.

o Tension aux bornes d’un générateur de f.e.m. E et de résistance interne r :

— en circuit ouvert, Uy = E

— en débitant le courant [, U = E —r- 1

e Loi de Pouillet (de Claude POUILLET, en 1837) : en circuit fermé, les f.e.m. en
série s'ajoutent algébriquement (elles se « retranchent » numériquement si elles sont en

opposition), tandis que les résistances en série s'ajoutent toujours arithmétiquement (elles
sont toutes positives).
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La somme de toutes les différences de potentiel de la forme Vo — Vg (= R- I — ¢) sur
tout le parcours fermé est nulle. On obtient la loi de Pouillet en circuit fermé :

Y
SR

ol R désigne toute résistance (ohmique ou interne de générateur). La somme des ¢ est

1

faite algébriquement, celle des R est faite arithmétiquement.

2.6. Lois des circuits électriques (lois générales)

Ce sont des lois numériques qui permettent de calculer les intensités (et/ou les tensions)
dans un circuit quelconque. On se place dans le cas ou les f.e.m. sont constantes avec un
régime permanent : les courants a déterminer sont donc constants.

o Lois de KIRCHHOFF (1845) : on considére un réseau de NV nceuds et 7 brins : il y a donc
n inconnues (les I; pour £ = 1... 7). On choisit arbitrairement un sens positif de chacun
des courants. Les deux lois de Kirchhoff traduisent la conservation de la charge électrique
(loi des intensités a chaque nceud) et la conservation de I'énergie (loi des tensions pour
chaque maille fermée).

— Loi des nceuds : en chaque nceud du réseau, on a Z I = 0 (somme algébrique).

— Loi des mailles : sur chaque maille fermée, la somme algébrique des ddp est nulle; si
la maille ne comporte que des générateurs, et/ou des récepteurs et des résistances, on a :

Z(Rk'lk_ek) =0
On doit écrire 7 équations : on applique la 1™ loi 4 N — 1 nceuds seulement et la 2¢ loi
est appliquée » — N + 1 fois aux mailles.

e Théoréeme de superposition : le circuit ne comporte que des générateurs de f.e.m. E;
et des résistances R; dans la 4-iéme branche. Ce théoreme est une conséquence de la
linéarité de la loi d’Ohm (e et R ne dépendent pas de I).

En régime permanent, les courants I (dans chaque branche) et les tensions U (aux bornes
de chaque branche) sont des fonctions linéaires des f.e.m. Ej. Les coefficients o et B ne
dépendent que des résistances Ry :

I=) o B et U= Bi-E

Si on modifie les E; sans modifier les résistances Ry, on peut écrire avec les mémes
coefficients o et By :

I'=Y apE et U= pE

On superpose ces deux états :
i=I+I'=) o (Ex+E) e a=U+U=) pE+E

Ce sont encore des relations linéaires, ce qui montre qu'on a un régime permanent.
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Exemple : dans la pratique, on superpose autant d’états qu’il y a de générateurs; pour
chaque état, on « enléve » toutes les f.e.m. sauf une, tout en gardant toutes les résistances
(y compris les résistances internes des générateurs « éteints »), et on calcule les intensités
des courants « partiels » débités dans tous les brins par le seul générateur restant. Puis
on considére un 2¢ état en choisissant un autre générateur « allumé », etc. Lintensité
du courant total est la somme algébrique des intensités partielles ainsi déterminées.

e Théoréeme de THEVENIN (1883) : ce théoréme est une application du théoreme de
superposition. Dans un circuit actif’ quelconque, on cherche le courant dans un brin
comportant uniquement la résistance pure notée ici Ry (ce peut étre une résistance
équivalente). D’abord, on « isole » ce brin en « ouvrant » le circuit aux bornes de Ry.
Ensuite, on calcule la tension Uy aux bornes A et B de ce circuit ouvert (dite tension « 2
vide »), cette tension est due au reste du circuit actif.

A A =0 A <t A Do
1 N
N ) circuit - Uy o
circuit U circuit rendu circuit U R
i 0 R, i R L
actif 0 actif RO p(?;s;f RO actif 0
p
_' B B B
circuit ouvert état (0) état (1) état (2)
en AB

On place alors en série avec Ry une pile de f.e.m. —Up, en opposition, de facon a avoir
un courant nul dans Ry, le circuit étant de nouveau fermé en A et B (c’est ’état (0))

Ce nouveau circuit peut étre considéré comme la superposition de 2 états :

—1° état : on « éteint » toutes les f.e.m. du circuit initial, de fagon 2 le rendre « passif » (on
garde toutes les résistances et toutes les résistances internes des générateurs « éteints »).
Vu des points A et B, il est équivalent a une seule résistance R, (résistance du circuit rendu

U
passif). La pile de f.e.m. — Uy débite donc le courant I dans Ry avec I’ = — (loi
Ro + R,
de Pouillet)

— 2¢ état : le circuit est de nouveau actif et on enléve la pile de f.e.m. —Uj. Il circule alors
le courant I (cherché) dans Ry

— la superposition de ces 2 états (1) et (2) donne I'état (0) d’ott I’ + Iy = 0. On en déduit
Iy=-TI.

Lapplication du théoréme de Thévenin s’effectue en 4 étapes :

— 1 étape : on « isole » le brin en « ouvrant » le circuit aux bornes de Ry ;

— 2° étape : on calcule la tension Uj aux bornes A et B de ce circuit ouvert;

— 3¢ étape : on calcule la résistance R, du reste du circuit rendu passif (on supprime toutes
les f.e.m. mais pas leur résistance interne) ;
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Uo

— 4° étape : Icule [ la relati L= ———
eape on calcule Opar a relation 0 R0+RP

Remargques : Les quantités U et R, sont parfois appelées ez et Rr, respectivement la
f.e.m. et la résistance interne du générateur de Thévenin.

Le calcul de la résistance R, n'est pas toujours aisé : le théor¢me de Kennelly est souvent
tres utile...

e Théoréeme de KENNELLY (vers 1900) : (ou « transformation triangle-étoile ») Ce
théoréme permet, entre autres, de calculer R, (théoreme de Thévenin) quand on a des
résistances en triangles dans les circuits.

I r3

Soient 3 nceuds A, B, C formant un triangle. Chaque brin contient uniquement une
résistance (éventuellement équivalente), notées ici Ry, R; et Rj.

Ce circuit triangulaire est équivalent au circuit en étoile entre les 3 mémes nceuds, avec un
point « central », relié aux 3 nceuds par les résistances 71, 7, et 73 (remarquer les notations :
la résistance R; est « opposée » au noeud A relié a 7).

Le théoréme de Kennelly permet de calculer facilement les résistances 71, 75, r3 par les
relations :

_ RyR;
Ry + R, + Ry

4}

et les deux autres par permutation circulaire (la résistance r; est égale au produit des

deux résistances « adjacentes » R, et R3, divisé par la somme des 3 résistances R;, Ry,
R3).

Remarques : 1a relation inverse (étoile-triangle) n'est quasiment jamais employée.
Attention a bien identifier un triangle dans un circuit et a le remplacer par I'étoile
équivalente. Ainsi, 4 titre de réflexion, vérifier qu'un classique pont de Wheatstone ne
comporte qu'un seul triangle (une fois que ce triangle a été transformé en étoile, il n'y
a plus de triangle dans le circuit, mais deux branches en dérivation).
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o Application des théorémes : il existe encore d’autres théorémes généraux, mais ceux-1a
sont généralement suffisants. Pour appliquer tel ou tel théoréme, on doit tenir compte de
ce qui est demandgé, et de la composition du circuit (nombre de générateurs) :

— les lois de Kirchhoft sont faciles a écrire, mais le calcul est long si le circuit comporte
beaucoup de brins (syst¢me de 7 équations linéaires 4 7 inconnues); cependant, il
fournit toutes les intensités dans les différents brins, méme s’il est rare qu'on doive
toutes les calculer;

— le théoreme de superposition est utile si on a 2 ou 3 générateurs dans le circuit, sur des
brins différents;

— le théoréme de Thévenin est utile si on ne calcule qu'un seul courant, car le calcul de
R, et de Up n’est pas toujours simple.

2.7. Loi de Joule, énergie, puissance

La puissance consommée P entre deux points d'un circuit soumis a la différence de
potentiel U et parcouru par le courant d’intensité I est :

pP=U-1I

Leffet Joule (de James JOULE, en 1841) est leffet thermique de I'électricité. L'énergie
dégagée par la résistance R parcourue par le courant I pendant la durée 7 vaut :

W=R-T* ¢

La puissance thermique dissipée par effet Joule vaut donc :

P=R-I?

La puissance fournie par un générateur (f.e.m. E, résistance interne 7) dans un circuit
est P = EI = UI + rI* (UI est la puissance disponible aux bornes, 712 est la puissance
thermique perdue dans le générateur).
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D 3. LES REGIMES SINUSOIDAUX

3.1. Grandeurs sinusoidales

Un courant alternatif transporte la méme quantité d’électricité a chaque alternance (dans
un sens puis dans 'autre). Uintensité moyenne (sur un nombre pair d’alternances) est donc
nulle (1) = 0.

Un courant périodique est tel qu'il existe une durée 7" telle que i(# + 7°) = i(#). La durée
T est la période du courant (ou de la tension). La fréquence v (en Hz) est l'inverse de la

période : v = —.

Un courant sinusoidal est décrit par la fonction i(#) = Iy - sin(w - # + @) ou Iy est
I'intensité maximale, (o - # + ¢) est la phase, w est la pulsation [ w = 2% =27 - v> et
¢ la phase al'origine des temps.

Remarque : un courant de la forme i(#) = I; + I - sin(w - # + @) n'est pas un courant
sinusoidal (sa valeur moyenne sur une période n'est pas nulle) : c’est la somme d’un
courant constant (I;) et d’'un courant sinusoidal I - sin(w - # + ¢). On dit parfois que
cest un courant qui posséde une composante continue.

Théoréme de FOURIER (1830) : toute fonction périodique £(#) est décomposable en une
somme infinie de fonctions sinusoidales dont les fréquences sont des multiples entiers de
la fréquence fondamentale de f(2).

Ce théoréme permet donc de se ramener au cas des fonctions sinusoidales pour étudier
n'importe quelle fonction périodique.

o Représentation par un vecteur (FRESNEL, 1819) : on asso-
cie un vecteur au scalaire i(#) = Iy sin(wz + ¢). Ce vecteur
est représenté a l'instant # = 0, a pour module Iy et pour
phase I'angle ¢. Quand le temps # croit, ce vecteur tourne
autour de lorigine a la vitesse angulaire o ¢ x

Le vecteur associé a la fonction dérivée di/d# est en quadra-
ture avance de /2, sur celui de 7(#), tandis que le vecteur

associé a la primitive / i(#) - d# est en quadrature retard de dv

/2 sur celui de i(#). Ainsi, di/dz et /i(t) - d# sont deux

grandeurs en opposition de phase. ¢

e Représentation complexe (Kennelly, vers 1900) : au sca-

laire i(#) = Iy - sin(w - # + ¢), on associe le nombre complexe ]Y- dt
ztel que x = Iy - /% - e/ avecj = vV —1.

Remarque : pour indiquer que z est un complexe, on trace un trait au-dessous. On
utilise la notation ; pour éviter toute confusion avec le courant 7.
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., . . . 4
La dérivée di/dz est associée 4 jw - z tandis que U'intégrale est associée 2 —.

Jjo
Lavantage de la notation complexe réside dans le fait que :
— la dérivation est remplacée par le produit par jo (correspond 2 une rotation de +1/2)

— lintégration est remplacée par le quotient par jw (correspond a une rotation de —/2)

Ces opérateurs sont linéaires, ce qui sera trés utile dans les équations différentielles.

3.2. Intensité efficace (effet Joule)

Définition : I'intensité efficace d'un courant variable est égale a I'intensité d'un courant continu
qui dégagerait la méme énergie thermique que ce courant variable en passant dans le méme
conducteur pendant la méme durée.

Lénergie dégagée sur une période 7" par ce courant continu dans R vaut W = R - I%- T.

Celle dégagée par le courant variable #(#) est / R-i(¥)? - ds I'intégrale étant calculée

T
sur une période 7', correspondant a la définition de #(#). D’ou 'expression du carré de
I'intensité efficace :

1
I :—/i(r)z'dz
ff T -

Exemple:pour i(¢) = 5¢/ T (périodique, défini entre —7"/2 et +7/2). Alors I =

I
V3
avec Iyt = 5/2 A. Le facteur v/3 au dénominateur provient de l'intégration de #* en
£/3.
o Cas particulier d’un courant sinusoidal : avec i(#) = Iy. sin(w? + ¢), on calcule que
1 1
T / sin(w?)? - d¢ = 3 On en déduit le résultat « classique » :
T

Iv
Ig=—

V2

Cette expression n'est valable que pour un courant sinusoidal.

3.3. Loi d’Ohm en régime sinusoidal (circuit RLC série)

Soit une portion AB de circuit composée

C
des éléments suivants placés en série : une
. o [ R ] 00000
résistance R, une bobine d’inductance L, un L
condensateur de capacité C. On désigne habi-
tuellement ce montage par U'expression « cir- | o] B
4

cuit RLC série » ou « circuit oscillant série ».
Soit v(#) la tension aux bornes (A et B). La loi d'Ohm permet d’écrire I'équation difté-
rentielle régissant cette portion de circuit :

di 1
g . '—‘f— — 4 — ; .
v=R-i+ L P C/z(t) dr
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En remplagant par les quantités complexes associées :

v=R-i+jo-L-i+1/(joC)- i

ou encore

1
v=Z72-1 avec Z=R+j(lo— —)
Co

appelée impédance complexe du circuit. Limpédance (réelle) est le module Z de Z :

Z= R2+<

L__
®TC

(O]

1)2

La loi d’Ohm s’écrit v = Z - i en notation complexe, ou encore V' = Z - I en valeurs

efficaces ou maximales, mais surtout pas v = Z - 7 (en réels) car cela impliquerait que v

et 7 soient en phase.

e Diagramme de Fresnel associé au circuit RLC série : on représente les trois tensions

avec leur phase par rapport a une référence. Cette référence peut étre soit v soit 7. Ici,

lintensité étant commune 4 chaque composant, il peut sembler souhaitable de choisir

la référence sur le courant. Mais dans le cas général, avec des circuits comportant des

dérivations, l'intensité ne sera plus commune a ces éléments et il est alors préférable de

choisir la référence sur la cause (la tension) plutot que sur Ueffet (le courant).

Le choix est équivalent, tout dépend de I'expression imposée comme référence des phases,

de la forme v(#) = Vv sin(w.£) ou bien o(£) = Wy sin(w.z + @).

Les 3 vecteurs représentant les 3 tensions ont pour module :

Ur = RI pour la tension aux bornes de R;

UL = Lol pour celle aux bornes de la bobine, en avance de /2 sur Ug;
Uc = I/(Cw) aux bornes du condensateur, en retard de /2 sur Ug.

La somme vectorielle de ces 3 tensions conduit au vecteur « tension totale » de module

U, déphasé de I'angle ¢ par rapport au vecteur « courant ».

Lo/

R [équivalent a
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Pour calculer la phase ¢, on utilise, 4 partir de la loi 'Ohm v = Z - 4, la relation sur les
arguments :

arg(v) = arg(2) + arg(i)

— Si la référence des phases est le courant, alors arg(:) = 0 et ¢ = arg(v) = arg(2),
c’est-a-dire tel que :

1
Lo — C_
)
tan @ =
® R
ou encore
R
cosp = —
— Inversement, si la référence des phases est la tension, alors arg(v) = 0 et
1
Lo — C_
¢ = arg(i) = —arg(Z) Cest-a-dire tel que tanp = —Tw (noter le signe
. . R .
moins). La relation cos ¢ = Z est toujours valable.
o Cas particuliers
. . I
— Résistance R seule : dans ce cas, v et 7 sont ¢
en phase et on peut écrire la loi d'Ohm de .l
trois facons différentes : v = R - 7 (en réels) \ 2
. U U,
ouv = R-i(en complexes) ou V' =R -1 / L ¢
T
(en valeurs efficaces) ; -5
— Bobine seule d’inductance L : le courant if, I

circulant est en retard de /2 sur Uy,
~ Condensateur seul de capacité C : le courant i¢ circulant est en avance de 7/2 sur U .

Résonance : I'impédance Z est minimale (et égale 4 R) quand la pulsation est égale a wg

telle que Lwy — —— = 0 cest-a-dire quand on a Z.Cwj = 1 (condition de résonance
C(x)()

pour la pulsation wg). Dans ce cas, v et 7 !

sont en phase (car ¢ = 0). Lintensité est U

maximale et vaut U/R. R

Lacuité de la résonance traduit la qualité de

)z )z . L U
lechar.lge d’énergie entre le condensateur et | Z 4 (------- “ao
la bobine a chaque alternance (couplage élec- i R faibl
) ., . aible
tromagnétique). L'acuité se caractérise par le ! R fort
® Leem 1T
rapport = (= —), ot Af est la « largeur » /-t P T T
0 on o o -

(en échelle de fréquence) du pic de résonance
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a la hauteur

. De plus,

U
RV?2

Af 1 R

£ Q ILw

ol Q est le facteur de qualité du circuit oscillant :

. 1 . L(!.)O
~ RCwy R

Q

Si R croit, le pic s'élargit et sa hauteur diminue : la résonance est moins aigué.

| Remarque : on note que les termes RCw et Lo/ R sont sans dimension.

o Surtension alarésonance: il est facile de voir qua la résonance, les tensions aux bornes
de la bobine (Uy) et aux bornes du condensateur (Ug) sont égales en module et de plus,
sont supérieures 2 la tension U car on a alors U, = Ug = Q.U (avec Q > 1, facteur de
qualité).

3.4. Circuit oscillant « paralléele » (circuit bouchon)

Il est constitué d’une bobine et d'un conden- :
I

sateur en dérivation. Lors de chaque alter- T —
nance, il y a échange d’énergie entre les !
deux composants (L et C), les courants 7, R
et i¢ étant en opposition de phase lors de q
l'antirésonance a la pulsation wg définie par | |

2 1 A i
LCwy” = 1 (ou Lwg — —— = 0). Dans ce c

C(.l)()

cas, 'impédance est maximale et l'intensité

du courant circulant dans R est minimale, voire nulle : /(wg) = 0. Un tel circuit ne laisse
donc pas passer le courant de fréquence wg /2 : c’est un circuit « bouchon » utilisé comme
filtre coupe-bande autour de cette fréquence.

Remarque : lors de I'antirésonance, on a généralement une forte intensité dans chaque
branche. Par exemple 10 A dans la bobine, et 10 A dans le condensateur, mais rien
dans le circuit principal, car ces deux courants étant en opposition de phase, on a

10 + (—10) = 0.

3.5. Puissance en régime sinusoidal

Par définition, la puissance instantanée p(#) vaut :

p(2) = u(z).i(2)
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En notation complexe,

~>
I
Y
[
|N

ook . , .
ol 7 est le complexe conjugué de 7.
La puissance moyenne sur une période est :

P="Usg.ILg. coso

R . . . e
Le terme cos @ = — est appelé facteur de puissance. La puissance s'exprime en watts

(W) ou en volts-amperes (V.A).
Calcul des énergies mises en jeu :

— dans une résistance (effet Joule) :

dWyx = Ri*ds

— dans une bobine (énergie électromagnétique) :

dW, = Lidi

— dans un condensateur (énergie électrostatique) :

1
dWe = Eqdq

o Relever le facteur de puissance : les pertes

7

relatives d’énergie (effet Joule) sont inver-
sement proportionnelles a (U. cos ¢)>. Afin
de les diminuer, on a intérét soit 4 augmen- v
ter la tension U, soit a diminuer |¢| donc
a augmenter (ou « relever ») le facteur de

puissance. Pour cela, on place un condensa-
teur en dérivation sur 'appareil X (récepteur
quelconque).

Le courant 7; dans le condensateur est en

quadrature avance sur v et i’ = i + i; d’ou

I'.sing =I1sine —Iavec; = U.C;.0

Si on veut imposer ¢" = 0, il faut placer en

dérivation sur le récepteur X un condensateur
I.sing

d it¢ Cp = ————.
e capacité Gy U

3. ELECTROCINETIQUE
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D 4. LES REGIMES VARIABLES

Dans cette partie, on néglige le délai de transmission du signal dans 'ensemble du circuit
(a la vitesse ¢). Clest I'approximation dite AEQS (Approximation des Etats Quasi-
Stationnaires) ou ARQP (Approximation des Régimes Quasi-Permanents).

Dans un circuit a une seule maille fermée, 'intensité est la méme en tout point du circuit.

4.1. Régime transitoire avec R, L ou C

La loi d’Ohm s’écrit en valeur instantanée (petites lettres 7 et # et non pas I ou U). La
ddp aux bornes d’une résistance R, d’une bobine d’inductance L ou d’'un condensateur de
capacité C s'écrivent respectivement :

di

=R =L t —1/'dt
Ur — R\1 Uy — dz € uC—C z.

4.2. Charge et décharge d’un condensateur

Soit v la tension aux bornes du condensa-
teur. On le charge 4 travers une résistance R 1

R puis on le décharge 4 travers la résistance
R’. On a ici un interrupteur a 2 positions

m
<
[a]

(1 pour la charge, et 2 pour la décharge). e 1 R' |:|

e Chargede CatraversR:ona

E=Ri+wo v=gq/C i =dg/dz

circuit de charge circuit de décharge
On tire I'équation différentielle du circuit :

dg 1
R—=+—g=FE

d¢ C q®
avec la condition initiale ¢(0) = 0. La réso- o R
lution donne : !

¢ A
g(r) = C.E. [l — exp (—;)} i

avec T = RC (constante de temps du circuit 0 T t
de charge)
La tangente a l'origine a une pente E/R.
Elle coupe 'asymptote (CE) en # = 7. u
e Méthode des 5/8 : on calcule Y S A ——
or) = CE(1-1/)) = CE0,6321 tan- |/ |
dis que 5/8 = 0,625. On « confond » ces o
deux valeurs pour déterminer expérimenta- i
lement la constante de temps avec un oscil- 0 i .

loscope : on dilate 'amplificateur vertical de
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maniére a placer la variation de ¢ sur 8 « carreaux » de 'écran (entre O et CE). Le point
A de la courbe situé a 5 carreaux a pour abscisse #4 = 7. La précision de la méthode est

0,632 — 0,625
1,1 % - " - 11).
de 1,1 % (car 0632 0,011)

La charge totale Oy, sera atteinte a 1 % prés quand I'écart relatif sera égal a 1 %, apres
Qmax - g(tl) _ i
Omax 100°
De Qna = CE, on tire exp(—#/7) = 1/100 soit £ = 7. ¢n(100) ou # ~ 4,67.
On peut retenir qu'apres 57, le condensateur est chargé a 99 %; apres 77, c’est 2 99,9 %.
e Décharge de CdansR’ :ona
v=g¢/C=R'
i = —dg/d¢ (signe — car décharge)

linstant #y défini par :

q(t
CE

On en déduit I'équation différentielle du

circuit :
dg 1
R+ —-¢g=0
ds Cq
avec la condition initiale ¢(0) = C.E. La
résolution donne : q (1
t
q(+) = CE. [1 — exp (——,)] 8
T

avec 7 = R'C (constante de temps du cir-
cuit de décharge).

La méthode des 5/8 devient ici celle des 3/8
(car3 =8 —5).

4.3. Courant transitoire dans une bobine

Laloi de LENZ (1833) indique que la f.e.m.
induite aux bornes de la bobine tend a s’op-

circuit RL

poser au courant variable qui la crée : 700000 ——

——Lg T A’/
€= ds 1

Lors de la fermeture du circuit (interrupteur

K), I'intensité 7 ne varie pas instantanément i
de 0 a la valeur constante I = E/R mais E
croit de fagon exponentielle : R

() = % [1 — exp (—;)] avect = R/L

(constante de temps du circuit). Cela peut

afF-———==-X\-=-2

produire un arc électrique (étincelle). 0
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De méme lors de l'ouverture, l'intensité

a l'ouverture de K

ne varie pas instantanément de la valeur
constante I = E/R alavaleur 0 mais décroit
de fagon exponentielle :

05 for ()]

4.4. Décharge d’un condensateur dans une bobine (RLC série)

Le condensateur initialement chargé

g(0) = CE se décharge dans la bobine RLC série
inductive. Soit @ la tension aux bornes du LR |
condensateur. c— v
Ona . L
v=Ri—e¢ .
v=gq/C
di

avec e = _L$ et i= —dg/dz,
On obtient I'équation différentielle en ¢(#) :

(8, g8, 1
dr @l

C’est une équation du 2° ordre, linéaire a coefficients constants. On cherche une solution
de la forme ¢(#) = A exp(x.z) ; Uéquation caractéristique associée s'écrit :

L+ Rx+1/C=0

C’est une équation du 2° degré en x. Le discriminant vaut :

A:R2—4£
C

Le régime du circuit dépend du signe de A qui varie selon la valeur de R (terme de
dissipation d’énergie, ou d’amortissement).

1

e R = 0: Clest le régime oscillant, sinusoidal a la pulsation wy = —

vLC’
® R « faible » (< 1/4L/C) : alors A < 0, Cest le régime pseudosinusoidal (amorti en

exponentielle) a la pulsation ® < wy ;
® R «critique » (= \/4L/C) : alors A = 0, c’est le régime critique ;
® R«grand » (> 1/4L/C) : alors A > 0, Cest le régime apériodique (fortement amorti).
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Q—o L=1mH C=10uF R =20Q

0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0

Le graphique ci-dessus représente le rapport ¢(#)/ Qo en fonction du temps pour les 4 cas
précédents, selon la valeur de la résistance du circuit.

Remargque : 1a charge a partir d’une tension échelon (v(#) = 0siz < 0; v(f) = E si
¢ > 0) se traite de la méme maniére.

v (t)

K L

. EA-F/._-_I ““‘j__ .

0 t

d: 1
Léquation diftérentielle est alors : L.d—; + R+ - / 1.dt =FE

Ve (t)

S~ E=15V L=26mH C=16uF R=22Q

t (ms)
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D 5. MESURE DE DEPHASAGE A L'OSCILLOSCOPE

Soient deux signaux (tensions ou intensités) de méme fréquence sur les voies X et Y de
Toscilloscope (ne pas dire « oscillo ») : x = a.cos(w.z) et y = &.cos(w.z — @) avec @
compris entre 0 et . On choisit (ici) la référence des phases sur le signal x(z).

Sur Iécran, la composition des signaux donne une ellipse inscrite dans un rectangle de
cotés 2a et 24 (les axes de cette ellipse ne sont pas perpendiculaires). Le déphasage ¢ est
déterminé par les rapports des longueurs des segments sur 'écran :

ON, ON,

OA OB

(remarquer que c’est sin ¢ dans les deux cas).

singp =

En décalibrant les amplificateurs, on peut inscrire Uellipse dans un carré : les 2 axes de

Lellipse sont alors perpendiculaires et mesurent 24 et 2B d’'ou : | tan(p/2) = y (ici, on

a¢/2).
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Exelcices

[ENONCES

Charges électriques, condensateurs

Electroscope

Un électroscope est constitué de deux petites billes de liege de

électroscope

masse 72 = 1 g chacune, suspendues a un point fixe par des
fils de longueur L. = 10 cm. Elles portent chacune la méme
charge ¢.

Déterminer I'angle 8 que font les deux fils avec la verticale
quand I'équilibre est atteint.
AN.g=210"*C;¢=100.10"°C;

g = —30.10"° C.

Calculs de résistances

Vitesse de déplacement des électrons

1. Un conducteur en cuivre est parcouru par un courant électrique de densité constante
Jj=1A/ mm?. En supposant que chaque atome de cuivre (Cu = 64) posséde en
moyenne 1,4 électron mobile, calculer la vitesse de déplacement des électrons dans ce
conducteur. Quelle doit étre la densité de courant pour que cette vitesse soit de 1 mm/s?
Quelques valeurs utiles : p = 9 g/cm®, Ny = 6 - 10% atomes/mol, g. =16 107Y C,
me=91-10""kg, 0 =6-10" Q 'm~".

2. Le cuivre étant un milieu linéaire et isotrope, établir la loi d’Ohm locale ; —o.E

3. En régime non permanent, établir 'équation différentielle du mouvement d’un élec-
tron.

4. On coupe brusquement le champ électrique a l'instant z,. Etudier la loi () pour
¢ > £,. Apres quelle durée la vitesse est-elle divisée par e = 2,718... puis par ¢* ?

Calculs de résistances

1. Calculer la résistance électrique d’un conducteur tronconique de longueur L = 1 km, de
rayons de bases circulaires 7; = 0,9 mmetr, = 1 mm, etde résistivité p = 1,7- 1078 Q.m.

2. Un anneau plar d’épaisseur ¢ = 1 cm est fabriqué dans un matériau de résistivité p.
On maintient une différence de potentiel U entre les surfaces cylindriques (intérieure et
extérieure) de I'anneau, de rayons respectifs a et 4. Calculer sa résistance électrique R.

AN.p=1Q.meté/a=10.
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Résistances équivalentes

On considere une grille formée de 4 carrés,

s L rille
dont les cotés ont chacun pour résistance 9

électrique 7. En utilisant judicieusement les

symétries physiques, calculer (en fonction de
7) la résistance R de la grille quand on réalise
les branchements électriques entre A et C.

De méme pour AO, puis MQ. o)

Lois d'Ohm et de Pouillet
Loi de Pouillet

Dans le circuit de la figure ci-contre, cal-

culer les courants I, i1, 7, dans chacune loi de Pouillet
des branches avec les valeurs suivantes : ,R_1| A &_
E=5V,0=01Q,R =1Q,R, =20, J_ —
R3 =30. E

Al

Ro
I i)
- -
B

Loi d'Ohm
Calculer les courants dans les brins du circuit :
de la figure ci-contre contenant des géné- lof 'Ohm R
rateurs de résistance interne négligeable, | E :1
avec les valeurs suivantes : £y = 1,5V,
By =37V, R =100, R =20Qet | | 16 L e ;
R = 5. Trouver une condition sur £, E», —
Ry et R, pour que le courant passant dans R i R
soit nul. e ! — L1

Loi de Joule
Ligne de transport

Une ligne de transport d’énergie électrique est constituée de deux cibles cylindriques.
Pour éviter un échauffement important, on limite la densité de courant a la valeur J,.

1. Soit U la tension du générateur (supposé idéal) qui alimente la ligne en fournissant la
puissance P; soit P’ la puissance regue par l'utilisateur. Calculer les pertes par effet Joule
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lors du transport d’énergie en fonction de U, de J,, de la longueur L de la ligne et de la
résistivité p du matériau de section s.

2. En déduire le rendement du transport. Conclure.

AN.p=18-10"%Q.m,/, =1 A/mm? U = 540 kV, L = 100 km, P = 500 MW.

Fil non thermiquement isolé

Un fil non thermiquement isolé est parcouru par un courant d’intensité I constante.
I1 dissipe de I'énergie thermique par sa surface latérale suivant la loi de Newton : « la
puissance perdue P est proportionnelle a 'écart de température (6 — 6,) avec le milieu
ambiant, et 4 la surface latérale § du matériau », ou encore P = £.8.(6 — 6,). On suppose
que la résistivité p du matériau reste constante quand la température varie.

1. En écrivant le bilan thermique, établir I'équation diftérentielle reliant la température
0 du fil et le temps #.

2. En déduire la température d’équilibre 6, du fil.

AN. Le fil mesure 1 m de long, a un diameétre de 0,1 mm, sa résistivité vaut
p = 10-107% Q.m, sa masse volumique est . = 9 g/cm?, la chaleur massique est
¢ = 420]/kg.K; 0, = 20 °C, la constante % vaut 1/400 (W /K - cm?) et on soumet le
fil 4 une différence de potentiel U =1 V.

Lois des circuits

Lois des circuits lois des circuits
|
Les éléments du circuit de la figure ci-contre ont pour carac- A
téristiques £y = 8V, E, =3V, =2Q,n =350Qet r
R=10Q. T l —"?
. . . . 1
Calculer les intensités circulant dans les différentes branches 2

en utilisant d’abord les lois de Kirchhoff, puis le théoréme de

superposition, et enfin le théoréme de Thévenin.

Pont de Wheatstone

Le circuit de la figure ci-contre est alimenté par un

pont de Wheatstone

générateur de résistance interne 7’ ~ 0 et de f.e.m.
E.

Calculer le courant 7 circulant dans le brin cen-
tral BC, de résistance 7, en utilisant le théoréme de
Thévenin. Etablir la condition d’équilibre du pont,
c’est-a-dire la condition portant sur les résistances

Ri, Ry, R3 et Ry pour que ce courant 7 soit nul.
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Galvanomeétre

On dispose d’un galvanomeétre de résistance interne ¢ = 24 () pouvant mesurer des
intensités ; inférieures 2 20 pA. Avec cet appareil, on veut fabriquer un ampéremeétre
capable de mesurer des courants d’intensité 10 mA et un voltmeétre utilisable jusqu’a
100 mV. Comment peut-on s’y prendre ? Calculer les résistances nécessaires et indiquer
un schéma de montage possible.

Circuit tétraédrique

Dans un circuit tétraédrique régulier, chaque face est un triangle équilatéral et chacun
des 6 brins posséde une résistance électrique 7. Calculer la résistance équivalente R entre
deux sommets.

Relation de Millman

Entre deux bornes A et B, on branche V dipéles

, c . N A lation de Mill
électrocinétiques en paralléle et le dipole n°% relation de Vifiman B
(entier de 1 a V) est caractérisé par sa f.e.m.
¢; (pouvant étre nulle) et sa résistance interne
¢ 1 ) g8v |5V 10V
7 = . —_ —_ —_—
* & 05Q 0,25 Q 1Q
1. Etablir la relation de Millman : (
K
> e
« .
Va— Vg = Upp = —

ko
> &
k

2. Application au circuit de la figure ci-dessus : calculer 4 — Vg quand l'interrupteur K
est ouvert, puis le courant I circulant dans R = 2 () quand K est fermé.

3. Retrouver ce résultat (calcul de I) par le théoréme de Thévenin.

Régimes transitoires et régimes sinusoidaux.

Puissance électrique

Un circuit, alimenté par une source de tension continue £, contient ez série une résistance
R et un condensateur de capacité C. On ferme l'interrupteur a l'instant 7 = 0.

1. Calculer la tension v aux bornes du condensateur en fonction du temps z.
2. Calculer le courant 7(#) et la tension wg aux bornes de la résistance.

3. En déduire la puissance stockée dans le condensateur P,(#). Montrer qu’elle passe par
un maximum 2 un certain instant 2 déterminer. Tracer sa courbe d’évolution.
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Lampe a néon

Une source de tension continue (de f.e.m. E constante) alimente un circuit formé d’un
condensateur de capacité C et d’'une résistance R en série. On place une lampe a néon en
dérivation sur le condensateur. La lampe a néon posséde les caractéristiques suivantes :
— quand la lampe est éteinte, sa résistance est supposée infinie et quand elle est allumée,
sa résistance 7 est faible, mais non nulle,

— quand la tension ¥ croit entre ses bornes, la lampe ne s’allume que pour une tension
supérieure (ou égale) a la valeur caractéristique ¥, et quand la tension 7 décroit, la lampe
ne s'éteint que pour une tension inférieure (ou égale) a la valeur V, (et V, < V, < E).

1. Montrer que la lampe s’allume et s’éteint

T lampe a néon
périodiquement.
2. Si 7 est négligeable devant R, calculer la LR ]
période 7" de ce phénomeéne (oscillations de c ——cC
relaxation). T

AN. E = 110 V, R = 20 - 10° Q,
C=035pF, V,=70VetV,=80V.

Intensité efficace

1. Calculer l'intensité efficace du courant de période 7 représenté par i(¢) = (2a/ 7).t
sur l'intervalle ( —7"/2, +7'/2) ou a est une constante positive (courant en « dents de
scie »). En déduire Iénergie moyenne (sur un nombre entier de périodes) dépensée dans
une résistance R.

2. On considére le courant variable défini (en ampéres) par i (£) = 3 + 2 cos(wz — m/4).
Dessiner le vecteur de Fresnel associé et donner son expression mathématique complexe
(avec j2 = —1). Représenter graphiquement ce courant. En déduire son intensité efficace.

Circuit RLC série

On dispose d’une tension sinusoidale de valeur efficace U = 100 V et de fréquence
50 Hz, ainsi que d’une résistance inductive (R = 10 ), L = 0,3 H) et d’'un condensateur
(C =20 k).

1. Calculer l'intensité efficace et I'avance de phase du courant quand on applique la
tension dans les 4 cas suivants : aux bornes du condensateur, aux bornes de la bobine, aux
bornes du condensateur et de la bobine placés en série, aux bornes du condensateur et de
la bobine placés en dérivation.

2. Meémes calculs pour la fréquence 65 Hz. Dans le quatrieme montage, calculer la
fréquence pour laquelle I'intensité et la tension sont en phase.
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Pont de Wheatstone en sinusoidal

Un pont de Wheatstone, alimenté par une tension sinusoidale U, contient deux résistances
R et R’ sur deux branches opposées, un condensateur de capacité C sur une troisieme
branche, et, sur la quatriéme, une bobine inductive de résistance x et de coefficient de
self-induction L.

1. Montrer que I'équilibre du pont n'est réalisable que si x = 0. Quelle relation existe
alorsentre L, C, Ret R’ ?

2. Montrer que si x n’est pas nul, on peut toutefois obtenir 'équilibre du pont en shuntant
le condensateur avec une résistance 7 que l'on calculera.
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SOLUTIONS

n Les charges sont de méme signe : il y a répulsion
(loi de Coulomb). Les masses sont soumises a 3 forces :
le poids (P = myg), la tension des fils (7") et la force
électrostatique (F = /e.gz/dz) avec £ = 1/(4weg). A
I'équilibre, Z F=0,ce qui s’écrit :

F/P = tan(f) avecd = 2L.sin(0).

D’ou I'équation en 6 :

7

4meg 4L%mg

sin 0. tan § =

Clest une équation non algébrique de la forme sin? 8. tan & = A que 'on résout graphique-
ment ou numériquement (par approximations successives). La fonction y(6) = sin” 6. tan 0
est une fonction croissante de 6 (car produit de 2 fonctions croissantes).

Sid < 1, onaaussi y(8) < 1ory(0) ~ 0%, dou 0 & V/A.

SiAd > 1,alors 6 & /2, car sin(6) est limité par 1.

Sinon, on résout numériquement par approximations successives.

1.g=2-10"°C,dot 4=92-10"° < et ~ VA~ 0,21 rad ~ 12°

2. ¢=100- 1078 C, o 4 = 22,9. Clest « presque grand » devant 1, et § &~ /2. On
peut affiner ce résultat : on part de 01 tel que tan(8;) = 4/1 d’ou 6; = 87,5°; puis 0, tel
que tan(0,) = 4/ sin®(01) d’ou 6, = 87,51°, la convergence est rapide.

3. ¢g=-30- 1078 C : les charges se repoussent avec 4 = 2,06. Comme A est supérieur a
1, on peut supposer 6 > 45°. On part de 61 tel que tan(61) = A4/1 d’ot1 8; = 64,1°; puis
0, tel que tan(0,) = A/ sin?(6;) d’ott 0, = 68,8°; puis 05 tel que tan(f3) = A/ sin’(6,)
d’ou 63 = 67,1°. Le processus converge rapidement vers § = 67,5°.

En fait, si la charge ¢ est faible, 0 I'est aussi; 'appareil sert a déterminer ¢ par la mesure

de 0 avec g ~ 03,

E 1. La densité de courant est ; = ngv avec n = 1,4.p.Nyx/M (en C/m3) et
j=10°A/m*; dott v = j/ng = 0,05 mm/s. On a bien v < c.

Puisque ; et © sont proportionnels, la densité de courant doit étre de 20 A/mm? pour
entrainer les électrons a la vitesse de 1 mm/s.

2. Loi d’Ohm : si un électron n'était soumis qu'a la force électrique /¥ = ¢.F, sa
vitesse croitrait indéfiniment (accélération constante). Il y a donc une force antagoniste
de freinage, proportionnelle a la vitesse, telle que E F = 0soitg.E — %7 = 0. Or
- - ngz - -

J =ng.odou; = 7E = 0.E. Cestlaloi ’Ohm locale.
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3. Régime transitoire : ) ;
v vitesse des électrons
9 | pa— g F
m—— + kv =gq. v
ds L ,
I . o e !
d’ou la vitesse limite v;, = ¢.E/% !
I
. RN >, . . !
4. On coupe le circuit a £y, 'équation devient : !
I
do L = P E—
m—+ko=20 0 R t
ds

dont la solution est :
pour > £,, () = vr. exp(—2/7)

avect=mfk=2- 10~ s. Soit o(7) = vr/eet v(27) = va/eZ. Lélectron s’arréte quasi
instantanément.

B Les conducteurs envisagés n'ont pas
une forme cylindrique. On ne peut donc pas
appliquer la relation R = pL/S.

1. On calcule la résistance du tronc de cone

. résistance
en le « découpant » en rondelles (comme un

saucisson) d’épaisseur infinitésimale dZ pla-
. (e .y r;
cées « en série ». Considérons la tranche de I
. B . ) Ltz -
rayon 7, située a la distance ¢ de 'extrémité .
de rayon 7, : elle a une forme cylindrique et
14

o

sa résistance élémentaire vaut dR = p.dL/S§
avec la relation dL./dr = L/(r, — r1) (théo-
réme de Thalés). Ces rondelles étant en série, la résistance totale vaut la somme :

R:/dR: PL_¢q.

mr1.1m

anneau plat
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2. On décompose I'anneau plat en couches cylindriques de rayon » d’épaisseur infini-
tésimale, placées en série de fagon radiale : la longueur traversée par le courant est dr,
la section traversée est § = 2mr.e. La résistance élémentaire vaut dR = p.dr/S. Ces
éléments étant en série :

b
R:/ dR:L.€n<é> —370.
" 2m.e a

n En utilisant les symétries géométriques, donc physiques, on cherche les points qui
sont au méme potentiel.

1. Pour le branchement AC : M et N sont

. . .. . ill
au méme potentiel, ainsi que B, O, D puis en ante
3.e li'eu, P et Q. Le circuit se redessine donc A./_\I\/.I QB QPA .
ainsi : ~ -~ o~ o~ ~
Rac=r/2+r/4d+7r/4+7/2 D

soit
RAC = 37’/2

2. Pour le branchement AO : M et N sont au
méme potentiel, ainsi que P et Q. Il ne passe

donc aucun courant dans la branche PCQ.
Entre M (ou N) et O, on a en dérivation : ,
37, 3r et 7 ce qui donne :

1/Ryo = 1/r +1/3r +1/3r + 1/r
d’ou Ryio = 37’/8 et Rao = 77’/8.

3. Pour le branchement MQ_: les points O, P et N sont au méme potentiel ; Ryig = 7.

grille .
3r grille
r M ¢ 2r 2r
Ae e 0 r r
r N\L/ M- * *Q
3r ~_ o~ -
2r P 2r
3r S
L r r 1 L2r | L 2r |
Lr 7
1 LI LI g Lr g
L
L 3r | 2r 2r

solutions dey
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E I1 faut calculer d’abord le courant principal :

E
I:ﬁ avec ZR:70+R1+R23

ol Ry est la résistance équivalente & R et R3 en dérivation :
Ry.Rs

Puis la différence de potentiel entre A et B s’écrit :
Ry.iy = R3.11 avec I =1 +1p
Doul=5/23~22A;i =2/23~09A;:,=3/23~13A.

u On écrit 3 fois la loi d’'Ohm entre les points A et B en passant par chaque branche.
Le courant I — 7 circule dans la résistance Ry donc: Vp — Vg = Ry.(I — i) — Ey; puis
Va— Vg = Ry.(—I) — (—Ey); etenfin Vo — Vg = R.i.

On remplace par les valeurs numériques et le systéeme de 2 équations a 2 inconnues conduit
al=0,18Aeti=0,02A.

Le courant 7 est nul si A et B sont au méme potentiel, ce qui a lieu si £1/R; = E;/R;.

1. Les pertes thermiques sont p = R.I* avec R = p.2L/set [ = J,.s = P/U d'ou

P =201/}
Pour P = 500 MW, on trouve p = 3,3 MW. Il faut se rappeler que 1 A /mm? = 10° A /m?.

2. Le rendement se définit par le rapport de ce qui arrive en bout de ligne (P' = P — p)
a ce qui est produit au départ (P) :

m=2P/P=(P—rI")/P
avec P = U.I d’ou

m=1-2pLJ,/U = 0,993

On peut augmenter le rendement en augmentant la tension de transport (trés haute
tension a 400 kV). On ne dépasse pas 800 kV a cause du champ disruptif de air (tension
de claquage de lair isolant entre les cibles et le sol).

ﬂ 1. Le bilan d’énergie pendant la durée élémentaire d# conduit a écrire que 'apport
électrique (RI 2 ds) permet de chauffer le fil (72.c.d®) puis se dissipe par la paroi latérale
(£.8.(6 — 0,).dz) soit :

RI*.d¢ = m.c.d® + £.8.(0 — 0,).dz

ou, en divisant par dz :

m.c.df/dr = (R[2 — £.8.(0 —90,)
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2. A 'équilibre thermique, la température n’évolue plus :

de/ds =0
d’ou
0,, — 0, = RI*/(£S)
Si 7 est le rayon du fil, la section est s = 72, La résistance vaut R = pL/s. La masse est

m = W.s.Let S estlasurface latérale § = 27r.L. On trouve successivement : R = 12,7 () ;

I =79 mA puis enfin §,, — 6, = 10 K (ou 10 °C).

n CONSEIL : cet exercice important a bien connaitre présente les méthodes a utiliser dans I'étude des

circuits. Ici, la méthode des lois de Kirchhoff semble plus simple a appliquer mais cela est dii a la simplicité
du circuit. Généralement, la méthode de Thévenin est la plus rapide a appliquer car on n'a souvent qu'un
seul courant a calculer.

La fee.m. E; étant supérieure 2 E, on peut penser que le générateur (1) impose son
courant au circuit. Le schéma donne les sens « convenus » des courants : 7 dans R est ici
compté positivement de A vers B. Le courant dans le générateur (2) est donc I — i.

1. Lois de Kirchhoft. Il faut écrire 2 équations de maille (Z(R.i — E) = 0) dans chaque
maille fermée :
Ri+nl—FE =0
puis
rz(I—i)—Ri—EzZO
Ensuite on résout numériquement le systéme de 2 équations.

A.N. Onobtient I = 69/31 ~ 2,2 Aeti=11/31 =~ 0,35 A.

2. Superposition. Il faut isoler les effets de chaque générateur seul, avec les résistances
équivalentes (R et r, en dérivation dans le ler état, de méme que R et 71 pour le 2e état)
et calculer les courants partiels I3, I, par la loi de Pouillet puis 7; et 7, par la diftérence
de potentiel entre A et B (de la forme R.7; = E; — r1.51). On trouve successivement
I =54/31A,4 =14/31 A, L, = 18/31 A et i = 3/31 A. Compte tenu des sens

choisis pour ces courants, on tire :
i=i—i et I=0L+ L —1)

soit les mémes résultats qu’en 1..

I premier état deuxiéme état
e

e i r i
g I’l ra ! T sz

—— EZ
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3. Théoréme de Thévenin. On calcule le courant 7 circulant dans R. Apreés « coupure »
entre A et B, le courant I’ circulant dans la maille formée par les deux générateurs placés
en série dans le méme sens vaut :

I’ = (E1 +E2)/(7’1 + 7’2) :2A
La tension a vide est :
U(): VA—VB:Q.I/—E2:4V

On « annule » ensuite toutes les f.e.m. (tout en conservant les résistances internes des
générateurs). La résistance R, du circuit rendu passif est formé de 71 et r; en dérivation
(car vues depuis A et B). On tire alors i = Uy /(R + R,) = 11/31 ~ 0,35 A.

application du théoreme de Thévenin :
calcul de U,
A calcul de Ry,
A A
E, r
Te U squivalen :
2 r ry equivalent a Ry
It
D

B B B

CONSEIL : 1l s'agit ici d'un résultat classique
a bien connaitre. pont de Wheatstone

Puisqu’il n’y a qu’un seul courant a calculer, on
applique le théoreme de Thévenin en ouvrant
le circuit entre B et C. Les résistances Ry et R;
ainsi que R3 et R4 sont en série deux a deux.
Soient I; et I, les courants circulant alors dans
(R1 + Ry) et (R3 + Ry) respectivement. La
différence de potentiel entre A et D s’écrit :

E={R +Ry).I = (R3 + Ry).I,

ce qui donne les courants I et L.

La tension a vide Uy = Vg — V¢ se calcule algébriquement en passant par le point A :
VB —Ve=s—Va)+ (Va—TVc)
= —Ri.I + Ry.I,
d’ou
Ry.Ry — R{.R3
"Ry + Ry).(Rs + Ry)

On «enléve » le générateur (de résistance interne nulle ici). Les points A et D sont au

U =E

méme potentiel. Entre B et C, on a donc la résistance R, (du réseau rendu passif) formée
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par « Ry et R, en dérivation », en série avec « R4 et R3 en dérivation » également d’ou
Ri.R R3.R,
R, = 2 | &
R+ R, R; + Ry

On calcule enfin le courant 7 dans 7 :

Ry Ry
i=Uy/(r + Rp) AT T
B . .C
Ce courant est nul si Uy = 0 c’est-a-dire si la ~_ “p~_  “
.. o R R R R
« condition d’équilibre du pont » o2 ’ ’

Ry R;
est remplie.

m Pour obtenir un ampéremeétre, il faut mettre une résistance en dérivation sur le gal-
vanometre (shunt) ; pour avoir un voltmeétre, on place une résistance de protection en série.

Le shunt s dérive la majeure partie du cou-
rant I, ne laissant passer que l'intensité j dans | _L, 2

le galvanometre. L'égalité des tensions entre
a et b donne 5s.(I —j) = gj dous = gj/I
(car j < I) avec j < 20 pA. La valeur de LS | >

s dépendant de celle de I, on utilisera diffé- I-j

rentes bornes de branchement, correspondant
a différents « calibres » de I'appareil.

La résistance de protection R, a placer en

série est telle que sous la tension maximale a P c
: R i ) e B
Unax (= Uy), il ne passe que le courant fpay

dans le galvanometre :

Umax - (g + Rp)-jma.x R
d'ott R, = 5 kQ. . (

Le montage utilise un interrupteur a 2 posi-

tions (au moins) avec les bornes d’entrées U / I

et I et la borne commune C.

m Pour des raisons de symétrie, les
points C et D sont au méme potentiel. I1
ne passe aucun courant entre C et D et on
peut supprimer la branche CD. Le circuit
se rameéne alors 2 3 branches en dérivation
entre A et B, avec les résistance 2r, r et 2.

De:
1/Rag =1/Q2r) +1/r +1/(27)

on déduit Rag = 7’/2. A

[ Y TR &
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On peut aussi appliquer la transformation
« triangle-étoile » (Kennelly) au triangle
ADC, chaque branche de I'étoile possede

la résistance :
v =rr/r+r+r)=7r/3

Il reste a réduire les résistances en série
et/ou en dérivation. On obtient bien sir

N
4

RAB == 7‘/2
D
”
’
o/ p
\‘ B
y C\
A r ‘B

m 1. Dans chaque branche AB circule le courant I; tel que :
VA - VB - UAB — r/e.lk — €}
d’ou I = g;.(Ua + ¢). En B, laloi des nceuds impose ZL% = 0; alors

Z(g/e-UAB) + Z(gk-fk) =0

qui constitue la relation de Millman.

2. Quand l'interrupteur K est ouvert, on Millman
applique la relation au circuit 4 3 branches g
en dérivation, avec g1 = 1/r = 2 o /11 /2f /31
=40 letg; =107 2Q T’
&2 & lsv Jsv |1ov
(UAB)O _ _gl(g) + gZ(_S) + g3(10) --0’5 Q _625 Q --1 Q
at ot (K
6
— 2y A
7

Quand l'interrupteur K est fermé, on fait intervenir la 4° branche avec g4 = 0,5 Q!
et es = 0, ce qui ne modifie que le dénominateur précédent : Upy = —6/7,5 V. D’ou
I = Usg/R = —0,4 A. Ce courant I est négatif, il circule donc de B vers A.
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3. Pour appliquer le théoréme de Thévenin, il faut d’abord calculer les 3 courants (on
suppose qu'ils circulent de A vers B dans chaque branche). La loi d’'Ohm généralisée
donne :

Us= (Va—V8), =051 —8=025.i — (=5) = 1.i3 — 10
La condition

il + i2 + i3 == 0

conduita Uy = —6/7 V.
Le réseau rendu passif posséde la résistance :

1
> &

Le courant circulant dans Restalors I = Uy /(R+ R],) = —0,4 A, méme résultat qu'au 2..

Remarque : la relation de Millman est intéressante si toutes les branches sont en
dérivation.

m 1. La source de tension est continue mais le condensateur impose un régime
transitoire. Intensité et tension sont donc écrits en lettres minuscules (fonctions du temps).

La loi dOhm donne :
E=Ri+ o¢

avec 1 = dg/dt et ¢ = Coc

d’ou I'équation différentielle du 1" ordre en

ve - d —_—
RC.C 4 4o = E LR |
dz e e
dont la solution est : ET c__|v
t
vo(t) = E. [1 — exp (——)]
T

avec T = RC et la condition initiale ¢(0) = 0.

2. Le courant est

d E
i(f) = C—C = Zexp(—t/1) et wp(t) = Ri(t) = E exp(—1/7)

d# R
3. La puissance fournie (E.7) est en partie P
perdue par effet Joule (R.7%) et le reste est
stocké dans C; le bilan de puissance donne: | 4 -

§\
E.i=Ri +Pc A

d’ou NN
Pe(t) = B2 /R exp(—/7).[1—exp(—2/1)] |2 Rav, so
qui est de la forme K.(x — x*) avec |17 - \: L e
x = exp(—#/7). Cette fonction passe par | p e R — :
un maximum en x = 1/2, c’est-a-dire a 0 0,69 1 2 3 th
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linstant #4 = 7./n(2) ~ 0,69.7 et Po(#) = E* /(4R). D’autre part, la courbe présente
une inflexion en x, = 1/4, c’est-a-dire a I'instant 4, = 7. {n(4) = 24.

m Il s’agit d’un phénomene périodique créé par une source de tension continue.

1. Deux étapes se succedent :
lampe a néon
— charge de Ca travers R : la tension vc(#)

A . R
croit de fagon exponentielle en tendant —
vers E. Quand v¢ atteint la valeur V,, e —__C |v

la lampe s’allume, sa résistance » étant

faible, le condensateur se décharge ;

— décharge de C dans 7 : la tension v¢(#) diminue jusqu’a atteindre la valeur 7, la lampe
s'éteint ; sa résistance devenant infinie, la décharge cesse. Puis le cycle recommence. La
lampe s’allume et s’éteint périodiquement (elle brille pendant la décharge).

2. Sir < R, la décharge est quasi ins-
tantanée (flash). La période 7" du phéno- vin
mene correspond a la durée pendant laquelle | £ e e
la tension croit de V, a V, c’est-a-dire entre v, - -7
les instants # et #. Or ! ! 7
¢ ve i i
ve(s) = E. [1 — exp (——)] ouT= RC. AN S
T I | \\\I\\
Alors ve(t) = Vet ve(ty) =V, 0 ty t t t
E-7,
d’ot —(t — ¢ = —"et
ouexp[ (5 1)/1’] E—Vee
E-7,
T=RC/In| ——
E—-7V,
=7.4n(4/3) =2,0s v (t)
La lampe émet un bref éclair toutes les £
2 secondes. va
Remarque : c’est un phénomeéne d’oscilla- | v, ’ .
tions de relaxation, analogue a la vidange par i T i
un siphon d’un bassin alimenté en perma- ! i
0 t, t t

nence; le bassin se vide et se remplit pério-

diquement.
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m Par définition, I'intensité efficace fournit le méme effet Joule que le courant pério-

dique :

RIGT = / R.i(z)*.ds
(7)

(I'intégration se fait sur l'intervalle périodique de définition du courant, et non systéma-
tiquement de 0 a 7).

1. Avec i(#) = (2a/T).¢, on obtient aprés intégration :

R A +7/2
RIGT =4d" —;. {—]
r 3 —T/2
a

V3

Le résultat « classique »

d’ou Ieff ==

Imax
V2

2. Ce courant nest pas sinusoidal : c’est la superposition d’un courant continu (I; = 3 A)

n'est valable que pour un courant sinusoidal (ici, L. = a).

et d’'un courant sinusoidal i,(#) = 2.cos(wz — 7/4). Son amplitude varie entre 1 A
(=3—2)et5A (= 3+ 2). Le vecteur de Fresnel associé au courant continu est porté
par 'axe Ow, de longueur 3. Celui associé a 7, fait I'angle —m/4 avec Ox et mesure 2
unités. La somme vectorielle donne le vecteur résultant OM. Au cours du temps, le point
M décrit le cercle de rayon 2 A.

En complexes,
i=23+2. exp [j(w.t— 77/4)}
Or exp(—j.m/4) = (1 —])/\/5 doui=3+v2.01 — /)&’
Lintensité efficace se calcule par le carré de I'intensité :
I* = [3 + 2.cos(wt — m/4)? = 9 + 12.cos(wt — w/4) + 4.cos’(wt — 1w/ 4)

d’ot, en prenant la valeur moyenne sur une période, I = 9 + 0 + 4/2 = 11 A? et
Ig=V11 =33 A.

Im"lX
Il est faux d’écrire ici g = ——= avec I = 5 A (et 5/\/5 ~ 3,5).

V2
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— composante continue : RI} =3*R=9R

composante),

soit 11 R au total. Enfin, R.Iesz = 11.R d’ot le résultat.

Remarque : chacune des 2 composantes de ce courant donne un effet Joule R

— composante sinusoidale : R.73 = R.I2, /2 = 2R (car Iny = 2 A pour cette

CONSEIL : C'est I'exercice type sur I'impédance complexe; il faut bien en connaitre la méthode

de résolution.

Les relations utiles ici concernent la loi dOhm en notation complexe : v = Z.7 avec

1
Z=R+j (Lu) - C—> et arg(v) = arg(Z) + arg(z). On prendra la référence sur la
o

tension : arg(v) = 0 et la phase de 7 vaut donc ¢ = — arg(Z)

1. A 50 Hz, la pulsation ® = 2./ vaut 100 rad /s
— Condensateur seul. Limpédance du condensateur est :
Zc = _j / (CUJ)
d’ot i, = jCw.v; le courant est en avance de +m/2 sur la tension .

Sa valeur efficace est Is = U/ Z¢ = Co.U = 0,63 A
— Bobine seule. Limpédance complexe vaut :

Z=R+jLlo
et son module Z = VR? + [?w? ~ 95 (). La phase est donnée par
L
tan(g) = —% car tan(arg(Z)) = Lo /R; d'ou tan(e) = —3m et

¢ ~ —84° (le courant 7 retarde sur v). De plus, Iy = U/Z = 1,05 A.

— RLC série. On a alors :

1
Z:R+j<Lw——>
Cw

2
1
etz—\/R2+ <Lw—C—> ~ 66 (.

o)
En valeur efficace, I = U/Z = 1,52 A. La phase est donnée par :
1
L(L) — C_
t =9 — 649
an(ep) R ,

d’ou ¢ &~ +81° (7 avance sur v).

— Bobine et condensateur en dérivation. Limpédance équivalente est

donnée par :
1

S +jc
Z R+jlo 77°
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que l'on transforme, avec l'expression conjuguée du dénominateur (R — jLw) apres
quelques calculs simples en :

1  R+jo. [RC— L1 - LCw)
z R2 + [22
1 10 + 7.(37,81
puis numériquement en Z = % On obtient le module de 'impédance

Z ~ 230 Q et lintensité efficace I = U/Z = 0,44 A. On tire la phase de i = v.(1/2)

soit ¢ = 0 + arg(1/Z); on a donc:

w. [R?C— L.(1 — LCw?)]
R

tan(p) = = —3,78

d’ou ¢ &~ —75° (i retarde sur ).

2. A 65 Hz, la pulsation @ = 2m.f vaut 130w rad/s. Les calculs sont analogues aux

précédents. On trouve les résultats ci-apres :

— condensateur seul : I = 0,82 A en avance de +m/2 sur v;

—bobine: Z=123Q; 1, = U/Z = 0,81 A; tan(¢) = —12,3 et ¢ ~ —85° (le courant

7 retarde sur v) ;

— RLC série : le terme Lo — 1/Co vaut alors 0,1 ), négligeable devant R. L'impédance

se réduit donca Z = R = 10 Q, et tan(p) = —0,01 d’ott @ =~ —0,5° (le courant 7 est

presque en phase avec v, en léger retard). Lintensité efficace vaut I = U/Z = 10 A;

—bobine et condensateur en dérivation : le terme w.[R2C— L.(1— LCw?)] vaut ici 0,91 Q,

d’ou Z &~ 1500 Q et l'intensité efficace I = U/Z = 0,066 A. Puis tan(p) = 0,091 et

@ ~ +5° (7 avance sur v).

Dans ce montage, 7 et v sont en phase si le terme R’C— L.(1 — LCw?) est nul. Cela a

L — R2C
12C

lieu 4 la pulsation w =

proche de 65 Hz.

~ 406,9 rad/s soit a la fréquence 64,8 Hz, valeur

m De méme qu'en régime continu, le pont est « équi-
libré » §'il ne passe pas de courant dans le détecteur cen-
tral (galvanometre g), c’est-a-dire si les extrémités A et
B de cette branche sont au méme potentiel. La condition
s’écrit en nombres complexes comme en valeurs continues :
Z1.Z3 = Zy.Zy; cette équation en complexes en représente
en réalité deux : égalité des parties réelles et égalité des parties N

=/
imaginaires. €

1. Ici, dans le pont proposé, les impédances Z; et Z; sont réelles (égales a R et R’
respectivement). De plus,

Zy=x+jLo et Zy=—j/(Cw)=1/(jCo)
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La condition d’équilibre du pont se traduit par :
R.R = (x + jLw)/(jCw)

ou encore par :
RR =L/C—jx/(Cw)

Le terme imaginaire s’annule pour x = 0. Iéqui-

\&J

PN

libre du pont n’est réalisable que si la bobine a une ¢
résistance nulle (voire trés faible devant Lw). On a
alors la relation R.R" = L/C entre les caractéris-

Ok

tiqUCS des composants.

2. On suppose x # 0 et on shunte le conden-
sateur avec une résistance de « fuite » 7 placée en

[

dérivation.

1
Limpédance Z est telle que - = + jCw. Le
Zc Ly

produit Z,.Z, vaut alors : r

7 (x + 7. Lw).r
e T

qui se transforme en :
7. [(x + r.LCw?) + j.(Lw — x.rCu))]
1+ (rCw)?

Avant de poursuivre, il faut vérifier que cette expression un peu « complexe » est bien

2,7, =

homogene : x et 7 sont des résistances, le terme LCw? est sans dimension, Lo s’exprime
en ohms, comme « (le terme »Cw est sans dimension).
La condition d’équilibre du pont impose que le produit Z;. Z_/c soit réel, ce qui implique
que le terme Lw — x.7Cw soit nul, d’ou

xr=1L/C=RR

soit 7 = R.R'/x, valeur grande devant 1 () si la résistance x de la bobine est faible.
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Chapitre

)
Electronique

Ce chapitre est essentiellement envisagé par ses applications pratiques actuelles trai-
tées dans I'enseignement secondaire, comme lors des épreuves écrites du CAPES.
A Tere du numérique et de la communication, les convertisseurs analogiques —
numériques et les différents types de modulation seront donc étudiés. Les cours et
exercices partiront d’applications pratiques, réalisables en montage ou en TP des
lycées et colleges. Pour comprendre les principes de fonctionnement des différents
composants de ces montages, il faut cependant posséder des connaissances fon-
damentales sur les diodes semi-conductrices, les transistors et les amplificateurs
opérationnels. Ce sera l'objet des quatre premiéres parties.

On s’attachera, dans ce chapitre, a isoler les différents composants d'un montage a
but pratique et a en déterminer leur fonction individuelle. On essaiera ensuite de
choisir le théoreme de I'électrocinétique le plus adapté pour résoudre simplement
le probléme posé.

1. Réseaux linéaires en régime permanent
1.1. Lois de Kirchhoff

1.2. Théoréme de superposition

1.3. Théoréme de Thévenin

1.4. Théoréme de Norton

1.5. Théoréme de Millman

1.6. Conseils d’utilisation

2. Diodes

2.1. Semi-conducteurs

2.2. Jonction p-n d’une diode semi-conductrice
2.3. Caractéristiques d’une diode

2.4. Applications

3. Transistors
3.1. Description du transistor bipolaire npn
3.2. Le transistor amplificateur

4. Amplificateur opérationnel ou amplificateur de différence intégre
4.1. Lamplificateur opérationnel

4.2. Fonctionnement de ’A.O. en régime linéaire

4.3. Fonctionnement en régime de saturation

4.4. Damplificateur opérationnel réel

4.5. Ecarts ala perfection des A.O. réels
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5. Modulations

5.1. Principe de la modulation
5.2. Modulation d’amplitude
5.3. Modulation de fréquence

6. Conversions numérique-analogique et analogique-numérique
6.1. Généralités sur la conversion

6.2. Conversion numérique-analogique (CNA)

6.3. Conversion analogique numérique (CAN)
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Conrs

D 1. RESEAUX LINEAIRES EN REGIME PERMANENT

Nous rappelons ici les lois et théorémes fondamentaux de I'électrocinétique, vus dans
le chapitre précédent. Ils s'appliquent également pour tout circuit électronique. Nous
insisterons sur leurs méthodes d’application ainsi que sur le choix d’utilisation d’un
théoreme plutdt qu’un autre.

1.1. Lois de Kirchhoff

Soit un réseau formé de 7 nceuds et & branches :
— a chaque nceud, la somme des intensités des courants s'écrit :

Zik:o

%

Cest la loi des neeuds. On obtient ainsi (7 — 1) équations.
— dans chaque maille, la somme des tensions s’écrit :

Zukzo

k

C’est la loi des mailles. On obtient ainsi 4 — (n — 1) équations.

1.2. Théoréeme de superposition

Le courant (ou la tension) dans une branche d’un circuit comprenant des générateurs
indépendants, peut étre considéré(e) comme la superposition des courants (ou des ten-
sions) dans cette branche créés individuellement par chaque source, les autres ayant été
éteintes et leur résistance interne ayant été maintenue.

Remarque : « Eteindre une source de tension » revient a la court-circuiter (¢ = 0).
« Eteindre une source de courant » revient a ouvrir la branche dans laquelle elle se
trouve (icc = 0).

1.3. Théoréme de Thévenin

Un réseau dipolaire et linéaire D, ne contenant que des générateurs indépendants, vu de
deux points A et B, est équivalent, de 'extérieur, 4 un générateur unique de f.e.m. ez et
de résistance 77 telles que :

— ey est la tension a vide entre A et B (i = 0) quand le reste du réseau est débranché;

— rr est la résistance équivalente entre A et B quand tous les générateurs du réseau
considéré sont éteints.
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Meéthode : le but est de remplacer

A
A
er
D par
Iy
B
B
Pour cela, il faut :
e isoler le dipole D; o calculer de 71 :
e calculer de e : — éteindre les sources de courant ou
—annuler I, sortant de D; de tension;
— calculer le(s) courant(s) intérieur(s) a D ; — calculer 7ag = 71 = 7aB;
— calculer uag = e = upgp; o remplacer D par la source de tension
(er, 71).

1.4. Théoréme de Norton

Un réseau dipolaire et linéaire D, ne contenant que des générateurs indépendants, vu de
deux points A et B, est équivalent, de U'extérieur, a un générateur unique de courant de
court-circuit 7y et de résistance interne ry telles que :

— iy est le courant externe qui circulerait entre A et B court-circuitées;

— 7 est la résistance équivalente entre A et B quand tous les générateurs du réseau
considéré sont éteints.

Méthode : le but est de remplacer

A
A
D par iy
B
B
Pour cela, il faut :
e isoler le dipole D; e calculer 7y :
o calculer 7y : N = rr (¢f théoréme de Thévenin);
— court-circuiter AB; o remplacer D par la source de courant

— calculer 7y = IAB = IN = IAB; (ix, 7).

1.5. Théoréme de Millman
Soit 7 branches, montées en paralléle entre deux noeuds A et B. Chaque branche est

constituée d’'un dipdle (e, 7;) ou % est le numéro de chaque branche. La tension entre
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deux nceuds A et B s’écrit :

n

> g4 )
UAR = ou g =

= -
> & i
k

1.6. Conseils d’utilisation

Tous ces théoremes sont applicables aux régimes lentement variables, en substituant
I'impédance a la résistance, 'admittance a la conductance. S'il existe un dipéle non
linéaire, il faut l'isoler et appliquer I'un des théorémes ci-dessus au reste du circuit.

Ces théorémes (surtout ceux de Thévenin et de Norton) évitent I'analyse compléte du
réseau si on a seulement besoin de renseignements relatifs 4 une branche déterminée.
On choisira de préférence le théoréme de Norton pour des associations en parallele et le
théoreme de Thévenin pour des associations en série.

2. DIODES

2.1. Semi-conducteurs

. . e énergie
e Semi-conducteur pur ou intrinseque A

Il est constitué d’atomes qui possédent 4 électrons de bande de conduction (vide)

valence. Les plus couramment utilisés sont le silicium
et le germanium : 23Si ou §3Ge. bande interdite 1 E,

A T = 0 K, aucun électron n'occupe la bande de bande de valence (remplie)

conduction. Le semi-conducteur se comporte donc
T=0K

comme un isolant parfait.

Exemple :1'énergie d’activation E, vaut 0,75 eV pour Ge et 1,12 eV pour Si (a comparer
avec E, ~ 7 eV pour un isolant).

Lorsque 7" > 0K, les électrons acquiérent une énergie

.. . . . L. . énergie
cinétique E.. Si celle-ci devient supérieure a E, : A9
— les e~ sautent dans la bande de conduction et bande de conductior
deviennent des e libres;
. . . . bande interdite e” E
— ils laissent des trous qui peuvent se mouvoir dans a
la bande de valence. bande de valence t

T>0K

I1'y a double conduction (e et trou).
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Soit 7 est le nombre d’e” libres par unité de volume, égal au nombre de trous par unité
de volume ; la conductivité y du semi-conducteur s’écrit :

v = en(, + W)

ol ., et W, sont respectivement la mobilité des trous et des e~ (remarque : p; < )

Un semi-conducteur et un isolant se distinguent par 'ordre de grandeur de leur énergie
d’activation : E, (semi-conducteur) = E, (isolant)/10.

Un semi-conducteur et un métal se distinguent par le comportement de leur résistance
électrique en fonction de la température :

= Rl = R,(1 + aT). Si T augmente, R augmente;
— Reemicond = R,e™*T. Si T augmente, R diminue.
e Semi-conducteur dopé ou extrinséque

Dans ce type de semi-conducteur, le nombre de porteurs de charges est augmenté par
I'ajout d’'impuretés.

Type de dopage n p
Nature de 'impureté contient 5 e~ de valence contient 3 e~ de valence
donneur d’électrons accepteur d’électrons
Espece majoritaire électron trou
Espece minoritaire trou électron
Conduction par électron par trou
Exemple d'impureté As (arsenic) B (bore)

2.2. Jonction p-n d’une diode semi-conductrice

Une diode semi-conductrice est formée d’'un semi-conducteur dopé p (anode) et d’'un
semi-conducteur dopé n (cathode). Lorsque ces deux éléments sont mis en contact, un
régime électrique transitoire s’établit de part et d’autre de la jonction, suivi d’'un régime
permanent. Une succession de phénomenes se produit ainsi, décrits ci-dessous, qui aboutit
a I'expression des intensités des courants circulant dans la jonction.

Jonction non reliée a une alimentation

11y a diftusion des porteurs majoritaires.

P N J N P N J N
Ep Ep Ep P 1 A K
—t— _ — =~ ~
t e e t t &
— B - . . ® (N
ions <0 ions >0 _t ?-» <'1_ 4'1_
—>
Yp
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@ Etablissement d’un champ électrique de diffusion Ep et donc création d’une barriére
de potentiel Vp = Vy — Vp = 0,7 V de part et d’autre de la jonction.

® L. diffusion des porteurs majoritaires est arrétée.
© 11y a déplacement des porteurs minoritaires et donc apparition d’un courant 7.

O Orla jonction p-n nest pas reliée au circuit. Donc 3z, tel que 7 = —7;. Ce courant
iy ne peut étre di qu'aux porteurs majoritaires qui ont réussi a franchir la barriére de
potentiel, grice a la température et donc a leur énergie cinétique.

V7
O |ii| = |ip] = Le*F

Jonction reliée a une alimentation dans le sens passant

Le sens « passant » d’'une diode est défini par le sens des courants dus aux porteurs
majoritaires dans la jonction. Les e~ majoritaires de la zone N auront tendance 2 se
diriger vers 'anode, les trous majoritaires de la zone P auront tendance a se diriger vers la
cathode. Le sens passant sera donc défini par un courant dirigé de I'anode vers la cathode.
Ce régime forcé sera obtenu avec le montage suivant :

Onaalors V = Vp — Vy > 0. Lintensité du courant d

aux porteurs minoritaires s’écrit : b N
. —eVp i
|ll|:Iy:Io€ kT 2
Celle due aux porteurs majoritaires s'écrit : iy
A—
. —e(V'p—V) eV . i v
lia| = Le kT = IgekT > |4 d D
. . [,
Le courant direct s’écrit donc : §
-«
. . . V /KT - V /KT . V>0
ig =i — |ir] = L™ = 1) m LT > |dy
Le courant direct 7; est dG au déplacement des porteurs majoritaires.
Jonction reliée a une alimentation dans le sens bloqué
11 suffit d’inverser les bornes de I'alimentation pour l'obtenir.
Danscecas,ona V= Vy — Vp > 0.
La hauteur de la barriére de potentiel croit. Lintensité du
courant dii aux porteurs minoritaires s’écrit : b N
. =</ i
|i1]| = I, = Le kT .
i
e —
Celle due aux porteurs majoritaires s'écrit : /
. —e(Vp+V) —eV . nv Vb
lia] = Ioe™ kT ~ Le kT < i N
b I |
: : —>
d’ou le courant inverse : V>0

—er
lfie| = |i1| = |i2] = L(1 — k7)) = L,

Le courant inverse z,, est di au déplacement des porteurs minoritaires.
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Remarque : il peut y avoir phénomeéne d’avalanche quand eV > E, = réactions en

chaine du phénomeéne de diffusion des porteurs majoritaires sous leffet du champ

extérieur :

— dans le cas d'une diode normale, ce phénoméne peut entrainer la destruction du
cristal =- il faut donc limiter la tension ¥~ dans le sens bloqué ;

— dans le cas d’'une diode Zener, ce phénomeéne est mis & profit pour obtenir des

alimentations stabilisées.

2.3. Caractéristiques d’une diode (convention récepteur)

e Diode réelle

On retrouve la loi exponentielle décrite
précédemment dans le sens passant et un
courant constant et trés faible dans le sens
bloqué. On définit la résistance statique :

1
= pente de O | u
et la résistance dynamique : i
;
4= m bloqué ’ passant

La résistance dans le sens passant R ; est de quelques () ; la résistance dans le sens bloqué
tend vers infinie ; le courant inverse I est constant et vaut quelques pA et la tension seuil

Viewt = Vp = 0,2V pour Ge et 0,6 V pour Si.

e Modélisation i
A partir de ces caractéristiques, une diode
R >4 . . limite
e.st .modehsee par 1 equ.atton .de la caracté réchauffement
ristique pour # > ¥ qui s'écrit :
. imi R
u= Vv + Rdl limite de d
claquage
N u
N
VS
La diode peut dans ce cas étre représentée _ Vs R,
PR : iy A
par le schéma équivalent ci-contre. J__@_:'_ﬁ
u
-
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Diode idéale : Pour une diode idéale, R; = O et
Vs = 0. Sa caractéristique est représentée ci-contre.

u
e Diode Zener idéale i
La caractéristique d’'une diode Zener idéale est repré-
sentée ci-contre. V' se situe entre —10 V et —50 V
selon la diode.
VZ u

2.4. Applications

Redressement simple et double alternance d’un courant alternatif : pour un courant
alternatif #(#) quelconque, on définit une intensité moyenne I,y et une intensité efficace

Legr par :
T

T

1 [, 1 /.

ImOy = ?/Z([)dt et Iesz: ?/Zz(f)df
0 0

Loy se mesure avec un ampéremeétre magnétoélectrique en position DC.
L. se mesure avec un ampéremeétre RIVIS pour un signal de forme quelconque.
On définit également le facteur de forme F par :

F= Ieff/Imoy
et le taux d’ondulation :
T= Iond,ma.x/[moy

A partir de la loi de Joule, on peut montrer que £ 2=1+1%

Commutation : lorsque qu'une diode est soumise a une tension
créneaux, sa réponse n'est pas instantanée. Les temps de com-

mutation Z,, et Zg sont diis au mouvement des charges stockées <,
dans la zone de transition. Ils sont de I'ordre de la ps. On les R
appelle « temps de recouvrement direct ou inverse ». De plus ¢ Gatension
ton < tof < T (la premiere condition n'est pas respectée sur les créneaux

diagrammes ci-dessous pour mettre en évidence le phénomene).
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-» Voir exercices 1a 5

3. TRANSISTORS

11 existe deux types de transistors :
— le transistor bipolaire (bijonction) NPN ou PNP;
— le transistor unipolaire (2 effet de champ) JFET ou MOSFET (non traité ici).

3.1. Description du transistor bipolaire npn

Constitution: c’est une puce de semi-conducteur (Sien général) contenant deux jonctions
PN ayant des sens passants opposés.

. C
émetteur base collecteur
i i i i B
E C E C
— N p N — K1 D
. i E
B
/g
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La fleche sur le schéma du transistor indique :

— le sens passant de la jonction B/E;

— le sens réel de 7x.

Polarisation du transistor : en émet-
teur commun (montage le plus clas-
sique). L'émetteur est relié a la masse
du montage. Le transistor présente les
caractéristiques suivantes :

g =13 +ic et g <.
La jonction B/E est passante donc la
résistance d’entrée Rp/r est faible.

La jonction B/C est bloquée donc la résistance de sortie Rp/c grande.

Lamplification statique est définie par B = ic /g : 50 < B < 400.

Remarque:1e nom ce dipole électrique provient de ses propriétés : Renree faible — Ryortie

grande, il y a TRANSfert de résISTORs, d’ott le nom de transistor.

Caractéristiques statiques : elles sont
représentées graphiquement sur la
figure ci-contre.

Les ordres de grandeur des inten-
sités de courants mises en jeu sont
pour Iy de quelques pwA, pour Ic de
quelques mA, de plus Vg < 10 Vet
Ve < 0,6 V.

Point de fonctionnement : lorsque
le transistor est polarisé a l'aide de
deux alimentations Vgp et Ve (fig.
ci-contre).

caractéristique i
de transfert
de courant

caractéristique
de sortie

caractéristique
d'entrée
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— Role de Rp : on veut que Iy = Cste donc que (Vg, Rp) soit équivalent 2 un générateur
de courant. Il faut donc que Rp soit importante : Rg ~ 10 k(). Dans la maille 1 :
Ve = Vg — Rl

— Role de Rc : elle limite Ic (Ppay vaut quelques 0,1 mW ) : 200 €) < Rc < 1k€). Dans
la maille 2: VCE == VCC - Rclc.

Le point de fonctionnement P est représenté

sur la figure ci-contre. On distingue alors deux droite de
. . V. /R.ls charge
modes de fonctionnement du transistor. aelife b
e En commutation : direlie de R
. . commande
- Ve < 0,6V ; I tres fa1ble‘; Ig~Ic~0 i,  statique .
donc Vog = Vg : le transitor est bloqué Vv
. cc
(point B ); P 0,6V ¢
— Iz est maximum; Vgg ~ 0,6 V; Vig
Ver =~ 0 Vet Ic = Vee /R le transistor v

est saturé (point S ).

e En amplification : entre les points B et §,

sur la droite de charge statique : Ic = Bl3.

Le transistor peut étre polarisé par une seule
alimentation V¢ et un pont diviseur :

R+ R,
Vee = Vee — Rel,

VBE Vee

3.2. Le transistor amplificateur

Une fois le transistor polarisé, si possible au
milieu de sa droite de charge statique, on le
soumet 4 une tension alternative sinusoidale
vpg = .. Celle-ci est amplifiée, puis recueillie

entre le collecteur et 'émetteur : v3 = ocE. Vep=Vs
Les tensions de polarisation (grandes lettres)
ne sont plus représentées sur les schémas sui- - = -

vants.

Vo = Lole €t vy = € — Ly

(on rappelle que Z, est faible et que Z; est importante).
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® Modg¢le équivalent du transistor en régime alternatif sinusoidal

e Performances

On définit :
— la fonction de transfert, ou amplification en tension :
Vs
ﬂ = = = AV
E —
— l'amplification en courant :
I
4; = L
— l'amplification en puissance :
1_4p = AIAV

— le gain en puissance :

G, =log|4,| = log|P,/P.| (en Bel)
=10log |P,/P,| (en dB) (1dB = 0,1 B)

= 20log |H| (en dB)

® Représentation graphique
La courbe de transfert est représentée ci-contre. La région

1 correspond 4 la fonction en amplification, la région 2 a s
la saturation. La réponse en fréquence est donnée par le (1 22

diagramme de Bode, constitué en fait de deux courbes :

Gy, =f(logw) et ¢ = arg(H) = g((logw)

ot G, est exprimé en dB et ¢ en rad. Sur ces courbes, on définit deux intervalles de

pulsation w; — w1 (ou de fréquence f5 — ;) caractéristiques : 'octave telle que w; = 2w;

et la décade telle que w; = 10w1.

Lespentesde G, = f(log w) sont exprimées en dB/octave ou plus rarement en dB/décade.
P p g P P

=» Voir exercices 6 a 8.

4. ELECTRONIQUE 313



D 4. AMPLIFICATEUR OPERATIONNEL OU AMPLIFICATEUR DE DIFFERENCE
INTEGRE

4.1. Damplificateur opérationnel

Composition : il est constitué d’un substrat (un seul cristal) de silicium, appelé couram-
ment « puce », sur lequel sont additionnés des transistors, diodes, résistances, condensa-
teurs et connexions. Ces apports sont réalisés simultanément sur la surface du cristal par
microphotographie et masques photochimiques, d’ot le nom de circuit intégré.

Les avantages des amplificateurs opérationnels par rapport aux circuits comprenant des
bobinages sont qu’ils présentent une taille trés faible et un prix de revient trés bas.

Description : I'amplificateur opérationnel le

plus courant (’A.O. « 741 ») comprend : * Valim
_ . [
e 2bornes dentrée E* et E (respectivement —» E 5
. . L€
non inverseuse et inverseuse) ; it i
>+
. +
e 1 borne de sortie S; e TE u
. e’ -V, :
e 2 bornes de polarisation + Vi €t — Vi alim
ANNNNN <\ ANNNNN

pour polariser les composants actifs (en
général Vym = 15V);

1 borne de réglage de la tension d’offset;

1 borne de masse, a relier 2 la masse de 'alimentation.

| Remarque : on ne représente pas les bornes d’alimentation sur le symbole de 'A.O..

Caractéristique : elle est représenté ci-contre
par la courbe u; = f(e) (caractéristique sta- s
tique de transfert). Les valeurs sont :

I/sat =15 V7 V;l =12V« Vsar; V5‘|“
VSZ = —12,5 V, €1 = 1,12 mV,
g, = —0,125 mV. )

Lorsque la tension d’offset est mal réglée,
la caractéristique ne passe pas par lorigine :
Je = Up,frer # 0 lorsque # = 0. Il faut alors | ==~
jouer sur la borne de réglage de cette tension }

d’offset pour 'annuler.
On distingue deux régimes de fonctionne-
ment.
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Régime linéaire

gy <e<er = Vo <u <Vq= u =dse

— LA.O. amplifie la différence & = (e7) — (¢7), d’ott son nom d’amplificateur de
différence.
us est une fonction linéaire de €, d’oli son nom de circuit intégré linéaire.

— Ay ~ 10°, Cest l'amplification différentielle, donc G = 20log A4y = 100 dB, mais
on n'utilise pas directement cette amplification car on observe une grande dispersion
de Ay d’'un A.O. a l'autre ainsi que des dérives importantes de 44 avec la température
ou lorsque Vi fluctue. Enfin 4 la moindre variation de €, on passe en régime de

saturation.

— Sie" =0,u = Ag(e” —e”) = —Ay(e”) : u, et e~ sont en opposition de phase, d’ot
le nom de borne inverseuse pour E™.

- Sie” =0, u, = Ag(e™) : u; et e’ sonten phase, d’ou le nom de borne non inverseuse
pour E.

Régime de saturation

Vetelque:e >e1:u = Vg & Ve

Vetlque:e <ey:u =Vo~ =V

Ce régime correspond 2 une perte du pouvoir de commande de 'A.O..

Modélisation de T'A.O. (amplification de
petits signaux)

R, est trés grand (quelques 100 k1), clest
Iinverse du transistor. R, est trés petit
(quelques ) :  est donc équivalent 2 un géné-

rateur de tension. On peut donc schématiser

)

I'’A.O. par le schéma ci-contre.
Avec et = Aye :
— Si R, nexiste pas, us = e = Aqe
R,
= 5 ¢T
Rc + RS Vsat
- SiR, < R, us = er.

— SiR. existe, u; =

Amplificateur opérationnel idéal e=(e")—(e7)
R, =0= u, = ey = Aje = Ag(e" —e7), VR,
R. — 00,ore = R.(i+) #oo=i" =i =0
Ay — 00 en régime linéaire, or — v,
us = Age # 00 = & = 0.

D'ou la caractéristique de I'A.O. idéal ci-

contre.

4. ELECTRONIQUE 315



4.2. Fonctionnement de 1’A.O. en régime linéaire

Dans ce cas, la présence d’une boucle fermée reliant S 2 E™ (contre-réaction) est obli-
gatoire. Pour trouver la relation u, = f(u), il est conseillé d’appliquer la méthode de
résolution suivante :

— choisir des mailles ne contenant que % ou que #. ;

appliquer les loi des mailles (et des naeuds) ;

L, . 1, o+ — .
— écrire que 'A.O. estidéal: i7" =1 =0, & = 0si |ug| < Viars

simplifier les lois des mailles (et des nceuds) ;

— préciser les limites de fonctionnement en régime linéaire : |ug| < V.

A partir d’'un A.O. en régime linéaire, les montages les plus courants sont les suivants :
— un suiveur;

— un amplificateur inverseur ou non inverseur

— un additionneur ou un soustracteur;

— un dérivateur ou un intégrateur

un filtre passe-bande;

— un générateur de tension proportionnelle au courant débité (résistance négative).

Ces différentes opérations justifient le nom d’amplificateur opérationnel.

4.3. Fonctionnement en régime de saturation

Dans ce cas, la présence d’une boucle ouverte entre S et E™ est obligatoire.

Montage comparateur

e=(")—(e)>0=>e" >e tu, = Vi

e=(")—()<0=e" <e 1u=—Vy — 1

Inconvénients du montage : € +T ug
e

— il faut que ¢" et [e| < 15 V sinon ’A.O. est détérioré ; SN -

— comme Ay # 00, la caractéristique de transfert est
inclinée et la commutation entre les deux tensions extrémes n'est pas instantanée en
H.F. : il existe une fréquence maximum liée 4 44 # 0o. Clest le « slew rate » §,.

Exemple: S, = 0,5V /s pour 'A.O.741. Pour passer de —15 V' a +15 V, il faut donc
60 ps.
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Comparateur a hystérésis ou déclencheur de

Schmidt

2
et = u——"— avecu, = +V,,
Ry + Ry

R,
—siuy = +Vyye = Vag——. Ceci
S saty SatRl + R2
est vérifié si ¢¥ — ¢~ > 0. Donc si
_ R,
e < —
R+ R,
téristique)

Ve (partie AB de la carac-

Ry
R+ R,
est vérifié si ¢¥ — ¢~ < 0. Donc si
_ Ry

2

R+ R,
ristique ). Ce qui conduit a la caractéristique

. R,
ci-contre, avec Up = TR Viat-
1 2

11 existe deux valeurs de %, pour une valeur de .,

. Ceci

. o +
- Sl us = _V;atye - _Vsat

e Vear (partie CD de la caracté-

ce qui correspond bien a une hystérésis.
La largeur du cycle est modifiable, en faisant
varier Ry et R;.

sat

Applications : comparateur de signe ; comparateur de tension (déclenchement de la base

de temps des oscilloscopes) ; transformation d’un signal sinusoidal en créneaux.

4.4. Damplificateur opérationnel réel

Il sagit d'un amplificateur

différentiel a transistors. Un
exemple simple est schéma-
tisé ci-dessous.

-V

alim
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Lensemble {T3, Rg } est équivalent
A une source de courant débitant un
courant d’intensité I ~ Vyim/RE,
indépendante de Ty, T, Rc et Rg.
On peut montrer que :

R.B
2r

ol 7 est la résistance d’entrée des

Uy = — (61 — &2) = Apler — &)

transistors T et T, et B leur coef-
ficient d’amplification statique. Le schéma équivalent de cet amplificateur, en régime
sinusoidal petits signaux, est représenté ci-contre.

4.5. Ecarts a la perfection des A.O. réels

e o e1 te
Taux de réjection en mode commun : en général, v, = Ap(e; — e3) + Ac 3 2 > .Le

premier terme correspond au signal de diftérence cherché. Le second terme correspond
au signal en mode commun. On définit le « common mode rejection ratio » ou taux de

R D .
réjection en mode commun par CMRR = 20log - Ce taux se mesure. Ce défaut ne
C
peut pas étre compensé.

Tension d’« offset » ou de décalage d’entrée : la tension £ = ¢* — ¢~ # 0 quand v, = 0.
Ce défaut se mesure et se compense a I'aide d’un potentiometre.

Courant de décalage d’entrée (« input offset current ») : I = |i* — i7| # 0. Ce défaut
se mesure et se compense par un montage approprié.

do
Vitesse maximale de variation du signal de sortie (« slew rate ») : <—S> ~ 0,5V/ps
max

dz

pour 'A.O. 741. Ce défaut n’est pas compensable. Il entraine une limite en fréquence
pour les signaux de forte amplitude : pour (Avg)may = 30 V, ona Az = 60 ps. La période
et la fréquence des signaux a amplifier sont donc limitées : 7" > 60 ws et /< 17 kHz.

Bande passante : pour les signaux de faible amplitude, la fréquence de coupure vaut
10 Hz et la fréquence pour laquelle le gain s’annule vaut 1 MHz.

=» Voir exercices 9 a 25.

5. MODULATIONS

5.1. Principe de 1la modulation

Plusieurs stations (émetteurs) veulent communiquer avec un auditeur (récepteur).
Le signal modulant B.F., de fréquence f, contient I'information :

100 Hz < fooi < 7,5 kHz 30 Hz < forchestre < 20 kHz
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La porteuse H.F.,, de fréquence F, transporte cette information.

100 kHz < Fporteuse < 1 GHz
Elle peut étre sinusoidale ou numérique : PAM, PWM, PPM, PCM ou FSK.
Le signal modulé (ou transmis) contient le signal modulant et la porteuse.

Le récepteur sélectionne un émetteur (porteuse H.F. modulée parla B.F.), puis il e démo-
dule pour ne garder que le signal modulant. La modulation permet ainsi de transmettre
un grand nombre d’informations.

Tout signal modulé peut s’écrire sous la forme :

s(2) = 8(¢) cos[0(£)] = S(2) cos[Qz + @(£)]
ol 8(#) est 'amplitude du signal modulé, 6(#) est la phase instantanée du signal modulé,
de do(#)
— =0+
ds

Deux cas se présentent :

est la pulsation.

— 8(#) estune fonction du temps et ¢(#) est une constante : ¢’est la modulation d’amplitude

— 8(#) est une constante et @(#) est une fonction du temps : c’est la modulation de
fréquence ou de phase.

5.2. Modulation d’amplitude

® Modulation d’amplitude a porteuse supprimée
La tension associée a porteuse H.F. s’écrit :

o(t) = V,, cos (Ut
Le signal modulant B.F. s’écrit :

w(t) = U, coswt avec o <K ().

La modulation s’effectue 4 'aide d’un multiplieur ana-
logique : st
s(¢) = ku(t)v(t) = kV,,U,, cos ot cos ()t
kU, V,,
= [cos(Q) — w)z + cos(Q) + w)]
Le spectre en fréquence est représenté ci-contre. f
F-f F+f

La démodulation est réalisée par multiplication du

signal modulé s(#) par la porteuse v(#) :
s()v(£) o< [cos(2Q2t — w) + cos wf]

Le premier terme est éliminé par un filtre passe-bas ; le second est proportionnel au signal
modulant #(#) recherché.

Linconvénient de ce montage réside dans la nécessité de posséder la porteuse lors de
la réception pour assurer la démodulation. Il a cependant I'avantage de ne consacrer la
puissance fournie par 'émetteur qu’au signal utile.
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e Modulation d’amplitude avec porteuse
La tension associée a la porteuse H.F. s’écrit :

o(t) = V,, cos Ot

Le signal modulant B.F. :
w(t) = U, + U, cos ot

avec w < () et ou U, est une composante continue ajoutée.
La modulation dite « équilibrée » est obtenue a I'aide d’un multiplieur analogique :

U,
s(2) = ku(t)v(t) = R(U, + U,, cos wz)(V,, cos Qz) = kU, (1 + U o (ut) (V,, cos Q2)

o

= A1 + m cos wt) cos({dz)

Un
avec A = kU,V,, et m = le taux de modulation.

Damplitude du signal modulé est :
S(2) = A1 + m cos wt)

C’est bien une fonction du temps.

A1 —m) < 8¢ <A1 + m) s(8)
En développant s(¢), on obtient : Y ———
Am/2t -
s(#) = Acos Ot + (Am/2) cos(Q + )t
+ (Am/2) cos(Q — )z ﬂ | h f
F-f F F+f

Le spectre en fréquence est représenté ci-contre.

Sim < 1, on obtient une modulation « positive » :

s(t)

signal modulant
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Sim > 1, on obtient une modulation « négative » :

s(t)

signal modulant

AllﬂmHh
Wl

signal modulé

(Vo Un) m’
1+ 2
2R 2

sert surtout a transmettre la porteuse. Son avantage est qu'il est inutile de disposer de la

Linconvénient de ce type de modulation est que la puissance P =

porteuse lors de la réception.

e Mise en évidence expérimentale

Pour obtenir une modulation d’amplitude, le mon- X I
tage ci-contre est utilisé. — AD 534)
Avec ugr(t) s(t)
V()
u(t) = U, + U, cos ot, U,=4V, —
Uu=5V et /=100 Hz,

o(t) = V,, cos )¢, V,=7V, F =100 kHz,

Le module AD 534 J est un multiplieur. s(#) est visualisé sur I'oscilloscope et synchronisé
sur la B.F. (gain 2V/div, balayage 2 ms/div).

On peut montrer que si U, est trop importante, on obtient une modulation négative.
On peut faire varier U,, U, et V,, pour montrer la modulation avec ou sans porteuse puis
f et F pour montrer les conditions d'une bonne modulation.

e Démodulation a diode ou montage « détecteur de créte »

Ce type de démodulation n’est utilisable que pour la
modulation positive avec porteuse (72 < 1).
Les conditions d’une bonne démodulation sont :

T(HF) < RC < T(BF)

= Ts’(t)

De plus la diode doit étre une diode rapide : #,, et
t.¢ < T(HF). Enfin sa tension seuil V; doit étre telle
que Vs < A1 — m).
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Exemple : 1e montage complet de modulation-démodulation est ci-dessous :

1N4148

X >
uge(t) Al R C l s'(t)
Vi () s(t) T
La diode 1N4148 est une diode rapide. ()

Quand s(#) > 0 et que ds/dz > O,

la diode est passante, le condensateur

ESSN

se charge, s/ (#) vaut amplitude de | A(7+m)
s(0) ¢ sl (£) = A + mcoswr). Quand
s(#) > 0 et que ds/d# < 0, le condensateur
ne peut pas se décharger dans R puisque z !

RC > THF). Il n'a pas le temps de \/ \/

se décharger dans R avant le début de la

A(1-m)

décharge suivante. T (HF)
D’oui l'allure de s'(#) ci-contre. T(BF)

e Démodulation par détection synchrone

On multiplie s(#) par la porteuse et on ajoute un filtre passe-bas. Cette méthode est
idéale lorsque les signaux recus sont faibles et elle fonctionne également dans le cas d’une
modulation négative avec porteuse ou bien sans porteuse.

e Démodulation BLU
On supprime une bande latérale par filtrage.

5.3. Modulation de fréquence s(t)

e Principe
Le signal modulant BF est : s,,(#). La porteuse
HF possede la pulsation €),. Le signal modulé 1/F,

s'écrit : .

5(2) = 4, cos[ €z + @(£)] = A, cos[6(2)] /\ \ /\ [ !
La pulsation instantanée du signal modulé est W
définie par :

_de do

Q=—=0Q,+—
dz dz

1/f
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Deux cas sont a envisager :

— ¢@(#) = #ks,(2) : @(2) est proportionnel au signal modulant BF : c’est la modulation de

phase (non traitée ici),
!

- () = 2wk / sn(2)dz @ Cest la modulation de fréquence, on en déduit :
0
QO = Q, + 2mks,(2), ce qui justifie le nom de cette modulation.

Le signal modulé s’écrit alors :
t
s(t) = A, cos[Q,¢ + Zw/e/ s(£)dz]
0
Si le signal modulant est sinusoidal, s,,(#) = A4,, cos w#, le signal modulé s’écrit :

2mkA,
s(t) = A, cos[Q,z + T

sin wf]

On définit :
— I excursion créte de pulsation AQ = 2mk4,, telle que 2, — AQ < Q(z) < Q, + AQ,
— I excursion créte de fréquence AF' = %4, telle que F,, — AF < F(¢) < F, + AF

Q@) = % =, + 27fAd,, coswt = Q, + AL) cos wt

F(t) = F, + AF cos ot
2mkd,  AQ AF

— = —, dou
®

On appelle « indice de modulation » le coefficient B =

AF=Bf
Finalement : s(£) = A, cos[Q,£ + B sin wz].

e Analyse spectrale

D’apreés la regle de Carson, 98 % de la puis-
sance du signal est transmise dans la bande de
fréquence F(¢) : | ‘

Fo_(B+1y<F(t)<Fo+(B+1y

Fo-2f Fy—f F

o o Fo+f F0+2f

La bande passante est donc définie par

B=2(B+1)f.

En pratique, une station FM dispose d'une bande de largeur AF = 75 kHz, donc
AF 75

B=—~ — et B~ 200 kHz.
La fréquence F, de la porteuse doit donc étre trés élevée : F, ~ 100 MHz.
F, 108
Le f: d lité 1 =2 = = 500.
e facteur de qualité vaut alors Q AF = 2105

=» Voir exercices 26 a 27.
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D 6. CONVERSIONS NUMERIQUE-ANALOGIQUE
ET ANALOGIQUE-NUMERIQUE

6.1. Généralités sur la conversion

e Principe

. Signal Conversion Transmission Conversion| Signal haut
microphone | —————p-{OMYeStoN. T > o parleur

analogique AN du signal numérique

>
analogique

o Avantages du signal numérique
— Le rapport signal/bruit est meilleur car il n’y a que deux valeurs possibles.
— Le stockage est possible (¢f oscilloscopes 2 mémoire qui sont tous numériques).

— La mise au point (adaptation d’impédance) est plus facile car il prend deux valeurs
seulement.

o Etapes d’une conversion A/N

— Echantillonnage périodique du signal ana-
logique aux dates ,, #1, £, 23, t4,. . ., £;.

— Quantification : lecture arrondie de la ten-
sion analogique aux dates précédentes : s(#;).

— Codage : passage du systeme décimal au

systéme binaire, par exemple, pour s(#;).

Exemple :

s(ty) = 4 — [1,0,0] (en binaire)
s(3) =4 —[1,0,0]

s(t4) =3 —[0,1,1]

s(t5) =2 —[0,1,0]

o Les différents codes : le syst¢tme de numérotation est fixé par une base B qui contient
donc B caracteéres distincts.

Le systeme décimal : B = 10 donc 10 caractéres: 0, 1, .. ., 8, 9. Un nombre N s’exprime
en fonction des puissances de 10.

Exemple :852 = 8.10% + 5.10" + 2.10°. Ici les chiffres 8, 5 et 2 ont un poids différent.
Chaque puissance de 10 constitue un digit : ici 852 nécessite 3 digits.

Le systéme binaire : B = 2 donc 2 caractéres : 0, 1. Un nombre V s’exprime en fonction
des puissances de 2.

Exemple:852 = 1.2° +1.28+40.2"+1.2°40.2° +1.2* +0.23+1.224+0.2' +0.2°+0.2°
852 — [1101010100] nécessite 10 bits (le bit est ici équivalent au digit en base 10)
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Le premier bit (a gauche) représente le « most significant bit » ou encore le MSB. Le
dernier bit (2 droite) représente le « less significant bit » ou encore le LSB.

Siun nombre NV nécessite 71 digits en base 10 et 7, bits en base 2 : 719 = 73 log 2.

Le code DCB ou « décimal codé binaire » pour lequel le nombre de bits est réduit. Chaque
caractere décimal (0 2 9) est codé en binaire séparément. Lencombrement de chaque bit
est plus grand, mais la lecture est plus facile.

| Exemple: N = 852 — [1000, 0101, 0010].

Codage du signe : on ajoute a gauche un bit de signe, qui devient le MSB. On choisit,
par convention : 0 pour +, 1 pour —.

Exemple : +852 — [0,1000,0101,0010] ou bien —852 — [1,1000,0101,0010] en
DCB.

Autres codes dérivés du binaire : les codes pondérés (qui minimisent le nombre de bits),
le code de Gray (utilisé comme détecteur d’erreur),...

6.2. Conversion numérique-analogique (CNA)

Soit V un nombre décimal représenté en binaire par ( + 1) bits. V

sécrira en binaire : [A,, A,_1,..., A ..., A1, Ag]l avec A, = 0

ou 1.

Donc N =A2"+A, 2" "+ - + A2+ - + A2L + A2° = ZAk ok
0

Le but de la conversion est de passer des (7 + 1) poids Ay, qui valent « 0 » ou « 1 », a une
grandeur électrique proportionnelle a V.

Le principe est toujours le méme, quelle que soit la méthode : générer des courants
d’intensités proportionnelles aux poids des bits a convertir. Puis, aprés sommation de ces
courants, faire une conversion courant — tension pour obtenir la valeur analogique de
sortie.

Deux méthodes principales sont utilisées et étudiées classiquement :

— le convertisseur 2 sommation de courant, appelé encore a réseau de résistances pondérées
ou plus simplement a résistances pondérées ;

— le convertisseur a réseau en échelle, appelé encore a réseau R — 2R (éventuellement
inversées).

Ces méthodes sont traitées dans les exercices de ce chapitre.

Application : création d’un signal en dents de scies; amplification dont le gain est
commandé numériquement ; modulation d’amplitude numérique ; réglage numérique de
I'amplitude d’un signal audio.
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Evolution des CNA : Les structures des CNA mentionnés ci-dessus comportent toutes
des résistances montées en parallele. Il existe également des architectures qui se prétent
mieux 4 une intégration sur silicium en technologie CMOS : elles comportent des résis-
tances ou des condensateurs en série : leur surface est plus petite mais le temps de réponse
plus important.

6.3. Conversion analogique numérique (CAN)

Deux méthodes principales sont utilisées et étudiées classique-
ment :

— le convertisseur a rampe numérique (simple ou double rampe) ;

— le convertisseur a approximations successives.
Elles sont traitées dans les exercices de ce chapitre. Les diverses techniques utilisées
permettent d’atteindre des caractéristiques différentes :

— la meilleure précision est obtenue avec un CAN contenant un intégrateur (rampe
numérique) ;

— le plus économique et le plus rapide est obtenu avec des CAN utilisant des CNA ;

— le plus rapide est obtenu avec un CAN flash (paralléle).

Applications : traitement numérique : FFT, filtrage ; transmission numérique (modula-
tion) ; voltmeétre numérique, ...

=» Voir exercices 28 a 30.
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Exelcices

[ENONCES

Diodes

Caractéristique d'une diode

Pour observer simultanément le courant dans une diode et la tension a ses bornes, a I'aide
d’un oscilloscope, on utilise le montage suivant dans lequel :

— la résistance R = 100 () sert a protéger la diode;;

— la résistance » = 1 () sert a la visualisation du courant.

On observe ainst : R ;
. . .. B
— sur la voie A, la tension wp = ri, image du T
. u
courant dans la diode; A
. . . e
— sur la voie B, la tension ug = 77 + u & u, car r
ri < u, image de la tension aux bornes de la ¢
. v
diode.

Le générateur délivre un signal alternatif, triangulaire, de tension créte a créte égale a
10 V et de période 1 ms.

1. Les réglages de l'oscilloscope sont les suivants : voie A : 50 mV/cm, voie B : 2 V/em.
La diode est supposée idéale (V; =0V, rg = 0 ().

1.a. Calculer les valeurs extrémes des intensités du courant.

b. Représenter en vraie grandeur les oscillogrammes ua () et up(#).

c. Mémes questions si la diode est réelle mais linéarisée (V; = 0,6 V, rg = 10 Q).

2. On remplace la tension de balayage interne par la tension ug(#) (fonctionnement
en XY). Représenter la nouvelle courbe observée dans le cas o :

— la diode est idéale;;

— la diode est réelle mais linéarisée (V; = 0,6 V, rg = 10 Q).

Redressement simple alternance

Dans le circuit ci-contre R = 70 (), la diode est
supposée parfaite et le générateur, de résistance | ;===---- AT
Rg = 10 ), délivre une f.e.m. eg(#) périodique,
de fréquence 1 kHz, dont on peut choisir la forme
et 'amplitude.

Dans un premier temps, on choisit une f.e.m.
sinusoidale de valeur efficace £ = 50 V.

1. Calculer la période 7" et la valeur maximale
E. dela f.e.m. eg(2). Tracer allure de ().
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2. Tracer, en fonction du temps, l'allure des courbes eg(#), u(#) et v(¢). Pourquoi cette
derniére tension n'est-elle pas sinusoidale ? Comment doit-on modifier la valeur de R
pour que v(#) soit sinusoidale ?

3. Quelles sont les limites en courant I, et en tension iy, myy que doit pouvoir supporter
la diode pour ne pas étre détruite ?

4. Déterminer I'expression du courant moyen Iy et de la puissance moyenne P dissipée
dans R, en fonction de E, Rg et R. Calculer numériquement I,y et P. Exprimer et
calculer I'intensité efficace L, le facteur de forme F et le taux d’ondulation 7.

5. Le générateur délivre maintenant une tension en créneaux symétriques variant de gy
A — Uy AVEC Uy = 40 V.
a. Tracer les courbes représentant ug(#), u(z) et v(z).

b. Calculer le courant moyen Iy, le courant efficace L, le facteur de forme, le taux
d’ondulation et la puissance moyenne P dissipée dans R.

Redressement double alternance (pont de Graetz)

Dans le circuit ci-contre, les diodes sont supposées idéales.

Le générateur G fournit la tension sinusoidale d’ampli-
tude Eg = 50 V, de résistance interne Rg = 0 () et de
fréquence /* = 50 Hz. De plus R = 100 ().

1. Montrer que, lorsque v(#) > 0, deux des diodes sont blo-

quées et deux des diodes sont passantes. Préciser lesquelles,
ainsi que le sens des courants 7 et 7g.

2. Mémes questions lorsque v(#) < 0.

3. Tracer les courbes représentant i(#), l'intensité du courant traversant les diodes 74(#),
ir(2) et u(£). Comment seraient modifiées ces courbes si les diodes étaient toutes iden-
tiques mais réelles (v, 74) ? Le cas des diodes idéales sera conservé par la suite.

4. Pourquoi ne peut-on pas, sur un oscilloscope, visualiser simultanément o(#) et u(#) ?
Que faudrait-il ajouter au montage pour le faire ?

5. Calculer IR moy, IR cfr, le facteur de forme et le taux d’ondulation. Les comparer au cas
du redressement simple alternance.

6. La protection des diodes est-elle assurée si 'une d’entre elles est mal branchée ?

Lissage aprés redressement double alternance

Dans le montage précédent, on ajoute un condensateur de capacité C en paralléle sur la
résistance R.

1. Comment est modifiée I'allure de la courbe «(#) ? On distinguera deux régions : celle
ou u(¢) croit, soit entre £ et £, et celle ou u(£) décroit, soit entre # et 4.
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2. Entre ¢ et #1, donner 'expression de u(#) en fonction de R, C, ¢, #1 et E .

3. Comment doit-on choisir C pour obtenir un bon lissage ? Entre #; et £, quelle est
approximativement la durée du phénomeéne observé en fonction de la période 7" du
générateur ?

4. En déduire 'amplitude d’oscillation de «(#) puis son taux d’ondulation.

5. Proposez une valeur de C correcte. Peut-on choisir un condensateur électrochimique ?

6. Proposez une méthode de mesure de ce taux d’ondulation 4 I'aide d’un oscilloscope
seulement et en utilisant ses touches AC et DC.

Etude dynamique d'une diode Zener

Ladiode Zener du circuit ci-contre posséde une

tension seuil (sens direct) ¥; = 0,6 V, une ten-
sion Zener (sens inverse) quivaut V7 = 24 Vet
une résistance dynamique » = 2,6 {) en inverse
et en direct. La diode peut supporter une puis- | U =24V
sance maximale P = 50 W.

1. Calculer l'intensité maximale, en direct et en
inverse, que peut supporter la diode. En déduire la valeur de R,

2. Représenter u(#) ainsi que les oscillogrammes obtenus sur les voies Y; et Y5.

Transistors

Transistor et thermistance

Le transistor est un NPN dont le coefficient d’amplification en courant (3 vaut 100.

1. R(T) est une thermistance PTC dont la
résistance augmente avec la température. On

désire qua 20 °C, le transistor soit bloqué R R
(Ve < Vi < 0,6 V) et donc que la lampe de
résistance Ry, soit éteinte. Puis, en élevant la
température de R(7), on désire que le transis- W
tor se sature et que la lampe Ry s’allume. On R(T)
utilise une lampe 3,7 V - 0,3 A et un générateur

parfait de fe.m. £ = 3,7 V.

a. Calculer la résistance Ry, de la lampe

b. Exprimer la condition de blocage du transistor pour 7" = 7, = 20 °C. Sachant que
R(T,) = 30 Q, calculer la valeur minimum qu'’il faut donner a R'. Par la suite, on prendra
R’ =200 Q.

4. ELECTRONIQUE 329



c. Exprimer la condition de saturation du transistor pour 7" = 7 > 7, pour laquelle
R(T) = R(Ti). En déduire la valeur minimale de R(7},) a partir de laquelle la lampe
sallume.

2. Refaire le raisonnement en prenant une thermistance NTC dont la résistance diminue
quand la température augmente et qui vaut R(7;) = 1 k€ 220 °C. On désire inversement
qu’a 20 °C la lampe soit allumée puis quelle s'éteigne lorsque la température s’éléve. On
calculera R’ et la valeur de R(7},) a partir de laquelle lampe s’éteint.

Transistor amplificateur : montage émetteur commun

Montage de base

1. Polarisation du transistor : le transistor NPN est caractérisé par sa résistance d’entrée
r = 500 (), sa résistance de sortie p = 10 k(), son coefficient d’amplification en courant

B = 100 et sa tension seuil Vgg = 0,6 V. Dansle montage Rc = 1kQ et Vee =10V
F

On désire que le point de fonctionnement

se trouve au milieu de la droite de charge.
Pourquoi? R
a. Calculer Vg, Lo et Ipo.
b. Quelle valeur doit-on donner a Rp? - v,
Dans Ia suite, on considérera Ry comme
infiniment grande devant les autres résis-
tances.

2. Régime dynamique <=

Un générateur sinusoidal G (e, Rg) four-

nit une tension v; — vpg entre la base et
I’émetteur.

La tension de sortie v, est recueillie
aux bornes d'une résistance de charge
R, = 1 k(). Les condensateurs de décou-
plage C; et C, ont des impédances négli- R
geables devant les résistances du montage.
Leur présence est indispensable pour ne | eg

pas modifier le point de fonctionnement

préalablement choisi, lorsque G et R, sont ajoutés au montage.

a. Pour T'alternatif, a quel potentiel se trouve le point F du montage? En déduire un
schéma équivalent en alternatif (avec Rp infinie). Y représenter les courants d’entrée et
de sortie 71 et 7,.

b. Ecrire les cinq équations de fonctionnement du montage en notation complexe. Deux
de ces équations sont caractéristiques du transistor, I'une est liée au circuit d’entrée et les
deux derniéres sont liées au circuit de sortie.

c. Exprimer les impédances d’entrée et de sortie Z, et Z; du montage. Les calculer.
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d. Exprimer le coefficient d’amplification en courant 4; en notation complexe. Le calculer.
On appellera R, la résistance équivalente au circuit de sortie (R, = R,//Rc//p).

e. Méme question pour I'amplification en tension 4, .
f. Méme question pour I'amplification en puissance 4,. Pour quelle valeur de R, cette
amplification est-elle maximum ?

g. Comment seraient modifiées les réponses précédentes si on ne considérait plus Rp
comme infiniment grande ?

Montage avec pont de base

On choisit Ry = 1k{) eton rappelle que Vg = 0,6 V.

L

3. Polarisation du transistor : on désire toujours que
le point de fonctionnement se trouve au milieu de la
droite de charge.

a. Calculer les intensités des courants dans les diffé- R,

rentes branches.

b. En déduire la valeur de R;. i~

4. Régime dynamique : le générateur d’attaque

Gl(eg, Rg) et la résistance de charge R, sont branchés

respectivement sur la base et le collecteur, ainsi que les deux condensateurs de découplage
Ciet Cz.

a. Schématiser le montage.

b. Donner son schéma équivalent pour 'alternatif.

c. En déduire les expressions de Z,, Z, 4, 4, et A,. Il est inutile de refaire les calculs si
'on remarque qu'il suffit de remplacer Rp par Ry /(R; + R;) dans les expressions obtenues
ala question 2.g.

Montage avec pont de base et résistance d’émetteur

découplée
La présence de Rg permet de stabiliser plus aisément | 5
le montage précédent. La présence de Cg permet de
rester en montage émetteur commun. Vec = 10 V,
Rc =1kQ, Rg =100 Q, R; = 1kQO.

5. Polarisation du transistor R,
On désire toujours que Veg = Voe/2et Vg = 0,6 V.

Calculer les intensités dans les différentes branches. En

déduire la valeur de R;.
6. Régime dynamique
On ajoute les dipdles G(eg, Rg), Ry, C1 et Cs. A quel potentiel est porté 'émetteur pour
Ialternatif ? Qu’en conclure pour les différents coefficients d’amplification ?
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Générateur de courant

Dans ce montage Voc = 15 Vet R = 2,2 k). Le
transistor est un 2N2222 (NPN supportant 0,5 W

au maximum) et la diode Zener est caractérisée par | g

Vz =3,6V.

On suppose que Vg = 0,6 V et que Iy < I7. y
T

1. Déterminer l'intensité du courant I et les puis-
sances dissipées dans la diode et dans la résistance R. D, 7

2. Rg peut varier de 1 k() a 101 k().

a. Si Iy < Ig, exprimer Ic (en mA) en fonction de
Ry (en kQ).

b. Expliquer pourquoi ce dispositif est un générateur de courant.

c. On adopte Rg = 1 k{). Sachant que la valeur minimale de Vg est de 0,4 V, dans quel
intervalle peut varier la résistance R’ pour assurer un bon fonctionnement du dispositif ?

Amplificateur opérationnel en régime linéaire

Dans tous les exercices suivants, 'A.O. sera toujours considéré comme idéal si aucune
b
précision supplémentaire nest indiquée.

Montage suiveur

L’A.O. est ici réel et possede un coefficient d’amplifi- I: -

cation Ap = 10°, une résistance d’entrée différentielle Yg i

R. = 100 k€ et une résistance de sortie R, = 10 (). p

La tension 4 entre sa borne inverseuse et sa borne Ve %
non inverse est différente de zéro. . R

1. Tracer la caractéristique statique de transfert de ’A.O. ainsi que la caractéristique
vy = f (1) du montage suiveur. Combien de points de fonctionnement existent ?

2. Qu'en serait-il si les entrées E~ et E” étaient permutées ?

3. Donner le schéma équivalent de ’A.O. lorsque celui-ci est relié a une résistance de
charge R, = 1 k() et qu’il fonctionne en régime linéaire.

4. Exprimer 'amplification de tension 4, = /v, en fonction de Ap, R, et R,. La
calculer. On fera 'hypothese : 7. < ;.

5. Exprimer et calculer 'impédance d’entrée Z. = v, /.

6. Exprimer et calculer I'impédance de sortie Z, = v, /7, quand v, = 0.

7. La tension v, est fournie par un générateur de f.e.m. ¢, et de résistance interne R,.

a. Si ce générateur alimentait directement R, que vaudrait v, ?

b. On interpose ’A.O. suiveur entre le générateur et R,,. Que vaut v, ? Quel est U'intérét
d’un tel montage ?

332



Montage amplificateur inverseur

R,

—
1. DA.O. étant supposé idéal, expri- —
mer et calculer 'amplification en ten- _ﬁ h
sion A,, le gain en tension, la résis- L
tance d’entrée et la résistance de sortie +
du montage ci-contre. ve Vg
2. UA.O. n’est plus considéré comme AN AN <=

idéal : son amplification différentielle

vaut Ap = 10° bien que sa résistance

d’entrée reste infinie et que sa résistance de sortie reste nulle. En utilisant le théoréme de
Millman entre la borne inverseuse et la masse, exprimer 'amplification en tension A4, en
fonction de Ap, R; et Ry, puis de Ap et A4,. Ce résultat est-il compatible avec le résultat
précédent ?

3. Pour des signaux sinusoidaux, I'amplification diftérentielle varie selon la fonction :

4
A}y = ifwmﬂpzléﬁﬁ:JLSHz

1+~
Jo

a. Exprimer la nouvelle amplification 4, en fonction de 4, Ap, f et f;.

b. Tracer le diagramme de Bode correspondant.
c. Calculer la fréquence de coupure 2 —3 dB.

4. Ce montage est maintenant étudié pour faire le bilan de puissance de I'A.O. réel.
Le montage entier et les mesures réalisées sont les suivants :

R; = 10kQ, R, = 100 k),

R, =1kQO.

U. = 0607V, E; = 1532V,
E, = 1502 V, I = 0,06 mA,
IL = 89 mA L = 28 mA,
U, =6,00V.

Calculer : Ue

— la puissance P, fournie par le géné-

rateur d’entrée;;

— les puissances P; et P, fournies par
les générateurs d’alimentation de 'A.O.;

— la puissance P fournie a la résistance de charge R,.

En déduire le rendement total en puissance du montage. Conclure.
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Montage amplificateur non inverseur

1. UA.O. ci-contre fonctionne-t-il en régime de

. L, . ., . R
saturation ou en régime linéaire ? —2—
. . L |
2. Exprimer la fonction de transfert = v,/v, du R
quadripdle. Discuter le nom du montage. : >
3. On désire obtenir un gain en tension de 20 dB en A
—+
prenant R; = 10 k). Calculer R;.
. L, v
4. Le quadripole est commandé par un générateur de Ve s
f.e.m. eqg = 1V etderésistance interne Rg = 10 (). = S

11 est relié a une charge résistive R, = 1 k().
a. Calculer les puissances consommées a 'entrée et a la sortie du quadripéle. Discuter.

b. La tension de sortie v ne doit pas dépasser Vg, = 15 V; le courant de sortie ne doit
pas dépasser 75 max = 5 mA. Quelles sont alors les limites imposées sur eg et R, ?

Montages opérationnels

“ T
V.
2
VaT Vs Vs
%Q ANNN\N ANNN\N

1. Exprimer o, en fonction des tensions d’entrée et des résistances dans ces deux montages.

2. Quelles sont les fonctions réalisées par ces montages? On prendra Ry = R; dans le
second montage.

Montage dérivateur

1. En régime variable quelconque, quelle relation ,L|
relie v et v, ? Justifier le nom du montage. c —
2. En régime sinusoidal, exprimer la fonction de —l - .
transfert. Donner le diagramme de Bode correspon- "
dant. Ve v,
3. Quel est l'inconvénient de ce montage aux trés

ANNN\N ANN\\Y ANNNNN

hautes fréquences (THF) ?

4. Pour y remédier, on introduit une résistance R’ en série avec C. Exprimer la nouvelle
fonction de transfert et donner le diagramme de Bode correspondant (R' < R).
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Montage intégrateur

Dans le montage de 'exercice 13, inverser les positions de R et C et répondre aux mémes
)

questions. On remplacera « THF » par « TBF » et on précisera comment monter la

résistance R’.

Filtres

1. Dessiner le schéma équivalent du montage

ci-contre aux basses fréquences. Quelle est la

T~

fonction réalisée ?

o == 0

2. Méme question aux hautes fréquences.

3. Exprimer la fonction de transfert et tracer —  H -
le diagramme de Bode avec R, = 10R; et A
C; = 100C;. Quel type de filtre obtient-on ?

Préciser les pulsations de transition pour les-

»

quelles le gain est nul ainsi que les pulsations de i s ==

coupure 2 —3 dB.

Circuit déphaseur

1. Exprimer la fonction de transfert H = v,/ v,.

. .. R’
2. Montrer que I'on a réalisé un circuit dépha- —

seur dont le déphasage peut étre ajusté en modi- R
fiant la valeur de C. L

sion de sortie est en quadrature retard par rap- e
port a la tension d’entrée, quand R = 1 k()

3. Calculer la valeur de C pour laquelle la ten- + A
VS
ANN\\N

et R" = 10 kQ et pour une fréquence égale 2
100  Hz.

Convertisseur tension-courant. Générateur de courant

1. Que vaut le potentiel du nceud P? Ecrire la loi des noeuds en P en fonction de ug, u1,
us, Ry et R3.
2. Quelle est la fonction réalisée par 'A.O.2? Quel est le potentiel du nceud Q? Ecrire

la loi des nceuds en S.

3. Déduire l'expression du courant de court-circuit zcc, obtenu lorsque #, = 0, en
fonction de ug et des résistances du montage.
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4. Déduire la tension de sortie
en circuit ouvert g, obtenue

lorsque 7z, = 0, en fonction de
ug et des résistances du mon-
tage.

5. Déduire des résultats pré-

cédents les éléments du géné-
rateur de Norton équivalent

a l'ensemble du montage, vu

entre le noeud S et la masse.

6. Quelle condition faut-il remplir pour obtenir ainsi une source de courant parfaite
commandée par la tension ug ? Quelle est alors I'expression de l'intensité du courant
débité par cette source ?

Montage a resistance négative

Ce montage fournit un générateur de tension proportionnelle 4 I'intensité du courant

débité.

o — (2]

\ B
|
g}

u L R
[ — GBF A

1. Etude du montage de la figure 1

a. Quelle relation lie #, a 7?

b. Dessiner la caractéristique u, = f'(7) d’'un tel générateur.

c. Préciser ses limites d’utilisation (limites du régime linéaire, pentes, domaines d’inten-
sité).

d. Quelle serait la résistance du dipdle vu des bornes A et M ? On appellera (D) le dipole
ainsi constitué.

2. Etude du montage de la figure 2

a. On branche (D) aux bornes d’un circuit R, L, C série. Qu'observera-t-on, selon les
valeurs de R? D’oui provient 'énergie ?

b. Dans ce montage, L = 50 mH, R = 60 ), C = 0,1 uF, R, = 800 (2, R; = 100 Q et
R, = 10 kQ.
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— Calculer la résistance critique Rc du circuit.

— En comparant la résistance totale du circuit 2 sa résistance critique, décrire v'(#).

— Montrer que, pour une valeur R,, de R,, 'amortissement du circuit est supprimé.

— R, = Rom, que se passe-t-il si on supprime le générateur ? D’ou provient I'énergie
dissipée dans les conducteurs ohmiques ?

Modélisation d'un oscillateur électrique par I'équa-
tion de Van Der Pol

Soit le montage a « résistance négative » ci-contre. R,
. e .
1. Retrouver rapidement I’équation de sa caractéristique ] L
u = f(i) lorsque I'A.O. fonctionne en régime linéaire > -
s i : A
et en régime de saturation. Tracer u = f(7). S
+
2. Lensemble de cette caractéristique peut étre modé-
lisée par une équation unique : Y —
1
. . R
u=ai+ b’ 0
M

Exprimer a et 4 en fonction de Vg, et des résistances du

montage en faisant correspondre les abscisses des deux extréma de la courbe réelle et de
la courbe modélisée. Que vaut 'écart entre ces deux courbes si 'on étudie les ordonnées
de ces deux extréma ? Montrer que cet écart est négligeable si Ry > R,.

3. On relie ce montage, entre les bornes A et M, a un circuit 7, L, C série.
Montrer que I'on obtient alors une équation différentielle sur i de la forme :

&’ A\ di .
—ew, (11— %)+ +o0:i=0

ds? 2 ) dr

qui est appelée équation de Van Der Pol. Exprimer &, 1, et w, en fonction des grandeurs
du montage. A quelle condition obtient-on des oscillations ?

4.AN.R; =22kQ), R, =230Q,r=1850Q,L =0,5H, C= 5,0 uF. Calculer & et
w,. Discuter le résultat obtenu.

Alimentation d'un haut parleur (d'aprés CAPES 1995)

On considere le circuit représenté ci-contre : v est une

tension de forme quelconque fournie par une source
supposée parfaite. On désigne par 7 l'intensité du cou-
rant qui circule dans 'association R — C série et par v,

la tension Vp — Vg.

1.a. Etablir la relation qui existe entre 7, v, et dv,/dz.
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b. En déduire I'équation différentielle du second ordre vérifiée par v.(#).

2. Le générateur de tension o est en fait une source commandée de telle fagon que l'on
ait : s = Go, ou G est une constante.

a. Ecrire I'équation différentielle vérifiée par v.. Pour quelle valeur de G cette équation
admet-elle une solution sinusoidale ?

b. Donner I'expression de la pulsation puis de la fréquence de cette solution.

c. Calculer la valeur de cette fréquence d’oscillation pour € = 100 nF et R = 4,7 k().
On admet que, lorsque les conditions précédentes sont réalisées, il y a oscillation spontanée
du circuit a la suite des régimes transitoires consécutifs a la mise sous tension.

3. Les conditions précédentes sont assurées par un ampli-

ficateur de tension dont l'entrée, d’'impédance infinie, est
branchée en AB. La sortie, d'impédance nulle, constitue la
source de tension vs. L'amplificateur est réalisé suivant le

schéma ci-contre ou ’A.O. est idéal et fonctionne de fagon

linéaire dans le domaine —14 V < o, < 14 V. On donne

Ry =55kQO.

a. Quelle doit étre la valeur de R, ? B

b. Que se passe-t-il si accidentellement, G devient légeére-
ment inférieur, puis supérieur a la valeur trouvée plus haut ?

4. Pour stabiliser l'oscillateur, on remplace la résistance R, par une varistance VDR,
dont la résistance diminue lorsque la différence de potentiel v, a ses bornes augmente.
Les couples de valeurs numériques caractérisant la VDR sont regroupés dans le tableau
ci-dessous :

R; en k() 238 | 185 | 150 | 126 | 106 | 90 | 74 | 51 | 37
vmenV 4 5 6 7 8 1 9110]|12 |14

a. Déterminer 'expression de o5 en fonction de G et de v,.

b. En déduire les valeurs numériques de G et de v pour les différentes valeurs numériques
de v, données.

c. Tracer la courbe G(v;). En déduire la valeur de I'amplitude de l'oscillation fournie par
le montage ; montrer que le systéme est bien stabilisé par la présence de la VDR.

Un tel montage constitue seulement le point de départ d’une alimentation pour haut-
parleur : il faut bien entendu insérer un amplificateur de puissance entre le circuit oscillant
et le haut-parleur.
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A.O. en régime de saturation

Montage comparateur

1. Justifier le nom du montage.

2. On considére les valeurs suivantes : Vye = 15V, -
uy =5Vet—10V < u(£) < +10 V. 1
a. Tracer u, = f(u7).
) s' f( 1) ‘ ‘ u, u, u,
b. Schématiser le montage permettant de visualiser cette
y . ANN\\N ANN\\N AN\N\N
courbe sur l'oscilloscope.

3. Ve =15V, up = =5V et =10 V < 21(¢) < +10 V. Tracer u, = f(u1).
4. Ve =15V, up =5 Vet u;1(£) = 10sinw£ avec 7' = 3 ms.

a. Représenter sur le méme graphe w1 (#) et u (7).

b. Calculer la durée pendant laquelle u, = V.

c. Comment peut-on modifier cette durée ?

d. Quelle application connaissez-vous de ce résultat ?

e. Quel est son inconvénient aux hautes fréquences ?

A.O. réel. Influence de la vitesse de balayage

Dans le montage comparateur précédent, alimenté comme a la question 4, les durées de
commutation de ’A.O. ne sont plus négligeables. La vitesse limite de balayage (Slew
Rate) de ’'A.O. 741 utilisé vaut S, = 0,5 V/ps.

1. Représenter uy(#) lorsque 7" = 3 ms.

2. Représenter u,(#) lorsque 7" = 0,3 ms.

3. Représenter u(#) lorsque 7" = 0,03 ms.

4. Quelle est la fréquence limite au-dela de laquelle #, n'atteindra pas les valeurs de la
saturation ?

Montage comparateur-inverseur
Dans le schéma de la figure 1 : Ry = Ry = 10kQ et Ve = 15 V.

1. La tension #q est constante.

a. Etablir I'expression de #; en fonction de Ry et R;.

b. Ri = 4kQ etu; = 5V. Calculer u, et u,.

2. u1(#) est une tension en dent de scie représentée sur la figure 2.

a. Représenter le graphe de #(#) lorsque u, = 4 V.

b. Déterminer le rapport cyclique du signal de sortie dans ces conditions.

c. Entre quelles limites doit varier R; pour que ce rapport cyclique varie entre 0 et 1?
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3.u1(#) = 10sinwz avec f = 100 Hz et 1, = 0 V. Les tensions u1(#) et u; sont visualisées
sur un oscilloscope dont le calibre de la base de temps vaut 2 ms/cm et la sensibilité vaut
5 V/em sur les deux voies.

a. Représenter les oscillogrammes en vraie grandeur.

b. On supprime le balayage interne de l'oscilloscope, #; est appliquée sur la voie hori-
zontale et #, sur I'entrée verticale. Représenter la courbe obtenue. Justifier le nom du
montage.

4. w3 = 6 V et up(#) = 10sinwz. Les conditions d’observation sont les mémes que
précédemment.

a. Représenter les oscillogrammes obtenus.

b. Comment pourrait-on appeler le montage ainsi alimenté ?

+15C

t(s)

0,1 0,2 0,3 0.4

Déclencheur de Schmitt

1. Exprimer « en fonction de Ry, R; et u;.

2. Représenter et justifier la caractéristique de transfert
us = f (1) du montage.

3. Comment appelle-t-on le cycle obtenu ? Pourquoi ?
4.SiR; = Ry = 1kQ et que %, = 10 sin w#, comment varie
us(£)?

5. Quel est l'intérét de ce montage par rapport au compara-

teur précédemment étudié ?

A.O. dans ses différents régimes

Etude d'un oscillateur a relaxation

Dans le circuit ci-dessous, les éléments résistifs et capacitifs ainsi que les A.O. sont
parfaits. U'A.O.2 fonctionne en régime de saturation et on appelle 7, la tension de
saturation.
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1. Comment fonctionne le premier amplificateur opérationnel A.O.1?

2. Montrer que A.O.2. fonctionne en comparateur et préciser les conditions de bascule-
ment de la tension en ;.

3. Quelle est la fonction de A.O.3?

4. Préciser la forme des signaux apparaissant en S1, S, et 83. Déterminer les expressions de
leurs amplitudes créte respectives ainsi que leur période. A cette fin, on pourra commencer
par considérer que, au temps # = 0, AO2 est en saturation haute, la tension en §; étant
inférieure 2 Ry Ve, /(R1 + Ry) et, sous ces hypothéses, en déduire les états de S; et S5.

5. Les tensions de saturation haute et basse des A.O. étant respectivement + 12 V et
— 12V, déterminer un jeu possible de valeurs a adopter pour les composants passifs de
maniére que, simultanément :

a. le signal en §; ait une amplitude créte de 5 V;
b. le signal en S ait une amplitude créte de 10 V'

c. la fréquence des signaux soit voisine de 530 Hz.
A titre documentaire, on rappelle les valeurs nominales des résistances de la série E12
(avec une tolérance de = 10%, la valeur en ohms est R, X la puissance de 10 qui convient).

R,|10|12| 15|18 |22 (27|33 39|47 |56 |68]|82|100

6. On dispose de diodes idéales. Modifier le montage pour qu’il fournisse maintenant un
signal en dent de scies, la durée de montée et de descente étant respectivement de 5,3 ms
et 530 s environ.
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Modulations

Modulation d'amplitude

1. On étudie un dipdle en régime sinusoidal forcé de pulsation

o. Soit le circuit ci-contre considéré entre les points A et B.
a. Ecrire lexpression de 'admittance complexe ¥ du dipole R L =
AB en fonctionde R, L, C et w. B

b. On pose LCw? = 1, w/w, = x et Q = R/Lw,. Exprimer
le produit YR sous la forme (1 + j/(x, Q)) ot f(x, Q) désigne une fonction simple de x et
de 0.

c. En déduire I'expression de I'impédance complexe Z du dipole AB.

d. Préciser le comportement de ce dipdle aux basses fréquences et aux hautes fréquences :
on donnera une interprétation physique du dipdle équivalent obtenu.

2. Utilisation du dipdle précédent

Le dipole précédent est alimenté par une source de tension alternative sinusoidale
v(£) = V,coswt et on note () = I, cos(wz + ¢) l'intensité instantanée traversant

le dipdle.

a. Ecrire, sans démonstration, 'expression de I, en fonction
A
de V,, R, Q et x.

b. Définir par analogie avec un circuit R, L, C série, les fré-

quences de coupure ; établir une relation entre ces fréquences v(t) D

IN

et Q. Quel pourrait étre un intérét de ce dispositif ?

c. Quelle est 'expression du déphasage ¢ en fonction de x?
B

Tracer l'allure de la courbe représentative.
d. On utilise des pulsations trés voisines de w,. Déterminer une expression approchée de
lintensité complexe I en fonction de 7, O, R, w, et 3w = w — w,.

3. Etude simplifiée d’'une modulation d’amplitude : on considére une source de courant
d’intensité #(#) commandée par une tension e(#) et chargée par I'impédance complexe
étudiée précédemment. On se place en régime sinusoidal forcé, pour des pulsations
voisines de w,.

a. Rappeler la modélisation de cet opérateur par un schéma-bloc ainsi que la définition
de la fonction de transfert caractéristique 4.

b. Aux tensions d’entrée e(#) et de sortie s(#) de cet opérateur, on associe les tensions
complexes E et S. Ecrire 'expression approchée de la fonction de transfert complexe
H = §/E en fonction de A (supposé constant), R, Q, o, et dw.

Le signal e(#) est une tension sinusoidale de pulsation w,, dont 'amplitude est modulée
lentement par un signal sinusoidal de pulsation () < w,). On note e(#) sous la forme :

e(t) = Eo(1 + mcos z) cos w,z ou m est appelé le taux de modulation.

c. Représenter l'allure de la courbe e(£) pour m = 1/2.
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d. Préciser un montage électrique permettant l'obtention de signaux du type
5o cos )£ cos w,£.

e. Montrer que le signal d’entrée peut étre considéré comme la superposition de trois
signaux dont on précisera les amplitudes et les pulsations.

Principe d'un oscillateur a fréquence modulée (d'aprés
CAPES 1996)

1. Soit le quadripdle ci-contre. _|C2 i=0
Dans ce montage, C; et C, sont les capacités de

deux condensateurs ; v(#) et v5(£) sont les tensions v(t) G v,(0)
instantanées des tensions d’entrée et de sortie du %

quadripole.
On suppose que le régime de fonctionnement du quadripéle est sinusoidal de pulsation .
On utilisera la notation complexe ¥ pour 'amplitude complexe de la tension o(#).

a. Donner le nom de ce montage classique et préciser son utilité. Exprimer le rapport
ﬁ/ V en fonction de C; et C;. Quelle relation existe-t-il entre les phases de v,(#) et de
o(2)?

R

. . A . C :
b. On considére maintenant le quadripéle ci- 2 i=0
contre.
v,(t) v(d) | L C1T v,(t)

On reconnait en partie dans cette représentation,
le quadripdle précédent. Dans ce montage, v;(#)

est la tension d’entrée du nouveau quadripdle. On
note Z 'impédance complexe de 'ensemble formé de la bobine d’inductance L et des
deux condensateurs (C; et C,). Etablir l'expression de Z en fonction de L, Cy, C; et w.

c. Exprimer la rapport /74 en fonction de R et Z, puis en fonction de R, L, Cy, G, et
o.

d. En déduire I'expression de la fonction de transfert 7'(jo) = V3/V1 que 'on mettra

sous la forme : T(jw) = — Expliciter les coefficients 4, 4 et d en fonction
bjo
de R, L, C; et C;. Quelles sont leurs dimensions ?

2. On envisage maintenant lutilisation d’un

amplificateur opérationnel, supposé idéal, en - h
régime de fonctionnement linéaire. Dans ces #
conditions,ona vy = v_etiy =1 = 0. 1wy
L’A.O. est inséré dans le montage ci-dessous. On Y V+T
remarquera la présence du quadripéle précédent

dans ce montage. =
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a. On envisage un régime de fonction-
nement sinusoidal permanent. —

Exprimer l'amplitude complexe V- de R,
deux maniéres différentes : — ] y -

— tout d’abord en fonction de V¢, Vs, Ry +
et Ry,

— puis en fonction de 7" et V. v

En déduire une relation entre V. et V;

faisant intervenir 7', Ry et R,.

b. On relie maintenant R; directement

a la masse, ce qui revient a annuler la tension d’entrée (v, = 0).

Montrer que, sous certaines conditions, on peut malgré tout avoir v(#) différente de zéro.
Dans cette situation, v5(#) peut étre une fonction sinusoidale du temps. Exprimer la
condition d’oscillation par une relation simple entre Ry, Ry, G et Cs.

On pose C' = C1C,/(Cy + C). Exprimer la pulsation des oscillations en fonction de L
et C'.

3. Etude d’un oscillateur a fréquence modulée.

a. Pour réaliser un tel oscillateur, on branche une diode 2 capacité variable (ou « varicap »)
en paralléle sur la bobine d’inductance L.

Une varicap peut étre assimilée 2 un condensateur dont la capacité C(s) est fonction d'une
grandeur s, susceptible de varier avec le temps. Ici C(s) = As” ot 4 et 7 sont des constantes
positives.

Le quadripdle représenté sur la deuxi¢me figure de U'exercice est alors modifié selon le
montage ci-dessous.

La fonction de transfert 7”(jw) de ce

nouveau quadripdle peut s’écrire : R G izo
1
T'(jo) = i : ZCI RS L == |v®
a + —+ d/ju) T T
bjo =

Expliciter les coefficients a’, &’ et d' en fonction de C(s), R, L, C; et C;, en remarquant
qu’il suffit de remplacer 'impédance complexe de la bobine par celle de I'ensemble bobine
et varicap en parallele.

b. On reprend I'avant dernier montage, dans lequel v, = 0, en y introduisant la varicap.
On obtient le montage ci-apres.

On fixe s a 1a valeur constante §,,, pour laquelle C(S,)) = C,. Exprimer la pulsation w, de
Poscillateur en fonction de C,, L, C; et C,.

On impose maintenant s(¢) = §, + & cos(az) ol & et a sont des constantes positives.

c. Sachant que & < 8o, établir 'expression approchée au premier ordre de C(#).
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d. En déduire l'expression de la pulsation ins- "
tantanée w(#) de loscillateur. —
On convient de poser : R,
Aw
m(t):wo<1——cosﬂt . .
W, C2 R
Etablir les expressions de () et du taux de v
. . S
modulation B = Aw/w,. G ==L
On parle, en langage courant, de « porteuse »
et de « signal modulant ». Quelles sont les AN

pulsations de ces deux signaux? Quels sont
leurs roles respectifs ?

e. Donner les ordres de grandeur des fréquences des porteuses pour les ondes radio, de
télévision et de télécommunication par satellite.

— Une grandeur introduite dans 'étude précédente intervient dans le réglage d’'un récep-
teur lorsque 'on choisit de capter une émission parmi d’autres. Préciser cette grandeur
et donner son ordre de grandeur usuel dans les communications radio.

— Citer une autre méthode de modulation. La comparer succinctement a la modulation
de fréquence et discuter ses avantages et inconvénients.

Conversion numérique-analogique

Convertisseur 3 sommation de courant ou a resis-
tances pondérées

Cet exercice correspond au matériel Electrome, qui est couramment utilisé lors de
I'épreuve de montage.

Les interrupteurs dy, 41, . . . , d7 sont, p
soit reliés a la masse (position « 0 »), a_] I:lR

soit reliés a la tension de référence —
User = 5V (position « 1»). On appelle QEG 2R
Ay le poids de chaque bit, 4, = Oou 1

selon que l'interrupteur 4 est en posi- ds 4R
tion « 0 » ou « 1 ». —" :'_ A

: Uref d u
1. Quel est le type de fonctionnement 2__0 2’R
de 'A.O. supposé idéal ? Quel est son s L1 s
role ?
2. Exprimer les intensités iy, 71, 7, ..., 17 traversant les 8 résistances. Attention, a

lintensité 7 est associée l'interrupteur .
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3. En appliquant la loi des nceuds, déduire une relation entre la tension analogique de
sortie U et 4. Montrer que 'on a bien réalisé une conversion numérique-analogique du
nombre V.

4. Préciser le nombre de bits maximal, la plus grande valeur de N possible, le MSB, le
LSB.

5. Calculer la plus petite tension délivrée par le CNA lorsque U = 5 V. Cette tension
est appelée « quantum » ou « résolution ». Tracer la caractéristique de transfert du CNA

cest-a-dire U = f(IV).

6. Quels sont les problémes pratiques posés par un tel CNA ?

Convertisseur a réseau R-2R ou réseau en échelle

Cet exercice correspond au matériel Pierron, qui est couramment utilisé lors de I'épreuve
de montage.
On veut réaliser la conversion d’'un nombre binaire a 4 bits en utilisant le montage suivant :

AOUref A1 Uref AZUref A3 Uref

Les tensions AUy sont obtenues comme dans le montage de I'exercice 28 : un inter-
rupteur relie chaque résistance 2R a U, ou a la masse (4, prenant alors les valeurs 1

ou 0).
1. Quel est I'intérét de ce montage par rapport au précédent ?

2. Ecrire les lois des nceuds aux 4 neeuds 1, 2, 3 et 4, en fonction des potentiels vy, v, v3
et v4 de ces nceuds.

3. Eliminer de proche en proche tous ces potentiels sauf 1 et montrer que v est
proportionnel a V.

4. Quelle relation aurait-on trouvée pour v; dans le cas d'une conversion d’un code
pondéré a n bits (au lieu de 4 bits ici) ?

5. Quelle est 'expression du quantum lors d’une conversion a 8 bits ?

6. Quelle est la tension maximale obtenue lors d'une conversion a 8 bits ?

7. Quel est le role joué par 'A.O.?
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Conversion analogique-numérique

Convertisseur a rampe numérique (simple rampe)

Cet exercice correspond au matériel Pierron, qui est couramment utilisé lors de 'épreuve

de montage. On appelle U la tension analogique 4 numériser.

1 7 |9 compteur

générateur
de rampe

Lo

u - horloge

_ 8 bits

Le générateur de rampe peut étre un CNA ou bien le simple intégrateur ci-dessous ou

U,ef est une tension continue négative.

1. Etude du générateur de rampe :

— exprimer 7 en fonction de U, s et R puis en fonc-
tion de U et C;

— en déduire I'évolution de U, en fonction du
temps (2 £ =0, U, = 0).

2. Etude des comparateurs :

i

U

ref

AN AN

|

+
Ur
ANNNNN

— donner les états logiques a et b des deux comparateurs selon les valeurs de U et de U ;

— a quelle date 7" se fait le basculement du comparateur du haut ?

3. Etude du circuit logique ( porte OU exclusif + porte ET') : en fait, dans la plaquette

Pierron, le générateur de rampe fournit la tension U, suivante :

Donner la table de vérité du circuit logique en
précisant les différents états logiques de a, b, ¢ et
dentrer =0etsr = T,.

4. Chronogrammes : soit Uj, la tension en créneaux
délivrée par 'horloge pendant la période 73, < T
et soit U la tension a 'entrée du compteur.
Représenter les variations des tensions U, et U; au
cours du temps. Bien préciser entre quelles dates
# et £y le compteur est alimenté.

u

r

./

t

Z1A

5. Le compteur recoit IV créneaux de période 7}, pendant la durée £, N = ¢/ T4,.

En déduire la loi de conversion analogique-numérique liant U a V.

6. Quelle est la résolution (tension analogique U minimum) du convertisseur ?
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7. Quelles sont les sources d’erreur d’une telle conversion.

Convertisseur a approximations successives

Cet exercice correspond au matériel Electrome, qui est couramment utilisé lors de
I'épreuve de montage. On appelle U la tension analogique a numériser.

Principe : on essaie de déterminer chaque bit séparément, en commencant par le MSB.
Pour une conversion 2 n bits, il faudra n essais.

Exemple : soit la tension U analogique a convertir en un nombre a 3 bits [4, B, C]
N =42% + B2 + 2°
1 étape : on compare U a 4, le poids du MSB (4 = 4)
siU>4alorsd=1
siU< 4alorsd=0
2°¢ étape : on compare U —4a B (B =2)
siU—A>2alorsB=1
siU—A<2alorsA=0
3¢ étape : on compare U — (4 + B)aC(C=1)
ssU—-UA+B)>1alorsC=1
siU—- A+ B)<lalorsC=0
Amusez-vous a convertir U = 5,7 puis U = 7,2 puis U = 2,3 en 3 bits et vérifier vos

résultats.

Réalisation (schéma ci-dessus)

1. 1% étape : montrer que, lorsque I; est ouvert v; = —(U — 4) et lorsque I; est fermé
v; = —U donc que v; = —(U — 4) quel que soit la position de 1.

2. 2¢ étape : montrer que v; = U — (4 + B) quelle que soit la position de L.

3. 3% étape : trouver I'expression de v3

4. Discuter les avantages et les inconvénients d’'un tel CAN.
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SOLUTIONS

n La diode est supposée idéale dans les questions 1a, 1b et 2a.

1.a. La valeur maximum est 7y, — ];r:ix = 50 mA (diode passante) et 7y;,= 0 (diode
r

bloquée).

b. Quand la diode est passante : up(#) = 7i(#) avec #pmax = 50 mV (1 cm) et 7= 1 ms
(5 cm). On a alors ug(#) = u + up(2) = ua(£) avec ugma = 50 mV (0,25 mm). Quand
elle est bloquée, up = 0 et ug = ¢ avec upm, = —5 V (2,5 cm).

u,(® ug(®)

712 T t
: \

172 T

uAmax

~ UBmin

c. La diode est passante si

u>Vy;=0,6V.On aalors eV

. €max
Iy = —————— = 45 mA
TR+t ’

UAmax = Timax = 45 mV (0,9 cm)

La diode devient passante a la date 7, o 7
lorsque ¢ = ¥ soit pour £, = 0,03 ms 1
(0,15 cm). Dans ce domaine,
ug(t) = u+ up(t) = Vi + (r + 1r4)
i=06+11i Uatmy)

avec #gmax = 1,1 V (0,5 cm).
Lorsque la diode est bloquée, on a tou-
jours ug = e.

T2
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u

diode idéale

1cm

diode réelle

2,5cm 0,25 cm

B 7 = 1y = 1 ms
Epe = EgV2 = 70,7 V. andla

diode est passante, i = et

imax = 0,88 A.

R + Rg

2. Onav=ceg — Ri = u+ up.
Quand la diode est passante,
u=0,v=Rietuy,, =61,9V.
Quand elle est bloquée, # = ¢, i = 0,
v = eq et Umin = 70,7 V.
v(#) n'est pas une tension sinusoidale car
|Umin| # Umax- Pour la rendre sinusoi-
dale, il faudrait que v(#) = eg(#) quand
la diode est passante, donc que Rg < R
Rgeg
R + Rg '

3. On calcule :

car v = eg —

I CGm

o =0,88 A
R+ RG

et

’uinv,maX’ E €Gmax — 70,7 V.

4. Par définition,

1 a
Loy = 7 /0 i()dz
B / e EG(Z‘)
N R+ RG

T2 €Gmax SN ©F sin w# Z
R + Rg a0

—  fOmx 528 A.
1T(R + RG)
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i(t)

eg(t)

eGmax

u(t)

~ €Gmax
v(t)
61,9V

-70,7V




2

1 7 1 (172 Ri Re?
Prooy = — Nilp)dr = = 2()dr = —m — Gmax - — 13,7W.
y T/O D) T/o o 4 MR+ Ro)

1 (7 Poo

Imax €Gmax
Ig=—=——"—"—=0442 A
) T 2R+ Rg)
. Lg —m
Le facteur de forme est défini par F' = I_=3° 1,57.
moy

Le taux d’ondulation 7 est tel que F?=1+dour=1.21.

5.a. Quand la diode est passante, v = ug et quand elle est bloquée v = ¢G.

&g (V) g (V)
40 35
t t
- 40
u (V) v(V)
40 35
t t
- 40 - 40

1 [T I
b. Comme précédemment, lnoy = / DX dr = % = 0,25 A.
0

T R+ Rg
, 1 (TP g ’ i
o=~ mX ) Qs dot Ly = X — 0,35 A.

RIZ
Pmoy — Rlsz — énax — 8,75 W

e

Lg

F= =V2=14lett=1.

moy
Conséquence : pour voir immédiatement si un voltmetre est RMS, il suffit de lui faire
mesurer une tension en créneaux de valeur moyenne nulle. En position "alternatif”, on

doit alors lire Uy = Upyx §'il est RMS (et non pas Uy / V?2).
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B 1. Quand o(#) > 0, 7 circule dans Dy, R et D,. Dy et D, sont donc passantes.
2. Quand o(#) < 0, 7 circule dans D3, R et Dy4. D3 et Dy sont donc passantes. De plus 7

circule toujours dans le méme sens dans R: i = g > 0.

3. Le cas de la diode idéale est représenté en traits pleins, celui de la diode réelle en

pointillés.
i) i
d
A £
., . “
. ’ A\
/ /
(] ’ “
A t A E t
i i
i u=Ri
R R
l"“ l"“ l"“ l"“ l"“ l"“ l"“ 'l—~\
l’ g l’ g l’ g l’ g l’ g l’ g l’ g l’ g
’ 1) ’ 1) ’ A\ ’ A\ ’ 1) ’ 1) ’ A\ ’ A\
F \ /! \/' \ /! A t F \ /! \/' \/; [\
-

Quand les diodes sont idéales :

= Om 05 A
R

lmax

Lorsqu’elles sont réelles :

P €Gmax

e R+ 2rg
De plus elles ne sont alors passantes que
si |e| > 2v5. On peut mesurer, dans ce cas,
la durée Az pendant laquelle aucune diode
n'est passante, en visualisant e(z).

4. La masse de loscilloscope, com-
mune 2 ses deux voies, court-circuiterait
une diode. Sur le schéma ci-contre, la
diode Dj est court-circuitée. Pour visuali-
ser simultanément e(z) et u(z), il faut uti-
liser un transformateur d’isolement.

5. Les calculs sont les mémes que dans I'exercice précédent. On obtient numériquement :
Inax = 0,5 A, Irmoy = 0,318 A, Ig,p = 0,35 A, F = 1,11 et T = 0,48, Apartir du méme
signal sinusoidal i(#) = I, sin wz les deux types de redressement donnent les résultats

sulvants :
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Redressement simple Redressement double

alternance alternance
Loy Lo/ < 2/
L Lnax /2 < L/ V2
F /2 > /2V2
T 1,21 > 0,48

E
6. Sil'une des diodes est mal branchée, il faut quelle puisse supporter TG =25V

en inverse ! Clest éventuellement la résistance interne du générateur Rg qui peut assurer
cette protection.

n 1. Entre ¢ et # : le condensateur
se charge sous #(z); entre # et # : il se
décharge dans R.

2. Entre 7 et # la tension s’écrit :

uc(t) = up(t) = u(t) = E, 4 sin of.

3. Entre et 1, : u = Emaxe_([_ll)/ RC Pour un bon lissage, la décharge doit étre
suffisamment lente : RC > 7'/2. De plus la durée de la décharge vaut 4, — 1 ~ 7T'/2.

o~ (b—1)/RC _ E.

Rigoureusement, #; = 7T'/4 et £, est tel que Eax ax SIN W2
g q

4. Pourz = £ : u(t)) = Ep. Pour £ = 15 ¢ uty) = Epe 2 /RC ~ B~ T/2RC,
Comme RC > T/2, T/2RC < 1et e T/2R€ ~ 1 — T'/2RC. Finalement,

2] Fomax 2RC
- E T
On en déduit 'amplitude d’oscillations AU = un) — ut) ~ T et le taux d’on-

2 4RC
. AU AU T
dulation T = ~ ~ .
Uny  Emm  4RC

5. SiR = 100 Q et 7" = 20 ms, il faut que C > 7T/2R = 0,1 mF : on peut
prendre C = 1 mF. Seuls les condensateurs électrochimiques possédent des capacités
aussi importantes. Il faut donc faire attention a la polarité de C (armature + reliée au point
A du schéma de P'exercice précédent). On a alors T = 0,05 s.

eenences

6. Il faut utiliser la touche AC de loscilloscope qui permet de mesurer 2AU, puis la

touche DC qui fait grimper le signal de Upoy, qui est donc mesurable. On en déduit
AU

T = .

Um oy
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) P .
E 1. La puissance vaut Py, = rIﬁm ot Iy = 1/ —= = 4,4 A (en direct et en
7

inverse). De méme Uy, = 24V/2 V.

En direct, Uy = Vi + (Rp + 7)Inax. On en déduit R, = 5 ().

En inverse, Unaw = V, + (Ry + )y On en déduit R, = 10,6 (). (Attention
V, = —24 V). On choisit R, de fagon a protéger la diode dans les deux sens, soit la
valeur la plus grande R, = 10,6 (.

2.
u (V)
@ passante directe
@ bloquée
©) passante inverse
I'échelle sur I'axe
des ordonnées
n'est pas respectée
Pour 4 :
* la diode est passante quand 0,6 V < » < 24V2 V. On a alors u; = u + uy avec
. . L. ru + Rst
wm = Vi +rigetuy = —Rprpy. Doty = ———— avec uymp = 7,2 V.
r+ R,

* la diode est bloquée quand —24 V < < 0,6 V. On aalors z, = O et u; = u.
% la diode est passante en inverse quand —24v2V < u < —24 V. Onaalors u; = u+ u,

. . , . ru — RP v,
avec uy = —(V, + riy) et uy = Ryi,. D'ott g = ———— avec u;, = —26 V.
r+ R,
Pour u; :
* quand la diode est passante en direct, #; = TR avec Uymin = —26,8 V.
r
P
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* quand elle est bloquée, u; = 0,

. Ry(u+V)
* quand elle est passante en inverse, u#; = T TR AVeC toma = 8 V.
r
P

E 1.a. Avec les caractéristiques de la lampe, on calcule Ry, = 3,7/0,3 = 12,3 ).

b. Pour 7" = T,, le transistor est bloqué lorsque Ic = Iz = 0 et Vg < V;. Or

R(T,E e E .
(7) < V., qui est satisfait si R" > R(7,,) <7 — 1), soit R' > 155 Q).

Vap = ———— 2~
BET RIYR(T g

¢. Pour T' = Tj,, le transistor est saturé. On calcule toutes

les intensités des courants.
E I
Onalpc = — = 03A. [ = — = 3 mA.
E— N R ¥
=="""BE Vge = V, dou :
R/
E—T
I < = 15,5 mA
R/

I=1—1I3 <125 mA.

14 14
BE , dou R(T},) = % > 48 () et dans ces

Orl =

R(T;)

conditions, la lampe s’allume.
. i E Ic
2. Pour T' = T,,le transistor est saturé, [c = = 0,3A.I = E = 3mA. Le courant
L
1%

dans R(7,) vaut I = R(BYI‘E) = 0,6 mA. Le courant dans R’ vaut I’ = I + Iy = 3,6 mA.

E-W Y E-W
orl' = — " PE pou R =288 _ge10.11 y a saturation pour Vg = ¥, soit

/

I>06mA,I'>36mAetR < 8610.
RV,

Pour 7' = T4, le transistor est bloqué, Vg < Vi, Iz = 0 dou R(T}) < P La
lampe est donc éteinte pour R(7}) < 155 (). :
1.a. Lindice "0” se rapporte a I'état de polarisation du transistor.

14 14 Ic,
Veps = —C =5V Ico = o5 =5mA; p, = —> = 50 pA.

2 2Rc B

_ Vee — VBe, )
b. Rg = — 7 = 188 k(), Rp est donc beaucoup plus importante que toutes
B

les autres résistances du montage et peut dans un premier temps étre considérée comme
infinie.

4. ELECTRONIQUE 355

eenences

solutions dey



2.a. Pour l'alternatif, on éteint la source de tension V¢, ce qui revient a la court-circuiter
(Vee = 0). Le point F se trouve donc au potentiel nul. 7 = 0. D’ou le schéma équivalent
suivant, valable en alternatif seulement et pour les faibles amplitudes de courant :

commande transistor polarisation
+ charge

b. Les équations caractéristiques du transistor sont :

Circuit base-émetteur : n=rhL (1)
. £
Circuit collecteur-émetteur : Ic =BL + = 2)
Equation caractéristique du circuit d’entrée : V3 = Eg — Rgli (3)
Equations caractéristiques du circuit de sortie : V = —R,[p (4)
R.Rc
et Vy=——+——1Ic (5)
— R, + Rc—
b 7’ 7’ 7’ M 1 N
c. Limpédance d’entrée du montage est définie par : Z, = =—. D’aprés (1), on a
T a
Ze =17 =500Q.
Limpédance de sortie du montage est
o 2 B C 12
définie par Z; = I:’ lorsque les
- 2
sources son.t etfimtes (e remplacée par R r N Re v,
un court-circuit et la branche conte-
nant g ouverte) et quand la résistance E
de charge R, n'est pas branchée. On E

obtient alors le schéma équivalent sui-
vant, ou 'on voit que :
pR

Z. = -"C —909 Q.
— ptRc

I
d. Le coefficient d’amplification en courant est défini par 4; = IZZ (Ne pas confondre
a

avec le gain en courant, qui serait défini par G; = 20log

2 JOTE
:‘) En éliminant Ic entre
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les équations (2) et (5), puis en éliminant V, grace a I'équation (4), on obtient :

4, = 1 1 N On reconnait, au dénominateur, la résistance équivalente
Ri[—+—+-
RC Ru P
o . . 111 B
R, au circuit de sortie, définie par : — = — + — + —. Il vient alors : 4; = ——.
RO RC Ru P - RuRo

4; est un nombre réel positif, cela signifie que les intensités des courants instantanés ;(#)
et iy(¢) sont en phase. De plus, R, = 476 (), dou 4; = 47,6, valeur bien inférieure
au coefficient d’amplification 8 en courant du seul

A

transistor. Les variations de 4; en fonction de la '

résistance de charge R, sont représentées sur la
figure ci-contre. Elles montrent que le montage ne

se comporte comme un amplificateur de courant

que pour les faibles valeurs de R,,.

e. De méme, le coefficient d’amplification en ten-
sion est défini par :

gy r_—RbL_ R, BR
—V_ﬁ_ rly - r = r
= -952

Ce coefficient est encore réel, mais négatif. Cela signifie que les tensions instantanées
v1(#) et v5(#) sont en opposition de phase. La figure ci-dessus représente les variations de
|A4,| avec la résistance de charge R,. A 'opposé du cas précedent, on voit que le montage
se comporte comme un amplificateur de tension pour les fortes valeurs de la résistance de

charge R,.
BZRZ
f. 4, =44, = — ° = —4533. Pour étudier
- "R, Aol
les variations de |4,| en fonction de R,, il faut 4.10°
111 451037/ 17
développer R,. En posant — = — + —, il vient :
Rs RC Y : R,
2 9090 1k
B en fonction de R,

4= —F s

‘_P (1 +\/Ru -
.

VR, VR

passe par un maximum pour R, = Ry = 909 () (ce qui correspond au cas étudiée ici).

On a alors :

2R2
‘Ap‘ - 84 S — 413.10° 1

r

En conclusion, pour R, faible le montage se comporte comme un amplificateur de courant,
pour R, important le montage se comporte comme un amplificateur de tension et pour
R, ~ Rs il se comporte comme un amplificateur de puissance.
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g. Le schéma équivalent devient :

L'équation (1) entre la base et 'émetteur est remplacée par : Rp(i1 —73) = rig. Le raisonne-
rRp
=490 ~ 2,7 = Z,

ment suivi dans les questions précédentes conduita: Z, = TR
Ze T 4 Ry

R R
A=A =475 4,4 =4, et A, = Ay——— = —4521 ~ 4,
— —Rp+r — = — 2 ERg+r —£
Vee — V4 I
3.a. Ic = % =5mA; Iy = < _ 50 A ; lintensité du courant dans Ry
C
1%
Sécrit: I = —o8 — 0,6 mA et celle du courant dans R, : I = I' + Iy = 0,65 mA.
1
Vee — Vi Vee — Vi
b. Or 1" = ¢ "BE Pou R, = Q = 14,5 kQ.
2
4.a.

= Ve

ed T

b. Sur ce schéma, on remarque que Ry // R, est équivalent 2 Rp de la question 2.g. Il suffit

donc de remplacer Rp par L dans les résultats de la question 2.g.
R+ R,

iz B e ¢ iz

/s
N ) 2
> < <

358



¢ Z! =500 ~ Z; Z! =909 QO = Z; A = 23,0 < A A = —97.2 < Ay

" . /! 11
é— 2190: ﬁ < zi

5. Enrégime continu, le condensateur de capacité Cg se comporte comme un interrupteur
Vee — W I
ouvert. Iy < Ic dou Ic ~ I = Jee T TeE 4,55 mA, Iy = < _ 45,5 pA. Lin-
Rc + Rg $)
% Ve + 11 Ve + Rl
tensité du courant dans Ry vaut I’ = BM - TBE EM _ 7BE EE 1,05 mA.
Ry Ry Ry
Vee —
Celuidans Ry vaut I =I' + Iy = 1,1 mA. Dou R, = w = 8,14 k).

6. En régime alternatif, le condensateur de capacité Cr doit se comporter comme un

court-circuit. Pour cela il faut que <& Rg. Dans ces conditions, le potentiel Vg = 0
EW

pour l'alternatif. On obtiendra donc les mémes résultats qu’a la question 4.

Bir--" ncaonr = - o
.V, = ou = —et,
R+R, Vec =V,

V., Vee =V,
commeIZQJIR,IZ:—:LzS,lSmA.
R, R

La puissance dissipée dans la diode vaut

Pp = V,I, = 18,6 mW, celle dissipée dans R vaut
(Ve = 1)
PR = — = - 59,1 mW.

2.a. V, = Vgg + Rglc dou Ic =

V,—Vee 3

Ry  Rgp
Dans cette derniére relation, l'intensité Ic est expri-
mée en ampere si Rg l'est en ohm, ou bien Ic est
exprimée en mA si Rg, I'est en k().

b. Ic est indépendante de la résistance de

charge R’, on a donc un générateur de courant.
Avec 1 k) < Rg < 101 k(), on obtiendra
29,7 wA < Ic < 3 mA.

c. Pour cette valeur de la résistance, on a Ic = 3 mA.

Vee = Veg + (R + R)Ic, or Veg < 0,4V, donc
R’ Vee — Relec — 0,4
<

Ic

. On obtient’encadrement :

0<R <3,87kQ

cC
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n 1. La caractéristique statique de ’A.O. est

représentée en trait plein sur la figure. Dans le

montage suiveur, vs = v, — 4 est représentée par

une droite en pointillés, de pente -1, sur le méme 5
, , . .

graphe. Il n’y a qu'une seule intersection, donc .

un seul point de fonctionnement P apparait : le e*yp

fonctionnement de ce montage est stable. s

2. En inversant les entrées de I’A.O., on
obtient le graphe ci-contre . En effet, on a alors s
N ) )

vs = ve +uq (ug = v — ) qui est représentée
par une droite de pente +1. Il peut y avoir 3 points —
de fonctionnement, comme sur la figure (Py, P, /" Ps
et P3) dont 2 correspondent & + Vg, et —Viye : le ™ P,

régime est instable. Sinon, il n'y a qu'une seule ~Ve - Ug

intersection, mais qui correspond a vy = #q = 0, L
ce qui n'offre aucun intérét. Conclusion : pour A
obtenir un régime linéaire stable, il faut toujours £
réaliser une contre-réaction entre E~ et S, et non P
entre E™ et S.

3.

. . .. . . D,
4. Ona v, = Aquqg — Ry(is — 1) ~ Aqug — Ryis(is > i.). De plus i, = R_S et Uy = Ve — Us
u
y N ‘US Ad . . ) .
doud, = — = ——— 5.4, >~ 1:onestbienen présence d'un montage « suiveur »,
Y1+ ds+ =
R

u
méme si 'A.O. n'est pas idéal.
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5,Ze:&orie:ﬁetud:fve—vS:fve(l—Av)d’oil:
Te R.
R;
R€<1+Ad+—)
_ u/ _ 1010
Z. = R =10"Q
1+
Ry

(Rappel : pour un A.O. idéal, Z, = 00)
6. v, ~ Ayug — Ryis. Quand v, = 0, g = —v; d’ou:

R, R,
ZS = ~Y — =
1+ A4, Ay

1074 Q

(Rappel : pour un A.O. idéal, Z; = 0)
Ry

7a. v, = ————¢; < ¢.

R, + R,

b. Z.=c0 = 1. = 0= Ryic = 0 = v, = ¢,.
A, =1 = v, = v => v, = ¢, : on a un adaptateur
d’impédance "parfait”.

m 1. Damplification vaut :

. R
dy=2 =22 = 100
Ve Rl
et le gain :
G, = 20log |4,| = 40 dB
La résistance d’entrée est égale 4 R, = E = R; = 1 k), et la résistance de sortie

le

R, = 00 (A.O. idéal).

2. Le théoréme de Millman s’écrit entre E~ et M :

-
_ . _ 2
Uem = —ua 1 N 1 R R,
R, R ud(D S
’ N Us Ve £ VS
Or v = Ajug dou —ug = —— et finalement
Ad ANNNNN
V. AdAo AdAO M

4,==

= ~ ~ A, = —100.
Ve Ay +1—A4, Ay — 4,
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AyA, AgA, )
3a. 4 = 7 +d1 i d qu’il faut mettre sous la forme
— 4, o
¢ Ag+ (1 —4,) (1 +]w_>

[}

H, )
— - Aprés calcul, on obtient :
v A Ai+1—4 4
v — 4lo
A = avec o = u)odi ~ —wo—d =10’w,
1+— 1—A4, A,
W,
/ —10° . 1 -
b4, =——g—=HHyouH,=Av=—100 < 0 et 3 = ————. Dou
1+ T 1+
1000, 103w,
les diagrammes de Bode suivants avec G = 20 log /ié = 201log !ﬂ + Gy =40+ G;s
et =@y, + @3 = —T+ @3.
G (dB) ¢ 10° 0, log ®
-7
log ®
-3n/2
=— 20 dB/décade

c. Comme G = 40dB, 2 —3 dB, le gain vaut G; = Gy — 3 = 37 dB, qui correspond

= Lm‘ _ 4 Ce gai b = 10°w, soi =

= 7 = ok gain est obtenu pour o, = 10”w, soit pour £; = 12,5 kHz.

4. P, = Ud = 3,64-107° W, P, = Eif; = 0,136 W, P, = E,], = 42,1 mW,
I

U.
P=—" =36mW.m = ————— = 20,2 % : le rendement d'un A.O. nest
R, P.+P+ P

jamais important, mais on a toujours P, < P et P,.

N 4
a |4,

m 1. La contre-réaction entre E™ et S atteste du fonctionnement en régime linéaire.

2. Soit 7 l'intensité du courant traversant R; ou Ry. Ona v, = —Rjietyv, = —(R1 + Ry)i
Ry . . -
dou H = 1 + —. Cette fonction de tranfert est réelle et positive : cela signifie que la

1
tension de sortie est en phase avec la tension d’entrée et on a bien un montage non

inverseur.

R

3. G = 20log|H| = 20 dB dot |H| = 10 et 172 = 9. Or R; = 10 k€, donc
1

R, = 90 kQ.
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. 2 & R
4.a. Alentrée, P. = v.i" = 0(;" = 0). Alasortie, P, = 5 _% <1 + R—z) =0,1W.

Ry Ry
P est donc fournie par I'alimentation de 'A.O..

v
b. v < Ve done |[H| < —F eteg < 1,5V.
G
. . . D,
De plus, 75 < 75 may s0Oit Ry = = >

Zg Zs,max

| Remarque:pour e =1V, |H| =10 = v, = 10V = R, > 2 k.

Us

et donc R, = 3 k() pour v, = Viy.

m Pour la figure 1, on peut écrire :

. . . . . . R
v, = —Ri, v1 = Ri1, vy = Rip, v3 = Riz. o I R !
Ori=4+n+i3doune, = —(v1+vy+v3): ; I:lR L1
le montage est un additionneur - inverseur. —>2—|:|—
v

%R ANNNNN
Pour la figure 2, on a v1 = Ryi; + Raia,
. C s Ry i Ry
vy = Riip + Ryip d'oll v, = —R—(wl — ). (2] N ey m—
. 1 P R
Si R, = Ry, le montage est un soustracteur, _Q_|:1 h
sinon c’est un soustracteur amplificateur. L
VS
m 1. On peut écrire : v; = —Ri
. d i R
avee i = L ety = v = L dou .
ds Cc
rRCY 1, calise d ] .
= — . mon réali n
w's s e montage réalise donc ql > B
bien une dérivation. S S
VC +
Vv
e 2
ANNNNN ANNNNN ANNNNN
dwve

2. En régime sinusoidal, = jov, dou H = —joRC = H, H; avec H, = —1,

dz
®
ﬂ:]w—oetwozR—C.
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On obtient les diagrammes de Bode suivants :

G =20 loglH o=argH

log ® log @

,= 1/RC

-m/2

3. A trés haute fréquence : si @ — 0o = |H| — 00 et v, — 00 : il y a saturation
(vs < Vear)- 11 faut donc rajouter une résistance R’ en série avec C pour éviter que Z, ne
sannule.

1
4. Soit Z I'impédance de la branche contenant R’ et C en série. Z = R’ + ——. On est

®
R 'RCow
ramené au montage amplificateur inverseur ot H = —— = — ]— = —-H H;
Z 1+ /R Cw —

Hy =~ et H * 1 o On obtientles di
avecH; = j—etHy; = ————ollw; = —etwz = . On obtient les diagrammes
e ) RC R'C &
J
3
de Bode suivants, en choisissant R’ < R.
G = 20 loglH| p=argH
________________ : o;=1/RC log o
20 log (R/R')/ ! .
3 =] / lo i
| O 1/R°C go 2

®, = 1/RC

Remarque : 3 BF, donc pour ® < w3,0n a un dérivateur réel (pente ”17),

a HEF, donc, pour o > w3, on a un filtre passe-haut.

d
m 1. En régime variable, v. = Ri avec i = d—i et vy = —vc = —% d’ou

1
%= —%C / ve(#)dz. Le montage effectue bien une intégration

1 1
= ——. D’ou les diagrammes de Bode suivants :

2. En régime sinusoidal, H= ———— =
JoRC Hy
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G = 20 loglH p=argH

log

“_q
o, = 1/RC log ®

- 3n/2

A 1 . . o
3. ATBFE, “oC — 00 = H — 00, or s < V1 il y a saturation. Pour I'éviter, il suffit
Jjo
de mettre une résistance R’ en paralléle avec C, entre E™ et S.

4. On est une fois de plus ramené au montage amplificateur inverseur avec Z = C//R’.

On obtient :
R

!
H=-—X__ — _§gpm,
1+ joR'C

ot w3 = 1/R'C. D'ou les diagrammes de Bode suivants :

G =20 loglHI ¢=argH

‘ 20 log (R/R") 0, log o

o, = 1/RC log ®

- 3n/2

Pour w < w3, on a un filtre passe-bas; pour w > w3, on a un intégrateur.

1
m 1. Aux basses fréquences, o > Rj et

1@ R2
1 y s . —
—— > Ry, d’ou la figure ci-contre. L
Cow CI1
On est en présence d’un dérivateur parfait. —| -
+
Vv
e Vs
ANN\\N AN\\\N ANNN\N
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1
2. Aux hautes fréquences, — < Rj et
Cl(,l) ICIZ
1
—— < R,, d’ou la figure ci-contre : R, !
Sz ——
On est en présence d’un intégrateur parfait. |
+
v, v,
AN AN
) 1 1 ) . .
3. On calcule la fonction de transfert: Zy = Ry + ——, Y, = — = — + jGw d'ou
- jClw - é R2
R, C
H=- . S22 D . :—H1H3Hé
(1 + /R Cio)(1 + jR, Cyw) - —
1 , 1

H =jo/o,H; = ———F— Hy = ————ectw; = 1/R,C1,03 = 1/R,Cy,
avec Hy = jw/wy, H 1+](1)/(1)3—3 1+]w/wge 1 /Ry C1, w3 /R1Cy
w; = 1/RyC;. Avec les valeurs numériques fournies, o1 < w3 < wj et il y a une décade

entre chacune de ces pulsations. Les diagrammes de Bode sont représentés ci-dessous.

20

wgn
o, (N o'y log ®

:

:

:

:

:

:

:

- 3n/2

On est en présence d’un filtre passe-bande. Le gain sannule pour o1 et 10w5. Il vaut
Gmax — 3 dB pour w; et j donc la bande passante vaut 0} — w3 = 9/R;C;.

m 1. Il faut calculer la fonction de transfert.

1 b)) ,
Vo.=|(R+ — |LetVy;=— —R1I.0Or
— jCw ) — — jCo -

_— _E_l—jRCw
R'L = Rhdonc H = = — — /-2
1= V. 1+ /RCo

2. Le déphasage entre la tension d’entrée et de
sortie vaut : ¢ = arg/d = —2arctan RCw. ¢

varie entre 0 et - selon la valeur de C : on a

bien un ”déphaseur pur”.
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3. Quand ¢ = —m7/2, arctan RCow = +m/4 d'ou RCw = 1. On obtient alors

C =500 nF.

/1+ (RCw)?
Remarque : |H| = ﬁ = 1= Cte dou G = 0 dB. On a bien un montage
0)

qui ne fait que déphaser v par rapport a .

1. UA.O. est idéal, donc (ug); = 0, d'ott v, = ug.

La loi des noeuds en P s’écrit :

Uy — U _ Up — 4 )
R3 Ry

2. Le deuxi¢me A.O. est monté en amplificateur inverseur,
avec deux résistances identiques, c’est donc seulement un
inverseur : vQ = —uy.

La loi des nceuds en Q s’écrit :

. up —us | (—m) — w3
s — >+ (2)
R3 R, Q
UE UT R2 Us
. Ug u . -
3. g, = 0 donc t,cc = — — A Or (1) devient !
Ry R e
—UE Ug —u1 , .
= d’ou :
R3 Ry
) _uR1+R3 o ug(Ry — Ry — Rg)
1 E R3 sCC R2R3
. . . UR, —R + Rl + R
4. i, = 0, en reportant cette valeur dans (1) et (2), il vient : u,, = (R, 3).
(=Ry + R1 — R3)
5. Onobtientles schémas de Thévenin
et Norton ci-contre. Req S S
. Z'lSO
Avec icc =
éq
Uso U Iscc Req s
RyRs
Ry=5—7"-+ S A
Ry — Ri + R3 ) L .
schéma de Thévenin schéma de Norton

6. La source de courant est idéale si Rsq = 00, il faut donc que Ry = Ry + R3. Dans ces

2ug

conditions, 7 = f,cc = =
2
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m l.a. En régime linéaire
Ry = _Réj et u; = Ry dou
Uy = & Li. Attention, le dipole

2
(D) est étudié en convention récepteur (u,
et 7 en sens inverse).

b. En régime linéaire et en convention
récepteur, u#, = f(z) est donc représen-
tée par une droite passant par l'origine et
1

de pente —
2

c. Les limites du régime linéaire sont défi-
nies par |vs| < V. Or vy = (R, + Ry)j

. Vsat . RZ .
d’ot < ————. Depl = ——
Ou|]|\Ro+§2 e plus 7 R/
. 2V sat .
d < —— Enfi =
onc |1| < RR. + Ry nfin u, = Ry
d) N < 0 ¥ sat )
ou el < 7 TRy

En régime de saturation, uq = et—em #0
donc Ry # —Ryj. On a alors v, = + V.
Uy — U u Ve
Ori=-=—"{Joui = met
Ry Ry
uy = Ryi = V. On obtient alors deux

demi-droites de pente R; > 0. Ces résul-
tats sont résumés sur la caractéristique ci-
contre.

d. En régime linéaire et en convention récepteur, Rp =

» oz z . ”» 2
résistance négative” donnée au montage.

Y -

A
ug] _
1Y

+
.
RZ
ANNN\N
R0 Ve
ANNNNN
Ug
pente R,

RoVea/ (Ry + Ry)

RV Ri(Ry + Ry)

—RyVaRi(Ry + Ry)

pente — RyR,/R,

2.a. On étudie un circuit {Ry, L, C} série ot Ry = R+ Rp = R — .

RORI

2

I R
Si0 < Ry < Re :2,/6,soit R}’{Zl

amorties.

- Si Rt =0, R =

RoRl
Ry

<R<

— RV /Ry + Ry)| -
pente R,
R, R
— ! 0, d’ot1 le nom de
2
R,R;
Ry

: on observe des oscillations non amorties de pulsation

[ L
+2 C : on observe des oscillations

R [ L
—Si Rt = Rc, soit R = RoRy +2 C : on est en régime critique.

Ry
R, Ry
)

— Si Rt > Rc, soit R >
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Ces régimes nécessitent de I'énergie. Celle-ci provient de 'alimentation de I’A.O. et non
du générateur de créneaux. Ce dernier fournit une tension continue ou nulle, dont la déri-
vée est nulle. Il n’intervient donc pas dans I'équation différentielle du circuit {Ryo, L, C} :
On pourrait s’en passer.

L
b. —Rc =24/ i 4472 Q, Rior = 52 Q) donc Ry < Re : les oscillations sont amorties.

RR
— Il n’y a pas d’amortissement si Ry, = 0, soit pour R,,, = R—2 = 6 k.

1
— Le générateur de créneaux n'est alors plus utile puisque les oscillations ne s’amortissent

plus.

m 1. En régime linéaire, # = —R,i et en régime de saturation, # = Ryi = V.

2. u = ai+ b°. Pour que la caractéristique réelle et sa modélisation coincident en régime

linéaire, il faut que 2 = —R,.
T . du 2 . . R,
La courbe modélisée est extrémum pour — = a + 34" = 0, soit pour 7 = =4/ —-. Or,
d: 35
. ) Vs
sur la courbe réelle, les abscisses de ces extréma valent i = +———=—_ Pour que ces
R, + Ry
) ) Ro(R, + Ry)?
abscisses correspondent, il faut que & = %
3V
L o RO . _ -/ _ -/ ]_/’,
orsque z, — + g * Ucaractéristique — :FROZQ €t Umodélisation = :FEROZO' ecart entre

Roty RoViar

la caractéristique et sa courbe modélisée vaut donc |Awp,| = = . Si
3 3(R, + Ry)
Via .
R, < Ry, Aty < Tt, cet écart est négligeable.
. . L. q d: . 3 L.
3. Pour le circuit RLC série, u = — o La —Ri = —R, + b7°. En dérivant par rapport

af et en posant w, = ——, il vient :

VLG
& (R,—R) 35 di
ar W= N oo
ds Lo,

&’ A\ di .
d?—S(.l)o (1—2) 54’&)01:
(Ro=R) o _ (R RIVZ
L(-‘)o ? RO(RO - R)Z

ou encore

avec £ = . On obtient des oscillations si 72 > 0 soit pour

R, > R.

4. ¢ = 0,14 < 1: & nest pas négligeable mais sa faible valeur permet d’appliquer la
méthode itérative de résolution de cette équation différentielle. On obtient 7, = 9,9 ms.
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m 1.a. Aux bornes de RC série :
Ri + ! / ds
v —ve=Ri+ — [ i
C

Aux bornes de RC parallele :

1
v, = Ri; = E/szl‘

Ori= i1 + ig. Dot

Ve do.

b. En dérivant la premiére équation et en ordonnant les termes, on obtient :

do. 3 dw, Ve 1 duo,
=
d?2  RCdr (RC? RC dr
2.a. En remplagant v, par Go, il vient :
dZ‘Ue + 1 (3 G) d‘Ue Ve -0
d?  RC ds  (RC?

qui admet une solution sinusoidale non amortie quand G = 3.

d’v v, 1 1
b Pour G =3, =% + % 0 @, = — et £, = .
our a2 | (RC) ©o = 2¢ T 2uRC

c. ANN.f, = 338,6 Hz.

. . . Ry
3.a. On est en présence d’un amplificateur non inverseur de gain G = 1 + R Pour que

1
G = 3, il faut que R, = 110 k().

b. — Si G devient inférieur a 3,
une oscillation atténuée exponentiel-
lement apparait en régime transi-

toire, donc il n'y a aucune oscillation Vit
en régime permanent. t
— Si G devient supérieur a 3, une
oscillation croissante exponentielle- / k /
V ..................................

ment apparait et on atteint le régime |~ V5

de saturation.
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G A
V) = Vg — V_ = Ug — V. D'oll vy = vy, A
G—-1
ve
R
B
ANNNNN ANNNNN
R, : )
b. G=1+ = avec Ry = f(v2) et v, = g(v;). On obtient numériquement :
1
R, (kQ) | 238 185 150 126 106 90 74 51 37
v, (V) 4 5 6 7 8 9 10 12 14
G 5,32 4,36 3,72 3,29 2,92 2,64 2,34 1,93 1,67
Vi (V) 4,92 6,42 8,2 10,05 | 12,16 | 14 14 14 14

m 1. ug = wp—u1. Quand ug > 0, uy > uy et

us = Vi, quand ug < 0, 23 < g et sy = —Viye ¢

le montage permet de comparer u; et u;.

2.a. Quand =10 V < o4 < 5V, g > O et

ty = V. Quand g > 5V, ug < Oetu, = —

Fonctionnement non linéaire

b.

3. Le raisonnement est le méme que précédem-

ment, on obtient la courbe ci-contre.

4.a.

ug (V)

u (V)
15
Viat.
5 u; (V)
- 15 e ——
ug (V)
— 15
u, up (V)
-5
-15
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b. Il y a basculement quand #; = uy, soit quand 10 sinwz = 5 et donc pour wz =

=ENE

57 13w 17w 51 13
—, ——, —, ... Uy = Vi entre les dates #et 7, telles que wty = — et wfy = —,
6 6 6 6 6
. 2T
soit ) — 1 = 3 =2ms=T.

c. Pour modifier 7, il suffit de faire varier u, : si #; augmente, T augmente.
d. On obtient ainsi une tension en créneaux disymétriques a partir d’un signal sinusoidal.

e. En HE 7 devient trés faible, 'A.O. n’a plus le temps de basculer ("slew rate” de
0,5 V/ps pour un A.O. 741). Or u bascule de —15 V a +15 V, soit une variation
Aug = 30 V. Il lui faudra 30/0,5 = 60 ps pour basculer. La période du signal doit donc
étre telle que 7" > 60 s et sa fréquence / < 17 kHz. Il suffit d’étudier I'exercice suivant
pour se convaincre des dégats d’une tension trop rapide.

m On rappelle que pour un A.O. 741, Au; = 30 V correspond a une durée de

basculement Az = 60 s (voir exercice précédent).

1. Pour 7" = 3 ms, ’A.O. bascule aux dates
T/12, 57/12, 13T /12, 177/12,..La
durée de basculement Az = 60 s ne se —

voit pas ici. B /\ 7777777777777777777
0,25 \ // t (ms)

ug (V)

2. Pour 7" = 300 s, 'A.O. bascule aux
dates 25 s, 125 s, 325 s, 425 ps,.. Ici,
la durée de basculement de 60 s n'est plus ‘ ‘ s

négligeable : Az/T = 0,2.

ug (V)

t (us)

100 ; 300

'
—

At At

3. Pour 7= 30 ps, A#/T = 2 : st ug = Vige 2 ¢ = 0, ’A.O.n’aura jamais le temps de
basculer : u; = Ve = Cte, V2.

4. Rigoureusement, il faut que Az < 7'/2 donc que £ < 1/2Az. Si Az = 60 s, < 8,3 kHz.

m l.a. " = 0 donc la loi du diviseur de tension sapplique dans la branche Ry, R, et

. Ry

sécrit:uy = 15—,
R+ R,
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b. AN.uy =43 Vetuy =—15V.

2.a. uj atteint uy = 4 Valadate 4y = 0,1.4/5=0,08s.Siug <4V, u, = +15 Vetsi

wm >4V, us=—15V.

b. T = Rapport cyclique

ug (V)
durée haute
= T 1 = 0,8 15
période
c. Durée en position haute = 7u, /5 t(s)
0,08 0,18 2
- 3R1T/(R1 + Rz)
3R
dou 1 = L Avec R, = 10kQ, —P o
Ri + R,
0 <7< 1entraine 0 < Ry < 5 k().
3.a. b. u
u
' —13am
Temt
1cm ,
1
Ys 2,5cm
4.a. b. u
uS
mnov S —
v N VN .
\,/ \/ o,
- seuil

m 1. 77 = 0 donc la loi du diviseur de tension s'applique dans la branche Ry, R; et

Ry
Us.
Ri + R,

sécrit: u =
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2. Siug = Vg, ug > 0 or
RyViar s
Ri+R,

Si ug = —Vy, ug < 0 dou
—RyVar
R, + R,
la caractéristique de transfert repré- \

ug = u — u, d'oll

Y
\

sat

u.. On obtient alors

sentée sur la figure ci-contre.
Ry Vit Y

avec Ub = m
1 2

3. On obtient un cycle d’hystéré- _v

sat
sis (2 valeurs possibles de # corres-

pondent a une seule valeur de ).

4. R = R = 1 kO,
Vi
U, = 2t:7,5v.

15V | u———
. , mnv

5. Ici, la durée de basculement de U,=75VF; /\\ .......... /\ .........

I’A.O. intervient moins : le bascule- t

. , u
ment est plus net et il peutserégler |, _ ;o\l | \ \/ _________ \ \/e/
b - ’

a I'aide des résistances.

m 1. C’A.O.1 fonctionne en intégrateur inverseur : #g = —— [ us3dz.

2. Pour’A.O.2 :

et = Lu e =u
R1 + R2 S25 S1
. + — Rl .
Doncsiusy = + Ve, e — e > 0 et ugy < mVsat. Inversement, si usy = Vi,
1 2
R
us > S Ve LA.O. fonctionne en déclencheur (bascule de Schmitt).
R+ Ry
R/
3. LA.O.3 fonctionne en amplificateur inverseur : ug3 = —R—%usg.
1
N Ry R, R
4.-Si,ar = 0,usy = +Veur, us1 < mVsat-OUt% = _R_iV;at = us1 = mVsatl‘-
. R
— Quand £ croit, us; augmente jusqua £ = £ ol us; — 71Vsat. On a alors
g Jusq
) / R+ R,
R R R{R{RC N .
/—2Vsatz‘1 = 41Vsat dou 4 = /1—1 A cet instant, 'A.O.2 bascule
R/RC R, + R2 Ry(Ry + Ry)
I /
R
2 2 1
usy) = —Var = usz3 = +—Var et usg = ————=Vt + ———V,ren prenant
sal R:,l sal RiRC sa Rl + R2 sal

comme nouvelle origine des temps 4 la date #.
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— Quand 7 croit encore, us; décroit jusqua # = # (comptée a partir de #) ol

R
usy = —71V5M. On a alors :
Ry + R,
Ri po—_ By o By
Rl +R2 sat — RiRC satf2 R1 +R2 sat
2R{R,RC |
dou 1 = ,171 A cet instant, 'A.O.2 bascule 2 nouveau, ugy = — Vg
R)(R1 + Ry)
R, R, R
— us3 = _R_iVsat — us1 = R{—RCVSM - mVsat-
— Quand # croit encore, us; augmente jusqua 7 = # (comptée a partir de
) tel que —leat = —éV;atfg — LVW dou 15 = 4, etc... et
Ry + R2 RIRC R+ R,
4R1RIRC

T=tH+HL=2Hp= ————.
PR T T RIR + Ry)

us1

RV Ry + Ry)

- R1 Vsat/(R1 e RZ)

5.a. 7R1 == 5R2
b. 6R}, = 5R;
1

c. RC= ——:s.

1060
On choisira R; = 3,3k, R} = 1,2kQ et R = 470 Q.

6. Dans le montage précédent, on avait #4 = #. La vitesse de montée et de descente
/

s . R . 2 Vsat
étaient les mémes et valaient ——

RCR]
sans toucher aux amplitudes, il faut modifier 1/RC. Il faudrait donc que RC ait 2 valeurs

. Pour modifier ces temps de montée et de descente

différentes en montée et en descente. Ceci peut étre réalisé si C se charge et se décharge
dans 2 résistances différentes, d’ot la modification suivante :
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Us
Vsat RIZ Vsat/R’1
t t
-V - R,V /R
sat
4 tz t 2Vsal R t, t, t
2RiR|R'C 2RiRIR'C
Pour lamontée: #; = ,71 (D1 est passante), pour la descente #5 = /71
R)(R1 + Ry) R)(R1 + Ry)

(D2 est passante). A.N. Avec #; = 5,3 ms et £, = 0,53 ms, R'/R" = 10.

1 1
m l.a. Dadmittancevaut: Y = — + jCw + —
R JLw

0w, Lw, »

R o, . 1
b. On calcule donc YR =1+ <RC(»O2 — w_) =1+,0 <x — —).
x

R
. 1\

R
d. EnBEx <1, Z ~ ]'Ex o~ jLo : le dipole est inductif.

c. Z=

R 1
EnHE x> 1,Z~ —— ~ o : le dipole est capacitif.

Ox jCo
2
V, 1
_¢Q()
— — R x

Vs
b. On cherche x. tel que L(x = x) = Io)min\/E = E\/E On a alors :

2
Vo 1 Vo . 1
21+ QP lxe——) = 2V2, s0it 1+ Q*(w— — | = £1 dont les solu-
R Xe R

C

1 1 1 1 1 1
tions sont x4 = — A——]etxyg=— A+ —]avecA= — +4>—.
2 (\/ Q) 2 <V Q) ¢ @
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Elles correspondent aux fréquences de cou-

pure et a la bande passante f, — f; = ]é On

est en présence d’un filtre coupe-bande ou

rejecteur.
1
c.tanp =0 (x— —
x
ow
d. Onpose x =1+ & avec & = —.
("‘)O
On obtient alors, au premier ordre en e,

Vs Vo ., 0w
I~ —(1+ 25 ~—(1+2/0—|.
I 2(1 + 2iQ2) R( JQ%)

/2

-1/2

3.a. Le schéma bloc équivalent est le suivant e(t)—»| A

= ZA= AR <A—2jQ8—w>.
w,

o

It |1en

c. Pourm =1/2,
e(t) = E,(1 + 0,5 cos Qf) cos w, 7

dont 'amplitude varie entre 0,5E, et 1,5, :

d. Il faut utiliser un multiplieur.

e. ¢(t) = E, |:COS Wt + % cos(Q) + w,)z

+§ cos(Q) — mo)z‘] .

¥4 1.a. Le montage "diviseur de tension" et la loi du méme nom conduisent a

n_ G
v G +C

—» i(t) = Ae(t) avec

s(t)

-

e(t)

1/F, (HF)
1/F (BF)
1
m/2 m/2
0, - Q ®, 05+Q

eenences
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JLo(Cy + Gy)
(C1 + @) — LG CZ(.O2.
jL(J)(Cl + )
c. — = - )
Vl [(Cl + Cz) — LClCzwz]R +]L(x)(cl + Cz)

b. Z == (Clscg)//L d’Ole ==

<

v 1 C LC
d.Z:?Z?: I avecazl-i-gl(sansunité),b:ﬁens)
r ri a+ — +de 2 ( 1 2)
bo
etd = RC; (enss).
. . . RZWC + qujs
2.a. Le théoreme de Millann, appliqué entre £~ et la masse s’écrit: v~ = —————
R + R,
T(Ry + Ry) — R
Orv~ = T, dolt v, = <_( ! 2) 1> Vs.
. Ry o :
b. v« =0, v # 0s1i T = est un réel positif. Or la partie réelle de
- - R1 + R2
, R G . .
T vaut dot — = — et annuler la partie imaginaire de 7" conduit a
Ry + R, Ry G,
1 1

w=—= .
Vbd ILC

L
3a. Z; =L//Cs) = % I suffit de remplacer jZw par Z; dans T(jo) et on
Ci+C
obtienta’ = 4,6’ = betd = d + RC(s) 1(_7 2.
2

b. On utilise la méme méthode que celle développée dans la question 2.b. :
1 1

W, = =

Vid  \JT(C + C)

c. Le développement limité de C(#) sécrit : C(¢) ~ A,S) (1 + Z—SCOS 0u‘> avec
4,8" = C,.

d. Dans I'expression de w, précédente, on remplace C, par C(#) et w, par w(z). Il vient :

ot) = 1 ~ o, (1 _ LCyne cos ou‘)
ne 28,
L(C + C, (1 + 5 cos at)
Ao LCynew? Cone

On en déduit que ) = acet que p = o 28, = 25.0C 1 C)

o(z) est la pulsation du signal modulé,o o, est la pulsation de la porteuse et () est la
pulsation du signal modulant.

e. Ondes radio : 30 kHz < £ < 0,3 GHz (£, = o,/2m).
Ondes TV : 0,3 GHz < f;, < 3 GHz.
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Télécommunications par satellites : f; ~ 30 GHz.

— On réalise I'accord sur la pulsation de la porteuse w, a I'aide d’'un circuit bouchon
{L, C,} ou la capacité C, est réglable (C, ~ gg nF, L ~ 1 mH).

— Voir les problemes liés a I’A.O. dont la fréquence de coupure est inférieure a celle de la
porteuse.

— On peut citer comme autre méthode de modulation, la modulation d’amplitude (voir
résumé de cours).

m 1. LA.O. est monté en suiveur. Il permet I'adaptation d'impédance : Z; = 0,
quelle que soit Z. De plus ’A.O. est idéal, donc v —ov =U.

AU —U . AUy — U
2. Les intensités des courants valnt : 75 = 7f, 1 o= L,
2’R 26R

. DUg—U . A4Ug—U
1 — 25R yeeey 17 = 20R
3. Commei+:00na2ik:0d’of1:

[]réan+Al+A2+ +/47_U 1+1+ +1

R 27 26 25 7 20|  R|[27 26 7 Q0

En multipliantles 2 membres par 27 ilvient: U A, + A2 +...4+4;27] = U[2°+2' +...+27].

Le 2° crochet vaut 255 et le 1% vaut V. Finalement : U = l]réfﬁ.

4. Ce convertisseur est un 8 bits (= 1 octet). Il permet de convertir une grandeur binaire,
codée sur un octet et donc comprise entre 0 et 255, en une valeur analogique. Le MSB
correspond a A7 (interrupteur &7). Le LSB correspond a A4y (interrupteur d).

5. Le quantum correspond au LSB : 4, = 1, tous les
; V)
Yt _ 19,6 mv. N
Upax = 5V et0 < N < 255. On obtient la marche /
d’escalier suivante ot la hauteur de chaque marche ,
vaut 29,6 mV. d

autres poids 4 étant nuls. Upy, =

6. Les problemes liés a ce montage sont les suivants :

— trouver un lot de résistances telles que R; = 2*R;

— R et Uy ne doivent pas varier avec la température

(alimentation stabilisée, précision des résistances);
—TA.O. utilisé est réel et donc limité; .
— les interrupteurs ne sont pas parfaits (résistance non nulle quand ils sont fermés).

Lenrencey

m 1. Ce montage n'utilise que deux types de résistances. De plus, quelle que soit la
valeur des bits, le courant circulant dans ces résistances est toujours le méme.

solutions dey
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— A3Ues —
2. Aunceud 1: D709 AUkt T U 0
i 2RAU
Auneud2: B~ 92 1~ % | MUk~ W
K R AUzR
Auneud3: A—% 2= AUe—v
R R 2R

_ . AU
Aunceud 4 : O4 + U3 — U4 + 1Ures — v

3. Par substitutions successives, en partant de v4, on obtient :

(fgf(Aozo + 42 + 4)2% + A432°) = UTZN.
% donc si on effectue une conversion a # bits, on aura v; = UI;N LA.O.
étant monté en suiveur, U = v; d'ou U = U;iN
5. Pour n = 8, le quantum correspond a4 V = 1 et vaut donc :
Uwrl  Ug
U= "5 = 356

=0

=0.

v =

4, v =

Uys.255
256

7
6. Quand N = 227 = 255, alors U =

k=0

= 0,996 Uy

7. Méme réponse que pour la 1" question de I'exercice précédent.

m 1. DA.O. estidéal, doncv™ = v~ = 0,7~ = 0: c’est le méme courant d’intensité
7 qui traverse Ret C':

Ures . dg dUc
g = — = C—
! R ot ! drs drs
dU;
avec Uc = —U,doui=—C o
Uk dU;
De plus f— —C d’ou :
R dz U
réf
U =—
RC

On rappelle que Uy < 0 donc Uy > 0.
2. Pour le comparateur du haut : si U, < U, alors a = 0 (U, = 0 V), etsi U, > U, alors
a=1U,=15V).
Pour le comparateur du bas : si U; < 0, alors 4 = 0 (U, =0V), etsi U, > 0, alors 6 = 1
(U, =15V).

UsT .
Le basculement du comparateur du haut se fait a la date 7 telle que U = — RfC , soit
U

réf

aladate 7= RC
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3. a b c d
t<h 0 0 0 0
N <t<ph 0 1 1 1
H<t< T, 0 1 0 0
4. Figure ci-contre.
Ur
5. La durée du comptage vaut :
th —#H = NTy,
Yoo t, A T T
Or la pente de la rampe s’écrit : 1. 2 .
U 2 / | D
= s T T S0 Eg o Beg |
En comparant les 2 résultats, il vient U
U Wi o LU T : S !
— = T = = — qui o |
NT,, T, 2Upm T o
est bien proportionnel a U. "l‘”‘”‘l !
: : t
. Th — '
6. Pour N = 1, on obtient U, = 2U,maxF. T,

7. On peut citer les défauts de stabilité de U et U. De plus un A.O. non idéal implique
une durée de commutation non nulle. En conclusion, la conversion est relativement rapide
mais manque de précision. On compense en fait I'imprécision des composants (R, C) en
utilisant un CAN double rampe.

m Exemples de conversion en 3 bits :

St U = 57:alal®étape:57 >4 = A4 = 1etd = 4, ala2° étape :
(5,7—4) =1,7<2 = B=0etB =0,2la3%tape:(5,7-4-0)=1,7>1= C=1.
Le nombre s'écrit [101], c’est-a-dire de la méme fagon que "5" en base 10. La conversion
entraine une erreur AU = 0,7 V. Si U = 7,2, on obtient par le méme raisonnement
[111] équivalent 2 "7" en base 10, ot AU = 0,2 V. Si U = 2,3, on obtient par le méme
raisonnement [010] équivalent 2 "2" en base 10, d'ot AU = 0,3 V.

Fonctionnement du convertisseur :
1. SiU > 4, C; donne §; = 4 = 1 quand I; est ouvert et 4 = 4.
SiU < 4, Gy donne §; = A4 = 0 quand I est

P R ; R i
= I 1
fe.rmeetz_ﬂ 0.. . o U] -
Siliestouvert:iy = i+1 ce qu1 s'ecrit encore
%Y A i = -2 af
—— =——=douv; = —(U—A). -
R R R ! = v
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Si L est fermé : i’ = 0eti; = 7 dou

R, _R_
vy = —U. U-— P
En résumé, v; = —(U — 4), quelle que (1- R oR
soit la valeur de A. -A
\ / v,
v=0
2. 2°étape : si —B > v_ = vy cest-a-dire —B > —(U —4) = U —4 > B
— 8§ =B=1letvy=—(v; + B) = U — (4 + B) (I, ouvert).
Si —B < v_ = v cest-a~dire U < A+ B — S, = B = 0 (I, fermé) d’ou et

vy = —v; = U — 4. Enrésumé, v, = U — (4 + B), quelle que soit la valeur de B.

3. 3¢ étape : on obtient de méme v3 = —(U —4 — B — Q).
Attention : il faut bien noter que c’est —B qui est relié a la borne + de 'A.O. appelée C,.
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Chapitre

Ondes

Ce chapitre traite des propriétés des ondes, et plus particulierement des ondes
électromagnétiques et acoustiques. La premiére partie présente les notions sur les
ondes a connaitre absolument. Ces notions permettent de retrouver les résultats
obtenus pour des cas particuliers. Les ondes acoustiques seront principalement
développées dans les exercices. La partie cours présente simplement les principaux
résultats.

1. Introduction

1.1. Equations d’ondes

1.2. Propagation unidimensionnelle (ondes planes)
1.3. Dispersion

2. Ondes électromagnétiques dans le vide

2.1. ]::quations de Maxwell dans le vide
2.2. Propriétés des ondes électromagnétiques dans le vide
2.3. Détection des ondes centimétriques

3. Ondes électromagnétiques dans la matiére

3.1. Equations de Maxwell dans les milieux matériels

3.2. Conditions de passage

3.3. Exemples de milieux matériels

3.4. Réflexion et transmission (incidence normale)

3.5. Onde « basse fréquence » dans un métal. Epaisseur de peau
3.6. Pression de radiation

4. Ondes acoustiques dans un fluide parfait

4.1. Equation d’ondes

4.2. Impédance acoustique caractéristique (ou itérative). Réflexion, transmission (incidence
normale)

4.3. Ultrasons

5. L'effet Doppler

5.1. Lasource S etle récepteur R ont des mouvements colinéaires
5.2. Cas général non relativiste

5.3. L'onde se réfléchit sur R avant d’étre captée par S

5.4. Effet Doppler relativiste. Décalage vers le rouge
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Gﬂu‘w

D 1. INTRODUCTION

Cette partie, ot sont présentées les notions de base sur les ondes, est 4 connaitre absolu-

ment.

1.1. Equations d’ondes

Dans tout ce qui suit, nous nous intéresserons a des phénomenes de propagation. Ceux-ci
sont décrits par des grandeurs qui dépendent a la fois de 7 et de # et qui satisfont, dans
le cas d’'un milieu non dispersif, a 'équation de d’Alembert.

Par exemple, p(7, #) et E( 7, t) étant respectivement des grandeurs scalaires et vectorielles,

nous aurons & considérer des équations de la forme :

92
L= (1)
PE -

ol V est une constante. Remarquons que les équations ci-dessus étant linéaires, elles satis-
font au théoréme de superposition : toute combinaison linéaire, a coefficients constants,
de solutions est elle-méme une solution. A noter que, dans (2), chacune des composantes

de F satisfait 2 une équation de la forme (1).

Exemple : en 3 dimensions, (2) équivaut donc a :

0’E, , [ & 02 02
=V + + — ) E,

972 a2 9P 02
PE, ,(0F 8t
— =7 S+=+=)E
92 Ix2 8y2 922
9’E, , (& 92 92

= 17—+ —+—|E,
972 axr 92 02

1.2. Propagation unidimensionnelle (ondes planes)

Silon se restreint, pour l'instant, a la propagation en 1 dimension (par exemple suivant
'axe des x) d’une grandeur scalaire, (1) s’écrit :
2 2
('9_? = 7?2 rp
912 dx?
(Cest le cas, par exemple, pour une onde plane, les surfaces d’onde étant, en I'occurence,

des plans d’onde d’équation x = constante.)
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On montre que le changement de variable # = # — x/V, v = ¢ + x/V conduit a
I'équation :

q &
du dv

de solution générale : plu,v) = fu) + glv)
soit  plx,2) = ft—x/V)+ gt +x/V)

Chaque terme, /" ou g, représente une onde progressive qui se propage, sans se déformer,
a la célérité V, respectivement dans le sens des « croissants ou décroissants. Le point
d’abscisse «x reproduit le mouvement de O avec le retard x/V, temps qu'il faut a Uonde
pour se propager de O en x. Les fonctions /" et g sont déterminées par les conditions aux
limites (sources, réflexions éventuelles,...)

Soit une source émettant en x = 0 un signal sinusoidal qui se propage dans le sens des
x croissants. En I'absence de réflexion, on aura ¢ = 0 et 'on pourra écrire :

) = Re(a.c™™/7) (3)
— ,Re(ﬂ.ei(mt—k x)) — Re(a.e“mf_ 4 ;))

% est le vecteur d’onde, normal aux plans d’onde (x = constante), et dirigé, ici, dans le
sens des x croissants. Son module est :

2
o _2m
14 A
avec N=V.T ; N\, longueur d’onde, estla distance parcourue par 'onde pendant

une période de vibration.
La relation 2 = w/V, avec V constante, exprime que % est proportionnel 2 w. Elle est
caractéristique d’'un milieu non dispersif.

Remarques :

— Re (partie réelle de...) sera parfois sous-entendu. Attention, toutefois, quand on
s'occupe d’énergie ou de puissance. Il faut, alors, instamment revenir aux grandeurs
réelles.

— Dans I'éq. (3), la constante a devant I'exponentielle ('amplitude complexe) peut étre
prise réelle avec un choix convenable des origines (de temps et d’espace).

Cependant, il faut remarquer que si 'on considére simultanément plusieurs ondes,
celles-ci peuvent étre déphasées entre elles. On ne pourra pas, a priori, considérer
comme réelles toutes les amplitudes. Voir 'équation ci-dessous. (Si a est réelle, a.e™
ne lest pas en général).

— Dans le cas d’'une onde plane sinusoidale se propageant dans une direction quelconque
75, (3) s’écrira :

P70 =TRe (a‘ei(wtfz.?))
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Sil'on envisage, maintenant, une réflexion totale en x = L, on aura :
P(x [) — Re (a.ei(mtfz.?c') + ﬂ.eie.ei(wt+ ZFJ))
= 2a.cos(wr + 0/2). cos(kx + 6/2)

(8 est le déphasage qui prend en compte les conditions aux limites en x = L). p(x, #)
représente alors une onde stationnaire (on n’a pas de propagation car pas de terme en
ttx/V).

Dans le cas ou 'on a réflexion totale a la fois en x = 0 et x = L, le régime stationnaire
b

(résonant) ne pourra s’établir que pour certaines valeurs de w (pulsations propres ou

pulsations de résonance). Les fréquences admissibles sont donc quantifiées.

1.3. Dispersion

Dans un milieu dispersif, 7 dépend de o si bien qu'une onde non monochromatique se
déforme lors de sa propagation. Cela se traduira mathématiquement par le fait que w
n'est pas proportionnel a 4. La fonction w(£) est appelée relation de dispersion.

On distinguera alors les vitesses :

Vitesse de phase : |V, = % (4)
. dw
Vitesse de groupe : |V, = " (5)

V, (vitesse de groupe) représente, en général, la vitesse de propagation de I'énergie.
V, ne peut pas dépasser la vitesse de la lumiére. Dans un milieu non dispersif, o est
proportionnel a % ce qui implique Vg, = V.

Concernant les ondes lumineuses, la dispersion se traduit par le fait que I'indice 7 dépend
de \. La vitesse de phase est 7y, = ¢/n (c est la vitesse de la lumiere dans le vide).
Enfin, dans certains cas, on rencontrera la relation :

VeV = constante = (Vy)? (6)

Le lecteur est invité, en utilisant les définitions (4) et (5), a chercher quelle est la relation
de dispersion qui conduit a (6).

2. ONDES ELECTROMAGNETIQUES DANS LE VIDE

2.1. Equations de Maxwell dans le vide

Lespace considéré est caractérisé par les constantes € (permittivité diélectrique du vide)

et o (perméabilité magnétique du vide). Il comporte des densités volumiques de charge
—

p(7,¢) et de courant 7 (7, 7).
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Les quatre équations de Maxwell s’écrivent :

ivE = £ )
€0

9B

ot E = -2 (8)
Py

-
div B = 0 9)
OE
I?E) = Mo <7+€0 E) (10)

N
ol €p % est le courant de déplacement.

(7) et (10) sont, respectivement, les formes locales des théorémes de Gauss et d’Ampére
généralisé. (8) est la loi de I'induction de Faraday. Enfin, (9) traduit la conservation du
flux magnétique.

Des équations ci-dessus, I'on déduit I'équation de continuité (conservation de la charge
électrique) :

9
a—‘t’+div7:0 (11)

Avec les relations d’analyse vectorielle, on établit 'équation de conservation de’énergie :

e =)
ou W est la densité volumique d’énergie électromagnétique :
E* B
w= 2 (13)
2 2o
—
et P le vecteur de Poynting :
EAB
—
P = (14)
o

—
Le module de P s'exprime en W/m?.

- s - - ~ P - ~ . P z
Propriéteé : Le flux de P a travers une surface fermée 2, est égal a la puissance pénétrant dans le
volume intérieur 7.

Il faut donc penser a utiliser le vecteur de Poynting quand on étudie la propagation
d’énergie ou de puissance (voir les exercices 2, 3, 4).
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2.2. Propriétés des ondes électromagnétiques dans le vide

N — — -
A partir des équations (7) a (10) avecp = O et ; = 0, on montre que les vecteurs E et

B vérifient les équations de propagation :

— 823

AE = € o W (15)
— 82§>

AB = €0 Mo W (16)

- -
etque £ et B se propagent a la vitesse de la lumiére :

1

N

cC =

Des ondes planes sont solutions de (15) et (16).

Considérons une telle onde plane se propageant sans se déformer ni s’atténuer (son
amplitude ne décroit pas au cours de la propagation) selon 'axe Oz dans le sens z > 0
(vecteur unitaire : 7). On démontre que les vecteurs E, B et % forment un triedre

trirectangle direct et que I'on a les relations :

E =

NV
> w
1)

—
B =

Propriété : Les ondes électromagnétiques (et notamment les ondes lumineuses) planes sont
transversales.

On définit 'impédance itérative (ou caractéristique) du vide par :

Zy s'exprime en ohms (Zy = 376 Q).
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N
Pour une onde plane sinusoidale se propageant selon Oz, on a pour E et

—

B :

E(?,l‘) E, = Ey.cos(wt—kz+ )
E, = Ey cos(of — kz+ )
E, = 0
— E()y
B(7,1) B, = ——cos(wt— 4z + )
c
Eox
B, = Tocos(wt—/ez—i-d))
z 0
INE
B="""
)

On distingue :

N
— la polarisation rectiligne : ¢ = ¢ (mod. m); E,/E, = cste; le vecteur E a une
direction constante dans le temps et dans 'espace. (Voir la figure ci-dessous ot l'onde est
représentée a un certain instant £.)

— la polarisation circulaire ou elliptique : ¢ = s + 7 (mod. m);

EZ

X

B

2
E)’_

E2
Oy

X

s =4 . , — L, . .
Lextrémité de E, en un point donné 7, décrit une ellipse (deux sens de parcours sont
possibles correspondant a une polarisation droite ou gauche). Si Eo, = Ey, la polarisation
est circulaire.

D’une maniére générale, l'intensité I d’une onde électromagnétique est la puissance
moyenne qui traverse un élément de surface d’onde d’aire unité :
(dIT)

1=
ds
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(dIT désigne la puissance qui traverse I'élément de surface d’onde d’aire ds; (. . .) désigne
la moyenne temporelle).

Exemple : en utilisant le vecteur de Poynting, on obtient, pour une onde plane :
LB )
o € Mo
et, pour une onde plane sinusoidale :
2 2
B TR,
2w c

2.3. Détection des ondes centimétriques

—
Le détecteur de champ E est rectiligne, de longueur &~ \/2. La diode
joue le role de redresseur. U'intensité du signal recu est maximale lorsque

AN
I'antenne est parallele a E.

my

N
Détecteur de champ B : lintensité est maximale lorsque le plan de

. N H
l'antenne est perpendiculaire & B.

=» Voir exercices 1 a 3

3. ONDES ELECTROMAGNETIQUES DANS LA MATIERE

11 est indispensable d’avoir étudié la partie 2 avant d’aborder celle-ci.

Le passage aux milieux matériels met en jeu des propriétés nouvelles. En effet, ces mi-
lieux peuvent se polariser sous 'action d’un champ E (chaque élément de volume dv
soumis & £ devient un dipéle de moment électrique ?dw; P estle vecteur polarisation)
ou, encore, étre conducteurs,... Les conséquences peuvent étre importantes quant a la
propagation des ondes électromagnétiques : on verra méme que, dans certains cas, la
propagation est impossible.

Linteraction entre les ondes lumineuses et la mati¢re est a la base de la couleur des corps.
Un exemple frappant est la diffusion Rayleigh, dont 'amplitude est en A =%, de la lumiére
du Soleil par les molécules de 'air atmosphérique qui montre que :
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— les faibles N sont les plus diffusés d’ot1 la couleur bleue du ciel;

— les grands N sont les plus transmis d’ott la couleur rouge du soleil couchant...

Dans ce qui suit, on considérera des milieux matériels non magnétiques (la perméabilité
magnétique . sera prise égale a o = 4m.10~7 SI), homogenes (e, la permittivité
diélectrique, est indépendante de 7), linéaires et isotropes.
On introduit les vecteurs :

RN
— D : déplacement électrique;;

— . . L.
— H : excitation magnétique.

Pour des milieux linéaires et isotropes, on a les relations de proportionnalité entre

vecteurs :
— —
D = €FE
— —
B = pH

€ est une constante réelle ou complexe (dans un sens a préciser par la suite). Pour un
milieu non absorbant, € est réelle et positive. / s'exprime en A/m et D en C/m?.

3.1. Equations de Maxwell dans les milieux matériels

_
divD = p (17)
9B
ot E = — (18)
ot
-
divB = 0 (19)
— — GB

(a comparer avec les équations (7) a (10)).

3.2. Conditions de passage

Si I'espace considéré présente une surface (s) de discontinuité séparant deux milieux (1)
et (2), les équations précédentes conduisent aux relations :

— —

Eq s = Ep (21)
— —
B nl = B n2 (22)
— — .
DnZ - Dnl = O n (23)
-7 o4 - -
Ho—Hpy = jAn (24)
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ol oy est la densité surfacique de charge au point considéré et j, le vecteur courant
N o, . N . 7 =
surfacique. 7 est le vecteur unitaire normal a (s), orienté de (1) vers (2). £, est la

composante de E tangente 2 (s) dans le milieu (1), ?,,1 la composante de B normale a
(s) dans le milieu (1), ...

La relation (21) exprime la continuité de la composante tangentielle de E

=
La relation (22) exprime la continuité de la composante normale de B.

Exemple : pour des milieux non magnétiques et en I'absence de charges et de courants

en surface, on a :
— —

— — — —
Bi=B, , Ean=Ep et L g=6FE, (25)

Exemple : lors du passage d'un milieu diélectrique dans un métal, les conditions aux

limites usuelles sont les suivantes : E est soit nul soit normal 4 la surface du métal.

3.3. Exemples de milieux matériels
Diélectrique parfait

p:0'5:0 ) ]:]::0 y M=Kk , €—=€)E€E,
€, est la permittivité relative du diélectrique. Dans un tel milieu, les ondes électromagné-
tiques se propagent a la célérité ¢’ :
1 1 1 c

/
C

B V€ o - v/ €0 Moﬁ_ n

L’indice # du milieu est donc :
n= /€,

—
Le vecteur polarisation P étant égal au moment dipolaire par unité de volume, on a :

— - =
D = e E+ P
— —
P = xe E
e, = 1+x

(x est la susceptibilité diélectrique du milieu). En général, x dépendra de o : un tel
milieu sera dispersif.

Les diélectriques parfaits sont une bonne approximation de bon nombre d’isolants usuels
lorsque ceux-ci ne sont pas chargés (par frottement, par exemple). Pour les corps gazeux,
dans les conditions usuelles, €, est voisin de 1 tout en étant supérieur a 1.

Enfin, pour l'essentiel (hormis la dispersion), ce qui a été dit pour la propagation d’une
onde progressive dans le vide reste valable pour les diélectriques parfaits (remplacer la
célérité ¢ par ¢’ = ¢/n, 'impédance caractéristique Zy par Z = Zy/n,... les ondes planes
sont encore transversales avec un triedre ( E E), 7) trirectangle direct,... méme expression
(14) pour le vecteur de Poynting, .. .).
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Meétal non magnétique

p=0 , ]_::'yf (Loid’Ohm) , pn= o

v est la conductivité. Pour un métal parfait : v = oco. Cela implique notamment qu’a
Pintérieur d’un tel milieu  est nul afin que le vecteur courant ] reste fini. Une autre
conséquence de y = 00 est une résistivité nulle donc pas de pertes par effet Joule : un
métal parfait sera un réflecteur parfait.

Pour les métaux réels, on distingue nettement deux types de comportements suivant la
fréquence :

— 2 « basse fréquence » (ondes radio, infrarouge et méme domaine visible), les effets de
conductivité dominent (role important des électrons de conduction). On peut prendre,
dans ce cas, € ~ € (on néglige les effets de polarisation). Pour les ondes radio (voire
jusqu’'a des fréquences de 'ordre de 10*210° MHz; ne pas se laisser abuser par 'expression
« basse fréquence »), on peut faire 'approximation du métal parfait. Il est bien connu qu'a
« basse fréquence » les métaux ont un pouvoir réflecteur élevé.

— & plus haute fréquence (domaine ultraviolet et au-dela), les effets de polarisation vont
étreimportants : les oscillations forcées des électrons liés aux ions du réseau cristallin vont
jouer un réle prépondérant. Cela conduit 2 une diminution notable du pouvoir réflecteur :
bon nombre de métaux deviennent transparents dans l'ultraviolet.

3.4. Réflexion et transmission (incidence normale)

On suppose U'espace constitué de deux diélectriques parfaits :
— le milieu (1) d’indice 71 et occupant la partie x < 0,

— le milieu (2) d’indice 7, et occupant la partie x > 0.

Nous allons considérer le phénomeéne de réflexion-transmission d’une onde plane sinu-
soidale arrivant du milieu (1), sous incidence normale, sur le plan x = 0 séparant les
deux milieux. De plus, on se limite 4 une onde polarisée rectilignement, une onde quel-
conque pouvant toujours étre décomposée en deux ondes ainsi polarisées. On se propose
de calculer les coefficients de réflexion R et de transmission 7" en puissance.

Par définition, R est le rapport entre la puissance moyenne réfléchie par un élément
d’aire de la surface de discontinuité et la puissance moyenne incidente sur le méme
élément d’aire.

La définition est analogue pour 7.

Remarque : on pourra écrire « R = intensité de 'onde réfléchie / intensité de I'onde
incidente ». En revanche, écrire « 7" = intensité de I'onde transmise / intensité de I'onde
incidente » n’est valable que sous incidence normale. Pourquoi ?
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. . . ﬁ _> .
Les ondes se propagent suivant I'axe des x. Les champs incidents ( £1, B1) sont coli-
. . N , . , , . H H
néaires, respectivement, a Oy et Oz. Par symétrie, les champs réfléchis (E], B]) et
= —
transmis ( £ 5, B,) auront les mémes polarisations. Les célérités des ondes dans les deux

milieux sont ¢; = ¢/m et ¢ = c/my.

En n’écrivant que les composantes non nulles, on a :

onde incidente Ey, = a1.cos(of — kx)
a
By, = —.cos(wt— £ix)
¢
onde réfléchie  Ej, = aj.cos(w's + Kx + 1)
a/
B, = — —L.cos(w't + kx+ b))
C1
onde transmise Ey = a.cos(0t — kx + )
ap
By, = —.cos(wt— kx+ by)
2

— = o
(les 3 ondes étant planes, les 3 triedres « (E, B, %) » doivent étre trirectangles directs,

ce qui explique le signe — pour B],).

Ici, tous les champs sont tangents a la surface de discontinuité (le plan x = 0). Les

milieux étant non magnétiques, les conditions de passage, équations (25), impliquent,
— T =

purement et simplement, la continuité des vecteurs £ et B soit :

Ey +Ej, = Ey

Blz-i-B{Z = By,

et ceci, pour x = 0, Vz.
On en déduit, immédiatement, que :

, . , ) )
0O=0 =0 et k =k =m— ky = ny—
c c

En passant aux amplitudes complexes, on a :

a; + ai = o
1 / 2
_(ﬂl - ﬂl) =
C1 - C

(les amplitudes des champs incidents sont choisies réelles avec, de plus, a; > 0).
On trouve facilement :

4 = 27,
- nq + ny

. 2711
f = nm + nz' @
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d’ou :

, [n1 — my b
a; = et
- n + ny
avec 1 = 0 st mo>m
/
1 = ™ sl m<m
2711 iy
a = .aje
- m + n
avec ¢, = 0

On observe que :
— la transmission s’effectue sans changement de phase (¢, = 0)
— —
— E; et E] sonten opposition de phase si 71 < 7,
— —
— Bj et B sonten opposition de phase si 71 > 5.
Les intensités des ondes sont :
S .2
— onde incidente : a7 /(2poc1)
) ¥a D4 [ 2
— onde réfléchie : (a7)*/(2poct)

— onde transmise : @3 /(2poc2)

On en déduit immédiatement les coefficients R et 7" sous incidence normale :

2
R = (”1_"2> (26)
n1 + %)
4721722
T = 77 27
(m + mp)? @)

Onvoit que R et 7 sont invariants dans 'échange 1 «+— 2 c’est-a-dire si 'onde incidente
est dans le milieu 2 au lieu du milieu 1. Enfin, on vérifie la conservation de 'énergie :

R+T=1 (28)

3.5. Onde « basse fréquence » dans un métal. Epaisseur de peau

On suppose € ~ € (on néglige les effets de polarisation). A I'aide des équations de
Maxwell dans le milieu métallique, on montre que :

—
E
oE  @F
.
AE = — + eg——— 30
Mo(\’az Ea[2> (30)
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Cette derniére équation est une nouvelle équation d’ondes qui n’est pas de type d’Alembert
mais qui reste néanmoins linéaire. En régime sinusoidal, on a :

— =
R ot IE . = ’E 27
E ~ , — —=iw R
a9t a9t
(30) sécrit donc :
— . — =
AE = ivop E —epoo’ E (31)
. = / 2=
soit AE = —€po E
;o Y
avec € = € —i—
®
Par comparaison avec le vide (€/,;. = €), on voit que le métal a une constante diélectrique

complexe : c’est un milieu absorbant. Dans le domaine de basses fréquences considéré,
ona:

Y > wey (32)
On peut négliger le dernier terme de 1'éq.(31), ce qui conduit a :
—

N
AE =iyopy E

Pour une onde plane polarisée suivant Ox et se propageant dans le sens z'z, on aura :

9’E, _ 5
922 = iyopuE, = VvE,
dou E, = (A.e*vZ + B.eﬂz) e’

avec v = \/(iYwM0)=<1\;r§i>‘ (yopo)

TV est a écarter car il correspond 4 une onde d’amplitude croissant

Le terme en B.e
indéfiniment lors de sa propagation. Finalement :

Ex — Aefz/d ei(wtfz/d) (34)
avec d = 2 (35)
Yo

Ainsi, l'onde ne pourra pas se propager dans la « masse » du conducteur : elle s’éteindra
sur une distance de l'ordre de d. 4 est appelée épaisseur de peau.

Conséquence : on voit que plus o est grand (tout en satisfaisant a (32)), plus & est faible.
Ainsi, un courant de fréquence suffisamment élevée circulera a la surface des conducteurs
(effet de peau). Dans ces conditions, on peut supprimer le « caeur » du conducteur et
ne garder que I'« enveloppe ». De plus, pour minimiser les pertes par rayonnement, on
utilise des cables coaxiaux formés de deux conducteurs cylindriques en influence totale et
parcourus par des courants rigoureusement égaux et de sens opposés.
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3.6. Pression de radiation

Dans ce paragraphe, on considere la réflexion totale d'une onde plane sinusoidale sur un
métal parfait. On se place en incidence normale.

Les conditions aux limites (incidence normale, E tangent a la surface du métal parfait
donc nul sur cette surface) impliquent que E subitun déphasage de 7 4 la réflexion. En
avant du métal, il se forme un systéme d’ondes stationnaires (plans nodaux de E séparés
de \/2, nceuds de E) = ventres de ?) En particulier, s E) est nul a la surface du métal,
B ne Pest pas.

Cela entraine, notamment, U'existence de courants en surface qui, eux-mémes, seront
soumis a des forces de Laplace dirigées normalement 4 la surface : 'onde exerce sur le
conducteur une pression dite pression de radiation.

Cela se comprend bien si l'on considére 'onde incidente comme formée de photons
(énergie v, quantité de mouvement Av/c) qui rebondissent de maniere parfaitement
élastique a la surface du métal. A chaque choc élastique sur la paroi, celle-ci recevra
la quantité de mouvement 2hv/c. n étant le nombre de photons incidents par unité
de volume, 1 m? de paroi sera frappé, en 1 seconde, par nc photons, la quantité de
mouvement recue par la paroi étant (nc)(24v/c). Ainsi I'expression de la pression de
radiation (variation de la quantité de mouvement de la paroi par seconde et par m?) est :

Prog = 2nhv pour un métal parfait sous incidence normale

Remarque : nhv étantla densité d’énergie de 'onde incidente (et aussi de 'onde réfléchie
dans le cas d’'une réflexion totale), Py,q est la somme des densités d’énergie des ondes
incidente et réfléchie. Avec un coefficient de réflexion égal & R, on a (sous incidence
normale) :

P.q = nhv(l + R)

(pour un métal parfait, ona R = 1).

=» Voir exercices 4 a 9

4. ONDES ACOUSTIQUES DANS UN FLUIDE PARFAIT

Les propriétés de ces ondes seront largement développées en exercices. Nous nous conten-
terons, ici, de rappeler quelques résultats.

Les ondes acoustiques sont longitudinales. En effet, un fluide parfait se caractérise par

son absence de viscosité. Les ondes transversales ne peuvent pas s’y propager. Considérons

une onde acoustique plane se propageant dans un tuyau de section constante Sy et d’axe
/

x'x.
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4.1. Equation d’ondes

Les ingrédients pour établir 'équation d’onde sont, de maniére directe ou déguisée, au
nombre de trois :

—larelation fondamentale de la dynamique appliquée a une petite tranche de fluide (les
forces agissant sur cette tranche résultant de la surpression p liée au passage de 'onde) ;
—I’équation de continuité (conservation de la matiére) ;

— I'équation d’état qui spécifie la nature des échanges thermiques ayant lieu dans le
fluide. 11 est raisonnable de considérer que I'évolution de chaque tranche de fluide se
fait & entropie constante. En effet, la transmission d’une surpression est un phénoméne
propagatif (rapide) tandis que les échanges thermiques sont des processus diffusifs (lents).

De plus, on fait 'approximation acoustique :

—la surpression p, la vitesse acoustique « ainsi que leurs dérivées sont des quantités petites
(ne pas confondre u avec la célérité c de I'onde) ;

— les variations relatives de la masse volumique p du fluide sont petites.

Dans ces conditions, on aboutit pour la surpression p a I'équation d’ondes suivante :

’p 2
ou c = # (36)

\VPo Xs

1 [V
t = ——|—= 37

€ Xs % < E P> S 37)
Xs est le coefficient de compressibilité adiabatique, py la masse volumique du fluide au
repos et S Uentropie. Remarquons que 'on obtiendrait la méme équation d’ondes pour la

vitesse acoustique « et le déplacement acoustique . (36) permet d’obtenir 'expression de
la vitesse du son dans un gaz parfait :

c = \/% (38)

(y est le rapport des chaleurs massiques Cp/Cy, R est la constante molaire des gaz
parfaits, 7p la température du gaz au repos et M la masse molaire).

Enfin, la solution générale des équations de propagation pour u et p s'écrit :

u = f(t—«xfc)+ glt+x/c)
p = poc(f(t—x/c)—g(t-i-x/c))

Pour une onde progressive, seul I'un des deux termes, /" ou g, intervient. Le rapport de p

1. . . 0 € .
au débit volumique Sy est alors constant et a pour expression 2 _ :I:pS—, le signe +
0% 0
étant lié au sens de propagation de I'onde.
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4.2. Impédance acoustique caractéristique (ou itérative).
Réflexion, transmission (incidence normale)

I impédance caractéristique Z. est égale au rapport pour une onde progressive.

D’apreés ce qui précede, on a donc :

_bPoc

Le = —— 39
5 (39)

Lors du passage d’un tuyau dans un autre, les conditions aux limites sont : la continuité
des surpressions et celle des débits volumiques.

On en déduit les coefficients R et 7" de réflexion et de transmission en puissance :

2
R - <L‘Zz> (40)

Z1+ 7,
4717
T = 212 (41)
(Z1 + Z,)?
R+T =1 (42)

(Z1 et Z, sont les impédances caractéristiques des 2 tuyaux).

(40) et (41) sont a comparer a (26) et (27). En fait, il s’agit de la méme chose. Se souvenir
de la relation entre l'indice de réfraction 7 et I'impédance Z (Z = \/(o/€) = Zo/n) et

réécrire (26) et (27) en termes d’'impédances.

4.3. Ultrasons

On nomme ainsi les ondes acoustiques de fréquence f* supérieure a 20 kHz. Leur faible
longueur d’onde permet d’en faire des faisceaux fins trés directifs (la notion de rayon
prend de plus en plus de sens au fur et & mesure que N diminue, les effets de diffraction
devenant négligeables).

Exemple de générateur d’ultrasons : /a cellule piézoélectrique dont 'élément de base est une
lame de quartz qui, placée dans un champ électrique rapidement variable, effectue des
oscillations mécaniques forcées, engendrant des vibrations longitudinales (acoustiques)
de fréquence élevée. Leffet piézoélectrique étant réversible, une cellule piézoélectrique
peut aussi bien jouer le role de récepteur d’ultrasons.

Exemples d’utilisation des ultrasons : échographie, sondage sous-marin (SONAR), dé-
tection des défauts internes dans un solide, ...

-» Voir exercices 10 a 13
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D 5. L’EFFeT DOPPLER

Cette partie, plus spécialisée, peut étre sautée en premiére lecture.

Leffet Doppler se manifeste lorsqu’une source S, animée d’une vitesse v, émet un signal
PP q g
de fréquence Ny (Tp = 1/Np). Le récepteur, R, animé d’une vitesse Vg, recoit le signal

qui a, alors, la fréquence IV a la réception (7' = 1/N).

On considérera d’abord I'effet Doppler non relativiste. Par exemple, pour une onde sonore
se propageant dans l'air avec la célérité c. (Dans tout ce qui suit, quel que soit le sens de
propagation de I'onde, on prendra ¢ > 0).

5.1. La source § et le récepteur R ont des mouvements
colinéaires

On considere la situation décrite par la figure ci-dessous (vg et vg sont algébriques et
inférieures a c) :

S Vs R VR

! xs(t) Xxg(t) X

A linstant =0 : SR = 4, x5(0) = 0, xz(0) = 4
A linstant # : xg(¢) = vs.t, xr(¢) = d + vg.t

Soit un signal émis & # = £ par S et requ a £ par R. On a /a relation trés importante :
oty — 1) = xr(ty) — xs(ty) = d + vg.ty — vs.t (43)

On considere les deux cas # = 0 et # = 7 pour déduire la période 7" du signal recu
par R.

1) HhH = O, l‘é =1, (43) sécrit cH =d+ UR.11, soit # = d/(C — TJR).
11) ty = Ty, l‘é =10, (43) s'écrit C(l‘g — T()) =d + vg.tp — vg.Ty. Donc :
ty=d/(c — vg) + Tpy.(c — vg)/(c — vr).

Ce qui conduit 2 : T=t—t=T1, (C — WS) (44)
C — UR
) C — VR
et ala fréquence de l'onde regue par R : N =N, ( ) (45)
C— vg

Remarque : si'onde se propage dans le sens des x décroissants, il suffit de changer c en
—c dans les formules ci-dessus (avec toujours ¢ > 0).
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Si |vg|, |vs| < ¢, alors on peut écrire :

N—N():A_N_<YJS—7}R>

N N

Si, en plus vg = 0, alors AN /N, = vg/c > 0sivg > 0, ce qui signifie que le récepteur

(46)

C

percevra une fréquence NV plus élevée que la fréquence émise IV si la source se rapproche
du récepteur, le contraire ayant lieu si S s’éloigne de R.
)

Au moment ou S croisera R, ce dernier percevra un brusque changement de fréquence

(AN /N passant de vg/c a vg/(—c)).

5.2. Cas général non relativiste

Dans le cas général, les relations (45) et
(46) restent valables a condition de rem-
placer les vitesses par leurs projections
sur SR.

_ !
N = N, (C 7”})
C_‘US

v = ||9gl cosar

/ —
Vg = H "USH cosolg

vy et vg sont algébriques. Pour vg = 0
et ||g]| < c,ona:

N=N—"
c — || Fs]| cos ag
=N, — 1 ~ N <1+Mcosas>
1 — (|| Ds| cosas)/c c
Dou: A
N -
AN 1Bl g 47)

Ny

5.3. Londe se réfléchit sur R avant d’étre captée par S

§ émet une onde de fréquence IV ; 'onde regue (puis réémise) par R a une fréquence N';
finalement, l'onde recue par S a une fréquence IV (voir la figure ci-dessous). On calcule
N en fonction de IV, ¢, vy et vg.

(Ng) _ (V) .
S Vs R VR
x (N) (N X
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Fréquence N’ del'onde captée (puis réémise) par R :
N/ — N C — VR
0 C— vg
Fréquence N del'onde captée par S :
N:N’< c—vs> <c+vs> (c—@R>
—C — UR c+ og C— vg

AN —
g, |os| < ¢ = —— Nz<u>
Ny C

Leffet est doublé a cause de la réflexion. (Comparer avec I'éq.(46)).

Exemple : Si S est immobile, alors AN/N, = — 2vg/c. Cette quantité est négative
lorsque R s’éloigne de S.

Appgica tion
Le VELOCIMETRE SANGUIN a EFFET DOPPLER

Le dispositif est décrit sur la figure ci-dessous.

S (immobile) v R (globule rouge)
———i _ R
IE— -
Vi = ||Vrl| cosar = —|| Vgl cos a Cette quantité est positive si I'angle « est

aigu, c'est-a-dire si R se rapproche de S.
La source S, immobile, émet des ultrasons
qui se réfléchissent sur les globules rouges
R en mouvement (vitesse V) avant d'étre
captés par S.
AN 2vg  2||Vg| cosa

No C C

L'angle o étant connu, la mesure de AN/No
permet d'avoir accés a ||Vg| et donc de
connaitre la vitesse des globules rouges.
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5.4. Effet Doppler relativiste. Décalage vers le rouge

En reprenant les notations de la figure p. 401, on considére une source § en mouvement

avec la vitesse T, le récepteur R étant immobile. S émet une lumiere de fréquence IV, et

de célérité c.

Dans le cas ol ||7s]| < cetag # 7/2, la formule non relativiste (47) reste valable :
AN 5]

N . cos o (48)

C .
Passant aux longueurs d’onde, avec \ = —, on obtient :
&t N

AN AN AN ] ra
AN AN AN s g — P (49)
N N Ny c ¢

Urad €st la vitesse radiale de la source (vy,q est alge-
brique). Si vyq est positive (voir figure ci-contre),

alors la source lumineuse (par exemple, I'étoile)

s'éloigne de R et la relation (49) conduit a AN > 0. Vrad
Ainsi, dans ce cas, on a un décalage vers les grandes (vitesse radiale)
longueurs d’ondes dit « décalage vers le rouge » ou —
encore « red shift ». Ce décalage, effectivement
observé par les astrophysiciens, est un des supports
expérimentaux de la théorie de 'expansion de I'uni-

VErs.

=» Voir exercice 14 R
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Exelcices

[ENONCES

Onde électromagnétique plane
On considere le vide en 'absence de toute charge et de tout courant.

1. Ecrire les équations aux dérivées partielles auxquelles obéissent les vecteurs champs
—

=5
électrique £ et magnétique B.

- =
2. On s'intéresse aux vecteurs E et B ne dépendant spatialement que de la coordonnée
z, c’est-a-dire aux ondes planes.

e . , . , e, . N L. = . ,
2.a. Ecrire 'équation aux dérivées partielles a laquelle obéit £ . La solution de cette équa-
tion est la somme de deux termes ; montrer qu’ils correspondent 4 deux ondes progressives
se propageant en sens contraires. Calculer la vitesse ¢ de propagation de ces ondes.
—
2.b. On considére une de ces ondes progressives. Montrer qu'elle est transversale, que E
- .o = = o . - .
et B sont orthogonaux et que le triedre (E, B, ©) est direct (C est le vecteur vitesse de
londe).
—
2.c. On suppose E de la forme :

—

- o)
E = Ey.cos (—(z — cz‘))
c
H 7z .t 7z M b H 3z .
(E étant dirigé suivant 'axe Ox). Montrer que B s’écrit :
—

— ®
B = By.cos (—(z — cz‘))
c

(?0 étant dirigé suivant 'axe Oy). Quelle relation y a-t-il entre €y, o, Eo et By ? Calculer
By et N pour Ey = 10> V.m ™! et une fréquence f = 10'° Hz.

Onde électromagnétique plane. Energie

. . -, oy = N
Une onde électromagnétique plane, sinusoidale, polarisée rectilignement ( E est parallele

a Ogz) se propage dans le vide, dans la direction Ou du plan xOy ((O/x,au) = a). Les
variations de E, au point O sont représentées par : E, = Ej cos(w?).

1. Ecrire les composantes du vecteur d’onde % et des vecteurs champ électrique ?(7, £)
et magnétique ?(?, #) en un point 7 quelconque a l'instant #.

Soit Zy I'impédance itérative du vide : Zy = poE/B. Exprimer Z; en fonction de p et
€o. Calculer numériquement Z.

2. Calculer la densité volumique d’énergie électromagnétique dW (7, #)/dv ainsi que sa
valeur moyenne au cours du temps (d/7/dv).

3. Calculer les composantes du vecteur de Poynting _P>( 7, ¢) puis son module P(7, #) ainsi
que la valeur moyenne (P) de celui-ci au cours du temps. Comparer (P) et (d/7/dv).
Interprétation physique.
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Interférences. Energie

Soient deux ondes électromagnétiques Ond; et Ond,, planes, polarisées rectiligne-
ment, se propageant dans le vide, dans deux directions Ou; et Ouy du plan xOy
((Ox, Om) = —(Ox, Ouy) = 6). B

En un point 7 quelconque, les composantes non nulles des champs électriques E1(7, #)

et E»(7,#) de ces deux ondes sont données, respectivement, par :
Ei, = Ey. cos(wt— 21.?) pour Ond; (50)
E,, = FEy.cos(wt— 22. 7) pour Ond, (51)

On désignera par 4 le module commun des vecteurs %y et kyetlon posera cos(0) = a
et %sin(0) = B.

1. Déterminer les composantes de Zl et ?1 (champ magnétique de I'onde Ond;) ainsi

que les composantes de 22 et ?2 (onde Ond,).

—

2.a. Calculer les composantes du champ électrique E (7, #) résultant de la superposition
—

de ces deux ondes. Calculer la moyenne dans le temps du carré du module de £. On

notera (E?) cette moyenne. Quelles sont les surfaces (E?) = constante ?

2.b. On suppose que la fréquence des ondes se trouve dans le domaine visible. L'ceil étant
sensible a (£?), montrer que I'on peut observer des franges d’interférences dans un plan
perpendiculaire & Owx. Calculer dans ces conditions I'interfrange 7 en fonction de 6 et \.

2.c. Calculer la vitesse de phase V. Commenter ?

¢ — L. 5 , .
3. Calculer les composantes de B (7, #), champ magnétique de 'onde résultante. Discuter
la polarisation de ce vecteur.

4.a. Calculer les composantes du vecteur de Poynting _P>(?, 1).

4.b. Etudier le transfert d’énergie a travers une portion d’'un plan perpendiculaire 2 Oz,
puis d’un plan perpendiculaire a Oy.

4.c. Calculer la puissance moyenne (/) qui traverse un domaine d’aire S, dont les

dimensions sont grandes devant U'interfrange 7, et qui est situé dans un plan perpendicu-
laire a Ox.

4.d. Calculer la valeur moyenne, dans le temps et dans I'espace, de la densité d’énergie.
Calculer la vitesse de propagation 7z de I'énergie. Quelle relation y a-t-il entre Vg et V, ?

Réflexion. Réfraction. Formules de Fresnel
Cet exercice, plus délicat, peut étre sauté en premiére lecture.

On considére deux milieux diélectriques parfaits, isotropes, homogenes et indéfinis de
constantes diélectriques €; et €, de perméabilités magnétiques égales a g, séparés par
une surface § (le plan xOy) non chargée.
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1. Exprimer les indices 7; et 7, de ces deux milieux en fonction de €y, €1 et €;.
Une onde électromagnétique incidente, plane, monochromatique et de pulsation w, de
champ électrique :

— . 7 - —
E;= E%. =47 EY reel

tombe sur § avec 'angle d’incidence 7;.

2. On suppose d’abord que l'onde est polarisée rectilignement et que le vecteur E)i est
normal au plan d’incidence. On admettra (par raison de symétrie) que les directions de
propagation des ondes incidente, réfléchie et transmise sont coplanaires et que les vecteurs
champ électrique, E,, de 'onde réfléchie, et Et, de 'onde transmise, sont normaux au
plan d’incidence (voir figure ci-dessous).

z
Ny
&
OE @E r
. B,
Bi I i'1 r
0 y
n;
I &
OF:
B,

- . - - . .
2.a. Ecrire les conditions de passage pour les vecteurs £ et B en un point d’abscisse y

quelconque.

2.b. En déduire les relations entre les angles 71, 71 et 5. Donner les expressions des rapports
des amplitudes E°/E? et E?/E? du champ électrique en fonction de 71, 7, 77 et 7.

2.c. Calculer les rapports des modules des vecteurs de Poynting (R, /R;) | et (R;/R;), en
z = 0. En déduire les rapports (P,/P;) | et (P,/P;), des puissances électromagnétiques
réfléchie et transmise 2 la puissance incidente (ces rapports sont appelés coefficients de
réflexion et de transmission de I'énergie). Indiquer graphiquement les variations de ces
coefficients en fonction de 7; dans le cas 71 < n,.
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3. Reprendre la question 2 avec les polarisations indiquées sur la figure ci-dessous.

m|

B
®

L110]

my

»©

On désignera les coefficients de réflexion et de transmission, respectivement, par (P,/ P,-)H
et par (P,/ Pi)\l‘ Que se passe-t-il lorsque tan(s;) = ny/n1 ? Conséquence pour de la
lumiére naturelle tombant sur § sous cette incidence ?

4. Que deviennent les coefficients de réflexion et de transmission sous incidence normale ?

Dispersion de la lumiére

On se propose d’étudier un modele schématique expliquant l'origine de la dispersion de
la lumiére dans un milieu transparent, macroscopiquement neutre, constitué de noyaux
(trés lourds) et d’électrons. On admettra que seuls ces derniers sont susceptibles de subir
des actions de la part d'un champ électromagnétique, leur mouvement restant toutefois
non relativiste.

En l'absence de champ électrique, pour un élément de volume dv d'un tel milieu, le
barycentre des charges négatives coincide avec celui des charges positives ; sous l'action
d’un champ E, cette coincidence cesse : le milieu se polarise et I'élément de volume
devient un dipéle de moment électrique ?dfu; P est le vecteur polarisation. On rappelle
que, € étant la permittivité du vide, € la permittivité absolue du milieu, on a, pour un
diélectrique parfait, la relation

— — —
el =¢FE + P
Les milieux considérés sont suffisamment dilués pour que le champ qui agit sur une

particule soit le champ électrique de 'onde, ce qui revient a négliger le champ local créé
par 'entourage, éventuellement polarisé.
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1. Une onde électromagnétique se propage dans un milieu isolant, homogeéne et isotrope.
Donner I'expression de la force qui s’exerce sur un électron de charge —e et de vitesse .
Montrer que le terme da au champ magnétique est négligeable vis-a-vis de celui di au
champ électrique. Dans la suite, on considérera que la force se réduit au seul terme di au
champ électrique.
2. On considére un plasma, gaz sous faible pression et totalement ionisé ; les actions sur
une particule dues aux autres particules s'annulent en moyenne, de sorte quun électron
peut étre considéré comme libre ; il n’y a aucune force de frottement ou d’amortissement.
a. Ecrire I'équation différentielle du mouvement d’un électron (masse 7,) dans un champ
électrique E = E)o cos w7 ; la position de I'électron sera définie par son déplacement 7.
b. Intégrer et donner l'expression de 7 en fonction du temps.
c. Sachant qu’il y a IV électrons libres par unité de volume, donner l'expression du vecteur
polarisation P. En déduire 'expression de l'indice # en fonction de la pulsation w de
I'onde. On posera :

3 Neé?
0p = —

m.€(

d. Etudier les variations de 7 avec o. Envisager les cas ol @ > wp et donner la signification
de wp oude vp = wp /2.
Connait-on un milieu naturel dans lequel la propagation des ondes électromagnétiques
donne lieu aux phénomenes étudiés ici ?
Application Numérique : calculer le nombre N d’électrons libres par métre cube dans un
plasma pour lequel vp = 20 MHz. Préciser les longueurs d’onde des ondes pouvant se
propager dans ce milieu.
3. On considére maintenant un gaz formé de molécules non polaires. On admet que tout
se passe comme si certains électrons avaient une position d’équilibre et étaient rappelés
vers elle par une force : . .
| =—muoyr
On néglige tout frottement ou amortissement.
a. Ecrire I'équation différentielle du mouvement d’un tel électron sous I'action d’un champ
électrique E) = E)o COS W£.
b. Considérer la solution correspondant aux oscillations forcées et donner I'expression de
7 en fonction du temps 7.
c. En admettant que le milieu contient NV électrons par unité de volume vibrant ainsi,
calculer le vecteur polarisation P et en déduire lindice 7.
d. Tracer la courbe représentant les variations de #? avec la pulsation w. Discuter les
résultats suivant les différentes valeurs de .
e. On considere le cas o ~ wg ; quelle force supplémentaire faut-il prendre en compte si
I'on veut que le modele reste « réaliste » ?
f. Comment varie, expérimentalement, l'indice 7 avec la fréquence de U'onde ? Que savez-
vous de I'indice d’un cristal pour les rayons X ?
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Lévitation d'une sphére dans un faisceau laser.

Pression de radiation

Une bille parfaitement conductrice (rayon R,
masse ) est placée dans un faisceau laser
homogene se propageant suivant la verticale
ascendante. On désigne par E I'éclairement
du faisceau, c’est-a-dire la puissance lumi-
neuse traversant l'unité de surface, et par V
le nombre de photons par unité de volume.
La bille est supposée immobile et les chocs
photon-bille sont supposés élastiques.

1. Calculer la quantité de mouvement cédée
par un photon 2 la bille lors d’'un choc (voir
figure ci-contre). En déduire la pression exer-
cée par le faisceau sur un élément de surface

de la bille

2. Quelle est la force exercée par le faisceau sur la bille ?

3. Quel doit étre le rayon d’une bille d’aluminium (masse volumique p = 2,7.10° kg/m3 )

lévitant dans un faisceau laser de puissance 1 W et de section 1 mm

Equation des télégraphistes

23

On considére une ligne de longueur D, parcourue par un courant haute fréquence, dont

la longueur d’onde N\ est du méme ordre de grandeur que D. Dans ces conditions on ne

peut plus négliger les phénomeénes de propagation : a un instant donné, l'intensité n'est

plus la méme en tous les points de la ligne. Soit un point d’abscisse x. On désignera par

i(x, #) I'intensité et par «(x, £) la tension entre ce point et une masse de référence.

On modélise une portion de ligne de longueur dux selon le schéma ci-dessous.

X' X X + dx X
p L dx rdx p
. A ix ?) @8888[@ — B i(x+dx, t) T
ulx, 1) ! —— Cdx ulx +dx, t)
g dx
- N N' - -——fil
/47 i(x, t) /47 i(x +dx, t)
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Lensemble est caractérisé par les grandeurs suivantes :
— 7 : résistance par unité de longueur;
— L : inductance par unité de longueur;
— C': capacité par unité de longueur;
— g : conductance 2 travers l'isolant par unité de longueur (le courant de fuite pour une
portion de longueur dw est : r(x, 2) = g.dx.u(x, £)).
Une ligne sans pertes sera caractérisée par: » = ¢ = 0.
g P p g

1. En appliquant la loi d'Ohm a un instant # entre A et B, montrer que I'on a la relation :

d a1
R (52)
dx at
En utilisant la loi des condensateurs ainsi que la loi des nceuds, montrer que :
a1 du
——=gu+C— 53
ox T Yo 3

Eliminer  entre les deux équations précédentes. En déduire I'équation différentielle
satisfaite par u.

Dans toute la suite, on considérera une ligne sans pertes.
Montrer que, dans ce cas, on a:

Pu Pu
gl _9*% (54)
a7 dx?
2. Le générateur G qui alimente la ligne étant un générateur de tension sinusoidale,

vérifier que les solutions de I'équation (54) peuvent étre mises sous la forme :
i = Z‘Oei(wtka) + ilez’(wt+kx) (55)
u = pz-oei(u)t—kx) o pilei(wt+kx) (56)

Calculer p ainsi que la vitesse de propagation 7 des signaux dans la ligne. Donner une
interprétation physique des deux termes apparaissant dans chacune des relations (55) et
(56).

3. Lextrémité de la ligne de longueur D est fermée sur une impédance complexe Z.

Calculer #(x, #) et u(x, £) en fonction de 7,

p, Z, w, ket D. X 9 P £
Calculer Z(x) (impédance « ramenée en

x») 1 Z(x) = ulx, )/ i(x, £).

Donner les expressions de Z(x) dans les
trois cas survants :

- Z = oo (ligne ouverte en D);
— Z = 0 (ligne court-circuitée en D);

— Z purement imaginaire (Z = 1Y) (ligne fermée sur une impédance purement réactive).
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Montrer que, dans chacun de ces cas, la ligne est le siege d’ondes stationnaires. Interpréter
énergétiquement.

Existe-t-il une valeur particuliere R de Z telle que Z(x) ne dépende pas de x ? Montrer
que, dans ce cas, I'un des termes de chacune des relations (55) et (56) est nul. Donner
une interprétation physique de ce résultat.

On envisage le cas ot la ligne alimente un récepteur d'impédance R’ = aR, a = 0,1.
Montrer qu’en utilisant un transformateur on peut éviter toute réflexion nuisible (on
réalise, ainsi, une adaptation d'impédance). Calculer le rapport de transformation du
transformateur 2 utiliser.

4. Laligne électrique est constituée d'un cible coaxial composé de deux cylindres conduc-
teurs (sans résistance), de méme axe et de rayons Ry et Ry (R < Ry), séparés par un
isolant de permittivité diélectrique relative €, et de perméabilité magnétique égale a po.
4.a. Calculer L et C.

4.b. Calculer numériquement la vitesse de propagation 7 de I'« onde de courant » ainsi
que 'impédance caractéristique (ou itérative) R. On donne R, = 3R; et €, = 2,25.

4.c. Quel est I'intérét de prendre un cible coaxial alors quon aurait pu aussi bien réaliser
la ligne a aide de deux fils paralléles extérieurs I'un a l'autre ?

Ondes électromagnétiques. Guide d'ondes

On considére un tuyau a section rectangulaire (guide d’ondes) dont les parois sont par-
faitement conductrices.

3 . , . . , . = . COREN . .

A lintérieur de ce guide d’ondes, le champ électrique E satisfait a I'équation :

— 1 azf
AE = SRy (57)

(c est la célérité de la lumiére dans le vide).

- — — ]
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On s’intéresse aux ondes, de pulsation w, se propageant dans la direction x"x et telles que
E, = 0 (ondes transversales électriques). De plus, nous nous limiterons uniquement 2
Iétude de la composante E, (on pose £, = 0).

—

Les conditions aux limites imposent que £, sur une paroi conductrice, est soit nul soit
normal & cette paroi.

—
1. Montrer que le vecteur £ de composantes :

E., =0 , E =0

'y
et E, = Eycos(nmy/a)cos(wt — k,x) , avecn entier impair (58)
ou E, = Eysin(nmy/a) cos(ot — k,x) , avec n pair (59)

satisfait a ces conditions aux limites.

On parlera, alors, de mode transversal-électrique TE,y. Dans ce qui suit, on va s'intéresser
au mode TEq.

2. En utilisant les équations (57), (58) et (59), déterminer #] en fonction de w, c et a.
Montrer que seules les ondes de pulsation w supérieure a une certaine valeur o, peuvent se
propager selon le mode 7Eyg. Déterminer w.; (pulsation de coupure du mode considéré).
Calculer la vitesse de phase v et la vitesse de groupe v,. Quelle relation y a-t-il entre vy,
v, etc?

Tracer, sur un méme graphique, les courbes représentant les variations de vy et de v, en
fonction de w.

3. Comment faut-il choisir la dimension @ du guide afin que, w étant fixée, seul le mode
TE se propage a I'exclusion de tous les autres modes 7F, avec n > 2°?

Vitesse de phase. Vitesse de groupe

Ces notions sont abordées, ici, en prenant 'exemple des ondes électromagnétiques. Tou-
tefois, les conclusions de 'exercice ont un caractere tout a fait général.

Une onde électromagnétique plane, polarisée rectilignement, est quasi-monochromati-
que. Son spectre est centré en wg avec un étalement Aw. On considére Aw < .

Cette onde se propage suivant I'axe Ox dans un milieu linéaire, homogene, isotrope,
dispersif mais non absorbant. La relation de dispersion est w = w(%) avec wy = w(%p).
On peut décrire cette onde comme la superposition d’ondes planes monochromatiques de
méme amplitude, de vecteurs d’onde de normes comprises entre (2 —A%/2) et (4 +A%/2)
avec A% < k. On suppose, de plus, ces ondes en phase a # = 0.

1. Exprimer, en notation complexe, le champ électrique de 'onde résultante. A laide
d’un développement limité de la relation de dispersion autour de £ = 4y, exprimer w en
fonction de 4, de &' = % — ko, de vy et de .
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2. Calculer I'intensité de cette onde. Montrer qu’a un instant # 'onde est localisée dans
I'espace. Calculer son étendue spatiale Ax et montrer que la vitesse de propagation de
I'énergie est la vitesse de groupe.

Propagation d'ondes acoustiques dans un fluide
(d'aprés Capes 1994)

On néglige I'action de la pesanteur ainsi que toute viscosité ou frottement.

1. Propagation d’une onde acoustique dans un tuyau de section constante contenant un
fluide unique.

au repos

_____ X X + dx o
X' (0] X
—————— g | <

lors du passage

de I'onde (instant t)
X +y(x, t) X +dx +y(x +dx, t)

Un tuyau cylindrique de section constante §, d’axe x"x, contient un fluide qui, au repos,
est a la pression Py et 4 la température 75 ; sa masse volumique est po.

On considére une tranche de fluide qui, au repos, est située entre les abscisses x et x + dx
(voir figure ci-dessus). Le passage de 'onde acoustique s’accompagne d’un déplacement
d’ensemble des molécules contenues dans le plan d’abscisse x : soit Yi(x, #) ce déplacement
a l'instant #; ainsi la tranche de fluide considérée se trouve a l'instant # entre les plans
x + P(x, £) et x + dx + Y(x + dx, ). On notera de fagon comparable :

= u(x, t), la vitesse de déplacement de la section d’abscisse x a I'instant 7#;

— p(x,2), la surpression liée au passage de 'onde en x 4 #; ainsi la pression s’écrira
P(x,t) = Py +p(x, AR

- p(x, £), la masse volumique du fluide a I'abscisse x, a I'instant .

On se limitera aux mouvements de faibles amplitudes; ainsi le déplacement Y(x, #), la

surpression p(x, £), la variation de la masse volumique p(x, #) — po et leurs dérivées peuvent

étre considérés comme des infiniments petits du premier ordre. On négligera dans la suite
tous les infiniments petits d’ordre supérieur ou égal & deux (approximation acoustique).

1.a. En raisonnant sur la tranche de fluide considérée, établir, en précisant la loi utilisée,
que :

R dp
PO = 7 ax
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1.b. Lévolution de la portion de fluide considérée est supposée isentropique.
1.b.a. Justifier brievement cette hypothése.
1.b.B. On rappelle que le coefficient de compressibilité isentropique d’un fluide est défini

par:
1 for
=7y \ap )

ou 7 est le volume du fluide et P sa pression; pour le fluide contenu dans le tuyau
cylindrique, on supposera que xs est une constante. Montrer que 'on peut écrire :

1 o

Xs 9x

1.c.a. En utilisant les résutats des questions 1.a) et 1.b), établir 'équation vérifiée par la
grandeur Yi(x, £).
1.c.p. Quelle est la solution générale de cette équation ?

1.c.y. Montrer que l'on peut interpréter chacun des deux termes intervenant dans la
réponse 1.c.3) comme des ondes planes progressives se propageant a la célérité ¢ (vitesse
du son).

Donner I'expression de c.

1.d. Montrer que les grandeurs p(x, #) et u(x, #) satisfont a la méme équation de propaga-
tion que Y(x, 7).

l.e.a.. Le fluide est de lair considéré comme un gaz parfait :

- dey = C,/C, = 1,40;

— de masse molaire M = 29 g.mol~?;

- de température 7y = 293 K.

La constante molaire des gaz parfait est R = 8,32 J.mol 1.K 1.

Donner I'expression de c en fonction de vy, R, 7j et M.

1.e.B. Application numérique : calculer c.

1.f. On consideére la propagation dans le fluide d’une onde plane progressive sinusoidale
de pulsation w qu’on représente en notation complexe par :

i (s, 2) = Ay

olt A est une constante et % un réel positif (module du vecteur d’onde).

On supposera dans cette question que le tuyau est infini et donc quil n’y a aucune onde
réfléchie se superposant a ;.

1.f.a.. Dans quel sens se propage cette onde ? Déterminer I'expression de 4 en fonction
de w et ¢, et calculer sa valeur pour I'air avec une fréquence de 'onde de 1 kHz.

1.£.8. Exprimer alors p1(x, #) et u;(x, #), représentations complexes de la surpression et
de la vitesse acoustique.
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1.f.y. On appelle résistivité acoustique R, la grandeur caractéristique du milieu définie

par:
R:poc

Montrer que le rapport £ s'exprime simplement en fonction de R.

1.g. Soit 'onde : _—
l!’_i — Ai el(u)f+ X) ,

p1 et uy étant les ondes de surpression et de vitesse associées (notations complexes).

. 21 . e . e
Exprimer le rapport u=l, en fonction de la résistivité acoustique R du milieu.
"

2. Réflexion et transmission dans un tuyau de section constante contenant deux fluides.
Le tuyau est maintenant séparé en deux régions.

La région (1) (x < 0) contient un fluide (1) de résistivité acoustique Ry = pjcy.

La région (2) (x > 0) contient un fluide (2) de résistivité acoustique Ry = pa¢;.

La surface de contact entre les deux fluides est donc le plan perpendiculaire en O a 'axe
x'x. Une onde acoustique plane sinusoidale se propage du milieu (1) vers le milieu (2) et
est décrite en notation complexe par :

i(wt—kyx)

Pr=Pore

(onde de surpression d’amplitude po1). A linterface entre les deux milieux, cette onde
incidente donne naissance 4 une onde réfléchie dans le milieu (1), p}, et a une onde
transmise dans le milieu (2), p». o

On admettra que les ondes réfléchie et transmise sont des ondes planes sinusoidales
d’amplitude respective pj; et poo.

On précise que dans le plan x = 0 1ly a continuité de la pression (donc de la surpression p) et
du débit volumique S.u cest-a-dire ici continuité de la grandeur u car la section S du tuyau
est constante.

2.a. Montrer que les ondes réfléchie et transmise sont de méme pulsation w que I'onde
incidente.

2.b. Exprimer pi et p, (notations complexes).

2.c. En exploitant les conditions de continuité, exprimer en fonction de R; et R, les
coefficients de réflexion 71, et de transmission #1, relatifs aux amplitudes des surpressions

(712 :P61/P01, 2 :Poz/P01)-
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2.d. Coefficients de réflexion et de transmission en puissance.
On peut calculer pour chacune de ces trois ondes une puissance acoustique transportée,
définie par :

P=|pul§  (Sestlasection du tuyau)

2.d.a.. Déterminer les coefficients de réflexion R et de transmission 7', relatifs aux puis-
sances acoustiques.

2.d.B. Quelle remarque (prévisible) peut-on faire au sujet de R et 7"?

2.e. Application numérique. Le milieu (1) est de I'air, le milieu (2) est de 'eau. On prendra
respectivement : Ry = 4,50.10> uSI et R, = 1,40.10° uSI.
Déterminer numériquement R et 7. Commenter.

3. Réflexion et transmission diles & un changement de section dans un tuyau sonore

fluide (1) fluide (2)

x_
(@)

_____+._____
f

Soit un tuyau sonore composé de deux parties cylindriques de méme axe x'x, de sections
respectives §; et 8y, raccordées par la surface perpendiculaire en O a l'axe x”x.

Les deux parties cylindriques sont remplies respectivement des fluides (1) et (2).

Par définition, on appellera impédance caractéristique du milieu 7, 1a grandeur Z; = R;/S,,
rapport de la résistivité acoustique du milieu par la section correspondante.

On considére une onde plane acoustique incidente p1 (notation complexe) se propageant
dans le milieu (1) dans le sens des x positifs. Elle donne naissance 4 une onde réfléchie 71
et a une onde transmise p;, a I'interface entre les deux milieux. o
3.a. En écrivant les conditions de continuité (cf. 2)), déterminer, en fonction de Z; et
Z;, les coefficients de réflexion 715 et de transmission 713, relatifs aux amplitudes des
surpressions.

3.b. Déterminer les coefficients de réflexion R et de transmission 7', relatifs aux puissances
acoustiques.

3.c. En supposant que les fluides (1) et (2) sont identiques, y a-t-il réflexion a I'interface
entre les deux milieux ?

Si oui, calculer 71 et 715 et préciser s'il y a changement de phase.

3.d. Dans le cas ou les deux fluides sont de nature différente, retrouve-t-on les résultats
du2) SiSl = S2>
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Propagation du son dans un barreau métallique
Dans ce qui suit, on négligera le poids ainsi que les frottements.

1. Question préliminaire : Loi de Hooke

Un barreau métallique cylindrique, d’axe x’Ox, de surface de section S, a une longueur au
—

repos £. Il s’allonge de 8/ lorsqu'il est soumis a deux forces opposées F' et — F appliquées

a ses faces terminales (voir figure ci-dessous).

On note F = F 7. Pour F suffisamment faible, la variation relative de longueur 8¢/¢
est reliée a /7 par la Loi de Hooke :

¢ 1F

— = 60

¢t ES (60)
ol E est une constante appelée module de Young (E dépend de la nature du métal
constituant le barreau). En quelle unité SI s’'exprime le module de Young E'?

2. Pour calculer la vitesse du son dans un barreau métallique cylindrique homogene trés
long, d’axe x'Ox, de surface de section §, on étudie 'évolution d’une tranche du barreau
sous leffet de la perturbation sonore. (1) désigne la partie du barreau située a gauche de
la tranche, (2) la partie située a droite de la tranche.

a. au repos

_____ X X +dx o

x' o] (1) (2) X

____________________________________________________ -

b. lors du passage

de I'onde (instant t)

_____ X1 XZ -_— -

X' 0 (1) ) X

""" I e et
i Fi F,

Au repos (Figure a ci-dessus), la tranche a une longueur da. Elle est comprise entre les
plans d’abscisses x et x + dx. La masse volumique, dans ce cas, est constante et égale a py.
A linstant ¢, sous leffet de la perturbation sonore (Figure b), la tranche est comprise
entre les plans x; et xy avec x1 = x + P, 2) et xp = x + dx + P + dx, 7). Y(x, 2) estle
déplacement acoustique. La masse volumique en x a I'instant # est p(x, 7). La partie (1)
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exerce sur la tranche une force }71) . De méme, la partie (2) exerce sur la tranche une force
B.OnaF = —F(xy,8) 7 et By = +F(xy, £) 7.

On se place dans le cadre de I'approximation acoustique. De plus, la surface de section §
ne dépend ni de x ni de 7.

2.a. Exprimer la masse de la tranche en fonction de pg, § et dx. A Taide de la relation
fondamentale de la dynamique, établir une relation entre 9%ys/97> et une dérivée de F.
2.b. Calculer la variation relative de longueur de la tranche lors du passage de I'onde.

A l'aide de la Loi de Hooke, établir une relation entre F et une dérivée de 1s.

2.c. Déduire des questions précédentes, 'équation de propagation satisfaite par .
Donner l'expression de la célérité, ¢, du son dans le barreau en fonction de £ (module de
Young) et de py.

Application numérique : calculer ¢, en m/s, pour un barreau en acier (£ = 2.10" S,
po = 8 g/em’).

Ondes acoustiques. Energie. Réflexion totale

On reprend les notations de 'exercice 10. On considére dans un premier temps une onde
plane progressive (absence de réflexion).

1. Montrer que l'on peut définir une densité volumique d’énergie cinétique e.(x, #) due a
l'onde par :

EC(X‘, t) = pO'”(x) t)2/2

Dénergie potentielle correspond au travail des forces de surpression lorsqu’on passe de
Iétat ou le fluide est au repos a un état ot la surpression est p.
Montrer alors que la densité volumique d’énergie potentielle ep(x, t) de 'onde est :

ep(x, 2) = Xs-p(x, i)2/2

Attention : ces expressions de I'énergie ne sont pas correctes en notation complexe. Donc,
dans les relations ci-dessus, u(x, #) et p(x, #) sont réelles.

Montrer que, pour une onde harmonique, les densités d’énergie cinétique et potentielle
sont égales.

Montrer que I'énergie acoustique e(x, #) satisfait a 'équation d’onde et, donc, qu’elle se
propage a la vitesse c.

Donner U'expression de la puissance II(x,#) transportée par 'onde par unité de surface
normale a la direction de propagation.

2. On considére, maintenant, un tuyau fermé a droite en x = L et infiniment long vers la
gauche. Une onde harmonique, incidente, progressant dans le sens des x croissants subit
donc une réflexion en x = L. On suppose la réflexion zozale.

Donner les expressions, pour x < L, du déplacement acoustique Ys(x, ) et de la surpression
acoustique p(x, #) (notations complexes). B
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Définir les noeuds de déplacement ; combien vaut la distance entre deux nceuds consécu-
tifs > Montrer que les nceuds de déplacement sont des ventres de pression et réciproque-
ment.

3. On envisage, maintenant, le cas d’'un tuyau fermé a droite (en x = L) et ouvert a
gauche (en x = 0).

En utilisant les expressions du 2), montrer que la condition supplémentaire en x = 0
implique une quantification des fréquences admissibles par la cavité. Donner I'expression de
ces fréquences.

4. Reprendre la question 3) dans le cas ot le tuyau est :
— ouvert aux deux bouts,

— fermé aux deux bouts.

Interférences avec ultrasons

On dispose de cellules piézo-électriques pour engendrer des ultrasons. Ces mémes cellules
peuvent également servir a les détecter.

1.a. Lorsqu'on applique une tension sinusoidale de fréquence / = 40,0 kHz & une cellule
piézo-électrique, on observe devant la cellule une émission d’onde plane progressive
sinusoidale de longueur d’'onde N = 0,85 cm. En déduire la vitesse de propagation c des
ultrasons produits dans lair.

1.b. On considére deux émetteurs connectés en paralléle 2 un générateur idéal de tension
délivrant une tension sinusoidale de fréquence /* = 40,0 kHz. Le circuit déphaseur (noté
® sur le schéma) n'est pas connecté pour l'instant.

-227IM, y)

Ces deux émetteurs, situés en Sy (x = —D,y = a/2) et 8 (x = —D,y = —a/2), sont
supposés ponctuels et émettent sensiblement dans la méme direction. On déplace une
troisiéme cellule, jouant le role de détecteur, perpendiculairement a cette direction, le
long de I'axe Oy.

On supposera que les deux ondes arrivant au point M de coordonnées (x = 0, y) sont des
ondes planes progressives de méme amplitude se propageant selon S;M et S,M.
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Les distances 2 = 10,0 cm et |y| étant petites devant la distance D = 1,50 m, montrer que
'on peut observer un phénomene d’interférence en déplagant le détecteur le long de Oy.
En déduire expression littérale et numérique de l'interfrange 7.

1.c. On intercale entre les bornes de sortie du générateur idéal de tension, délivrant
une tension sinusoidale de pulsation , et celles d’entrée de I'émetteur S, un opérateur
électrique idéal, appelé déphaseur, dont la fonction de transfert s’écrit :

H(jw) = % = exp(jP)

e

(V; et V, en notations complexes).

Quelle en sera I'action sur le phénomene d’interférence observé lorsque ® = —m/2?
2. Pour réaliser ce circuit déphaseur on

R

1" —

propose le montage décrit sur la figure

ci-contre.

2.a. En admettant que I'amplificateur SR

opérationnel utilisé soit idéal, expri- !

mer la fonction de transfert harmonique Vsi

H(jo) = V;/V.. :
/77

2.b. Montrer que l'on a réalisé ainsi un

circuit déphaseur dont le déphasage ®
peut étre ajusté par action sur la valeur de la capacité C du condensateur. Calculer C pour

que l'on ait & = —/2 lorsque R = 1,00 kQ et R" = 10,0 k).

Effet Doppler. Interférences

1. Un haut-parleur (H.P.) est alimenté par une tension sinusoidale de fréquence Ny
constante. On étudie la propagation du son émis dans I'air (la célérité du son est appelée c).

70 M
x' [ X

Au repos, la membrane du H.P. est située dans le plan vertical x = 0. A instant 7, son
élongation est Y(0, ) = asin(2TNyz).

Donner l'expression de I'élongation du point M situé a abscisse x sur I'axe x"x. A quelle
condition le point M vibre-t-il en phase avec la source ?

Indiquer une méthode de mesure de c utilisant un H.P., un microphone et un oscilloscope.
2. Le H.P, toujours soumis a la tension de fréquence Ny, est maintenant porté par un
véhicule en mouvement de translation suivant 'axe x'x. Le véhicule s'approche de M a
la vitesse constante v = 20 m/s. Donner l'expression de la fréquence N’ du son regu
en M en fonction de Ny, v et c. Calculer N avec Ny = 1000 Hz et ¢ = 340 m/s.
Que deviendrait 'expression de N si la source s’éloignait de M ? Donner 'expression de
N’ lorsque le véhicule et le récepteur M sont tous les deux en mouvement sur I'axe x'x,
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respectivement avec des vitesses de valeurs algébriques v et v’ (par rapport  x”x supposé
fixe). Comment s’appelle le phénomene étudié ? Citer un autre domaine de la physique
ou il apparait.

3. On s’intéresse, maintenant, aux interférences sonores réalisées a 1'aide de deux H.P.
identiques placés face a face et alimentés par la méme source de tension sinusoidale de
fréquence V. On négligera la réflexion des ondes sonores.

microphone

oscilloscope

[ ]

Les membranes A; et A, des deux H.P. ont, au repos, les abscisses respectives x; = 0 et
xy = d. On suppose 4 >> \. Les déplacements algébriques, sur 'axe x'x, des membranes
A; et A, autour de leurs positions au repos sont notés Yy (Ag, £) et U (Ay, 7).

3.a. Qu'observe-t-on sur 'écran de l'oscilloscope au cours d’une excursion assez large du
microphone sur I'axe x'x ?

3.b. Déterminer (M, #) définissant I'état vibratoire d'un point M du segment A;A,,
d’abscisse «x, sachant que {11 (A1, #) = asin(2wNz). Montrer qu'il existe deux familles de
points dont I'état vibratoire est particulier.

Quelle distance 7 sépare deux de ces points consécutifs appartenant 4 la méme famille ?
Déterminer c sachant que V = 1250 Hz et i = 13,8 cm.

Vibrations transversales d'une corde. Stroboscope

y ﬁx +dx, t)
/m(' +dx, t)
i
1
1
| |
| |
1
o | |
-T(x t) i !
i y(x, t)
. | i
1 1
“ : :
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
(0] X X+ dx X
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Dans cet exercice, on se propose d’étudier la propagation de vibrations transversales de
faible amplitude le long d’une corde sans raideur, de longueur L et de masse linéique .
L¢longation transversale d’'un point M de la corde sera notée y(x, #). La force de tension
en ce point sera notée 7’) On négligera le poids et la résistance de l'air. De plus, on
supposera que :
9y

ax

<L , ‘ <1

Cette derniere condition signifie que I'angle o reste petit.

1. Appliquer la relation fondamentale de la dynamique a un élément de la corde de
longueur ds (ds &~ dx) dont on suppose le mouvement purement transversal.
Montrer que 7" cos a est indépendant de x. En négligeant la dépendance en # de cette
quantité, on notera 7" cos o« = T (= T au vu des hypothéses faites ci-dessus).
Etablir I'équation de propagation a laquelle satisfait y(x, 7).
Donner, en fonction de 7} et de w, I'expression de la célérité V des ondes transversales
se propageant le long de la corde.
2. La corde, horizontale, est reliée 2 un vibreur dont I'extrémité a un mouvement vertical
d’élongation : ]

(0, ) = a. sin(2TNy?)
Une onde progressive se propage alors le long de la corde dans le sens des x > 0. On
néglige toute réflexion.
2.a. Donner I'expression de y(x, 7).
2.b. On éclaire alors la corde avec un stroboscope émettant IV éclairs par seconde. Décrire
ce que 'on observe dans les cas suivants ol 4 est un entier positif :

- Ny = kN
— Ny = kN + 8 avec d < N.

Calculer, dans ce dernier cas, la fréquence apparente v du phénomene ainsi que la célérité
de propagation apparente V'’ de 'onde.

Onde longitudinale sur une file d'atomes

On consideére une file de particules identiques de masse 2 situées a I'équilibre aux points
d’abscisse x, = na (n est un entier relatif) sur laxe ’x. On désignera par , le vecteur
unitaire de cet axe. Ces particules peuvent effectuer des déplacements suivant I'axe Ox
et I'on appelle #, la valeur algébrique du déplacement de la particule #. On suppose
qu’il existe entre particules voisines (adjacentes) des forces élastiques proportionnelles a
l'allongement de la distance les séparant (coefficient de proportionnalité o).

1. Donner 'expression de la force F exercée par la particule » + 1 sur la particule 7.

2. Ecrire 'équation différentielle du mouvement de la particule 7.

3. Chercher les solutions de cette équation sous la forme d’une onde progressive, soit :

(o0t —x,
u, = et
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Donner l'expression de la relation de dispersion w = w(%).
Montrer que 'on peut se limiter pour 'étude de (k) & —m/a < £k < +7/a.
Tracer la courbe w(%) dans ce domaine.

4. Soient vy, et Uy les vitesses de phase et de groupe.
Tracer les courbes vy (%) et fug(,é). Discuter.

Ondoscope (d'aprés Capes 2001)

Un ondoscope est une association de tiges
régulierement espacées et couplées par un / / / / / / / / / ’ \ \

fil de torsion horizontal. Par construction ()
de l'appareil, les tiges restent perpendicu- / / / / / / /

laires au fil de torsion. Les tiges peuvent

tourner autour de I'axe fixe (A) horizontal

qui passe par leur centre. L'axe (A) est confondu avec le fil de torsion. On note J, le
moment d’inertie d’'une tige par rapport a (A). On désigne par C la constante de torsion
de chaque portion du fil de torsion qui est comprise entre deux tiges consécutives. On
indice par 7 ordre d’'une tige sur I'axe (A). La situation « de repos » de 'ondoscope est
définie de la fagon suivante :

— la torsion du fil est nulle sur chacune de ses portions; par conception de 'ondoscope,
toutes les tiges sont alors coplanaires ;

— le plan qui contient alors toutes les tiges garde une direction fixe dans le référentiel
d’étude qu'est le laboratoire.

On note 0, Décart angulaire de la tige # par rapport a sa position « au repos » et 'on
néglige les frottements.

1. Etablir que I'équation différentielle vérifiée par le pendule # s'écrit sous la forme
suivante :

0, = —0*(20, — 0,1 — 6,41) (61)

Exprimer ) en fonction de /5 et C. On supposera que le pendule 7 nest pas situé a une
extrémité de échelle.

2. Soit a la distance constante qui sépare deux tiges consécutives sur l'axe (A). On
choisit origine des abscisses de sorte que 'abscisse sur (A) du 7-ieme pendule ait pour
expression x, = n a. On cherche pour les élongations des solutions de la forme
0,(2) = A cos (kna — wt), % et w étant des réels, w étant positif.

2.a. A quoi correspondent les solutions de ce type ? On pourra distinguer les situations
ou £ est positif et ou £ est négatif.

2.b. On pose 0, = Aexp[j(kna — wz)], avec /> = —1. En reportant les expressions de
0., 0,1 et 0,41 dans 'équation différentielle établie a la question 1, établir la relation de
dispersion donnant w en fonction de (), a et 4.
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2.c. Quel est le domaine accessible aux valeurs de w ?
2.d. A quelle amplitude peut-on restreindre les variations de %, et pourquoi ?
2.e. Tracer la courbe représentant les variations de » en fonction de 4. La variable % décrira
I'intervalle centré en O et de largeur 'amplitude déterminée a la question précédente.
3. Londoscope n’étant pas infini, quel est le probléme qui se pose si 'on veut exposer
a une classe des oscillations répondant a la fonction 6,(2) = A cos (kna — wt) ?
Comment procéder pour résoudre cette difficulté ?
4. Dondoscope comporte N + 1 tiges, numérotées de 0 a V. Dans cette question et cette
question seulement, on bloque les tiges de numéro 0 et IV, de sorte que 6y = 6 = 0.
On cherche les solutions pour 6,(#) sous la forme :

0,(2) = A cos (kna — ot) + B cos (kna + wt + &),

avec % et w réels positifs.

4.a. A quoi correspondent physiquement chacune des deux