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Chapitre 1
ESPAC@S \"’E(ffTORTELS

- 1.1. Espaces vectoriels e

o 'ig, —_— .
Définition 1.1 QOn f]p[)!’”f’ espace vectoriel s‘unﬂ? Et}dﬁﬂﬂfﬁ d L ensr’mblﬁ 'F et de
denia lois 4 (dite interne ) el (dite externe ) fe’U(' . -

. Pour tout (x,y) € F on a4 x y < E ( + est un

: 'Jo_?.'- mterne ).

P

Il m:rfn‘f dans 7 un P!(’mrnf nnfe qwi‘ wat?sfm:‘
' -VrE,,r—P0—~—ﬂ+r

L :Iwnpﬂf 0 est appelé Slément mnt?( pour -+

Pour tout x € E, il emiste 2’ & I tel que s +al = a'4w =000 esl applé Z’opgm&;é

de x pour la loi +, o le note. '1 zm—
. Pr;ur tout x sz dans E om

() -f— =+ (y+ z) associativité de +

. Vrf,_ﬁ,'y e I,
' Vo, ue I

(o -+ ,"‘f)-sl_r: = e 4 _f‘_"?-_::r.';

o (T ) = ox oy
o (- B)x = a(Ba).
br=uw
o .

Remarqup 1.2 En remplagant, dans o dpjmn'arm 1.1 ci- -dessus, l(’:rmemble n par

Uensemnble ©, on obtient la définition d° un espace ‘i‘T((f{JT‘.’.f’l sur © on un C- espar(’ vec-
fomr{ . . _

oD



1.1.1. Exemples

o Soit n un entier naturel > 1. Sur le pmrlml mriemm R d(- " C()[)l(’% d(‘ ﬂ?
ensemnble des nombres réels, on définie .
NTacddition:

) (:I;.la B :5'5-11) "!__ (”l\ SRR U‘n) = {_;T'l Ui -'.1 Ty b U’n)

gqu’on appelle loi interne dans IR _
2) la multiplication par un scalaire véol:

Ay, oomn) = (Ao, Aay)
~appelée loi externe. - : : _ . N
- Muni de ces denx ]ols IR™ est appelé un espace vectoriel su 47 ou un R-espace
vectoriel. : : ' '

o L {‘nwmhlv des p(}lvnmnrk a coeflic 10111;3 ddna L’_?

e [/ {‘Il‘a( mble 17, [ X1, {ir"s poiynomr\q A (ovfh('mm ;f’ﬂ@n
épal aon.

s IR ot de degré inféricur ou

1.2.  Sous- espaces vectorl,els o

_IQeﬁmm_u 1.3 Soil F un H? espace ﬂe(,fmzd Unr ;mrf?r’ F de I7 est dite S0US- r’.space
vechoriel df‘ 77 s e

° U_E I

L] IS“?- x. 'f'j = F G'JUT'H T4 ?}e }*%;':_;: :-:,-:_‘:

. SioveRelxe E"aipr.é”u‘:r: a

(spn,rr* 1!(*(')‘(}?1&1 dﬁ F st Pf Sf'ufr)rm’nt a1
o 40
— Prru,‘r tout (ov, ) € IR2. pour tout (r,y) € F?, on a:

cezr b’y € F

DEMONSTRATION, <=

e Montrons que (0 € /: Puisque 7 est non vide F cont;vn’r un . En pwncm!, -
ov=-—-leloma—-aeclFetr-r=0ecF. ' : : '

e La propriété a4 -y € F entraine la stabilité de I7 pour + et pour -



da somme F 4+ G est dite _directe et on nb“fg_

Exercice 1 Soil I un espace veclorel. Unp par :‘w [ r}r’ L est appelr’ sou.q~espace '
de 15 ose ' : R
N r#9H

2) V€ F ou a - _ - o
' =y e P (T est stable pour la loi interne de I)

3)Yre FYae N: ona: - :
: cr € F ( F oest stable pour I loi externe définie sur B)

Définition 1.5 somme dP deux sous—espace9° bounf Eoun (’S’f)rlt“f’ e,erfomrfl F
el G de G SO~ r‘sprr,(r’:, de Iy, La pariie

F+G={z=2+ ?EF{E%}’éG}

Cesl wn sous-espoce wn‘omfi de E appelé somme de. F,ﬂ%d!( . Si de plm _

IﬂC&{M-

e

Fi

Tl

Exerctce 2 Srmnf £ un I)’? espace vectoriel, F el C dm:;r SOUS-ESPOCES ucﬂm"wh de
ol Mom‘rm que imlbersee tmm{* ’"G rqu %m, Sous-espace vectoriel de 7.

' E:{emples 1.1 . ) e

1L exmrr’ des, maf" s carre P(": d omr're i > 1 Pw.’ S0MIME directe du sous-espace des
malrices swnr’tmqm’s du sous-espace des mm‘mr £ rmhm;mf’fr zqws : :

2L ’es;mr‘:é o
' ' = {}’ € ]R[Y] d"P < 3}
est somme rJ.’Ps SOUS~ r“?pa.ce.s '
B . . ERE o) : o » r'j
I :VP(E{I,A,A ' Ly = 1Hf{A R }
. m.m.s Ea somme I, + bg n ‘est pos une somme dm’c!("
Deﬁmtm‘n 1.6 (('ombmfmnn Imwawﬂ) Soient E un IR- espace vectoriel, @, . . . Ty,
p vecteurs de E. Un élément o de 15 est dit r'ombma.mon lmr'uzﬂ* de xy, ... xy s1, 4l

erisle p .s(,afmre,s Alyooo, Ap E IR fr’ls que:

T o= A]—:r:, +o A,



W prf:rf:fr’ de E. L (’N‘wf??’?b!(’

) 1
Vect(y o oomp) =43 Aoy A € .!E?JK (I'ensernble des combinaisons linéaires des ;)
== . .

est un sous-espace vectoriel de I Le sous-cspace vectoriel

Veet(a,, ..., xy,)

)

exiappelé sons-espace engendré por les veedeurs 2, ... 1,

espace ?m’m”(’f l?tf’ }W?r‘n‘ TLOTE T?ffff’ 5 = {wy, ) f’f’ fr-‘ f"«"'f' dite:
1) parlic génératrice de I 51

Yee s, A, ... A, € I

- /\n:{;n-

Clest-a-dire que tout éléement de E est une combinaiso) gndéaire des vecteurs xy, ..., Ty,

2} partie libre de Fosi

YA, ... € K

(L /\ = /\I’I] "jt"yh - = (}} pr— (/\]_ = /\'_3 = ...= A,”__ = 0)‘

Lespace E est alit de J:mmmrm Jinie &1 posséde une base de cordinal fini. On
montre que toutes les bases dun espace vectoriel B de dimension finie onlt un méme
cardinal appeld dimer ﬂmg de Iv.

P -_o

Délinition 1.9 Rang dun systeme: Flan! douné un sysléme S = {z1, ... @0},

non mde, d’éléments d’un espace vecloriel E. Op appelle rang de S la dimen. sion. dn
sons-espace vectoriel Vect{S), engendre par le systéine S.

Exercice 3 Déterminer les rangs des systémes de vectenrs suivants

{(2.3,5), (=1,2,-3), (4,=3,8)}, {(2,3,5), (~1,2,=3), (1,5.2)}.

Tn}



Chapitre 2

MATRICES. DETERMINANTS

Dans ce chapitre I\ est soit épal & J7 soit égal €.

2.1. Matrices

A
;
Définition 2.1 Soienin el p dewr enbicrs noturels nom puls, on appelle matrice de

type (n,p) el a termes dans JK, tout tablean o
Tip
/’Jl — (f)iu}l‘(-‘fu == aip
RS S ESY
Onp

Le terme agy se trowve au croisemnedit- de lo ligne 1 el de lo colonne 7. C’est-a-dire,
Pindice @ désigne la hgne et’5 la colonne.

Lovsque n = p, on dit que lo iatrice est carrée d ordre n.

t'.f_'me. matrice de type (n P.)-. 5/ .fi'i?’,e wmligne ( resp unicolonne ) lorsque n = 1 (resp
p=1

Lensemble des mairices adermes dons et de type (n, p) est noté: M (). I'ensemble
des matrices carrées dbrdie m et o termes dans K est noié simplement. M,, (I).

[ mafrice uniligne (azy .. agy .. 0g) st Lo t-iéme ligne de lo malrice A

)
La matrice unicolonne C; = | oy est appelée la j-1eme colonne de A.

G".rr,_ i

Définition 2.2 Egalité de deux wmatrices Deur matrices 4 = (ai;) et B = (by)
sont diles dgales s1, el seulement s

e clles sond de méme type, soit (n,p),

o pour lout (r,h), on o ayy = 0.,

6



2.1.1. uelques types de matrices carrées d’ordre m
Y

L0 0 (000 DY
) T R 10 0O 0 ... 0

: o 5 OJ'
0 ..o..0 L, N0 ... .. 00

.

Matrice identité Matrice nulle

o d = ' T Tl . l

L0 ... ... 0 o) 0

AT T
Matrice scalaire SalMatrice t'{_{ggnnale

7
i

il I
() Loy gy

\ oy oo s a1 L

- i e
Matrice triangulaird supérisiire Triangulnire inférieure

2.2.  Opérations sur les matrices

7

o Addition Soient A = () € M, ) et 3 = () € M, ,(JK) deux matrices

¥
de méme type (0, p). On appelle matrice somme de A et B la matrice A+ B = {¢;;)
de type {(n,p) avee ¢ = a;; + by,

Remarque 2.3 On ne peut pas faire lo somme de dews: matrices de type différents.

¢ Multiplication de deux maitrices

~ Le produit d’une matrice uniligne (a,,...ay; ... ay,) de type (1,p) par



© by

une matrice unicolonne I hi de type (p, 1) est cléfing par:
(-.. hp'l
b!!
.' PR ,l Y YRR RTINS
(gy - Ay Qap) l o) = A0+ T @b £ agby).

A
\\ "}pf

~ Produit d’une matrice A = (a”] de type (n,p) par une matrlce
- B = (by) de type (p,m) est ](1 mdmcv Clew), de tvpe (n,m), définie par

%‘t’m Ds-

L ”3&»’

A= (('-f:,‘i)} Cps =F

Remarque 2.4

: 2_' 1 / 4 5 _.,
\to)le ?_);‘“'

v La maultiplicatigh : st"'_,g,nr?r;"ur’

- % Lladdition est mmi‘*mf?ur)
' s

: ”\'Iultlphcatlorr‘ pamgn scalaire: La rnnli.xpllcrmon dr‘ la ';'_n_a[:ifi::e '

13 12\
19 18 )

22N l'}[i. HI_;U

s

A= ”u) T B (TR Y
iviLp . . . R . :

k - .. (rj . e n‘np

par le nombre a est définie par;

Ay o0 M- g o Ay,
1<isp

A fl = (.r\ . n.l-_j;) Igign A .(E,;t . )\ '-“i_'j . /\ - I_"I'-,;].-,

A L A ”m e A gy,



Remarque 2.5 Le produit A - 3 des malrices A et T n'est possible que i le

nomare des colonnes de la matrice de gaache (A) est égal auw nombre des lignes
de la matrice de droite (I3),

/. I..
. L. L
Conidérons les motrices A == ( N j el B = (4d5). On ;mzf faire le pmd:m BA

!

mais on ne peul pas faire le produt AD.

Proposition 2.6 L’ensemble M, (1), muni de Daddition et de la multiplica-

tion. par un scalaire est un I -espace vertoriel.
Les matrices de dimension np.

Définition 2.7 Soit 4 = (a0} une matrice de type (n, p). On appelle matrice trans-
posce de A, la matrice T4, de type (p. Y, définie par:
! ! . TSR f

tA = fe.r;.;,s‘.h iy = (i

+7

Proposition 2.9 Soient A une mairi
(p,7), on a alors

e e conf Micient U 1) de H{AB) comme de "B A est 1o
,__gl, a. et de la 1-0me coloune de B.

matrice corrde dordre n, non nulle. On appelle
‘e notée: A7 dordre n, définie par:

2.3. Rang d’une matrice

D_éﬁ_g,i,t 2.12 Soit 4 = (a) € My UK}, Pour tout 1 <1 < n, on pose
th;

Ly = (g .. cagy) el pour Loul 1 < § << p, on pose () = : Ly, L, sappelés
(i j

les wecleurs lignes de A el C’],:..,C’F sonl appelés les vecteurs colonnes de A. On
appelle rang de A lao r}'s mension du-sous cspace de INP engendré par les vecteurs lignes

Ly, L, de A,



f—
o
—_

2.3.1.  Opérations élémentaires sur une matrice A = (o) de
type (n,p) |

» L’opération: L;; ou L; ++ L,
Soit: A une matrice, en permutant la ligne 2, de A avec la Jigne L, de A on obtient
une nouvelle mmmf‘ Cette opdration est notée Ly ou L; +3 L,

e L’opération: o - L; J_J-. o e )T
En multipliant, la ligne L; de 1 Ia matrice A, par un nombre o non nul, on obtient,
une nouvelle matrice. Cette opération est notée o - L; < L.

Th
e L’opération: 3 oy L, +— L;, avec oy # 0.
=1

Cette opération ¢onsiste d remplacer la l;trno L; de A par Z ;- Ly
{1

mn
Définition 2.18 Les opérations L, «» Lijo Ly L, 0 € IC* )T oy Ly + Lj;
' =1
définies ci-dessus sont appelées opérations élém}g_q:%‘g?‘es sur A.

Proposition 2.14| Soient A et B de méme @p%. ) B%gcr obtenue a partir A par

une opéraiion élémentaire, alors A et B oni !Mmf” ?'angga*'

cehlonnée si

Définition 2.15 Une matrice A € M, ,{K) est dit

o Toute ligne nulle n'est suivie qmaf“fﬂﬁufafm,es nulles.
» L'ndice de colonne du premigr fm‘mr. non'nul de toute ligne non nulle est supérienr
a Uindice de colonne du p?e',rm,wr fr’mw non nul de la ligne qui la précede.

Exemple de matrice echlonng

2.4.1. determmanf de deux vecteurs du plan vectoriel
Définition 2.16 Sr)'ﬂr_‘.ﬂ,t w = (r,y), v = () deur vecteurs de IR2. On appelle

determanant de w el v, le nombre réel det(u, v) défini par:
dei(u,v) = 2y’ — 'y
Exercice 4 Soient u,v,w trois vecteurs de IR? et A € IR. Montrer que:
o det(u -+ v, w) = det(u, w) -+ det(s. ).
o det(u, v+ w) = det(u,v) + det(u, ).
e det(v,u) = —det(u,v).

o det(A-u,v) = X det(u,v).



2.4.2. Déterminant des matrices carrées d’ordre 2

.y W v b
Définition 2.17 Soil 4 :'( : i ‘

une matrice dCordre 2. On appelle déterminant de 4 le nombre récl det(A) défini par

det{A) = ad — be.

Notation: - ,

. La b
jet{A) =1

et Al I ¢ d l

1 r‘ 3
Tixercice b o Soii A= ( : \

e d
N F

. Montrer que A el sa transposée: 'A ont méme

détermanant.

s Montrer que

‘ a -
| ¢ -
L ]
a T
c I s
s Cleuler

‘ n+4L x+4+b | C
| 3 en fonction
! [ (i sk ,

,

2.4.3. Déterminant des matricesd’ordre 3

(1 (s i3

__________ A = (a_.m (o ayy | une matrice d’ordre 3. On appelle
\ fl31 . (Lo flan
déternunant de A, le nombre det 4, difini par:

Défnition 2.18 Soil

i1 iy Oy ;
(}’.(-‘.fi(fi.) = | flyy gz 9 ‘ = s
|

|
Gy )3

| @32 O3z

3 013

"l aw an
a3 Gaz 033 '

Exercice 6 o Soit A= | amn e ayy |. Calculer det(NA), en fonction de A ef

det(A).



T e

L ek b el Ea B ' SR

o Monirer que

dyp T @ dag | fag yp ya | far '3.12__ [
Age Y Ga Gpy | = an 0w dwy ||y am oy
vtz oy oz | ey uy oo | |z 032 aag
(I-i.;_' €y +?’ (If,|3_r i : fhry’ (i iy REAH I" arn
g . (15 + o oy = Goi  OGgy gy |-+ 1 oy 3 oy
azy Gyy -+ z2 aag g o Gy ay | | am oz ag

.' e M ()n’t?"que_ |
- del(*A) = det(4)..

Définition 2. 19 Soit A = (64;) une matrice carrée d ordre n > 2. f’mn fnui terme

iy de la malrice A, on note A;; lo matrice obienuc rir’ "l on Pnirmnf a ('eli(’ o la hqne
Li el la colonne ;. :

On ap;r,rsir’ rofar,hom de a,,J le nomb:re yy-

cnf(uu) = ( 1+Jd\%(ﬂz41;’¥ %

Proposxtion 2.20 Sm! A = (a”) smﬂématmr‘a r‘afg? ée d O?d?"ﬁf 7.

o Sout 1 <t<n On a:
2 Soit 1< s <mn. On a

' ? 4. 4 ) Rebume ﬁbs Pr OprlLt{‘S des dctermlnants

1 Un détorminant ordre 'n est ffun‘;f’}[']]‘](‘ a1 800 oppose' ](naq'r 011 och‘mgo u@ux _
- colonnes { idem pour ;(;5 lignes . . .

2. Un :loformlndnt i oulro n esl, rtul das qu'une (les sey cr)lonneq st FOIIlblndISOII
- lmoanr des de ses autres colounva { idem avec les lignes ) '

3. Un tlc ff*rmma,nf dordre n ost invariant st on A,Jonfe A une d(‘ ses Colonnes une
combinaison linéaire de ses autres folumms { ariem avee les lignes ).

4. Un déterminant d'ordre 1, est mltiplié par s on mnitlpl ie loq fcrmm d'une cle
808 colnnuos par A ( tdom nour 1 18 Ilguos | .

Q’l

. Un dformmant d’ordre n est mulilpho par ).“ $1 on mu]tlpho fons ses formeq par
AL _ . _
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2.5. Application des déterminants
) Caicul de Uinverse d’une matrice carrée inversiblé |

{a} Calcul de I’inverse une matrice carré d’ordre 2

Soil;_f{ = ( :,: :},) um'ersi};xl'e;_()ﬁ. a alors AA™Y = I, Done detA #0. On
: ' T d —c\
U(‘I‘lh(‘ mplrloment quo A r m( —db a.( )

(h ) Caleul de Pinverse d'une malrice mv(—"rsl}}l(’ d’ OrdrF 3

- ayy me'&m o o S
Soit A = | as a9 ey | inversible. La comatrice de A est la matrice
' g O3 03y / : ' o '

' .':A. -— (bi; = mf( ,J)‘I ng |

~ On vérifie que

g
Hj—dpn.

2 Résolution des svstemeqaahneal es dp deux equatmns A deux inconnues
C(mslrl(‘rtms le syateme l‘t‘d re de rlsinx équations a deux inconnues

:"g___ %*ffm + by = ou
- L cr A+ ody = v

[n terines magricicls, le systéme peut aussi €'¢evire

e e {1: Y w
: \\ ¢ d ) v )"'W‘- ) )

o [a b ' -
Sl A s . ) est inversible, alors son (io.ozmmanr dm‘[A) = rm! - b( ;é (} et

TPinverse de A est,

T _'_'w_'_‘-__l__'_; (d' —..—b)' 'u,
y) od—be\ —c a J\v ]

(_)n'; aalors




Ce qui donne:

14

\ i |
Lu ) J a1
o jwod [ Pcow
e 1
} fl 0 qa b
i 'S H{ r ; c d

3. Résolution des systéemes linéaires de trois équations A trois inconnues
Considérons le systéme lidaire de trois équations & trois inconnues

dz

]

L

Y

9%+

j 2 A by 4 ez o= oy
_L.

cp + fzo=

hy + iz

Maltricielement, le systeme peut aussi s'ée

rire

/ . i ﬂ‘ ( w
[ d e f
\g b i }

a b ¢\ . .
Sila matrice 4 = | d ¢ f J est inyversible alors

g how

a b ur
|

Ia h ¢ |

|

[ 7l
| 9
Définjtion 2.21, On appelle systéme de Cromer tout

A une mairice carrée inversihle.
Tout systémes de Cramer est déterm

81

. deth,
R m’

ho1

¢ fj

sieme AN = B, quec

mé el sa solution est donnde par:

ot My est la matrice obtenue de lo matrice 4 en rempleant la i-iéme colonne de

A par la matrice 3.



Chapitre 3

APLICATIONS LINEAIRES

Dans ce chapitre, IC désigne ensemble I8 on €.

3.1. Applications lindaires

Soient I el F deux espaces voctoriels sur nn meéme o rpqr'fx' une application f : B — F
est dite lindaire si

Lorsque B = F on&cj'i, que frost nn (‘nflc‘rrn()rpllhm(, de B Une application linéaire

£

bijective est appe lée Sorriorp sisme . Les isomorphisines d’un (’Qpa,r‘f‘ vectoriel £ gur lui

méme forment un groupes pour la composition des a pplications qu’on appelle le groupe
des automorphismes e E, on le note ¢ Ly (E) :

Pour toute application lindaire [ ' K-espace vectoriel £ dans un K -espage
vectoriel £ oon.défing

kerf = {w e E: f(x) =0}, (lc novau de /)
o Jimage de f par:
Imf ={f(z);r € E} (image de f).

Proposition 3.1 e noyau de [ st un sous- espace vectoriel de & et I f est un.
sous-espace vectoriel de F

15
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Exercice 8 o Monlrer que | u,‘pr'zf'a?‘wn. fe ]R‘ — ﬂ?z d(’ﬁﬂi{’ pa?

wyw)"%+ur+y+d
est une application lindoire.
s Calculer le noyou de f.

e Caleuler l’a'fnagc de f.

'I‘ncorpme 3.2 Une apphmfwn Z..n.r,a,?rv st ingectine si el seulement si son noyou
- est n’nms‘ a 0. - A

Exermce 9 [ app:,zcahrm ,r AR — IR? définie par

fu 1, : )-- \1"—i—?;,.,+l;+a)

sl t— eile E?Inérm'm ?

Rang d’unﬂ dppllcahon lindéaire : Soit [ ¢ E — Fyme d]}ph(,dtlﬂn lme«m‘o &'un
I-espace vectoriel B de dimension finie, dans un £~95Q€,c fecforwi F . La dlmens;on '
de T'm_.f o5t appe]ée rang de f. (‘.l: on le note 1‘;;f._,;s' .

B> - I
(#.0,2) F“*(fiﬁL’*’,h'i"*‘Lf]

f:"RQ-;H IR ‘
() Hﬁ(?z+%§

'_llu,ﬁo_rwé_l_l_le 3.3 %u Qf‘ﬁﬁg}’%%mat et Fodeur K-espaces wrfr)mels de dsz’nszon

: fnﬂr et foune appfz n,i,w mmzw de E danz I'. On a alon

dim I = dum ker f + rof .

Exerc;ce 11 Vf,nﬁr*r Je mporr*mr’ du mﬂ,g gmnr lﬂ- appizmtaons suwanf&s

) o atne-n) e (a r+y,.r'-—y)



17

3.1.1.  Opérations sur les applicalions linéaires

Addition. Soient f ol g deux applications lindaires
I espace vectoviel 7. Lappiication

d'un K:espace vectoriel F dans un
fHg i B == e e— flx) +g(x)
~est linéaire appelée somme de f ot g.

Multiplication par un scalaire: Soient 7 F — = I une application d'nu K -espace
vectoriel It dans un K espace vectoriel I" et ov un éidment de K I application

af B —= Fire—s o f(x)
est, lindaire.

Théoreme 3.4 Soit F et F deus K -espaves vectoriels, U'ensembles des applications
inéaires de )5 dans I muni de addition et de lo muftiplication par un scalaire est un
I —eapace vectoriel, - . .w 3 :

Composée d’applications: Soient £, F et (7 growds(
ot g+ 7 —- & deux applications linéaives. L'applicaii

%,
N

-espaces vectorieis; f o F — F
Lgof définie par:

3.1.2.  Matrice d’une, application linéaire

Delinition 3.5 Soieni, f tme apviicciion lindaire d'un I -espace vectoriel E dans un
I -cspace vectoriel F. bous "AsWE de dimension finie: B = {e;.... e,} une base de E

et B = {fi 0 fa b oumesbase de FoOn apelle malrice de f dons les bases B, B’ la
pualriee: T

(f.?.-u Ty hygy
MULBBY =

/ |
‘-‘\ an 1 Qg Cimm

AU . . )
[(G’J =y fr + o “‘nuﬁfrrr.'

e={ey,...,e,} une base de E.



Considérons une nouvelle hnse £ = (i By} Prideraont chogue F, « £ s’éerit de

facon unique

i

By = priey b B b o n, e,

x I

L mietrice

P = (.pﬂ)
esh appelde matrice de passuge de la base 0 = {e),. .. e} dla base £ = {Ey,. .., E.}.
fixercice 12 o Vérfier gue E = {E; = {1,0,1), B = (1, 1,0), By = (0,0,11} est
une base de I3 ' .

¢ Donnerla matrice P, de passage de la base canonique de IR® & la bagse F = (B, =
“ ' E]‘ .1), EQ = (] f 1} 0}, E;; == [/U, G, i}}

* Colculer la malrice (), de passage de lu base B =AFy= (1.0,1), By = {1,1,0), By =
(0,0, 1)} @ la base cononique.

e Caleuler le produit PQ). onciure.

3.1.5. Effet de
vecteur:
Soient I un IW-espace vectgriel

(L., Bt denx bases, de’siE P 2y
la base € == {B),.. | E.} et Qu= (q;,) la matrice de passage-de £ =

.
[
e

e={ri.....en} . On sait-que. [ une de Pantre
of on a T,
"
Er = 3 pyes,
i
e = 2, aqnkr.
T=i
Tout ¢ldment » de F 'derit.:
1k , .
o= omieg = 3 ome; (Sriture de = dans la base e)
hes |,
? 7!' a i . N :
o= Npby = 3 XLy (éeriture de z dans la base £).



Les relations entre les anciennes composiantes: @
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R

ol. les nouvelles composmt(a: X" de
2 sont doundes par les formnies de (‘igrl]i‘J( anenk <'1manto

|
‘ ki
I a i . i1 r\;
| =
| -
| A DRI FY S
| =21

Matricielement,

/ ;1:;1 \ (p_-.n

\ T, - k Dut
N

tes anciennes e riee o
coordonndes e 2

Flos n"}ﬂl' JIEE
coordmnuﬂq de »
Al

| I

3.1.6. Effet de Changomcnt -hase sur la matrice d’une ap-

plication linéairey

Soient /7 et 7 denx fC-espaces vectoriels de dimenions finics, I3, B’ denx bases de F,
By, I3y deux bases de F, [ une application linéaire de B dans £, My g la matrice

de [ odans les bases B et B dn 7o matrice de f dans les ba‘«r‘&a B et bl. Pppla
inatrice de passage de B B) B et ( 5.5, 12 matrice de passage de By a B, On a. aiors

tf}f-" = Q}y o Muypy o Py

Lorsque = F, B = B et B = Biona Py op=0Qp.n o
Mprp =1 )L}‘!l..r_'; - Mpp - Ppp
(E,B) 5 (F,B)

Pyipd R W Qny i
(E.B) & (FB))



e

4.1. Appllcatlons linéaires

Chapitre 4

DIAGONALISATION. TRIGONALISATION |

ﬁf ' :
LCQ~(“?[)rLL("i.(.OnHI(IGLL&S(L{lt dc&e‘%pacm vec.torlcls dé’fdm‘%ﬁnmon ﬁme surlh’ qm est IR
On—(ff; ) . ) o y e ﬁ‘}.% ..~-_§ %} .
. . 25‘ E R
| 4,2 Introductlon | 3 |

‘amt a ¥ vmlomorphlsm(‘ de RY (Eontdm maff‘ie}a par ra.ppmf A ]rt base mnumquc' .

nsf_;

1. Czt'!.(:'il.?t_zr_ Uum . m 5__vl
-2, Déi.emiinér la.matrice de v dans In 11_-01'1w_".]le base
. _."jg -?‘ (“—4., 0, 1).,
Iy = (2,1,0);

puiﬁ (‘.H:l(‘.lllcr um.

Solutian

it est, pr af.lqunmenf. tz(‘s ddh(‘tiv de rvpomlrv a la premwrfﬂ quesnorl avant dn

traiter 1a deuxitmne.

I
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2. Soit
o eed D
P = fa! ﬂ . l
2 10

i matrice de passage de la base canonique d la nouvelle base: {E\, By, B3} 1a
matrice de u dans la nouvelle basc ost

yo0 0
Vo= PP : UFP = 010
‘ 00 2
of,
/0 0 0

ur=(Pvre=pr.l0o 10 |Pt
o L0 0 2m

Désormais, réduire un endomorphisme u d’un espacg vectoriel de dmension finie sig-
nifie, chercher une base dans laguelle sa matrice est, lﬁ ys simple possible(en général
diagonale ou triangulaire). '

Dans toute la suite de ce chapitre, ﬂx (lr‘t,]gnf‘ nnFeorps commutatif et F oun J(-

espace vectoriel de dimension finie. '

4.3. Valeurs propre

4

Soit u un endomorphisme de E. On.anpellv vecteur propre de utout v # 0 de E *‘el
quil existe A dans K vorlhan’r‘

Un élément A ¢

aue () = A,

Un vectour propre # {res yvaleur propre A) est i 140 + val s )
propre x (resp. une valeur propre A) est dit associé & une valeur propre

(resp. & un veeteur propre x) de u i u(x) = A 2. Pour toute valenr propre A, 'ensemble

\" est, appeld valeur propre e u 8’1l existe = non nu! dans E tei

= {z & E n(;:f) = A '1:}

I

est un seus-espace vectoricl de £, appelé sous-espace propre associé & la valeur propre A.

xercice 13

Soit
IR~ R () e (2 gy, 1 y)
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2 Monirer Xo= (1, -1} et YV == (1, 1) sont des vecteurs propres de .
e Donner deur valenrs propres de .
Les SOUs-28p0CES ng'r)p-r'.st’..f! de i sont stables par .
Yoo & loou {:,f:‘_)_ = Aar € FE,.
;

Proposifion 4.1 SBoient A, et

Ay dena veleurs propres distinctes, de w, Alers le

4.4.  Polynéme caraciéristique Trigonalisation diag-
onalisation

Définition 4.2 Soii A une mairice corrée dordren. On appelle polyndine coractéristique d
le polynéme

Pa(X) =

Excrcice 14 o Monirer que o est volewr propre’de A si et seulement si dei(A
AL} =0, & |
. .‘7‘::-.'-‘_
o Soilu un endomorphisme d'un cspieagectoriel B de dimension finte n > n el A

lo mairice de n dans une boxe

1) La malrice 4 est d or;
Posons: s _
‘ a b\
14 = ( - ;’}' J .
¢ A,
(In
_P,-] f,\_} - \2 - '|’-F.}'. -i- !)f)l XN o+ (;(’f(r“

2) Lo mairice A est d’ordre 5.
Posons:

a d g \
_rii = fT) £ } 2 j .
i

oy
:\““‘1
=3

On a:

PN} = =X* 4 (A X? — (ae +ai 4 ei ~bd — ¢ g — fh)X 4 det(A)



Dans le cas gén éral on peut éerire

PA(X) = (0P [X7 = (A X7 T e (217 det(A)]

ot 1 sl la dimension de B el tr{A) désignie la trace de A
Trigonalisation Une mairice corrée. A

dite trigonclisable si elle est semblahle & une matrice trianguloive. Un endomor-
phastie e esi Irigonelisabie 'l criste une hase dans laguelle la matrice de v est irian-

gu.la,..m.

Théoreme 4.3 Soitu un endomorphisine d ' iC-espace [2 de dimension jinzen > 1.
Si toutes les valeurs propres de u sond dens I, alors w est trigonalisable.

DEMONSTRATION, Nous allons faire ug raisenuement par récurrence sur la dimengion

7.8 n = 1 alors touke matvice de u ost trigonalisable. Supposons’ le théordme
verifié pour tous les espaces de dimension < «. Soit A une valeur propre de 1 et e un
veeteur propre de u associé A AL il exisie un supplémentaire £ de Ke dang I, ¢est &
dirte If = K e @ F.Soit,

pr

1 endo-

= @y + L iy 1= 2., T

=2
Ly, b oest de la forme

,\\ ki ¥y s ¥y

1o
A0 /
oit ¥ esh Ja matrice de v dans la base {aa.. .., ap}. Il est evident que

P (X = (A = X) P.(X).
Donc » a Loutes ses valeurs propres dans A D ApTeS Hi\ pothcsp de récurrence, v est

trigonalisable et u Uest anssi.

Limgouah%amon Un endomorphisme w d un espace £ de dimension finic n est diagonalisable
5] existe une base de F dans laquelle la matrice de u est diagonale.




T'héortme 4.4 Soil u un endomorphisme d'un cspoce E de dimension finie n,
I = {00

Uensemble des valeurs propres de w et v, Uordre de multiplicite de la valens propre ).
dons P, (X): on a alors '

_ [ 4+ o = 0y
w est diagonalisable <= ¢ el
dim Fiy, = oy

DEMONSTRATION.
==). Soit B; une base de £y,; i ="1,... r. Puisque Ia somme des E,, est directe et
la somme des dimensions L].(‘.‘: F,\ osh g \I(‘ a la dimension de F alors la véunion des B;
est. une base de B, tormée de vecteurs propres; done u est diagonaltisable.

P(X) = (\; = XY

avee B; = dimE),. Ceci termine la démonstration,

4.5. Application & la rés 'olu’rion ée systemes linéaires

Lm systemes considérés dans ce parag.
est égal an nombre d'inconues:

lmson! les systemes avee le nombre de lignes
"y

+ aypr, = by
-+ =
+oopt, = bf
e =
T (T, == Un

fm los ag; ot les by &Ollf ‘desréels on des complexes. Rappellons que résoudre ce systéme,

cest ehorcher les n-uplet (x| Tn) & N qui sth%%Grlt simultanément, les n équations
(.1 (!'_‘.5‘!53!.15,
T

Le systeme ost dit dét umma lor squ'il er‘ }0 une et une senle solution.
Le svstame est dit indéterminé, lorsqu’il pf)q&f‘qt‘ une-infinité de solutions.
Lo svstéme est dit incompatible, lorssueil n’a ancune solution.

Deux systemes S'et S’ sont dits équivalents lorsqu'ils possodent les mémmes solu.
tions. ' '
Soll [ I —— K™, Pendomorphisme de 5™ défing par:
(e, ..., x3,) € ]z’-&"“_ _
[ P —
Sy, oimy) = (5 Gy, Z‘ WjTgy oy ) ().
=1

j=1
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T est évident qun le systeme S ci-dessus posqndo une aoluhon st et senlomen‘r sile
vectonr b= {by,....b;, .. bn) € Im,f - S :

'f[‘raducﬁ-ion matricielie du syst‘eme

¢ armdomns la. rnarm.o A= {O‘U) 155 :t]_'}pf‘}l'(‘ matrice du systeme, (Lou‘r les termes

sont, los coefficients du hyf«tt,me Se dc«éna le terme g, se trouve dans le cromems‘nf de
Ia Jigne & avec la colonne 7. Posons '
K| _ by _ o .

et B=| @ |.L’écriture matricielle du systeme est

J\ =

] : E L On

4X = b

Supposons que la matrice A est diagonabsable oo trigonalisable.Il existe alors nne
“martrice £, carrée d'ordre net invarsible telle que L ma.[,rlre Pt LlP st dmgonalv ou
_ _ r .

Lnungu}.mf‘

Cas 1: D: PUAPR est diagona.}e. On a hiqﬁi‘z r
o fl\ h<::>P"1iP\ = PF'B}" 4":::'@)9\'. : P_lBP;" |
Ca.s' 2: T = P AP est frla,ng‘uldlrf* fOn a.-al()rs

A‘l-—b«iz}-'])

Les wah\mr:s DX = P__ }fﬁ}%_ S -.A P"'BP 'sout qmvalcnt‘: au qyatemo S de
~départ et leur résolution est plus _Eﬁgle. o o




EXERCICES SUR LES TSPACES VECTORIELS

4.6. sous-espaces vectoriels
Exercice 1
Soient les sous-ensembles de suivanis :
o = {(z,y,2) € P z+y—2z=0},
o &= {{n—"0,a+Dba—3b),nbe R}
1. Montrer que F et G sond des scus-espaces vectoriels de I7°.
2. Déterminer FN G,
3. Le veeteur (2,1, 3) appartient-il 2 F N GY

4. La somme F' 4 G cst-elle directe?

Exercice 2

'41Tu

Exercice 1

Familles libres.

_ : 5
1) Montrer que la partie &

Cestonne base de R,

2) Calenler les coordonnées de chagu'un des vecteurs

1 /1 0
ol lol]. |o
o) V1) \u

dans la base I3,

3) Le vectenr apparctient-i-il & veet{a, b}?

el el

Exercice 2

20




R

4 - . Donner une partie de J2* gui ost libre mals pas génératrice.
Donner une partic de I?* qui soit génératrice mais pas libre

.E}cormre 3

Seit Foun IR—(“:[)d.{‘\, w‘(‘fon(,l de dimension finie. Soient &y, ..., T des vecteurs de
F tols 8 que, aucun denire eux n'est combinaison | Lm-“a,u e des antres. Montrer que les

veeleurs @y, ... Ty, lorment un systeme Dhre.

¥xercice 4 . _
- Soit, Py e f7-espace vectoriel des polyadmes de degré < 3. Vérifier que les ensembles
Bii = 1,2, 3 suivants sont des base s de Py . S .

o I3y = {1.X,X° X%,
» 73‘5: {L .l - X - X - JXQ,A}' _ X 5}
s._.. f},:‘ :{] . ,—Y —| ‘( ;“ 3 ,)’ 1 -|~ JS‘_ " J‘(?._{_va%}

exercice 5 o N s
Daonner le ra,ng de [U;,ng,m] dans fh;um de& t:as Qq&"v@;j;‘;:

® Yy == (1, .1, 1‘},'”'_;; = (3,0, "_])._‘“3
e ar —!— {1. 2,3) vy = (3,1, 1),;}« 2=

'._-a"’--” --( 3),:03 - (1, U




oy

Exercices sur les matrices

4.8. Opérations sur les matrices
Exercice 1 _ _
~ Calenler 1a senune dos denx '_ma.trir:raq stiivantes: _
A= | . 'f = -
A ( 4 5 -5 ,]_ ’ ( -7 1
: E:{erci_ce' 2 - | ' '
 Caleuler 24 — 3B avec

A= ( -3

(el
g

Exercice 3

Soient les matrices

“Calenler (s1 possible) 47, A% A

Exercice 4

© Soient les matrices 0 Ty

_C;-:.i(ti.liﬂl" (v ])()Sb] [_1](‘} . ABi B
- Fxercice G

4.9. Rang d’une matrice
Déterminer lerang des matrices suivanles:

-

;

N -
A= 9

1

et ped e

SN o)
\“--—u—




J
Pl

- 4.10. Inverse d’une mdtru‘e

Execme 1

. Déterminer s'il existe I ]I“ erse dp ia matrm‘

| () =N
Aol 1 -2 3
A = Cr

2. Soit o
| 0L -
A=y -3 4 =3
-1 1 0

¢ Vérifier que .
o A - .5 A Zf - ().
A Paide de }a_l‘f’]dh{){] i- deqsus, t[ofcrmmnr l%ilypmc de A

“w Soit Ia matrice L o
| 205\ o
M= =1 2 1 . M est-clle dnversible? 81 ould, déterminer A1
B R ) \ R _ B

Exercice 2

Clonsidérons la matrice

' 2 3 - L %v"ﬂ} B
A= _ . Trouvet la"‘*'ma.f:{met-r'
N ' R

,.‘%

N

i ”t e lv prnduit fJB ‘:‘01. é di ala m,m;m ulehlm‘ Ig FProuver yue BA = Ig

3D ,x.crmLe 3 .
Soit 1a matrice
14 =3Y L o . B
A=103 1 ) . Caleuler A4* —3AT 34451, Cette matrice est-clle inversible?
' 0 2 —1 : . L _ o o o

 Si oui. trouver son inverse.



Exercice 1

30

Ixercices sur les déterminants

1. Caleuler les déterminants suivangs:

. '. - 1.
Im=1 m-2] , 1°° ('2 | L 0 a b l 0 b
d] =5 ' . ; | (g = | 1 h b ] ) {f-;._: = | 0 C d4 =
|m—=3 m—4;i o op | i 1 2

. - o S [m-1 m-2\ _
2. Pour quelles valeurs de mn la matrice A, = | 4 ) agt, inversible?

\m—3 m-—4

Exercice 2

Cadculer les déterminants suivants

L)

i_.&xooo e
Gboo| , |0
- ) -
m“iloﬁn-@
000 dl |

= O
ot Dy

N
~Noo
L
o
Pl

—
=
-

Exercice 3

1. Reésoudre les systémes suivarts:

) o dmy 4+ 2 = m+1
ks . . ) .
Syi¢ Lomrts, e 2y 4 3z = 3
et D™ - my - (m— 1z = m—1

) 4,
A ES
%o

i -Hm:r “ + (mA+1)y + mz = m+1
Sg 1 < %,— Da 4+ (m—=1y - mz = m?-1
' 9 o=y 2mz o= m? - 3m—4d
2. Pour quelles valeurs de m. le systeme ) est indéterminé?

3. Méme question pour le systéme Sy.

o= o
S oo

VR
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Exercices sur les applications.linéaires

Exercice 1

On considere Papplication ¢ : * —+ R?; (x,y) — (20 — y, 7 + 37)

1. Montrer que ¢ € L(IR?).
2. Caleuler ¢(0,1), ©(1,0), ©(2,~2), (-4, -1).
3. Soil, _ \
2 1 1 0
A= X = X, =
! (1 3>‘ ! <0)’ . (1)
2\ —4 x
X, = X, = X =
b (*2)’ . (1) ’ (?f)
Déterminer AX; pour chaque X;.
4. Donner la matrice de ¢ dans la base canonique.
5. L'application ¢ est-clle injective? est-elle surjectiye? est-elle un automorphisme?
6. Iapplication @ est-clle diagonalisable? est-elle {;:; '
h W
/ ] / _#‘f w—?é _‘%‘“__:,,6- )
7. Montrer que la partie B = {k EE k " }”fii%)_lne base de JR?.
8. Donner la matrice de passage de lg base canonique a la base B.
9. ﬂcan%nique puis, sa matrice dans la base B.

i
g
ans IR? définie par:
ST +y—2z

20+ 4y — 2z
r—1y+4 32

. Donner la matrice 4 de [ dans la base canonique.

2. Soient Iy = Ker(f —2id), Iy = Ker(f —4id), Ey = Ker(f —6id), ol id désigne
Papplication identité de IR3. Donner une base et la dimension de chacun de ces
sous-espaces. : .

3. Choisir vy € Ey, vy € Ey et w3 € Ej3 tels que la deuxiéme coordonnée de vy,
la troisicme coordonnée de vy et la prmiére coordonnée de vy soient égales a 1.
Montrer que B = {vy, v3,v3} est une base de IR®,

1. Caleuler f(vy), f(v2), flva). En déduire la matrice A’ de f dans la base B.

5. Donner la matrice de passage P de la base canonique A la base B et calculer P1.

G. exprimer A’ en fonction de A, 7 et P71
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7. Montrer que A™ = PA™P~! ponr n > 1. Caleuler 4™ pqur_h >1.

r o5 t

& Déterminer toutes les matrices B' = | u v W telles-que_.A’B' = B'A. En'
' NEAN A '

' déduire toutes les matrices B’ de M;3(IR) (1 espace des matnces carrées d ordre _
3) tellf‘s que B" A - ' ' '

9. Déterminer toutes les matrices B de M (ﬂ’i} Leiles que B‘ A.'__

Exercice 3 _ " | '

Soit, - .

f XD — R,
1P e XP(X)—2P(X).
1.n=2 _ _ _

~{a) Montrer que [ est une applu ation lrneaer a.valeurs dam JR,I[X]

(b)) Déterminer I'mf. Quel]? est le rang de f ¥

(¢) Donner la dimension de K erf, pma dg
2. On pu‘ncl n=3. \iemes questions qnc pour n.
3 quoltonqua Méme quofs{,lonq qup poﬁ{ n = 2.

. : ”M‘” kA
exercice 4 - Pagh

© Soit £ un espace Vecmrml de dine
Pendomorphisme f d(’fl[ll par ;.

13 doni une base e‘st (.01, Pg, e;) On C‘OIISIdGI‘e
(. B R
f(e‘) = 92 \{3‘ f By) = 03 + e, ot f(cw) = e; +ey
‘Smt X =y +:r3r’2 +ﬁvgﬂ;bcto“f’hmm loxprpqslon de f(a ) dans la base (6’1,62,83) f
est-il un autnmorpla}%m%&de. _ B '
Exercice 5 %’“;% 3‘}"

R .

- _ o S
Soit E un espace vecloriel de dlmmmon 3 (PI €2, e-;) une bd.se dc E,et XA € IR.
Dmonlwr que la donnée de - :

ple)) = e+ ey
plen) =er—ep
ples) =e; + /\m

“définit une apphcatlon linéairve i de L dans L

- Eerire le hansforme du vecteur v = :nv. + yey +.7Eq Commen! choisir )\ pour que gp
“soit injective 7 Sur]cct.lve ? '



] Diagonalisation. Trigonalisation
Exercice 1

Ha b2
S

, : o . 1
Déterminer les valeurs propres ot les vectenrs propres de la matrice ( 3

Exercice 2
Diagonaliser la imatrice

/3 6 -4
A=10 -1 1
395 -3

Fxercice 3

Déterminer si les maftrices suivantes sont dragonalisables et si elles le sont, donner
une base dans laquelle elles sont diagonales.

11 1 2 0 01 —1
— 2

01 1 I U
e

S
ek

Fixercice 4

Considrons les matrices suivantes

I 2 3 0 1 "3 0 0
A=14 —2 3 2 -3 D=0 3
2.5 -1 35 00 3
L0 0 0 0
EF=13 2 -4 2 30
4 1 3 12 1

1) Caleuler le déterminant dc clmqﬁk‘i*mafnw

‘?'\ Dam (}mquo cas (sauf pou? I(,) trouver toutes les valeurs propres de la matrice,
' issocis. Preiser si la maltrice est diagonalisable ou non sur
ﬁf” 'Drma lt‘ cas o (‘Hv ““fn(l agonahaal) e, dterminer lexponentielle £ (pour la matrice
A) ponr chaque t € IRy,
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Série 1: Espaces vectoriels
Exercice 1(Sous-espaces)
Soit, '
= IR[X] = {P(X)=aX?4+bX +cabcc R},
F = {{r,y,2) e M2 +y+2:=0)

Vérifier que F est un sous-espace veetoriol de IR[X et que F est un sous-espace vectoriel
de IR*.

Exercice 2(Somme de deux sous-espaces) }

On consiare Pespace vectoriel réel 7= JR3 et lc\ wi‘-;toui‘ {0 —%(1 1, 1}. On pose
Fo= () e 1y R 20,
G = Veel(u) = {o.rz.i%a €Il = (o, 0,a)}.

Exercice 3(Combinaison hnea:r’e;

Les vecteurs u snivants, qonr us. Combnmmnn linéaire des vecteurs ). Uy suivants:
L) w=(1,2), u, = (1, ;
‘))U—ZJJ) w g () ", 7 1,--1,4)
3w =1(3,1,m), u _-;X(l 2), ?L') = fl ~1,4)

Exercice 4(Sous- eSpaéo engr‘udm Base. Coordonnées. Changement de base)
Soit .
={(z,y.2) €e R",2 —y = 0}.
» Donner une base de F.

e Onadmel que B = {(0, 1 1), (1,0,1), (1, L,0)} et B' = {(1,1,1), (1, 1),(1,1,0)}
sont deux bases de I Donum les coordonnées de (2,-2,2) dans Ia lmqo B puis,
dans la base B’

Exercice 5(rang d’un systéme de vecteurs)

Déterminer, suivant les valewrs de o, le rang de chacun des systémes S;, Sy, S5 suiv-
ants: , _ _
Si={a=(0,1,1), b= (1,0,1), ¢ = (1, La)} Se={u=(o,1,1), b= (=1, =, ~1), c =
(=1, -1, )}
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Série 2: Matrices et déterminanﬁs '

'L .
Fy
B
d
1
]
3
:
:
X
.

Exe[-\rcm ' R i
Iontru que lf‘b matrices Suwanles om ponr def(‘rmlnant zéro - S '|
_ o . |

|

B T S N0 04 e 4. N0 -2 4 —1/ -
Exercice 2'. . | | :

B2 =

Caleuler Pinverse des matrices :
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Série 3: Applications linéaires

Exercice 1 Soit trois vecteurs ey, eo, ey formant une base de JR?. On note T 1a trans-
formation linéaire définie par

k== 83 ,

(1)
T(es) = ea
{ ) = 1 + o 4 \,3,

1. Déterminer le novan de cebte apphication. Fcrlnf‘/h Qfﬁ%} ice 4 de T dans ia base

(e, e, e3). .».-?

3

On pose fi = ¢y — ea. fa = e — j'; = - .,-!"-2 + es. Caleuler e, e0,2;5 en
fonction de fy, fa, fa. Les vecteurs f] , f-g. fa fornlonf ils une hase de IR* 7

2. Caleuler T'(f)),7 fﬂ T( f3) en forldsi grlo fi. fa, f3. Ecrire la matrice B de T
dans la base (fi, fn f3) et hou“‘fﬁrlm afifte de Vapplication T

4. On pose

1 -1
-1 1
0 1

Vérfier que | Eﬁl mvr‘rfsﬂﬁ(‘ et caleuler P71, Quelle relation lie 4, B, P et P17

5. Donner une haﬁe dg‘ Imi ot dédutre 1o vang de T

Tixercice 2

Soit [ 'application linéaire de J2° dans IR* définie par:

Gy ( br4y—=z \
—. a1 J

y | = 2o+4dy — 2z
k T =y -3z )

1. Donner la matrice A de f dans la hasc canonique.

2. Soient By = ICer(f — 2id), Ey = Ker(f —4id), Bs = I{er(f — 6id), on id désigne

I'application identité de JR*. Donnrer une 1 ase et la dimension de chacun de ces
SOUS-CSPACES.
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Choisir " € FEy, vy € By et vy & Fy tels gque la deuxieme coordonnée de vy,
Ia, troisicme coordonnée de 2 e la prmiére coordonnée de 93 soient égales A 1.
Montrer que B = {n), 19,13} esh une bas:: de J?3,

Calenler f(my), [1\3- f(wy). En déduire la matrice A’ de f dans la base B.
Donner la matrice de passage P de la hase canonique a la base B et caiculer P

exprimer A’ en fonction de A, P et P

Moutrer que A" = PA™ P~ pour n > 1. Calculer A" pour n > 1.

FExercice 3

Soit f 'application linéaire définie par

]

Pxercice 4
Soit:

( p) €
,B) = (—i—?ﬂ =204 38, o+ 3, 3o+ 5}, —o + 2/3).

Quel est Vespace de départ de f.
Quel est Pespace d’arriver de f.

Caleuler le rang de f.

[ est-clle surjective?

1.

2.

3. [ est-il un IQOHIIQ;IJFHSIHE‘
Ext‘l cice 5

s

Soit B = { 2= (1,6.—1),b = ({],.G, 13 ¢= (0,1, ﬂ)} Vérifier que I est une base de

. 2) f]()!_::

11 2

A=10 01
' 1 00

al, [ Pendomorphisme de JR? dont Ja matrice par rapport & la bse B est la matrice A.
Donner Ia matrice de f dans la base canonique de IR7°.
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Série 4: Diagonalisation

Exercice 1 Les matrices suivantes sout-clles diagonalisables dans M, (IR} 7 dans
Mp(€) 7

_ (3 =2 )
00 01

_ 00 -10 .

b=l g1 ool F
-1 0 00,

Fxercice 2

Déterminer les valeurs propres {‘Li

FOmY s IR
AV Ry A
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Contenn mathématiques du semestre .S, pour les fili‘eres' SMP-SMC

Mathmatique I

- Biment 1 : Analyse 1 (Cours, TD)

L Snites de nombre réels @ convergence et limite, 2. Suites particuliere : Suites arithmétiques,
saites géométriques et suiles arithmético-géométrique. 3. Suites alternées et suites ad-
Jacentes. 4. Fonction numrique d’une variable réelle - Calcul des limites, continuité.

5. Théorame des valeurs intermédiaires. 6. Notion de dérivabilité (dérivée premitre et
drivée d'ordres supérienrs). 7. Fonctions convexes. 8. Fonetion monotones et Fonctions
récinroques des Fonctions circulaires et fonctions hyperboliques. 9. Théoreme de Rolle

et théoreme des aceroissements finis. 10. Formule de Taylor, polynémes d’interpolations

ef caleul approché. 11. Fonctions équivalentes et aéveloppements limités.

- EBlément 2 : Algébre 1 (Cours, TD)

L. Systemes d’équations lindaires et résolution par la méthode de Ganss o pivots,
2. Proprictes vectoriclles de n @ Famille libres, famille géncdrairices, notion de base et
base canonique, 3. Le plan 2 et ie corps © des nombres complexes, 4. L'espace affine E2:
Coordonnées cartésiennes el coordonnées polaires, éggation d’une droite et équation
d'un cercle, 5. Produit scalaire, produit vectoriel dgrs et Projection orthogonale. 6.
Fonctions polynémiales. Polynéme irréductible dans efAl8pg. . Fractions rationnelles.
7. Division euclidicnne et division suivant ies puissynces crpfssantes. 8. Décomposition

des fractions en éléments simples dans JR ot ddns Chy,

Mathématique II

- Elément 1 : Analyse 2 (Cours, T

. Introduction la notion d}intégr.al’é"”"Téggidr-é
mental de Panalyse et caleul des p hnisivel. 3. Tutégration par parties ct intégration par
changement. de variable. 4. Intggrafipn desflractions rationnelles. 5. Intégrale dépendent

't parametre. 6. Intégrale goncpliséeet ori teres de convergences. 7. Equations différentielles
du premier ordre. 8. Equations diffétentielles du second ordre coeffcients constants. 9.
Séries numériques. 10. Généralités r_iﬂ suites et séries de fonctions. 11, Séries entitres,
rayons de convergences.et fonctions analytioquoes veelles, 12. Séries trigonométriques et
series de Fourler. o :

- Blément 2 : Alg!zﬂ?'b e.;z!-v-’(Cours, TD)

L. Iispaces vectoriels, Sous espaces ot sons espaces engendrés. 2. Applications linéaires
et endomorphismes. 3. Caleul matriciel et rang d'une matrice. 4. Déterminant d’une ma-
trice carrée et applications. 5. Changement de bases et matrices de passage. 6. Polyndome

caractoristique, diagonalisation, trigonalisation. 7. Applications aux systémes linéaires.

B caleuls des aires. 2. Théoréme fonda-

it










