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Chapitre 1

DETERMINANT

Montrer qu'une application linéaire est inversible n’est & priori pas une chose évidente. Le déterminant
permettra, dans certains cas, de montrer si c’est le cas ou non. Il permettra aussi, toujours dans certains
cas, de résoudre des systémes ou bien d’obtenir 'inverse d’une matrice. Enfin il servira, comme on le verra
dans la prochaine lecon, & la diagonalisation et la trigonalisation des endomorphismes d’un espace vectoriel.

Dans tout ce chapitre K désigne un corps. Rappelons qu'un corps est un espace vectoriel sur lui-méme
de dimension 1.

I. Préliminaire sur les permutations (sans démonstrations)

Définition 1. Une permutation o de {1,2,...,n} est une bijection de {1,2,...,n} dans lui-méme.
Une transposition 7 est une permutation qui laisse invariant tous les éléments sauf deuz qu’elle échange :
il existe deux éléments distincts i et j tels que :

T(i)=jetT(j)=1iet Vk#ietk#j 7(k)=rk.

Proposition 2. L’ensemble des permutations de {1,2,...,n}, muni de la composition des applications est
un groupe appelé groupe symétrique et est noté S,. L’élément neutre est l’identité, noté 1d.

Cela signifie simplement que 1'on a les propriétés suivantes :

-Sn #0;

-Jdee S, |VoeS,,coe=eco00=0;icie=1d;

-Vo1 € Sy, doy € Sy, | 01 0092 = 02 001 =1d; on note alors o9 par 01_1.

Remarque 3. On peut remarquer que ce groupe symétrique n’est pas un groupe commutatif (sin > 2) car
en général, pour o1, oo dans Sy, on a 01 0 09 # 09 0 07.
On note souvent o109 au lieu de o1 0 09.

Exemple 4. Les éléments de Ss sont

w19 a1 ea-( 1)
(23):(1 : g) (123):(5 : i)) et(132):<; . ;’)

On remarque qu’il y a 6 = 3! éléments. On peut montrer de fagon générale que S, a n! éléments.

Proposition 5. Toute permutation de S, peut s’écrire comme une composée de transpositions de S, .

DEMONSTRATION. Plutot que de démontrer 1'existence de la décomposition en générale, montrons le
principe de la démonstration sur ’exemple

1 2 3 4 5
_<2 23 1)_(1245).

7



8 CHAPITRE 1. DETERMINANT

Le principe est de multiplier o & gauche (composer a gauche) par des transpositions de fagon & obtenir
chaque fois un élément fixe de plus. Ici o(1) = 2, on compose donc par (1 2), et on obtient (1 2)o = (2 4 5).
On continue (en oubliant 1) ; comme 2 donne 4, on compose par (2 4). On trouve (2 4)(1 2)o = (4 5). Une
transposition étant sa propre inverse on en déduit que o = (1 2)(2 4)(4 5). O

Remarque 6. Cette décomposition n’est pas unique, mais la parité du nombre de transpositions qui inter-
viennent dans une décomposition ne dépend pas de la décomposition.

Exemple 7. Dans S35 on a
(123)=(12)(23)=(12)(13)(13)(23);

les deux décompositions contiennent un nombre pair de transpositions.

Définition 8. On appelle signature d’une permutation o, le nombre (o) = (—1)’“ ou k est le nombre de
transpositions qui interviennent dans une décomposition de o en produit de transpositions.

Remarque 9. La signature d’une permutation est bien définie, car si o se décompose de deur maniéres en
produit de k et k' transpositions, alors k — k' est un multiple de 2 et donc (—1)F = (—=1)¥'.
En particulier on a pour une transposition 7, (1) = —1 et pour lidentité e(1d) = 1.

Proposition 10. L’application € : S, — {—1,1} est un morphisme de groupe. Cela signifie que

g(o1 009) = e(o1)e(02).

Remarque 11. En particulier on a

et donc

Exemple 12. Dans S3 on a

o1 = G ; g) W |e(o)=1
oy — @ : g) (12) | e(os) = —1
o3 = <§ . i’) (13) | e(os) = -1
o4 = G : g) 23) |elog) =1
o5 — @ . g) (13)(23) | e(05) = 1
o6 — @ : ‘?) (12)(23) | e(og) = 1

JEAN-JACQUES RUCH



II. DEFINITION ET PROPRIETE DES DETERMINANTS 9

II. Définition et propriété des déterminants
I1.1. Déterminant d’une matrice.

Définition 13. Soit M = (m;j)1<ij<n une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans un corps K. On
appelle déterminant de la matrice M et on note det(M) le scalaire

det(M) = > e(0) [[ mjos)
j=1

O’GSn

Remarque 14. On note en général le déterminant de la matrice M :

mip s Mip
det(M) =

Mmp1 -+ Mpn

Proposition 15. On a aussi

det(M) = Z H ()i
o€Sy

Jj=1

DEMONSTRATION. La preuve repose essentiellement sur deux changements de variable : un premier
dans le produit et un second dans la somme. Soit p et o dans S, alors comme p est une bijection de
{1,...,n}, en posant j = p(k) on a

n

H Mjo(j) = H Mp(k)o(p(k))
k=1

=1

.

En particulier avec p = 0%, on a o(p(k)) = k et donc

n

H ])—nglk)k

En revenant a la définition du déterminant on obtient, par sommation, que

det(M) = Z e(o) H Mo =1(k)k
k=1

UESn

On se rappelle ensuite que £(0) = e(o~!) de sorte que

det(M) = Z e(o™h) H Mo—1(k)k
k=1

oESy
Comme o — o~ ! est une bijection de S,,, en posant p = ¢! on obtient
n
i) = 3 o [T
PESH k=1
et on renomme la variable de sommation o, au lieu de p, pour conclure. O

Corollaire 16. Une matrice carrée et sa transposée ont des déterminants égauz.

JEAN-JACQUES RucH



10 CHAPITRE 1. DETERMINANT

DEMONSTRATION. Soit M = (m;;) une matrice carrée. On note ‘M = (mj;) = (myj;) sa transposée.

On a:
det("M) = > e(0) Hm;(,(j) = «lo) Hma(j)j = det(M),

ocES, j=1 oESy j=1
d’aprés la proposition précédente. O

Remarque 17. Cela signifie que toutes les propriétés du déterminant qui seront établies par rapport aux
colonnes d’une matrice seront aussi valables pour les lignes.

Proposition 18.

a) St M = (m) est une matrice d’ordre 1 alors det(M) = m.

b) Si on note 1, la matrice identité d’ordre n alors det(L,) = 1.

c) Pour tout A € K et toute matrice carrée M d’ordre n, on a det(AM) = A"det(M).

DEMONSTRATION. Le premier point est évident.
Pour le second, on remarque que si on note a;; les coefficients de la matrice identité, alors a

o(j) # j, et donc det(I,) = [[;_; aj; = 1.
Enfin pour le troisiéme point si M = (m;;) alors AM = (Am;;) et donc

det(AM) = > e(0) [[ Amjoy = A" D e(0) [ mjors) = A"det(A).
j=1 j=1

c€Sh oc€Sn

jo() = 0 s

Exemple 19. On a Sy = {Id, (1 2)} et donc :

aip a2
a1 a2

’ = 011022 — G21G12-

Exemple 20. On a S3 = {Id, (1 2), (13), (23), (12)(13), (12)(23)} et donc

a1l a2 aig
Q21 Q22 G23| = 11022033 + (21032013 + A31A12023 — 011032023 — (31022013 — A21G12033.
a3z1 a32 ass

I1.2. Déterminant d’une famille de vecteurs.

Définition 21. Soient (z1,...,xy,) des vecteurs d’un K espace vectoriel E de dimension n. On appelle
déterminant de z1,...,x, dans une base B et on note detp(z1,...,x,) (on omet l'indice B lorsqu’il n’y a
pas ambiguité) le déterminant de la matrice dont les colonnes sont constituées des vecteurs xi,...,Tp.

Proposition 22. Soient (z1,...,x,) des vecteurs d’'un K espace vectoriel E de dimension n.
a) Soit p € Sy, alors
det (T, - -5 Tpny) = e(p)det(x1, ..., Tn).
En particulier si on échange deux colonnes d’une matrice, le déterminant est changé en son opposé.
b) Si z; = x; pour i # j alors on a det(x1,...,z,) =0.
c) Soient yi un vecteur de E et X et p deuz scalaires, alors :

det(zy1, ..., ATk + pyk, ..., Tpn) = Adet(z1 ..., Tk, ..., Tpn) + pdet(z1 ..o, Yy oo Tp).

Le déterminant d’une matrice dépend donc linéairement de chacun de ses vecteurs colonnes. En particulier
il est nul st une colonne est nulle.

d) Le déterminant d’une matrice ne change pas lorsqu’on ajoute a l'un de ses vecteurs-colonnes une com-
binaison linéaire des autres vecteurs-colonnes ; il est nul si l'un des vecteurs-colonnes est combinaison des
autres.

JEAN-JACQUES RUCH



II. DEFINITION ET PROPRIETE DES DETERMINANTS

DEMONSTRATION. On note M = (m;;) la matrice dont les colonnes sont les vecteurs x1,. .., Zy.
a) On a

det(p(),- 1 2pm) = D (0) [Tmiooiy

= 2(p) Y elop) [[ mjopis) car e(op) =e(0)e(p)

opESn 7=1

= (p) Z e(7) H mjr(j) en posant T = op

TESH 7j=1
= e(p)det(z1,...,xn)

En particulier si on note 7 la transposition (i j) alors (1) = —1 et par conséquent on a

det(w1, ..., @), s Tise vy Tn) = AU, -, Tr(i)y - ooy Tr(j)s - -5 Tn) = —deb(T1, 00, Ty oo, TG, Tp).

b) On a d’apreés la propriété précédente

det(x1,..., T4 ... 2, ..., xn) = —det(z1,...,25,...,2...,2Tn)

et donc ce déterminant est nul.
c) Soit

Tk = : ety =1 : |,
ank bnk

alors en utilisant la deuxiéme formule du déterminant

det(zy, .., ALk + fyh - 2n) = > €(0)Aagon + o) [ Mo
oESy j=1,j#k
= A Z e(0)ag(k)k H Mg (5)j + M Z £(0)bo(k)k H Ma(j)
05 =1,k 0E8n =1,k

= Xdet(z1...,Tk,...,Tn) +pdet(z1..., Yk, ..., Tn)

d) Par la linéarité du déterminant par rapport a chaque variable (propriété précédente) on a

n
det(zy,...,zk + Z Ny oy xy) =det(x1, ..o Ty .o Ey) F Z Adet(z1, ..., 2, ..., Xn).
I=1,l#k 1=1,l#k

11

Or tous les déterminants de la somme sont nuls d’aprés la propriété b)), car ils ont deux colonnes identiques.
Ceci montre le résultat voulu. En particulier, si un vecteur est égal a une combinaison linéaire des autres
vecteurs, on ne change pas le déterminant si on ajoute au vecteur I'opposé de la combinaison linéaire. Donc

on est ramené a calculer le déterminant d’une matrice dont une colonne est nulle et par conséquent
déterminant est nul.

JEAN-JACQUES RucH
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12 CHAPITRE 1. DETERMINANT

I1.3. Propriétés.
Le prochain résultat établit le caractére multiplicatif du déterminant.

Théoréme 23.

Soient M et N deux matrices carrées d’ordre n, alors
det(MN) = det(M)det(N).

DEMONSTRATION. Notons par My, ..., M, les colonnes de M de sorte que celles du produit M N sont
Somamia M, .30 ny M, En utilisant la propriété ¢) de Proposition 22 on obtient

n n
det(MN) = det(z n,;l’lMil, ey Z nimnMin)

i1=1 in=1

= Z Mgyl ---Nipn det(Mi17---7Min)

101, yin <N

= Z Nip 1 - -Niyon det(Mil,...,Min),

101, yin <N

et grace a la propriété b) de Proposition 22 on peut restreindre la somme précédente aux indices i1, . . ., in
distincts deux & deux. Notons

E:={(i1,...,in)) 1<i1,...,ip <n, pourtout 1 <j#k<n, i;#ig}.

Cet ensemble E est en bijection avec Sy, il suffit d’associer a un n-uplet (iy,...,i,) de E la permutation
o de S, telle que pour tout j entre 1 et n, o(j) = i;. Ainsi

det(MN) = Z na(l)& ce na(n)m det(Ma(l), ey Ma(n))
O'eSn

= Z Ng(1),1 -+ No(n),n e(o)det(My, ..., My)
O’GSn

= < Z 5(0) No(1),1 "'na(n),n)detM

O'GSn
= det(N)det(M),

grace a la propriété a) de Proposition 22 et & Proposition 15. U
Remarque 24. Il n’est pas inutile de répéter ici que le déterminant n’est pas linéaire! On a en général
det(M + N) # det(M) + det(N).

On peut prendre par exemple le cas des matrices carrées :

10 01
M_(l 1) andN-(l 0).

Corollaire 25. Soient M et N deux matrices carrées d’ordre n, alors
det(MN) = det(NM)
méme st MN # NM.

JEAN-JACQUES RUCH



II. DEFINITION ET PROPRIETE DES DETERMINANTS 13

DEMONSTRATION. D’apreés le théoréme précédent on a :

det(MN) = det(M)det(N) = det(N)det(M) = det(NM).

Théoréme 26.

Soit M une matrice carrée d’ordre n, alors
M est inversible <= det(M) # 0,

et dans ce cas

det(M~1) = (det(M)) .

DEMONSTRATION. On a
M est inversible <= MM™! =1, = det(M)det(M ™) = det(MM ') = det(I,) = 1,

et donc on en déduit que det(M) # 0.

Pour la réciproque on va démontrer la contraposée. Si la matrice M n’est pas inversible, en particulier,
comme c’est une matrice carrée, cela implique que son image n’est pas R™ tout entier, or cette image
est ’espace vectoriel engendré par les vecteurs Mey,...,Me,, ol ey,...,e, sont les vecteurs de la base
canonique. On se convainc rapidement que pour tout i, Me; est la i éme colonne de M. Ainsi les vecteurs-

colonnes de M sont liés, donc I'un des vecteurs est combinaison linéaire des autres et donc det(M) = 0.
Ainsi on en déduit det(M) # 0 = M est inversible. O

Nous allons maintenant caractériser les déterminants de matrices qui sont semblables. Rappelons que
deux matrices carrées d’ordre n, M et N, sont semblables s’il existe une matrice inversible P telle que
N = P~'MP. Pour que deux matrices soient semblables, il faut et il suffit qu’elles soient les matrices du
méme endomorphisme d’un espace vectoriel E dans deux bases.

Proposition 27. Des matrices semblables ont méme déterminant.

DEMONSTRATION. On a

1
det(N) = det(P~'MP) = det(P~1)det(M)det(P) = dot(P) det(M)det(P) = det(M).
e
a
Nous pouvons ainsi définir le déterminant d’un endomorphisme.
Théoréme 28.
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de E. Alors le scalaire
detp(f(e1),..., f(en)) ne dépend pas de la base B = (e1,...,e,) choisie. On l'appelle détermi-
nant de 'endomorphisme f et on le note det(f).
DEMONSTRATION. Soient B = (e1,...,e,) et B = (e},...,¢e),) deux bases de E. On note M et N les
matrices de 'endomorphisme f de E dans ces deux bases et P la matrice de passage de B a B’. Alors on
a N = P~'MP et d’aprés la proposition précédente det(M) = det(N), d’ou le résultat. O

JEAN-JACQUES RucH



14 CHAPITRE 1. DETERMINANT

Théoréme 29.

Soient f et g deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel E. Alors les propriétés suivantes
sont vérifiées :

a) det(f o g) = det(f)det(g) ;

1
b) f est bijectif si et seulement si det(f) # 0 et alors on a det(f~1) = et ()
e
DEMONSTRATION. Ces résultats s’obtiennent facilement lorsqu’on passe & ’écriture matricielle. O

11.4. Formes multilinéaires.
Nous allons étudier les applications qui vérifient les propriétés de Proposition 22. Nous allons voir
qu’elles caractérisent univoquement le déterminant, & la normalisation

Définition 30. Soit E un K—espace vectoriel. Soit application suivante :
n fois

F:ExEx---xE—K

On dit que F est une forme n-linéaire ou une forme multilinéaire sur E, si pour touti = 1,...,n, pour tout
Tlyeooy Tim1, Tigl, .-, Ty € E, Uapplication x — F(x1,...,Ti—1,T,Tit1,...,Z,) est linéaire de E dans K.
On note L"(E) Uensemble des formes n-linéaires sur E.

La définition dit juste qu’une forme multilinéaire est linéaire par rapport a chacune de ses variables.
Une forme linéaire est simplement une application linéaire de F dans K. Si n = 2 on dit que F est une
forme bilinéaire et si n = 3 on dit que F' est une forme trilinéaire.

Exemple 31. Soit F' : R? x R? — R une forme bilinéaire sur R%. Posons e; = (1,0) et es = (0,1) et
Ty = z11€1 + Ta1€2, T = T12e1 + Tazez. On a

F(x1,22) = F(711€1 + 72102, T12€1 + T22€2) = aT11712 + bT11722 + cT21712 + dT21T92
avec a = F(ej,e1), b = F(e1,e2), c = F(ea,e1) et d = F(ea,ea). Inversement, on vérifie facilement que

toute application de cette forme est bilinéaire.

Proposition 32. Soit E un K—espace vectoriel. L’ensemble des formes n-linéaires sur E, L"(E), muni
de l'addition des fonctions et de la multiplication par un scalaire est un K-espace vectoriel.

DEMONSTRATION. On montre que c’est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des fonctions
définies sur F et & valeurs dans K. O

Définition 33. Soit E un K—espace vectoriel. Une forme n-linéaire F' sur E est dite alternée si pour tout
(1,...,2p) € E™ tel qu'il existe 1 <1i,j <mn, i# j, x; = xj, alors F(x1,...,z,) = 0.

Définition 34. On note A"(E) le sous-espace vectoriel de L™(E) constitué des formes n-linéaires alternées
sur I

Définition 35. Soit E un K—espace vectoriel. Une forme n-linéaire F sur E est dite

— symétrique si pour tout (x1,...,x,) € E™, pour tout 1 <i,5 <n, i # j,
F(zy,...,2 .., x4, ... xn) = F(T1,..., 25, ..., Ziy ..., Tp),

— antisymétrique si pour tout (x1,...,x,) € E™, pour tout 1 <i,j <n, i #j,
F(ai, ...,z x5, 0, xn) = —F(x1,...,25, ..., %4, ..., Tn). (1)

JEAN-JACQUES RUCH



II. DEFINITION ET PROPRIETE DES DETERMINANTS 15

Proposition 36. Soit E un K—espace vectoriel. St K est un corps de caractéristique différente de 2 alors
une forme n-linéaire F sur E est alternée si et seulement si elle est antisymétrique.

DEMONSTRATION. Si F' est antisymétrique, alors pour tout (z1,...,z,) € E™ et pour tout 1 < ,j <
n, i # j, on a (1). En particulier quand z; = z;, on obtient

2F(X1y oy Ty ooy Ty ooy Tyy) = 0.

Comme K n’est pas de caractéristique 2 on en déduit que F(z1,...,%i,...,Ti,...,Tn) = 0.
Pour la réciproque il n’y a pas besoin de supposer que la caractéristique de K est différente de 2. Si F'
est alternée on a

0 = F(z1,...,xi+xj,...,x +xj,...,2Tp)

= F(xi,...,%. ., Ty Tp) + F(on, o0 2,00 2,0, X0)
+F(x1, .. %, Ty )+ F(2, g, T, 2)
= F(xi,...,%.., %5, ..., 2n) + F(a1, ..., 25, Ty, Tp),
d’ot le résultat. g

Exemple 37. En reprenant l'ezemple précédent, F' est alternée si et seulement si pour tout (x11,x12) on a
0 = F(x11€1 + x21€2,211€1 + T21€2) = ax%l + (b+ ¢)z11721 + dx%l
c’est-a-dire seulement si a = b+ c=d = 0. Donc la forme f s’écrit

F((xn, $21), (»’61273722)) = 5(56113?22 - 55213312)-

Proposition 38. Soit F' une forme n-linéaire alternée définie sur un K-espace vectoriel E. Alors on a
a) Pour toute permutation o de S, :

V(I’l, R ,.CEn) € E", F(.Q;‘J(l), e ,xg(n)) = €<U)F($1, R ,xn);

b) Le scalaire F(x1,...,2,) ne change pas lorsqu’on ajoute o l'un des x; une combinaison linéaire
des autres ;
¢) Le scalaire F(x1,...,xy,) est nul si les vecteurs x; sont liés. En particulier toute forme n-linéaire

alternée est nulle si n > dim(E)

DEMONSTRATION. On a vu dans la proposition précédente que si F' est une forme multilinéaire et
si 7 est une transposition alors F(l'.,.(l), e ,xT(n)) = —F(z1,...,2,). Comme toute permutation o se
décompose en produit de transpositions, o = 75 0--- 071, le point a) s’obtient en effectuant une récurrence
sur k.

Pour b) on a

F(xy,...,xi—1,2; + E AT, Tig1y .., n) = F(x1,...,2,) + g NF(xy, .. x5, .., x5, ., Tp)
J#i J#i
= F($1,...,l’n)
car F est alternée, d’oul le résultat. Enfin, si les z; sont liés, 'un d’eux est combinaison linéaire des autres.

D’aprés b), on peut ajouter & ce vecteur I'opposé de cette combinaison linéaire sans changer la valeur
de F, qui est donc nulle. Ceci montre c). O

Théoréme 39.

Soit E un K espace vectoriel de dimension n et B := (ey,...,e,) une base de E. Alors ’ap-
plication det : E™ — K, qui a (x1,...,x,) dans E™ associe detp(x1,...,zy) est l'unique forme
n-linéaire alternée sur E™ telle que detg(eq,...,e,) = 1.

JEAN-JACQUES RucH



16 CHAPITRE 1. DETERMINANT

Remarque 40. L’espace A"(E) est donc de dimension 1.

DEMONSTRATION. Soit L une forme n-linéaire alternée sur E™ telle que L(ey,...,e,) = 1. Décompo-
sons (Z1,...,xy) selon la base (e1,...,e,) en écrivant pour tout ¢ = 1,...,n, x; = 27;21 a; jej. Alors en
utilisant la multilinéarité et le caractére alternée comme dans la preuve du Théoréme 23 on obtient

L(xy,...,xp) = ( Z e(o) a1 0(1) amg(n))L(el, ceey€n)

oESy
= detg(z1,...,xn)L(e1, ... en),

ce qui termine la preuve. O

ITI. Calcul de déterminants

III.1. Déterminants de matrices particuliéres.
Nous allons voir que pour certaines matrices le calcul du déterminant se fait assez facilement.
Considérons tout d’abord des matrices dont 1’écriture par blocs est

M N
M={0o )
ot M’ est une matrice carrée d’ordre p, M" est une matrice carrée d’ordre ¢, N est une matrice a p lignes

et ¢ colonnes et le dernier bloc (noté 0 dans la matrice) est la matrice nulle & ¢ lignes et p colonnes, avec
p+ q=nlordre de M.

M N

0 M”) est det(M')det(M").

Proposition 41. Le déterminant de la matrice M = (

DEMONSTRATION. Notons M = (mij)1§i7j§n. On a
det(M) = Z e(0)Mu(1)1 - - - Mo (nyn-
O’ESn
Pour qu’un terme soit non nul il faut que
o(1),...,0(p) € {1,...,p},
et donc
olp+1),....,0n)e{p+1,...,n}.
Il existe donc des permutations ¢’ € S, et 0” € S telle que
o(j)=0o'(j) si 1<j<p,
op+k)=p+o'(k) si 1<k<q
On a donc

det(M) = Z 6(0’)m/0,(1)1 e m;/(p)pmg//(p+1)(p+1) e mlol.//(n)n.
o'eSp,0"€Sy

En décomposant o’ et o’ en produit de transpositions on remarque que e(o) = £(0”)e(0”), et donc

det(M) = Z 5(0'/)m;./(1)1 e m;,(p)p Z E(O'//)mg.//(l)l . m;/.//(p)p = det(M’)det(M”)

o'€Sp o''€Sy

ce qui montre la proposition. O
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Exemple 42. En combinant les propriétés que l'on a vues, on obtient assez facilement que

11 0 12 0 T 5 8 6/ [65 8 7
31 4 2 _ |31 4 2 |21 4 3
9 010 0 ~— |9 0 10 0 |0 0 10 9
75 8 6 110 12 0f [0 0 12 11
6 510 9
'2 1H12 11‘ = (6.1 —5.2)(10.11 — 9.12) = —8.

Une simple généralisation de ce résultat donne :

Corollaire 43. Soit M une matrice de la forme
0 My =« *
0o ... 0 M,
o, pour i compris entre 1 et r, M; est une matrice carrée d’ordre k;, avec k1 + --- + k. = n. Alors on a

det(M) = det(My) .. .det (M)

On en déduit alors le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure. Rappelons qu’une matrice car-
rée d’ordre n est dite triangulaire supérieure (inférieure) si tous ses coefficients en dessous (respectivement
au-dessus) de sa diagonale sont nuls.

Corollaire 44. Soit M une matrice triangulaire supérieure, c’est-a-dire

mi1 Mmiz2 - Mip
0 mo -+ moy

M == . . . . )
0 ... 0 mpn

alors det(M) = mq1...mpy,

Remarque 45. Le résultat est identique pour une matrice diagonale (matrice triangulaire supérieure dont
les coefficients au-dessus de la diagonale sont tous nuls). D’autre part il reste encore vrai pour les matrices
triangulaires inférieures (transposées de matrices triangulaires supérieures).

111.2. Méthodes de calcul.

Dans la pratique, il est extrémement rare que ’on calcule un déterminant par la formule directe, qui est
bien trop compliquée. On a recours a des astuces. Nous allons donner une formule qui permet effectivement
de calculer le déterminant d’une matrice carrée d’ordre n.

Définition 46. Soit M = (m;j)1<i j<n une matrice carrée d’ordre n. On note M;; la matrice d’ordre n—1,
obtenue a partir de M en supprimant la @ iéme ligne et la j iéme colonne (tous les autres coefficients
restent dans le méme ordre). On appelle mineur de m;j le scalaire det(Mij) et cofacteur de m;; le scalaire
Aij = (—l)iJrjdet(Mij).

JEAN-JACQUES RucH



18 CHAPITRE 1. DETERMINANT

Théoréme 47.

Awvec les notations de la définition précédente on a :

a) développement par rapport a la colonne j, j=1,....n,
det(M) = (—1)1+j maj det(Mlj) + -+ (—1)n+j M det(Mn') = mij Alj + My Aan
b) développement par rapport a la ligne i, i =1,...,n,

det(M) = (—1)i+1 mﬂdet(Mil) —+ -+ (—I)H_n mmdet<Mm) =mi1 N1 + -+ myin Nin,

DEMONSTRATION. Démontrons la premiére formule (la seconde se démontre de la méme fagon ou
s’obtient en considérant la transposée de M). Pour une colonne de M, on peut écrire

mlj mlj 0 0

mo; 0 my; :
0

mnj 0 0 mnj

Comme le déterminant est n—linéaire, en particulier il est linéaire en la j iéme colonne. Si on note N;; la
matrice obtenue & partir de M en remplacant tous les éléments de la j iéme colonne, sauf celui dans la
iéme ligne, par 0, on obtient

det(M) = det(Ny;) + - - - + det(Np;).
Si I'on fait passer la j ieme colonne de IV;; a la premiere place, sans changer 'ordre des autres, on effectue
j —1 transpositions de colonnes, donc le déterminant est multiplié par (—1)7~!; de méme, si I’on fait passer
la 7 iéme ligne de N;; & la premiére place (sans changer I'ordre des autres) le déterminant est multiplié par

(=1)"~1. On a donc

Mij Mgy Mij—1 Mijp1 0 Mg
, 4 0 L
det(N;;) = (=1)E=D+0G=1 | = (=1)"7 my; det(M;;)
. Mij
0
d’aprés le corollaire 20. On obtient donc le a). O

Exemple 48. ] est avantageux de développer selon une ligne ou une colonne ou il y a beaucoup de zéros :

31(2)22 2 3 4 1 3 4 1 2 4 1 23
003 o = (—D)¥ 0.0 5 6]+ (-1)*2.0.]14 5 6]+ (-1)>33.]4 0 6]+ (-1)*"0.]4 0 5
L6 o4 9 6 4 2 1 4 2 16 2 1 6 4
1 2 4 1 2 4
= 3.4 0 6/=3.]4 0 6| Ly« L3—3IL
16 2 -2 0 -10
142, |4 6
= 3.(-1)'"22 = —6(4.(—10) — 6.(—2)) = 168.

IV. Application des déterminants

Nous verrons dans le chapitre suivant que les déterminants vont nous étre trés utiles pour calculer le
polyndéme caractéristique d’un endomorphisme ou d’une matrice. Ici nous donnons d’autres applications.

JEAN-JACQUES RUCH



IV. APPLICATION DES DETERMINANTS 19

IV.1. Calcul de l’inverse d’une matrice.

Soit M = (mi;)1<i,j<n une matrice carrée. On peut lui associer n? cofacteurs Ajjpour 1 <4, <n.ll
est donc possible de construire une matrice carrée d’ordre n dont les coefficients sont les cofacteurs de M,
c’est la matrice des cofacteurs dont la définition est donnée ci-dessous.

Définition 49. Soit M = (m;j)i1<i j<n une matrice carrée. On appelle comatrice de M la matrice notée

Com(M) telle que le coefficient de la i iéme ligne et de la j iéme colonne soit exactement le cofacteur A;j
de M.

Nous donnons maintenant une relation entre une matrice et sa comatrice, ainsi qu’une expression de
I'inverse d’une matrice.

Théoréme 50.

Soit M = (myj)1<ij<n une matrice carrée. On a
M*'*Com(M) = det(M)I, et ‘Com(M) M = det(M)I,.
De plus si M est inversible (det(M) # 0) alors on a
1

M= thom(M).

DEMONSTRATION. Le terme d’indice (i, j) du produit M *Com(M) est Y p_; m;xA, i (on multiplie par

la transposée). Distinguons deux cas :

— Si j =i on reconnait la deuxiéme formule du théoréme 47 et donc on obtient det(M).

— Sinon c’est le développement suivant la j iéme ligne, du déterminant de la matrice obtenue a partir
de M en ayant remplacé la j iéme ligne par la ¢ iéme. Cette matrice a deux lignes égales, donc son
déterminant est nul. On obtient donc M ‘Com(M) = det(M)I,.

L’autre égalité s’obtient de la méme maniére en utilisant le développement suivant les colonnes.

Pour le dernier résultat, lorsque M est inversible il suffit de diviser tous les termes dans la premiére

formule par det(M). O

Exemple 51. Soit M = <Z b) une matrice inversible c’est-a-dire telle que det(M) = ad —bc # 0. Alors

d
linverse de M est donné par
1 d -=b
M= :
ad — be <—C a >

IV.2. Systéme de Cramer.
On considére ici des systémes linéaires qui ont un nombre d’équations égal au nombre d’inconnues.

Définition 52. Soit n un entier naturel non nul. On appelle systéme d’équations linéaires de n équations
a n inconnues sur le corps K, le systeme :

a1171 + a12we + - + a1pTy = by
a91x1 + agewe + -+ - + a9y = by

Ap1T1 + Ap2T2 + - - + AppTy = by

ot les a;j et b; sont des éléments de K pouri=1,...,netj=1,...,n.
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20 CHAPITRE 1. DETERMINANT

On peut écrire matriciellement ce systéme de la maniére suivante. Soit

aix - Ain
A=
(0275 IR 7Y )
la matrice du systéme. On pose encore
X1 b1
X=|:]|etB=
Tn by,

Alors le systéme est équivalent & I’équation matricielle AX = B.

Théoréme 53.

On dit qu’un systéme linéaire de n équations a n inconnues est de Cramer, si sa matrice est
inwversible. Alors le systéeme a une unique solution qui est

X =A"'B.

DEMONSTRATION. Le résultat est immédiat. O

Proposition 54. Soit (S) un systéme de Cramer, d’équation matricielle AX = B. Pouri, 1 <i<n, on
définit la matrice A; obtenue en remplacant dans A la i iéme colonne par le second membre B. Alors la
solution du systéeme est donnée par : pour tout i compris entre 1 et n

det(A,-)
T = ———.
" det(A)
DEMONSTRATION. Comme le systéme est de Cramer, il admet une unique solution. Si on note C, ..., Cy,

les vecteurs colonnes de la matrice A du systéme, on peut écrire
21C1 + 2202 + - - - + 2,Cp, = B.

Maintenant, si A; est la matrice obtenue en remplagant dans A la i iéme colonne par le second membre B,
on a

det(AZ-) = det(cl,...,Cifl,B,CiJrl’...,Cn)
= det(Cl,...,C’i_l,xlCl+ng'2+-"—i—xnC’n,C’iH,...,Cn)

= Z xkdet(Cl, ey Cz;l, Ck, CZ'+1, ey Cn)
k=1

= xidet(Cl, ey 01;1, Ci, Ci+1, cey Cn) = :L'idet(A)

car I'application déterminant est une forme n-linéaire alternée. Comme det(A) # 0, ceci montre le résultat.
O

Exemple 55. On souhaite résoudre le systéme :

201+ 3204+ 23=9
(S)¢ =1+ 2x9+ 3x3 =06
3rx1+ a2+ 223 =28
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IV. APPLICATION DES DETERMINANTS 21

2 31
La matrice du systéeme est A= (1 2 3. Son déterminant est égal o 18, c’est donc un systéme de
3 1 2
Cramer. La solution est donc
1 23 Y 35
rT = E 6 2 3= TS,
8 1 2
2 91
1 29
Tro = E 1 6 3= TS,
3 8 2
1 2 39 5
T3 = g 1 2 6= 18
3 1 8

IV.3. Orientation de I’espace.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur R. On définit sur ’ensemble des bases de F une
relation R par :

- deux bases B et B’ de E sont en relation par R si et seulement si le déterminant de la matrice de
passage Pp_,p est strictement positif, c’est-a-dire

BRB <= det(Pg_p)>0.

Proposition 56. R est une relation d’équivalence qui a deuz classes d’équivalences.

Orienter I'espace E, c¢’est convenir que I'une des classes d’équivalence est constituée de bases directes et
I'autre de bases indirectes. En général on convient que la base canonique est directe ce qui fixe I'orientation
de l'espace.

. . . - 7 . -

Par exemple si £ = R?, avec la convention que la base canonique (4, j, k) est directe, alors (7, k, i ) et
- = =7 e e d - 7 =
ivk,J), (J.isk)et (k,Jd,i
DEMONSTRATION. Commengons par montrer que R est une relation d’équivalence.
— R est réflexive car Pg_,z = Id, donc det(Pg_5) =1 > 0 ce qui donne B R B.
— R est symétrique car B R B’ <= det(Pg_,p) > 0, et comme det(Pg_,g) est égal a U'inverse de

det(Pg_,p) ceci est équivalent a det(Pgr_,5) > 0 c’est-a-dire B’ R B.
— R est transitive car si B, B’ et B” sont trois bases de E alors on a

- > 7 . . .
(k, i, J) sont directes mais ( ) sont indirectes.

Pp_pr = P Pp—pr,
De plus si B R B et B' R B” alors on obtient
det(Pg_pr) = det(Pp_p Pg —pr) = det(Pg_p)det(Pg_p5r) > 0,

et donc B R B”.
Ces trois points montrent que R est une relation d’équivalence.
De plus, il y a au moins deux classes d’équivalence car si B = (ey,...,ey,) est une base de E alors
B' = (ez,e1,...,e,) est aussi une base de E et det(Pp_p5) = —1 < 0.
Il n’y a que deux classes d’équivalence car étant donné deux bases B et B’ de E, la matrice de passage
Pg_.p est inversible donc soit det(Pg_p5) > 0 et, B et B sont dans la méme classe, soit det(Pg_p5) < 0
et, B et B’ ne sont pas dans la méme classe. O
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Chapitre 2

REDUCTION D’ENDOMORPHISMES

Pour décrire un endomorphisme f d’un espace vectoriel E, on cherche une base de E dans laquelle la
matrice de f soit la plus simple possible. Pour diverses raisons, on voudrait que cette matrice soit diagonale,
c’est-a-dire que les coefficients en dehors de la diagonale soient nuls. En d’autre termes, les vecteurs de cette
base sont tels que leur image par f leur est colinéaire. On les appelle des vecteurs propres de f. L’avantage
d’avoir une matrice diagonale est qu’il est alors plus facile de faire des calculs faisant intervenir f, par
exemple le calcul des itérés de f.

Il n’existe pas toujours de base de E formée de vecteurs propres de f. Par exemple la rotation R,

dans le plan réel orienté, de matrice
cosa —sinao
sinav  cos«

dans la base canonique, n’a pas de vecteur propre si a Z 0 mod 7, puisqu’aucun vecteur non nul z n’est
colinéaire & R, (x). Le probléme dans ce cas se résout en passant du corps R au corps C : nous verrons
qu’un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe a toujours un vecteur propre. Néanmoins, méme sur
C, il peut ne pas y avoir “assez” de vecteurs propres pour former une base; c’est par exemple le cas pour
I'endomorphisme de C? de matrice
11
6 1)

dont tous les vecteurs propres sont colinéaires a e et donc ne peuvent pas former une base. On cherchera
pour ces endomorphismes une base dans laquelle leur matrice est aussi simple que possible, c’est-a-dire
aussi proche que possible d'une forme diagonale.

Dans tout ce chapitre, les espaces vectoriels considérés sont des espaces vectoriels sur K de dimension
finie, ot K est le corps des nombres réels R ou le corps des nombres complexes C. En fait les résultats sont
encore vrais si K est un corps commutatif contenant Q.

I. Diagonalisation
I.1. Valeur propre - Vecteur propre.
Définition 1. Soit f € L(E). On dit que A € K est valeur propre de f s’il existe un vecteur non nul x de

E tel que f(x) = Az ; x est alors appelé vecteur propre de f associé a la valeur propre A.

Remarque 2. Tous les multiples non nuls d’un vecteur propre de f sont encore des vecteurs propres de f
pour la méme valeur propre. L’ensemble des valeurs propres d’un endomorphisme f s’appelle le spectre de
f et est noté Sp(f).

Exemple 3. Si f est une homothétie d’un espace vectoriel E, f = aldg, alors tout vecteur non nul est un
vecteur propre associé a la valeur propre a.

Exemple 4. Comme on l’a vu dans Uintroduction il existe des endomorphismes qui n’ont pas de valeur
propre ni de vecteur propre ; par exemple les rotations d’angle différent de 0 mod w dans le plan réel.

Exemple 5. L’ezemple que nous donnons ici concerne un espace vectoriel réel de dimension infinie.
Soit E [’espace vectoriel des fonctions de R dans R, indéfiniment dérivables. L’application v : E — E qui a
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24 CHAPITRE 2. REDUCTION D’ENDOMORPHISMES

une fonction associe sa dérivée est un endomorphisme de E. Alors, pour tout réel \, la fonction f(t) = e

est un vecteur propre associ€ G la valeur propre A, car fx # 0 et u(fr) = f3 = Afx.

Dans le théoréme suivant nous caractérisons de fagon plus précise les valeurs propres d’un endomor-
phisme.

Théoréme 6.

Soient f € L(E) et A un scalaire. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A est valeur propre de f;
(ii) U’endomorphisme f — AIdg n’est pas injectif, i.e. son noyau vérifie
Ker(f — Mdg) ={z € E, (f — Mdg)(z) = 0} # {0};
(iii) det(f — Mldg) =0;
(iv) det(M — AL,) = 0 ou M est la matrice de f dans n’importe quelle base de E.

DEMONSTRATION. Pour que A soit valeur propre de f il faut et il suffit qu’il existe un vecteur non
nul z de E tel que f(z) = Az, c’est-a-dire que l'on ait (f — Aldg)(z) = 0, ou encore que le noyau
Ker(f — Mdg) # {0}. Ceci entraine 1’équivalence de (i) et (ii). Pour que I'endomorphisme f — Mdg de
I’espace vectoriel de dimension finie E ne soit pas injectif il faut et il suffit qu’il ne soit pas bijectif, ¢’est-
a~dire que son déterminant soit nul, d’ou I’équivalence de (ii) et (iii). Enfin par définition du déterminant
d’un endomorphisme, (iii) et (iv) sont équivalentes. O

Ce qui précede montre que I'ensemble des vecteurs propres associés & une valeur propre A auquel on
ajoute le vecteur nul est exactement Ker(f — Aldg).

Définition 7. Soit A une valeur propre d’un endomorphisme f. On appelle sous-espace propre associé a

A, le sous-espace vectoriel de E défini par Ey = Ker(f — Adg).

Remarque 8. C’est en cherchant le noyau de Uapplication f—ANdg que ['on détermine les vecteurs propres
associés a la valeur propre .

1.2. Polynoéme caractéristique.
Définition 9. Le polynome caractéristique de f € L(E) est défini par x5(X) = det(f — XIdg).

Si E est un K-espace vectoriel alors x¢(X) € K[X]. De plus, si M est la matrice de f dans une base
quelconque B de E, alors

Xf(X) = det(M — X1,,).
Théoréme 10.

Les wvaleurs propres d’un endomorphisme f sur un K-espace vectoriel E sont exactement les
racines de son polynéme caractéristique qui sont dans K.

DEMONSTRATION. On a les équivalences suivantes :

A € K est valeur propre de f <= (f — Aldg) est non injectif <= det(f — Aldg) =0
< xs(A) =0 <= X est une racine de s dans K
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Soit M une matrice d’ordre n a coefficients dans K. Soit X une indéterminée, alors on peut écrire :

myp — X mag e M1in
ma1
M- X1, =
Mn—1)n
mnp1 s mn(n_l) Mpn — X

Le déterminant de cette matrice est une somme de produits de coefficients de la matrice, c’est donc bien
un polyndéme en X a coeflicients dans K. Chacun des produits comporte n termes, qui sont des coefficients
de chacune des colonnes; ce sont donc des polyndémes de degré au plus n. De plus un seul produit est de
degré n, c’est le produit de tous les coefficients diagonaux (il correspond a la permutation o = Id). Comme
la signature de l'identité est égale a +1, le terme de plus haut degré est (—1)"X"™. On a donc montré le
résultat suivant.

Proposition 11. Le polynéme caractéristique d’une matrice d’ordre n (ou d’un endomorphisme d’un espace
vectoriel de dimension n) est un polynome de degré n dont le terme dominant est (—1)™.

Comme un polyndéme de degré n a au plus n racines on obtient :
Corollaire 12. En dimension n un endomorphisme (ou une matrice d’ordre n) a au plus n valeurs propres

distinctes.

Exemple 13. Le polynéme caractéristique de la matrice
01

=1 0)

-X 1

XM(X) - ' 1 -X

Les valeurs propres sont 1. Les sous-espaces propres associés a ces valeurs propres se déterminent alors
de la maniére suivante :

_ — 1
@)EEl <:>{ r+y=0 — {r=y <— E; =< (1>>.

est
=X?-1.

z—y=20
Nep, e 1279v=0 o o e B=—<(1)>
y -t r+y=0 y= ==\ ’

Exemple 14. La rotation plane Ry a pour matrice dans la base canonique

cosf) —sinf
sinf cosf |’
Son polynéme caractéristique est

cosf — X  —sinf | (cosf — X)? + (sinf)? = X% — 2X cosf + 1.

XRo(X) = sin 6 cos — X|

Ce polynome n'a pas de racines réelles si sinf est non nul. Par contre dans C il a deux racines et

sont donc les valeurs propres de Rg. On peut vérifier que les vecteurs propres associés sont

1

Fi)
Exemple 15. Soit M = (mij)1§z‘,jgn une matrice triangulaire. Alors M — X1, est aussi une matrice
triangulaire et le polynome caractéristique (déterminant d’une matrice triangulaire) est donc le produit des
coefficients diagonauz i.e. xp(X) = (mi1 — X) -+ (mpn — X). Les valeurs propres de M sont donc les
coefficents diagonaux de M. En particulier ce résultat est vrai pour une matrice diagonale.

9, qui
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Définition 16. Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E.

L’ordre de multiplicité d’une valeur propre A de f est l’ordre de multiplicité de la racine A dans le polynome
caractéristique de f.

Un polynome de K[X] est dit scindé si toutes ses racines sont dans K autrement dit s’il se décompose dans
K[X] comme produit de polynémes de degré 1. Par extension on dira qu’un endomorphisme est scindé si
son polyndme caractéristique l’est.

On peut remarquer que si un endomorphisme f d’un espace vectoriel E' de dimension n, est scindé, son
polynome caractéristique a la forme suivante :

r

() = (D" T = a0,

i=1
our, 1 <r <mn, représente le nombre de valeurs propres distinctes, les (\;)1<i<, sont les différentes valeurs
'

propres et les (a;)1<i<, sont leurs ordres de multiplicité respectifs. On a de plus Z a; = n.

i=1
I.3. Etude des sous-espaces propres.
Théoréme 17.
Soit f € L(E). On considére {\1, ..., .} l’ensemble des valeurs propres deux a deux distinctes

de f. Alors les sous-espaces propres (Ejy,)1<i<y sont en somme directe, i.e. Ey, @ --- & E),.

Rappelons que r sous-espaces vectoriels (Ey,)1<i<, sont dits en somme directe si et seulement si 1'une
deux propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :
(a) z1+az2+---+2,=0, avecpouri=1,...,7, 5, € B\, =>V1<i<r z;=0;
(b) pour 1 <k<r, E) N(E\ +---+E)\,_,)={0}.

DEMONSTRATION. On va établir ce résultat par récurrence sur r le nombre de valeurs propres distinctes.
Sir = 2, alors on a Ey, N E), = {0}. En effet soit x € Ey, N E),, alors f(z) = Mz et f(z) = Aaz. On
obtient donc (A — A2)z = 0 c’est-a~dire x = 0 car A\; # A2. Un vecteur propre est donc toujours associé
qu’a une seule valeur propre.

Supposons maintenant la propriété vraie jusqu’au rang k — 1, c’est-a-dire que pour tout [ entre 2 et
k—1,

Eyx,N(E\, +---+ E)\,_,) ={0}.
Montrons alors que :
E\, N (Ex, +---+ Ey,_,) ={0}.
Soit
x € Ey, N (Ex, +---+ E,\k_l).
Onazxz =21+ - +x_1 avec pour 1 <7<k —1, x; € E),. En prenant I'image par f de cet élément, on
obtient :
f(x) = )\kl‘ = /\k(l’l +---+ $k—1)7
et d’autre part
flx)=flz1) + -+ f(Tr—1) = w1 + -+ Ae—1Tg—1
Ceci entraine que

()\k — )\1)331 + 4 ()\k — )\k_l)l‘k_l =0.

Or par hypothése de récurrence Ey , ..., E), , sont en somme directe, et comme les valeurs propres sont
deux a deux distinctes, on obtient x; = 0 pour 1 < ¢ < k—1, c'est-a-dire Ey, N (Ey, +---+ Ey,_,) = {0}.
O
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Théoréme 18.

Soient f € L(E) et A une valeur propre de f. Alors la dimension du sous-espace propre associé
G la valeur propre \ est inférieure ou égale a la multiplicité de la valeur propre X\, c’est-a-dire :
dim(E)) < ay.

En particulier, si X est une valeur propre simple (multiplicité égale a 1) alors dim(FE)) = 1

DEMONSTRATION. On considére (eq, ..., ek, €ki1,...,e,) une base de E telle que (e, ..., ex) soit une
base de E. Dans cette base la matrice de f s’écrit
A

My
A
M= 0 --- 0

My
0 --- 0

Le polynéme caractéristique de f est donc
X7(X) = det(M — XT,,) = (A — X)*det(Mg — XT,,_p).

Ainsi X est racine de xy d’ordre supérieur ou égal & k = dim(F)). Pour le second point un sous-espace
propre contient au-moins un vecteur propre (vecteur non nul) donc on a 1 < dim(FE}). Si on applique alors
le premier point avec a)y = 1, on obtient le résultat. O

I.4. Endomorphismes diagonalisables.
Définition 19. On dit que f € L(E) est diagonalisable sl ezxiste une base de E constituée de vecteurs

PrOpres.

Remarque 20. Dans une telle base la matrice de f s’écrit
A
M =

Théoréme 21.

Soit f € L(E), dont {\1,...,\} est l'ensemble des valeurs propres deux a deux distinctes. f est
diagonalisable si et seulement si ses sous-espaces propres vérifient : E = Ey, @ --- @ E), .

DEMONSTRATION. Supposons que f soit diagonalisable. Quitte & réordonner les vecteurs, la base de
vecteurs propres de f est de la forme

(617/\17 B eal,)\1> ey el,)\ra sy ear,)\r)
ot pour 1 < i < ret pour 1 < j < a4, e, est un vecteur propre associé a la valeur propre \;. Si
a; < dim(E),) = f; alors E), aurait une base de la forme (ej ,,...,€g, ;). De plus, d’aprés le théoréme 9,
(121> 5€at As - €L Air -3 €Bi Air -3 €1 Ams -+ > € )y)

serait une famille libre. Ainsi on obtient une contradiction (car la famille libre aurait plus de vecteurs
qu’une base). Donc pour tout 1 < i <r, o; = dim(E},), et comme les sous-espaces propres sont en somme
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directe, on aboutit au résultat.
Réciproquement, si les sous-espaces propres de f vérifient

E:E)\l@-“EBE,\T.

Alors en notant une base de Ey,, B; = (e1)),,---,€a;),); on a B =By U---UDB, est une base de E formée
de vecteurs propres. O

Théoréme 22.

Soit f € L(E), avec E un K—espace vectoriel. f est diagonalisable si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :
(a) f est scindé, i.e. toutes ses valeurs propres sont dans K ;
(b) Pour toute valeur propre X de f on a dim(E)) = ay qui est
DUordre de multiplicité de .

DEMONSTRATION. Si f est diagonalisable alors il existe, d’aprés le théoréme 12, une base de vecteurs
Propres, (€17, --s€aiAis- -1 EL Ay - - - 5 €ar ), ), dans laquelle sa matrice s’écrit

A1

A

,
Son polynéme caractéristique est égal a (—1)" | | (X — A;)?. Il est donc scindé, et pour 1 < ¢ < r,
i=1
dim(E),) = a; = l'ordre de multiplicité de A;.
Réciproquement, pour tout sous-espace propre E), on a d’aprés la propriété (b), dim(E),) = «; , et
'

d’apres (a), E a; =n = dim(F). Donc comme les sous-espaces propres sont en somme directe, on obtient
i—1

e
que E=FEy), @ ---® E) , c’est-a-dire que f est diagonalisable. O

Corollaire 23. Soit f € L(E). Une condition suffisante pour que f soit diagonalisable est que f ait
exactement n valeurs propres deuz 4 deux distinctes.

DEMONSTRATION. Si f posséde n valeurs propres deux a deux distinctes, f est scindé, et de plus tout
sous-espace propre est de dimension 1. f est donc diagonalisable d’aprés le théoréme 13. O

Attention ce n’est pas une condition nécessaire. En effet, les homothéties Aldg, par exemple, sont

diagonalisables mais n’ont qu’'une seule valeur propre A. Ce sont d’ailleurs les seuls endomorphismes dia-
gonalisables qui ont une seule valeur propre.
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1.5. Exemple de diagonalisation.
Soit f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

1 0 O
M=14 -1 3
4 -2 4

Le polynome caractéristique de f est alors x¢(X) = (1 — X)?(2 — X). f a donc une valeur propre double
A =1, et une valeur propre simple A = 2. Recherchons maintenant les sous-espaces propres. F; le sous-
espace propre associé & la valeur propre A = 1 est déterminé par :

z 0
. dr —2y+32=0 _ _
(M — 113) z = 8 <:>{4x—2y+3z—0 — {42 -2y+32=0

C’est donc un sous-espace vectoriel de R? de dimension 2, engendré par deux vecteurs u; et us de coor-
données dans la base canonique

1 1
—1 et 2
-2 0
Le sous-espace propre FEs associé a la valeur propre A = 2 est déterminé par :
x 0 -z = 0 . 0
(M—=2I3)[y]| =(0] < < 4x—-3y+3z = 0 <:>{ B .
2 0 dr—2y+2z = 0 y

C’est donc un sous-espace vectoriel de R? de dimension 1, engendré par un vecteur us de coordonnées dans
la base canonique

0

1

1

La somme des dimensions des sous-espaces propres est égale & 3, c’est-a-dire a celle de 'espace vectoriel E
(ici R3), f est donc diagonalisable et sa matrice dans la base (u1, us, us3) est

1 00
M=10 10
0 0 2

II. Trigonalisation
I1.1. Endomorphismes trigonalisables.

Définition 24. Une matrice carrée M d’ordre n est dite trigonalisable si elle est semblable a une matrice
triangulaire T, supérieure ou inférieure, c’est-a-dire s’il existe une matrice inversible P telle que M =
PiTP.

Définition 25. Soit f € L(FE). f est dit trigonalisable s’il existe une base B de E dans laquelle sa matrice
est triangulaire supérieure ou inférieure.

On peut remarquer que tout endomorphisme (ou matrice) diagonalisable est trigonalisable. D’autre
part, si f € L(E) est trigonalisable cela signifie qu’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f
s’écrit

all DY DY aln
M = 0
0 0 ann
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n

Son polynome caractéristique est donc égal & x¢(X) = (—1)" H(X — a;;). Il est donc scindé et ses valeurs
i=1

propres sont exactement les (aii)1<i<n-

Théoréme 26.

f € L(E) est trigonalisable si et seulement si f est scindé.

DEMONSTRATION. Si f est trigonalisable, d’aprés la remarque ci-dessus, f est scindé. Réciproquement
supposons que f soit scindé et montrons par récurrence sur la dimension n de E que f est trigonalisable.
Sim = 1, la propriété est vraie. Supposons qu’elle soit vraie jusqu’au rang n — 1. Comme X est scindé,
il existe au moins une valeur propre A. Soit alors u; un vecteur propre associé a cette valeur propre. On
considére les vecteurs (ug, ..., u,) de facon a ce que B = (uy,us,...,u,) soit une base de E. Dans cette
base la matrice de f s’écrit

A aip - am
0
M =

. M 1

0
M est la matrice d’'un endomorphisme g égal a la composée de f avec la projection de F sur le sous-espace
de F de dimension n — 1 engendré par (ug,...,u,). On a

X#(X) = (A= X)det(M; — XI,—1) = (A = X)xq(X),

et comme Y s est scindé, x4 I'est aussi. Donc par hypothése de récurrence, il existe une base (u5, . .., u;,) de ce
sous-espace dans laquelle la matrice de g est triangulaire supérieure. Ainsi dans la base B = (uy, uj, ..., u))
de E la matrice de f est triangulaire supérieure. O

Corollaire 27. Tout endomorphisme sur un espace vectoriel complexe est trigonalisable.

DEMONSTRATION. Cela provient du fait que tout polynéme sur C[X] est scindé. U

I1.2. Exemple de trigonalisation.
On considére f 'endomorphisme de E = R* dont la matrice dans la base canonique est

1 -3 0 3
-2 —6 0 13
M= 0 -3 1 3
-1 -4 0 8

Le calcul du polynéme caractéristique donne x¢(X) = xa(X) = (1 — X)% Il y a donc une seule valeur
propre A = 1 d’ordre 4. On détermine maintenant le sous-espace propre E; associé a cette valeur propre.

x 0 —3y + 3t =0
B yl |0 —2z-Ty+13t = 0 x = 3t
M=1) 12 = o] < By+3t =0 ~\y = ¢t
t 0 —x—4y+7 = 0

L’unique sous-espace propre Ej est donc de dimension 2 (< 4 = dim(R?*) donc f n’est pas diagonalisable),
il est engendré par les vecteurs u; et ug de coordonnées dans la base canonique

3 0
1 0
of €11
1 0
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On compléte (u1,us) par (u3,us) pour obtenir une base de R*. Ici on peut par exemple choisir uz = e et
uy = e2. On a donc les relations suivantes :

e1 = Uz, €2 = U4, €3 = Uy et e4 = u; — 3uz — uy.

Ainsi :
f(U3) = f(el) = €1 — 262 —ey4 = —uj + 4U3 — Uy
f(U4) = f(€2) = —3e1 — 6ey — 3eq4 — 4deg = —4uy — 3usg + Yuz — 2uy
La matrice de f dans la base (u1,ug,us, us) s’écrit alors
1 0 -1 —4
~ 01 0 =3
M= 0 0 4 9
00 -1 -2

On considére la sous-matrice

4 9
= (4 5)

qui est la matrice de la projection de f sur le sous-espace engendré par ug et uy4, dans la base canonique de
ce sous-espace. On va maintenant trigonaliser cette matrice. Le polynéme caractéristique de cette matrice
est
yan (X) = (1 - X)2

Cette matrice n’a qu’une seule valeur propre double qui est 1. Le sous-espace propre associé a cette valeur
propre est déterminé par

{20 = =-w.
Sa dimension est donc 1, et il est engendré par v; de coordonnées dans la base canonique du sous-espace

()

On le compléte en une base du sous-espace avec un vecteur vo de coordonnées

(1)

Les vecteurs correspondants dans l'espace E = R* sont donc v} = —3us + u4 et vh = uy. Ainsi
fy) = —ui —3ug + ]
fh) = —4duy — 3ug — 30} + 0}
La matrice de f dans la base (u1,u2,v],v5) s’écrit alors
10 -1 4
01 -3 -3
00 1 -3
00 0 1

III. Polynémes d’endomorphismes - Polyn6me minimal

III.1. Polynémes d’endomorphismes.
Soit ' un K —espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de E. On introduit les notations
suivantes :

k fois

——
f=1dg, f'=f fP=fof ff=Ffofo--of.
Plus généralement, si Q(X) = ap+a1 X +-- -+ a, X" est un polynome de K[X], alors on définit le polynome
d’endomorphismes Q(f) par :

Q(f):aoldE—l—alf—i--"—i—akfk.
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Si M est la matrice de f dans une base B de E alors le polynome de matrices Q(M) défini par :
Q(M) = aoly + a1 M + -+ + apM*,
est la matrice de Q(f) dans la base B.

Proposition 28. Pour tout endomorphisme f de E, il existe un polynome non nul Q de K[X] tel que

Q(f) =0.

DEMONSTRATION. E est un K —espace vectoriel de dimension n, donc £(E) est un K —espace vectoriel

n* sont liés. Il existe donc

de dimension n?. Par conséquent, les n? + 1 endomorphismes Idg, f, f2,..., f
des coefficients ag, a1,..., a,2 de K non tous nuls, tels que apldg + a1 f + -+ + a,2 f”2 = 0. C’est-a-dire
que le polynéme non nul

QX)=ao+m X+ +a.X"

de K[X] vérifie Q(f) = 0. O

Définition 29. On dit qu’un sous-ensemble non vide J de K[X] est un idéal s’il vérifie les deux propriétés
sutvantes :

(@) VQ1 €3,VQ2 €7, Q1—Q2€7.

(b) VQ1 €3,VB € K[X], @O1B€7T.

Proposition 30. Soit J un idéal de K[X]. Il existe un polynome P tel que T soit l’ensemble des polynomes
multiples de ce polynome, i.e. I ={PQ, Q € K[X]}. On dit que P engendre J ou qu’il est un générateur
de J.

DEMONSTRATION. Si J = {0} il suffit de prendre 8 = 0. Sinon, soit 8 un polynéme non nul dans J
et de degré minimal. Comme J est un idéal, il contient tous les multiples de . Inversement si A est un
élément quelconque de J, on fait la division euclidienne A =B + R. Comme J est un idéal, R = A —BQ
appartient a J, et son degré est strictement inférieur a celui de B. Ainsi R est nul, a cause du choix de 3,
et A est donc un multiple de . O

Remarque 31. On peut remarquer qu’un idéal de K[X], 3 # {0}, admet toujours un unique générateur
unitaire, c’est-a-dire un générateur dont le coefficient dominant vaut 1. En effet si B est un générateur
de J dont le coefficient dominant vaut a # 0 alors d’aprés la définition d’un idéal P’ = P/a appartient
a J et de plus est unitaire. Or, comme les degrés de W' et B sont égauz, P’ est encore un générateur de
J. Maintenant st PB" est un autre générateur unitaire de J, alors P" appartient o lidéal 3. Il existe donc
Q € K[X] tel que P" = P'Q. Mais comme B" et P’ sont deuzr générateurs unitaires, ils ont méme degré
et méme coefficient dominant. Donc Q =1 et " =P'.

I11.2. Polynéme minimal.

Théoréme 32.

Soient E un K—espace vectoriel et f un endomorphisme de E. L’ensemble 3 = {P €
K[X], P(f) = 0} des polynémes annulateurs de f est un idéal différent de {0}. Cet idéal est
appelé idéal annulateur de f. Le générateur unitaire de cet idéal s’appelle le polynébme minimal
de f et est noté ms(X).

DEMONSTRATION. D’aprés la Proposition 16 cet ensemble contient un élément non nul. Donc J est non
vide et est différent de {0}. Soient P; et Py deux éléments de J. Alors (P — P)(f) = Pi(f) — Pa2(f) =0,
c’est-a-~dire que P, — P appartient 4 J. De plussi P € Jet si Q € K[X] alorson a (PQ)(f) = P(f)Q(f) =0.
Ainsi PQ € J. Ainsi J est un idéal de K[X]. O
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Remarque 33. Le polynome minimal d’un endomorphisme f est donc l'unique polynéme de plus bas degré
et unitaire (coefficient dominant est égal a 1), vérifiant mys(f) = 0. De plus si M est la matrice de f dans
n’importe quelle base B de E, mpr(X) = my(X) et donc my(M) = 0. Comme un générateur d’un idéal est
de degré supérieur ou égal a 1, il en est de méme pour le polyndme minimal .

Exemple 34. Soit f une homothétie d’un K—espace vectoriel E. On a f = Mdg, avec A € K. Donc le
polynome X — X\ est un polynome annulateur de f. Comme il est de degré 1 et unitaire, c’est le générateur
unitaire de ’idéal annulateur de f, c’est-a-dire que c’est le polynome minimal de f. Réciproquement, si le
polynome minimal de f est X — A, alors on a f — ANldg = 0, ou encore f = Aldg. Par conséquent, [ est
une homothétie. Nous venons donc de montrer que le polyndéme minimal d’un endomorphisme est de degré
1 st et seulement si cet endomorphisme est une homothétie.

II1.3. Théoréme de Cayley-Hamilton.

Théoréme 35.

Soient E un K—espace vectoriel et f un endomorphisme de E. Le polynome minimal de f divise
le polynome caractéristique de f.

DEMONSTRATION. D’aprés la remarque ci-dessus il suffit de montrer que x¢(f) = 0. Soit M la matrice
de f dans une base B de E. C’est une matrice carrée d’ordre n. On pose N = M — X1, et on note Com(N)
sa comatrice. Les coefficients de Com(N) et donc de ‘Com(NN) sont des polynomes de degré inférieur ou
égal & n — 1. On peut donc écrire

n—1
‘Com(N) = Z A; X7
=0

ol les A; sont des matrices carrées a coefficients dans K. D’aprés le théoréme 24 du chapitre précédent on
a

N'Com(N) = det(N)I,, = x (X)L,

c’est-a-dire
n—1

(M = XT,) > A;X7 = xp(X)Ip.
=1
En notant maintenant

n
Xr(X)=> a; X
j=0

(avec a,, = (—1)™) on obtient en identifiant les coefficients de méme degré : M Ay = a,l,, M A — Ay = a1l,,
vy MAy 1 — Ap 2 =ap1ly, —Ap_1 = anly.
On en déduit

Xp(M) =" a;M) = MAg+ M(MAy — Ag) + -+ M" N (MAp 1 — Ap_) + M™(—=A, 1) =0,
j=0
car les termes se regroupent et s’annulent. O

Remarque 36. Un énoncé équivalent de ce résultat est que xy appartient a l'idéal annulateur
3= {P € K[X], P(f) =0},

ou encore que X ¢(f) = 0. Comme le polynome caractéristique est de degré n, on en déduit que le polynome
minimal est au plus de degré n.
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e (Y )

Le polyndéme caractéristique de cette matrice est

Exemple 37. Soit la matrice

woo = |7 |- X =l x
_ —(X+2)’_12 o= (X)X 3 = (X +2)(X +3).

Comme le polyndome minimal, divise le polyndme caractéristique, et qu’il est unitaire de degré au moins 1,
on en déduit qu’il est égal & X +2, X +3 ou (X 4+ 2)(X + 3). Comme M + 21y # 0 et que M + 31y # 0,
on obtient que mp(X) = (X +2)(X + 3).

Proposition 38. \ est valeur propre de f si et seulement si A est une racine de son polynéme minimal.

DEMONSTRATION. Si A est racine de my alors comme my divise x ¢, A est racine de ), et donc d’aprés
le théoréme 5, A est une valeur propre de f.
Réciproquement, soit A\ une valeur propre de f dont on note z un vecteur propre associé. On effectue la
division euclidienne de my par X — A, et on obtient ms(X) = Q(X)(X — A) + ¢, o deg(c) <0, ie. c € K.
On en déduit que

0= mf(f) = Q(f) o (f — /\IdE> + cldg.
Si on applique cette relation au vecteur x, on trouve
0=Q(f) o (f = Mdg)(z) + cdp(z) = Q(f)(f(z) — Ax) + cx = Q(f)(0) + cx = cz.
Or comme x n’est pas nul, ceci entraine que ¢ = 0, de sorte que le polynéme minimal s’écrit
my(X) = QX)(X —A).

Cela signifie que A est racine de my. O
Exemple 39. Si on reprend l’ezemple précédent, on a trouvé que le polyndéme caractéristique de la matrice
M est xp(X) = (X 4+ 2)(X + 3). C’est-a-dire que les valeurs propres de M sont —2 et —3. Donc d’aprés

ce qui précede, ce sont des racines du polynéme minimal. D’autre part comme il est unitaire et qu’il divise
le polynome caractéristique, on obtient directement que mpr(X) = (X 4 2)(X + 3).

Exemple 40. Soit la matrice

1 2 3
M=|0 1 -5
0 0 2

Comme la matrice est triangulaire, le polynome caractéristique de cette matrice est xpr(X) = (1 — X)(1 —
X)(2 — X). Les valeurs propres de M sont donc 1 et 2. Par définition du polynéme minimal et d’apres le
théoreme de Cayley-Hamilton, on a my(X) = (X —1)(X —2) ou (X —1)2(X —2), car toute valeur propre
est racine de ce polynome. Or lorsqu’on effectue le calcul suivant :

02 3\ /-1 2 3 0 —2 —10
(M—T)(M—=2I3)=(0 0 =5] 0 -1 —5]=[0 0 0 ]#0
00 1 0 0 0 0 0 0

Donc le polynéme minimal est mp(X) = (X — 1)2(X — 2).
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I11.4. Lemme de décomposition des noyaux.
Les résultats que 'on démontre ici reposent sur ’énoncé suivant.

Lemme 41. Soit f un endomorphisme d’un K—espace vectoriel E et P un polynome de K[X].
(a) Le sous-espace vectoriel KerP(f) est stable par f, ¢’est-a-dire

[ (KerP(f)) C KerP(f).
(b) Si P = PP avec Py et Py deuz polynomes premiers entre euz, alors

KerP(f) = KerPi(f) & KerP(f).

DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que f et P(f) commutent. Si x appartient au noyau de P(f)
ona P(f)(f(z)) = f(P(f)(z)) =0, de sorte que f(z) est encore dans le noyau de P(f). Cela montre a).

Comme P; et P, sont premiers entre eux, d’aprés le théoréme de Bézout il existe Q1 et Q2 deux
polynémes de K[X] tels que

Q1P+ Q2P = 1.
En appliquant cette relation & f on obtient
Q1(f)P1(f) + Q2(f) 2(f) = Idp.
Soit x € KerPy(f) NKerPa(f), on a Pi(f)(z) = Pa(f)(x) =0, et donc d’apres I'égalité ci-dessus

z=ldp(z) = Q1(f)PL(f)(x) + Q2(f) Po(f)(x) = 0.

KerP;(f) et KerPs(f) sont donc en somme directe. D’autre part, pour tout = dans KerP(f) on a :
v =ldp(z) = Q1(f)PL(f)(x) + Q2(f) Po(f)(x).

Or, comme
Py(f)(Qu(f)PL(f)(x) =Q1(f)(P(f)(x)) =0,
)

Q1(f)Pi(f)(z) est dans le noyau de P5(f); de méme le vecteur Qa(f)P2(f)(x) est dans le noyau de P;(f).
Cela montre b). O

Corollaire 42. Soit f un endomorphisme d’un K—espace vectoriel E et | polynomes Pi,..., P, de K[X]
premiers entre euz deuxr & deux. On pose P = Py P,... P. Alors

KerP(f) = KerPi(f) ®--- ® KerF(f).

DEMONSTRATION. On procéde par récurrence sur [. Le cas [ = 1 est trivial. Le cas | = 2 est exactement
celui du Lemme 25. On suppose la propriété vraie au rang [ — 1 et on montre qu’elle I’est encore au rang
. Comme les polynémes sont premiers entre eux deux a deux P est premier avec Py P, ... P,_1. Donc par
I’hypothése de récurrence on a :

KerP(f) = Ker(PiPs...P_1)(f) ®KerP(f) = (KerPi(f) ® -+ ® KerP_1(f)) ® KerP,(f)
= KerPi(f)® - @ KerP_1(f) ® KerP(f).
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II1.5. Diagonalisation a I’aide du polynéme minimal.

Théoréme 43.

Soient E un K—espace vectoriel et f un endomorphisme de E de valeurs propres distinctes
{A\1,... A\ }. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) f est diagonalisable ;

T

(ii) mp(X) = [J(X =X
i=1
(iii) my est scindé et a racines simples ;
(iv) f admet un polynéme annulateur scindé & racines simples.

DEMONSTRATION. (i) = (ii) : d’aprés la proposition 24 les valeurs propres sont les racines de my.

Donc le polynome
-

M(X)=]](x - N)
i=1
divise my.
Si x; est un vecteur propre associé a \;, alors il est clair que (f — \Idg)(z;) = 0 et donc

M(f) (i) = [ [[\Ide - £) | (\dde — f)(z:) =0.
i

,
Si f est diagonalisable, alors en vertu du théoréme 12 F = @EM- Donc tout z € E se décompose en

=1
T =1+ -+ 2, avec x; € Ey,, puis d’apres le résultat précédent

M(f) (@)=Y M(f)(z;) =0.
i=1

On obtient ainsi (ii).
(73) = (ii) = (iv) : trivial.
(iv) = (i) : soit P un polynéme annulateur de f scindé a racines simples, que I'on peut toujours supposer
unitaire (quitte a le multiplier par une constante) :
S
P(X)= H(X — ;) avec les p; deux a deux distincts.
=1
Comme les polynémes X — p; sont premiers entre eux on peut appliquer le corollaire 26, ce qui donne

E = Ker[P(f)] = @ Ker(f — pildp).
=1

Si dans cette décomposition, on ne garde que les p; tels que Ker(f — p;Idg) ne soit pas réduit a {0}, on a
obtenu une décomposition de F en somme de sous-espaces propres de f. f est donc diagonalisable. O

Corollaire 44. Soit f € L(E) diagonalisable. Soit F' un sous-espace de E, stable par f. Alors 'endomor-
phisme induit fr est diagonalisable.

DEMONSTRATION. Si f est diagonalisable, alors d’aprés le résultat précédent, il existe P € K[X] scindé

a racines simples tel que P(f) = 0. On a bien sur aussi P(fr) = 0. Donc a nouveau d’apreés le théoréme
27, fr est diagonalisable. O
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II1.6. Diagonalisation simultanée.

Théoréme 45.

Soient f et g deux endomorphismes diagonalisables de E qui commutent. Alors il existe une base
de diagonalisation commune pour f et g.

De méme, si A et B sont deux matrices diagonalisables qui commutent, alors il existe une matrice
inversible P et deux matrices diagonales D et D' telles que

A=PDP! B=ppDPpP!

DEMONSTRATION. Si f est diagonalisable, alors d’aprés le théoréme 12, on a E = @;_; E),. Comme f
et g commutent il est facile de voir que chaque FE), est stable par g. L’endomorphisme g;, induit par g sur
E,, est d’aprés le résultat précédent diagonalisable. On peut donc trouver une base (ef, ... ,efﬁ) de Ejy, qui
est une base de vecteurs propres pour g;. Bien siir, chaque e}; est un vecteur propre de f associé a la valeur
propre A;.

En rassemblant les bases obtenues pour chaque F),, on obtient une base de E, qui est une base commune
de vecteurs propres pour f et g. O

Ce résultat peut s’étendre sans trop de difficultés au cas de p endomorphismes diagonalisables qui
commutent.

IV. Sous-espaces caractéristiques

Dans cette partie on suppose que f est un endomorphisme scindé d’un espace vectoriel £ de dimension
n. On notera {\1,... A} 'ensemble de ses valeurs propres distinctes. Son polynéme caractéristique s’écrit

donc
T

Xp(X) = (D" TT(x =),
i=1
ol «; est 'ordre de multiplicité de la valeur propre A;. De plus, par le Théoréme de Cayley-Hamilton son

polynéme minimal s’écrit
T

mp(X) =] [(X =),
i=1
avec pour 1 <i<r, 1 <8; <.

IV.1. Définition.

Définition 46. On reprend les notations ci-dessus. On appelle sous-espace caractéristique de f relatif a
la valeur propre \; le sous-espace vectoriel de E défini par Ny, = Ker[(f - )\iIdE)ai], ot oy est l’ordre de
multiplicité de la valeur propre ;.

Remarque 47. Si a; = 1 alors Ny, = E,, autrement dit pour une valeur propre simple le sous-espace
caractéristique est égal au sous-espace propre.

Exemple 48. Soient E un espace vectoriel de dimension 3 et f l’endomorphisme de E de matrice

210
M=10 20
00 3

dans une base (e1,e2,e3) de E. Son polynome caractéristique est x¢(X) = (2 — X)*(3 — X), de sorte que
son polynéme minimal est my(X) = (X — 2)%(X — 3) avec k = 1 ou k = 2. Par le calcul on vérifie que
la matrice (M — 2I3)(M — 313) n’est pas nulle, donc m¢(X) = (X — 2)%(X — 3). Comme les racines de
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my ne sont pas toutes simples, f n’est pas diagonalisable. Comme 3 est une valeur propre simple, E3 est
un sous-espace de dimension 1, et d’aprés la forme de la matrice on peut dire qu’il est engendré par es.
L’endomorphisme f n’étant pas diagonalisable, la dimension de E3 nous permet d’affirmer que FEo est de
dimension 1, et d’aprés M qu’il est engendré par e1. Pour déterminer Ny il faut résoudre (M — 213)211 =0
et on trouve que c’est le plan engendré par e et ea. D’autre part, on a N3 = E3, car 3 est une valeur
propre simple. On peut remarquer que (e, e, e3) est une base de E, et par conséquent que E = Ny & N3.
Ce résultat va étre montré de maniére générale dans la suite.

IV.2. Comparaison avec les sous-espaces propres.

Proposition 49. Le sous-espace propre Ey, associé a la valeur propre \; est inclus dans le sous-espace
caractéristique Ny, .

DEMONSTRATION. Soit z € E},, c’est-a-dire tel que (f — \Idg)(z) =0. On a
(f = Nldg)®(z) = (f = Addg)*H((f — Mildg)(x)) = 0.
Ainsi x appartient a Ny, . a

En particulier ceci entraine que la dimension de N, est toujours supérieure ou égale a 1, car celle de
E), Test.

IV.3. Stabilité des sous-espaces caractéristiques.

Proposition 50. Les sous-espaces caractéristiques sont stables par f.

DEMONSTRATION. Soit € Ny, = Ker[(f — A\ildg)™], c’est-a-dire tel que [(f — AiIdg)*'](z) = 0. On
a alors

[(f = Nldp)§] f(=) = f([(f = AddE)*](x)) = 0.
Donc f(x) € Ny,. 0

IV.4. Théoréme de décomposition en sous-espaces caractéristiques.

Théoréme 51.

On a
E:N)\l@"‘@N)\T.

DEMONSTRATION. On a
,

Xp(X) = (=1)" ] (X = )%

=

- =

D’aprés le Théoréme de Cayley-Hamilton, x7(f) = 0, c’est-a-dire que E = Ker [Xf(f)] De plus si i # 7,
alors (X — \;)% et (X — X;)% sont des polyndmes premiers entre eux. Donc le corollaire 26 entraine que

Ker[x(f)] = Nx, ®--- @ Ny,,

et donc le résultat. O
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IV.5. Autre définition des sous-espaces caractéristiques.

Proposition 52. Pour tout 1 <i <r, on a Ny, = Ker[(f - AildE)Bi], ou B; est l'ordre de multiplicité de
la racine \; dans le polyndome minimal.

DEMONSTRATION. On observe les faits suivants :
— Comme S; < o; la méme démonstration que pour la proposition 31 montre que :

Ker[(f — Mldp)”] € Ker[(f — Addg)™].

— On a my(f) = 0, cest-a-dire E = Ker[m(f)]. De plus, si i # j, alors (X — \)% et (X — X;)%
sont des polyn6émes premiers entre eux. Donc par le corollaire 26 on obtient

E =Ker[my(f)] = Ker[(f — Mldg)”] @ -+ @ Ker[(f — A\ Idg)™r].
— La méme démarche appliquée au polynéme caractéristique montre que
E =Ker[xs(f)] =Ny, @ ® Ny,.

En combinant ceci on déduit que Ny, = Ker[(f — )\iIdE)’Bi] pour tout 1 < ¢ < r.

IV.6. Nouveau théoréme de diagonalisation.
Théoréme 53.

f est diagonalisable si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
(i) f est scindé.
(i) Pour toute valeur propre \; de f on a Ny, = E,.

DEMONSTRATION. On a déja vu que si f est diagonalisable alors f est scindé et de plus on a
E=E, & ---QE,,.

D’autre part, f étant scindé, d’aprés le théoréme 34 on a aussi £ = Ny, @ - -- @& N, et d’aprés la proposition
31, E), C N,, . Tout ceci entraine que E), = Ny,.

Réciproquement, si f est scindé d’aprés le théoréme 34, E = Ny, @ --- @ N,,. Ainsi comme Ey, = Ny,
E=FE\ & ---®FE),, cest-a-dire que f est diagonalisable. O

IV.7. Applications linéaires restreintes.

Proposition 54. La restriction f; = f’N)\i de f au sous-espace caractéristique Ny, est un endomorphisme
de Ny,. Les polynémes minimal et caractéristique de f; sont

g, (X) = (X = A)% et xp,(X) = (~1)™(X — A).

De plus on a dim(Ny,) = o.
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DEMONSTRATION. La restriction de f a N, est une application linéaire de Ny, dans f(N)\i). Or d’aprés
la proposition 33, N), est stable par f et donc par sa restriction. On en déduit que f; € E(N Ai)-
On sait que
Ny, = Ker[(f — NIdg)*] = Ker[(f — \iIdp)®].
On en déduit donc (f; — AiIdNAi)’B”‘ =0, c’est-a-dire que le polynéme minimal de f; divise le polyndme

(X — Ai)P . Supposons deg(my,) = i < B, alors le polynome

QUX) = (X = A) " [T(x = x)*
J#i
s’annule en f et

T
i+ Y B <Y Bj = deg(my).
j#i =1
Ceci est impossible car le polynéme minimal de f est le polynéme unitaire de plus bas degré vérifiant cette
propriété. Ainsi on a y; = f; et my,(X) = (X — \)%.
Supposons que dim(Ny,) = ;. Comme E est la somme directe des N}, il existe une base B de E telle
que B=BiU---UB,, ott B; = (e1,4,...,€,:) est une base de N),. Dans cette base la matrice de f s’écrit

My
My

Mrfl
M,

ott les M; sont les matrices des f; dans les bases B;. Or le polynome minimal de f; est m, (X) = (X — \;)%.
Donc la seule valeur propre de M; (c’est-a-dire de f;) est A; et son polynéme caractéristique est égal a
(=1)7(X — X\;)”. On obtient donc I’égalité suivante :

T T T T

(D" [T =20 = xp(X) = [ [ det(M; = X1,,) = [ xr (X) = [(=1)7(X = x)
i—1 =1 =1 =1
A ISk
i=1

car

i% = idim(N)\i) =dim(E) =n.
i=1 i=1

On en déduit que v; = a;, c’est-a-dire que dim(Vy,) = «;. De plus on obtient que x 7, (X) = (—=1)% (X — X;)™.
O

IV.8. Trigonalisation des matrices en blocs relatifs aux sous-espaces caractéristiques.
On a vu que si on prend B = By U---UDB, avec B; = (€1, ...,€q,,) une base de N,,, alors la matrice
de f dans B s’écrit
My
M,

Mrfl
M

Pour trigonaliser M il suffit alors de trigonaliser chaque M;.
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Exemple : On veut trigonaliser I’endomorphisme f dont la matrice dans la base canonique est

On commence par chercher le polynéme caractéristique de f. On obtient

f a donc deux valeurs propres doubles, 1 et —1. On détermine alors les sous-espaces caractéristiques.

Pour A = —1, on obtient :

N_; = Ker[(f + 11dg)?] = Ker[(M + 14)?].

On a donc

(M +1y)?

o OO

INEENS

Pour A = 1, N7 = Ker|[(f — 11dg)?] = Ker[(M — 14)?]. On a donc

=1

(M —14)?

+ N R
oo oo

3 -4 0 2
4 -5 -2 4
0 0 3 -2
o 0 2 -1

(X)) = (X - 1D*X +1)%

12z —8 = 0
— 8z — 4t 0

12z —8 = 0

8z—4t = 0

1 0

0 1

of o

0 0

=1

Une base de N_; est donc donnée par u; et us de coordonnées dans la base canonique

—12z + 16y 4+ 122 — 16t =0
—16z + 20y + 162 — 20t = 0

3z
2z

4t

Une base de Nj est donc donnée par us et uy de coordonnées dans la base canonique

—_ O =
o= o

—_

41

La matrice de passage de la base canonique & la nouvelle base (uq,us, us, us), ainsi que son inverse, sont

données par

10
01
P_OO
0 0

_ O =

0

Donc la matrice de f dans la nouvelle base s’écrit :

M=PlMPp=

0 1
1 -1 _ |0
0 et P = 0
1 0
3 -4 0
4 -5 0
0 0 3
0 0 2

On trigonalise alors chacune des sous matrices

-

3 —4 3
4-5) et ”b_<2

JEAN-JACQUES RucH

OO = O



42 CHAPITRE 2. REDUCTION D’ENDOMORPHISMES

Le polynéme caractéristique de M; est égal & (X + 1)2. Le sous-espace propre de M associé & la valeur
propre —1 est déterminé par

1)y _ (0 41 —4xe =
(My +1) <x2> - <0> = { 4z — 4z =

Une base de cet espace est donc <1> dans (up,ug), i.e.

o

< T1 = X9.

o

V1 = U]+ ug =

SO = =

On compléte par un second vecteur de N_1 non colinéaire & v, par exemple vy = u.
Le polynéme caractéristique de My est égal & (X — 1)2. Le sous-espace propre de Mo, associé & la valeur
propre 1 est déterminé par

r1y\ 0 2%‘3—21’4
(M2 N 12) <$2> o <0) — { 2%‘3 — 2%’4

1 .
Une base de cet espace est donc <1> dans (ug,uq), i.e.

0
0

<:>{$3 = X4

U3 = U3 + Uy =

= =0 O

On compléte par un second vecteur de N1 non colinéaire a vz, par exemple v4 = us.
La matrice de passage de la base (uq,us,us, uq) & la base (v1,ve,vs3,v4) et son inverse, sont égales a

1 1 00 0O 1 0 O
|1 0 0 O -1 |1 -1 0 O
P= 00 1 1 P= 0O 0 0 1
00 10 0O 0 1 -1
Donc la matrice de f dans la base (v1,ve,vs,v4) s’écrit :
-1 4 0 0
' ion—177on | O =1 0 0
M =(P)"M(P) = 0 0 1 2
0 0 0 1

V. Endomorphismes nilpotents

V.1. Caractérisation des endomorphismes nilpotents.

Définition 55. On dit qu’un endomorphisme f (respectivement une matrice M ) est nilpotent (respective-
ment nilpotente) si et seulement si il existe un entier k > 1 tel que f* =0, 'endomorphisme identiquement
nul, (respectivement M* = 0, la matrice nulle). Le plus petit entier k > 1 vérifiant ceci, est alors appelé
lindice de nilpotence de f (respectivement de M ).

Proposition 56. Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n est nilpotent si et seulement st
son polyndéme caractéristique est (—1)"X™.
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DEMONSTRATION. Si f est un endomorphisme nilpotent, alors il existe un entier k& > 1 tel que f* =0,
c’est-a-dire que le polynéme X* appartient & ’idéal annulateur de f. Donc par définition, le polynome
minimal de f divise X*; autrement dit il est de la forme X7 avec j un entier tel que 1 < j < k. L’unique
racine de ce polynoéme est donc 0, et donc 'unique valeur propre de f est 0. Comme ’espace vectoriel
est de dimension n, le polynéme caractéristique de f est donc (—1)"X"™. Réciproquement, si le polynome
caractéristique de f est (—1)"X", d’aprés le Théoréme de Cayley-Hamilton x¢(f) = f" = 0, c’est-a-dire
que f est nilpotent. O

Une conséquence de ce résultat est que le polyndéme minimal d’un endomorphisme nilpotent est égal &
XP avec p < n (ceci montre au passage que I'indice de nilpotence est inférieur ou égal a la dimension de
E). D’autre part, comme il n’a qu’une seule valeur propre qui est zéro, il n’est pas diagonalisable sauf §’il
est nul. Mais il est trigonalisable.

V.2. Décomposition “diagonale + nilpotent” ou décomposition de Dunford.

Théoréme 57.

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E. Si f est scindé alors il existe un unique couple
(u,v) d’endomorphismes tel que

— f=u+w.

— u est diagonalisable et v est nilpotent.

— u et v commutent.

DEMONSTRATION. Montrons que le couple (u,v) existe. Comme f est scindé d’aprés le théoréme 34
ona E =Ny & ---@®N,, ol les Ny, = Ker[(f — )\Z-IdE)Bi] sont les sous-espaces caractéristiques de f
correspondant aux différentes valeurs propres (\;)i<i<, de f. On définit alors u et v par leurs restrictions
aux sous-espaces caractéristiques de la maniére suivante :

U|N/\i = )‘iIdNAi et U|N/\i = f\NAi — AiIdNAi'

Comme les sous-espaces caractéristiques sont supplémentaires et que chaque restriction de u est diagonale,
u l'est aussi. D’autre part, par définition chaque restriction de v est nilpotente d’ordre n; < f3; et donc v
sera aussi nilpotente d’ordre max (ni). Enfin il est clair que pour tout 1 <4 < r, u)y, commute avec vy,

IST 7 7

car I'identité commute avec tout endomorphisme, donc u et v commutent. Nous admettons 'unicité de la
décomposition. O

Exemple 58. Soit la matrice

2 -1 2
M=|10 -5 7
4 -2 2
On vérifie par le calcul que son polynéme caractéristique est xpr(X) = —X?(X+1). Les valeurs propres sont

donc : —1 valeur propre simple et 0 valeur propre double. Le sous-espace caractéristique associé a la valeur
propre —1, est égal au sous-espace propre associé a cette méme valeur propre. Pour le déterminer on résout
(M +13)v = 0. On trouve qu’il est engendré par e; = (1, —1, —2). Pour le sous-espace caractéristique associé
a la valeur propre 0 on résout (M — 0.13)>v = M?v = 0 et on constate qu’il est engendré par ex = (1,2,0)
et ea = (0,1,1). Nous allons maintenant écrire la matrice dans la nouvelle base. La matrice de passage de
la base canonique de R a la base (e1,e2,e3) est

1 1 0 2 -1 1
P=|-1 2 1| etsoninverse P ' =|-1 1 -1
-2 0 1 4 -2 3
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On en déduit que

. -1 0 0 -1 0 0 0 00 o
M=P'MP=|0 0 1]=|0 0O0|+(0 0 1]=D+N.
0 00 0 00 0 00
La décomposition de Dunford de M est donc M = D + N avec
B -2 1 -1 _ 4 -2 3
D=pPDP'=|2 -1 1 e¢ N=PNP'=M-D=|[8 -4 6
4 -2 2 0 0 O

On peut vérifier que DN = ND.

V.3. Décomposition de Jordan.

Définition 59. On appelle bloc de Jordan de taille p et de valeur propre X\ une matrice carrée d’ordre p
de la forme

A1 0
0 A
Jap =
S
0 0 A

Théoréme 60.

Soit f un endomorphisme scindé de E. On suppose que le polyndme caractéristique de f est

T T
D" I =20)™,  avee Y a; =mn,
i=1 i=1
ou les N;, 1 < i < r sont deux a deux distincts. Il existe alors une base de E dans laquelle la
matrice de [ est diagonale par blocs de la forme :

']/\1,711,1 0 e 0
0 J/\1,n1,2 0
: ‘. : ’
0 ... Inp s,
ot pour 1 <1 <retl<j<sy, lebloc diagonal JAi,n” est un bloc de Jordan de taille n; ; de
valeur propre ;. Pour 1 <i<7r, on a 2;’21 Nij; = 0, €t on Impose N;1 > N2 > -+ > N,

L’entier n; 1 est égal a la multiplicité de \; comme racine du polyndéme minimal.

On peut remarquer que la matrice de Jordan donnée par le théoréme est triangulaire supérieure puisque
les blocs de Jordan le sont. Sur la diagonale figurent les valeurs propres, avec la multiplicité qu’elles ont
dans le polyndme caractéristique, et les coefficients de la diagonale secondaire {(7,j),j =i+ 1} sont égaux
a 1 ou 0. Tous les autres coefficients sont nuls.

Les valeurs propres étant données et indexées, la matrice de Jordan est entiérement déterminée par la

donnée des entiers n; 1, 12, ..., Nis. Avec ces hypothéses, elle est unique et est appelée forme normale
de Jordan.

DEMONSTRATION. En procédant comme dans la démonstration du théoréme de la décomposition de
Dunford, f étant scindé, on peut écrire pour chaque restriction f; & un sous-espace caractéristique Ny,
fi = u; +v; avec u; = A\Idy, et v; nilpotente. Pour montrer le résultat il suffit de démontrer que I’'on peut
mettre chaque v; sous la forme voulue. On va utiliser le lemme suivant
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Lemme 61. Soit v un endomorphisme nilpotent d’indice q sur E de dimension n. Alors on a :

{0} = Ker(v") € Ker(v!) € --- € Ker(v?) = E

DEMONSTRATION. On a Ker(v") = Ker(Idg) = {0} et Ker(v?) = E.
On doit montrer que
i) 2 € Ker(vP) = 2 € Ker(vP*!) pour tout 1 <p < gq—1.
ii) Ker(vP) # Ker(vP*!) pour tout 1 <p < q— 1.
Si z € Ker(vP) alors vP(z) = 0 et par conséquent
WP (z) = v(P(2)) = f(0) =0,
et donc on obtient le premier résultat.
Pour le second supposons par ’absurde que
Ker(v?) = Ker(vP1)
pour un certain 1 < p < ¢ — 1. Soit € Ker(vP*?), on a vP*2(z) = 0, c’est-a-dire vP*!(v(z)) = 0. Donc
v(z) appartient a Ker(vP*!) et par conséquent a Ker(vP). Ainsi, vP1(x) = vP(v(z)) = 0 c’est-a-dire que
x € Ker(vPT1). On en déduit que
Ker(vP™2) = Ker(vP ).
On montre ainsi par récurrence que
Ker(v?) = Ker(vPt!) = -+ = Ker(v?) = E,
et donc que v est nilpotente d’indice inférieur & ¢, ce qui est contraire aux hypothéses. O

Le résultat de ce lemme montre en particulier que dim Ker(vi) > ¢ pour 1 < i < ¢. On va construire
par récurrence descendante sur ¢ € {1,...q} des sous-espaces vectoriels F; de E tels que
Ker(v') = Ker(v™!) @ F;

et vérifiant v(F;) C Fj_;.
La construction que nous allons mettre en ceuvre va entrainer que :

Ker(v?) = Ker(v'™!) @ F

vl vl vl

Ker(v'™!) = Ker(v'2) @© F,_,
ainsi que

E=Noho  -0FoF1® &,
Ke;zvi)

La construction se fait de la maniére suivante. On prend pour Fj n’importe quel supplémentaire de
Ker(v?~!) dans E. Si F; (i > 2) est construit, on remaque les résultats suivants. Comme v(Ker(v')) C
Ker(vi™1) car si z € v(Ker(v?)), il existe y € Ker(v?) tel que # = v(y) et donc

V() = 0 (u(y)) = o' (y) = 0.
Ainsi, on obtient le premier résultat :

v(F;) € Ker(v'™h).

(
D’autre part, par construction on a F; N Ker(vi~!) = {0} et donc
v(F;) N Ker(vi™2) = {0}.
En effet s'il existait x # 0 € v(F;) N Ker(v' 2
v(F;). De plus

) cela entrainerait qu'’il existe y # 0 € F; tel que v(y) = = €

0=v""(z) =v">(v(y)) = v (y),
c’est-a-dire que y € Ker(v'™!). On aurait donc trouvé y # 0 dans F; N Ker(v'™!) ce qui contredit les
hypothéses.
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D’aprés ces deux résultats il suffit donc de prendre pour F;_; un supplémentaire de Ker(v'~2) dans
Ker(v'~!) contenant v(F;). D’autre part, la restriction de v & Fj est injective pour i > 2 puisque Fj N
Ker(v) = {0}.

On construit alors une base de E de la fagon suivante

v v v

Fq — Fq—l — ... = Fy
€q,1 v(eg) Uq_l(eq,l)
€q,54 U(6Q75q) Ug_l(eq,sq)
€q7173q+1 o (eqflzsq‘i’l)
6(]_1:511—1 /Uq_Q(eq_lvsq—l)

61,52+1

€1,s1
avec s; = dim F;. La famille de vecteurs qui apparaissent ci-dessus forme une base de F que 1’on ordonne
en partant du coin supérieur droit avec vq_l(eqyl) en lisant la premiére ligne vers la gauche, puis la seconde
ligne aussi vers la gauche et ainsi de suite jusqu’a la derniére ligne, qui est le seul vecteur e; 5,. La matrice
de v dans cette base est diagonale par blocs (de blocs Jy 1) avec s, blocs de type Jo 4, puis sq—1 — s4 blocs
de type Jo,4—1 et ainsi de suite jusqu'a m; — mg bloc de type Jy1 (c’est & dire la matrice carrée d’ordre 1
nulle!) O
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Chapitre 3

FORMES BILINEAIRES et QUADRATIQUES

On fixe un corps K, en général R ou C. Tous les espaces vectoriels considérés seront des espaces
vectoriels sur K de dimension finie.

I. Rappel sur les formes linéaires

Définition 1. Soit E un K- espace vectoriel. On appelle forme linéaire sur E une application linéaire f
de E dans K (K étant considéré comme un espace vectoriel sur lui-méme).

Proposition 2. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et B = (e1,...,e,) une base de E. Une
application f de E dans K est une forme linéaire si et seulement si il existe n scalaires aq, ..., ay, tels que
pour tout x = x1e1 + -+ + xTpep,

flz) =a1x1 4+ + anxy.

Ceci se vérifie facilement en remarquant que a; = f(e;).

Remarque 3. L’expression ci-dessus est une expression polynomiale homogéne de degré 1 par rapport
auzx coordonnées de x dans la base B (ce résultat pourra étre rapproché d’une caractérisation des formes
quadratiques sur un espace de type fini).

Exemple 4. Si E est l’espace des polynomes P de degré < n et a coefficients dans K, et si a est un élément
de K alors Uapplication f : P+ P(a) est une forme linéaire sur E.

Définition 5. Soit E un espace vectoriel. On appelle espace dual (ou simplement dual) de E [’espace
vectoriel des formes linéaires sur E, c’est-a-dire L(E, K), et on le note E*.

Définition 6. Soit E un espace vectoriel. On appelle hyperplan de E un sous-espace vectoriel qui est le
noyau d’une forme linéaire non nulle.

Proposition 7. Une forme linéaire non nulle a pour noyau un sous-espace vectoriel de dimension n — 1
de E. Réciproquement, tout sous-espace vectoriel H de dimension n — 1 de E est le noyau d’au moins une
forme linéaire sur E, qu’on appellera équation de H. L’ensemble des formes linéaires nulles sur H est un
sous-espace vectoriel de E* de dimension 1.

DEMONSTRATION. Une forme linéaire est de rang 0 si elle est nulle ou de rang 1 sinon. Dans ce dernier
cas, son noyau (théoréme du rang) est un sous-espace vectoriel de E' de dimension n — 1. Réciproquement,
si H est un tel sous-espace, on en choisit une base que I’on compléte en une base B de E par un vecteur e
(il suffit pour cela que e ¢ H). Il existe une unique forme linéaire qui vaut 1 sur e et 0 sur H. Comme elle
n’est pas nulle son noyau est de dimension n — 1 et contient H, donc c’est H.

Soit g une autre forme linéaire nulle sur H. On a g = g(e)f. En effet cette égalité est vraie pour tous les

vecteurs de B, donc sur E par linéarité. O
Définition 8. Soit B = (eq,...,e,) une base de E. Pour tout j = 1,...,n on définit une forme linéaire e;
sur ¥ en posant
1 sij=k
<k< * =0 =
pour 1 <k <n, e€j(ex)=djk { 0 sinon.
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;i est appelé le symbole de Kronecker.

Proposition 9. Soit B = (e1,...,e,) une base de E. La base B* = (e},...,e}) de E* définie comme
ci-dessus est une base de E*.

DEMONSTRATION. Si la combinaison linéaire de formes linéaires
n
.— ok
L:= Z Aj €;
Jj=1

est nulle, ot les A; sont des réels, alors on obtient en I'appliquant a ey, pour tout 1 < k < n,
n n
0= L(ek) = Z )\je;(ek) = Z /\jéjk = /\k~
j=1 J=1

En reportant dans la définition de L on obtient donc que L est nulle. Ceci montre que la famille B* est
libre.
Soit [ une forme linéaire quelconque sur E. La forme linéaire

[:= Zl(ej)e;‘»
7=1

vérifie pour tout 1 < k < n, Ainsi les formes linéaires [ et [ prennent les mémes valeurs sur une base de E,
elles sont donc égales. Ceci montre que la famille B* est génératrice. Donc B* est une base de E*. O

Définition 10. Soit B = (e1,...,e,) une base de E. La base B* = (e],...,e}) de E* définie comme
ci-dessus est appelée base duale de B.

Remarquons que B et B* ont le méme nombre d’éléments de sorte que E et E* ont la méme dimension.

II. Formes bilinéaires

Définition 11. Soit ¢ une application de E x E dans K qui a (z,y) fait correspondre o(x,y). On dit
que @ est une forme bilinéaire sur E si les applications partielles ¢, : y — @(x,y), ot x est fixé, et
oy x> p(x,y), ouy est firé, sont des formes linéaires sur E.
Remarque 12. La propriété de la définition se traduit par la condition :

V(iz,YeE ExE, V(y,y)e ExE, V\ueKxK, Y\, )eKxK,

(Ao + py, Na' + p'y') = Ao(z, o) + Mi'p(z,y') + pXo(y, 2') + p'o(y, o),
ou encore par : pour tout x, y et z dans E et tout \ dans K,

e(Az,y) = Ap(z,y), e(x, Ay) = Ao(z,y),
px+2,y) = o@y) +e(zy), e@y+z)=epy) +ez)

Les formes bilinéaires sur E x E constituent un espace vectoriel sur K, noté L(E,E,K) ou bien L*(E),
de dimension (dim(E))? = n?.
Attention, en général une application bilinéaire n’est pas une application linéaire.

Exemple 13. La relation ¢ ((x1,...,Zn), (Y1, -,Yn)) = T1y1 + + - - + Tpyn définit une forme bilinéaire sur
K™ (a4 vérifier en exercice).

A une application linéaire il est toujours possible d’associer une matrice dans une base. Voyons ce qu’il
en est pour une forme bilinéaire. Soit B = (e, ..., e,) une base d'un K-espace vectoriel E, et soient

n n
T = E Tie; ety = E Yi€j
i=1 Jj=1
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deux éléments de E. On a

n n
o@y) =@ | Y mie, Y yie; | = Y pleiej)miy;.
i—1 =1

1<i,j<n
Ainsi, la forme bilinéaire ¢ est déterminée de fagon unique par la matrice suivante dans la base B :

M,p = Mg = (ap(ei,ej)hgz‘,jén

Si on note
€1 Y1
X=]|:]etY=
Tn UYn

les matrices colonnes des vecteurs x et y dans la base B, alors on a

o(z,y) = "XMgY.

Nous allons maintenant voir comment se traduit un changement de bases, pour la matrice d’une forme

bilinéaire. Considérons maintenant B’ = (], ..., e},) une autre base de E et P la matrice de passage de B

' n

a B, définie par

n

6; = Zpijeia

i=1
pour tout 1 < j < n. Notons encore X et X’ les matrices colonnes du vecteur z dans les bases B et B’ (on
a X =PX'), et Y et Y’ les matrices colonnes du vecteur y dans B et B’. On obtient alors

o(x,y) = "XMgY = Y(PX")MgPY' = 'X""PMpPY' = 'X'MpY";

de sorte que la matrice de ¢ dans la base B’ s’écrit :

Mg = PMgP.

Remarque 14. Attention a na pas confondre avec la formule de changement de base pour une application
linéaire : Mg = P~'MgP. On constate en particulier que le déterminant de la matrice Mg dépend de la
base choisie.

Ce qui précéde nous donne la caractérisation suivante d’une forme bilinéaire sur un espace vectoriel £
de dimension n :

Proposition 15. Soit B = (ey1,...,ey,) une base de E. Une application f de E'x E dans K est une forme
bilinéaire sur E' si et seulement si il existe des scalaires a;j, pour 1 <1 <n et 1 < j < n, tels que pour tout

r=ux1€1+ -+ xTpen
et tout

Y =yie1+ -+ Ynén,

f(x,y) s’écrive de la maniére suivante :

fla,y) = > aymiy;.

1<i,j<n

Définition 16. On dit que deuz matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K, M et M', sont congruentes,
s’il existe une matrice inversible P telle que M’ = 'PMP.
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Remarque 17. La relation de congruence dans l’ensemble des matrices carrées d’ordre m a coefficients

dans K est une relation d’équivalence dans laquelle toutes les matrices d’une méme classe ont méme rang.

On peut donc définir le rang d’une forme bilinéaire de la maniére suivante.

Définition 18. Le rang d’une forme bilinéaire est le rang de sa matrice dans une base quelconque de E.
Terminons par une derniére définition qui caractérise des formes bilinéaires particuliéres.

Définition 19. On dit qu’une forme bilinéaire p est définie si

Vee E, ¢(x,2)=0 < z=0.

Définition 20. On dit qu’une forme bilinéaire @ est positive si

Ve e E, ¢(z,z)>0.
Exemple 21. En reprenant l’exemple précédent, on remarque que la forme bilinéaire est définie positive.

III. Formes bilinéaires symétriques et orthogonalité
III.1. Formes bilinéaires symétriques.
Définition 22. On dit qu’une forme bilinéaire @ est symétrique si

V(z,y) e EXE, o(z,y) = ¢(y,z).

Exemple 23. Le premier exemple de ce chapitre est une forme bilinéaire symétrique.

Proposition 24. Pour qu’une forme bilinéaire soit symétrique il faut et il suffit que sa matrice dans une
base donnée soit symétrique (i.e. a;; = aj;).

DEMONSTRATION. Soit B = (ey,...,e,) une base de E. La matrice de la forme bilinéaire ¢ dans
cette base est (go(ei,ej))1<ij<n. Si cette matrice est symétrique on a pour tout 1 < i <mnetl <j<mn,

p(ei,e;) = p(ej, €).
Ceci est équivalent a, pour tout x et y des vecteurs de FE,

plry)= Y glenepuy;= > olej,e)yzi =y, ),

1<i,j<n 1<ij<n

c’est-a-dire que la forme bilinéaire ¢ est symétrique. O

Remarque 25. Les formes bilinéaires symétriques sur E x E constituent un sous-espace vectoriel de

. . +1 .
L(E,E,K), de dimension n(n2) Cela peut se montrer en utilisant le résultat précédant, et en remar-

n(n+1)
2

want que pour définir une matrice symétrique d’ordre n, il faut choisir coefficients.
)

Définition 26. Soit E un K -espace vectoriel. On appelle noyau d’une forme bilinéaire symétrique ¢ de E,
le sous-espace vectoriel de E défini par

Ker(p) ={y € E | Vz € E, ¢(x,y) = 0}.

Définition 27. On dit qu’une forme bilinéaire symétrique ¢ est non dégénérée si son noyau est nul, i.e.

Ker(p) = {0}.
Exemple 28. Reprenons la forme bilinéaire symétrique

(w1, 20), YLy Yn)) = 1YL + -+ Tpyn
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sur B =R". Soit y € Ker(p). On a pour tout x € E, p(z,y) = 0. En particulier si x =y, on obtient

ey, y) =yi +-+y.=0.

Une somme de carrés (de réels) est nulle, que si chacun de ses carrés est nul, c’est-a-dire que y; = -+ =
yn = 0. On en déduit que y = 0 et donc que le noyau de ¢ est {0}. Par conséquent, ¢ est une forme
bilinéaire non dégénérée.

Cet exemple nous permet d’affirmer que si une forme bilinéaire symétrique est définie alors elle est non
dégénérée. La réciproque est en général fausse.

Exemple 29. Soit l'application définie sur R? x R? par,

o((z1,22), (y1,92)) = 2191

On peut vérifier aisément que c’est une forme bilinéaire symétrique. Remarquons que (x1,x2) = x1(1,0) +
x2(0,1), et donc que

e((z1,32), (y1,92)) = 210((1,0), (y1,92)) + 220((0, 1), (y1,%2))-
Par conséquent, on obtient
y € Ker(p) <= V(r1,22) € R% o((z1,22), (y1,42)) = 0
= »((1,0),(y1,92)) = ((0,1), (y1,42)) =0 <= 131 =0
C’est-a-dire que Ker(y) = {(0,42), y2 € R}.

Remarque 30. En d’autres termes, une forme bilinéaire symétrique ¢ est non dégénérée si, pour tout
vecteur non nul x dans E, il existe y dans E tel que o(x,y) # 0. Du point de vue matriciel cela signifie que
st Mp est la matrice de ¢ dans une base quelconque B de E, alors Mp est inversible ou encore det(Mp) # 0.

Remarque 31. L’exemple ci-dessus nous donne une méthode pour déterminer le noyau d’une forme bi-
linéaire symétrique. En effet si ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur un K-espace vectoriel E, et si
(e1,...,epn) est une base de E alors

y € Ker(p) <= ¢(e1,y) = =¢(en, y) = 0.
Si on note My, la matrice de ¢ dans la base B, on traduit matriciellement cette propriété par :
MY = =t M,Y =0,

ol Y est le vecteur colonne dont les coordonnées sont données par la décomposition de y dans la base
(e1,...,en). Ceci est équivalent a dire que toutes les coordonnées de Myy sont nulles. Autrement dit on a
la caractérisation suivante :

y € Ker(p) < Myy = 0.

Exemple 32. o((z1,72), (y1,v2)) = T1y1—22y2 est une forme bilinéaire symétrique sur R?. Si on détermine

le noyau de ¢ on a ¢((1,0), (y1,y2)) =y1 =0 et ©((0,1), (y1,y2)) = —y2 = 0, c’est-a-dire y = (y1,y2) = 0.
Ainsi Ker(¢) = {0}. D’autre part, on constate que ¢((1,1),(1,1)) = 0. Cette forme bilinéaire symétrique
est donc non dégénérée, mais n’est pas définie.

Proposition 33. Soit ¢ une forme bilinéaire sur un espace vectoriel E. On a
rg(p) + dim(Ker(p)) = dim(E)

ot rg(yp) est le rang de .
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DEMONSTRATION. La preuve découle du théoréme de rang pour les applications linéaires en réinterpré-
tant la matrice associée a ¢ comme matrice d’une application linéaire. Voici une seconde preuve autonome.
Notons p = dim(Ker(y)). On considere (ey,...,e,) une base de Ker(y), que 'on compléte en une base
(e1,...,en) de E. Dans cette base la matrice de ¢ est de la forme

()

avec B une matrice de dimension n — p. Il est donc clair que rg(¢) < n — p.
Supposons par ’absurde qu’il existe une relation de dépendance linéaire entre les colonnes de B. Quitte a
changer I'ordre des n — p derniers vecteurs de base, on peut toujours supposer que la derniére colonne de B

(ou de A) est combinaison linéaire des n — p — 1 précédentes. Il existe donc des scalaires (A, ..., Ap—p—1)
tels que :
n—p—1
Viel, . n, pe,e,) = Nip(€i, €jtp)-
i=1
On en déduit que e, — 7= ~' \jej1p appartient a Ker(p). Ce qui n'est pas le cas par construction de la
base (e1,...,ey). Ainsi on aboutit & une contraction et on a donc rg(¢) =n — p. O

II1.2. Orthogonalité.
Définition 34. Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel E. On dit que deuzx vecteurs

x ety de E sont orthogonaux (pour ¢) si p(z,y) = 0.

Définition 35. Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel E. Si x est un vecteur de
E tel que o(x,x) =0 on dit que = est isotrope.

Remarque 36. L’ensemble des vecteurs isotropes n’est pas en général un sous-espace vectoriel. En effet
cet ensemble est stable par multiplication par un scalaire, mais pas nécessairement par addition. Soit ¢ une
forme bilinéaire symétrique sur un K-espace vectoriel E. St o(x,x) = ¢(y,y) = 0 alors on a

YA e K, p(Ax,\z) = No(z,z) =0
el +y,z+y) =@ z)+e(y,y) + 2¢(z,y) = 2¢(z,y)

qui n’est pas forcément nul.

Définition 37. Si U est une partie de E, I’ensemble
Ut={yeE|VzeU, ox,y) =0}

est un sous-espace vectoriel de E que ’on appelle orthogonal de U.

Proposition 38. Soient ¢ une forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel E. Alors on a les
propriétés suivantes :

a. {0}* =E

b. B+ = Ker(p).

Remarque 39. Attention, on a Et+ = {0} si et seulement si ¢ est non dégénérée.

DEMONSTRATION. Pour tout € E on a ¢(z,0) = 0, c’est-a-dire € {0}, et donc on obtient le
résultat. Pour le second point on a directement Ker(p) = {y € E | Vz € E, p(z,y) =0} = E*. O
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Caractérisons un peu plus précisément I'orthogonal d’un sous-espace vectoriel.

Théoréme 40.

Soit p une forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel E. On note F' un sous-espace
vectoriel E. Alors on a

dim(F) + dim(Ft) > dim(E) et F c (FH)*
De plus, lorsque ¢ est non dégénérée il y a égalité dans les deux relations ci-dessus.

Remarque 41. On constate qu’un sous-espace vectoriel et son orthogonal ne sont pas mécessairement
supplémentaires méme pour une forme bilinéaire non dégénérée. Ceci va étre illustré dans les exemples
apres la démonstration.

DEMONSTRATION. Soit F' un sous-espace vectoriel de E (dim(£) = n) dont on note (eq,...,e,) une
base. Le sous-espace vectoriel F de E est I'ensemble des y € E qui vérifient les p équations linéaires
ler,y) = 0,...,0(ep,y) = 0. C’est un systéme linéaire de p équations a n inconnues. L’ensemble des
solutions est donc un espace vectoriel de dimension supérieure ou égale & n — p. Ce qui conduit a la
premiére relation. Pour la seconde on a : si ¢ € F, alors pour tout y € F-, o(z,y) = 0 et par conséquent
x € (F1)*. Le cas ol ¢ est non dégénérée est laissé au lecteur. O

Exemple 42. Soit ¢ : R3xR3 — R telle que p(z,y) = x1y1—x2y2. On vérifie que ¢ est une forme bilinéaire
symétrique de noyau engendré par le vecteur (0,0,1). Soit H = {(x1,29,73) € R3 | 21 = 29 et 3 = 0}.
On adimH =1 et u(1,1,0) est une base de H. Déterminons [’orthogonal de H :

ye HY «—= ye{ult <= ou,y) =0 < y —y2=0.
Ainsi on a H- = {(y1,y2,y3) € R? | y1 = 2}, c’est-a-dire que H C H. Donc que H et H* ne sont pas

supplémentaires. Dans cet exemple ¢ était dégénérée. Mais dans l’exemple suivant elle ne l’est plus.

Exemple 43. Soit ¢ : R?2 x R? — R telle que ¢(z,y) = 11951 — w2y2. On vérifie que ¢ est une forme
bilinéaire symétrique de noyau {0}. Soit H le sous-espace vectoriel de R? engendré par u(1,1). Déterminons
l’orthogonal de H :

yGHL — ye{u}L — p(u,y) =0 <= y; —y2 = 0.

Ainsi on a H- = {(y1,42) € R? | y1 = y2}, c’est-a-dire que H- = H et donc H et H* ne sont pas
supplémentaires.

En fait on a le résultat suivant.

Proposition 44. Soient ¢ une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur un espace vectoriel E. Soit
F un sous-espace vectoriel de E. Alors on a :

VeeF,z#0, oz,2) #0=FE=F & F*t

DEMONSTRATION. Puisque ¢ est non dégénérée, on a dim(F) + dim(F+) = dim(E). On en déduit
que :
Ve F,x#0, p(x,2)=0=FNF*={0} < E=F@F"*.

Donnons enfin quelques derniéres propriétés de 'orthogonal d’une partie de E.

Proposition 45. Soient ¢ une forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel E et A et B deux parties
de E. Alors on a les propriétés suivantes :
— (A+B)t =(AuB)* = At n Bt
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— At + Bt c(AnB)*.
— AC B= Bt c A+,

Remarque 46. I est évident que pour A une partie quelconque de E on a encore A C (AJ-)J-. 1l suffit de
reprendre la démostration faite dans le cadre d’un sous-espace vectoriel.

DEMONSTRATION. La premiére égalité du point a provient du fait que Vect(AU B) = A + B. De plus,
on a

r€(AUB)Y < WycAUB, ¢(r,y)=0
— WyeA px,y)=0etVye B, p(x,y)=0 car ACAUBet BC AUB
— zeAl etzeBt —= zeAtnB
Pour la propriété suivante on peut écrire :
reAt + Bt «—= Jac At et BBt |z =a+b.
On obtient donc
Vye ANB, o(x,y) = pla+b,y) = ¢(a,y) + ¢(b,y) = 0;

en effet on a p(a,y) =0 cary € Aet a € At et p(b,y) =0cary € Bet b€ BL. Ainsi z € (AN B)*, ce
qui montre le résultat.

Enfin on a :
ye Bt <« VzeB, p(x,y)=0
= VzeA o,y =0car ACB
= yeAt
ce qui démontre le dernier point. (]

IV. Formes quadratiques
IV.1. Généralités.

Définition 47. On dit qu’une application @ : E — K est une forme quadratique sur un espace vectoriel
E s’il existe une forme bilinéaire symétrique ¢ sur E x E vérifiant Q(x) = ¢(x,x) pour tout x dans E. ¢
est appelée la forme bilinéaire associée a Q.

SiB=(eq,...,e,) est une base de F, alors la matrice de @) dans cette base est exactement celle de sa
forme bilinéaire associée . Si on note Mp cette matrice, et si de plus X est la matrice colonne (dans B)
d’un vecteur x de F, alors

n
Q(ac) = tXMBX = Z mi;Ti;T; = Zmuxf + 2Zmijxi:cj,
i=1

1<i,j<n i<j

car ¢ étant symétrique on a m;; = @(e;, e;) = p(ej, €;) = mj;. Une forme quadratique s’écrit donc comme
un polyndéme homogene de degré 2 (tous les monomes sont de degré 2).

Réciproquement soit le polynéme en x1,...,x, homogéne de degré 2 suivant :
p(x1,...,xn) = E aijTiT;.
1<i<j<n
On a

n n

2 2

p(x1,...,xp) = E ai;x; + g MijTixj = g ai;x; + g a;j(xiz; /2 4+ xjzi/2) = @(z, ),
i=1 i<j i=1 i#j

ol ¢ est la forme bilinéaire symétrique de matrice (m;;)i<i j<n avec my; = aj; et sii # j, mi; = mj; = a;j/2.

Ce qui démontre la réciproque.
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Remarque 48. Le rang d’une forme quadratique ) est le rang de sa matrice dans une base quelconque.
Comme les matrices de @ et de sa forme bilinéaire symétrique associée sont les mémes, on en déduit que
le rang d’une forme quadratique est égal au rang de sa forme bilinéaire symétrique associée. De plus la
proposition 9 entraine que : rg(Q) = dim(E) — dim(Ker(p)).

Remarque 49. Soit Q une forme quadratique et ¢ sa forme bilinéaire symétrique associée. Alors ¢ est
définie si et seulement si sa forme quadratique associée, @), ’est aussi; c’est-a-dire qu’elle vérifie : Vx €
E, Q(x) =0 <= x = 0. De plus ¢ est positive si et seulement si sa forme quadratique associée est
ausst positive :

Vee E, Q(z)>0.

Proposition 50. Formule de polarisation.
St Q est une forme quadratique sur E et si ¢ est sa forme bilinéaire symétrique associée alors

Viwy) € Bx B, plry) = 5(Q+y) - Q) - Q).

DEMONSTRATION. Comme ¢ est une forme bilinéaire symétrique, on a

Q(z+y)=pl+y,z+y)=pr)+e(@y) + ey z)+eyy) = Q)+ 20(z,y) + Qy),

c’est-a-dire la formule de la proposition. O

Remarque 51. Cette formule montre que pour toute forme quadratique il existe une unique forme bilinéaire
symétrique associée.

Attention, étant donné une forme quadratique Q, il existe en général une infinité de formes bilinéaires ¢
vérifiant Q(x) = ¢(z,x). Par exemple, si Q est la forme quadratique sur R? définie par Q((x1,z2)) = 122
et si ) est la forme bilinéaire définie par

ox((z1,72), (y1,92)) = Az1Y2 + (1 — N)72y1,

alors on a py(xz,x) = Q(x), pour tout \. Mais ces formes ne sont pas symétriques sauf pour X = 1/2, qui
correspond a la forme bilinéaire symétrique associée.

Corollaire 52. Soit Q une forme quadratique sur E dont l’expression dans la base (e1,...,ey) est pour
tout x = x1e1 + - - - + xpey est

n
Q(LE) = Za“xf + Z QT T
i=1

1<i<j<n

avec «;j des scalaires. Alors la forme bilinéaire symétrique associée a @, a pour expression pour tout
T =wre1 + -+ Tpey et tout y = y1€1 + -+ Ynep

n
1
o(z,y) = E iy + E ‘ aij(xayj + T59:)
=1 1<i<j<n

Ceci se vérifie facilement avec le résultat précédent.
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IV.2. Réduction d’une forme quadratique.

Le probléme de réduction d’une forme quadratique @, ou d’une forme bilinéaire symétrique ¢, consiste
a chercher une base de E qui donne a l'expression de Q(z) ou de ¢(z,y) la forme la plus simple possible
ou la mieux adaptée & une situation donnée.

Théoréme 53.

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique quelconque sur Ex E. Alors, il existe une base (eq, ..., ep)
de E formée de vecteurs orthogonaux par rapport a ¢. On a donc p(e;,e;) =0 si i # j.

On remarque que la matrice de ¢ dans cette base est diagonale.

DEMONSTRATION. Elle se fait par récurrence sur la dimension n de E. Sin = 1, il n’y a rien &
démontrer. Supposons le théoréme établi pour la dimension n — 1. Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique
définie sur l'espace F de dimension n, et ) la forme quadratique associée. Si ¢ = 0 toute base de E
convient. Si ¢ # 0, on a aussi Q # 0 d’aprés la formule de polarisation, et il existe un vecteur e; dans E
tel que Q(e1) = ¢(e1,e1) # 0. Considérons alors le sous-espace vectoriel Fy de E constitué par les vecteurs
x € F tels que p(e1,z) = 0. Alors E; et Kep sont supplémentaires dans E, c’est-a-dire

E =Ke ¢ E;.

En effet, on a d’abord £ = Ke; + Eq, car il suffit, x € E étant donné, de déterminer A € K tel que
y = x — ey vérifie p(e1,y) = p(e1,x — Ae1) = 0; cette égalité équivaut a p(e1, ) — Ap(e1,e1) = 0, et donc
A= pler, x)/Q(er).
De plus Kej N Ey = {0}, car I'égalité p(e1, ) = 0, avec x = Aep, implique
pler, Aer) = Ap(er, e1) = AQ(e1) =0,

et donc A=0et x =0 car Q(e1) # 0.

FE et Kejp étant supplémentaires, ’espace E7 est de dimension n—1. On peut alors appliquer I’hypothése
de récurrence a la restriction de @ & Ej. En prenant la base correspondante (es,...,ey), on obtient avec
(e1,€2,...,6e,) une base de E qui convient pour le théoréme. O

Corollaire 54. Soit Q une forme quadratique sur E. Il existe une base de E dans laquelle Q s’exprime
par :

Q(z) = Zaz‘x%a a; = Q(e;) # 0,
i1

ot r est le rang de QQ. Dans cette base, la forme bilinéaire symétrique associée @ s’écrit :

T
p(r,y) =D awy,  ai=p(ei,e) #0.
=1

DEMONSTRATION. Soit ) une forme quadratique sur E et ¢ sa forme bilinéaire associée. D’aprés le
théoréme précédent il existe une base (e, ..., e,) orthogonale pour ¢. Dans cette base on a

n

n

Q@) =Y plen ez} +2> wleep)mim; = > pler, e)af,
i=1 i<j i=1

car p(e;,e;) = 0sii# j. De plus comme @ est de rang r, il en est de méme pour ¢, donc il y a exactement

r coefficients ¢(e;, e;) qui ne sont pas nuls. Apreés les avoir numérotés de 1 a r si nécessaire, on obtient le
résultat du corollaire. O

Corollaire 55. Toute matrice symétrique est congruente & une matrice diagonale.
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DEMONSTRATION. Soit M une matrice symétrique. On peut la voir comme la matrice d’une forme
bilinéaire symétrique ¢. Donc d’aprés le théoréme précédent il existe une base orthogonale pour ¢. Dans
cette base la matrice M’ de ¢ est diagonale, et par la formule de changement de base on a M’ = ‘PMP. [

Dans les problémes de réduction, on peut essayer d’aller plus loin en donnant une forme particuliére
aux coefficients a;. Mais les résultats dépendent du corps de base. Nous allons préciser ceci dans les cas
K=Cet K=R.

IV.3. Réduction sur un espace vectoriel complexe (K = C).
Soit @ une forme quadratique de rang r sur un espace vectoriel complexe E. D’aprés le corollaire 19,
il existe une base (e1, ..., e,) dans laquelle @ s’écrit

Q(r) = Zaix?, a; = Q(e;) # 0.
i=1

Comme les a; sont des coefficients complexes, on peut poser :
ai=0b2, b;#0,i=1,...,r
puis effectuer le changement de variable
yi =bizy, i=1,...,r 5 yj=xzj, j=r+1,...,n,

provenant du changement de base :

1 ) .
e;:gei,z:l,...,r ; ei=ej, j=r4+1,...,n
(]
La forme quadratique @ est alors donnée dans la base (€], ..., e}) par

Qly) =Y vt
i=1

On peut remarquer que la nouvelle base reste orthogonale pour la forme bilinéaire associée a ) puisqu’on
effectue une simple homothétie des vecteurs de la base de départ. Nous avons donc démontré le théoréme
suivant.

Théoréme 56.
Pour toute forme quadratique QQ de rang r sur un espace vectoriel complexe E il existe une base

dans laquelle QQ s’écrit :
Qx) =Y a}.
i=1

On dit que @) est décomposable en somme de carrés de r formes linéaires indépendantes.

Une conséquence directe de ce résultat, est que toute matrice symétrique complexe d’ordre n et de rang

r est congruente & la matrice
1

0

dont les r premiers coefficients diagonaux valent 1 et tous les autre sont nuls.
On en déduit que deux formes quadratiques de méme rang sur un espace vectoriel complexe sont toujours
congruentes.
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IV.4. Réduction sur un espace vectoriel réel (K = R).
Soit ) une forme quadratique de rang r sur un espace vectoriel réel E. D’aprés le corollaire 19, il existe
une base (eq,...,e,) dans laquelle @) s’écrit

Qz) = Zaz‘fv?7 a; = Q(e;) # 0.
=1

Comme on travaille sur le corps des réels, on est amené a distinguer dans cette décomposition les coeflicients
a; qui sont positifs et ceux qui sont négatifs. Dans le premier cas on pose a; = b?, b; # 0, et dans le deuxiéme
a; = —b?, b; # 0. Aprés le changement de base
1 , .
e;:gei, i=1,...,r 5 € =e¢, j=r+1,...,n,
7
qui se traduit par le changement de coordonnées
yi =biwy, i=1,....,r 5 yj=xz;, j=r+1,...,n,

la forme quadratique prend I’expression réduite :

Q) =i+ +yp—Ypr1— — Y
Nous allons compléter ce résultat en démontrant que p (et par suite p’ = r — p) ne dépend que de la forme
quadratique @) et non pas de la base choisie.

Théoréme 57.

Soit QQ une forme quadratique de rang r sur un espace vectoriel réel E de dimension n. Il existe
une base de E dans laquelle () s’écrit
Q(a:):xf—i—‘--—i-wf,—:ciﬂ—-"—xf.

De plus p et p’ =r — p ne dépendent que de Q) et non pas de la base choisie.

Définition 58. Le couple s = (p,p’), qui est formé par le nombre de carrés précédés du signe + et le
nombre de carrés précédés du signe — s’appelle la signature de la forme quadratique Q) a coefficients réels.

Le théoréme exprime donc que s = (p,p’), avec le rang r = p 4 p’ ne dépendent que de Q. C'est la loi
d’inertie de Sylvester.

DEMONSTRATION. On a déja montré que Q) se décompose sous la forme donnée dans le théoréme. Il
reste & démontrer I'unicité de p dans toutes les décompositions possibles. Soit donc

2 2.2 2
Qz) = Yttt Yy = Yprr — Yy
= z%+...+z§_zl§+1_..._23
Y1 21
ou [ ¢ | et | : | sontles coordonnées du vecteur z dans les bases B = (eyq,...,e,) et B = (e],...,€),).
Yn Zn

On sait que les sous-espaces Re, 1 + - - - + Re,, et Re; IR Re!, coincident avec le noyau de la forme
bilinéaire symétrique associée, Ker(y).
Supposons ¢ > p. De I'expression ci-dessus on déduit pour tout x dans E

y%+--'+y§+Z§+1+'“+ZfZZ%+--'+Z§+?J§+1+"-+Z/3'
Nous allons prendre un vecteur x tel que

ylzzypzo et Zq—i—l:"':Zr:Zr—l-l:"':Zn:O;
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donc dans l'intersection des sous-espaces vectoriels :
F=Rept1+---+Re.+---Re, et G:Re'l—i—"-—l—Re;.
On a FNG # {0}; en effet sinon la dimension de l'espace F' + G vérifierait
dimF + dimG =n —p+q > n,
ce qui est impossible. Il existe donc bien x # 0 dans F N G. On déduit alors de I'égalité ci-dessus que

z%+-~~+z§+y§+1+---+yf=0,

et comme les coordonnées sont réels que 21 = -+ = 24, = 0 = ypy1 = --- = ¥, c’est-a-dire contenu du choix
pour z, que x est nul. L’hypothése ¢ > p conduit donc & une contradiction.
On élimine de la méme facon le cas p > ¢. Il en résulte que p = ¢q et le théoréme est démontré. O

Corollaire 59. Soit une forme quadratique Q a coefficients réels de signature s = (p,p’) dans un espace
vectoriel E de dimension n. On a les prorpiétés suivantes :

— p+p' = n implique que Q est non dégénérée.
— p =0 implique que Q est positive.
— p =0 implique que Q est négative.
— s = (n,0) implique que Q est définie positive.
— s =(0,n) implique que Q est définie négative.

DEMONSTRATION. Cela se déduit des résultats précédents. O

IV.5. Méthode de Gauss de réduction des formes quadratiques.

Pour trouver le rang d’une forme quadratique on peut calculer celui de sa matrice dans une base
donnée. En revanche, les résultats que nous avons démontrés ne permettent pas de déterminer pratiquement
la signature dans le cas d’une forme quadratique réelle. La méthode de Gauss va nous permettre de
décomposer effectivement toute forme quadratique, réelle ou complexe, en combinaison linéaire de carrés
de formes linéaires indépendantes.

On considére la forme quadratique non nulle

Q(x1,...,xn Zaux + Z aijTiT;

1<i<j<n

dont les coeflicients appartiennent & un corps K. Deux cas se présentent.

PREMIER CAS : @) contient un carré.
C’est-a-dire qu’il existe a;; # 0 dans ’expression ci-dessus. Supposons par exemple que aj; # 0. On écrit
alors :

n
_ 2 aij E :
Q({L‘l, L. ,:Un) = aj1 |r]+ E 7& T1%5 | + Qi T T
j=2 M 2<i<j<n
2 2
n
1 alj
= a1 | x1+ = E + E AjjTiTj — — E :7‘Tj
a11 — 4 — 11
2<i<yj<n j=2
2
1 " aij ~
_ J
= an |21+ 5 zj | +Q(x2,...,zp).
2~ ay
Jj=2
o Q(z2,...,Ty) est une forme quadratique sur un sous-espace de dimension n — 1 (indépendante du pre-

mier terme puisque ne dépendant pas de x1). On recommence la méthode avec Q. Si @ contient un carré,
on opére de méme sur () et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on tombe sur une forme dont tous les termes
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carrés sont nuls. On applique alors la méthode du deuxiéme cas. Si @ ne contient pas de carré on applique
directement la méthode suivante.

DEUXIEME CAS : Q ne contient pas de carré.

C’est-a-dire que tous les a;; = 0. Mais comme ) au départ n’est pas nulle il existe a;; # 0 dans I'expression
ci-dessus. Supposons par exemple que aj2 # 0. On écrit alors :

n n
Q(x1,...,x) = a12x172 + 171 E ajjrj + o E azjxj + E aijTiT;
Jj=3 Jj=3 3<i<j<n

1 & 1 &

= a2 :L'1—|-7E a2, xg—l——é a1;T;
a12 “— 12—
Jj=3 Jj=3

1 n
+ E Qi T — —— E a2;T; E a1;T;
aia “— —
7=3 7=3

3<i<j<n
et donc
2
n n
a1s D e 02iTj + D05 a1
Q(x1,...,xn) = —|z1+z2+
4 ai19
S T o o\ 2
a2 j=3 42T j=3 15T
—— 21—+
4 a2
+Q(x3, .., Tn)
ou Q(xs,...,xy) est une forme quadratique sur un sous-espace de dimension n — 2 (indépendante des

premiers termes puisque ne dépendant pas de x; ni de x2; les deux premiers termes étant eux aussi indé-
pendants puisque 'un dépend de x; + x9 et 'autre de x1 — x2). Si @ contient un carré on opére comme au
premier cas, sinon on applique la méthode du second cas.

On procéde ainsi jusqu’au moment ou la forme quadratique @ que 'on obtient & chaque étape soit nulle.
Au final ) s’écrit comme une combinaison linéaire de r carrés de formes linéaires indépendantes; il en
résulte immédiatement que le rang de @ est 7.

Attention la décomposition par cette méthode n’est pas nécessairement unique.

IV.6. Exemple.
Appliquons la méthode a la forme quadratique

Q(x1,x9,x3,24) = x% + :1:§ + azi — 2173 + 22124 + 4973 + 62324,
Q contient un carré, on commence donc par appliqué le premier cas.

Q(x1,x9,x3,4) = x% + 221 (—x3 + 4) + x% + Q:Z + 4xox3 + 6374

= (xr1 —a3+ 1‘4)2 — (—z3 + :L'4)2 + x% + xi + 4xox3 + 6374
= (z1—x3+ 354)2 + 4xoxs + 8x324.

On obtient @(:62, x3,x4) = 4woxs + 8314, qui ne contient pas de carré. On applique donc la méthode du
deuxiéme cas.

@(mz, x3,x4) = Adxows+ 8wgxy = 4(x9 + 224) (23 + 0)
= (xo+a3+ 21‘4)2 — (z9 — 3 + 2:E4)2 +0
ou la derniére forme quadratique est nulle. Le procédé est donc terminé et on obtient :

Q(z1, 72, 73,24) = (21 — 73 + 24)> + (22 + T3 + 224)* — (22 — 23 + 224)°.
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Si @ est une forme quadratique sur un espace vectoriel réel la décomposition est achevée. Par contre si
c’est une forme quadratique sur un espace vectoriel complexe on peut encore “enlever” les signes moins et
on obtient :

Q(x1, 9, x3,24) = (¥1 — T3 + a:4)2 + (x2 + x3 + 21’4)2 + (iwg —ix3 + 2ix4)2.
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Chapitre 4

ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

Dans ce chapitre tous les espaces vectoriels sont réels et en général de dimension finie.

I. Produit scalaire et norme euclidienne
I.1. Définitions.

Définition 1. On appelle produit scalaire une forme bilinéaire symétrique définie positive sur un espace
vectoriel réel.

Un produit scalaire ¢ sur un espace vectoriel E est donc une application de ¥ x E dans R qui vérifie :
(1)

(2) ¢(z,y) = o(y,z) (symétrique);

(3) ¢(xz,z) =0 <= z =0 (définie) ;

(4) ¢(x,2z) > 0 (positive).

En général on note un produit scalaire par p(x,y) = (z,y) ou p(z,y) = z.y.

© est une forme bilinéaire sur £ x E';

Exemple 2. Dans le chapitre précédent, on a vu que ©((T1,...,2n), (Y1, Yn)) = T1Y1 + -+ + Tplyn est
une forme bilinéaire symétrique définie positive sur B = R™. C’est donc un produit scalaire.

Exemple 3. Sur E = CY[0,1], l’espace vectoriel des fonctions continues sur [0,1]. On peut montrer que
fo t)dt définit un produit scalaire sur E.

Définition 4. Un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un produit scalaire s’appelle un espace
vectoriel euclidien ou plus simplement un espace euclidien

Définition 5. On dit que deux vecteurs x et y d’un espace euclidien E muni du produit scalaire ¢ sont
orthogonaux si (z,y) = 0. On note x Ly.

Définition 6. Si ¢ est un produit scalaire sur E, lapplication N : E — RY définie par N(x) = \/¢(z, )
est appelée norme euclidienne sur E associée & .

Remarque 7. Comme un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive,

N(z)? = ( (x,:c)>2 = (z,x)

est une forme quadratique définie positive sur E. On note habituellement une norme de la maniére suivante :
||x||. Il existe des tas de normes sur R™ qui ne sont pas euclidiennes (c’est-a-dire qui ne sont pas définies
a partir d’un produit scalaire) ; par exemple la norme

(@1, @)l = faa] 4 - 4 .

On peut montrer (exercice) qu’une norme ||.|| sur un espace vectoriel réel E est euclidienne si et seule-
ment si elle vérifie pour tout x et tout y dans E :

ll +ylI” + [l = ylI> = 2 (ll1* + lly]]*) .
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1.2. Propriétés.

Nous allons maintenant démontrer quelques propriétés des produits scalaires et des normes sur un es-
pace euclidien F.

Propriété 1. Inégalité de Cauchy-Schwarz

VeeE, VyeE, |[(zy)] <]yl

L’égalité n’a lieu que si les deux vecteurs sont colinéaires.

DEMONSTRATION. Soit A € R, on a

(2 + Ay, 2+ Ny) = (2,2) + 2X(z,y) + X2 (y,y) = [|z]]* + 2A(z,y) + X?[|y]|* > 0

si x + Ay # 0. Donc le discriminant de cette équation du second degré en A doit étre strictement négatif,
cest-a-dire A = 4(x,y)? — 4]|z]|?||y||* < 0, ou encore que (z,y)* < ||z]|*||y||*; et en prenant la racine on
trouve 'inégalité. On remarque qu’il n’y égalité que si le discriminant est nul, ce qui entraine que 1’équation
du second degré doit elle aussi étre nulle. Comme un produit scalaire est défini ceci signifie que « + Ay = 0,

ou encore x = — Ay, c’est-a-dire que x et y sont colinéaires. O

Propriété 2. Une norme euclidienne sur un espace euclidien E vérifie
i:|lz]]=0 < 2=0;
ii:Vee B, VAeR, ||| =]\ ]z]|;
iii: Ve e E,Vy e E, |lz+yl|| < |lz||+]|y||; ¢’est linégalité de Minkowsky ou linégalité triangulaire.

DEMONSTRATION. On a : |[z|| =0 <= ||z|]* =0 <= (2,2) =0 <= 2 =0, car un produit sca-
laire est défini.

Pour le deuxiéme point on a |[Az|| = v/(\z, \x) = /A2(z,z) = |A\|/(z,2) = |A|||z]|. Enfin pour le troi-

siéme point on a

lz +yll? = (z +y, 2 +y) = ||2|]° + 2(z,y) + |ylI* < [|=[* + 2l|2|[ ||yl] + [[yII* = (|l + [|y]])?
et donc le résultat. O

Remarque 8. Dans la démonstration du troisiéme point, il y a égalité si et seulement si (x,y) = ||z||||y]|.

Or d’aprées la propriété précédente ceci ne peut se produire que si x et y sont colinéaires. Supposons donc
y=Ax avec A € R. On a

(2,9) = (z,Ax) = Azl et ||z 1yl = ll=]| [[Az]| = [A] ||].

Donc pour avoir une égalité il faut que X = |\|, c¢’est-a-dire que \ soit positif. On a donc égalité si et
seulement si x et y sont colinéaires et de méme sens.

Propriété 3. Théoreme de Pythagore
Soient x et y deux vecteurs d’un espace euclidien £. On a

vly <= llz+yll’ =2 +|lyl|*
DEMONSTRATION. On a
|z +yl> = (@ +y,z+y) =2 + 2(z,y) + ||yl
et donc
|z +yll* = |z + [[yl* <= (z,9) =0 < =z Ly.
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II. Orthogonalité

I1.1. Bases orthogonales et orthonormeées.

Proposition 9. Dans un espace euclidien de dimension n une famille de p (< n) vecteurs non nuls deux
a deux orthogonaux est libre.

DEMONSTRATION. Soit (eq,...,ep,) une famille de p vecteurs non nuls deux & deux orthogonaux dans

un espace euclidien de dimension n > p. Supposons Z Aje; = 0. En calculant le produit scalaire de ce
1<j<p
vecteur avec ey, pour tout 1 < k < p, on obtient

0= Z Ni(ej,en) = Mller] %

1<5<p
c’est-a-dire A\ = 0 car e # 0. La famille est donc libre. Il
Définition 10. Soit E un espace euclidien. On dit qu’une base B = (e1,...,e,) de E est orthogonale si

pour i # j, e; Lej. Si les vecteurs sont de plus unitaires (i.e. de norme égale a 1) on dit que la base est
orthonormée.

Remarquons que B = (e, ..., e,) est une base orthonormée de E est équivalent & dire
Vlﬁiﬁn,Vlﬁan, (ei,ej)zdij.
Théoréme 11.

Dans tout espace euclidien E il existe une base orthonormée.

DEMONSTRATION. Une premiére méthode pour démontrer ce théoréme consisterait a utiliser les résul-
tats qui ont été établis dans le chapitre précédent. Mais nous allons adopté une autre méthode qui sera
plus effective (on construit explicitement une base orthogonale ou orthonormée).

PROCEDE D’ORTHONORMALISATION DE SCHMIDT

Soit B = (e1,...,e,) une base d'un espace euclidien E. On construit deux bases (ui,...,u,) et
(v1,...,v,) & partir de B par le procédé d’orthonormalisation de Schmidt, telle que la premiére base
soit orthogonale et la seconde orthonormée. Pour ce faire on cherche les scalaires o j, 1 < j < i < n, tels
que

u=e V1= ]
Uz = (2,1V1 + €2 V2 = ||Z§||
U
uz = a3,1v1 + a3 202 + €3 U3 = el
Up = Qp 101+ + Qpp—1Un—1 + €p Un = HZ:H
ag 1 se calcule par (ug,uz) = 0. Ceci équivaut &
(’Ul,’u,g) =0 <— Qg1+ (62,’01) =0 <— Qg1 = *(62,1)1)
. ()
d’ott ug = —(eg,v1)v1 + €2 et vy = W
U
Supposons que l'on a déterminé uy, ..., ux et vi,...,vk. Les coefficients de ugy1 se déterminent alors par
(uj, uk+1) = 0 pour tout 1 < i < k, ce qui revient a
(Vi, upt1) =0 <= apiri + (€r1,v) =0 = pp1i = —(€x41,vi)-
. Uk+1 .
On obtient ugy1; = —(eg+1,v1)v1 — - — (€41, Vg )Vk + €kt1 €6 Vg1 = I + & Par construction, les bases
k+1
(u1,...,up) et (v1,...,v,) que 'on obtient sont respectivement orthogonale et orthonormée. O
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Exemple 12. Soit B = (e1, ez, e3) une base de R3, avec e; = (1,1,1), e3 = (1,1,0) et e3 = (1,0,0). On

" (75} ( 1 1 1 ) Pui
commence par poser u; = e et vy = —— = (—=, —, —=). Puis on a
luall V3 V3 V3
2 1 1 1 11 2
= - ) = =\ = = 17170: 9’0 o
U2 (62 ’Ul)’U1+€2 \/g(\/g \/g \/§)+( ) (3 3 3)
Uz 11 V2 ‘ :
et vg = = (—=,—=, ——=). Enfin pour le dernier vecteur on obtient
lual| V6" V6 V3
us = —(es,vi)vy + —(e3,v2)v2 + €3
B 1(1 1 1) 1(1 1 \/§)+(100)_(1 10)
\/g \/37 \/37 \/g \/6 \/6’ \/6’ \/g s Yy 2) 27
us 1 1
etvy=—-=(—4=,———,0).
lusll V2" V2
Proposition 13. Soit E un espace euclidien. Si B = (e1,...,ey) est une base orthonormée de E alors
les coordonnées d’un vecteur x = (x1,...,x,) dans cette base sont x; = (x,e;) pour 1 < i < n. De plus

l’expression du produit scalaire est donné par

n

(,y) = Zﬂﬁzyz = Z(xaei)(yvei),
i=1

=1

lll = 2t + -+ a3 = V(z,e)? + -+ (z,en)?.

Du point de vue matriciel, si on note X et'Y les matrices colonnes de x ety dans la base B, on a

(z,y) = 'XY et [|X||=VIXX.

et celle de la norme par

DEMONSTRATION. Comme B = (e, ..., €e,) est une base orthonormée, pour le premier point on a :

n n
(x,e;) = ijej,ei = ij(ej,ei) = z(e;,€;) = xj.
j=1

=1
On en déduit directement le deuxiéme et le troisiéme résultat. Les résultats matriciels sont une simple
conséquence du fait que dans une base orthonormée la matrice du produit scalaire est 'identité. O

I1.2. Sous-espaces vectoriels orthogonaux.
Définition 14. Soit E un espace euclidien. On dit que deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont

orthogonaux si pour tout x dans F' et pour tout y dans G on a x L y.

Proposition 15. Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E orthogonauz, alors F NG = {0}.

DEMONSTRATION. Soit z € FNG. Comme F et G sont orthogonaux on a (z, ) = 0, c’est-a-~dire z = 0,
d’ou le résultat. O

On rappelle que si F' un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien E, alors I’ensemble des vecteurs de
E orthogonaux a F est un sous-espace vectoriel de E appelé orthogonal de F' et noté F+ = {y e E|Vx €
F, (z,y) = 0}. On a les propriétés suivantes.
Propriétés.
a) E=Fa&F*t
b) (FHt=F
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DEMONSTRATION. Soit (v1,...,v,) une base de F' que 'on compléte en une base de E, et que l'on
transforme en une base orthonormée (ei,...,ep, €pt1,...,€p), par le procédé de Schmidt. Comme les p
premiers v; sont des vecteurs orthonormés comblnalsons hnealres des p premiers e,, ils forment une base or-

thonormée de F'. On considére un vecteur x de F, qui s’écrit dans cette base x = Z zjej. Alors y = Z Ti€e;

J=1 =1
appartient & F et on a

n p
(x—y,y Z Z)\A eies) = D > AiXjbi; =0

i=p+1 j=1 i=p+1 j=1

car i # j. Le vecteur x — y appartient donc & F+ et z = y + = — y, c’est-a-dire E = F + F. De plus
d’aprés la proposition 9, F N F+ = {0} ; on en déduit a).
Pour b) on utilise a). On a F @ F+ = E = F+ @ (F+)*, d'ot le résultat car on sait que pour une forme
bilinéaire symétrique F C (F+)+

U

11.3. Projections orthogonales.

Soit F un espace euclidien dont on note F' un sous-espace vectoriel.
D’aprés les propriétés des sous-espaces orthogonaux on a, E = F @ FL, ¢’est-a-dire que tout vecteur de z
s'écrit x = x1 + x9 avec x1 € F et z9 € F-.

Définition 16. L’application p de E dans E, qui a x associe p(x) = 1 est appelée projection orthogonale
sur F'. On dit que p(z) est le projeté orthogonal de x sur F'.

Remarque 17. L’image de E parp est F et le noyau de p est F*, ¢’est-a-dire : Im(p) = F, et, Ker(p) = F*,
car v9 = x — 1 = x — p(x) appartient a F+. Ici le théoreme de Pythagore peut donc s’écrire

l2]1* = llz = p(@)I* + [Ip(2)|]*.

Une projection orthogonale est idempotente, c¢’est-a-dire que p o p = p.

Proposition 18. Soit F un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel de E. On note p la projection
orthogonale de E sur F et x un vecteur de E. Alors pour tout y dans F on a ||y — z|| > ||z — p(z)]|.

DEMONSTRATION. Soient z € Fety € F. Onay—x = (y — p(z)) + (p(x) — x), avec y — p(z) € F
et p(r) —x € F+. Donc y — p(x) et p(z) — = sont deux vecteurs orthogonaux. Ainsi par le théoréme de
Pythagore, on obtient

ly —2|* = lly — p(@)|1* + llp(z) — |* > ||p(z) — =],
cest-a-dire ||y — zf| > [|p(z) — x| = [l — p(2)|| O

Définition 19. Soient A une partie non vide de E un espace euclidien et x un vecteur de E. La distance
de x a A est définie par : d(x, A) = inf {||x — y||,y € A}.

Proposition 20. Soit E un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel de E. On note p la projection
orthogonale de E sur F' et x un vecteur de E. Alors on a

d(z, F) = ||z — p()|].
DEMONSTRATION. Cette proposition se déduit des deux résultats précédents. O
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Théoréme 21.

Soit E un espace euclidien. Toute projection orthogonale de E est diagonalisable dans une base
orthonormée de E.

DEMONSTRATION. Soit p la projection sur F. On considére (e1,...,€m) €t (€mt1,-..,e,) des bases
orthonormeées (si nécessaire en appliquant le procédé de Schmidt) de F et FL. Comme ces sous-espaces
sont supplémentaires et orthogonaux (ey, ..., €m, €mi1, ..., €n) est une base orthonormée de E. Dans cette
base on a p(e;) = e; si 1 < i < m, car ces vecteurs appartiennent & F, et p(e;) =0sim+1<j <n car
ej € F. Dans cette base la matrice de p est

F F+
€l -+ €m Emtl .- €n
1
1
0
0

ce qui démontre le résultat. O

n m
Remarque 22. Dans la base orthonormée construite ci-dessus on a x = Z(w, ei)e; et doncp(z) = Z(w, ei)ei,

i=1 =1
ot (e1,...,en) est la base orthonormée de F.

I1.4. Symétries orthogonales.
Soit E un espace euclidien dont on note F' un sous-espace vectoriel. Pour tout = dans E on a donc
x =z + a9 avec x1 € F et x9 € F-.

Définition 23. L’application s de E dans E, qui a x associe s(x) = x1—x2 est appelée symétrie orthogonale
par rapport & F, ot encore symétrie par rapport F parallélement & F. On dit que s(z) est le symétrique
orthogonal de x par rapport a F' .

Remarque 24. Si on note p la projection orthogonale sur F' alors une définition équivalente du symétrique
orthogonal de x est donné par s(x) = 2p(z) —x. En effet, on a s(z) = x1 —x9 = 221 — (x1+x2) = 2p(z) — 2.
On remarque encore que x + s(x) = 211 € F et x — s(x) = 229 € FL, c'est-a-dire que ces vecteurs sont
orthogonauzx. Enfin, on vérifie facilement a laide de la définition que so s = Idg, on dit que s est une
involution.

Proposition 25. Soit E un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel de E. On note s la symétrie
orthogonale de E par rapport a F. Alors on a

Ve E, VyeE, (s(z),s(y))=(z,y),

et en particulier, Vo € E, ||s(x)|| = ||z||.
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DEMONSTRATION. Soient x = 1 + 2 et y = y1 + yo deux vecteurs de E décomposés suivant F et F*.
Par définition de s on a s(z) = 21 — x2 et s(y) = y1 — y2. De plus comme z; et y; sont dans F et x3 et yo
dans F*+ on a (z1,y2) = (22,%1) = 0. On en déduit

(s(2),s(y)) = (21— 22,91 —¥y2) = (¥1,91) — (¥1,92) — (T2, 91) + (22, y2)
= (z1,191) + (T2, 92) = (@1, 91) + (21, 92) + (22,91) + (2, y2)
= (1 +z2,01 +32) = (z,9).

La seconde partie se démontre a partir de la premiére en prenant y = x. Il

Théoréme 26.

Soit B un espace euclidien. Toute symétrique orthogonale de E est diagonalisable dans une base
orthonormée de E.

DEMONSTRATION. On peut refaire la méme démonstration que dans le cas de la projection ou bien
utiliser le fait que si s est la symétrie orthogonale par rapport a F' et p la projection orthogonale sur F' alors
s = 2p — Idg. Or on sait qu’il existe une base orthonormée dans laquelle la matrice de p est diagonale. De
plus la matrice de I'identité est diagonale dans n’importe quelle base. Donc la matrice de s est diagonale

dans cette base, c’est-a-dire que s est diagonalisable dans une base orthonormée. O
Dans une telle base, comme pour tout € F on a s(z) = z et pour tout € F* on a s(z) = —z, la
matrice de s s’écrit
F Ft
€1 ... €m Em+1 ... €En
1
1
-1

-1

ITII. Groupe orthogonal
III.1. Automorphismes orthogonaux.

Définition 27. Soient E un espace euclidien et f un endomorphisme de E. On dit que f est un opérateur
orthogonal si

Vee E, VyeE, (f(z),f(y)=(z,y)

Remarque 28. Par exemple, les symétries orthogonales sont des opérateurs orthogonauzx, mais pas les
projections.

Si f est un opérateur orthogonal alors f est bijectif. En effet, soit x tel que f(x) = 0. Alors en appliquant
la propriété ci-dessus pour y = x on obtient 0 = ||f(z)||> = ||z||?, c¢’est-a-dire que x = O et donc f est
injective et bijective car on travaille en dimension finie.

Définition 29. Un endomorphisme bijectif sur un espace vectoriel E est appelé automorphisme.

Définition 30. L’ensemble des automorphismes orthogonaux sur un espace euclidien E s’appelle le groupe
orthogonal de L(E) et est noté O(E).

Remarque 31. O(E) est un groupe pour la composition des applications c’est-a-dire que O(FE) vérifie :
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1)VfeO(F), Vge O(E), foge O(E);
2) Idg € O(E), avecVf € O(E), Idgo f = foldg = f;
3)VfeOE), f/1eO(E) avec fo f~' = flof=1Idg.

Théoréme 32.

Soient . un espace euclidien et f un endomorphisme de E. Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

a) f est un automorphisme orthogonal ;
b) L’image d’une base orthonormée quelconque de E est encore une base orthonormée de E ;
c)VeeE, ||f()]| = Il=l|.

DEMONSTRATION. Démontrons que a) = b). Soit B = (eq,...,e,) une base orthonormée de E; on
note B' = (f(e1),..., f(en)) son image par f. Si f est orthogonal alors (f(e;), f(e;)) = (e, e;) = dij,
c’est-a-dire que B’ est une base orthonormée de E.

Montrons maintenant que b) = c¢). Soit B = (ey,...,e,) une base orthonormée de E dont l'image
B = (f(e1),...,f(en)) par f est encore une base orthonormée de E. Soit x € E qui s’écrit dans la
premiére base © = xi1e; + --- + xpen, avec z; = (x,e;). Son image par f s’écrit dans la seconde base
f(x) =2 f(e1) + -+, f(en), avec 2, = (f(x), f(e;)). Or on a

vp = (f(x), f(e:)) = (@1f(er) + -+ znf(en), flei) = zi(f(es), f(er)) = mi
car B’ est une base orthonormée. Donc || f(z)|| = /25 + - + 22 = ||z]|.

Finissons par établir que ¢) = a). On suppose que f vérifie ¢). On a donc pour tout = dans E et tout
y dans F,

(f(x), f(y) = %(Ilf(l‘)Jrf(y)llg—Hf(fﬁ)llQ—IIf(y)HQ):%(Hf(:ery)IIQ—|I$|I2—Hyll2)

1
= Sl +yll® = [l = [lyI*) = (z,9),

c’est-a-dire que f est orthogonal. O
Proposition 33. Soient f € O(E) et F un sous-espace vectoriel stable par f alors F* est stable par f.

DEMONSTRATION. Soient € F- et y € F, on veut montrer que (f(z),y) = 0. Comme F est stable
par f, la restriction de f a F' est une application linéaire, de F' dans F', donc injective, et aussi bijective.
Il existe donc z € F tel que y = f(z). Ainsi

(f(z),y) = (f(z), f(2)) = (z,2) =0
carx € Ftet z € F. Il

Finissons ce paragraphe par deux résultats concernant la réduction des endomorphismes orthogonaux.

Proposition 34. Si f appartient & O(E) et si A est une valeur propre de f alors |A| = 1.

DEMONSTRATION. Soit x un vecteur propre de f associé & A. On a :
[zl] = [[f @) = [[Az]] = Al ][],
c’est-a-~dire |A| =1 car x # 0. O
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Proposition 35. Si f appartient & O(E) alors on a

f est diagonalisable <= f est une symétrie orthogonale.

DEMONSTRATION. On a déja vu que si f est une symétrie orthogonale alors f est diagonalisable et
appartient a O(E).

Réciproquement si f € O(FE) alors d’apreés la proposition précédente ses seules valeurs propres sont 1 et
-1. De plus si f est diagonalisable on a F = Ker(f —Idg) @ Ker(f+1dg). Pour tout z € E on ax = z1+x2
avec 1 € Ker(f —Idg) (f(z1) = z1) et 22 € Ker(f +1dg) (f(z2) = —x2) et donc f(x) = x1 — xa.

Il reste a vérifier que les deux sous-espaces sont orthogonaux. Soient z € Ker(f — Idg) et y € Ker(f +

Idg), on a (z,y) = (f(z), f(y)) = —(z,y), donc (z,y) = 0 et x et y sont orthogonaux. Autrement
dit les deux sous-espaces propres sont bien orthogonaux, et f est la symétrie orthogonale par rapport a
Ker(f — Idg). O

II1.2. Matrices orthogonales.

Définition 36. Soit M une matrice de My (R). On dit que M est orthogonale si M ‘M =1,,. L’ensemble
des matrices orthogonales de My (R) s’appelle le groupe orthogonal de M, (R) et est noté O(n).

Rappelons que dire que O(n) est un groupe pour la multiplication des matrices signifie que les propriétés
suivantes sont satisfaites :

— VM, € O(n), VM, € O(TL), MM € O(TL),

— I, €0O(n), et VM € O(n), ML, =1,M = M ;

— VM € O(n), M~t € O(n) avec MM~ = M~'M =1,.
Remarque 37. Si M est orthogonale alors *M = M~ et donc tMM = M~'M = 1,. De plus comme
YEM) = M, on en déduit que

M est orthogonale = 'M est orthogonale.

Exemple 38. La matrice

0 01
M=1]1 00
010
est orthogonale. En effet, on a
0 10

-
S
I
(]
o
—_

6tMtM213.

Proposition 39. Soit M une matrice de My (R). Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) M est orthogonale ;
b) Les vecteurs lignes de M forment une base orthonormée de R™ ;
c) Les vecteurs colonnes de M forment une base orthonormée de R™.

DEMONSTRATION. Soit M une matrice de M, (R). On note ey, ..., e, ses n vecteurs lignes. Alors les
vecteurs colonnes de ‘M sont exactement eq,...,e,. Soit A = M!M. Les coefficients de la matrice A
sont égaux au produit scalaire des vecteurs lignes de M et des vecteurs colonnes de M, c’est-a-dire que
a;j = (ej,€ej) pour 1 <i<mnetl<j<n. On obtient

M est orthogonale <= A=M'M =1d, < V1<i<n, V1<j<n, (ee;)=7dij

ce qui est équivalent a (eq,...,e,) est une base orthonormée de R™.

Comme les vecteurs colonnes de M sont exactement les vecteurs lignes de !M on obtient la deuxiéme

équivalence par la méme méthode en utilisant le fait que M est orthogonale équivaut a *M est orthogonale.
O
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Proposition 40. Soient E un espace euclidien et B une base orthonormée de E. L’endomorphisme f
de E est un automorphisme orthogonal si et seulement si sa matrice M dans la base B est une matrice
orthogonale.

Remarque 41. La base orthonormée B étant quelconque, le résultat reste vrai dans toutes les bases ortho-
normées, c’est-a-dire que si f est orthogonal sa matrice dans toute base orthonormée est orthogonale.
Ce résultat permet d’identifier les groupes O(E) et O(n) (ils sont isomorphes). Cela signifie que la structure
de O(E) ne dépend ni de E, ni du produit scalaire choisi, mais uniquement de la dimension n de E.

DEMONSTRATION. Soit M la matrice de f dans une base B = (ey, ..., ey,) orthonormée de E. Si M est
orthogonale, alors d’aprés la proposition 27, ceci est équivalent a : les vecteurs colonnes (f(e1),..., f(en))
forment une base orthonormée de E ou encore & f est un automorphisme orthogonal, d’aprés le théoréme
22. O

Proposition 42. Le déterminant d’une matrice orthogonale est soit 1 soit -1.

DEMONSTRATION. Soit M une matrice orthogonale. On a donc M *M = I,,. On en déduit que
det(M'M) = det(M)det(* M) = det(1,,) = 1,
et comme det(M) = det(*M) on obtient (det(M))? = 1 c’est-a-dire det(M) = +1. O
Attention la réciproque de ce résultat est fausse.

Définition 43. On appelle groupe spécial orthogonal de O(n) le sous-groupe de O(n) constitué des matrices
de déterminant 1, et on le note SO(n).

Si E est un espace euclidien, SO(FE), le groupe spécial orthogonal de O(E), est l’ensemble des auto-
morphismes orthogonaux de déterminant 1.

Remarque 44. Une propriété essentielle des endomorphismes qui appartiennent & SO(E) est la suivante :
f € SO(E) <= Ulimage d’une base orthonormée directe de E par f est encore une base orthonormée
directe de E, c’est alors vrai pour toute base orthonormée directe, et on a aussi l'tmage d’une base or-
thonormée indirecte est une base orthonormée indirecte. On dit que les éléments de SO(E) conservent
l’orientation de ’espace.

Remarque 45. Les espaces SO(E) et SO(n) sont isomorphes, c’est-a-dire que SO(E) ne dépend que de
la dimension n de ’espace euclidien E considéré.

II1.3. Changement de bases orthonormeées.

Soient f un endomorphisme d’un espace euclidien E et B et B’ deux bases orthonormées de E. On note
M la matrice de f dans B et M’ la matrice de f dans B’. Alors le changement de base classique pour un
endomorphisme d’un espace vectoriel s’écrit

M' = Py, sMPs_p = Pz 5 MPp_,p.

Ici on a de plus supposé que E est un espace euclidien et que les deux bases sont orthonormées. La matrice
Pp_,p5 est celle d'un endomorphisme de E qui transforme une base orthonormée en une autre. C’est donc
une matrice orthogonale. Elle vérifie par conséquent 'Pg_,z = Pg_l)B,. La formule de changement de base
devient donc

M' = 'Pg g MPs_p.

Elle est beaucoup plus pratique car il est plus facile de calculer la tranposée d’une matrice que son inverse.
Mais attention, il faut I'utiliser uniquement sous les hypothéses données ci-dessus.
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IV. Endomorphismes symétriques

Définition 46. On dit qu’un endomorphisme f de E est :
symétrique : si Vo € F, Wy € B, (f(x).y) = (2, [(1))
- antisymétrique : si Ve € E, Yy € E, (f(z),y) = —(z, f(y))-

Par exemple, les projections et les symétries orthogonales sont symétriques.

Proposition 47. Si f est un endomorphisme symétrique de E et si F' est un sous-espace vectoriel de E
stable par f alors F* est stable par f.

DEMONSTRATION. Soit € F*. Pour tout y € F on a (f(z),y) = (z, f(y)). Or F est stable par f
donc f(y) appartient & F et on en déduit que (f(z),y) = (z, f(y)) = 0, c’est-a-dire que f(z) € F*. a

Proposition 48. Soit f € L(E). f est symétrique si et seulement si sa matrice dans une base orthonormée
de E est symétrique.

Remarque 49. De ce résultat on déduit que l’ensemble des opérateurs symétriques de E est un sous-espace
vectoriel de L(E) de dimension n(n + 1)/2.

DEMONSTRATION. Soit M la matrice de f dans une base orthonormée de E. Pour tout x et y dans
on a :

(f2),) = {AMX)Y = X MY et (a, f(y) = 'X(MY) = 'XMY.
On en déduit que f est symétrique si et seulement si ‘M = M, c’est-a-dire que M est une matrice
symétrique. (|

Proposition 50. Si f est un endomorphisme symétrique (respectivement si M est une matrice symétrique)
alors le polynome caractéristique de f (respectivement de M ) est scindé sur R.

DEMONSTRATION. Soit M la matrice de f dans une base orthonormée de E, c’est-a-dire que M est
une matrice symétrique réelle. Soit A € C une valeur propre de M. Il existe un vecteur non nul z dans C"
de matrice colonne X dans la base de départ tel que MX = AX. On a alors

(MX,Y) = t(MX)Y = AXX
X IXTMX =" XMX ='XMX =\ XX,
et donc A\ = \ c’est-a-dire A € R. O

Théoréme 51.

Si f est un endomorphisme symétrique il existe une base orthonormée formée de vecteurs propres
de f. Autrement dit f est diagonalisable dans une base orthonormée.

DEMONSTRATION. On va procéder par récurrence sur la dimension de l'espace E. Si dim(F) = 1
le résultat est trivial. On suppose que le résultat a été établi si dim(F) = n. On considére donc f un
endomorphisme symétrique sur un espace de dimension n + 1. Le polyndéme caractéristique de f étant
scindé sur R il existe donc au moins une valeur propre A dans R. Soit alors z # 0 tel que f(x) = Az. On
pose e; = x/||z||. Soit F' = Rey le sous-espace vectoriel de E engendré par ej. F' est stable par f et donc
Ft aussi, et dim(F*) = n. La restriction de f & F'* est un endomorphisme symétrique sur un espace de
dimension n, donc d’aprés ’hypothése de récurrence il existe une base orthonormée (es, ..., e,) de F+ qui
diagonalise cette restriction. Alors (e, es,...,e,) est une base orthonormée de E qui diagonalise f. O
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Corollaire 52. Si M est une matrice symétrique, il existe P € O(n) telle que *PM P soit diagonale.

Remarque 53. Si x et y sont deux vecteurs propres associées & des valeurs propres \ et p différentes alors
x et y sont orthogonaux. En effet, on a

Az, y) = (f(2),y) = (2, f(y)) = w(z, y).
et donc (A — p)(z,y) =0 c’est-a-dire (z,y) =0 car \ # p.

V. Adjoint d’un endomorphisme

Proposition 54. Si u est un endomorphisme de E, il existe un unique endomorphisme v de E tel que
Vee E, Vy e E, (u(z),y) = (z,v(y)). Cet endomorphisme est appelé adjoint de u et est noté u*.

DEMONSTRATION. Soit (eq,...,ey,) une base orthonormée de E. Pour tout y € E on veut (u(e;),y) =
(es,v(y)). Donc si v existe il est déterminé de maniére unique par

n n

vy e Booly) = (enom)e = 3 (uler) y)e

i=1 i=1
Supposons maintenant que v soit défini comme ci-dessus. Alors v est un endomorphisme de E et on a

(u(x)vy) = (Z(x,eﬁu(eﬂ,y) = Z(xvei)(u(ei)’y)

i=1 i=1
(z,0(y)) = (Z($a€i)€i,2(u(ei)ay)ei> = (@.e)(uler)y)
i=1 i=1 i=1
c’est-a-dire (u(z),y) = (z,v(y)), ce qui termine la démonstration. O

Proposition 55. Si B est une base orthonormée alors la matrice de u* dans cette base est égale a la
transposée de la matrice de u c’est-a-dire : Mg(u*) = ‘Mpg(u).

DEMONSTRATION. Soit B = (ej,...e,) une base orthonormée de E. On note Mg(u*) = (m};) et

j
Mp(u) = (m;) les matrices de u* et u dans cette base. On a mj; = (e;, u”(e;)) = (u(ei), e;) = myi, et donc

le résultat. O
Remarque 56. On a Mg ((u*)*) = 'Mp(u*) = ' (*Mp(u)) = Mg(u), et donc (u*)* = u.

Corollaire 57.
u est orthogonal si et seulement si u* = u™!.
u est symétrique si et seulement si u* = u.

DEMONSTRATION. Ce corollaire se déduit aisément de la proposition ci-dessus et des propriétés des
endomorphismes orthogonaux et symétriques. (|

Proposition 58.
i: Siu est un endomorphisme de E alors Ker(u) = (Im(u*))" et Im(u) = (Ker(u*))™.

ii : Si I est sous-espace vectoriel stable par u alors F+ est stable par u*

iii : St u et v sont deux endomorphismes de E alors (u+ v)* = u* +v* et (uov)* =v* ou*.
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DEMONSTRATION. Soit y dans Ker(u). Pour tout z € Im(u*) il existe x € E tel que z = u*(z). On a

donc
(y,2) = (y,u"(2)) = (u(y), =) = (0,2) = 0

et Ker(u) C (Im(u*))™*. Siy € (Im(u*))*, alors pour tout 2 € E on a (u(y),z) = (y,u*(z)) = 0 c’est-a-dire
u(y) = 0 et (Im(u*))* € Ker(u), ce qui termine la démonstration du premier point du i. D’aprés ce résultat
en passant a 'orthogonal on obtient (Ker(u))™ = Im(u*). En appliquant ceci a u* et en utilisant le fait
que (u*)* = u on trouve le deuxiéme point.
Pour le ii on considére z € F*+. Alors on a (y,u*(x)) = (u(y), ) = 0 car I est stable par u. Donc F'* est
stable par u*.
Le troisiéme point se montre facilement a ’aide des matrices. O

VI. Espaces euclidiens de dimension 2

Dans ce qui suit on se fixe une base orthonormée By (en général la base canonique) qui détermine
Iorientation des espaces euclidiens que ’on considére.

VI.1. Etude de Oy(R).

Théoréme 59.

Soit M une matrice de Ma(R). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a) M € O2(R),
) e /o= () ) o w= (e i),

c) Ja, be R tel que a®> +b> =1, e € (-1, 1}, M= (Cbb 62()) .

DEMONSTRATION. Soit

a b
=2 3)
une matrice de M3 (R). Si M € O2(R) alors ses vecteurs lignes (ou colonnes) forment une base orthonormée,
cest-a-dire quon a: a2 + b2 =1, 2 +d> =1 et ac+ bd = 0.
Des deux premiéres équations on déduit qu’il existe o € R et 8 € R tels que a = cos («), b = sin (), ¢ =

sin (B) et d = cos (f). En injectant ceci dans la troisiéme égalité on trouve cos («) sin (5)+sin («) cos (8) = 0,
c’est-a-dire sin (o + ) = 0, ou encore o + 3 = 0 mod 7. Ainsi si « = — mod 27 alors

_ <cos (@) —sin (a)>’

sin (o) cos (@)

et si = 7 — 8 mod 2,

sin (o) —cos(«)

M= (cos (o)  sin(a) >’
donc a) entraine b).

Soit maintenant M une matrice de la forme de celles données dans b). En posant a = cos(«) et
b=sin (), on a a® +b? = 1 et en prenant ¢ € {—1, 1} suivant le cas, on retrouve c).

Enfin si M est de la forme donnée dans ¢) on a
trs (@ —€b a b\ _ [a®+e%? ab—¢e%ab\ (1 0
MM = <b ea > <—5b 5a> - (ab —e%ab 2a*+0b*) \0 1
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car a®? +b? =1 et €2 = 1. Donc M € Oz(R). O

Nous allons maintenant donner un résultat dans lequel on donne les propriétés des matrices de O2(R).
Pour o un réel on définit les matrices de O2(R)

B — (Cos (a) —sin (a)) o 5. <cos (a) sin(a) )

sin (o) cos (@) sin (o) — cos ()

Proposition 60. Avec les notations définies ci-dessus on a : Vo et § € R,

(Ra)_l = R_, RaRﬁ = Ra+g = RBRQ
(Sa)_l = 5, SaSg = Ra_g
RoSs = Sais SsRe = Sp_a

On peut remarquer que les matrices R, sont dans SO2(R) et les matrices S, sont dans O, (R) =
02(R)\ SO2(R). D’apreés la proposition ci-dessus les premiéres commutent entre elles mais pas les secondes.

DEMONSTRATION. La démonstration se fait directement en utilisant le produit matriciel et les proprié-
tés des fonctions trigonométriques. U

VI.2. Etude de SO(E).

— =
Soit E un espace euclidien de dimension 2 orienté par la base (4, j).

Proposition 61. Soient B une base orthonormée directe de E et f € SO(E), alors il existe o € R tel que
_ (cos(a) —sin(a)
Msp(f) = <sin (o)  cos(a) > ’

De plus dans toute base orthonormée directe la matrice de f est exactement celle donnée ci-dessus et dans
toute base orthonormée indirecte la matrice de f est

( cos(a) sin <a>> |

—sin (a) cos (a)

DEMONSTRATION. Soit B une base orthonormée directe de E. Si f appartient a SO(E) alors Mp(f)
appartient a SO2(R) c¢’est-a-dire qu'’il existe a € R tel que

Mg(f) = <cos (a) —sin (a)> ‘

sin ()  cos (@)

Soit maintenant B’ une autre base orthonormée directe de E. Comme B et B’ sont deux bases orthonor-
mées de F, la matrice de passage appartient & O2(R). De plus elle sont toutes les deux directes, donc le
déterminant de la matrice de passage vaut 1, elle appartient donc a SO3(R). Elle est donc de la forme Ry
pour un certain # € R. La matrice de f dans la nouvelle base s’écrit donc

Mp/(f) = (Rg) " Mg(f)Rg = (Rg) 'RaRy = Ra = Mg(f),

d’aprés la Proposition 2.
Soit maintenant B” une base orthonormée indirecte de E. Donc la matrice de passage appartient a O (R),
c’est-a-dire qu’elle a la forme Sy pour un certain # € R. La matrice de f dans la nouvelle base s’écrit donc

—sin(a) cos(a)

M H(f) = (S@)flMB(f)Sg - (Se)ilRaSQ — R, = ( Ccos (Oé) sin (a)) ’

d’aprés la Proposition 2. O
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Définition 62. Soit f € SO(FE). Alors il existe a € R tel que sa matrice dans n’importe quelle base
orthonormée directe de E est
n_ (cos (o) —sin(a)
* \sin(a) cos(a) /-
On dit que f est la rotation d’angle (orienté) «.

Proposition 63. Soient u et v deux vecteurs unitaires de E. Alors, il existe une unique rotation R, €
SO(E) telle que Ry (u) = v. On dit alors que l’angle formé par u et v est l’angle c.

DEMONSTRATION. Si le vecteur u est fixé on peut alors trouver une base orthonormée directe (u,u)
de E. Soit alors v = au + bu; écrit dans cette base. Si la rotation R existe on doit avoir R(u) = v. Donc la
matrice de R dans cette base est

a —b
()

Cette application convient : en effet, on a R(u) = v, et 1 = ||v||? = a® + b?. Cest-a-dire qu'’il existe o € R
tel que a = cos () et b = sin (). Donc la matrice de R dans la base orthonormée directe est

<cos (@) —sin (a)) |

sin () cos ()

qui est celle de la rotation d’angle a. O

Proposition 64. Soit a l’angle formé par deux vecteurs unitaires u et v de E. Alors

{ cos(@) = u-v

sin () = det(u,v)

ot u - v est le produit scalaire de u et v.

DEMONSTRATION. D’apreés la proposition précédente v est I'image de uw par une rotation d’angle «.
De plus la démonstration montre que dans une base orthonormée directe de premier vecteur u, v a pour

coordonnées
cos (a) .
sin () )’

(o)

Ainsi lorsqu’on calcule le produit scalaire u - v on obtient cos («) et lorsqu’on calcule det(u,v) on obtient
sin (). O

VI.3. Etude de O~ (E) = O(E) \ SO(E).
Proposition 65. Soient B une base orthonormée de E et f € O~ (E), alors il existe a € R tel que

Ma(f) = <cos (@) sin(a) )

sin (o) —cos ()

et u évidemment

et f est une symétrie orthogonale par rapport & la droite de ses vecteurs invariants. Réciproguement, toute
symétrie orthogonale appartient & O~ (E).

DEMONSTRATION. Soit f € O~ (E). Donc la matrice de f dans la base B appartient a O; (R),c’est-a-
dire qu’il existe a € R tel que

sin (a) — cos (@)

Mp(f) = So = <cos (a) sin(a) )

Le polynéme caractéristique est donc égal a
xf(X) = det(S, — XTg) = X2 — 1.
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Il y a deux valeurs propres 1 et —1. Lorsqu’on détermine le sous-espace propre associé & A = 1 on trouve :

{ ('cos () =Dz +sin(a)y =0 PN { —2sin? (§)z + 2sin ($) cos ($)y =0
sin (a)z — (cos (o) + 1)y =0 2sin () cos (§)z — 2cos? (§)y =0
— { —sin(§)z+cos(§)y = 0
qui est I’équation de la droite invariante. Une base de Fq est donc donnée par
o
w= ()
De méme on montre que E_1, le sous-espace propre associé¢ a A = —1 est déterminé par

{ cos(§)z+sin)g)y = 0

c’est-a-dire qu’une de ses bases est donnée par

w= ()

1 0
0 -1/
f est donc une symétrie orthogonale par rapport a Fjp, c’est-a-dire par rapport & la droite d’équation
«
5)y=0.

2
Réciproquement, si f est une symétrie orthogonale, dans une base orthonormée B convenable sa matrice

s’écrit
ms(n= (g *).

Donc Mp(f) € O5*(R) c’est-a-dire que f appartient & O~'(E). O

La matrice de f dans (u,ug) s’écrit alors

—sin (%)x + cos (

Proposition 66. Toute rotation se décompose en produit de deux symétries orthogonales, la premiére par
rapport & une droite quelconque et la seconde par rapport & une droite faisant un angle a/2 avec la premiére
droite.

DEMONSTRATION. Soit (u,v) une base orthonormée directe de E. La matrice de le rotation d’angle «

s’écrit dans cette base
cos (a) —sin ()
Ro,=1". .
sin ()  cos (@)

no_ (cos () sin(«) 1 0
¢ A\sin(a) —cos(a)) \O -1/’
ou la premiére matrice est celle d’une symétrie orthogonale par rapport a une droite faisant un angle «/2
avec u et la seconde est celle de la symétrie orthogonale par rapport a wu. O

On a alors

Corollaire 67. Les symétries orthogonales engendrent O(E).

VII. Espaces euclidiens de dimension 3

- = -
Soit E un espace euclidien de dimension 3, orienté par la base (i, j, k).
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VII.1. Produit mixte.

Définition 68. Soit B une base orthonormée directe de E. Soient u, v et w trois vecteurs de E. Alors le
déterminant de (u,v,w) dans B, detg(u,v,w) ne dépend pas de la base orthonormée choisie. Il est appelé
produit mixte u, v et w, et est noté [u, v, w.

Donnons quelques propriétés du produit mixte.
E} - R
(u? /U7 w) H [u’ U’ w]

est une application trilinéaire alternée, ce qui signifie que 'application est linéaire par rapport a chacune
des variables, qu’elle est antisymétrique lorsqu’on échange deux variables, et qu’elle est nulle si et seulement
si (u,v,w) sont liés.

Si on note
X1 T2 I3
Y1 |, y2 | et ys3
Z1 Z2 z3

les matrices colonnes des vecteurs u, v et w dans une base orthonormée directe B de E alors

xr1 T2 I3
[u,v,w] =1yt Y2 Yy3|-
Z1 22 Z3

VII.2. Produit vectoriel.
Si 'on développe le déterminant précédent par rapport & la troisiéme colonne on obtient
I X2
Y1 Y2

ce qui correspond au produit scalaire dans la base orthonormée directe B, des vecteurs de coordonnées
respectives

Ty T2
21 2

yr Y2
Z1 22

[ua v, U)] =3 + 23 )

T3 Y122 — Y221
ys | et | z1w2 — 2011
z3 T1Y2 — T2Y1

Définition 69. Si u et v sont deux vecteurs de E, le vecteur défini comme ci-dessus est appelé produit
vectoriel de u et v et est noté u A v.

D’aprés la construction ci-dessus on a Yw € E,
(uAv,w) = (w,uAv) = [u,v,w.
De plus 'application
E* - E
(u,v) — uAv
est bilinéaire alternée telle que u A v = 0 si et seulement si u et v sont liés.

Proposition 70. Si u et v sont libres alors w A v appartient a Vect(u,fu)L (Uorthogonal du sous-espace
vectoriel engendré par w et v). De plus (u,v,u Av) forme une base directe de E.

DEMONSTRATION. On a par définition
(uAv,u) = [u,v,u] =0
(uAv,v) = [u,v,v] =0
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ce qui montre le premier point de la proposition. Soit maintenant I3 une base orthonormée directe de FE.
Par définition du produit mixte on a, en notant Pg_,z la matrice de passage de B a B’ = (u, v, u A v),

dets(Ps_p) = [u,v,u Av] = (uAv,u Av) = [lu Av||? >0
c’est-a-dire que B’ est une base directe de E. O

Proposition 71. Si u et v sont libres alors Uangle o formé par les vecteurs u et v est mesuré dans le plan
P = Vect(u,v) et on a

B (u,v)
s (@) = Tl
. B [u, v, w]
@) = el Tl

ou w est un vecteur normal a P avec lequel on oriente P.

DEMONSTRATION. On pose e; = u/||ul|, e3 = w/||w]|| et e2 est un vecteur de P tel que (eq,e2,e3)
forme une base orthonormée directe de E, c’est-a-dire que e3 = e; A eo. Comme v appartient & P et fait

un angle « avec u et donc aussi avec e1, on a v/||v|| = cos (a)e + sin (a)ey. Ainsi
(u, v) :

————— = (e, cos (a)e; + sin (a)ez) = cos (a)

[lul[ 1]o]| ’
et

[u, v, w] [ u v w } ) )
= = [e1, cos (a)eg + sin (a)eg, e3] = sin («)
[l [Jof[ fwl] Ll ol [wl] ’ ’

ce qui montre la proposition. U
Corollaire 72. Si u et v sont libres alors u A v = ||ul| ||v]|sin (a)w, 0% w est un vecteur unitaire normal &

P avec lequel on oriente P et « est l’angle formé par les vecteurs u et v.

DEMONSTRATION. Cela provient de la deuxiéme relation de la proposition précédente en prenant w =
uAv. (|

Proposition 73. FORMULE DU DOUBLE PRODUIT VECTORIEL.

Yu, v,w € E, uA (vAw)=(u,w)v— (u,v)w.

DEMONSTRATION. Cela ce montre directement en écrivant les formules en fonction des coordonnées
dans une base orthonormeée de E. O

VIL.3. Etude de O3(R).
On rappelle que si M € O3(R) alors les seules valeurs propres possibles pour M sont 1 et —1.

Théoréme 74.

Soit M une matrice de O3(R). Alors M est semblable a l'une des deuz matrices suivantes

a ¢ 0 a c 0 0 ¢
b d 0 ou b d 0 avec <b d> € 02(R).
0 0 1 0 0 -1
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DEMONSTRATION. Soit F un espace euclidien de dimension 3 rapporté & une base B orthonormée. On
considére f € O(E) dont la matrice dans B est la matrice M. Le polynéme caractéristique est de degré
3. Il a donc au moins une valeur propre qui est 1 ou —1. Soit e3 un vecteur propre associé a cette valeur
propre, de norme 1. On considére alors e et o tels que B’ = (eq, e2, e3) forme une base orthonormée de E.
Par conservation du produit scalaire, comme e; et e3, et eg et e3 sont orthogonaux, il en est de méme pour
f(e1) et f(es), et f(e2) et f(e3). Or f(es) = +es, c’est-a-dire que f(e1) = aej + bez et f(e2) = ce1 + dea.
Donc la matrice de f dans B’ s’écrit

avec &= =£1.

o o
S QU0
n O O

De plus comme M € O3(R) on a a? + b? = ¢ +d? = 1 et ac + bd = 0 c’est-a-dire que

(5 ) <om.

ETUDE DES DIFFERENTS CAS.
Premier cas : M est semblable a

cos(a) —sin(a) 0
sin(a) cos(a) O
0 0 1

dans (eg, eg, e3).

On dit que f est une rotation vectorielle autour de Vect(es). Si 'espace est orienté et si on oriente Vect(es)
par e3 on dira que f est une rotation d’angle o autour de Vect(es). f appartient & SO(E) ou encore M
appartient a SO3(R).

Deuxiéme cas : M est semblable &
cos(a) sin(a) O
sin () —cos(a) 0
0 0 1

dans (e1, eq, e3).
La restriction de f au plan engendré par e; et es est une symétrie orthogonale par rapport & une droite. Il
existe donc une base orthonormeée (e}, €,) dans laquelle la restriction de f a pour matrice

i)

Dans la base orthonormée (es, €/, €5) la matrice de f s’écrit alors

1 0 0
01 0

00 —1

f est donc une symétrie orthogonale plane par rapport au plan vectoriel Vect(es, €}), on dit encore que f
est une réflezion. f appartient & O~ (E) ou encore M appartient a O3 (R).

Troisiéme cas : M est semblable a

cos(a) sin(a) O
sin (o) —cos(a) O
0 0 -1
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dans (ey, ez, e3).
La restriction de f au plan engendré par e; et es est une symétrie orthogonale par rapport & une droite. 11
existe donc une base orthonormeée (¢}, €,) dans laquelle la restriction de f a pour matrice

b 5)

Dans la base orthonormeée (€}, €, e3) la matrice de f s’écrit alors

1 0 0
0 -1 0
0 0 -1

f est donc une symétrie orthogonale par rapport a la droite dirigée par Vect(e;), ou encore f est une
rotation d’angle 7 autour de Vect(e1), on dit que f est un retournement d’axe Vect(ei). f appartient a
SO(FE) ou encore M appartient a SO3(R).

Quatriéme cas : M est semblable &

cos(a) —sin(a) O
sin (o) cos(a) O
0 0 -1
dans (ey, ez, e3).
On a donc
cos(a) —sin(a) 0 cos(o) —sin(a) 0 1 0 0
sin(a) cos(a) O = |sin(a) cos(a) O 01 0
0 0 -1 0 0 1 0 0 -1
1 0 0 cos(a) —sin(a) 0
= (01 O sin(a) cos(a) O
00 -1 0 0 1

f est la composée commutative d’une symétrie orthogonale par rapport au plan Vect(ej,es) et d'une
rotation d’angle o autour de e3. f appartient & O~ (E) ou encore M appartient a O3 (R).
Si a # 0 mod 27, f n’a que le vecteur nul comme vecteur invariant, sinon f = Idg. Si a = 7 mod 27 alors
f = —Idg, on dit que f est une symétrie centrale ou f est une homothétie de rapport —1

On obtient la conclusion suivante.

Proposition 75. Soit f € O(E) alors, soit f € SO(FE) et f est une rotation vectorielle (une droite
invariante), soit f € O~ (E) et

- f est une réflexion, i.e. f est une symétrie plane (un plan invariant)
ou

- f est la composée des deuz cas précédents (0 seul vecteur invariant).

Remarquons que ce résultat signifie que les rotations et les réflexions engendrent O(E).

VII.4. Caractérisation des rotations.

- = =
Soit E un espace euclidien de dimension 3 orienté. On note B = (i, j, k) une base orthonormée directe
de E. Soit f un endomorphisme de E de matrice Mp(f) dans la base B.
D’aprés la proposition précédente f est une rotation si et seulement si sa matrice vérifie

"Mp(f)Mp(f) =13 et det(Ms(f)) = 1.

La premiére condition signifie que f est orthogonal, c’est-a-dire que f appartient & O(E), et alors la
deuxiéme précise ceci en disant que f appartient & SO(F) ce qui caractérise bien les rotations de ’espace.
On suppose maintenant que f est une rotation de E et on va donner ses éléments caractéristiques.
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a) L’AXE DE LA ROTATION.
C’est 'ensemble des vecteurs invariants par f. Il est donc déterminé par I’équation

b) L’ANGLE DE LA ROTATION.
Pour déterminer un angle il faut et il suffit de déterminer son cosinus et son sinus. Dans un premier temps
on calcule la trace (= somme des coefficients diagonaux) de la matrice qui vérifie

tr(Mg(f)) =1+ 2cos ().

cos(a) —sin(a) 0
En effet Mp(f) est semblable a | sin(a) cos(a) O] et la trace de deux matrices semblables est
0 0 1

identique.

Pour le sinus, on considére un vecteur eg qui est un vecteur directeur de ’axe de la rotation. On suppose
que ce vecteur oriente I'axe. Soit alors e; un vecteur perpendiculaire & eg, alors d’aprés les propriétés du
produit mixte et du produit vectoriel on a

le1, f(e1),es]  [ex, fle1),es]

~Mleallllf el Hlesll — [lexl*[les]|

sin («)

car une rotation préserve les normes.

Exemple 76. On suppose que la matrice de f dans la base B est

M =

= o O
OO =
O = O

Comme '"MM = I3 et det(Mg(f)) = 1, f est bien une rotation. Donnons ses éléments caractéristiques.
Son azxe est déterminé par

x T y =
M=1ly|l=y] < z Y
z z r = =z
C’est la droite de base
1
€3 = 1
1

On suppose que ce vecteur oriente ’aze.
L’angle o de la rotation, vérifie 0 =tr(M) =1+ 2cos(a), i.e. cos (o) = —1/2. D’autre part, soit

-1
€1 = 0
1
un vecteur orthogonal a es. On a
0
fler)=1{ 1
-1
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84 CHAPITRE 4. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

et
-1 0
0 1
1

—_ = =

1
sin (o) = = -

v -1 v3
Vo 2

Donc o« = —27/3 mod 2.

Soient alors e = es/||es||, €] = e1/||e1]| et e = €4 Ae). Alors la matrice de f dans la base orthonormée
directe (€], €h,eh) est

F A
-2 —3 0
0 0 1

VII.5. Décomposition des rotations en produit de 2 réflexions.

Théoréme 77.

Soit E un espace euclidien de dimension 3. On considére R la rotation de E d’angle o et d’axe A
orienté par le vecteur unitaire ez. Soit P un plan vectoriel contenant es ; on note S la réflexion
par rapport a ce plan. Alors il existe une et une seule réflexion S’ telle que R = 5" o S. De plus
S’ est la réflexion par rapport au plan P’ image de P par une rotation d’axe dirigé par ez et
d’angle a /2.

DEMONSTRATION. Soit e; un vecteur unitaire orthogonal & es. On considére alors la base orthonormée
directe (e1,e9,€3) ol ea = ez A e1. Dans cette base la matrice de la rotation R est

cos(a) —sin(a) 0
sin(a) cos(a) O
0 0 1

De plus comme S est une symétrie orthogonale plane par rapport au plan P qui contient es, dans cette
méme base sa matrice est donnée par

cos(B) sin(B) O
sin(8) —cos(B) 0],
0 0 1
avec B € R.
Si S existe, on a S’ = Ro S, donc S’(e3) = e3. Clest-a~dire qu’il existe v € R tel que sa matrice dans
(e1,e2,€3) soit égale a
cos(vy) sin(y) O
sin(y) —cos(y) 0O
0 0 1

On obtient donc si S’ existe

cos(y) sin(y) 0\ [cos(B) sin(B) 0
M(R)=M(S"YM(S) = |[sin(y) —cos(y) O] |sin(B8) —cos(8) 0
0 0 1 0 1

= |sin(y—=p) cos(y—p)

0
cos(y—pB) —sin(y—p8) 0
0

0 0 1
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c’est-a-dire que a = v — f mod 27, ou encore v = « + § mod 27. De plus si

cos(a+ ) sin(a+p) 0
M(S") = |[sin(a+p3) —cos(a+p3) 0
0 0 1

S’ est bien une symétrie plane qui vérifie R = 5" o0 S.
Le plan invariant pour la réflexion S est déterminé par le vecteur ez et, d’aprés I’étude des symétries dans
O- par le vecteur u; de coordonnées
cos 3/2
sin 3/2
0

dans la base (e1,e2,e3). De méme, le plan invariant pour S’ est déterminé par ez et le vecteur ug de
coordonnées

cos (B + «a)/2

sin (8 + «)/2

0

Comme e3 est I'image de e3 par la rotation d’axe dirigé par eg et d’angle /2 et que ug est I'image de uy
par cette méme rotation, on en déduit que le plan invariant de S’ est I'image par cette rotation du plan
invariant de S. O

Corollaire 78. Les réflezions engendrent O(E).

VII.6. Décomposition des rotations en produit de 2 retournements.

Théoréme 79.

Soit E un espace euclidien de dimension 3. On considére R la rotation de E d’angle a et d’aze
A orienté par le vecteur unitaire e3. Soit A’ une droite orthogonale a A ; on note Sa: le re-
tournement par rapport & cette droite. Alors il existe un et un seul retournement Sar telle que
R = SanoSar. De plus San est le retournement par rapport a la droite A” image de A’ par la
rotation d’aze A et d’angle o /2.

DEMONSTRATION. Soit e; un vecteur unitaire orthogonal & ez qui dirige A’. On considére alors la base
orthonormée directe (e, e2,€3) ol e2 = ez A e1. Dans cette base la matrice de la rotation R est

cos (o) —sin(a) 0
sin(a) cos(a) O
0 0 1
De plus comme Sa/ est un retournement par rapport a la droite A’ dans cette méme base sa matrice est
1 0 0
donnée par |0 —1 0 |]. Donc si Sa» existe, on a
0 0 -1
cos(a) sin(a) 0O
M(Sar) = | sin(a) —cos(a) 0 |,
0 0 -1

qui est bien la matrice d’un retournement. De plus si M (Sa~) est définie comme ci-dessus La restriction
de Sar & (e1,e2) est une symétrie orthogonale de Oa. Donc la droite invariante de Sa~ est dirigée par le
vecteur u de coordonnées

cos (a/2)

(
sin (a/2)
0
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86 CHAPITRE 4. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

dans (eq, eg, e3), c’est-a-dire par la droite A” image de A’ par la rotation d’axe A et d’angle «/2.
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Chapitre 5

ESPACES HERMITIENS

Nous allons définir sur un espace vectoriel complexe E de dimension n une structure analogue a celle
d’espace vectoriel euclidien. Un premier point de vue consisterait a considérer, comme dans le chapitre
précédent, des formes quadratiques sur E; mais elles ne permettent pas d’obtenir la notion si utile de
norme d’un vecteur. Ce chapitre sera donc consacré & une généralisation différente : les formes sesquili-
néaires remplaceront les formes bilinéaires et les formes hermitiennes les formes quadratiques. Les formes
hermitiennes définies positives conduisent a un produit scalaire hermitien et & la notion d’espace hermitien
ol le groupe unitaire joue un réle analogue au groupe orthogonal de I'espace euclidien.

Les espaces vectoriels considérés seront supposés de dimension finie.

I. Définition et caractérisation des espaces hermitiens

I.1. Rappels sur les nombres complexes.
Le corps des nombres complexes, C, peut étre vu comme ’ensemble des objets de la forme z = a + @b,
avec a et b deux nombres réels, et 4 vérifiant 2 = —1. On peut alors se donner les régles de calcul suivantes :

x (a+ib)+ (a' +it')=(a+d)+i(b+ V),
x (a+1ib)(a +ib') = (ad’ — bV') +i(ab + a'b)
x A a+1b) = Aa+1iN\b

Enfin, si a ou b est non-nul, on voit que

1 a b .
= — 7
a+ib a?+b2 a2+ b2

est 'inverse de a + ib. La formule de 'inverse fait apparaitre deux nombres intéressants :
* a — b est appelé le conjugué de z = a + ib et est noté z;
x v/ a? 4 b? est appelé le module de z = a + ib et est noté |z|(distance du point (a,b) a Porigine (0,0)).
On a les propriétés suivantes : pour tout z = a + ib dans C et tout 2z’ = a — ib dans C
x 22 = (a+ib)(a —ib) = a> +V* = |2|%,
x z+2 =(a+d)—ib+V)=a—ib+d —itl =2+ 2,
* 2.2/ = (ad’ —bb') —i(abl + ba') = (a —ib)(a’ —ib') = 7.2/
1.2. Formes sesquilinéaires.

Définition 1. Soit E un C-espace vectoriel. L’application ¢ : E x E — C définie par (z,2") — ¢(z,2'),
est sesquilinéaire si elle a les propriétés suivantes :
- a) @ est linéaire par rapport & sa deuziéme variable :

VrcE, V2'eE, Yy eE, VvAeC, VueC,
oz, A’ 4+ py') = Xp(z, o) + pp(z, y');
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88 CHAPITRE 5. ESPACES HERMITIENS

- b) ¢ est additive par rapport a sa premiére variable :
Vec E, VyecE, Vi' € E,
p(x+y,a") = p(@,2') + oy, 2);
- ¢) Si \ est un nombre compleze et X son conjugué on a
VeeE, Vi'e€eE,
oAz, ) = Ap(z, 7).
Si b) et c) sont vérifiés on dit que p est antilinéaire ou semi-linéaire par rapport a sa premiére variable.
Remarquons qu’une forme sesquilinéaire n’est pas une forme bilinéaire.

Définition 2. Soit © une forme sesquilinéaire de E x E dans C.
— On dit que ¢ est hermitienne si

Vo € E, V' € E, p(x,2') = p(2', z).
— On dit que @ est définie si
Ve e E, p(z,x) =0 <= x=0.
— On dit que p est positive si

Ve e E, o(z,z) > 0.

On peut remarquer que la notion de forme sesquilinéaire hermitienne correspond & la notion de forme
bilinéaire symétrique, méme si elle sont évidemment différentes.

Définition 3. A toute forme sesquilinéaire hermitienne ¢ sur E X E on peut associer l'application :
Oz O(x) = p(z,x),

qui va de E dans R (car p(z,z) = o(x,x) entraine que ®(z) = p(x,x) € R). On dit que ® est la forme
quadratique hermitienne associée a la forme sesquilinéaire hermitienne .
Proposition 4. Soit ® une forme quadratique hermitienne associée a la forme sesquilinéaire hermitienne
p. Ona:VexeE, Vo' e E etVAeC

i) @A) = |A*®(x)

1
ii)  @(z,2') = 5 [@(z + ') + i®(z — iz") — (1 +4)((x) + P(2'))]

iii) oz, 2') = % [@(z+2') — ®(z — 2') — i(®(z + iz') — ®(z — iz'))]

DEMONSTRATION. Pour le premier point on a pour tout z dans F,
d(\x) = oAz, \z) = Mo(z,z) = [A\*®(z).
Pour le second point on utilise le fait que ¢(z,2’) étant dans C, on peut I'écrire sous la forme A +iB avec
A et B deux réels, de sorte que
oz’ 1) = p(x,2') = A —iB.

On obtient alors

a) Pz +2') = ®(x) + ¢(2') + 24 b) P(x — ') = P(x) + P(a)) — 24

c) ®(x+ix') = ®(z) + ®(2') —2B  d) ®(x — i) = ®(z) + ®(2’) + 2B
En ajoutant a) et d) multiplié par i, on obtient ii). Puis en soustrayant a) et b) que l'on ajoute a la
différence de d) et ¢) multipliée par i, on trouve iii). O

Cette proposition montre que si deux formes sesquilinéaires hermitiennes sont associées & une méme
forme quadratique hermitienne alors elles sont égales.
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1.3. Produit scalaire hermitien.

Définition 5. On appelle produit scalaire hermitien sur un espace vectoriel complexe E, une forme ses-
quilinéaire hermitienne définie positive, c’est-a-dire une application ¢ : E x E — C qui vérifie

a) x — @(x,2) est antilinéaire ou semi-linéaire (pour x' fizé) ;
b) &' — p(x,2’) est linéaire (pour x fixé) ;

¢) p(z,z') = p(z', ) pour tout = et ' dans E ;

d) o(x,z) >0 pour tout x dans E ;

e) p(r,x) =0 <= x=0.

On notera le produit scalaire hermitien ¢(z,y) = (z]y), pour le distinguer du produit scalaire usuel.

Définition 6. Soit ¢ un produit scalaire hermitien sur un espace vectoriel complexe E, dont on note ® sa
forme quadratique hermitienne associée. L’application de N : E — RY qui a x associe

N(z) = Vo(z) = V(2. 2)

est appelée norme hermitienne associée a ¢. On la note ||z|| = N(z).

Définition 7. Un espace vectoriel complexe E sur lequel on a défini un produit scalaire hermitien (et donc
une norme hermitienne associée) s’appelle un espace hermitien.

Théoréme 8.

Dans l’espace vectoriel hermitien E le produit scalaire hermitien et la norme hermitienne vérifient
les conditions suivantes :

a) ||z]| =0 <= z=0;

b) Ve e E, VA€ C, ||Az|| = |A||z||;

c) Ve € E, Yy € E, |(z|ly)| < ||z|| |ly|| (inégalité de Cauchy-Schwarz) ;

d) Ve e E, Yy € E, ||z +y|| <||lz|| + ||ly|| (inégalité triangulaire ou de Minkowsky).

DEMONSTRATION.
a) On a
|z|]| =0 <= 0=|z|]|? = (z]z) <= z=0,

car le produit scalaire hermitien est défini.
b) On a

IAz][* = (\z[Az) = AX(x|z) = [A[?| |,
et donc en prenant la racine on obtient le résultat.
¢) Si y = 0 l'inégalité est vérifié, c’est méme un cas ou il y a égalité. Supposons y # 0. Pour tout A € C, on
a (z — Aylx — A\y) > 0, c’est-a-dire en développant :

(zl2) = Mylz) — Azly) + A(yly) > 0.

Si on prend A = (y|z)/(y|y), compte tenu de (y|z) = (z|y), on obtient
T (7 2% (G
(yly) (yly) (yly)

et donc c) en multipliant par (y|y). De plus I’égalité dans c¢) entraine pour, la valeur A = (y|z)/(y|y),
(z — Aylx — Ay) =0, donc = — Ay = 0 et les deux vecteurs sont liés. Ils le sont aussi si y = 0.

>0,
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Réciproquement, si x et y sont liés et y # 0 alors il existe A (il suffit de prendre A = (y|x)/(y|y)) tel
que = — Ay = 0, et donc |(z]y)| = |||l
Pour qu’on ait égalité dans Cauchy-Schwarz, il faut et il suffit que les deux vecteurs soient liés.
d) On a

lz +y|* = (@ +yle +y) = ||l=I]” + llyl* + (2ly) + (yl2),

et d’apres ¢)

[(zly) + (ylo)| < [(zly)] + [(ylo)] < 2] []y]]
et donc

e+ yl* < [ + [yl + 2l [lyl] = (el + y])?,

et 'inégalité d). D’apreés ce qui précéde, pour qu’on ait égalité il faut qu’il ait égalité dans Cauchy-Schwarz.
Supposons donc que y = Az. On a

[z +yl? = [lel® + [(AP]2][* + X]a|* + Al
et

(el + ylD)? = lll® + APl + 2| 2]
En égalisant ces deux expressions on trouve A + A = 2|\| ce qui n’est possible que si A est un réel positif.

Réciproquement, si x et y sont liés par un coefficient positif on vérifie que I'on a bien égalité.
Pour qu’on ait égalité dans Minkowsky il faut et il suffit que les deux vecteurs soient liés par un coefficient

positif. 0
Exemple 9. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur C, B = (e1,...,e,) une base de E. On
note

n n
T = g xrje; ety = E Yj€;
j=1 j=1

deux vecteurs quelconques de E. L’application ¢ : E x E — C, définie par
n
o(r,y) =D Ty,
j=1

est une forme sesquilinéaire hermitienne définie positive. C’est donc un produit scalaire de E. De plus on a

0 sij#k
(ele) = (e =an={ | 5977

C’est-a-dire que la base B est orthonormée pour .
I.4. Orthogonalité et base orthonormée.

Les démonstrations de ce paragraphe sont identiques & celles du paragraphe correspondant dans le
chapitre des espaces euclidiens. Elles sont donc laissées au lecteur.

Définition 10. On dit que deux vecteurs x et y d’un espace hermitien E sont orthogonaux si leur produit
scalaire hermitien (x|y) est nul. On note x L y.
Une base (e1,...,e,) de E est dite orthonormée si l'on a (ejler) = 6j.

Théoréme 11.

Pour tout espace vectoriel hermitien E de dimension n il existe une base orthonormée.

Pour construire une base orthonormeée, on peut encore utiliser le procédé d’orthonormalisation de
Schmidt.
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Théoréme 12.

St F' est un sous-espace vectoriel d’un espace hermitien E, toute base orthonormée de F peut
étre prolongée en une base orthonormée de E.

Définition 13. On dit que deux sous-espaces vectoriels, F' et G, de E sont orthogonaux si pour tout x
dans F' et tout y dans G : (z|y) = 0.

Si F est un sous-espace vectoriel de E, F+ = {y € E, Vx € F, (z]y) = 0} est un sous-espace vectoriel de
E appelé orthogonal de F'.

Proposition 14. Soit ' est un sous-espace vectoriel d’un espace hermitien E. On a les propriétés sui-
vantes :

o) E=F®F*;

b) (FH)L =F.

Proposition 15. Soit E un espace euclidien et B = (e1,...,e,) une base orthonormée de E. On note
n n
T = Za:jej et y= Zyjej deux vecteurs quelconques de E ; alors ’expression du produit scalaire est

j=1 j=1
donné par

n
(zly) = Z YjiTj,
j=1

et celle de la norme par

2]l = V@12 + - + a2
Du point de vue matriciel, si on note X et'Y les matrices colonnes de x et y dans la base B, on a

(zly) = XY et [[X]=VX*X,
ot X* = t(f) =tX,

II. Groupe unitaire

II.1. Automorphismes unitaires.

Définition 16. Soient E un espace hermitien et f un endomorphisme de E. On dit que f est unitaire si

Vee E, VyeE, (f(@)|f(y) = (z[y).

Proposition 17. Si f est unitaire alors f est bijectif, c’est donc un automorphisme.

DEMONSTRATION. Soit x tel que f(x) = 0. Alors en appliquant la propriété ci-dessus pour y = = on
obtient 0 = ||f(z)||> = ||z||?, c’est-a-dire que z = 0 et donc f est injective. De plus comme E est de
dimension finie, f est bijective.

O

Définition 18. Les automorphismes unitaires sur un espace hermitien E forment un groupe pour la com-
position des applications. Ce groupe s’appelle le groupe unitaire de L(E) et est noté U(E).

—~

Proposition 19. f appartient o U(FE) si et seulement si pour tout x dans E || f(z)|| = ||=]].

DEMONSTRATION. Si f est unitaire on a pour tout = et y dans E, (f(z)|f

—~

y)) = (zly), et donc en
|

particulier si y = z, ||f(2)|]? = (f(2)|f(x)) = (x]x) = ||z|?, et donc ||f(z)|| = ||z||. Réciproquement
si ||f(z)|]| = ||z|| pour tout x par la formule de polarisation (proposition 4 ii) ou iii) ) on obtient que
(f(x)|f(y)) = (z|y) pour tout x et y dans E. O
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Théoréme 20.

Soient E un espace hermitien et f un endomorphisme de E. f appartient a U(E) si et seulement
ltmage d’une base orthonormée quelconque de E par f est encore une base orthonormée de E.

DEMONSTRATION. Soit B = (eq,...,e,) une base orthonormée de E. On note B’ = (f(e1), ..., f(en))
son image par f. Si f est unitaire alors

(f(e)lf(ej)) = (eilej) = dij,

c’est-a~dire que B’ est une base orthonormée de E. Réciproquement, soit (eq,...,e,) une base orthonormée

de E, dont I'image (¢),...,e}) par f est encore une base orthonormée de E. On pose

rn
T =x1€1 + -+ Tpep €ty =yre1 + - + Ynen.
On a alors
n n n n n
@ W) = (D wiel[ S meh) = 30D w7ur(ehen) = S 7305 = (aly),
J=1 k=1 Jj=1k=1 j=1

c’est-a-dire que f est unitaire. O
Proposition 21. Si f appartient ¢ U(E), alors les valeurs propres de f sont de module 1.

DEMONSTRATION. Soit A une valeur propre de f € U(FE). Il existe donc x # 0 appartenant a E' tel
que f(z) = Az. Ainsi ||z]| = || f(2)|| = || Az]| = |A\|||z]|, ce qui entraine que |A] =1 car ||z|| # 0. O
11.2. Matrices unitaires.
Définition 22. Soit M une matrice de M, (C). On appelle matrice adjointe de M la matrice
M*="(M)="1M,
dont les termes sont les conjugués de ceux de la transposée de M, autrement dit m}“k =my; pour 1 <j<n
etl <k <n.
Notons que 'on a les propriétés suivantes.

Proposition 23. Soient M, et My deuz matrices de M, (C) et A un nombre complexe. On a :
a) (M7)* = M ;
b) (My + Ma)* = My + My ;
¢) (MiMz)* = M3 M7 ;
d) (AMy)* = XMf.
Ces résultats se déduisent directement de la définition et sont donc laissés au lecteurs.

Définition 24. Soit M une matrice de My(C). On dit que M est unitaire si *( M )M =1, c’est-a-dire
st M*M =1,,. L’ensemble des matrices unitaires de M,,(C) s’appelle le groupe unitaire de M, (C) et est
noté U(n).

Remarque 25. On a M* = M~ et donc MM* = MM~ =1,,. De plus comme (M*)* = M, si M est
unitaire alors M* = M~ est unitaire. Enfin, U(n) est un groupe pour la multiplication des matrices.

Exemple 26. La matrice

I
oo

oo
o o =
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est unitaire car

o O

et MM* :Ig.

OO =
O = O

Proposition 27. Soit M une matrice de M,,(C). Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) M est unitaire ;
b) Les vecteurs lignes de M forment une base orthonormée de C" ;
c¢) Les vecteurs colonnes de M forment une base orthonormée de C™.

DEMONSTRATION. Soit M une matrice de M, (C). On note ey, ..., e, ses n vecteurs lignes. Alors les
vecteurs colonnes de M™ sont exactement ey, ...,e,. Soit A = M M*. Les coefficients de la matrice A sont
égaux a ajr = (ex,ej) pour 1 < j <mnet 1<k <n. On obtient

M est unitaire <= A=MM"=1d,
— V1<j<n, VI<Ek<n, (e ej) =0k

ce qui est équivalent a (eq,...,e,) est une base orthonormée de C".
On obtient la deuxiéme équivalence par la méme méthode en utilisant le fait que M*M = Id,,. O

Proposition 28. Soient EE un espace hermitien et B une base orthonormée de E. On note f un endomor-
phisme de E et M sa matrice dans la base B. On a alors : f est un automorphisme unitaire si et seulement
st M est une matrice unitaire.

Remarque 29. La base orthonormée B étant quelconque, le résultat reste vrai dans toutes les bases ortho-
normées, c’est-a-dire que si f est unitaire sa matrice dans toute base orthonormée est unitaire.

Ce résultat permet d’identifier les groupes U (E) et U(n) (ils sont isomorphes). Cela signifie que la structure
de U(E) ne dépend ni de E, ni du produit scalaire choisi, mais uniquement de la dimension n de E.

DEMONSTRATION. Soit M la matrice de f dans une base B = (e, ..., e,) orthonormée de E. Si M est
unitaire, alors ceci est équivalent a : les vecteurs colonnes (f(e1), ..., f(e,)) forment une base orthonormée
de F ou encore & f est un automorphisme unitaire. O

Proposition 30. Le déterminant d’une matrice unitaire a pour module 1.

Attention la réciproque est fausse.

DEMONSTRATION. Soit M une matrice unitaire. On a donc M M* = I,,. On en déduit que det(MM*) =

det(M)det(M*) = det(I,) = 1. De plus comme det(M*) = det(M) on obtient |det(M)|* = 1 c’est-a-dire
|det(M)| = 1. O

Définition 31. On appelle groupe spécial unitaire de U(n) le sous-groupe de U(n) constitué des matrices
de déterminant 1, et on le note SU(n).

Si E est un espace hermitien, SU(E), le groupe spécial unitaire de U(E), est l’ensemble des automor-
phismes unitaires de déterminant 1.

Il est intéressant de remarquer que le groupe orthogonal est un sous-groupe du groupe unitaire et donc,
que le groupe spécial orthogonal est un sous-groupe du groupe spécial unitaire. En effet, une matrice ortho-
gonale est une matrice réelle telle que tM M = 1,, et donc M*M = I,, car pour une matrice réelle M* = tM.
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I1.3. Changement de bases orthonormées. .

Comme dans le cas d’un espace euclidien, il existe une formule plus pratique pour les espaces hermitiens.
Soient f un endomorphisme d’un espace hermitien E et B et B’ deux bases orthonormées de E. On note
M la matrice de f dans B et M’ la matrice de f dans B’. Rappelons que 'on a :

M =Pzl s MPs_p.

Or la matrice Pg_ g est celle d’'un endomorphisme de F qui transforme une base orthonormée en une autre.
On en déduit que c’est une matrice unitaire. Elle vérifie donc P§_, 5 = Pz’;—1>8" La formule de changement
de base devient donc

M' = Pj_ s MPg_,p5.

III. Endomorphismes hermitiens ou auto-adjoints

Définition 32. On dit qu’un endomorphisme f d’un espace hermitien E est hermitien ou auto-adjoint si

Vec B, vy e B, (f(x)ly) = (z|f(y))-
On dit qu’une matrice M de M,,(C) est hermitienne si et seulement si M* = M.

Exemple 33. On peut vérifier aisément que les matrices symétriques réelles sont hermitiennes. De plus si
M est antisymétrique réelle alors iM est hermitienne.

Proposition 34. Si f est un endomorphisme hermitien de E et si F' est un sous-espace vectoriel de E
stable par f alors FL est stable par f.

DEMONSTRATION. Soit € F*. Pour tout y € F on a (f(z)|y) = (z|f(y)). Or F est stable par f donc
f(y) appartient a F' et on en déduit que (f(z)|y) = (z|f(y)) = 0, c’est-a-dire que f(z) € F+. O

Proposition 35. Soit f € L(E). f est hermitien si et seulement si sa matrice dans une base orthonormée
de E est hermitienne.

DEMONSTRATION. Soit M la matrice de f dans une base orthonormée de F. Pour tout x et y dans F
on a :
(F@)ly) = (MX)?Y = X*M*Y et (2, f(y)) = X*(MY) = X* MY,
On en déduit que f est hermitien si et seulement si M* = M, c’est-ad-dire que M est une hermitienne. [

Proposition 36. Si \ est une valeur propre d’un endomorphisme hermitien f (respectivement d’une matrice
hermitienne M ) alors X € R.

DEMONSTRATION. Soit A une valeur propre d’un endomorphisme hermitien f. Il existe donc un vecteur
x # 0 de E tel que f(z) = Az. On a
(f@)z) = (Azle) = Az
(z|Az) = All]|?,
c’est-a-dire A = )\ et donc A\ € R. O

Théoréme 37.

St f est un endomorphisme hermitien il existe une base orthonormée formée de vecteurs propres
de f. Autrement dit f est diagonalisable dans une base orthonormée.
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DEMONSTRATION. On va procéder par récurrence sur la dimension de 'espace E. Si dim(F) = 1
le résultat est trivial. On suppose que le résultat a été établi si dim(EF) = n. On considére donc f un
endomorphisme hermitien sur un espace hermitien de dimension n + 1. Soit A une valeur propre de f (f
est un endomorphisme sur un espace vectoriel complexe, il est donc scindé) et E) le sous-espace propre
associé. F\ est stable par f et donc E)% aussi. De plus on a et dim(E)%) < n. La restriction de f a E)%
est donc un endomorphisme hermitien sur un espace de dimension p inférieure & n. D’aprés I’hypotheése de
récurrence il existe une base orthonormée (e,—py1,...,€ey,) de E)% qui diagonalise cette restriction. Alors
(e1,---,€n—p,€n—pti,--.,€n) est une base orthonormée de E qui diagonalise f. O

Corollaire 38. Si M est une matrice hermitienne, il exviste P € U(n) telle que M' = P"\MP = P*MP
soit diagonale. De plus M' est réelle.

Remarque 39. Si x et y sont deuz vecteurs propres associées a des valeurs propres X et ju_différentes alors
x ety sont orthogonauz. En effet, si X est une valeur propre, alors A € R et donc A(z|y) = AMz|y) = (Az|y).

Ainsi Azly) = (f(@)|y) = (x| f(y)) = u(zly). et donc (A — p)(z|y) = 0 c’est-a-dire (x|y) =0 car A # p.

IV. Adjoint d’un endomorphisme

Proposition 40. Si f est un endomorphisme de E, il existe un unique endomorphisme g de E tel que

Vze E, Yy e E, (f(x)ly) = (zlg(y)).

Cet endomorphisme est appelé adjoint de f et est noté f*.
L’adjointe d’une matrice a été défini dans la Définition 19 par M* = t(M) =1tM.

DEMONSTRATION. Soit (e, ..., e,) une base orthonormée de E. On note M la matrice de f dans cette
base et M’ celle de g, si g existe. On a pour tout z, y € F
(f@)ly) = (MX)Y = X*M"Y
= (zlg(y) = X*(M'Y) = X"M'Y,
donc M’ = M* et g est unique. Soit maintenant g 'endomorphisme de matrice M* dans (eq,...,e,). On
a pour tout z, y € F

(zlg(y)) = X*M*Y = (MX)"Y = (f(z)|y);

G est donc une solution. O

Corollaire 41. Si M est la matrice d’un endomorphisme f dans une base orthonormée alors la matrice
de f* est M*.

Corollaire 42.
f est unitaire si et seulement si f* = f~1.
f est hermitien si et seulement si f* = f.

DEMONSTRATION. f est unitaire <= M*M =1, <= M*=M"! — f*=fL
f est hermitien <— M*=M <«<— f*=f. 0

De la Proposition 20 sur les matrices adjointes on déduit facilement la proposition suivante.

Proposition 43. Soient f et g deux endomorphismes de E et A un nombre complexe.
a) (f) =Ff;
b) (f+9)"=f"+g"
c)(fog) =g of";
d) (Af)" = Af"
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V. Endomorphismes normaux

Définition 44.
On dit qu’un endomorphisme f de E est normal s’il vérifie

foft=fof

On dit qu’une matrice M de M, (C) est normale si et seulement si M*M = MM*.
D’aprés la définition et les propriétés d’un adjoint d’'un endomorphisme, on a le résultat suivant.

Proposition 45. Un endomorphisme f de E est normal si et seulement si matrice dans une base ortho-
normée est normale.

On déduit facilement de ce résultat qu'un endomorphisme unitaire est normal et qu’un endomorphisme
hermitien aussi. Cette proposition signifie également que si une matrice dans une base orthonormée est
normale sa matrice dans n’importe quelle base orthonormée est normale ; autrement dit :

Corollaire 46. Si A est une matrice normale et P une matrice unitaire, alors
B=P'AP = P*AP

est une matrice normale.

DEMONSTRATION. Comme P est unitaire, P* = P~ ! et on a :
BB* = (P7'AP)(P7'AP)* = P 'APP*A*(P~Y)* = P~tAA*P
B*B = (P7'AP)*(P7'AP)=P*A* (P 1)y*P~1AP = P71 A*AP;
donc AA* = A*A entraine BB* = B*B. O

On peut vérifier aisément qu’une matrice diagonale est normale.

Théoréme 47.

Pour qu’un endomorphisme f soit normal, il faut et il suffit que l’on ait pour tous les vecteurs

ety deFE :
(f@)fw) = (f* @) ()

DEMONSTRATION. Par définition de ’adjoint de f, on a
(f@)|f() = ([f o fly) et (T (@))f(y)=(z[fof (y)
et donc le résultat. O
Théoréme 48.

Pour qu’un endomorphisme f soit normal, il faut et il suffit qu’il y ait une base orthonormée
dans laquelle f soit représenté par une matrice diagonale.

Pour les matrices cela est équivalent o : pour qu’une matrice M soit normale il faut et il suffit
qu’il existe une matrice P unitaire telle que P~'MP = P*MP soit diagonale.
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DEMONSTRATION. Raisonnons par récurrence sur la dimension n. Pour n = 1 le résultat est trivial. On
suppose que le résultat a été démontré jusqu’'en dimension n, et on considére un endomorphisme normal
f sur un espace de dimension n + 1. Soit A une valeur propre de f. On considére (eq,...,ep,) une base
orthonormée du sous-espace propre E associé a . Ei est stable par f. En effet soit y € E/\L On a donc
(ylej) = 0 pour tout 1 < j < p. Par définition de 'adjoint on a encore (f(y)|e;) = (y|f*(e;j)). De plus
comme f est normal on a :

fofr(ej) = f"o flej) = Af"(e)),
c’est-a-dire que f*(e;) € Ey et donc (y|f*(e;)) = 0. Ainsi (f(y)|e;) = 0 pour 1 < j < p, autrement dit
fy) € By
De la stabilité de E/\L par f on déduit que la restriction g de f a E/J\- est encore normale, et comme cet
espace est de dimension n — p, ’hypothése de récurrence affirme qu'il existe une base (epy1,...,e,) qui
diagonalise g. Donc la base (e1,...,ep, ept1,. .., €y,) diagonalise f. O

De ce résultat on déduit que :

Théoréme 49.

Pour qu’une matrice M soit unitaire il faut et il suffit qu’il existe une matrice P unitaire telle
que PTYMP = P*MP soit diagonale avec des valeurs propres de module 1.

Pour qu’une matrice M soit hermitienne il faut et il suffit qu’il existe une matrice P unitaire
telle que P~'MP = P*MP soit diagonale réelle.
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