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I. 1. Définition, propriétés )
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Intuitivement, un espace vectoriel est un ensemble dont les éléments sont
appelés des vecteurs, qu'on peut additionner et multiplier par des scalaires.
Pour que ceci ait un sens, I'addition et la multiplication par des scalaires
doivent satisfaire certaines propriétés.
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Dans la suite, K désigne le corps des nombres réels ou le corps des
nombres complexes.

Mathématiques 3, 2015 Chapitre 1: Algebre Linéaire



Définition 1
Soit E un ensemble muni d'une addition

|

ExE—E
(G,7V) > G+ 7

KxE—=E

(N, ) — Ad

On dit que E, muni de ces opérations, est un K-espace vectoriel si :
(1) (E,+) est un groupe commutatif : pour tous o, vV, w € E

- commutativité : &+ V=V + ;

- associativité : 7'+ (V+ w) = (7+ V) + w;

- existence d'un élément neutre 0 € E : 0+ 7= i+

- pour tout & € E, il existe un inverse —i' € E : i+ (—0)
(2) Pour tous i, vV € E, pour tous \, u € K

et d'une multiplication par des scalaires

MT+ V)= d+ AV, (A + p)d = \d+ pd,

AMpd) = (A\pw)d, 1-d=d.
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On appelle :
@ Vecteurs les éléments de E ;
@ Scalaires les éléments de K ;

@ Vecteur nul le vecteur 0.
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Exemple 1
Sur R?, on définit I'addition par

(5)+G)=-05)

et la multiplication par des scalaires A € R par

(5)=(%)

Alors R?, muni de ces deux opérations, est un R-espace vectoriel.
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Exemple 2

Plus généralement, sur R", on définit I'addition par

X1 n X1+x

X2 Y2 X2 + yo
. aF . = .

Xn Yn Xn + Yn

et la multiplication par des scalaires A € R par

X1 )\Xl

X2 AXo
A = .

Xn AXp

Alors R"”, muni de ces deux opérations, est un R-espace vectoriel.
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De méme, sur C”, on définit I'addition par

X1 1 X1+ Wy

X2 Y2 X2 + Y2
) 4= : = :

Xn Yn Xn + Yn

et la multiplication par des scalaires A € C par

X1 AXq

X2 )\XQ
A = .

Xn AXp

Alors C", muni de ces deux opérations, est un C-espace vectoriel.
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Exemple 3

Soit R,[X] I'ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n a
coefficients réels. On munit R,[X] de I'addition des polyndmes

(P+ Q)(X) = P(X) + Q(X)
et de la multiplication par les scalaires
(AP)(X) = AP(X).

Alors R,[X] est un R-espace vectoriel. Son vecteur nul est le polynéme nul.
De méme, I'ensemble C,[X] des polyndmes de degré inférieur ou égal a n
a coefficients complexes est un C-espace vectoriel.
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Soit E un K-espace vectoriel. Pour tous &, vV € E et pour tous A\, u € K,
ona:

si et seulement siA=0ou =0

\T=0
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I. 2. Sous-espaces vectoriels )
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Définition 2

Soit E un K-espace vectoriel et F un sous-ensemble de E. On dit que F
est un sous-espace vectoriel de E si

el0cF;
@ Pour tous i,V € F et pour tout A € K, Ao+ vV €EF.
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Exemples

(1) E et {0} sont des s.e.v de E.
(2) Dans R3, tout plan passant par I'origine est un s.e.v. Un plan P
passant par |'origine est donné par une équation de la forme

ax+by+cz=0 ol a,b,c eR.

Vérifions que P est un s.e.v de R3. Comme P passe par |'origine, On a
/

X X
OcP.Soientid=|y |eP,v=| y | €ePetecR. On doit

/

V4 V4

montrer que Ad+ v € P. On a

Ax + X
Mi+v=1| Ay+y | etax+by+cz=0, ax’ + by’ +cz =0.
Az + 2

Dot a(Ax + x') + b(Ay + y') + c(Az + Z') = 0. Donc A\’ + vV € P.
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Exercice

Soit F(R) I'ensemble des applications de R a valeurs dans R. On définit
['addition et la multiplication par les scalaires par

(f+8)(x) = f(x) + &(x); (Af)(x) = Af(x).

@ Vérifier que F(R) est un R-espace vectoriel.

@ Soit F le sous-ensemble de F(R) des applications dérivables. Montrer
que F est un s.e.v de F(R).

v
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Proposition 1

Soit E un K-espace vectoriel et (F;);c/ une famille de s.e.v de E. Alors
I'intersection

F:mFiZ{XEE|x€F;, pour tout /i € I}
i€l

est un s.e.v de E. )

o (Pourtouticl, 0eF) = 0¢ Nics Fis
@ Soient i,V € F et A € K. Alors pour tout i € I, A\if + V € F;. Donc
AT+ VeF. O
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Corollaire 1

@ Si F et G sont des s.e.v, alors leur intersection F N G est un s.e.v.

o Si Fi,F, ..., F, sont des s.e.v, alors leur intersection
FinFN---NF, est un s.e.v.
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Soient U et V deux s.e.v du K-e.v E.

@ On appelle somme de U et V |'ensemble défini par
U+V={d+V | delU,ve V}.

@ On dit que la somme U + V est directe si UN V = {0}.
@ On dit du s.e.v F qu'il est la somme directe de U et V si
o F=U+ V_’;
o UNV ={0}.

Onécrit F=U® V.
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Exemple

Considérons dans R? deux vecteurs i, v non nuls et non colinéaires. Soient
U={Xd|XeR}, V={\/]|)XeR}L
(U est la droite vectoriel dirigée par i, V est la droite vectoriel dirigée par

v.)
Alors U et V sont des s.e.v de R? et R?> = U @ V (exercice).
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I. 3. Familles génératrices, familles libres, bases )
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Définition 4
Soient iy, - - - , i, des vecteurs d'un K-espace vectoriel E. Tout vecteur de
E de la forme

A1ty + -+ Al

ou A1,--- ,Ap € K, est appelé une combinaison linéaire des vecteurs

—

y, -, Uy
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Dans R3, soient

1 0 0
é = 0 ,e=111],8=10
0 1
X
Un vecteur quelconque 7= | y | de R3 s'écrit
z
X 1 0

o
N

o
o

= xé1 + yé& + z€&3.

Donc i est une combinaison linéaire de €1, &, €3.
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Proposition 2
Soit E un K-e.v et A C E. Il existe un plus petit s.e.v de E contenant A. Il
est unique et on |'appelle le sous-espace vectoriel engendré par A. On le
note Vect(A).

| A

Preuve

E est un s.e.v de E contenant A. Donc il existe des s.e.v de E qui
contiennent A. L'intersection F de ces s.e.v est un s.e.v de E contenant A.
Il est le plus petit s.e.v qui contient A. En effet, si A C H, ou H est un
s.e.vde E, alors F C H. ]

v
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Proposition 3
Soit E un K-e.vet AC E, A# (). Alors Vect(A) est I'ensemble des
combinaisons linéaires des vecteurs de A, autrement dit

Vect(A):{ZAlLT,- | neN,)\l,...,)\,,eR,Jl,...,U,,eA}.
i=0

| A,

Remarque

Donc un vecteur i € E est dans Vect(A), si et seulement si, il existe
n €N, il existe i1, ..., 0, € A et des scalaires A\1,..., A\, € K tels que
0= Aui+ -+ Aply.
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Considérons dans R? deux vecteurs i, v non nuls et non colinéaires. Soient

U={Xd|XeR}, V={\|XeR}

Alors U = Vect({u}) et V = Vect({V}).

Montrer que U + V = Vect(U U V).
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Définition 4
Soit F unsevdulK-ev EetS CE.

@ On dit que S est une partie génératrice de F si
F = Vect(S).

@ On dit que S est libre, ou que les vecteurs de S sont linéairement
indépendants, si

pour tous A1,...,\, € K, pour tous i,..., 0, € S,

)\1(71+-"+)\2L7n:6:>/\1:)\2:"‘:>\n:0.

@ On dit que S est une base de E, si elle est génératrice et libre.
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Théoreme 1

Tout K-espace vectoriel non nul admet une base. Toutes les bases ont la
méme cardinalité : si By et By sont deux bases, alors il existe une bijection
entre By et B;.

Définition 5

On dit d'un K-e.v E qu'il est de dimension finie s'il admet une base finie.
Le cardinal (le nombre d'éléments) d'une base est appelé la dimension de
E et est noté dim(E).
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Exemple 1
Dans R", considérons la famille B = {é,...,&,} ot pour 1 <i<n
0
=11
0
Alors B est une base de R"” appelée la base canonique de R"”. On a donc
dim(R") = n.
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Exemple 2
Dans R,[X], le R-e.v des polynémes de degré inférieur ou égal a n, la
famille des polynomes

PO(X) = 17P1(X) :X,P2(X) :Xz,.._,Pn(X) — X"

forme une base. Donc dim(R,[X]) = n+ 1.
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Proposition 4

Soit E un K-e.v de dimension finie n. Alors :
@ Toute famille libre a au plus n éléments.
@ Toute famille génératrice a au moins n éléments.

@ Toute famille libre peut étre complétée en une base de E.
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Soit B une famille de vecteurs d'un K-e.v E de dimension finie n. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

@ B est une base de E ;

@ B est une famille libre 2 n éléments;

@ B est une famille génératrice a n éléments.
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Définition 6
Si B=(€1,...,€) est une base d'un K-espace vectoriel E, alors pour tout
7 € E, il existe des uniques scalaires A1,..., A, € K tels que

0= AU+ -+ A\plin

qui sont appelés les composantes de i dans la base B.
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Proposition 6

Soient F et G deux s.e.v d'un K-e.v de dimension finie. On a

dim(F + G) = dim(F) 4+ dim(G) — dim(F N G).
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Il. Applications linéaires )
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[1. Définitions, propriétés )
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Définition 7

Soient E et F deux K-e.v et f : E — F une application. On dit que f est
linéaire si

4 f(6E) = 6/:;

@ Pour tous i,V € E, pour tout A € K, (A& + V) = A () + f(V).
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Exemple 1

Soit @ € K et f : E — E I'homothétie de rapport «
U f(0) = ad.
Alors f est linéaire. En effet :
o f(0)=a-0=0.
@ Soient i,V € E et A € K. Alors
f(AT+ V) = a(Ad + V)
= \ad+ av

= M (i) + £(7).
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Exemple 2
Soit E |'espace vectoriel des applications de R dans R de classe C*°.

L'application
D:E—E,D(f)="f

est une application linéaire. En effet :
e D(0)=0.
@ Soient f,g € E et A € R. Alors
DA +g)=(Af +g)
— )\f/ +gl
= AD(f) + D(g).

Mathématiques 3, 2015 Chapitre 1: Algebre Linéaire



Exemple 3

Une rotation R d'un angle 6 autour de I'origine dans R? est une
application linéaire. En effet, on a

. [ x [ cosfx —sinfy
pouru-(y),R(U)—(sin9x+c059y>'

Exercice

Montrer que toutes les applications linéaires de R dans R sont des
homothéties.
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Proposition 7
Soient E et F deux K-e.v. Alors I'ensemble des applications linéaires de E
dans F, noté L(E, F), munit des opérations

(f.8) = (F+8)(x) = f(x) + g(x); (A, ) = (AF)(x) = Af(x)

est un K-e.v. )
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Définition 8

@ Une application linéaire de E dans E est appelé un endomporphisme.
Le K-e.v L(E, E) est noté L(E).
@ Une application linéaire bijective est appelée un isomorphisme.

@ Un endomorphisme bijective est appelé un automorphisme.
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I. 2. Image et noyau )
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Rappel

Soit f : E — F une application.

@ L'image directe par f d’une partie A C E est :
f(A)={f(x) | x e A}
o L'image réciproque d'une partie B C F est :

f1(B)={xcE | f(x) € B}.
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Proposition 8

Soit f : E — F une application linéaire.
@ Si H est un s.e.v de E, alors f(H) est un s.e.v de F.
o Si G est uns.ev de F, alors f~1(G) est un s.e.v de E.
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Définition 9
Soit f : E — F une application linéaire.
On appelle :

@ Image de f, le s.e.v de E :
Im(f)=f(E)={f(x) | x€ E}

@ Noyau de f, le s.e.v de E :
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Exemple
Soit f : R?2 — R? définie par

foy)=(x-y,x+y).

Alors f est linéaire (Exercice). On a Ker(f) = {0} et Im(f) = R2. En
effet :
° U= ( x > eKer(f)e f(l)=0ox—y=0cetx+y=0&x=

y=0
° \7:(;)eIm(f)(:EI(x,y)eRztelsquex—y:aetx+y=
bex=24bety=>12
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Proposition 10
Soit f € (E, F).
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

o f est injective;

o Ker(f) ={0};

e Pour tout 7€ E, f(id) =0= i =0.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

o f est surjective;

e Im(f)=F.

Mathématiques 3, 2015 Chapitre 1: Algebre Linéaire



Définition 10
Soient E et F deux K-e.v et f € (E, F). La dimension de Im(f) est
appelée le rang de f et est notée rg(f).

Théoreme (Théoreme du rang)
Soient E et F deux K-e.v de dimension finie et f € L(E, F). On a

dim(E) = rg(f) + dim(Kerf(f)).
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