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A la découverte de I’algébre

La premiere année d’études supérieures pose les bases des mathématiques. Pourquoi se lancer dans une
telle expédition ? Déja parce que les mathématiques vous offriront un langage unique pour accéder a une
multitude de domaines scientifiques. Mais aussi parce qu’il s’agit d’'un domaine passionnant! Nous vous
proposons de partir a la découverte des maths, de leur logique et de leur beauté.

Dans vos bagages, des objets que vous connaissez déja : les entiers, les fonctions... Ces notions en apparence
simples et intuitives seront abordées ici avec un souci de rigueur, en adoptant un langage précis et en
présentant les preuves. Vous découvrirez ensuite de nouvelles théories (les espaces vectoriels, les équations
différentielles,...).

Ce tome est consacré a 'algebre et se divise en deux parties. La premiere partie débute par la logique
et les ensembles, qui sont des fondamentaux en mathématiques. Ensuite vous étudierez des ensembles
particuliers : les nombres complexes, les entiers ainsi que les polynémes. Cette partie se termine par I'étude
d’une premiere structure algébrique, avec la notion de groupe.

La seconde partie est entiérement consacrée a I'algébre linéaire. C’est un domaine totalement nouveau pour
vous et tres riche, qui recouvre la notion de matrice et d’espace vectoriel. Ces concepts, a la fois profonds et
utiles, demandent du temps et du travail pour étre bien compris.

Les efforts que vous devrez fournir sont importants : tout d’abord comprendre le cours, ensuite connaitre
par ceeur les définitions, les théoremes, les propositions... sans oublier de travailler les exemples et les
démonstrations, qui permettent de bien assimiler les notions nouvelles et les mécanismes de raisonnement.
Enfin, vous devrez passer autant de temps a pratiquer les mathématiques : il est indispensable de résoudre
activement par vous-méme des exercices, sans regarder les solutions. Pour vous aider, vous trouverez sur le
site Exo7 toutes les vidéos correspondant a ce cours, ainsi que des exercices corrigés.

Au bout du chemin, le plaisir de découvrir de nouveaux univers, de chercher a résoudre des problémes... et
d’y parvenir. Bonne route !
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Logique et
raisonnements

Vidéo M partie 1. Logique
Vidéo M partie 2. Raisonnements

Fiche d’exercices ¢ Logique, ensembles, raisonnements

Quelques motivations

o 11 est important d’avoir un langage rigoureux. La langue francaise est souvent ambigiie. Prenons
I'exemple de la conjonction « ou »; au restaurant « fromage ou dessert » signifie I'un ou 'autre mais pas
les deux. Par contre si dans un jeu de carte on cherche « les as ou les ceeurs » alors il ne faut pas exclure
I'as de cceur. Autre exemple : que répondre a la question « As-tu 10 euros en poche ? » si I'on dispose de
15 euros?

Il y a des notions difficiles a expliquer avec des mots : par exemple la continuité d’une fonction est
souvent expliquée par «on trace le graphe sans lever le crayon ». Il est clair que c’est une définition peu
satisfaisante. Voici la définition mathématique de la continuité d'une fonction f : I — R en un point
Xg€Il:

Ve>0 36>0 Vxel (lx—xol<dé = |f(x)—f(x)|<e).
C’est le but de ce chapitre de rendre cette ligne plus claire! C’est la logique.

 Enfin les mathématiques tentent de distinguer le vrai du faux. Par exemple « Est-ce qu’une augmentation
de 20%, puis de 30% est plus intéressante qu’une augmentation de 50% ? ». Vous pouvez penser « oui »
ou « non », mais pour en étre sir il faut suivre une démarche logique qui mene a la conclusion. Cette
démarche doit étre convaincante pour vous mais aussi pour les autres. On parle de raisonnement.

Les mathématiques sont un langage pour s’exprimer rigoureusement, adapté aux phénomeénes complexes,
qui rend les calculs exacts et vérifiables. Le raisonnement est le moyen de valider — ou d’infirmer — une
hypothése et de 'expliquer a autrui.


http://www.youtube.com/watch?v=aWSe1fjJHEM
http://www.youtube.com/watch?v=B-I5yZd0Wbk
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00002.pdf
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1. Logique

1.1. Assertions

Une est une phrase soit vraie, soit fausse, pas les deux en méme temps.
Exemples :

o « [l pleut. »

o «Je suis plus grand que toi. »

e «2+4+2=4»

e «2Xx3=7»

e «Pourtout x €R,onax?>0.»

e «Pourtoutze€C,onalz|=1.»

Si P est une assertion et Q est une autre assertion, nous allons définir de nouvelles assertions construites a
partir de P et de Q.
L'opérateur logique « et »

Lassertion « P et Q » est vraie si P est vraie et Q est vraie. L’assertion « P et Q » est fausse sinon.
On résume ceci en une

P\Q|V]|F
v |V]|F
F |F|F

FIGURE 1.1 — Table de vérité de « P et Q »

Par exemple si P est I'assertion « Cette carte est un as » et Q 'assertion « Cette carte est cceur » alors ’assertion
« P et Q » est vraie si la carte est I'as de coeur et est fausse pour toute autre carte.

Lopérateur logique « ou »

DL’assertion « P Q » est vraie si 'une (au moins) des deux assertions P ou Q est vraie. L’assertion « P ou
Q » est fausse si les deux assertions P et Q sont fausses.
On reprend ceci dans la table de vérité :

P\Q|V]|F
v o[v]|v
F |V]EF

FIGURE 1.2 — Table de vérité de « P ou Q »

Si P est I’assertion « Cette carte est un as » et Q I'assertion « Cette carte est cceur » alors I'assertion « P ou Q »
est vraie si la carte est un as ou bien un coeur (en particulier elle est vraie pour I’as de cceur).

Remarque.
Pour définir les opérateurs « ou », « et » on fait appel a une phrase en francais utilisant les mots ou, et! Les
tables de vérités permettent d’éviter ce probléme.

La négation « non »

L’assertion « P » est vraie si P est fausse, et fausse si P est vraie.
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P |V|F
nonP|F|V

FIGURE 1.3 — Table de vérité de «non P »

Limplication —

La définition mathématique est la suivante :

Lassertion « (non P) ou Q » est notée « P = Q ».

Sa table de vérité est donc la suivante :

P\Q|V|F
v |V]|F
Folv]v

FIGURE 1.4 — Table de vérité de «P — Q »

Lassertion « P = Q » se lit en francais « P implique Q ».
Elle se lit souvent aussi « si P est vraie alors Q est vraie » ou « si P alors Q ».
Par exemple :
e «0< x <25 = /x <5 »est vraie (prendre la racine carrée).
o «X €]—00,—4][ = x?+3x—4> 0> est vraie (étudier le bindme).
e «sin(6) =0 = 6 = 0 » est fausse (regarder pour 8 = 27 par exemple).
e «242=5 = 4/2=25»estvraie! Eh oui, si P est fausse alors 'assertion « P => Q » est toujours
vraie.

L’équivalence <

r est définie par :

«P <= Q»estlassertion« (P = Q) et (Q = P) ».

On dira « P est équivalent a Q » ou « P équivaut a Q » ou « P si et seulement si Q ». Cette assertion est vraie
lorsque P et Q sont vraies ou lorsque P et Q sont fausses. La table de vérité est :

P\Q|V]|F
v |[Vv]F
F |Flv

FIGURE 1.5 — Table de vérité de « P <= Q »

Exemples :

o Pour x,x’ € R, I'équivalence « x - x’ =0 <= (x =0 ou x’ = 0) » est vraie.

« Voici une équivalence toujours fausse (quelle que soit 'assertion P) : « P <= non(P) ».
On s’intéresse davantage aux assertions vraies qu’aux fausses, aussi dans la pratique et en dehors de ce
chapitre on écrira « P < Q » ou « P = Q » uniquement lorsque ce sont des assertions vraies. Par
exemple si 'on écrit « P <= Q » cela sous-entend « P <= Q est vraie ». Attention rien ne dit que P et Q
soient vraies. Cela signifie que P et Q sont vraies en méme temps ou fausses en méme temps.
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Proposition 1.
Soient P,Q,R trois assertions. Nous avons les équivalences (vraies) suivantes :

. P < non(non(P))
2. (PetQ) < (QetP)
. (PouQ) < (QouP)

. non(P et Q) <= (non P) ou (non Q)

. (P et (Q ou R)) & (PetQ)ou (P etR)
7. (P ou (Q et R)) < (PouQ)et(PouR)

3

4

5. non(P ou Q) < (non P) et (non Q)

6

8. «P = Q» < «non(Q) = non(P)»

Démonstration. Voici des exemples de démonstrations :

4. 11 suffit de comparer les deux assertions « non(P et Q) » et « (non P) ou (non Q) » pour toutes les valeurs
possibles de P et Q. Par exemple si P est vrai et Q est vrai alors « P et Q » est vrai donc « non(P et Q) »
est faux ; d’autre part (non P) est faux, (non Q) est faux donc « (non P) ou (non Q) » est faux. Ainsi dans
ce premier cas les assertions sont toutes les deux fausses. On dresse ainsi les deux tables de vérités et
comme elles sont égales les deux assertions sont équivalentes.

P\Q|V|F
v [Flv
F |v]v

FIGURE 1.6 — Tables de vérité de « non(P et Q) » et de « (non P) ou (non Q) »

6. On fait la méme chose mais il y a trois variables : P, Q, R. On compare donc les tables de vérité d’abord
dans le cas ol P est vrai (a gauche), puis dans le cas ot P est faux (a droite). Dans les deux cas les deux
assertions « (P et (Q ou R)) » et « (P et Q) ou (P et R) » ont la méme table de vérité donc les assertions
sont équivalentes.

Q\R |V |F Q\R |V |F
\% V|V \Y% F|F
F V|F F F|F

8. Par définition, 'implication « P => Q » est I’assertion « (non P) ou Q ». Donc I'implication «non(Q) —
non(P) » est équivalente a « non(non(Q)) ou non(P) » qui équivaut encore a « Q ou non(P) » et donc est
équivalente a « P = Q ». On aurait aussi pu encore une fois dresser les deux tables de vérité et voir
qu’elles sont égales.

]

1.2. Quantificateurs

Le quantificateur V : « pour tout »

Une assertion P peut dépendre d’un paramétre x, par exemple « x2 > 1 », I'assertion P(x) est vraie ou
fausse selon la valeur de x.
L'assertion

Vx€E P(x)
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est une assertion vraie lorsque les assertions P(x) sont vraies pour tous les éléments x de 'ensemble E.
On lit « Pour tout x appartenant a E, P(x) », sous-entendu « Pour tout x appartenant a E, P(x) est vraie ».
Par exemple :

e «Vx€[1,+00[ (x?>1)»estune assertion vraie.

e «Yx€R (x?>1)>»est une assertion fausse.

e «¥YneN n(n+ 1) est divisible par 2 » est vraie.

Le quantificateur 3 : « il existe »

L'assertion
dxe€E P(x)

est une assertion vraie lorsque I'on peut trouver au moins un x de E pour lequel P(x) est vraie. On lit « il
existe x appartenant a E tel que P(x) (soit vraie) ».
Par exemple :

e «Ix €eR (x(x—1)<0)» est vraie (par exemple x = % vérifie bien la propriété).

e« «IneN n?

méme n = 100, un seul suffit pour dire que 'assertion est vraie).
e «Ix €R (x?=—1)» est fausse (aucun réel au carré ne donnera un nombre négatif).

—n > n» est vraie (il y a plein de choix, par exemple n = 3 convient, mais aussi n = 10 ou

La négation des quantificateurs

Lanégationde «Yx € E P(x)» est «dx €E non P(x)».

Par exemple la négation de « Yx € [1,+00[ (x? > 1) » est I'assertion « 3x € [1,+00[ (x% < 1)». En
effet 1a négation de x? > 1 est non(x? > 1) mais s’écrit plus simplement x? < 1.

Lanégationde «Ix € E P(x)» est «Yx €E non P(x)».

Voici des exemples :
e Lanégationde «Iz€C (2®°+2+1=0)»est«¥z€C (22+2+1#0)».
e Lanégationde «Yx €R (x+1€Z)»est«IxeR (x+1¢Z)».
o Ce n’est pas plus difficile d’écrire la négation de phrases complexes. Pour I’assertion :

VxeR 3dy>0 (x+y>10)

sa négation est
dxeR Vy>0 (x+y<10).

Remarques

L'ordre des quantificateurs est trés important. Par exemple les deux phrases logiques
VxeR dyeR (x+y>0) et dyeR V¥xeR (x+y>0).

sont différentes. La premiére est vraie, la seconde est fausse. En effet une phrase logique se lit de gauche a
droite, ainsi la premiere phrase affirme « Pour tout réel x, il existe un réel y (qui peut donc dépendre de x)
tel que x + y > 0. » (par exemple on peut prendre y = |x|+ 1). C’est donc une phrase vraie. Par contre la
deuxiéme se lit : « Il existe un réel y, tel que pour tout réel x, x + y > 0. » Cette phrase est fausse, cela ne
peut pas étre le méme y qui convient pour tous les x !

On retrouve la méme différence dans les phrases en francais suivantes. Voici une phrase vraie « Pour toute
personne, il existe un numeéro de téléphone », bien slir le numéro dépend de la personne. Par contre cette
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phrase est fausse : « Il existe un numéro, pour tottes les personnes ». Ce serait le méme numéro pour tout le
monde!

Terminons avec d’autres remarques.

e Quand on écrit«Ix € R (f(x) = 0) » cela signifie juste qu’il existe un réel pour lequel f s’annule. Rien
ne dit que ce x est unique. Dans un premier temps vous pouvez lire la phrase ainsi : « il existe au moins
un réel x tel que f(x) = 0 ». Afin de préciser que f s’annule en une unique valeur, on rajoute un point
d’exclamation :

dxeR (f(x)=0).

» Pour la négation d’une phrase logique, il n’est pas nécessaire de savoir si la phrase est fausse ou vraie.
Le procédé est algorithmique : on change le « pour tout » en « il existe » et inversement, puis on prend la
négation de I'assertion P.

 Pour la négation d’'une proposition, il faut étre précis : la négation de I'inégalité stricte « < » est 'inégalité
large « > », et inversement.

 Les quantificateurs ne sont pas des abréviations. Soit vous écrivez une phrase en francais : « Pour tout
réel x, si f(x) =1 alors x > 0. » , soit vous écrivez la phrase logique :

VxeR (f(x)=1 = x>=0).

Mais surtout n’écrivez pas « Vx réel, si f(x) =1 = x positif ou nul ». Enfin, pour passer d’une ligne a
I'autre d’un raisonnement, préférez plutdt « donc» a « = ».
o Il est défendu d’écrire 4,= . Ces symboles n’existent pas!

Mini-exercices.

1. Ecrire la table de vérité du « ou exclusif ». (C’est le ou dans la phrase « fromage ou dessert », 'un ou
l'autre mais pas les deux.)

Ecrire la table de vérité de « non (P et Q) ». Que remarquez vous ?
Ecrire la négation de « P => Q ».
Démontrer les assertions restantes de la proposition 1.

Ecrire la négation de « (P et (Q ou R)) ».

A ol

Ecrire a 'aide des quantificateurs la phrase suivante : « Pour tout nombre réel, son carré est positif ».
Puis écrire la négation.

7. Mémes questions avec les phrases : « Pour chaque réel, je peux trouver un entier relatif tel que leur
produit soit strictement plus grand que 1 ». Puis « Pour tout entier n, il existe un unique réel x tel que
exp(x) égale n ».

2. Raisonnements

Voici des méthodes classiques de raisonnements.

2.1. Raisonnement direct

On veut montrer que 'assertion « P => Q » est vraie. On suppose que P est vraie et on montre qu’alors Q
est vraie. C’est la méthode a laquelle vous étes le plus habitué.

Exemple 1.
Montrer que sia,b € Q alorsa+ b € Q.
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Démonstration. Prenons a € Q, b € Q. Rappelons que les rationnels QQ sont I'ensemble des réels s’écrivant

fl—)avecpEZethN*.

/
fl—’ pour un certain p € Z et un certain g € N*. De méme b = %, avec p’ € Z et ¢’ € N*. Maintenant

_p_ P _pa+aep’

q ¢ qaq’
Or le numérateur pq’ + gp’ est bien un élément de Z ; le dénominateur qq’ est lui un élément de N*. Donc
a + b s’écrit bien de la forme a + b = Z—: avec p” €7,q” e N*. Ainsia+ b € Q. O

Alors a =

a+b

2.2. Cas par cas

Si I'on souhaite vérifier une assertion P(x) pour tous les x dans un ensemble E, on montre I'assertion pour
les x dans une partie A de E, puis pour les x n’appartenant pas a A. C’est la méthode de ou du

Exemple 2.
Montrer que pour tout x € R, |x —1| < x2—x + 1.

Démonstration. Soit x € R. Nous distinguons deux cas.
Premier cas : x > 1. Alors |x — 1| = x — 1. Calculons alors x2 —x +1—|x —1|.

x2—x4+1—|x—1=x>—x+1—-(x—1)
=x%—2x+2
=(x—12+1>0.

Ainsi x2—x+1—|x—1|>0etdonc x> —x+1 > |x—1].

Deuxiéme cas : x < 1.Alors |[x—1| = —(x—1). Nous obtenons x?>—x+1—|x—1| = x>*—x+14+(x—1) = x? > 0.
Etdonc x> —x+1 > |x—1|.
Conclusion. Dans tous les cas [x — 1| < x%2 —x + 1. O

2.3. Contraposée

Le raisonnement par est basé sur ’équivalence suivante (voir la proposition 1) :

Lassertion « P => Q » est équivalente a «non(Q) = non(P) ».

Donc si 'on souhaite montrer ’assertion « P =—> Q », on montre en fait que si non(Q) est vraie alors non(P)
est vraie.

Exemple 3.
Soit n € N. Montrer que si n? est pair alors n est pair.

Démonstration. Nous supposons que n n’est pas pair. Nous voulons montrer qu’alors n? n’est pas pair. Comme

n n’est pas pair, il est impair et donc il existe k € N tel que n = 2k+1. Alors n? = (2k+1)? = 4k?+4k+1 = 2(+1
avec { = 2k? + 2k € N. Et donc n? est impair.

Conclusion : nous avons montré que si n est impair alors n? est impair. Par contraposition ceci est équivalent
a : si n? est pair alors n est pair. O
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2.4. Absurde

Le pour montrer « P => Q » repose sur le principe suivant : on suppose a la
fois que P est vraie et que Q est fausse et on cherche une contradiction. Ainsi si P est vraie alors Q doit étre
vraie et donc « P => Q » est vraie.

Exemple 4.

. . a _ b _
Soient a, b > 0. Montrer que si ;3 = 155 alors a = b.

, . . , a _ b a _ b
Démonstration. Nous raisonnons par 'absurde en supposant que 175 = 135 et a # b. Comme 13 = 177

alors a(14+a) = b(1+b) donc a+a? = b+ b? d’'ot1 a®>—b? = b—a. Cela conduit a (a—b)(a+b) = —(a—b).
Comme a # b alors a— b # 0 et donc en divisant par a — b on obtient a + b = —1. La somme des deux
nombres positifs a et b ne peut étre négative. Nous obtenons une contradiction.

Conclusion : si 135 = % alors a = b. O

Dans la pratique, on peut choisir indifféremment entre un raisonnement par contraposition ou par 'absurde.
Attention cependant de bien préciser quel type de raisonnement vous choisissez et surtout de ne pas changer
en cours de rédaction !

2.5. Contre-exemple

Si 'on veut montrer qu'une assertion du type « Yx € E  P(x) » est vraie alors pour chaque x de E il faut
montrer que P(x) est vraie. Par contre pour montrer que cette assertion est fausse alors il suffit de trouver
x € E tel que P(x) soit fausse. (Rappelez-vous la négation de « Yx € E P(x)»est«dx € E non P(x)».)
Trouver un tel x c’est trouver un a lassertion « Yx € E P(x)».

Exemple 5.
Montrer que I’assertion suivante est fausse « Tout entier positif est somme de trois carreés ».
(Les carrés sont les 02, 12, 22, 32 ... Par exemple 6 = 22 + 12 +12))

Démonstration. Un contre-exemple est 7 : les carrés inférieurs a 7 sont 0, 1, 4 mais avec trois de ces nombres
on ne peut faire 7. O

2.6. Récurrence

Le permet de montrer qu'une assertion P(n), dépendant de n, est vraie pour tout
n € N. La démonstration par récurrence se déroule en trois étapes : lors de l'initialisation on prouve P(0).
Pour I’étape d’hérédité, on suppose n > 0 donné avec P(n) vraie, et on démontre alors que I'assertion
P(n+ 1) au rang suivant est vraie. Enfin dans la conclusion, on rappelle que par le principe de récurrence
P(n) est vraie pour tout n € N.

Exemple 6.
Montrer que pour tout n € N, 2" > n.

Démonstration. Pour n > 0, notons P(n) I’assertion suivante :
2" > n.
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n > 0.

Initialisation. Pour n = 0 nous avons 2° = 1 > 0. Donc P(0) est vraie.
Hérédité. Fixons n > 0. Supposons que P(n) soit vraie. Nous allons montrer que P(n + 1) est vraie.

Ml —on 4 o > 4 2" car par P(n) nous savons 2" > n,

>n+1 car 2" > 1.
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Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n > 0, c’est-a-dire 2" > n pour tout
n=>0. ]

Remarques :

» Larédaction d'une récurrence est assez rigide. Respectez scrupuleusement la rédaction proposée : donnez
un nom a l'assertion que vous souhaitez montrer (ici P(n)), respectez les trois étapes (méme si souvent
I’étape d’initialisation est tres facile). En particulier méditez et conservez la premiére ligne de ’hérédité
« Fixons n > 0. Supposons que P(n) soit vraie. Nous allons montrer que P(n + 1) est vraie. »

 Sion doit démontrer qu'une propriété est vraie pour tout n > ng, alors on commence l'initialisation au
rang ny.

 Le principe de récurrence est basé sur la construction de '’ensemble N. En effet un des axiomes pour
définir N est le suivant : « Soit A une partie de N qui contient O et telle que si n € A alors n+ 1 € A. Alors
A=Nn»,

Mini-exercices.
1. (Raisonnement direct) Soient a, b € R,. Montrer que si a < b alors a < a;—b <beta<Vab<h.

2. (Cas par cas) Montrer que pour tout n € N, n(n + 1) est divisible par 2 (distinguer les n pairs des n
impairs).

3. (Contraposée ou absurde) Soient a, b € Z. Montrer que si b # 0 alors a + bv2 ¢ Q. (On utilisera que

V2¢Q)

(Absurde) Soit n € N*. Montrer que vVn2+1 nest pas un entier.

(Contre-exemple) Est-ce que pour tout x ERonax <2 = x2<4?

(Récurrence) Montrer que pour toutn>1,1+2+---+n= @

N o vk

(Récurrence) Fixons un réel x > 0. Montrer que pour tout entiern > 1, (1+x)" > 1 + nx.

Auteurs du chapitre Arnaud Bodin, Benjamin Boutin, Pascal Romon
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Fiche d’exercices ¢ Dénombrement

Fiche d’exercices ¢ Relation d’équivalence, relation d’ordre

Motivations

Au début du xx€ siecle le professeur Frege peaufinait la rédaction du second tome d’un ouvrage qui souhaitait
refonder les mathématiques sur des bases logiques. Il recut une lettre d’un tout jeune mathématicien :
«J’ai bien lu votre premier livre. Malheureusement vous supposez qu’il existe un ensemble qui contient tous les
ensembles. Un tel ensemble ne peut exister. » S’ensuit une démonstration de deux lignes. Tout le travail de
Frege s’écroulait et il ne s’en remettra jamais. Le jeune Russell deviendra I'un des plus grands logiciens et
philosophes de son temps. Il obtient le prix Nobel de littérature en 1950.
Voici le « paradoxe de Russell » pour montrer que 'ensemble de tous les ensembles ne peut exister. C’est
trés bref, mais difficile a appréhender. Par ’absurde, supposons qu’un tel ensemble & contenant tous les
ensembles existe. Considérons
F={Ec&|E¢E}.

Expliquons l'écriture E ¢ E : le E de gauche est considéré comme un élément, en effet 'ensemble & est
I’'ensemble de tous les ensembles et E est un élément de cet ensemble ; le E de droite est considéré comme un
ensemble, en effet les élément de & sont des ensembles! On peut donc s’interroger si 'é1ément E appartient
a l'ensemble E. Si non, alors par définition on met E dans 'ensemble F.
La contradiction arrive lorsque 'on se pose la question suivante : a-t-on F € F ou F ¢ F ? L'une des deux
affirmation doit étre vraie. Et pourtant :

o Si F € F alors par définition de F, F est 'un des ensembles E tel que F ¢ F. Ce qui est contradictoire.

o SiF ¢ F alors F vérifie bien la propriété définissant F donc F € F ! Encore contradictoire.
Aucun des cas n’est possible. On en déduit qu’il ne peut exister un tel ensemble & contenant tous les
ensembles.
Ce paradoxe a été popularisé par 'énigme suivante : « Dans une ville, le barbier rase tous ceux qui ne se rasent
pas eux-mémes. Qui rase le barbier ? » La seule réponse valable est qu'une telle situation ne peut exister.

Ne vous inquiétez pas, Russell et d’autres ont fondé la logique et les ensembles sur des bases solides.
Cependant il n’est pas possible dans ce cours de tout redéfinir. Heureusement, vous connaissez déja quelques


http://www.youtube.com/watch?v=bPT6-g3B5wQ
http://www.youtube.com/watch?v=Y8cV0zcFijs
http://www.youtube.com/watch?v=1qax9qMxz4c
http://www.youtube.com/watch?v=NElSI5_NIsk
http://www.youtube.com/watch?v=WuJyP_7VIu8
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00002.pdf
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00003.pdf
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00005.pdf
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00004.pdf
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ensembles :

o lensemble des entiers naturels N = {0,1,2,3,...}.
I'ensemble des entiers relatifs Z = {...,—2,—1,0,1,2,...}.
I'ensemble des rationnels Q = {% |p€Z,qeN\ {O}}.
'ensemble des réels R, par exemple 1,+/2, 7, In(2),...
I'ensemble des nombres complexes C.

Nous allons essayer de voir les propriétés des ensembles, sans s’attacher a un exemple particulier. Vous
vous apercevrez assez rapidement que ce qui est au moins aussi important que les ensembles, ce sont les
relations entre ensembles : ce sera la notion d’application (ou fonction) entre deux ensembles.

1. Ensembles

1.1. Définir des ensembles

e On va définir informellement ce qu’est un ensemble : un est une collection d’éléments.
» Exemples :

{0,1}, {rouge,noir}, {0,1,2,3,...} =N.

Un ensemble particulier est I , Noté @ qui est 'ensemble ne contenant aucun élément.

si x est un élément de E, et x ¢ E dans le cas contraire.
 Voici une autre facon de définir des ensembles : une collection d’éléments qui vérifient une propriété.
o Exemples :

e On note

{xer|Ix—2/<1}, {zecCc|z®=1}, {xeR|0<x<1}=[0,1].

1.2. Inclusion, union, intersection, complémentaire

e IV . E C F si tout élément de E est aussi un élément de F. Autrement dit : Yx € E (x € F). On
dit alors que E est un de F ou une de F.
e U .E=FssietseulementsiECF etF CE.
. de E. On note & (E) 'ensemble des parties de E. Par exemple si E = {1,2,3} :
2({1,2,3}) = {2,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.
. .SiACE,

CiA={x€E|x¢A}

On le note aussi E \ A et juste (A s’il n’y a pas d’ambiguité (et parfois aussi A° ou A).

. .PourA,BCE,

AUB:{erlxeruxeB}

Le « ou » n’est pas exclusif : x peut appartenir a A et a B en méme temps.
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AnNB={x€E|x€cAetx<B}

1.3. Régles de calculs

Soient A, B, C des parties d'un ensemble E.

e ANB=BnNA
AN(BNC)=ANnB)NC (on peut donc écrire AN B N C sans ambigiiité)
e AN =g, ANA=A, ACB<ANB=A

e« AUB=BUA
« AU(BUC)=(AUB)UC (on peut donc écrire AU B U C sans ambiguité)
« AU=A, AUA=A ACB<>AUB=B

e [AN(BUC)=(ANB)UANC)
e |[AUBNC)=(AUB)N(AUC)

« C(CA)=A etdonc AcB<=I[(BclA
C(AnB)=CAuUCB
e ((AuB)=C(ANCB

Voici les dessins pour les deux dernieres assertions.

A CB

C(AnB)=CAUCB C(AuB)=CANCB

Les preuves sont pour I'essentiel une reformulation des opérateurs logiques, en voici quelques-unes :

13

e Preuve de AN(BUC)=(ANB)U(ANC): x €AN(BUC) < x€Aetxe(BUC) < x€cAet(xe
BouxeC(C) < (x€Aetxe€eB)ou(x€hAetxe(C)  (x€AnNB)ou(x €eANC) < x €

(ANB)UANC).
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e Preuve de ((ANB) =(CAUCB: x € [(ANB) < x ¢ (ANB) < non(x GADB) < non(x €
AethB) < non(x €A)ounon(x €B) < x¢Aoux ¢B < x € (AULB.
Remarquez que 'on repasse aux éléments pour les preuves.

1.4. Produit cartésien

Soient E et F deux ensembles. Le , noté E x F, est 'ensemble des couples (x,y) ou x € E
ety €F.

Exemple 1.

1. Vous connaissez R2 =R x R = {(x,y) | x,y € R}.

2. Autre exemple [0,1] xR = {(x,_y) l0o<x<1,ye R}

y

L 2

3. [0,1]x[0,1]x[0,1] = {(x,y,z) |0<x,y,2< 1}

y

1¢

0 1 x

Mini-exercices.

1. En utilisant les définitions, montrer : A # B si et seulement s’il existe a €A\ B ou b € B\ A.
2. Enumérer #({1,2,3,4}).

3. Montrer AU(BNC)=(AUB)N(AuC)etC(AuB)=C(CANCB.

4. Enumérer {1,2,3} x {1,2,3,4}.
5

. Représenter les sous-ensembles de R? suivants : (]0, 1[U[2,3[) x[—1,1], (R \ (Jo, 1[U[2,3[)) X ((R\
[—1,1]) n[0,2]).
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2. Applications

2.1. Définitions

e Une (ou une ) f : E = F, c’est la donnée pour chaque élément x € E d’'un unique
élément de F noté f(x).
Nous représenterons les applications par deux types d’illustrations : les ensembles « patates », 'ensemble
de départ (et celui d’arrivée) est schématisé par un ovale ses éléments par des points. L’association
x — f(x) est représentée par une fleche.

f

f(x)

L'autre représentation est celle des fonctions continues de R dans R (ou des sous-ensembles de R).
Lensemble de départ R est représenté par I'axe des abscisses et celui d’arrivée par 'axe des ordonnées.
L’association x — f(x) est représentée par le point (x, f (x)).

y
/\
f(x)
X
X
. . Deux applications f, g : E — F sont égales si et seulement si pour tout x € E, f(x) = g(x). On
note alors f = g.
o Le de f : E— F est
Iy ={(x.f(x) €ExF|x €E}
y
~ ‘K/
X
. .Soient f : E > Fetg:F — Galors gof : E — G est 'application définie par

gof(x)=g(f(x)).

gof
. . Soient f : E — F et AC E alors la restriction de f a A est 'application

f|A:A—> F
x — f(x)
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Exemple 2.
1. ¢ , idg : E — E est simplement définie par x — x et sera trés utile dans la suite.

2. Définissons f, g ainsi

f : ]0,+OO[ — ]O,+OO[ g - ]O)+OO[ —
X —> % ’ X — i—;l
Alors g o f : ]0,+00o[— R vérifie pour tout x €]0,+00] :
1
1 —1 1—x
sef=gr)=s (5 ) =1 =13 = o)

2.2. Image directe, image réciproque
Soient E, F deux ensembles.

Définition 1.

SoitACEetf:E—F,T de A par f est 'ensemble

fA)={f(x)|xeA}

Définition 2.
SoitBCFetf:E—F,I de B par f est 'ensemble

f'B)={x€E|f(x)eB}

73

Remarque.
Ces notions sont plus difficiles a maitriser qu’il n’y parait!

e f(A) est un sous-ensemble de F, f~}(B) est un sous-ensemble de E.

« La notation « f "!(B) » est un tout, rien ne dit que f est une fonction bijective (voir plus loin). Limage
réciproque existe quelque soit la fonction.

o D'image directe d’un singleton f({x}) = { f (x)} est un singleton. Par contre 'image réciproque d’'un
singleton f _1({ y}) dépend de f. Cela peut étre un singleton, un ensemble a plusieurs éléments ; mais
cela peut-étre E tout entier (si f est une fonction constante) ou méme I'ensemble vide (si aucune image
par f ne vaut y).
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2.3. Antécédents

Fixons y € F. Tout élément x € E tel que f(x) =y est un de y.
En termes d’image réciproque I'ensemble des antécédents de y est f ~1({y}).

Sur les dessins suivants, I’élément y admet 3 antécédents par f. Ce sont xq, X5, X3.

f

Mini-exercices.

1. Pour deux applications f, g : E — F, quelle est la négation de f = g?

2. Représenter le graphe de f : N — R définie par n — %.
3. Soient f, g,h : R — R définies par f(x) = x2, g(x) = 2x + 1, h(x) = x> — 1. Calculer f o (g o h) et
(fog)oh.

4. Pour la fonction f : R — R définie par x — x? représenter et calculer les ensembles suivants : ([0, 1[),

f(R)7 f(] - 1, 2[): f_l([]-:z[), f_l([_1: 1])) f—l({s}), f_l(R \ N)

3. Injection, surjection, bijection

3.1. Injection, surjection
Soit E, F deux ensembles et f : E — F une application.
Définition 3.
f est si pour tout x,x’ € E avec f(x) = f(x’) alors x = x’. Autrement dit :

Vx,x' €E (f(x):f(x’) == x=x’)

Définition 4.
f est si pour tout y € F, il existe x € E tel que y = f(x). Autrement dit :

VyeF 3dxe€E (y=f(x))

Une autre formulation : f est surjective si et seulement si f(E) =F.
Les applications f représentées sont injectives :

f y
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Les applications f représentées sont surjectives :

f

Remarque.
Encore une fois ce sont des notions difficiles a appréhender. Une autre facon de formuler l'injectivité et la
surjectivité est d’utiliser les antécédents.
» f estinjective si et seulement si tout élément y de F a au plus un antécédent (et éventuellement aucun).
» f est surjective si et seulement si tout élément y de F a au moins un antécédent.

Remarque.
Voici deux fonctions non injectives :

Ainsi que deux fonctions non surjectives :

f y
</ F
E v N R l
1 . X
E

Exemple 3.

1. Soit f; : N — Q définie par f;(x) = ﬁ Montrons que f; est injective : soit x,x’ € N tels que

f1(x) = f(x). Alors 0= = ﬁ, donc 1+ x =1+ x’ et donc x = x’. Ainsi f; est injective.

Par contre f; n’est pas surjective. Il s’agit de trouver un élément y qui n’a pas d’antécédent par f;. Ici il
est facile de voir que I'on a toujours f;(x) < 1 et donc par exemple y = 2 n’a pas d’antécédent. Ainsi f;
n’est pas surjective.

2. Soit f, : Z — N définie par f,(x) = x2. Alors f, n’est pas injective. En effet on peut trouver deux éléments
x,x’ € Z différents tels que f5(x) = f5(x’). Il suffit de prendre par exemple x =2, x’ = —2.
fo n’est pas non plus surjective, en effet il existe des éléments y € N qui n’ont aucun antécédent. Par
exemple y = 3 : si y = 3 avait un antécédent x par f,, nous aurions f,(x) = y, c’est-a-dire x> = 3,
d’ott x = £4/3. Mais alors x n’est pas un entier de Z. Donc y = 3 n’a pas d’antécédent et f, n’est pas
surjective.
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3.2. Bijection

Définition 5.
f est si elle injective et surjective. Cela équivaut a : pour tout y € F il existe un unique x € E
tel que y = f(x). Autrement dit :

VyeF 3dlx€E (y=f(x))

L'existence du x vient de la surjectivité et 'unicité de 'injectivité. Autrement dit, tout élément de F a un
unique antécédent par f.

Proposition 1.
Soit E, F des ensembles et f : E — F une application.

1. Lapplication f est bijective si et seulement si il existe une application g : F — E telle que f o g =idy et
gof =idg.
2. Si f est bijective alors Uapplication g est unique et elle aussi est bijective. Lapplication g s’appelle la
de f et est notée f~1. De plus (f_l)_1 =f.

Remarque.
e f og =idy se reformule ainsi
VyeF f(s(3)=y.
» Alors que g o f =idg s’écrit :
Vx€E g(f(x)) =x.
o Par exemple f : R —]0,4+00[ définie par f(x) = exp(x) est bijective, sa bijection réciproque est
g :]0,+00[— R définie par g(y) = In(y). Nous avons bien exp (ln(y)) =y, pour tout y €]0,+00[ et
In ( exp(x)) = x, pour tout x € R.

Démonstration.

1. « Sens =. Supposons f bijective. Nous allons construire une application g : F — E. Comme f est
surjective alors pour chaque y € F, il existe un x € E tel que y = f(x) et on pose g(y) = x. On
a f(g(y)) = f(x) = y, ceci pour tout y € F et donc f o g = idy. On compose a droite avec f
donc f o go f =idpof. Alors pour tout x € E on a f(g Of(x)) = f(x) or f est injective et donc
gof(x)=x.Ainsi gof =idg. Bilan: f o g =idp et go f =idp.
o Sens <. Supposons que g existe et montrons que f est bijective.
— f est surjective : en effet soit y € F alors on note x = g(y) € E; on a bien : f(x) :f(g(y)) =
fog(y)=idp(y) =y, donc f est bien surjective.
— f est injective : soient x,x’ € E tels que f(x) = f(x’). On compose par g (a4 gauche) alors
gof(x)=gof(x’)doncidg(x)=idg(x") donc x = x’; f est bien injective.

2.  Sif est bijective alors g est aussi bijective car g o f =idy et f o g = idy et on applique ce que 'on
vient de démontrer avec g a la place de f. Ainsi g~! = f.
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» Si f est bijective, g est unique : en effet soit h : F — E une autre application telle que ho f =idy et
f oh =1idg; en particulier f oh =idy = f o g, donc pour tout y € F, f(h(y)) =f(g(y)) or f est
injective alors h(y) = g(y), ceci pour tout y € F; dou h = g.

O
Proposition 2.

Soient f : E — F et g : F — G des applications bijectives. Lapplication g o f est bijective et sa bijection
réciproque est

(gof)y'=ftog™

Démonstration. D’aprés la proposition 1, il existe u: F — E tel que uo f =idg et f ou =1idp. Il existe aussi
v:G — Ftelquevog =idp et gov =1idg;. Onaalors (gof)o(uov) = go(f ou)ov = goidgov = gov =idg.
Et (uov)o(gof)=uo(vog)of =ucidrof =uof =idg. Donc go f est bijective et son inverse est uov.
Comme u est la bijection réciproque de f et v celle de g alors : uov=f"tog™! O

Mini-exercices.

1. Les fonctions suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?
e fi:R—[0,+00[, x — x2.

o f5:[0,+00[— [0,+00[, x — x2.

e f3:N—>N, x— x2.

o fuZ—>Z,x—>x—7.
* fszR_)[O,'i‘OO[,X’—)'XL

2. Montrer que la fonction f :]1,+00[—]0,+0o0o[ définie par f(x) = ﬁ est bijective. Calculer sa
bijection réciproque.

4. Ensembles finis

4.1. Cardinal

Définition 6.
Un ensemble E est s'il existe un entier n € N et une bijection de E vers {1,2,...,n}. Cet entier n est
unique et s’appelle le de E (ou le ) et est noté Card E.

Quelques exemples :

1. E = {rouge, noir} est en bijection avec {1,2} et donc est de cardinal 2.

2. N n’est pas un ensemble fini.

3. Par définition le cardinal de 'ensemble vide est 0.

Enfin quelques propriétés :

1. Si A est un ensemble fini et B C A alors B est aussi un ensemble fini et Card B < Card A.

2. Si A, B sont des ensembles finis disjoints (c’est-a-dire AN B = &) alors Card(AU B) = Card A + Card B.

3. Si A est un ensemble fini et B C A alors Card(A \ B) = CardA — Card B. En particulier si B C A et
CardA = Card B alors A= B.

4. Enfin pour A, B deux ensembles finis quelconques :
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Card(AUB) = CardA + Card B— Card(AN B)

Voici une situation ol s’applique la derniéere propriété :

La preuve de la derniére propriété utilise la décomposition
AUB=AU(B\(ANB))
Les ensembles A et B \ (AN B) sont disjoints, donc
Card(AUB) = CardA + Card (B \ (AN B)) = Card A+ Card B — Card(AN B)

par la propriété 2, puis la propriété 3.

4.2. Injection, surjection, bijection et ensembles finis

Proposition 3.
Soit E, F deux ensembles finis et f : E — F une application.

1. Si f est injective alors Card E < Card F.
2. Si f est surjective alors Card E > Card F.
3. Si f est bijective alors Card E = Card F.

Démonstration.

1. Supposons f injective. Notons F’ = f (E) C F alors la restriction f| : E — F’ (définie par f|(x) = f(x))
est une bijection. Donc pour chaque y € F’ est associé un unique x € E tel que y = f(x). Donc E et F’
ont le méme nombre d’éléments. Donc Card F’ = CardE. Or F’ C F, ainsi Card E = Card F’ < Card F.

2. Supposons f surjective. Pour tout élément y € F, il existe au moins un élément x de E tel que y = f(x)
et donc Card E > CardF.

3. Cela découle de (1) et (2) (ou aussi de la preuve du (1)).

Proposition 4.
Soit E, F deux ensembles finis et f : E — F une application. Si

CardE = CardF
alors les assertions suivantes sont équivalentes :
i. f estinjective,
ii. f estsurjective,
iii. f est bijective.
Démonstration. Le schéma de la preuve est le suivant : nous allons montrer successivement les implications :
(i) = (ii) = (iii)) = (i)

ce qui prouvera bien toutes les équivalences.
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e (i) = (ii). Supposons f injective. Alors Card f (E) = Card E = Card F. Ainsi f (E) est un sous-ensemble
de F ayant le méme cardinal que F ; cela entraine f(E) = F et donc f est surjective.

« (ii) = (iii). Supposons f surjective. Pour montrer que f est bijective, il reste & montrer que f est
injective. Raisonnons par I'absurde et supposons f non injective. Alors Card f (E) < Card E (car au
moins 2 éléments ont la méme image). Or f(E) = F car f surjective, donc Card F < Card E. C’est une
contradiction, donc f doit étre injective et ainsi f est bijective.

o (iii) = (i). C’est clair : une fonction bijective est en particulier injective.

Appliquez ceci pour montrer le

Proposition 5.
Si Uon range dans k tiroirs, n > k paires de chaussettes alors il existe (au moins) un tiroir contenant (au
moins) deux paires de chaussettes.

Malgré sa formulation amusante, c’est une proposition souvent utile. Exemple : dans un amphi de 400
étudiants, il y a au moins deux étudiants nés le méme jour!

4.3. Nombres d’applications

Soient E, F des ensembles finis, non vides. On note CardE = n et Card F = p.

Proposition 6.
Le nombre d’applications différentes de E dans F est :

n

p

Autrement dit cest | (Card F)C2dE |

Exemple 4.
En particulier le nombre d’applications de E dans lui-méme est n". Par exemple si E = {1,2,3,4,5} alors ce
nombre est 5° = 3125.

Démonstration. Fixons F et p = Card F. Nous allons effectuer une récurrence sur n = CardE. Soit (P,)
I'assertion suivante : le nombre d’applications d’'un ensemble & n éléments vers un ensemble a p éléments
est p™.

» Initialisation. Pour n = 1, une application de E dans F est définie par I'image de 'unique élément de E.
Ilyap = CardF choix possibles et donc p! applications distinctes. Ainsi P; est vraie.

o Heérédité. Fixons n > 1 et supposons que P, est vraie. Soit E un ensemble a n + 1 éléments. On choisit
et fixe a € E; soit alors E’ = E \ {a} qui a bien n éléments. Le nombre d’applications de E’ vers F est
p", par l’hypothése de récurrence (P,). Pour chaque application f : E’ — F on peut la prolonger en une
application f : E — F en choisissant 'image de a. On a p choix pour I'image de a et donc p" x p choix
pour les applications de E vers F. Ainsi P, est vérifiée.

» Conclusion. Par le principe de récurrence P, est vraie, pour tout n > 1.

0
Proposition 7.
Le nombre d’injections de E dans F est :
px(p—1x--x(p—(n—1)).
Démonstration. Supposons E = {a;,a,,...,a,}; pour I'image de a; nous avons p choix. Une fois ce choix

fait, pour I'image de a, il reste p — 1 choix (car a, ne doit pas avoir la méme image que a,;). Pour I'image
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de a5 il y a p — 2 possibilités. Ainsi de suite : pour I'image de a; il y a p — (k — 1) choix... Il y a au final
px(p—1)x---x(p—(n—1)) applications injectives. O

Notation :n!l=1x2x3x---xn.Avec 1! =1 et par convention 0! = 1.

Proposition 8.
Le nombre de bijections d’'un ensemble E de cardinal n dans lui-méme est :

Exemple 5.
Parmi les 3125 applications de {1,2,3,4,5} dans lui-méme il y en a 5! = 120 qui sont bijectives.

Démonstration. Nous allons le prouver par récurrence sur n. Soit (P,) ’assertion suivante : le nombre de
bijections d'un ensemble a n éléments dans un ensemble a n éléments est n!

» P, estvraie. Il n’y a qu’une bijection d'un ensemble a 1 élément dans un ensemble a 1 élément.

» Fixons n > 1 et supposons que P, est vraie. Soit E un ensemble a n + 1 éléments. On fixe a € E.
Pour chaque b € E il y a —par 'hypothése de récurrence— exactement n! applications bijectives de
E\ {a} — E\ {b}. Chaque application se prolonge en une bijection de E — F en posant a — b. Comme
ilyan+1 choix de b € E alors nous obtenons n! x (n+ 1) bijections de E dans lui-méme. Ainsi P, est
vraie.

» Par le principe de récurrence le nombre de bijections d’'un ensemble a n éléments est n!

On aurait aussi pu directement utiliser la proposition 7 avec n = p (sachant qu’alors les injections sont aussi
des bijections). O

4.4. Nombres de sous-ensembles

Soit E un ensemble fini de cardinal n.
Proposition 9.

11y a 2¢29E sous-ensembles de E :

CardZ (E) =2"

Exemple 6.
Si E=1{1,2,3,4,5} alors 2(E) a 2° = 32 parties. C’est un bon exercice de les énumérer :
e 'ensemble vide : @,
o 5singletons : {1},{2},...,
e 10 paires : {1,2},{1,3},...,{2,3},...,
o 10 triplets : {1,2,3},...,
e 5ensembles a 4 éléments : {1,2,3,4},{1,2,3,5},...,
et E tout entier : {1,2,3,4,5}.

Démonstration. Encore une récurrence sur n = Card E.
e Sin=1, E = {a} est un singleton, les deux sous-ensembles sont : & et E.
» Supposons que la proposition soit vraie pour n > 1 fixé. Soit E un ensemble a n + 1 éléments. On fixe
a € E. 1l y a deux sortes de sous-ensembles de E :
— les sous-ensembles A qui ne contiennent pas a : ce sont les sous-ensembles A C E \ {a}. Par ’hypothese
de récurrence il y en a 2".
— les sous-ensembles A qui contiennent a : ils sont de la forme A = {a} UA" avec A’ C E \ {a}. Par
I'hypothése de récurrence il y a 2" sous-ensembles A’ possibles et donc aussi 2" sous-ensembles A.
Le bilan : 2" + 2" = 2"*! parties AC E.
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« Par le principe de récurrence, nous avons prouvé que si Card E = n alors on a Card Z(E) = 2".

4.5. Coefficients du binome de Newton

Définition 7.
Le nombre de parties a k éléments d’'un ensemble a n éléments est noté (2) ou C,’f.

Exemple 7.
Les parties a deux éléments de {1, 2,3} sont {1, 2}, {1,3} et {2,3} et donc (2) = 3. Nous avons déja classé
les parties de {1,2,3,4,5} par nombre d’éléments et donc

. (5) =1 (la seule partie n’ayant aucun élément est 'ensemble vide),

. =5 (il y a 5 singletons),
. =10 (il y a 10 paires),

P e e e
U1 U1 U1 UIN U= 01O

— —
Il
—_
A=

=1 (la seule partie ayant 5 éléments est 'ensemble tout entier).
Sans calculs on peut déja remarquer les faits suivants :

Proposition 10.

(=1 ()=n()=1
(=0
(@@ Q=2

Démonstration.
1. Par exemple : ('11) =n car il y a n singletons.

2. Compter le nombre de parties A C E ayant k éléments revient aussi a compter le nombre de parties de la
forme CA (qui ont donc n — k éléments), ainsi (nfk) = (Z)

3. La formule (§) + (}) + -+ () + -+ (}) = 2" exprime que faire la somme du nombre de parties a k
éléments, pour k =0,...,n, revient a compter toutes les parties de E.

O

Proposition 11.

()-(")+(5)) ©<kem

Démonstration. Soit E un ensemble a n éléments, a € E et E' = E \ {a}. Il y a deux sortes de parties AC E

ayant k éléments :
« celles qui ne contiennent pas a : ce sont donc des parties a k éléments dans E’ qui a n— 1 éléments. Il y
aen a donc (";1),
o celles qui contiennent a : elles sont de la forme A= {a} UA’ avec A’ une partie & k — 1 éléments dans E’
quian—1éléments.Ilyena (k 1)

Bilan : (3) = (;73) + ("¢ ')- N
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Le triangle de Pascal est un algorithme pour calculer ces coefficients (Z) La ligne du haut correspond a (g),
. . L (1 1 . Los (2 (2 2

la ligne suivante a (0) et (1), la ligne d’apres a (0), (1) et gz). \ \

La derniére ligne du triangle de gauche aux coefficients (0), (1), oo ( 4).

Comment continuer ce triangle pour obtenir le triangle de droite ? Chaque élément de la nouvelle ligne est

obtenu en ajoutant les deux nombres qui lui sont au-dessus a droite et au-dessus a gauche.

A Ay
ININ VAVAN
ANVAWAN ANVAWAN

1fxfxfgf\ lfxfxfxf\
6 /\/EJEXE/\

5

Ce qui fait que cela fonctionne c’est bien siir la proposition 11 qui se représente ainsi :

) ()
N/
)

Une autre fagon de calculer le coefficient du binome de Newton repose sur la formule suivante :

Proposition 12.

()= ra-m

Démonstration. Cela se fait par récurrence sur n. C’est clair pour n = 1. Si c’est vrai au rang n — 1 alors
écrivons (Z) = (Zj) + (n;l) et utilisons ’hypothése de récurrence pour (Zj) et (nzl). Ainsi

(Z) - (Z _ D * (n; 1) " k= 1)!(51n—_111!(k “y T k!(in—_113!k)!

. (n—1) x( 1 +1)_ (n—1)! y n

S k=D (n—k—=1)! \n—k k) (k=D'(n—k—1)" k(n—k)
n!

~ K=k

4.6. Formule du binome de Newton

Théoreme 1.
Soient a, b € R et n un entier positif alors :

(a+b)" :Z(D a k. pk
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Autrement dit :

(a+b)”=(n) a”-b°+(n) a"‘l-b1+---+(n) a”‘k-bk+---+(n) a®-p"
0 1 k n

Le théoréme est aussi vrai si a et b sont des nombres complexes.

Exemple 8.

1. Pour n = 2 on retrouve la formule archi-connue : (a + b)? = a® + 2ab + b>.
2. 1l est aussi bon de connaitre (a + b)® = a® + 3a?b + 3ab? + b°.

3. Sia=1et b =1 on retrouve la formule : >,_, (}) = 2".

Démonstration. Nous allons effectuer une récurrence sur n. Soit (P,) 'assertion : (a + b)" = ZZ:O (2) a”

bk,
o Initialisation. Pour n =1, (a + b)' = (é)albo + G)aobl. Ainsi P; est vraie.
» Heérédité. Fixons n > 2 et supposons que P,_; est vraie.

(a+b)" = (a+Db) (a+b) !

= a(a”‘1 +oot (nzl)a"‘l‘kbk +ot b"‘l)

A (an—l+”_+(Z_i)an—l—(k—l)bk—1+.__+bn—l)

() () e

— ...+(Z)a"_kbk+...

n

_ Z(D k. pk

k=0
Ainsi P, est vérifiée.
e Conclusion. Par le principe de récurrence P, est vraie, pour tout n > 1.

Mini-exercices.

26

_k.

1. Combien y a-t-il d’applications injectives d’'un ensemble a n éléments dans un ensemble a n + 1

éléments ?

2. Combien y a-t-il d’applications surjectives d'un ensemble a n + 1 éléments dans un ensemble a n

éléments ?

3. Calculer le nombre de facons de choisir 5 cartes dans un jeux de 32 cartes.

4. Calculer le nombre de listes a k éléments dans un ensemble a n éléments (les listes sont ordonnées :

par exemple (1,2,3) # (1, 3,2)).
5. Développer (a —b)*, (a+ b)°.

6. Que donne la formule du binéme pour a = —1, b = +1? En déduire que dans un ensemble a n

éléments il y a autant de parties de cardinal pair que de cardinal impair.
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5. Relation d’équivalence

5.1. Définition

Une sur un ensemble E, c’est la donnée pour tout couple (x,y) € E x E de « Vrai » (s'ils sont en
relation), ou de « Faux » sinon.

Nous schématisons une relation ainsi : les éléments de E sont des points, une fleche de x vers y signifie que
x est en relation avec y, c’est-a-dire que I'on associe « Vrai » au couple (x, y).

(v

[ X

c.\.
Définition 8.
Soit E un ensemble et Z une relation, c’est une si:
e VXx€E, xZx, ( )
(v
xXe
e VX, yEE, xRy = yZx, ( )
xe«—"9Y
e Vx,y,2€E, xRy et yBRz = xRz, ( )
y
[ ]
/‘ T ez

Exemple de relation d’équivalence :

5.2. Exemples

Exemple 9.
Voici des exemples basiques.
1. Larelation # « étre parallele » est une relation d’équivalence pour 'ensemble E des droites affines du
plan :
« réflexivité : une droite est parallele a elle-méme,
o symétrie : si D est parallele & D’ alors D’ est paralléle a D,
o transitivité : si D paralléle & D’ et D’ paralléle & D” alors D est paralléle a D”.
2. La relation « étre du méme age » est une relation d’équivalence.

3. Larelation « étre perpendiculaire » n’est pas une relation d’équivalence (ni la réflexivité, ni la transitivité
ne sont vérifiées).

4. Larelation < (sur E = R par exemple) n’est pas une relation d’équivalence (la symétrie n’est pas vérifiée).
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5.3. Classes d’équivalence

Définition 9.
Soit Z une relation d’équivalence sur un ensemble E. Soit x € E, la de x est

cl(x) = {y €E| y%x}

cl(x) est donc un sous-ensemble de E, on le note aussi x. Si y € cl(x), on dit que y un de
cl(x).
Soit E un ensemble et £ une relation d’équivalence.

Proposition 13.
On a les propriétés suivantes :

1. dx)=c(y) = xZRy.
2. Pourtout x,y € E, cl(x)=cl(y)oucl(x)Ncl(y)=@.

3. Soit C un ensemble de représentants de toutes les classes alors {cl(x) | x € C} constitue une partition de

E.
Une de E est un ensemble {E;} de parties de E tel que E = | J, E; et E; N E; = @ (si i # j).
E
Exemples :

1. Pour la relation « étre du méme &ge », la classe d’équivalence d'une personne est 'ensemble des personnes
ayant le méme age. Il y a donc une classe d’équivalence formée des personnes de 19 ans, une autre
formée des personnes de 20 ans,... Les trois assertions de la proposition se lisent ainsi :

e On est dans la méme classe d’équivalence si et seulement si on est du méme age.

« Deux personnes appartiennent soit a la méme classe, soit a des classes disjointes.

» Si on choisit une personne de chaque dge possible, cela forme un ensemble de représentants C.
Maintenant une personne quelconque appartient a une et une seule classe d’'un des représentants.

2. Pour la relation « étre paralléle », 1a classe d’équivalence d’une droite est 'ensemble des droites paralleles
a cette droite. A chaque classe d’équivalence correspond une et une seule direction.

Voici un exemple que vous connaissez depuis longtemps :
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Exemple 10.
Définissons sur E = Z x N* la relation % par

(p.9)2(p".q) = pq' =pq.
Tout d’abord £ est une relation d’équivalence :

o Z est réflexive : pour tout (p,q) on a bien pq = pq et donc (p,q)Z(p, q).

o % est symétrique : pour tout (p,q), (p’,q’) tels que (p,q)%(p’,q’) on a donc pq’ = p’q et donc p’q = pq’
d’ot (p’,q")%(p, Q)

o Z est transitive : pour tout (p,q), (p’,q"), (p”,q”) tels que (p,q)%(p’,q’) et (p’,q")%(p”,q"") on a donc
pq' =p'qetp’q” =p"q’. Alors (pq')q” = (p'q)q"” = q(p'q") = q(p”q). En divisant par q’ # 0 on obtient
pq” = qp” et donc (p,q)2(p",q").

Nous allons noter g =cl(p, q) la classe d’équivalence d'un élément (p,q) € Z x N*. Par exemple, comme
(2,3)%(4,6) (car 2 x 6 = 3 x 4) alors les classes de (2,3) et (4, 6) sont égales : avec notre notation cela
s’écrit : % = g.

C’est ainsi que I'on définit les rationnels : 'ensemble Q des rationnels est 'ensemble de classes d’équivalence
de la relation Z.

Les nombres % = % sont bien égaux (ce sont les mémes classes) mais les écritures sont différentes (les

représentants sont distincts).

5.4. Lensemble Z/nZ

Soit n > 2 un entier fixé. Définissons la relation suivante sur 'ensemble E = Z :

a=b (modn) <= a—b estun multiple den

Exemples pour n=7:10 =3 (mod 7), 19 =5 (mod 7), 77 =0 (mod 7), —1 = 20 (mod 7).

Cette relation est bien une relation d’équivalence :
e Pourtouta € Z,a—a =0=0-n est un multiple de n donc a = a (mod n).
» Pour a,b € Z tels que a = b (mod n) alors a — b est un multiple de n, autrement dit il existe k € Z tel
que a —b =kn et donc b —a = (—k)n et ainsi b = a (mod n).
e Sia=b (modn)etb=c (mod n) alors il existe k,k’ € Z tels que a— b = kn et b —c = k’n. Alors
a—c=(a—b)+(b—c)=(k+k")n et donc a =c (mod n).
La classe d’équivalence de a € Z est notée a. Par définition nous avons donc
a=cl(a)= {b €Z|b=a (mod n)}.
Comme un tel b s’écrit b = a + kn pour un certain k € Z alors c’est aussi exactement
E=a+nZ={a+kn|kEZ}.
Comme n =0 (mod n), n+1=1 (mod n), ... alors
n=0, n+l=1, n+2=2,...

et donc 'ensemble des classes d’équivalence est 'ensemble

Z/n7 = {6,15,...,11—1}

qui contient exactement n éléments.

Par exemple, pourn =7 :
e« 0={...,—14,-7,0,7,14,21,...} = 7Z
e 1={..,—-13,-6,1,8,15,...} =1+ 7Z
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e« 6=1{...,—8,-1,6,13,20,...} =6+ 7Z
Mais ensuite 7 ={...—7,0,7,14,21,...} =0 = 7Z. Ainsi Z/7Z = {6, 1,2,... ,6} posséde 7 éléments.
Remarque.
Dans beaucoup de situations de la vie courante, nous raisonnons avec les modulos. Par exemple pour I'heure :
les minutes et les secondes sont modulo 60 (apres 59 minutes on repart a zéro), les heures modulo 24 (ou
modulo 12 sur le cadran a aiguilles). Les jours de la semaine sont modulo 7, les mois modulo 12,...

Mini-exercices.

1. Montrer que la relation définie sur N par xZy <= zx% € N est une relation d’équivalence. Montrer
qu’il y a 3 classes d’équivalence.

2. Dans R? montrer que la relation définie par (x,y)Z(x’,y’) < x+y’ = x’ + y est une relation
d’équivalence. Montrer que deux points (x, y) et (x’, y’) sont dans une méme classe si et seulement
s’ils appartiennent a une méme droite dont vous déterminerez la direction.

3. On définit une addition sur Z/nZ par p+q = p + q. Calculer la table d’addition dans Z/6Z (c’est-a-dire
toutes les sommes p +q pour p,q € Z/6Z). Méme chose avec la multiplication p X ¢ = p x q. Mémes
questions avec Z/5Z, puis Z/87Z.

Auteurs du chapitre Arnaud Bodin, Benjamin Boutin, Pascal Romon



Nombres complexes

Vidéo M partie 1. Les nombres complexes, définitions et opérations
Vidéo M partie 2. Racines carrées, équation du second degré

Vidéo M partie 3. Argument et trigonométrie

Vidéo M partie 4. Nombres complexes et géométrie

Fiche d’exercices ¢ Nombres complexes

Préambule

L'équation x + 5 = 2 a ses coefficients dans N mais pourtant sa solution x = —3 n’est pas un entier naturel.
Il faut ici considérer 'ensemble plus grand Z des entiers relatifs.

x+5=2 7 2x=-3 xzz% x2=—v2

Q- R« C

De méme I'équation 2x = —3 a ses coefficients dans Z mais sa solution x = —% est dans 'ensemble plus grand
des rationnels Q. Continuons ainsi, 'équation x? = % a coefficients dans Q, a ses solutions x; = +1/+/2
et X, = —1/+/2 dans 'ensemble des réels R. Ensuite ’équation x? = —+/2 a ses coefficients dans R et ses
solutions x; = +iVv V2 et x, = —i v/ V2 dans lensemble des nombres complexes C. Ce processus est-il sans
fin? Non! Les nombres complexes sont en quelque sorte le bout de la chalne car nous avons le théoréme
de d’Alembert-Gauss suivant : « Pour n’importe quelle équation polynomiale a,x™ + a,_1x" 1 + -+ a,x? +
a;x +ag = 0 oil les coefficients a; sont des complexes (ou bien des réels), alors les solutions x1, ..., x, sont dans

lensemble des nombres complexes ».

Outre la résolution d’équations, les nombres complexes s’appliquent a la trigonométrie, a la géométrie
(comme nous le verrons dans ce chapitre) mais aussi a ’électronique, a la mécanique quantique, etc.

1. Les hombres complexes

1.1. Définition

I Définition 1.
Un est un couple (a, b) € R? que 'on notera a +ib


http://www.youtube.com/watch?v=utABzdEXLuE
http://www.youtube.com/watch?v=KmPyB3Twjio
http://www.youtube.com/watch?v=k9eqlVv535o
http://www.youtube.com/watch?v=ej9zpQYsQs8
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00001.pdf
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iR,

a+ib

Cela revient a identifier 1 avec le vecteur (1,0) de R?, et i avec le vecteur (0,1). On note C I'ensemble des

nombres complexes. Si b = 0, alors z = a est situé sur ’axe des abscisses, que I'on identifie a R. Dans ce

cas on dira que z est , et R apparait comme un sous-ensemble de C, appelé .Sib#0,z est dit
etsib#0eta=0,z estdit

1.2. Opérations

Siz=a+1ib etz’ =a’+ib’ sont deux nombres complexes, alors on définit les opérations suivantes :
e addition : (a+ib)+(a’+ib")=(a+a’)+i(b+b’)

iR ,
z2+z
Y
-7 7
/” /
///’ /
Z///” //
l" //
/ /
/ /
/ /l
K B -
, -~z
, -
, -
S
0 1 R

o multiplication : (a+ib) x (a’+ib’) = (aa’— bb’) +i(ab’ + ba’). On développe en suivant les régles de
la multiplication usuelle avec la convention suivante :

i2=-1
1.3. Partie réelle et imaginaire
Soit 2 = a +1ib un nombre complexe, sa est le réel a et on la note Re(z); sa
est le réel b et on la note Im(z).
iR
,,,,,,,,,,,,,,, »
Im(z)| i 3
0 1 Re(z) R

Re(z)
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Par identification de C a R?, 'écriture z = Re(z) + iIm(z) est unique :
Re(z) = Re(z))
2=32 — et
Im(z) = Im(z")
En particulier un nombre complexe est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle. Un nombre
complexe est nul si et et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont nuls.

1.4. Calculs

Quelques définitions et calculs sur les nombres complexes.

Az
/.
. g -~
1 /.
0.~
//// 1
—g ///
[
e I dez=a+ib est —z =(—a)+i(—b) =—a—1ib.
e La AER: A-z2=(Aa)+i(Ab).
e I : siz # 0, il existe un unique 2’ € C tel que 22"’ =1 (o1 1 =1 +1x0).

Pour la preuve et le calcul on écrit z = a +ib puis on cherche z’ = a’ +ib’ tel que 2z’ = 1. Autrement
dit (a +ib)(a’ +1b’) = 1. En développant et identifiant les parties réelles et imaginaires on obtient les
équations
aa’—bb'=1 (L)
{ ab’+ba’=0 (L,)
En écrivant aL; +bL, (on multiplie la ligne (L) par a, la ligne (L,) par b et on additionne) et —bL,+al,

on en déduit
a(a®?+b*)=a a= ot
{ b’ (a®+b%)=—-b donc b = __azibz

Linverse de z, noté %, est donc

, 1 a ) a—ib
g === +1 = .
z a?+b%2 a?+0b%2 a?+b?
e La : & est le nombre complexe z x %

o Propriété d’intégrité : si zz’ =0 alorsz =0 ouz’ = 0.

. . . _ n
e Puissances: 22 =z x3z,2" =z x--- xz (n fois, n € N). Par convention z° =1 et 2" = (%) = .

Proposition 1.
Pour tout z € C différent de 1

1_ZT1+1
1—z

l+z422+- - +2"=

La preuve est simple : notons S = 1 +z +22 +--- + 2", alors en développant S - (1 —z) presque tous les

termes se télescopent et I'on trouve S - (1 —g) = 1 —z""!,
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Remarque.
Il n’y pas d’ordre naturel sur C, il ne faut donc jamais écrire z > 0 ou z < z’.

1.5. Conjugué, module

Le dez=a+1ib estz=a—ib, autrement dit Re(%) = Re(z) et Im(Z) = —Im(z). Le point Z est le
symétrique du point z par rapport a 'axe réel.

Le de 2 = a +1b est le réel positif |z| = va2 + b2. Comme z x Z = (a +ib)(a —ib) = a® + b? alors
le module vaut aussi |z| = v2zZ.

'¥4 z=a+1ib
|
|
|
|
|

Quelques formules :

-z+z’=2+?, Z2=g2, z3’ =32z
e z2=3<=>z€R

e BP=zxz fHl=lal, |s2] =zl
e |2|=0=2=0

Proposition 2 (L'inégalité triangulaire).

~z+z’| < |z|+|z’|

Avant de faire la preuve voici deux remarques utiles. Soitz=a+ibeCaveca,beR:

o |Re(z)| < |z| (et aussi | Im(z)| < |2]). Cela vient du fait que |a| < v a2 + b2. Noter que pour un réel |a|
est a la fois le module et la valeur absolue.
e [24+2%2=2Re(z) |etz—2z=2iIm(z). Preuve : 2+ 2= (a+ib)+ (a—ib) = 2a = 2Re(z).
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Démonstration. Pour la preuve on calcule |z + 2’| :
z+2'12 = (z +z’)(sz’)
= 22+2'7 +22/ +2'2
2|2 + |2|* + 2Re(2'%)
2% + |2/ + 2|2'2]
2% + |2/ | + 2|z2/|
(2] +|2'])?

NN N

Exemple 1.
Dans un parallélogramme, la somme des carrés des diagonales égale la somme des carrés des cotés.

Si les longueurs des c6tés sont notées L et £ et les longueurs des diagonales sont D et d alors il s’agit de
montrer I'égalité

D?+d? =202 + 212

z2+3z

Démonstration. Cela devient simple si 'on considére que notre parallélogramme a pour sommets 0, z, z’
et le dernier sommet est donc z + 2’. La longueur du grand coté est ici |z], celle du petit coté est |z/]. La
longueur de la grande diagonale est |z +2’|. Enfin il faut se convaincre que la longueur de la petite diagonale
est |z —2’|.

D2+d2=|z+z’|2—lr|z—z”2 = (z+z’)m+(z—z’)m
28422 +2'54+2's +25—22' —2'Z+ 22
227 + 227 = 2|z + 2|/°
= 20*+2172

Mini-exercices.

Calculer 1 — 2i+ﬁ.

Ecrire sous la forme a +1b les nombres complexes (1 +1)2, (1 +1)%, (1 +1)%, (1 +1)8.
En déduire 1+ (1 +i) + (1 +1)2+---+ (1 +1)”.

Soit z € C tel que |1 +iz| =|1 —iz|, montrer que z € R.

Montrer que si |Rez| < |Rez’| et |Imz| < |Imz’| alors |z| < |2’|, mais que la réciproque est fausse.

AN

Montrer que 1/Z = z/ |z|? (pour z # 0).
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2. Racines carrées, équation du second degré

2.1. Racines carrées d’un nombre complexe

Pour z € C, une est un nombre complexe w tel que w? = z.

Par exemple si x € R,, on connait deux racines carrées : /x,—+/x. Autre exemple : les racines carrées de
—1 sontiet —i.

Proposition 3.

Soit z un nombre complexe, alors z admet deux racines carrées, w et —w.

Attention ! Contrairement au cas réel, il n’y a pas de facon privilégiée de choisir une racine plut6t que l'autre,
donc pas de fonction racine. On ne dira donc jamais « soit w la racine de z ».

Si z # 0 ces deux racines carrées sont distinctes. Si z = 0 alors w = 0 est une racine double.

Pour z = a +1ib nous allons calculer w et —w en fonction de a et b.

Démonstration. Nous écrivons «w = x + iy, nous cherchons x, y tels que w? = z.
2 _ Y ;
w'=z < (x+iy)* =a+ib
x2—y?=a en identifiant parties
2xy =>b et parties imaginaires.

Petite astuce ici : nous rajoutons 'équation |w|*> = |z| (qui se déduit bien siir de w? = z) qui s'écrit aussi
x2 + y? = v/a2 + b2. Nous obtenons des systémes équivalents aux précédents :

x?—y*=a 2x2=+va2+b2+a x=:|:1/iE Va2 +b2+a
2xy =b =1 2y’=Va2+bh2—a = y:i%z\/m_a
x*+y*=+va2+ b2 2xy =b 2xy = b

Discutons suivant le signe du réel b. Si b = 0, x et y sont de méme signe ou nuls (car 2xy = b > 0) donc

w:i%(\/\/mﬂm/\/m_a),

etsib<0
1
co=:lzﬁ(v vaZ+b2+a—iV \/az—l—bz—a).
En particulier si b = 0 le résultat dépend du signe de a, si a = 0, v a2 = a et par conséquent w = £4/a,
tandis que si a < 0, va2 =—a etdonc w = +iv/—a ==*i+/|al. O
Il n’est pas nécessaire d’apprendre ces formules mais il est indispensable de savoir refaire les calculs.
Exemple 2.
Les racines carrées de i sont +‘/7§(1 +1i) et —‘/75(1 +1).
En effet :
wr=i = (x+i_y)2 =i
x2 _ y2 =0
2xy =1
Rajoutons la conditions |w|? = |i| pour obtenir le systéme équivalent au précédent :
x2—y%2=0 2x2=1 XZi%
2xy =1 =1 2y’=1 < y::l:%
x2+y?=1 2xy =1 2xy =1

Les réels x et y sont donc de méme signe, nous trouvons bien deux solutions :

x+iy= ou x+iy=———i—

1.1
_1_
V2 V2
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2.2. Equation du second degré

Proposition 4.

Léquation du second degré az? + bz +c = 0, ol a,b,c € C et a # 0, posséde deux solutions 21,2, € C
éventuellement confondues.

Soit A = b% — 4ac le discriminant et § € C une racine carrée de A. Alors les solutions sont

—b+6 —b—9o
Z1 = et Z9 = .
2a 2a
Et si A = 0 alors la solution 2 = z; = 2, = —b/2a est unique (elle est dite double). Si on s’autorisait a écrire

5 = VA, on obtiendrait la méme formule que celle que vous connaissez lorsque a, b, ¢ sont réels.
Exemple 3.
—1+iv/3
2 "/_
—1+ %2(1+1)

2 1, 42 :
On retrouve aussi le résultat bien connu pour le cas des équations a coefficients réels :

e 224+2+1=0, A=-3,5 =143, les solutions sont z =

o« 224z + 17_1 =0,A=i,6= g(l + 1), les solutions sont z =

Corollaire 1.
Si les coefficients a, b, c sont réels alors A € R et les solutions sont de trois types :

b
e si A =0, la racine double est réelle et vaut ~od

a
. . , —bx VA
e si A >0, on a deux solutions réelles ———,
a
. : . , —b*iv—A
e si A <0, on a deux solutions complexes, mais non réelles, —a
a

Démonstration. On écrit la factorisation

5 (2 b c) ( b)z b2 ¢
az"+bz+c = alz+—z+—|=al|l|lz+— ]| ——+—
a a 2a 4a2  q
b)z A b)z 52
——|=allzg+— | ——
4q2 2a 4q2
(e 2)-2 )+ 20)+32)
al|lz+—|—— Z2+— |+ =
2a 2a 2a 2a

= a(z—_l;+5)(z—_b_5)=a(z—zl)(z—22)

a 2a
Donc le binéme s’annule si et seulement si 2 = 2; ou 2 = 2,. O

Il
)
~—
~—
N
+
& |
Q

2.3. Théoreme fondamental de I'algébre

Théoréme 1 (d’Alembert-Gauss).

Soit P(2) = a,z" + a,_12" 1 + -+ + a;z + a, un polynéme a coefficients complexes et de degré n. Alors
léquation P(z) = 0 admet exactement n solutions complexes comptées avec leur multiplicité.

En d’autres termes il existe des nombres complexes z1,...,2%, (dont certains sont éventuellement confondus)
tels que

P(z) = a,(z—21)(z—22) - (2 —2,).

Nous admettons ce théoréme.
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Mini-exercices.

Calculer les racines carrées de —i, 3 —41.

Résoudre les équations : 22 +z—1 =0, 222 + (—=10—10i)z + 24— 10i = 0.

Résoudre I'équation 22 + (i—+/2)z —i+/2 = 0, puis 'équation Z* + (i—+v/2)Z2 —iv/2 =0.
Montrer que si P(z) = 22 + bz + ¢ posséde pour racines z;,2, € C alors z; +2, = —b et 2, -2, = c.

Trouver les paires de nombres dont la somme vaut i et le produit 1.

AN o

Soit P(z) = a,2" +a,_12" * +--- +a, avec a; € R pour tout i. Montrer que si z est racine de P alors 2
aussi.

3. Argument et trigonométrie

3.1. Argument

Siz =x+iy est de module 1, alors x2 + y? = |z|? = 1. Par conséquent le point (x, y) est sur le cercle unité
du plan, et son abscisse x est notée cos 8, son ordonnée y est sin 8, ol 6 est (une mesure de) I'angle entre
I'axe réel et z. Plus généralement, si z # 0, z/|z| est de module 1, et cela améne a :

Définition 2.
Pour tout z € C* = C \ {0}, un nombre 6 € R tel que z = |z| (cos 6 +isin O) est appelé un de
z et noté O = arg(z).

iR

arg(z)

Cet argument est défini modulo 27t. On peut imposer a cet argument d’étre unique si on rajoute la condition
0 e]l—m,+m].

Remarque.

=0 (mod2n) < 3JkeZ 0=0+2kn { cos § = cos '
sin 6 = sin O

Proposition 5.
Largument satisfait les propriétés suivantes :

o arg (zz’) = arg(z) + arg (z’) (mod 2m)

o arg(z") =narg(z) (mod 27)

o arg(1/z) =—arg(z) (mod 27)

o arg(z) = —argz (mod 27)
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Démonstration.

2z’ = |z|(cosO +isin®) |z’| (cos 0’ +isin 9’)
|zz’| (cos O cos ' —sin Osin 0’ +i(cos O sin O’ +sin 6 cos 0”))

|zz'| (cos(@ + 0’) + isin(@ + 6’))

donc arg (zz’ ) = arg(z) +arg (z’ ) (mod 27). On en déduit les deux autres propriétés, dont la deuxieme par
récurrence. O

3.2. Formule de Moivre, notation exponentielle

La est :

(cos@ +isin )" = cos(nO) +isin(nb)

Démonstration. Par récurrence, on montre que
(cosO +isinf)" = (cosO +isin0)" ! x (cosH +isinH)
(cos((n—1)8)+isin((n—1)0)) x (cos B +isinO)
= (cos((n—1)60)cosO —sin((n—1)6)sin0O)
+i(cos((n—1)0)sinO +sin((n—1)6)cos )

= cosnB +isinn6

Nous définissons la par

0

e'Y =cosO +1isin0

et donc tout nombre complexe s’écrit

2z = pel®

ou p = || est le module et § = arg(z) est un argument.
. . Ve . 1 1 /
Avec la notation exponentielle, on peut écrire pour z = pel? et 2’ = p’el?

. s/ : /
P =pp/€19619 :pp/el(9+9)

o — (peie)” — pn (eiG)” — pneinQ
1/z = 1/(peie) = %e‘ie

Z :pe—i9

. / PR 7 .z ig\" i
La formule de Moivre se réduit a I'égalité : (ele) =einf |

. . s/ . .
Et nous avons aussi : pel? = p’e'? (avec p, p’ > 0) si et seulement si p = p’ et 0 = 6’ (mod 2).

3.3. Racines n-ieme

Définition 3.
Pour z € Cetn €N, une est un nombre w € C tel que w" = 3.
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Proposition 6.
Iy a n racines n-iémes wg, w1, ..., w, ;1 de 2 = pe'?, ce sont :

i0+2ikm
wkzpl/”e n , k=0,1,...,n—1

Démonstration. Ecrivons z = pe'® et cherchons w sous la forme w = re'! tel que z = w". Nous obtenons
. Cn . : .
donc pel® = w" = (relt)" = r"e!". Prenons tout d’abord le module : p = |pe‘9| = |r”e”“| =r" et donc

r = p'/" (il s'agit ici de nombres réels). Pour les arguments nous avons e"* = ¢'? et donc nt = 6 (mod 21)
(n’oubliez surtout pas le modulo 27t !). Ainsi on résout nt = 6 + 2k (pour k € Z) et donc t = % + 2an Les

i0+2ikm . - . ..
1/ne™%" . Mais en fait il 0’y a que n solutions distinctes

solutions de ’équation w™ = z sont donc les w;, = p
car w, = wy, Wy = W1, ...Ainsi les n solutions sont wg, w1,..., W,_1-

O
Par exemple pour z = 1, on obtient les n e2ikm/n o —0 ... n—1 qui forment un
groupe multiplicatif.
j = e2ins3 i i RETE
0 1=¢" —1=¢'"
0 1
j2 — e4iﬂ/3 e*iﬁ/B
Racine 3-iéme de l'unité (z =1, n = 3) Racine 3-ietme de —1 (z=—1,n=3)

Les racines 5-ieme de I'unité (z = 1, n = 5) forment un pentagone régulier :

i eZirr/S
64171/5
0 1
e6in/5
eSirc/S
3.4. Applications a la trigonométrie
Voici les ,pour 0 €R :
i6 —i0 i6 —i0
+ J—
cos@zi , sin@z#
2 21
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Ces formules s’obtiennent facilement en utilisant la définition de la notation exponentielle. Nous les
appliquons dans la suite a deux problemes : le développement et la linéarisation.

On exprime sinn6 ou cosnd en fonction des puissances de cos 6 et sin 6.

Méthode : on utilise la formule de Moivre pour écrire cos(n6) + isin(nf) = (cos @ +1isin0)" que l'on
développe avec la formule du binome de Newton.

Exemple 4.

cos36 +isin30 = (cos@ +isin6)>
= c0s®0 +3icos?Hsinf —3cosHsin?H —isin® O
= (c0339—3cos@sin29)Jri(Sc:oszesiHH—sin3 9)
En identifiant les parties réelles et imaginaires, on déduit que

cos360 =cos® 6 —3cosOsin®?6 et sin30 =3cos?Hsinh —sin’ 6.

On exprime cos” 0 ou sin" O en fonction des cos k6 et sink6 pour k allant de 0 a n.

i0_,—i0\1
Meéthode : avec la formule d’Euler on écrit sin" 6 = (e 5 ) . On développe a l'aide du binéme de Newton

puis on regroupe les termes par paires conjuguées.

i —i6\3
. eV —e
sinff = [ ———
21

— _LSI ((eiG)B _B(eiQ)Ze—iG +3619(e—i6)2 _(e—iQ)S)

Exemple 5.

_ Ls ¢310 3610 4 30710 _o~310)
—0O1
o @310 _ ,—3i0 3619_6—19
4 2i 2i
sin36 3sinf
= — +
4 4

Mini-exercices.

1. Mettre les nombres suivants sont la forme module-argument (avec la notation exponentielle) : 1, i,
—1, —1i, 3i, 1+1i, v3—1i, /3 —1, ﬁ, (v/3 —1)?9%X 011 20xx est 'année en cours.

2. Calculer les racines 5-iéme de i.

3. Calculer les racines carrées de @ + % de deux facons différentes. En déduire les valeurs de cos 75 et
sin 5

2°
4. Donner sans calcul la valeur de wg+ w; + -+ + w,_1, ot les w; sont les racines n-ieme de 1.

5. Développer cos(40); linéariser cos* 8 ; calculer une primitive de 6 — cos* .
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4. Nombres complexes et géomeétrie

On associe bijectivement & tout point M du plan affine R? de coordonnées (x, y), le nombre complexe
z =X +iy appelé son

4.1. Equation complexe d’une droite

Soit
ax+by=c
I'équation réelle d’une droite 2 : a, b, c sont des nombres réels (a et b n’étant pas tous les deux nuls)
d’inconnues (x, y) € R?.
Ecrivons z = x +iy € C, alors
243 _z—3
Ty YT o
donc 2 a aussi pour équation a(z + 2) —ib(z — %) = 2c¢ ou encore (a —ib)z + (a +ib)z = 2c. Posons
w=a+ib e C* et k =2c € R alors '’équation complexe d’une droite est :

wz+wi=k

ouweC*etkeR.

4.2. Equation complexe d’un cercle

Soit €(Q,r) le cercle de centre Q et de rayon r. C’est 'ensemble des points M tel que dist(2, M) =r. Si
I'on note w T'affixe de 2 et z Iaffixe de M. Nous obtenons :

2

dist(Q,M)=r e |z—w|=r < z—wf’=r? <= @—w)(z—w)=r>

et en développant nous trouvons que I'équation complexe du cercle centré en un point d’affixe w et de
rayon r est :

2% — @z —wi =1’ —|w|?

ouweCetreR.

4.3. Equation ||§:Z|| =k

Proposition 7.

Soit A, B deux points du plan et k € R,.. Lensemble des points M tel que % =k est
 une droite qui est la médiatrice de [AB], si k =1,
e un cercle, sinon.
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Exemple 6.
Prenons A le point d’affixe +1,B le point d’affixe —1. Voici les figures pour plusieurs valeurs de k.
Par exemple pour k = 2 le point M dessiné vérifie bien MA = 2MB.

Démonstration. Si les affixes de A,B, M sont respectivement a, b, z, cela revient a résoudre 1’équation

lz—al _
E=l k.

|z —al

=k < |z—al®> =k%|z—b|?
|z — bl

& (z—a)(z—a) =k*(z—b)(z—b)

= (1—k?)zz —z(a—k?®b)—2(a—k?b) + |a|> —k%|b|* =0
Donc si k = 1, on pose w = a — k?b et 'équation obtenue z@ + Zw = |al?> — k?|b|? est bien celle d’'une
droite. Et bien s{ir ’'ensemble des points qui vérifient MA = M B est la médiatrice de [AB]. Si k # 1 on pose

_ 1.2 , . _ _ _ 112 k2 2 , .
w= al _kkzb alors I'équation obtenue est 22 —z® —Zw = %. C’est ’équation d’un cercle de centre w
i 2 2 _ —laP+kR?BI> 2 |a—k?b]> | —fal*+k*[b?
et de rayon r satisfaisant r* — |w|* = ——; 57—, soit r* = ey T e O

Ces calculs se refont au cas par cas, il n’est pas nécessaire d’apprendre les formules.
Mini-exercices.
1. Calculer '’équation complexe de la droite passant par 1 et i.

2. Calculer I'équation complexe du cercle de centre 1 + 2i passant par i.

. . z—i . . .
3. Calculer I'équation complexe des solutions de || 1|| =1, puis dessiner les solutions.
z —
A . |z —i|
4. Méme question avec | 1] =
Z —

Auteurs du chapitre Arnaud Bodin, Benjamin Boutin, Pascal Romon






Arithmétique

Vidéo M partie 1. Division euclidienne et pgcd
Vidéo W partie 2. Théoréme de Bézout

Vidéo W partie 3. Nombres premiers

Vidéo M partie 4. Congruences

Fiche d’exercices 4 Arithmétique dans Z

Préambule

Une motivation : 'arithmétique est au cceur du cryptage des communications. Pour crypter un message on
commence par le transformer en un —ou plusieurs— nombres. Le processus de codage et décodage fait appel
a plusieurs notions de ce chapitre :

» On choisit deux nombres premiers p et g que I'on garde secrets et on pose n = p x q. Le principe étant
que méme connaissant n il est tres difficile de retrouver p et g (qui sont des nombres ayant des centaines
de chiffres).

» La clé secrete et la clé publique se calculent a I'aide de I'algorithme d’Euclide et des coefficients de
Bézout.

« Les calculs de cryptage se feront modulo n.

o Le décodage fonctionne grice a une variante du petit théoréme de Fermat.

1. Division euclidienne et pgcd

1.1. Divisibilité et division euclidienne

Définition 1.
Soient a, b € Z. On dit que b a et on note b|a §'il existe g € Z tel que

a=bqg.

Exemple 1.
e 7|21; 6|48 ; a est pair si et seulement si 2|a.
e Pour tout a € Z on a a0 et aussi 1|a.
e Sia|lalorsa=+1oua=-—1.

(albetbla) = b==a

(a|b et b|lc) = da|c

(a|lbetalc) = alb+c


http://www.youtube.com/watch?v=ESIWfW9aSow
http://www.youtube.com/watch?v=snS9YDK7Ees
http://www.youtube.com/watch?v=cFS_bsNeFnw
http://www.youtube.com/watch?v=Ye4FJtv1OOo
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00006.pdf
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Théoreme 1 (Division euclidienne).
Soit a € Z et b € N\ {0}. Il existe des entiers q,r € Z tels que

a=bqg+r et 0<r<b

De plus q et r sont uniques.

Terminologie : q est le etrestle
Nous avons donc I'équivalence : r = 0O si et seulement si b divise a.

Exemple 2.
Pour calculer g et r on pose la division « classique ». Si a = 6789 et b = 34 alors

6789 =34 x 199 + 23

On a bien 0 < 23 < 34 (sinon c’est que I'on n’a pas été assez loin dans les calculs).

6789 34 o o
34 dividende diviseur
108
329 199 quotient
306 reste
23

Démonstration.

Existence. On peut supposer a > 0 pour simplifier. Soit A = {n eN|bn< a}. C’est un ensemble non vide
carn=0 &€ 4. De plus pour n € A4, on an < a. Il yadonc un nombre fini d’éléments dans .4/, notons
q = max .4 le plus grand élément.

Alorsgb <acarqe A,et(q+1)b>acarq+1¢ .4, donc

gh<a<(q+1)b=qb+0b.

On définit alors r = a —qb, r vérifie alors 0 < r =a—qb < b.
Unicité. Supposons que q’, r’ soient deux entiers qui vérifient les conditions du théoréme. Tout d’abord
a=bq+r=>bq'+r etdoncb(q—q")=r"—r.Dautrepart 0<r' <bet0<r<bdonc—b<r’'—r<b
(notez au passage la manipulation des inégalités). Mais r’—r = b(q—q’) donc on obtient —b < b(q—q’) < b.
On peut diviser par b > 0 pour avoir —1 < ¢ —q’ < 1. Comme q —q’ est un entier, la seule possibilité est
qg—q’ =0 etdonc q=q’. Repartant de r’ —r = b(q —q’) on obtient maintenant r = r’.

0

1.2. pgcd de deux entiers

Définition 2.
Soient a, b € Z deux entiers, non tous les deux nuls. Le plus grand entier qui divise a la fois a et b
s’appelle le de a, b et se note pged(a, b).

Exemple 3.
o pgcd(21,14) =7, pged(12,32) =4, pged(21,26) = 1.
o pgecd(a,ka) =a, pour tout k € Zeta > 0.
o Cas particuliers. Pour tout a > 0 : pged(a,0) = a et pged(a,1) =1.
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1.3. Algorithme d’Euclide

Lemme 1.
Soient a, b € N*. Ecrivons la division euclidienne a = bq+r. Alors

pged(a, b) = pged(b, )

En fait on a méme pged(a, b) = pged(b, a —gb) pour tout q € Z. Mais pour optimiser 1’algorithme d’Euclide
on applique le lemme avec g le quotient.

Démonstration. Nous allons montrer que les diviseurs de a et de b sont exactement les mémes que les
diviseurs de b et r. Cela impliquera le résultat car les plus grands diviseurs seront bien sir les mémes.
 Soit d un diviseur de a et de b. Alors d divise b donc aussi bq, en plus d divise a donc d divise a—bq =r.
o Soit d un diviseur de b et de r. Alors d divise aussi bq +r =a.
O

Algorithme d’Euclide.
On souhaite calculer le pged de a, b € N*. On peut supposer a > b. On calcule des divisions euclidiennes
successives. Le pged sera le dernier reste non nul.

o division de a par b, a = bq; +r;. Parle lemme 1, pged(a, b) = pged(b, r;) et sir; = 0 alors pged(a, b) = b

sinon on continue :

« b=riqa+ry, pged(a,b)=pged(b,ri) =pged(ry,rs),

« ry=ryq3+r3, pged(a, b) = pged(ry,r3),

* T2 =Tr1qx + 1, pged(a, b) = pged(ryq, 13,

* 1 =gk + 0. pged(a, b) = pged(ry, 0) = ry..
Comme a chaque étape le reste est plus petit que le quotient on sait que 0 < r;,; < r;. Ainsi 'algorithme se
termine car nous sommes s{irs d’obtenir un reste nul, les restes formant une suite décroissante d’entiers
positifsounuls : b>r; >ry>--- > 0.

Exemple 4.
Calculons le pged de a = 600 et b = 124.

600 = 124 x 4 4+ 104
12452 10455 1 420
1045Z 206% 5 + 4
20 = 4 x 5 4+ 0
Ainsi pged (600, 124) = 4.
Voici un exemple plus compliqué :
Exemple 5.
Calculons pged(9945,3003).
9945 = 3003 x 3 + 936
3003 = 936 x 3 + 195
936 = 195 x 4 + 156
195 = 156 x 1 + 39
156 = 39 x 4 + 0

Ainsi pged(9945,3003) = 39.
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1.4. Nombres premiers entre eux

Définition 3.
Deux entiers a, b sont si pged(a,b) =1.

Exemple 6.

Pour tout a € Z, a et a + 1 sont premiers entre eux. En effet soit d un diviseur commun a a et & a + 1. Alors
d divise aussi a + 1 —a. Donc d divise 1 mais alors d = —1 ou d = +1. Le plus grand diviseur de a et a + 1
est donc 1. Et donc pged(a,a+1) =1.

Si deux entiers ne sont pas premiers entre eux, on peut s’y ramener en divisant par leur pged :

Exemple 7.
Pour deux entiers quelconques a, b € Z, notons d = pged(a, b). La décomposition suivante est souvent
utile :

o
{Z :Z,Z avec a’,b’ €Zet pged(a’,b’)=1

Mini-exercices.

1. Ecrire la division euclidienne de 111111 par 20xx, ot 20xx est 'année en cours.

2. Montrer qu'un diviseur positif de 10008 et de 10014 appartient nécessairement a {1,2, 3, 6}.
3. Calculer pged(560,133), pged(12121,789), pged(99999,1110).

4. Trouver tous les entiers 1 < a < 50 tels que a et 50 soient premiers entre eux. Méme question avec 52.

2. Théoreme de Bézout

2.1. Théoreme de Bézout

Théoreme 2 (Théoréeme de Bézout).
Soient a, b des entiers. Il existe des entiers u,v € Z tels que

au+ bv = pged(a, b)

La preuve découle de I'algorithme d’Euclide. Les entiers u, v ne sont pas uniques. Les entiers u, v sont des
. Ils s’obtiennent en « remontant » I'algorithme d’Euclide.

Exemple 8.

Calculons les coefficients de Bézout pour a = 600 et b = 124. Nous reprenons les calculs effectués pour
trouver pged(600, 124) = 4. La partie gauche est 'algorithme d’Euclide. La partie droite s’obtient de bas en
haut. On exprime le pged a I'aide de la derniere ligne oti le reste est non nul. Puis on remplace le reste de la
ligne précédente, et ainsi de suite jusqu’a arriver a la premiére ligne.

600 = 124 x 4 + 104 4 = | 600x6+124x(=29)
124 x (—5)+(600—124 x 4) x 6
124 = 104 x 1 + 20 4= | 124x(=5)+104x6
104—(124—104 x 1) x 5
104 =20 x5+ 4 4=[ 104—20x5

20= 4 x5+ 0
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Ainsi pour u = 6 et v =—29 alors 600 x 6 + 124 x (—29) = 4.

Remarque.
» Soignez vos calculs et leur présentation. C’est un algorithme : vous devez aboutir au bon résultat! Dans
la partie droite, il faut a chaque ligne bien la reformater. Par exemple 104 — (124 —104 x 1) x 5 se réécrit
en 124 x (—5) + 104 x 6 afin de pouvoir remplacer ensuite 104.
» N’oubliez pas de vérifier vos calculs! C’est rapide et vous serez certains que vos calculs sont exacts. Ici
on vérifie a la fin que 600 x 6 + 124 x (—29) = 4.

Exemple 9.
Calculons les coefficients de Bézout correspondant a pged(9945,3003) = 39.
9945 = 3003 x 3 + 936 39 = 9945 x (—16) + 3003 x 53
3003 = 936 x 3 + 195 39 =
936 = 195 x 4 + 156 39 =
195 = 156 x 1 4+ 39 39 = 195—-156x 1
156 = 39 x4+ 0

A vous de finir les calculs. On obtient 9945 x (—16) + 3003 x 53 = 39.

2.2. Corollaires du théoreme de Bézout

Corollaire 1.
Si d|a et d|b alors d|pgecd(a, b).

Exemple : 4|16 et 4|24 donc 4 doit diviser pged(16,24) qui effectivement vaut 8.

Démonstration. Comme d|au et d|bv donc d|au + bv. Par le théoréme de Bézout d|pged(a, b). O

Corollaire 2.
Soient a, b deux entiers. a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe u,v € Z tels que

au+bv=1

Démonstration. Le sens = est une conséquence du théoréme de Bézout.
Pour le sens < on suppose qu'’il existe u, v tels que au + bv = 1. Comme pgcd(a, b)|a alors pged(a, b)|au.
De méme pgcd(a, b)|bv. Donc pged(a, b)|au + bv = 1. Donc pged(a, b) = 1. O

Remarque.
Si on trouve deux entiers u’, v’ tels que au’ + by’ = d, cela n’implique pas que d = pged(a, b). On sait
seulement alors que pged(a, b)|d. Par exemple a =12, b =8; 12 x 1+ 8 x 3 =36 et pged(a, b) =4.

Corollaire 3 (Lemme de Gauss).
Soient a, b,c € Z.

Si albc et pged(a,b)=1 alors alc

Exemple : si 4|7 X ¢, et comme 4 et 7 sont premiers entre eux, alors 4|c.

Démonstration. Comme pged(a, b) =1 alors il existe u, v € Z tels que au+ bv = 1. On multiplie cette égalité
par ¢ pour obtenir acu + bcv = c. Mais alacu et par hypothese a|bcv donc a divise acu + bcv = c. O
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2.3. Equations ax + by =¢

Proposition 1.
Considérons l'équation

ax+by=c (E)
oua,b,c eZ.

1. Léquation (E) posséde des solutions (x,y) € Z? si et seulement si pged(a, b)|c.

2. Sipged(a, b)|c alors il existe méme une infinité de solutions entiéres et elles sont exactement les (x,y) =
(xg + ak,yo+ Bk) avec xg, yo, a, B € Z fixés et k parcourant Z.

Le premier point est une conséquence du théoréme de Bézout. Nous allons voir sur un exemple comment
prouver le second point et calculer explicitement les solutions. Il est bon de refaire toutes les étapes de la
démonstration a chaque fois.

Exemple 10.
Trouver les solutions entiéres de
161x + 368y =115 (E)
» Premiére étape. Y a-t-il des solutions ? L’algorithme d’Euclide. On effectue I'algorithme d’Euclide
pour calculer le pged de a = 161 et b = 368.

368 = 161 x 2 + 46
161 = 46 x 3 + 23
46 = 23 x 2 4+ O
Donc pged(368,161) = 23. Comme 115 =5 x 23 alors pged(368,161)|115. Par le théoréme de Bézout,
I’équation (E) admet des solutions entiéres.
+ Deuxieme étape. Trouver une solution particuliére : la remontée de ’algorithme d’Euclide. On
effectue la remontée de I'algorithme d’Euclide pour calculer les coefficients de Bézout.

161 x 74368 x (—3)

23 =
368 = 161 x 2 + 46 161 + (368 —2 x 161) x (—3)
161 = 46 x 3 + 23 23 = 161—-3 x46
46 = 23 x 2 + 0
On trouve donc 161 x 7 4 368 x (—3) = 23. Comme 115 =5 x 23 en multipliant par 5 on obtient :

161 x 35+ 368 x (—15) = 115

Ainsi (xg, yo) = (35,—15) est une de (E).
« Troisiéme étape. Recherche de toutes les solutions. Soit (x, y) € Z? une solution de (E). Nous savons
que (xq, yo) est aussi solution. Ainsi :

161x +368y =115 et 161xy+ 368y, =115
(on n’a aucun intérét a remplacer x, et y, par leurs valeurs). La différence de ces deux égalités conduit a
161 x (x —x) +368 x (y —y0) =0
= 23x7x(x—xp)+23x16%x(y—yy)=0
= 7(x—xo)=-16(y —yo) (%)

Nous avons simplifié par 23 qui est le pged de 161 et 368. (Attention, n’oubliez surtout pas cette
simplification, sinon la suite du raisonnement serait fausse.)

Ainsi 7|16(y — y,), or pged(7,16) = 1 donc par le lemme de Gauss 7|y — y,. Il existe donc k € Z tel
que y —y, = 7 x k. Repartant de I'équation (x) : 7(x — xy) = —16(y — y,)- On obtient maintenant
7(x —x¢) =—16 x 7 x k. D’ou x — xy = —16k. (C’est le méme k pour x et pour y.) Nous avons donc
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(%,¥) = (xg — 16k, yy + 7k). 1l n’est pas dur de voir que tout couple de cette forme est solution de
I’équation (E). Il reste donc juste a substituer (x,, yo) par sa valeur et nous obtenons :

Les solutions entieres de 161x + 368y = 115 sont les (x, y) = (35— 16k,—15 + 7k), k parcourant Z.

Pour se rassurer, prenez une valeur de k au hasard et vérifiez que vous obtenez bien une solution de
I'équation.

2.4. ppcm

Définition 4.
Le ppem(a, b) ( ) est le plus petit entier > 0 divisible par a et par b.

Par exemple ppcm(12,9) = 36.
Le pgcd et le ppem sont liés par la formule suivante :

Proposition 2.
Si a, b sont des entiers (non tous les deux nuls) alors

pged(a, b) x ppcm(a, b) = |ab|

Démonstration. Posons d = pged(a, b) et m = %. Pour simplifier on suppose a > 0 et b > 0. On écrit

a=da’ et b=db’. Alors ab = d?a’b’ et donc m = da’b’. Ainsi m = ab’ = a’b est un multiple de a et de b.
Il reste a montrer que c’est le plus petit multiple. Si n est un autre multiple de a et de b alors n = ka = {b donc
kda’ =£db’ et ka’ =£b’. Or pged(a’,b’) =1 et a’|[{b’ donc a’|¢. Donc a’b|¢b et ainsim =a’b|{b=n. O

Voici un autre résultat concernant le ppcm qui se démontre en utilisant la décomposition en facteurs
premiers :

Proposition 3.
Si alc et b|c alors ppcm(a, b)|c.

Il serait faux de penser que ab|c. Par exemple 6|36, 9|36 mais 6 x 9 ne divise pas 36. Par contre ppcm(6,9) =
18 divise bien 36.

Mini-exercices.

1. Calculer les coefficients de Bézout correspondant a pged(560, 133), pged(12121,789).
2. Montrer a I'aide d’un corollaire du théoréme de Bézout que pged(a,a+1) =1.

3. Résoudre les équations : 407x + 129y =1; 720x + 54y = 6; 216x + 92y = 8.

4. Trouver les couples (a, b) vérifiant pged(a, b) = 12 et ppcm(a, b) = 360.
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3. Nombres premiers

Les nombres premiers sont —en quelque sorte- les briques élémentaires des entiers : tout entier s’écrit comme
produit de nombres premiers.

3.1. Une infinité de nombres premiers

Définition 5.
Un p est un entier > 2 dont les seuls diviseurs positifs sont 1 et p.

Exemples : 2,3,5,7,11 sont premiers, 4 =2 x 2, 6 =2 x 3, 8 = 2 X 4 ne sont pas premiers.

Lemme 2.
Tout entier n > 2 admet un diviseur qui est un nombre premier.

Démonstration. Soit 2 I'ensemble des diviseurs de n qui sont > 2 :
9={k>2| kn}.
L'ensemble 2 est non vide (car n € 2), notons alors p = min 2.
Supposons, par 'absurde, que p ne soit pas un nombre premier alors p admet un diviseur q telque 1 <q <p

mais alors g est aussi un diviseur de n et donc q € 2 avec g < p. Ce qui donne une contradiction car p est le
minimum. Conclusion : p est un nombre premier. Et comme p € 9, p divise n. O

Proposition 4.
Il existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration. Par I'absurde, supposons qu’il n’y ait qu'un nombre fini de nombres premiers que I'on note
p1 =2, pp =3, P3,.-.., Pp- Considérons 'entier N = p; x p, X --- X p,, + 1. Soit p un diviseur premier de
N (un tel p existe par le lemme précédent), alors d’'une part p est I'un des entiers p; donc p|p; X -+ X p,,
d’autre part p|N donc p divise la différence N —p; x --- x p, = 1. Cela implique que p = 1, ce qui contredit
que p soit un nombre premier.

Cette contradiction nous permet de conclure qu'’il existe une infinité de nombres premiers. O

3.2. Eratosthéne et Euclide

Comment trouver les nombres premiers ? Le crible d’Eratosthéne permet de trouver les premiers nombres

premiers. Pour cela on écrit les premiers entiers : pour notre exemple de 2 a 25.
234567891011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Rappelons-nous qu’un diviseur positif d’'un entier n est inférieur ou égal a n. Donc 2 ne peut avoir comme
diviseurs que 1 et 2 et est donc premier. On entoure 2. Ensuite on raye (ici en grisé) tous les multiples
suivants de 2 qui ne seront donc pas premiers (car divisible par 2) :

345678910111213141516171819202122232425

Le premier nombre restant de la liste est 3 et est nécessairement premier : il n’est pas divisible par un
diviseur plus petit (sinon il serait rayé). On entoure 3 et on raye tous les multiples de 3 (6, 9, 12, ...).

(2)(3) 456789101112 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Le premier nombre restant est 5 et est donc premier. On raye les multiples de 5.

(2)(3)4(5) 6789101112 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
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7 est donc premier, on raye les multiples de 7 (ici pas de nouveaux nombres a barrer). Ainsi de suite :
11,13,17,19,23 sont premiers.

(2)(3)4(5)6(7)8910(11)12(13) 14 15 16 (17) 18 (19] 20 21 22 (23]

Remarque.

Si un nombre n n’est pas premier alors un de ses facteurs est < 4/n. En effet si n = a x b avec a, b > 2 alors
< v/nou b < /n (réfléchissez par I'absurde!). Par exemple pour tester si un nombre < 100 est premier il

sufﬁt de tester les diviseurs < 10. Et comme il suffit de tester les diviseurs premiers, il suffit en fait de tester

la divisibilité par 2, 3,5 et 7. Exemple : 89 n’est pas divisible par 2, 3,5, 7 et est donc un nombre premier.

Proposition 5 (Lemme d’Euclide).
Soit p un nombre premier. Si plab alors pla ou p|b.

Démonstration. Si p ne divise pas a alors p et a sont premiers entre eux (en effet les diviseurs de p sont 1
et p, mais seul 1 divise aussi a, donc pged(a, p) = 1). Ainsi par le lemme de Gauss p|b. O

Exemple 11.

Si p est un nombre premier, ,/p n’est pas un nombre rationnel.

La preuve se fait par I'absurde : écrivons ,/p = § avec a € Z, b € N* et pged(a, b) = 1. Alors p = g—; donc
pb? = a?. Ainsi p|a? donc par le lemme d’Euclide pla. On peut alors écrire a = pa’ avec a’ un entier. De
'équation pb? = a? on tire alors b? = pa’®. Ainsi p|b? et donc p|b. Maintenant p|a et p|b donc a et b ne
sont pas premiers entre eux. Ce qui contredit pged(a, b) = 1. Conclusion ,/p n’est pas rationnel.

3.3. Décomposition en facteurs premiers

Théoreme 3.
Soit n > 2 un entier. Il existe des nombres premiers p; < p, < -+ < p, et des exposants entiers
ay,ay,...,a,. = 1tels que :
— % az o
n=p;' Xp,*> X xp°
De plus les p; et les a; (i =1,...,r) sont uniques.

Exemple : 24 = 23 x 3 est la décomposition en facteurs premiers. Par contre 36 = 22 x 9 n’est pas la
décomposition en facteurs premiers, c’est 22 x 32

Remarque.
La principale raison pour laquelle on choisit de dire que 1 n’est pas un nombre premier, c’est que sinon il n’y
aurait plus unicité de la décomposition : 24 =23 x3=1x23x3=12x23x3="..

Démonstration.

Existence. Nous allons démontrer I'existence de la décomposition par une récurrence sur n.

L'entier n = 2 est déja décomposé. Soit n > 3, supposons que tout entier < n admette une décomposition en
facteurs premiers. Notons p; le plus petit nombre premier divisant n (voir le lemme 2). Si n est un nombre
premier alors n = p; et C’est fini. Sinon on définit 'entier n’ = pll < n et on applique notre hypothése de
récurrence a n’ qui admet une décomposition en facteurs premiers. Alors n = p; x n’ admet aussi une
décomposition.

Unicité. Nous allons démontrer qu'une telle décomposition est unique en effectuant cette fois une récurrence
r

sur la somme des exposants o = »,'_, a;.

Si o =1 cela signifie n = p; qui est bien 'unique écriture possible.
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Soit o > 2. On suppose que les entiers dont la somme des exposants est < o ont une unique décomposition.
Soit n un entier dont la somme des exposants vaut o. Ecrivons le avec deux décompositions :

n:p?lxpgzx---xp‘r"r:qfl xqux---quS.

Onap;<py<--—-etq<qy<---.)

Si p; < q; alors p; < gq; pour tous les j = 1,...,s. Ainsi p; divise p{* x p,? X --- X p;” = n mais ne divise
pas qfl X qu X +e X qsﬁs =n. Ce qui est absurde. Donc p; > q;.

Si p; > ¢; un méme raisonnement conduit aussi a une contradiction. On conclut que p; = g;. On pose alors

n 1 -1
n/=_=p(111 xpgzx...xpﬁr:qfl quzx...xqfs
D1
Lhypothése de récurrence qui s’applique a n” implique que ces deux décompositions sont les mémes. Ainsi
r=setp;=q,o;=p,i=1,...,r. O

Exemple 12.

504=2°x3*x7, 300=2%x3x5%
Pour calculer le pged on réécrit ces décompositions :
504 =2°x3*x5%%x 7', 300=2%x3'x5%x7°
Le pgcd est le nombre obtenu en prenant le plus petit exposant de chaque facteur premier :
pged(504,300) = 2% x 3! x 59 x 79 = 12.
Pour le ppcm on prend le plus grand exposant de chaque facteur premier :

ppem(504,300) = 2° x 3% x 52 x 7! = 12600

Mini-exercices.

1. Montrer que n!+ 1 n’est divisible par aucun des entiers 2, 3, ..., n. Est-ce toujours un nombre premier ?
2. Trouver tous les nombres premiers < 103.

3. Décomposer a = 2340 et b = 15288 en facteurs premiers. Calculer leur pged et leur ppem.

4. Décomposer 48400 en produit de facteurs premiers. Combien 48 400 admet-il de diviseurs?
5

. Soient a, b > 0. A l'aide de la décomposition en facteurs premiers, reprouver la formule pged(a, b) x
ppem(a, b) = a x b.

4. Congruences

4.1. Définition

Définition 6.
Soit n > 2 un entier. On dit que a est ab n, si n divise b —a. On note alors

a=b (modn).

On note aussi parfois a = b (mod n) ou a = b[n]. Une autre formulation est

a=b(modn) < dJk€Z a=b+kn.

Remarquez que n divise a si et seulement si a =0 (mod n).
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Proposition 6.

1. La relation « congru modulo n » est une relation d’équivalence :

o (Réflexivité) a = a (mod n),

e (Symétrie) sia = b (mod n) alors b = a (mod n),

e (Transitivité) sia = b (mod n) et b = ¢ (mod n) alors a = ¢ (mod n).
2. Sia=b (modn)etc=d (mod n)alorsa+c=b+d (mod n).

3. Sia=b (modn)etc=d (modn)alorsaxc=bxd (mod n).

4. Si a=b (mod n) alors pour tout k > 0, a* = b* (mod n).

Exemple 13.
e 15=1 (mod 7), 72=2 (mod 7), 3=-11 (mod 7),
e 5x+8=3 (mod5) pourtoutx €Z,
o 11%20xx = 120X =1 (mod 10), ol 20xx est 'année en cours.

Démonstration.

1. Utiliser la définition.
2. Idem.

3. Prouvons la propriété multiplicative : a = b (mod n) donc il existe k € Z telquea=b+ knetc=d
(mod n) donc il existe £ € Z tel que c =d +{n. Alorsa xc = (b+kn) x(d+£€n) = bd + (bl +dk+kin)n
qui est bien de la forme bd + mn avec m € Z. Ainsi ac = bd (mod n).

4, C’est une conséquence du point précédent : avec a = c et b = d on obtient a®> = b? (mod n). On continue
par récurrence.

Exemple 14.

......

N est divisible par 9 si et seulement si
la somme de ses chiffres est divisible par 9.

Pour prouver cela nous utilisons les congruences. Remarquons d’abord que 9|N équivaut a N =0 (mod 9)
et notons aussi que 10 =1 (mod 9), 102 =1 (mod 9), 103 =1 (mod 9),...
Nous allons donc calculer N modulo 9. Ecrivons N en base 10 : N = a; - --a,a;a, (aq est le chiffre des

unités, a; celui des dizaines,...) alors N = 10Xa; + - -+ + 10%a, + 10'a; + a,. Donc

N =10a, +---+10%a, + 10'a; + aq
=aqg+---+ay+a;+a, (mod?9)

Donc N est congru a la somme de ses chiffres modulo 9. Ainsi N =0 (mod 9) si et seulement si la somme
des chiffres vaut 0 modulo 9.

Voyons cela sur un exemple : N = 488889. Ici ay = 9 est le chiffre des unités, a; = 8 celui des dizaines,...
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Cette écriture décimale signifie N =4-10°+8-10*+8-10%+8-10%2+8-10+09.
N=4-10°+8-10*+8-10*+8-10*+8-10+9
=4+8+8+8+8+9 (mod9)
=45 (mod9) et on refait la somme des chiffres de 45
=9 (mod9)
=0 (mod 9)

Ainsi nous savons que 488 889 est divisible par 9 sans avoir effectué de division euclidienne.

Remarque.
Pour trouver un « bon » représentant de a (mod n) on peut aussi faire la division euclidienne de a par n :
a=bn+ralorsa=r (modn)et0<r<n.

Exemple 15.
Les calculs bien menés avec les congruences sont souvent trés rapides. Par exemple on souhaite calculer 22!
(mod 37) (plus exactement on souhaite trouver 0 < r < 37 tel que 22! = r (mod 37)). Plusieurs méthodes :

1. On calcule 22, puis on fait la division euclidienne de 221 par 37, le reste est notre résultat. C’est
laborieux!

2. On calcule successivement les 2 modulo 37 : 2! = 2 (mod 37), 22 = 4 (mod 37), 23 = 8 (mod 37),
24 =16 (mod 37), 2° = 32 (mod 37). Ensuite on n’oublie pas d’utiliser les congruences : 2° = 64 = 27
(mod 37). 27 =2-20=2-27 =54 = 17 (mod 37) et ainsi de suite en utilisant le calcul précédent a
chaque étape. C’est assez efficace et on peut raffiner : par exemple on trouve 28 = 34 (mod 37) mais
donc aussi 28 = —3 (mod 37) et donc 2° =2-28 =2 (—3) = —6 = 31 (mod 37),...

3. Il existe une méthode encore plus efficace, on écrit I'exposant 21 en base 2 : 21 = 2*+224+20 = 16+4+1.
Alors 221 = 216.24.21 Et il est facile de calculer successivement chacun de ces termes car les exposants
sont des puissances de 2. Ainsi 28 = (24)? = 16% = 256 = 34 = —3 (mod 37) et 21 = (28)2 =(-3)%=9
(mod 37). Nous obtenons 22! =210.2%.21 =9 x 16 x 2 = 288 = 29 (mod 37).

4.2. Equation de congruence ax = b (mod n)

Proposition 7.
Soit a € Z*, b € Z fixés et n > 2. Considérons Uéquation | ax = b (mod n) |d’inconnue x € Z :

1. Il existe des solutions si et seulement si pged(a, n)|b.

2. Les solutions sont de la forme x = xqy+/ { € Z oil xg est une solution particuliére. Il existe donc

pged(a, n) classes de solutions.

_n
pged(a,n)’

Exemple 16.

Résolvons I'équation 9x = 6 (mod 24). Comme pged(9,24) = 3 divise 6 la proposition ci-dessus nous
affirme qu’il existe des solutions. Nous allons les calculer. (Il est toujours préférable de refaire rapidement
les calculs que d’apprendre la formule). Trouver x tel que 9x = 6 (mod 24) est équivalent a trouver x et k
tels que 9x = 6 + 24k. Mis sous la forme 9x — 24k = 6 il s’agit alors d’une équation que nous avons étudiée
en détails (voir section 2.3). Il y a bien des solutions car pged(9,24) = 3 divise 6. En divisant par le pged on
obtient I’équation équivalente :

3x —8k=2.
Pour le calcul du pged et d’une solution particuliere nous utilisons normalement I'algorithme d’Euclide et sa
remontée. Ici il est facile de trouver une solution particuliére (x, = 6, ko = 2) a la main.
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On termine comme pour les équations de la section 2.3. Si (x, k) est une solution de 3x — 8k = 2 alors
par soustraction on obtient 3(x — xy) —8(k —ky) = 0 et on trouve x = x, + 8¢, avec { € Z (le terme k ne
nous intéresse pas). Nous avons donc trouvé les x qui sont solutions de 3x — 8k = 2, ce qui équivaut a
9x — 24k = 6, ce qui équivaut encore a 9x = 6 (mod 24). Les solutions sont de la forme x = 6 + 8/. On
préfere les regrouper en 3 classes modulo 24 :

X1 =6+24m, x,=14+24m, x3=22+24m avecm€Z.

Remarque.

Expliquons le terme de « classe » utilisé ici. Nous avons considéré ici que 'équation 9x = 6 (mod 24) est
une équation d’entiers. On peut aussi considérer que 9, x, 6 sont des classes d’équivalence modulo 24, et
Pon noterait alors 9x = 6. On trouverait comme solutions trois classes d’équivalence :

X1=6, X;=14, x;=22.

Démonstration.
1.

X € Z est un solution de 'équation ax = b (mod n)
< dke€Z ax=b+kn
& dke€Z ax—kn=0b>b

<= pgcd(a,n)|b par la proposition 1

Nous avons juste transformé notre équation ax = b (mod n) en une équation ax — kn = b étudiée
auparavant (voir section 2.3), seules les notations changent : au + bv = ¢ devient ax —kn =

2. Supposons qu’il existe des solutions. Nous allons noter d = pged(a,n) et écrire a = da’, n = dn’ et
b = db’ (car par le premier point d|b). Léquation ax—kn = b d’inconnues x, k € Z est alors équivalente a
Iéquation a’x —kn’ = b’, notée (x). Nous savons résoudre cette équation (voir de nouveau la proposition
1), si (xg, ko) est une solution particuliere de () alors on connait tous les (x, k) solutions. En particulier
x = xg+{n’ avec £ € Z (les k ne nous intéressent pas ici).

Ainsi les solutions x € Z sont de la forme x = x + Zm, { € Z ol x est une solution particuliére

de ax = b (mod n). Et modulo n cela donne bien pged(a, n) classes distinctes.

O

4.3. Petit théoreme de Fermat

Théoreme 4 (Petit théoréme de Fermat).
Si p est un nombre premier et a € Z alors

a? =a (mod p)

Corollaire 4.
Si p ne divise pas a alors

a’P™!' =1 (mod p)

Lemme 3.
p divise (i) pour 1 < k < p—1, cest-a-dire (i) =0 (mod p).
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Démonstration. (7)= #ik)! donc p! = k!(p —k)!(¥). Ainsi p|k!(p — k)!(?). Or comme 1 < k < p—1 alors
p ne divise pas k! (sinon p divise I'un des facteurs de k! mais il sont tous < p). De méme p ne divise pas
(p —k)!, donc par le lemme d’Euclide p divise (i) O

Preuve du théoréme. Nous le montrons par récurrence pour les a > 0.
e Sia=0alors 0=0 (mod p).
 Fixons a > 0 et supposons que a? = a (mod p). Calculons (a + 1)? a l'aide de la formule du binéme de

Newton :
(a+1)P=aP+( P )aP‘1+( P )ap‘2+~--+(p)+1
p—1 p—2 1

Réduisons maintenant modulo p :

(a+1)pEap+(p€1)ap_l+(p€2)ap_2+---+(11))+1 (mod p)

=d’+1 (modp) grice aulemme 3

=a+1 (modp) acausede '’hypothése de récurrence

« Par le principe de récurrence nous avons démontré le petit théoréme de Fermat pour tout a > 0. Il n’est
pas dur d’en déduire le cas des a < 0.
O

Exemple 17.
Calculons 14°'4! (mod 17). Le nombre 17 étant premier on sait par le petit théoréme de Fermat que 14'® = 1
(mod 17). Ecrivons la division euclidienne de 3141 par 16 :

3141 =16 x 196 + 5.
Alors
143141 = 1416><196+5 = 1416)(196 X 145

= (1416)196 x 14° =110 x 14°

=14 (mod 17)
11 ne reste plus qu'a calculer 14° modulo 17. Cela peut se faire rapidement : 14 = —3 (mod 17) donc 142 =
(—=3)2=9 (mod 17),14°=14>x14=9x (—3)=—27=7 (mod 17), 14° = 14> x 143 =9 x 7=63 = 12
(mod 17). Conclusion : 14314 = 14° = 12 (mod 17).

Mini-exercices.

1. Calculer les restes modulo 10 de 1224455, 122 x 455, 1224°°. Mémes calculs modulo 11, puis modulo
12.

Prouver qu'un entier est divisible par 3 si et seulement si la somme de ses chiffres est divisible par 3.
Calculer 3'° (mod 23).

Calculer 3'%° (mod 23).

Résoudre les équations 3x =4 (mod 7), 4x = 14 (mod 30).
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Polynomes

Vidéo W partie 1. Définitions

Vidéo M partie 2. Arithmétique des polyndmes

Vidéo M partie 3. Racine d’un polyndme, factorisation
Vidéo W partie 4. Fractions rationnelles

Fiche d’exercices ¢ Polyndmes

Fiche d’exercices ¢ Fractions rationnelles

Motivation

Les polynémes sont des objets trés simples mais aux propriétés extrémement riches. Vous savez déja
résoudre les équations de degré 2 : aX? + bX + ¢ = 0. Savez-vous que la résolution des équations de degré
3, aX® 4+ bX? +cX +d = 0, a fait I'objet de luttes acharnées dans I'Italie du xv1° siécle ? Un concours était
organisé avec un prix pour chacune de trente équations de degré 3 a résoudre. Un jeune italien, Tartaglia,
trouve la formule générale des solutions et résout les trente équations en une seule nuit! Cette méthode que
Tartaglia voulait garder secréte sera quand méme publiée quelques années plus tard comme la « méthode
de Cardan ».

Dans ce chapitre, aprés quelques définitions des concepts de base, nous allons étudier I'arithmétique des
polynomes. Il y a une grande analogie entre I'arithmétique des polynomes et celles des entiers. On continue
avec un théoréme fondamental de I'algébre : « Tout polynome de degré n admet n racines complexes. » On
termine avec les fractions rationnelles : une fraction rationnelle est le quotient de deux polynémes.

Dans ce chapitre K désignera 1'un des corps Q, R ou C.

1. Définitions

1.1. Définitions

Définition 1.
Un a coefficients dans K est une expression de la forme
P(X)=a X"+ a1 X"+ +a X%+ a;X +ao,

avecn € Netag,a,...,a, €K.
L'ensemble des polyndmes est noté K[X].

» Les a; sont appelés les du polynome.

« Sitous les coefficients a; sont nuls, P est appelé le , il est noté 0.

e On appelle le de P le plus grand entier i tel que a; # 0; on le note deg P. Pour le degré du


http://www.youtube.com/watch?v=dDKI3jkMjfw
http://www.youtube.com/watch?v=CnMrf9aW-LU
http://www.youtube.com/watch?v=qCMnvqc2t8A
http://www.youtube.com/watch?v=wf-eEQPBX0Y
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00007.pdf
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00008.pdf
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polynéme nul on pose par convention deg(0) = —oo.
» Un polynome de la forme P = a, avec a, € K est appelé un . Siay # 0, son degré
est 0.
Exemple 1.

o X3—5X+ % est un polynome de degré 3.
e X"+ 1 est un polynéme de degré n.
e 2 est un polynéme constant, de degré 0.

1.2. Opérations sur les polynémes

o Egalité. Soient P = a, X" +a, X" '+ - +a; X +ayetQ=b,X"+b, ;X" ' +---+ b, X + by deux

polynomes a coefficients dans K.
p= Q — Vl a; = bi
et on dit que P et Q sont égaux.

« Addition. Soient P = a, X" +a, X" '+ -+ a;X +ay et Q=b, X"+ b, 1 X" 1 +---+ b X + by.
On définit :

P+Q=(a,+b)X" +(ap_1 + by )X+ -+ +(a; + by)X + (ag + by)

o Multiplication. Soient P = @, X"+ a, 1 X" '+ - +a; X +ay et Q = b, X™ + b, 1 X™ L +---+ b, X + by.
On définit

PxQ=cX +¢, 1 X" 144X+
avecr=n+metc, = Z a;b; pour k € {0,...,r}.
i+j=k
o Multiplication par un scalaire. Si A € K alors A - P est le polyndéme dont le i-éme coefficient est Aq;.
Exemple 2.

o Soient P = aX>+bX%+cX+detQ=aX2+BX+y.AlorsP+Q =aX3+(b+a)X2+(c+p)X +(d+7),
P xQ=(aa)X>+(aB +ba)X*+(ay+bp +ca)X3+(by+cB+da)X?+(cy +dB)X +dy. Enfin P =Q
sietseulementsia=0,b=a,c=Letd=y.

e La multiplication par un scalaire A - P équivaut a multiplier le polynéme constant A par le polynome P.

L'addition et la multiplication se comportent sans probléme :

Proposition 1.

Pour P,Q,R € K[X] alors

e 0+P=P, P+Q=Q+P, (P+Q)+R=P+(Q+R);
e« 1-P=P, PxQ=QxP, (PxQ)xR=Px(QxR);
e PXx(Q+R)=PxQ+P xR

Pour le degré il faut faire attention :

Proposition 2.
Soient P et Q deux polynémes a coefficients dans K.

deg(P x Q) =degP +degQ

deg(P + Q) < max(deg P, degQ)

On note R,[X]={P € R[X]| degP < n}. Si BQ € R,[X] alors P +Q € R,[X].
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1.3. Vocabulaire

Complétons les définitions sur les polynomes.
Définition 2.
« Les polynémes comportant un seul terme non nul (du type a,X*) sont appelés
e Soit P=a,X"+a, ;X" ! +---+a;X + ay, un polyndéme avec a, # 0. On appelle
le monome a,X". Le coefficient a,, est appelé le de P.
« Sile coefficient dominant est 1, on dit que P est un

Exemple 3.

PX)=X—-1)X"+X"!+-.-4X +1). On développe cette expression : P(X) = (X"Jrl X X2
X) — (X” +XT 4 X+ 1) = X" —1. P(X) est donc un polynéme de degré n + 1, il est unitaire et est
somme de deux mondmes : X" et —1.

Remarque.
Tout polynome est donc une somme finie de mondmes.

Mini-exercices.

1. Soit P(X)=3X3—2,Q(X)=X%2+X—1,R(X)=aX +b. Calculer P+Q, P xQ, (P+Q) xRet P xQ xR.
Trouver a et b afin que le degré de P — QR soit le plus petit possible.

2. Calculer (X +1)° — (X —1)°.
3. Déterminer le degré de (X2 +X + 1)" —aX?" — bX?""! en fonction de a, b.

4. Montrer que si deg P # degQ alors deg(P + Q) = max(deg P, degQ). Donner un contre-exemple dans
le cas ot deg P = degQ.

5. Montrer que si P(X) =X"+a,_1 X" ! +--- alors le coefficient devant X" de P(X — %) est nul.

2. Arithmétique des polyndmes

Il existe de grandes similitudes entre 'arithmétique dans Z et 'arithmétique dans K[X ]. Cela nous permet
d’aller assez vite et d’omettre certaines preuves.

2.1. Division euclidienne

Définition 3.
Soient A,B € K[X], on dit que B As'il existe Q € K[X] tel que A= BQ. On note alors B|A.

On dit aussi que A est multiple de B ou que A est divisible par B.
Outre les propriétés évidentes comme A|A, 1|A et A|O nous avons :

Proposition 3.
Soient A,B,C € K[X].

1. Si A|B et B|A, alors il existe A € K* tel que A= AB.
2. Si A|B et B|C alors A|C.
3. Si Cl|Aet C|B alors C|(AU + BV), pour tout U,V € K[X].
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Théoréme 1 (Division euclidienne des polyndmes).
Soient A,B € K[X], avec B # 0, alors il existe un unique polynéme Q et il existe un unique polynéme R tels
que :

A=BQ+R et degR <degB.

Q est appelé le etRle et cette écriture est la de A par B.
Notez que la condition degR < degB signifie R = 0 ou bien 0 < degR < degB.

Enfin R = 0 si et seulement si B|A.

Démonstration.

Unicité. SiIA=BQ+R et A=BQ’ +R/, alors B(Q—Q’) =R’ —R. Or deg(R' —R) < degB. Donc Q' —Q = 0.
Ainsi Q =Q’, ot aussiR=R’.

Existence. On montre I'existence par récurrence sur le degré de A.

e SidegA=0 et degB > 0, alors A est une constante, on pose Q =0 et R =A. Si degA=0 et degB =0,
on pose Q =A/B etR=0.

« On suppose l'existence vraie lorsque degA < n—1. Soit A= a,X" +--- + ay un polynéme de degré n
(a, #0).Soit B=b,,X™+---+ by avec b,,, #0. Sin < m on pose Q =0 et R =A.
Sin>monécritA=B- Z—;X "M+ A, avec degA; < n—1. On applique I'hypothése de récurrence a A; :
il existe Q1,R; € K[X] tels que A; = BQ; +R; et degR; < degB. Il vient :

a
A=B (—”X”_m + Ql) +R;.
b

Donc Q = Z—”X "M+ Q; et R =R, conviennent.
m

Exemple 4.

On pose une division de polynémes comme on pose une division euclidienne de deux entiers. Par exemple
siA=2X*—X3—-2X2+3X—1etB=X?>—X+1. Alors on trouve Q = 2X?>+ X —3 et R=—X +2. On
n’oublie pas de vérifier qu’effectivement A= BQ +R.

2X4—X3—2X2+3Xx—1 X2—X+1
—  2X4—2Xx3 4+ 2x2

X3 —4x2+3x—1 2X%24+X —3
- X*-X*+X
—3X%24+2x—1
— —3X243X-3
—X+2

Exemple 5.
Pour X*—3X3 + X + 1 divisé par X2 + 2 on trouve un quotient égal 8 X2 —3X — 2 et un reste égale a 7X +5.
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X*—3x3+ X+1 X242
- X4 +2X?
—3X3—2x2+Xx+1 X2—-3X—-2
— —3x3 —6X
—2X%24+7X +1
- —2x* -4
7X +5

2.2. pgcd

Proposition 4.
Soient A,B € K[X], avec A # 0 ou B # 0. Il existe un unique polynéme unitaire de plus grand degré qui
divise a la fois A et B.

Cet unique polynome est appelé le (plus grand commun diviseur) de A et B que ’'on note pgcd(A, B).

Remarque.
o pgcd(A, B) est un polynéme unitaire.
o SiABetA#0, pgcd(A,B) = %A, ou A est le coefficient dominant de A.
 Pour tout A € K*, pged(AA, B) = pged(A, B).
« Comme pour les entiers : si A= BQ + R alors pgcd(A, B) = pged(B, R). C’est ce qui justifie 'algorithme
d’Euclide.
Algorithme d’Euclide.
Soient A et B des polynémes, B # 0.
On calcule les divisions euclidiennes successives,

A=BQq+R; degR; < degB
B= Rle +R2 degRZ < degR]_

R1 == R2Q3 +R3 degR3 < degR2

Ry—2 =Rg—1Qr + Ry degRy <degRy_;

Ri—1 =R Q41
Le degré du reste diminue a chaque division. On arréte I’algorithme lorsque le reste est nul. Le pgcd est le
dernier reste non nul Ry (rendu unitaire).

Exemple 6.
Calculons le pged de A=X*—1 et B = X3 — 1. On applique I'algorithme d’Euclide :
X4—1 = (X°—-1)xX+X—-1
X3—-1 = X—-DxX*+X+1)+0
Le pged est le dernier reste non nul, donc pged(X*—1,X3—1) =X —1.
Exemple 7.
Calculons le pged de A=X° + X4+ 2X3 +X? +X +2 et B=X*+2X3 + X2 —4,
XP4+X4+2X3+X2+X+2 = (X*+2X34+X2—4)x (X —1)+3X3+2X2+5X -2
X*+2X°3+X%—4 = (3X*+2X2+5X—2)x (83X +4)— F(X*+X +2)
3X3+2X245X -2 = (X2+X+2)x(3X—1)+0

Ainsi pged(A,B) = X2 + X + 2.
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Définition 4.
Soient A, B € K[X]. On dit que A et B sont si pged(A,B) = 1.

Pour A, B quelconques on peut se ramener a des polyndémes premiers entre eux : si pgcd(A, B) = D alors A et
B s’écrivent : A= DA, B = DB’ avec pged(A’,B’) = 1.

2.3. Théoreme de Bézout

Théoréme 2 (Théoréme de Bézout).
Soient A,B € K[X] des polynémes avec A# 0 ou B # 0. On note D = pgcd(A, B). Il existe deux polynémes
U,V € K[X] tels que AU + BV = D.

Ce théoréme découle de I'algorithme d’Euclide et plus spécialement de sa remontée comme on le voit sur
I'exemple suivant.

Exemple 8.

Nous avons calculé pged(X* —1,X3 —1) = X — 1. Nous remontons I'algorithme d’Euclide, ici il n’y avait
qu'une ligne : X*—1=(X3—1) x X + X — 1, pour en déduire X —1 = (X*—1) x 1+ (X®—1) x (=X). Donc
U =1 et V =—X conviennent.

Exemple 9.
PourA=X°+X*+2X3+X2+X +2 et B=X*+2X3+X2—4 nous avions trouvé D = pged(A, B) = X2+ X +2.
En partant de 'avant derniére ligne de I’algorithme d’Euclide on a d’abord : B = (3X> +2X? + 5X — 2) x
%(SX +4)— %D donc
14 1
—31) =B—(3X3+2X%245X —2) x 5(3X+4).
La ligne au-dessus dans I'algorithme d’Euclide était : A= B x (X —1) + 3X3 + 2X2 + 5X — 2. On substitue le

reste pour obtenir :

4 e (A B (X —1)) x L
~5 D=8 (A—Bx (X —1)) g (3X +4).

On en déduit
14

1 1
—5 D =—Ax 5(3X +4)+B(1+ (X —1) x 5(3X +4))

Donc en posant U = 5 (3X +4) et V=—12(9+ (X —1)(3X +4)) =—%(3X>+X +5) ona AU + BV = D.
Le corollaire suivant s’appelle aussi le théoréme de Bézout.

Corollaire 1.
Soient A et B deux polynémes. A et B sont premiers entre eux si et seulement s’il existe deux polynémes U et
V tels que AU + BV =1.

Corollaire 2.
Soient A,B,C € K[X] avec A# 0 ou B # 0. Si C|A et C|B alors C|pgcd(A, B).

Corollaire 3 (Lemme de Gauss).
Soient A,B,C € K[X]. Si A|BC et pgcd(A, B) =1 alors A|C.

2.4. ppcm

Proposition 5.
Soient A,B € K[X] des polynémes non nuls, alors il existe un unique polynéme unitaire M de plus petit
degré tel que A|M et B|M.
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Cet unique polynéme est appelé le (plus petit commun multiple) de A et B qu’on note ppcm(A, B).

Exemple 10.
ppem (X (X —2)2(X2 + 1), (X + DX —2)°(X2 +1)%) =X (X + 1)(X —2)°(X2 + 1)*.
De plus le ppcm est aussi le plus petit au sens de la divisibilité :

Proposition 6.
Soient A, B € K[X] des polynémes non nuls et M = ppcm(A, B). Si C € K[X] est un polynéme tel que A|C
et B|C, alors M|C.

Mini-exercices.
1. Trouver les diviseurs de X* 4+ 2X?2 + 1 dans R[X ], puis dans C[X].
2. Montrer que X —1|X™ —1 (pour n > 1).

3. Calculer les divisions euclidiennes de A par B avecA=X*—1,B=X>—1.PuisA=4X3+2X2—-X —5
etB=X2+X;A=2X*—9X>+18X%2—21X+2etB=X>—3X+1;A=X"—2X*+6X3 et B=2X>+1.

4. Déterminer le pged de A=X°+ X3+ X2 +1 et B=2X> +3X2 + 2X + 3. Trouver les coefficients de
Bézout U, V. Mémes questions avecA=X>—1etB=X*+X +1.

5. Montrer que si AU + BV = 1 avec degU < degB et degV < degA alors les polynémes U,V sont
uniques.

3. Racine d’un polynéme, factorisation

3.1. Racines d’un polynéme

Définition 5.
Soit P = a, X" +a, 1 X" ' +---+a;X + ag € K[X]. Pour un élément x € K, on note P(x) = a,x" +---+
a;x + ag. On associe ainsi au polynéme P une (que I'on note encore P)

P:K—-K, x—=Px)=a,x"+--+a;x+a,.

Définition 6.
Soit P € K[X] et a € K. On dit que a est une (ou un ) de P si P(a) =0.

Proposition 7.
P(la)=0 < X—adiviseP

Démonstration. Lorsque I'on écrit la division euclidienne de P par X —a on obtient P =Q-(X —a)+RouR
est une constante car degR < deg(X —a)=1.DoncP(a)=0 < R(a)=0 < R=0 < X—alP. O

Définition 7.
Soit k € N*. On dit que a est une de P si (X — a)¥ divise P alors que (X — a)k*!
ne divise pas P. Lorsque k = 1 on parle d’'une , lorsque k = 2 d’'une , etc.

On dit aussi que a est une

Proposition 8.
Il y a équivalence entre :
(i) a est une racine de multiplicité k de P.
(ii) Il existe Q € K[X ] tel que P = (X — a)*Q, avec Q(a) # 0.
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I (iii) P(a)=P'(a)="---=P*D(a)=0et PX(a) 0.

La preuve est laissée en exercice.

Remarque.

Par analogie avec la dérivée d’une fonction, si P(X) = ag + a;X + -+ + a,X" € K[X] alors le polynéme
P/(X)=a; +2a,X + -+ +na,X" ! estle de P.

3.2. Théoreme de d’Alembert-Gauss

Passons a un résultat essentiel de ce chapitre :

Théoréme 3 (Théoréme de d’Alembert-Gauss).
Tout polynéme a coefficients complexes de degré n > 1 a au moins une racine dans C. Il admet exactement n
racines si on compte chaque racine avec multiplicité.

Nous admettons ce théoréme.

Exemple 11.

Soit P(X) = aX? + bX + ¢ un polynéme de degré 2 a coefficients réels : a,b,c €R et a # 0.
e Si A =b%—4ac> 0 alors P admet 2 racines réelles distinctes _b2+ aJZ et _bz_a‘/z.
—b+i4/]A] ot 225 VAN

2a 2a

» Si A <0 alors P admet 2 racines complexes distinctes

» Si A =0 alors P admet une racine réelle double ;—2.
En tenant compte des multiplicités on a donc toujours exactement 2 racines.

Exemple 12.

P(X)=X"—1 admet n racines distinctes.

Sachant que P est de degré n alors par le théoreme de d’Alembert-Gauss on sait qu’il admet n racines
comptées avec multiplicité. Il s’agit donc maintenant de montrer que ce sont des racines simples. Supposons
—par l'absurde— que a € C soit une racine de multiplicité > 2. Alors P(a) =0 et P’(a) =0. Donc a"—1=0
et na™ ! = 0. De la seconde égalité on déduit a = 0, contradictoire avec la premiére égalité. Donc toutes les
racines sont simples. Ainsi les n racines sont distinctes. (Remarque : sur cet exemple particulier on aurait
aussi pu calculer les racines qui sont ici les racines n-iéme de I'unité.)

Pour les autres corps que les nombres complexes nous avons le résultat plus faible suivant :

Théoreme 4.
Soit P € K[X] de degré n > 1. Alors P admet au plus n racines dans K.

Exemple 13.

P(X) =3X3—2X?+ 6X — 4. Considéré comme un polynéme a coefficients dans Q ou R, P n’a qu'une seule
racine (qui est simple) a = % et il se décompose en P(X) =3(X — %)(X 2 4+ 2). Si on considére maintenant P
comme un polynoéme a coefficients dans C alors P(X) = 3(X — %)(X —14/2)(X +1i4/2) et admet 3 racines
simples.

3.3. Polynémes irréductibles

Définition 8.
Soit P € K[X ] un polynome de degré > 1, on dit que P est si pour tout Q € K[X ] divisant
P, alors, soit Q € K*, soit il existe A € K* tel que Q = AP.
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Remarque.
» Un polyndéme irréductible P est donc un polynéme non constant dont les seuls diviseurs de P sont les
constantes ou P lui-méme (& une constante multiplicative pres).
» La notion de polyn6éme irréductible pour 'arithmétique de K[X ] correspond & la notion de nombre
premier pour l'arithmétique de Z.
o Dans le cas contraire, on dit que P est ; il existe alors des polynémes A, B de K[X] tels que
P =AB, avec degA > 1 et degB > 1.

Exemple 14.
o Tous les polynomes de degré 1 sont irréductibles. Par conséquent il y a une infinité de polynémes
irréductibles.
e X2—1=(X—1)(X +1) € R[X] est réductible.
e X24+1=(X—1i)(X +1) est réductible dans C[X ] mais est irréductible dans R[X].
o X2—2=(X—v2)(X + +2) est réductible dans R[X ] mais est irréductible dans Q[X].

Nous avons I'équivalent du lemme d’Euclide de Z pour les polynémes :

Proposition 9 (Lemme d’Euclide).
Soit P € K[X ] un polynéme irréductible et soient A,B € K[X]. Si P|AB alors P|A ou P|B.

Démonstration. Si P ne divise pas A alors pged(P,A) = 1 car P est irréductible. Donc, par le lemme de Gauss,
P divise B. O

3.4. Théoreme de factorisation

Théoreme 5.
Tout polynéme non constant A € K[X ] s’écrit comme un produit de polynémes irréductibles unitaires :

— 9 pkipk k,
A=AP/'P,*---P}

ot A€ K* r e N*, k; € N* et les P; sont des polynémes irréductibles distincts.
De plus cette décomposition est unique a U'ordre preés des facteurs.

Il s’agit bien sfir de 'analogue de la décomposition d’un nombre en facteurs premiers.

3.5. Factorisation dans C[X | et R[X ]

Théoreme 6.

Les polynomes irréductibles de C[X ] sont les polynémes de degré 1.

Donc pour P € C[X] de degré n > 1 la factorisation s’écrit P = A(X — ;) (X —ay)2 - (X —a,), ot
ay,..., &, sont les racines distinctes de P et ko, ..., k, sont leurs multiplicités.

Démonstration. Ce théoreme résulte du théoréme de d’Alembert-Gauss. O

Théoreme 7.

Les polynémes irréductibles de R[X ] sont les polyndmes de degré 1 ainsi que les polyndmes de degré 2 ayant
un discriminant A < 0.

Soit P € R[X]de degré n > 1. Alors la factorisation s’écrit P = A(X —ap)M1 (X —ay)< - - (X —a, )k 5”11 .- -Qfs,
ott les a; sont exactement les racines réelles distinctes de multiplicité k; et les Q; sont des polynémes irréductibles
de degré 2 : Q; = X2+ B;X +y; avec A = /5i2—4}fi <0.
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Exemple 15.
P(X)=2X*(X—1)*(X?+1)*(X>+X + 1) est déja décomposé en facteurs irréductibles dans R[X ] alors que
sa décomposition dans C[X] est P(X) = 2X*(X — 1)3(X —)2(X +)2(X — j)(X — j2) ot1 j = ¢'5" = =LH3,

Exemple 16.
Soit P(X) =X*+1.
e Sur C. On peut d’abord décomposer P(X) = (X2 +1)(X? —i). Les racines de P sont donc les racines
carrées complexes de i et —i. Ainsi P se factorise dans C[X] :

P(X)=(X— 201 +D))(X + 21 +D)(x — 20 -D)(x + 21 -1).

o Sur R. Pour un polynéme a coefficient réels, si a est une racine alors & aussi. Dans la décomposition
ci-dessus on regroupe les facteurs ayant des racines conjuguées, cela doit conduire a un polynéme réel :

P(X)=[(x - 201 +D)(X —21-D) ][ (x + 20 +D)(X + Z(1-1D)]
=[X2+V2X +1][x*—V2x +1],

qui est la factorisation dans R[X ].

Mini-exercices.

1.

Trouver un polynoéme P(X) € Z[X] de degré minimal tel que : % soit une racine simple, v2 soit une
racine double et i soit une racine triple.

Montrer cette partie de la proposition 8 : « P(a) =0 et P’(a) =0 <= a est une racine de multiplicité
= 2».

Montrer que pour P € C[X] : « P admet une racine de multiplicité > 2 <= P et P’ ne sont pas
premiers entre eux ».

Factoriser P(X) = (2X% + X —2)*(X*—1)® et Q(X) = 3(X*> — 1)*(X®> —X + ) dans C[X]. En déduire
leur pged et leur ppcm. Mémes questions dans R[X ].
Si pged(A, B) = 1 montrer que pged(A+ B,Ax B) =1.

Soit P e R[X] et a € C\ R tel que P(a) = 0. Vérifier que P(a) = 0. Montrer que (X —a)(X — a) est
un polynéme irréductible de R[X] et qu’il divise P dans R[X].

4. Fractions rationnelles

Définition 9.

Une a coefficients dans K est une expression de la forme
p
F==
Q

ol P,Q € K[X] sont deux polyndmes et Q # 0.

Toute fraction rationnelle se décompose comme une somme de fractions rationnelles élémentaires que I'on
appelle des « éléments simples ». Mais les éléments simples sont différents sur C ou sur R.

4.1. Décomposition en éléments simples sur C

Théoréme 8 (Décomposition en éléments simples sur C).
Soit P/Q une fraction rationnelle avec BQ € C[X], pgcd(BQ)=1et Q= (X —ay)1--- (X —a,)kr. Alors il
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existe une et une seule écriture :

Pop g B2, @2 ., Ttk
Q X —apk (X —ag)al X —a)
az,1 4g azk,
- ay)ke (X —ay)
+ cee
Le polynéme E s’appelle la (ou ). Les termes (x oy sont les
sur C.
Exemple 17.
o Vérifier que )ﬁ = ﬁ"'xbl aveca = 3i, b=—131.

X4—8X%2+9X—7
X(—2)2(X+3)

o Vérifier que =X+1+(X:—2)2+}%+X_—+13.

Comment se calcule cette décomposition ? En général on commence par déterminer la partie polynomiale.
Tout d’abord si degQ > degP alors E (X )=0. SidegP < degQ alors effectuons la division euclidienne de
PparQ:P=QE+R donc =E + ol degR < degQ. La partie polynomiale est donc le quotient de
cette division. Et on s’est ramene au cas d’une fraction c% avec degR < degQ. Voyons en détails comment

continuer sur un exemple.

Exemple 18.
—2X34+4x%—-8X +11
X3—-3X+2
+ Premiére étape : partie polynomiale. On calcule la division euclidienne de P par Q : P(X) = (X2 +
1)Q(X) + 2X2 — 5X + 9. Donc la partie polynomiale est E(X) = X2 + 1 et la fraction s’écrit ==~

2X%-5X+9
QXx)

Décomposons la fraction 2 =

X241+ 2 Q(% 2 Notons que pour la fraction
petit que le degré du dénominateur.

o Deuxieme étape : factorisation du dénominateur. Q a pour racine évidente +1 (racine double) et —2
(racine simple) et se factorise donc ainsi Q(X) = (X — 1)?(X + 2).

» Troisieme étape : décomposition théorique en éléments simples. Le théoréme de décomposition en

PX) _ c

Qx) — E(X) + x— 1)2 +X 1t X2

Nous savons déja que E(X) = X2 + 1, il reste a trouver les nombres a, b, c.

* Quatrieme étape : détermination des coefficients. Voici une premiere facon de déterminer a, b,c. On

le degré du numérateur est strictement plus

éléments simples nous dit qu’il existe une unique décomposition :

2
récrit la fraction ﬁ + )% + 5535 +2 au méme dénominateur et on l'identifie avec % :
a b c _(b+c)X2+(a+b—2c)X+2a—2b+c

+ =

xX—-1)2 X-1 X+2 X—-1)2X+2)

qui doit étre égale a
2X2—5X+9
xX-12x+2)

On en déduit b+c=2,a+b—2c =—5et 2a—2b+c = 9. Cela conduit a 'unique solution a = 2,
b=-1,c=3.Donc

P X°—2X3+4x%-8Xx+11 _, -1 3

— = =X’+1+ + + .

Q X3—3X +2 (X—12 X—-1 X+2
Cette méthode est souvent la plus longue.

» Quatriéme étape (bis) : détermination des coefficients. Voici une autre méthode plus efficace.

P'(X) _ 2X%-5X49 c
Notons QX) — X-12(x+2) X2

/
Pour déterminer a on multiplie la fraction % par (X —1)? et on évalue en x = 1.

dont la décomposition théorique est : ﬁ + )% +

Tout d’abord en partant de la décomposition théorique on a :

1P ‘x) K= 1)

FX)=X- Q)

a+b(X—1)+ donc F(1)=a
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D’autre part

)ZP(X) X 172 2X*—5X+9  2X*—5X+9
QX) (X—12(X+2)  X+2
donc F;(1) = 2. On en déduit a = 2.
On fait le méme processus pour déterminer ¢ : on multiplie par (X + 2) et on évalue en —2. On calcule

Fo(X)=(X+2) 1(32/(()}(()) = ZX&__%;F 2=q ()}((_Jrlz)z +b ?ﬁ + ¢ de deux facons et lorsque I'on évalue x = —2 on

obtient d’'une part F,(—2) = ¢ et d’autre part Fo(—2) = 3. Ainsi ¢ = 3.

Comme les coefficients sont uniques tous les moyens sont bons pour les déterminer. Par exemple lorsque

'on évalue la décomposition théorique Q(X)) ﬁ + }% + 5 en x =0, on obtient :

FX)=X-

P’'(0

()za—b+£
Q(0) 2

Donc%=a—b+%.Doncb:a+%—§=—1.

4.2. Décomposition en éléments simples sur R

Théoréeme 9 (Décomposition en éléments simples sur R).
Soit P/Q une fraction rationnelle avec P,Q € R[X], pged(P,Q) = 1. Alors P/Q s’écrit de maniére unique
comme somme :

o d’une partie polynomiale E(X),

o d’éléments simples du type ﬁ,

aX+b

X24ax+p)"
Ott les X —a et X2 + aX + 3 sont les facteurs irréductibles de Q(X) et les exposants i sont inférieurs ou égaux

a la puissance correspondante dans cette factorisation.

o d’éléments simples du type

Exemple 19.
4 3 2
Décomposition en éléments simples de 588 X (;zsfxig(x?f)ﬂ- Comme deg P < degQ alors E(X) =0. Le
dénominateur est déja factorisé sur R car X? + X + 1 est irréductible. La décomposition théorique est donc :
P(X) aX+b cX +d e

= + + .
QX)) (X2+X+1)2 X2+X+1 X-1
Il faut ensuite mener au mieux les calculs pour déterminer les coefficients afin d’obtenir :
P(X) 2X +1 —1 3
= + + :
QX)) (X2+X+1)2 X2+X+1 X-1

Mini-exercices.

1. SoitQ(X) = (X—2)?(X2—1)3(X2+1)*. Pour P € R[X] quelle est la forme théorique de la décomposition
en éléments simples sur C de B ? Etsur R?

D X%+1 ., X
2. Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur R et C : X2 1> G2 -1
X24+x+1 . 2x%>-x . X

3. Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur R : FDX27 > Py > e

4. Soit F(X) = % Déterminer 'équation de 'asymptote oblique en +00. Etudier la position du

graphe de F par rapport a cette droite.

Auteurs du chapitre
e Rédaction : Arnaud Bodin; relecture : Stéphanie Bodin
» Basé sur des cours de Guoting Chen et Marc Bourdon
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Vidéo M partie 1. Définition

Vidéo M partie 2. Sous-groupes

Vidéo M partie 3. Morphismes de groupes
Vidéo M partie 4. Le groupe Z/nZ

Vidéo W partie 5. Le groupe des permutations
Motivation

Evariste Galois a tout juste vingt ans lorsqu’il meurt dans un duel. Il restera pourtant comme 'un des plus
grands mathématiciens de son temps pour avoir introduit la notion de groupe, alors qu’il avait a peine
dix-sept ans.

Vous savez résoudre les équations de degré 2 du type ax?+ bx +c¢ = 0. Les solutions s’expriment en fonction
de a, b, ¢ et de la fonction racine carrée +/ . Pour les équations de degré 3, ax® + bx? +cx +d = 0, il existe
aussi des formules. Par exemple une solution de x3 +3x +1 = 0 est x, = \3/ @ -1 @ De telles
formules existent aussi pour les équations de degré 4.

Un préoccupation majeure au début du X1x° siécle était de savoir s’il existait des formules similaires pour
les équations de degré 5 ou plus. La réponse fut apportée par Galois et Abel : non il n’existe pas en général
une telle formule. Galois parvient méme a dire pour quels polynémes c’est possible et pour lesquels ¢a ne
I'est pas. Il introduit pour sa démonstration la notion de groupe.

Les groupes sont a la base d’autres notions mathématiques comme les anneaux, les corps, les matrices, les

espaces vectoriels,... Mais vous les retrouvez aussi en arithmétique, en géométrie, en cryptographie !

Nous allons introduire dans ce chapitre la notion de groupe, puis celle de sous-groupe. On étudiera ensuite
les applications entre deux groupes : les morphismes de groupes. Finalement nous détaillerons deux groupes
importants : le groupe Z/nZ et le groupe des permutations %,.

1. Groupe

1.1. Définition

Définition 1.
Un (G, *) est un ensemble G auquel est associé une opération  (la ) vérifiant
les quatre propriétés suivantes :

1. pourtoutx,y €G, x*y€G (xestune )

2. pourtout x,y,2€ G, (x*xy)rz=x(y+z) (laloiest )


http://www.youtube.com/watch?v=p8gSeXA-Pls
http://www.youtube.com/watch?v=TKfhcZ7l9Qo
http://www.youtube.com/watch?v=Y7bvfX10DPs
http://www.youtube.com/watch?v=6wqgx1r1bJA
http://www.youtube.com/watch?v=aX-ARKd1aaQ
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3. ilexisteec Gtelque VxeG,x*xe=x et exx=x (eest] )

4. pourtout x € Gilexiste x’ € Gtelque xxx'=x"*x=e (x'estl de x et est noté x™1)

Si de plus 'opération vérifie

pour tout x,y € G, X*y=Y*X,

on dit que G est un groupe (ou ).

Remarque.

« L’élément neutre e est unique. En effet si e’ vérifie aussi le point (3), alors on a ¢/ xe = e (car e est

élément neutre) et e’ xe = ¢’ (car e’ aussi). Donc e = ¢’. Remarquez aussi que l'inverse de I'’élément

neutre est lui-méme. S’il y a plusieurs groupes, on pourra noter e; pour '’élément neutre du groupe G.

« Un élément x € G ne posséde qu’un seul inverse. En effet si x” et x” vérifient tous les deux le point (4)

alors on a x x x” = e donc x’ * (x » x”") = x’ * e. Par l'associativité (2) et la propriété de 'élément neutre

(3) alors (x” *x) *x” = x’. Mais x’ *x = e donc e x x”/ = x’ et ainsi x”" = x’.

1.2. Exemples

Voici des ensembles bien connus pour lesquels 'opération donnée définit une structure de groupe.

« (R*, x) est un groupe commutatif, x est la multiplication habituelle. Vérifions chacune des propriétés :

1.

2.

5.

Six,y € R* alors x x y € R*.

Pour tout x,y,z € R* alors x x (y x 2) = (x x ¥) x z, c’est associativité de la multiplication des
nombres réels.

1 est '’élément neutre pour la multiplication, en effet 1 x x = x et x x 1 = x, ceci quelque soit x € R*.

v (1 _1 1 .y \ 19414 iy
Linverse d’un élément x € R* est x’ 31( (car x x )1( est bien égal a ’élément neutre 1). L'inverse

de x est donc x!

= }C Notons au passage que nous avions exclu 0 de notre groupe, car il n’a pas
d’inverse.

Ces propriétés font de (R*, x) un groupe.

Enfin x x y = y x x, c’est la commutativité de la multiplication des réels.

o (Q* x), (C*, x) sont des groupes commutatifs.
e (Z,+) est un groupe commutatif. Ici + est 'addition habituelle.

1.

2.

5.

Six,y€Zalorsx+y¢€Z.
Pour tout x, y,z € Z alors x + (y +2) = (x + y) + 2.
0 est ’élément neutre pour 'addition, en effet 0 + x = x et x + 0 = x, ceci quelque soit x € Z.

Linverse d’un élément x € Z est x’ = —x car x + (—x) = 0 est bien 'élément neutre 0. Quand la loi
de groupe est + I'inverse s’appelle plus couramment I’

Enfin x + y = y + x, et donc (Z, +) est un groupe commutatif.

e (Q,+), (R,+), (C,+) sont des groupes commutatifs.
» Soit #Z I'ensemble des rotations du plan dont le centre est a l'origine O.
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0]

Alors pour deux rotations Ry et Ry, la composée Ry o Ry, est encore une rotation de centre l'origine
et d’angle 6 + 0’. Ici o est la composition. Ainsi (%, ) forme un groupe (qui est méme commutatif).
Pour cette loi '’élément neutre est la rotation d’angle O : c’est I'identité du plan. L'inverse d’'une rotation
d’angle 6 est la rotation d’angle —6.

» Si.# désigne I'ensemble des isométries du plan (ce sont les translations, rotations, réflexions et leurs
composées) alors (£, 0) est un groupe. Ce groupe n’est pas un groupe commutatif. En effet, identifions
le plan & R? et soit par exemple R la rotation de centre O = (0,0) et d’angle 7 et T la translation
de vecteur (1,0). Alors les isométries T oR et Ro T sont des applications distinctes. Par exemple les
images du point A= (1, 1) par ces applications sont distinctes : T oR(1,1) = T(—1,1) = (0, 1) alors que
RoT(1,1)=R(2,1) = (-1,2).

RoT(A)

R(A) T(A)

T o R(A)

SIE]
INJE]

Voici deux exemples qui ne sont pas des groupes :

» (Z*,x) n’est pas un groupe. Car si 2 avait un inverse (pour la multiplication x) ce serait % qui n’est pas
un entier.

e (N,+) n’est pas un groupe. En effet 'inverse de 3 (pour 'addition +) devrait étre —3 mais —3 ¢ N.

Nous étudierons dans les sections 4 et 5 deux autres groupes tres importants : les groupes cycliques (Z/nZ, +)
et les groupes de permutations (,, o).

1.3. Puissance

Revenons a un groupe (G, x). Pour x € G nous noterons x * x par x2 et x « x « x par x°. Plus généralement
nous noterons :

o X=X xX %KX,

A —
n fois
. xo =e,
o x M=x"1uoiux7L,
S ———
n fois

Rappelez-vous que x ! désigne l'inverse de x dans le groupe.
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Les régles de calcul sont les mémes que pour les puissances des nombres réels. Pour x,y € Get m,n€Z
nous avons :

. xm *xn — xm+n,

° (Xm)n —_ xmn,

e (xxy)'=y1xx7!, attention a lordre!

o Si (G, ) est commutatif alors (x * y)" = x™ x y™.

1.4. Exemple des matrices 2 x 2

Une 2 x 2 est un tableau de 4 nombres (pour nous des réels) noté ainsi :
a b
c dJ)’
Nous allons définir 'opération noté x de deux matrices M = (‘C’ 3) et M' = (‘C’: g:) :

Mox M — (a b) y (a’ b’) _ (aa’+bc’ ab’—l—bd’).
c d ¢ d ca’+dc’ cb’ +dd’
Voici comment présenter les calculs, on place M a gauche, M’ au dessus de ce qui va étre le résultat. On
calcule un par un, chacun des termes de M x M’.
Pour le premier terme on prend la colonne située au dessus et la ligne située a gauche : on effectue les
produits a x a’ et b x ¢/ qu'on additionne pour obtenir le premier terme du résultat. Méme chose avec

le second terme : on prend la colonne située au dessus, la ligne située a gauche, on fait les produit, on
additionne : ab’ + bd’. Idem pour les deux autres termes.

S
ab aa’+ bc’ ab’ + bd’
c d ca’+dc’ cb’+dd’

Par exemple si M = (§ %) et M’ = (19) alors voici comment poser les calculs (M x M’ & gauche, M’ x M

(1) ()
GG o0

alors M x M’ = (3 %) et M’ x M =(}1). Remarquez qu'en général M x M’ # M’ x M.

Le d’une matrice M = (‘Cl 3) est par définition le nombre réel
detM = ad — bc.

Proposition 1.
Lensemble des matrices 2 x 2 ayant un déterminant non nul, muni de la multiplication des matrices X, forme
un groupe non-commutatif.

Ce groupe est noté (¥, x).

Nous aurons besoin dun résultat préliminaire :

Lemme 1.
det(M x M’) = detM - detM’.
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Pour la preuve, il suffit de vérifier le calcul : (aa’+ bc’)(c b’+dd’)—(ab’+ bd’)(ca’+dc’) = (ad—bc)(d’d’ —
b’c’).
Revenons a la preuve de la proposition.

Démonstration.

1.

10. Montrer que 'ensemble des matrices 2 x 2 muni de 'addition + définie par (¢ 5)+(% %) = (

Vérifions la loi de composition interne. Si M, M’ sont des matrices 2 x 2 alors M x M’ aussi. Maintenant
si M et M’ sont de déterminants non nuls alors det(M x M’) = det M - det M’ est aussi non nul. Donc si
M,M’ € 9, alors M x M’ € 9.

. Pour vérifier que la loi est associative, c’est un peu fastidieux. Pour trois matrices M, M’, M”" quelconques

il faut montrer (M x M) x M” = M x (M’ x M""). Faites-le pour vérifier que vous maitrisez le produit
de matrices.

. Existence de I’élément neutre. La I= ((1) (1)) est 'élément neutre pour la multiplication

des matrices : en effet (25)x (§9)=(25)et (§9)x(2b)=(2b).

. Existence de l'inverse. Soit M = (¢ 5 ) une matrice de déterminant non nul alors M~ = ad—ibc (4 b
est inverse de M : vérifiezque M x M ' =T etque M~ ! x M =1.
. Enfin nous avons déja vu que cette multiplication n’est pas commutative.
0

Mini-exercices.
1. Montrer que (R, x) est un groupe commutatif.

2. Soit f,  : R — R la fonction définie par x — ax+b. Montrer que I'ensemble & = {f, ;, | a € R*, b € R}

muni de la composition « o » est un groupe non commutatif.

3. (Plus dur) Soit G =]—1,1[. Pour x, y € G on définit x xy = f:%,

en (a) montrant que * est une loi de composition interne : x * y € G ; (b) montrant que la loi est

. Montrer que (G, *) forme un groupe
associative ; (c) montrant que 0 est élément neutre; (d) trouvant I'inverse de x.

Soit (G, x) un groupe quelconque; x, y,z sont des éléments de G.
4. Montrer que si x x y = x xz alors y = z.
5. Que vaut (x_l)_1 ?

6. Si x™ =e, quel est I'inverse de x ?

Matrices :
7. Soient My = (973'), My =(12), M3 =(32). Vérifier que My x (M, x Mg) = (M; x My) x Ms.
8. Calculer (M; x M,)* et M? x MZ. (Rappel : M? = M x M)

9. Calculer le déterminant des M; ainsi que leur inverse.

a+a’ b+b’)
¢ d c+c’ d+d’

forme un groupe commutatif.
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2. Sous-groupes

Montrer qu'un ensemble est un groupe a partir de la définition peut étre assez long. Il existe une autre
technique, c’est de montrer qu'un sous-ensemble d’un groupe est lui-méme un groupe : c’est la notion de
sous-groupe.

2.1. Définition
Soit (G, x) un groupe.
Définition 2.
Une partie H C G est un de G si:
e ¢e€EH,

e pourtoutx,y € H,onaxxy €H,
« pourtout x € H,onax ' € H.

Notez qu’un sous-groupe H est aussi un groupe (H, ) avec la loi induite par celle de G.
Par exemple si x € H alors, pour tout n € Z, nous avons x" € H.

Remarque.

Un critére pratique et plus rapide pour prouver que H est un sous-groupe de G est :
e H contient au moins un élément
e pourtoutx,y € H, x *y_l €H.

2.2. Exemples

« (R?, x) est un sous-groupe de (R*, x). En effet :
— 1€R},
— six,y €R} alors x x y € R,
— si x €R} alors xt= % ERY.
e (U, x) est un sous-groupe de (C*,x),ou U={z € C| |z| =1}.
(Z,+) est un sous-groupe de (R, +).
o {e} et G sont les du groupe G.
L'ensemble & des rotations du plan dont le centre est a l'origine est un sous-groupe du groupe des

isométries .#.
Lensemble des matrices diagonales (g 2) avec a # 0 et d # 0 est un sous-groupe de (¥¢,, x).

2.3. Sous-groupes de Z

Proposition 2.
Les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ, pour n € Z.

L'ensemble nZ désigne 'ensemble des multiples de n :
nz = {k-n|k€Z}.

Par exemple :
o 272 ={...,—4,—2,0,4+2,+4,+6,...} est 'ensemble des entiers pairs,
o 72 ={...,—14,—7,0,+7,+14,+21,...} est ’'ensemble des multiples de 7.

Démonstration. Fixons n € Z. L'ensemble nZ est un sous-groupe de (Z,+), en effet :
e nZ C 7,
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e I’élément neutre O appartient a nZ,
o pour x = kn et y = k’n des éléments de nZ alors x + y = (k + k")n est aussi un élément de nZ,
 enfin si x = kn est un élément de nZ alors —x = (—k)n est aussi un élément de nZ.

Réciproquement soit H un sous-groupe de (Z, +). Si H = {0} alors H = 0Z et c’est fini. Sinon H contient au
moins un élément non-nul et positif (puisque tout élément est accompagné de son opposé) et notons

n=min{h>0|h€H}.

Alorsn > 0. Comme n € H alors —n € H, 2n = n+n € H, et plus généralement pour k € Z alors kn € H. Ainsi
nZ C H. Nous allons maintenant montrer l'inclusion inverse. Soit h € H. Ecrivons la division euclidienne :

h=kn+r, aveck,r€Z et 0<r<n.

Mais h € H et kn € H donc r = h—kn € H. Nous avons un entier r > 0 qui est un élément de H et
strictement plus petit que n. Par la définition de n, nécessairement r = 0. Autrement dit h = kn et donc
h € nZ. Conclusion H = nZ. O

2.4. Sous-groupes engendrés

Soit (G, *) un groupe et E C G un sous-ensemble de G. Le par E est le plus petit
sous-groupe de G contenant E.

Par exemple si E = {2} et le groupe est (R*, x), le sous-groupe engendré par E est H = {2" | n € Z}. Pour
le prouver : il faut montrer que H est un sous-groupe, que 2 € H, et que si H' est un autre sous-groupe
contenant 2 alors H C H'.

Autre exemple avec le groupe (Z,+) : si E; = {2} alors le sous-groupe engendré par E; est H; = 2Z. Si
E, = {8,12} alors H, = 4Z et plus généralement si E = {a, b} alors H = nZ ou n = pgcd(a, b).

Mini-exercices.

1. Montrer que {2" | n € Z} est un sous-groupe de (R*, x).

2. Montrer que si H et H’ sont deux sous-groupes de (G, x) alors H N H’ est aussi un sous-groupe.
3. Montrer que 5Z U 8Z n’est pas un sous-groupe de (Z, +).
4

. Montrer que 'ensemble des matrices 2 x 2 de déterminant 1 ayant leurs coefficients dans Z est un
sous-groupe de (¥, x).

5. Trouver le sous-groupe de (Z, +) engendré par {—12, 8,20}.

3. Morphismes de groupes

3.1. Définition

Définition 3.
Soient (G, x) et (G’, ¢) deux groupes. Une application f : G — G’ est un Si:

pour tout x,x’ € G flxxx")=f(x)of(x")

Lexemple que vous connaissez déja est le suivant : soit G le groupe (R, +) et G’ le groupe (R*, x). Soit
f :R—> R} l'application exponentielle définie par f(x) = exp(x). Nous avons bien

£ +x") = exp(x +x") = exp(x) x exp(x) = f (x) x f (x).

Et donc f est bien un morphisme de groupes.
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3.2. Propriétés

Proposition 3.

Soit f : G —> G’ un morphisme de groupes alors :
° f(eG) = €gs, 1
e pourtout x €G, f(x 1) = (f(x)) .

Il faut faire attention a I'’ensemble auquel appartiennent les éléments considérés : e; est 'élément neutre de
G, eg celui de G’. Il n’y a pas de raison qu'’ils soient égaux (ils ne sont méme pas dans le méme ensemble).
Aussi x ! est I'inverse de x dans G, alors que ( f (x))_1 est I'inverse de f(x) mais dans G’.

Reprenons I'exemple de la fonction f : R — R définie par f(x) = exp(x). Nous avons bien f(0) =1 :
Iélément neutre de (R, +) a pour image I'élément neutre de (R, x). Pour x € R son inverse dans (R, +) est
ici son opposé —x, alors f(—x) = exp(—x) = ﬁ = J%x) est bien I'inverse (dans (R*, x)) de f(x).

Démonstration.
o fleg) = fleg *eg) = f(eg) © f(eg), en multipliant (4 droite par exemple) par f(e;)™ on obtient
eqr = f(eg).
o Soit x € G alors x *x ! = e donc f(x xx™1) = f(es). Cela entraine f(x)o f(x~1) = e/, en composant
a gauche par (f (x))_l, nous obtenons f(x~1) = (f (x))_l.

1

O

Proposition 4.
o Soient deux morphismes de groupes f : G — G’ et g : G’ —> G”. Alors go f : G —> G” est un
morphisme de groupes.
e Si f: G—> G’ est un morphisme bijectif alors f ' : G’ — G est aussi un morphisme de groupes.

Démonstration. La premiére partie est facile. Montrons la deuxiéme : Soit y, y’ € G’. Comme f est bijective,

il existe x,x” € G tels que f(x) =y et f(x")=y’. Alors f }(yoy) = fHf(x)of(x) = fHf (x*xx)) =
x*x" = fYy)* f71(y"). Et donc f ! est un morphisme de G’ vers G. O

Définition 4.
Un morphisme bijectif est un . Deux groupes G, G’ sont s’il existe un morphisme
bijectif f : G — G’.

Continuons notre exemple f (x) = exp(x), f : R — R est une application bijective. Sa bijection réciproque
f R% — R est définie par f ~1(x) = In(x). Par la proposition 4 nous savons que f~! est aussi un
morphisme (de (R*, x) vers (R, +)) donc Fx x x") = f7H(x) + f~1(x’). Ce qui s’exprime ici par la
formule bien connue :

In(x x x’) = In(x) + In(x").
Ainsi f est un isomorphisme et les groupes (R, +) et (R}, x) sont isomorphes.

3.3. Noyau et image
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Nous définissons deux sous-ensembles importants qui vont
étre des sous-groupes.

Définition 5.

Le de f est

Kerf:{xeGIf(x):eG/}
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C’est donc un sous-ensemble de G. En terme d’image réciproque nous avons par définition Ker f = f 1 ({eG/ }).
(Attention, la notation f ! ici désigne I'image réciproque, et ne signifie pas que f est bijective.) Le noyau
est donc 'ensemble des éléments de G qui S’envoient par f sur I'élément neutre de G’.

Définition 6.

L de f est

Imf={f(x)|x€G}

C’est donc un sous-ensemble de G’ et en terme d’image directe nous avons Im f = f(G). Ce sont les éléments
de G’ qui ont (au moins) un antécédent par f.

Proposition 5.
Soit f : G —> G’ un morphisme de groupes.

1. Ker f est un sous-groupe de G.
2. Im f est un sous-groupe de G’.
3. f est injectif si et seulement si Ker f = {eg}.

4. f est surjectif si et seulement si Im f = G'.

Démonstration.
1. Montrons que le noyau est un sous-groupe de G.
(a) f(eg)=eqy donce; €Kerf.
(b) Soient x,x’ € Ker f. Alors f(x*x") = f(x)o f(x')=eg oeg =eg et donc x » x’ €Ker f.
(c) Soit x €Kerf. Alors f(x 1) = f(x) 1= eg,l =eg . Etdonc x~! € Kerf.
2. Montrons que image est un sous-groupe de G’'.
(@) f(eg) =eg donces €Imf.
(b) Soienty,y’ €Imf.Ilexiste alors x,x’ € G telsque f(x) =y, f(x")=y’. Alors yoy’ = f(x)of (x') =
f(x*x")elImf.
(c) Soit y eImf et x €G tel que y = f(x). Alors y ! = f(x)' = f(x™!) € Imf.

3. Supposons f injective. Soit x € Ker f, alors f(x) = es donc f(x) = f(es) et comme f est injective
alors x = eg. Donc Ker f = {es}. Réciproquement supposons Ker f = {e;}. Soient x,x’ € G tels que
f(x) = f(x") donc f(x) < (f(x’))_1 = eg, dott f(x)o f(x'™') = es et donc f(x * x'™') = es. Ceci
implique que x * x’~! € Ker f. Comme Ker f = {es} alors x x x'~} = e et donc x = x’. Ainsi f est
injective.

4. C’est clair!

3.4. Exemples

Exemple 1.

1. Soit f : Z —> Z définie par f (k) = 3k. (Z,+) est considéré comme ensemble de départ et d’arrivée de
lapplication. Alors f est un morphisme du groupe (Z,+) dans lui-méme car f(k + k') = 3(k + k') =
3k + 3k’ = f(k) + f(k’). Calculons le noyau : Ker f = {k € Z | f (k) = 0}. Mais si f(k) =0 alors 3k =0
donc k = 0. Ainsi Ker f = {0} est réduit a 'élément neutre et donc f est injective. Calculons maintenant
I'image Im f = {f (k) | k € Z} = {3k | k € Z} = 37Z. Nous retrouvons que 3Z est un sous-groupe de
(z,+).
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Plus généralement si I'on fixe n € Z, n # 0, et que f est définie par f (k) = k - n alors Ker f = {0} et
Im f =nZ.

2. Soient les groupes (R,+) et (U, x) (ou U = {z € C | |z| = 1}) et f lapplication f : R — U définie
par f(t) = e''. Montrons que f est un morphisme : f(t + t') = e+ = ¢l x i’ = £(£) x f(t').
Calculons le noyau Ker f = {t € R | f(t) = 1}. Mais si f(t) =1 alors e!’ = 1 donc t = 0 (mod 27). D’'ott
Ker f = {2km | k € Z} = 2nZ. Ainsi f n’est pas injective. Ilimage de f est U car tout nombre complexe
de module 1 s’écrit sous la forme f(t) = e't.

3. Soient les groupes (¥4, x) et (R*, x) et f : Y, —> R* définie par f (M) = det M. Alors la formule vue

plus haut (lemme 1) det(M x M’) = detM x det M’ implique que f est un morphisme de groupes. Ce
morphisme est surjectif, car si t € R* alors det ((1) 9) = t. Ce morphisme n’est pas injectif car par exemple

der(39) = det(59).

Attention : ne pas confondre les différentes notations avec des puissances —1 : x !, f71, f _1({eG/}) :

« x~! désigne I'inverse de x dans un groupe (G, x). Cette notation est cohérente avec la notation usuelle
si le groupe est (R*, x) alors x ! = %

« Pour une application bijective f ! désigne la bijection réciproque.

« Pour une application quelconque f : E — F, Iimage réciproque d’une partie B C F est f "1(B) = {x S
E|f(x)e B}, C’est une partie de E. Pour un morphisme f, Ker f = f _1({eG/}) est donc 'ensemble des
X € G tels que leur image par f soit e;/. Le noyau est défini méme si f n’est pas bijective.

Mini-exercices.

1. Soit f : (Z,+) — (Q*, x) défini par f(n) = 2". Montrer que f est un morphisme de groupes.
Déterminer le noyau de f. f est-elle injective ? surjective ?

2. Mémes questions pour f : (R,+) — (£,0), qui a un réel 6 associe la rotation d’angle 6 de centre
l'origine.

3. Soit (G, *) un groupe et f : G —> G l'application définie par f (x) = x2. (Rappel : x2 = x xx.) Montrer
que si (G, x) est commutatif alors f est un morphisme. Montrer ensuite la réciproque.

4. Montrer qu’il n’existe pas de morphisme f : (Z,+) — (Z,+) tel que f(2) =3.

5. Montrer que f, g : (R*, x) — (R*, x) définis par f(x) = x2, g(x) = x> sont des morphismes de
groupes. Calculer leurs images et leurs noyaux respectives.

4. Le groupe Z/nZ

4.1. Lensemble et le groupe Z/nZ
Fixons n > 1. Rappelons que Z/nZ est ’'ensemble
z/nz={0,1,2,...,n—1}

ou p désigne la classe d’équivalence de p modulo n.
Autrement dit

p=q < p=q (mod n)

ouencorep=q<=dke€Z p=q+kn.
On définit une sur Z/nZ par :
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Par exemple dans Z/60Z, on a 31 +46 =31+46=77=17.

Nous devons montrer que cette addition est bien définie : si p’ =p et ¢/ =q alors p’ =p (mod n), ¢’ =q
(mod n) et donc p’ + ¢’ = p +q (mod n). Donc p’ +q’ = p + q. Donc on a aussi p’ + q’ = p + g. Nous avons
montré que I'addition est indépendante du choix des représentants.

Voici un exemple de la vie courante : considérons seulement les minutes d'une montre ; ces minutes varient
de 0 a 59. Lorsque l'aiguille passe a 60, elle désigne aussi 0 (on ne s’occupe pas des heures). Ainsi de suite :
61 s’écrit aussi 1, 62 s’écrit aussi 2,...Cela correspond donc a 'ensemble Z/60Z. On peut aussi additionner
des minutes : 50 minutes plus 15 minutes font 65 minutes qui s’écrivent aussi 5 minutes. Continuons avec
Pécriture dans Z/60Z par exemple : 135 + 50 = 185 = 5. Remarquez que si 'on écrit d’abord 135 = 15
alors 135 + 50 = 15 + 50 = 65 = 5. On pourrait méme écrire 50 = —10 et donc 135 + 50 = 15— 10 = 5.
C’est le fait que I'addition soit bien définie qui justifie que I'on trouve toujours le méme résultat.

Proposition 6.
(Z/nZ,+) est un groupe commutatif.

C’est facile. L'élément neutre est 0. Lopposé de k est —k = —k = n— k. Lassociativité et la commutativité
découlent de celles de (Z, +).

4.2. Groupes cycliques de cardinal fini

Définition 7.

Un groupe (G, ) est un groupe s'il existe un élément a € G tel que :
pour tout x € G, il existe k € Z tel que x = a*

Autrement dit le groupe G est engendré par un seul élément a.

Le groupe (Z/nZ,+) est un groupe cyclique. En effet il est engendré par a = 1, car tout élément k s’écrit

k=1+1+---1=k-1.

| —
k fois

Voici un résultat intéressant : il n’existe, a isomorphisme pres, qu'un seul groupe cyclique a n éléments, c’est
Z/nZ :

Théoreme 1.
Si (G, ) un groupe cyclique de cardinal n, alors (G, x) est isomorphe a (Z/nZ,+).

Démonstration. Comme G est cyclique alors G = {...,a72,a7},e,a,a?,a%,... }. Dans cette écriture il y a
de nombreuses redondances (car de toute facon G n’a que n éléments). Nous allons montrer qu’en fait

G= {e,a,az,...,a”_l} etque a"=e.

Tout d’abord I'ensemble {e, a,a’,..., a”_l} est inclus dans G. En plus il a exactement n éléments. En effet si
a’P =a%avec0< q<p<n—1alorsa? 4 =e (avec p—q > 0) et ainsi a? 9" = aP 9xa=qa,a? "2 =qa? et
alors le groupe G serait égal a {e, a,a,..., ap_q_l} et n’aurait pas n éléments. Ainsi {e, a,az,..., a"_l} cG
et les deux ensembles ont le méme nombre n d’éléments, donc ils sont égaux.

2

Montrons maintenant que a" = e. Comme a”" € G et que G = {e, a,as,..., a”_l} alorsil existe 0 < p <n—1

tel que a™ = aP. Encore une fois si p > 0 cela entraine a™ P = e et donc une contradiction. Ainsi p =0 donc
a"=a’=e.
Nous pouvons maintenant construire I'isomorphisme entre (Z/nZ,+) et (G,*). Soit f : Z/nZ — G

Papplication définie par f (k) = a.
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« Il faut tout d’abord montrer que f est bien définie car notre définition de f dépend du représentant k et
pas de la classe k : si k = k/ (une méme classe définie par deux représentants distincts) alors k = k’
(mod n) et donc il existe £ € Z tel que k = k’ + £n. Ainsi f(E) =gk =gt = gK « q!" = gK « (a")! =
a et =ak = f (k). Ainsi f est bien définie.

« f est un morphisme de groupes car f(k+ k') = f(k+ k') = aktK = gk w g = f (k) * f (k) (pour tout
k, k).

o 1l est clair que f est surjective car tout élément de G s’écrit a*.

o Comme 'ensemble de départ et celui d’arrivée ont le méme nombre d’éléments et que f est surjective
alors f est bijective.

Conclusion : f est un isomorphisme entre (Z/nZ,+) et (G, *). O

Mini-exercices.

1. Trouver tous les sous-groupes de (Z/12Z, +).

2. Montrer que le produit défini par p x § = p x q est bien défini sur I'ensemble Z/nZ.
3. Dans la preuve du théoréme 1, montrer directement que I'application f est injective.
4

. Montrer que 'ensemble U,, = {z eC|s"= 1} est un sous-groupe de (C*, x). Montrer que U,, est
isomorphe a Z/nZ. Expliciter I'isomorphisme.

5. Montrer que 'ensemble H={(§9),(3.%),(%'9),(% %)} est un sous-groupe de (45, x) ayant 4
éléments. Montrer que H n’est pas isomorphe a Z/4Z.

5. Le groupe des permutations ./,

Fixons un entier n > 2.

5.1. Groupe des permutations

Proposition 7.
Lensemble des bijections de {1,2,...,n} dans lui-méme, muni de la composition des fonctions est un groupe,
noté (<, o).

Une bijection de {1,2,...,n} (dans lui-méme) s’appelle une . Le groupe (+,, o) s’appelle le
(oule ).

Démonstration.

1. La composition de deux bijections de {1,2,...,n} est une bijection de {1,2,...,n}.
2. La loi est associative (par l'associativité de la composition des fonctions).

3. L'élément neutre est l'identité.

4. Linverse d’'une bijection f est sa bijection réciproque f 1.

Il s’agit d'un autre exemple de groupe ayant un nombre fini d’éléments :

Lemme 2.
Le cardinal de &, est n! .
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Démonstration. La preuve est simple. Pour ’élément 1, son image appartient a {1,2,...,n} donc nous avons
n choix. Pour I'image de 2, il ne reste plus que n—1 choix (1 et 2 ne doivent pas avoir la méme image car
notre application est une bijection). Ainsi de suite... Pour I'image du dernier élément n il ne reste qu'une
possibilité. Au finalilyan x (n—1) x --- x 2 x 1 = n! facon de construire des bijections de {1,2,...,n}. O

5.2. Notation et exemples

Décrire une permutation f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} équivaut a donner les images de chaque i allant
de 1 a n. Nous notons donc f par

[ 1 2 - n ]
f) f@) - fm

Par exemple la permutation de % notée

est la bijection f : {1,2,...,7} — {1,2,...,7} définie par f(1) =3, f(2)=7, f(3)=5,f(4)=4, f(5)=6
f(6)=1, f(7) = 2. C’est bien une bijection car chaque nombre de 1 & 7 apparait une fois et une seule sur
la deuxieéme ligne.

Lélément neutre du groupe est I'identité id ; pour # c'est donc [ 12343871,

Il est facile de calculer la composition de deux permutations f et g avec cette notation. Si f = [é % g i g i’ g]

et g = [}r % g ‘1‘ g g’ g] alors g o f s’obtient en superposant la permutation f puis g

; 1234567l>fg 1234567]
g o = =
26715 43 26 715 43
ensuite on élimine la ligne intermédiaire du milieu et donc go f senote [ 323 F367].
Il est tout aussi facile de calculer I'inverse d’'une permutation : il suffit d’échanger les lignes du haut et du

bas et de réordonner le tableau. Par exemple I'inverse de

_| 1234567 §f1
3754612

-1_[3754612 12
senote f 1 =[3734%12] ou plutdt aprés réordonnement [ } 2

5.3. Le groupe 7

Nous allons étudier en détails le groupe % des permutations de {1,2,3}. Nous savons que #; posséde
= 6 éléments que nous énumérons :
e id=[133]identité,

e 7, =|1%3 | une transposition,
—[123 P iti
o Ty= [3 5 1] une deuxieme transposition,
—[123 fai iti
¢ Ty= [2 ¢ 3] une troisieme transposition,
—[123
o« o= 231:|uncyc1e,
1 _[12377p; Lcé
e ol = [3 7 2] I'inverse du cycle précédent.

Donc & = { id, 71,79, 73,0, o_l}.

Calculons Tjocoetooty:

123 123
— —l123]= 1237 —
T mj—[xu]_ =71, et OOT-_bsz] =1T,.
1 551 [321] 2 1 2135 [213] 3
p

Ainsi 7, 00 = 1, est différent de 0 0o T; = 75, ainsi le groupe ¥ n’est pas commutatif. Et plus généralement :
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Lemme 3.
Pour n > 3, le groupe &, n’est pas commutatif.

Nous pouvons calculer la table du groupe ¥

of || id | T, | T, | T | o ol
id T, Ty T o ot

T1 id o |ot | ti00=1, ]| 14

T, o~ ! id o T3 T,

T o ol id T To

o T Ty o ! id

o ! T, T3 T id o

FIGURE 6.1 — Table du groupe ¥

Comment avons-nous rempli cette table? Nous avons déja calculé 7, 00 = 7, et . Comme
foid=f etidof = f il est facile de remplir la premiére colonne noire ainsi que la premiére ligne noire.
Ensuite il faut faire les calculs!

On retrouve ainsi que ¥ = {id, T1,T9,T3,0, 0_1} est un groupe : en particulier la composition de deux
permutations de la liste reste une permutation de la liste. On lit aussi sur la table I'inverse de chaque élément,
par exemple sur la ligne de T, on cherche a quelle colonne on trouve l'identité, c’est la colonne de 7,. Donc
l'inverse de 7, est lui-méme.

5.4. Groupe des isométries du triangle

Soit (ABC) un triangle équilatéral. Considérons 'ensemble des isométries du plan qui préservent le triangle,
c’est-a-dire que I'on cherche toutes les isométries f telles que f(A) € {A,B,C}, f(B) € {A,B,C}, f(C) €
{A,B, C}. On trouve les isométries suivantes : 'identité id, les réflexions t1, t,, t; d’axes 9, 2, 9, la rotation
s d’angle 27" et la rotation s—* d’angle —%" (de centre O).

Al

Proposition 8.
Lensemble des isométries d’un triangle équilatéral, muni de la composition, forme un groupe. Ce groupe est
isomorphe a (3, 0).

1 1

L'isomorphisme est juste I'application qui a t; associe T;, a s associe o et a s~ - associe o~ -.
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5.5. Décomposition en cycles

» Nous allons définir ce qu’est un : C’est une permutation ¢ qui fixe un certain nombre d’éléments
(o(i) = i) et dont les éléments non fixés sont obtenus par itération : j, o(j), o2(j),... Cest plus facile a
comprendre sur un exemple :

12345678

B [1 8 35267 4]
est un cycle : les éléments 1, 3, 6, 7 sont fixes, les autres s’obtiennent comme itération de 2 : 2+— ¢ (2) =
8+ o(8) = 0?(2) =4 — o(4) = 03(2) = 5, ensuite on retrouve o*(2) = o(5) = 2.

» Nous noterons ce cycle par
L
(278 4 5)

11 faut comprendre cette notation ainsi : 'image de 2 est 8, 'image de 8 est 4, 'image de 4 est 5, I'image
de 5 est 2. Les éléments qui n’apparaissent pas (ici 1, 3, 6, 7) sont fixes. On aurait pu aussi noter ce méme
cyclepar:(8452),(4528)ou(5284).

« Pour calculer I'inverse on renverse les nombres : 'inverse de 0 = (28 4 5) est o ! = (5 4 8 2).

e Le d’un cycle sont les éléments qui ne sont pas fixes : le support de o est {2,4,5,8}. La
(oul ) d’un cycle est le nombre d’éléments qui ne sont pas fixes (c’est donc le cardinal du support).
Par exemple (2 8 4 5) est un cycle de longueur 4.

« Autres exemples: 0 =[ 23] = (12 3) est un cycle de longueur 3; t =[1234]=(24) est un cycle

de longueur 2, aussi appelé une .
« Parcontre f =[ 1234287 ] nest pas un cycle; il s’écrit comme la composition de deux cycles f =

(17)o(356). Comme les supports de (1 7) et (3 5 6) sont disjoints alors on a aussi f =(356)0 (1 7).
Ce dernier point fait partie d’un résultat plus général que nous admettons :
Théoréme 2.

Toute permutation de &, se décompose en composition de cycles a supports disjoints. De plus cette décompo-
sition est unique.

Pour l'unicité il faut comprendre : unique a ’écriture de chaque cycle pres (exemple : (3 5 6) et (5 6 3) sont
le méme cycle) et a 'ordre pres (exemple : (1 7)o (356)=(356)0o(17)).
Exemple : la décomposition de f =[ 123435781 en composition de cycle & supports disjoints est (15 3) o

(48)o(67).

Attention, si les supports ne sont pas disjoints alors cela ne commute plus : par exemple g = (1 2)o (2 3 4)
n’est pas égale a h = (2 3 4) o (1 2). En effet I'écriture de g en produit de cycle a support disjoint est

g=( 2)0(234):@2%%]:[%gﬁﬂz(l234)alorsquecelledehesth=(234)0(1 2):[%%2‘2‘]:
(1342).

Mini-exercices.

1. Soient f définie par f(1) =2, f(2) =3, f(3) =4, f(4) =5, f(5) = 1 et g définie par g(1) = 2,
g(2) =1, g(3) = 4, g(4) = 3, g(5) = 5. Ecrire les permutations f, g, f !, g7}, gof, fog, f2, g2,
(gof).

2. Enumérer toutes les permutations de % qui n’ont pas d’éléments fixes. Les écrire ensuite sous forme
de compositions de cycles a supports disjoints.

3. Trouver les isométries directes préservant un carré. Dresser la table des compositions et montrer
qu’elles forment un groupe. Montrer que ce groupe est isomorphe a Z/4Z.

4. Montrer qu'’il existe un sous-groupe de & isomorphe a Z/2Z. Méme question avec Z/3Z. Est-ce que

S et 7/67Z sont isomorphes ?

5. Décomposer la permutation suivante en produit de cycles a supports disjoints : f =[ 12345671,
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Calculer f2, £3, f* puis f2°%* ol1 20xx est 'année en cours. Mémes questionsavecg =[ 323 435759]
et h = (25)(1243)(12).

Auteurs du chapitre Arnaud Bodin, Benjamin Boutin, Pascal Romon



Systemes linéaires

Vidéo M partie 1. Introduction aux systémes d’équations linéaires
Vidéo M partie 2. Théorie des systémes linéaires
Vidéo W partie 3. Résolution par la méthode du pivot de Gauss

Fiche d’exercices 4 Systémes d’équations linéaires

1. Introduction aux systemes d’équations linéaires

Lalgebre linéaire est un outil essentiel pour toutes les branches des mathématiques, en particulier lorsqu’il
s’agit de modéliser puis résoudre numériquement des problémes issus de divers domaines : des sciences
physiques ou mécaniques, des sciences du vivant, de la chimie, de '’économie, des sciences de I'ingénieur ...
Les systémes linéaires interviennent a travers leurs applications dans de nombreux contextes, car ils forment
la base calculatoire de I'algébre linéaire. Ils permettent également de traiter une bonne partie de la théorie
de I'algebre linéaire en dimension finie. C’est pourquoi ce cours commence avec une étude des équations
linéaires et de leur résolution.

Le but de ce chapitre est essentiellement pratique : il s’agit de résoudre des systéemes linéaires. La partie
théorique sera revue et prouvée dans le chapitre « Matrices ».

1.1. Exemple : deux droites dans le plan

L’équation d’une droite dans le plan (Oxy) s’écrit
ax+by=e

ou a, b et e sont des parameétres réels, a et b n’étant pas simultanément nuls. Cette équation s’appelle
dans les variables (ou inconnues) x et y.

Par exemple, 2x 4+ 3y = 6 est une équation linéaire, alors que les équations suivantes ne sont pas des
équations linéaires :

2x+y?=1 ou y=sin(x) ou x=,3.

Considérons maintenant deux droites D; et D, et cherchons les points qui sont simultanément sur ces deux
droites. Un point (x, y) est dans l'intersection D; N D, s’il est solution du systéme :

{ ax+by = e

cx+dy = (5)

Trois cas se présentent alors :

1. Les droites D; et D, se coupent en un seul point. Dans ce cas, illustré par la figure de gauche, le systéme
(S) a une seule solution.


http://www.youtube.com/watch?v=0uYJ3RNL5SU
http://www.youtube.com/watch?v=h62zbpi39YY
http://www.youtube.com/watch?v=WDHDv55LS-I
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00160.pdf
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2. Les droites D; et D, sont paralleles. Alors le systeme (S) n’a pas de solution. La figure du centre illustre
cette situation.

3. Les droites D; et D, sont confondues et, dans ce cas, le systeme (S) a une infinité de solutions.

‘yﬂ ‘yﬂ ‘yﬂ
D, Dy

/ x x x

Nous verrons plus loin que ces trois cas de figure (une seule solution, aucune solution, une infinité de
solutions) sont les seuls cas qui peuvent se présenter pour n'importe quel systéme d’équations linéaires.

1.2. Résolution par substitution

Pour savoir s'il existe une ou plusieurs solutions a un systeme linéaire, et les calculer, une premiére méthode
est la . Par exemple pour le systéme :

3x+2y =1 )
2x—7y = =2

Nous réécrivons la premiére ligne 3x + 2y = 1 sous la forme y = %— %x. Et nous remplagons (nous

substituons) le y de la seconde équation, par I'expression % — %x. Nous obtenons un systéme équivalent :

1_3
y = 373X
1_3 _
2x — 7(5 —3X ) = =2
La seconde équation est maintenant une expression qui ne contient que des x, et on peut la résoudre :
13 1_3
y = 373X y = 373X
3 _ 7 = _ 3
(2+7X§)X = —2+§ X = 75

Il ne reste plus qu’a remplacer dans la premiére ligne la valeur de x obtenue :
_ 8
X = 55

Le systéme (S) admet donc une solution unique (%, %). Lensemble des solutions est donc
3 8
S =4 =,—|t.
(633)
1.3. Exemple : deux plans dans I’espace

Dans l'espace (Oxyz), une équation linéaire est I’équation d’un plan :
ax+by+cz=d

(on suppose ici que a, b et ¢ ne sont pas simultanément nuls).
Lintersection de deux plans dans I'espace correspond au systéeme suivant a 2 équations et a 3 inconnues :
ax+by+cz = d
{ ax+by+cz = d
Trois cas se présentent alors :
« les plans sont paralleles (et distincts) et il n’y a alors aucune solution au systeme,
« les plans sont confondus et il y a une infinité de solutions au systeme,
« les plans se coupent en une droite et il y a une infinité de solutions.
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Exemple 1.
. 2x+3y—4z = . . [ .
1. Le systéeme { 4x + 6}’ 3 n’a pas de solution. En effet, en divisant par 2 la seconde équation,
xX+6y—8z =

. N 2x+3y —4z . : :
on obtient le systéme équivalent : 1 - Les deux lignes sont clairement incompa-
2x+3y—4z = —3
tibles : aucun (x, y,z) ne peut vérifier a la fois 2x +3y —4z =7 et 2x + 3y —4z = —%. L'ensemble des

solutions est donc & = &.
2x+3y—4z =

2. Pour le systeme
4x+6y—8z = 14

, les deux équations définissent le méme plan! Le systeme est

donc équivalent a une seule équation : 2x + 3y —4z = 7. Si on réécrit cette équation sous la forme

_ 1,3, 7 fort . s 1,3, 7
z = 5x+3Y— 3, alors on peut décrire 'ensemble des solutions sous la forme : & = {(x, Ys3x+3y—3)|

x,yeR}.
7x+2y—2
3. Soit le systeme Xmeay—aE . Par substitution :
2x+3y+2z =
7X+2_)/—ZZ:1 z:%x+y_%
2x+3y+2z=1 2x +3y +2(x+y—1)=1

7 1 7 1 17
Z2=5x+y—35 Z2=5Xx+Yy—35 2= T5X—
{ XTY T3 { 2% Y )2 = { 10
y=—zX + 3
Pour décrire I'ensemble des solutions, on peut choisir x comme parametre :

9 2 17 1
§/’={(x,——x+—,—x——)|x€R}.
5 5710 10

9 2
y=—§X+§

Géométriquement : nous avons trouvé une équation paramétrique de la droite définie par I'intersection

de deux plans.

Du point de vue du nombre de solutions, nous constatons qu’il n’y a que deux possibilités, a savoir aucune
solution ou une infinité de solutions. Mais les deux derniers cas ci-dessus sont néanmoins trés différents

géométriquement et il semblerait que dans le second cas (plans confondus), l'infinité de solutions soit

plus grande que dans le troisieéme cas. Les chapitres suivants nous permettront de rendre rigoureuse cette

impression.

Si on consideére trois plans dans I'espace, une autre possibilité apparait : il se peut que les trois plans

s'intersectent en un seul point.

1.4. Résolution par la méthode de Cramer

On note |f:’ 3 | =ad—bcle . On considere le cas d'un systéme de 2 équations a 2 inconnues :

ax+by = e
cx+dy = f

Si ad — bc # 0, on trouve une unique solution dont les coordonnées (x, y) sont :

e b a e
f d c f
_ab _ab
c d c d

Notez que le dénominateur égale le déterminant pour les deux coordonnées et est donc non nul. Pour le

numérateur de la premiére coordonnée x, on remplace la premiére colonne par le second membre ; pour la

seconde coordonnée y, on remplace la seconde colonne par le second membre.
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Exemple 2.
. 5 tx =2y = . \
Résolvons le systeme suivant la valeur du parametre t € R.
3x+ty
Le déterminant associé au systéme est \é —tz| = t2 + 6 et ne s'annule jamais. Il existe donc une unique
solution (x, y) et elle vérifie :
’1 -2 t 1‘
Lt t+2 3 1 t-3
x = = y =

246 t246 246 246

Pour chaque t, 'ensemble des solutions est & = {( ttztrz(j, :2136)}.

1.5. Résolution par inversion de matrice

En termes matriciels, le systéme linéaire

ax+by = e
cx+dy =

ax=v oun A=[%P) x=(*) v=(°¢
= ol =lc a) *=) "=\5)

Si le déterminant de la matrice A est non nul, c’est-a-dire si ad — bc # 0, alors la matrice A est inversible et

“ad—bc\—c a

et 'unique solution X = (f,) du systeme est donnée par

est équivalent a

X=A"'Y.
Exemple 3.
, . x+y =1 ) .
Résolvons le systéme L2 . suivant la valeur du parametre t € R.
x y =
Le déterminant du systéme est | i tlz | =t2—1.

Premier cas. t # +1 et t # —1. Alors t> — 1 # 0. La matrice A = % tlz) est inversible d’inverse A™! =

1 (£21 —11). Et la solution X = (§) est

t2—1
2 2 t
wealyo Lo (¢ NN\ 1 (= _ (=)
t2—1\-1 1 J\¢t) e2—1\t—1 .

Pour chaque ¢ # %1, lensemble des solutions est & = { (=5, =7 ) }-
s N x+y =1 S o
Deuxiéme cas. t = +1. Le systéme s’écrit alors : 4 1 et les deux équations sont identiques. Il y
x+y =
a une infinité de solutions : & = {(x, 1—x)|xe R}.
N \ o xX+y [ . .
Troisieme cas. t = —1. Le systeme s’écrit alors : + 1 les deux équations sont clairement
x+y = —
incompatibles et donc & = @.
Mini-exercices.
x—2y = -1

1. Tracer les droites d’équations { et résoudre le systéeme linéaire de trois facons

—x+3y =
2x—y = 4

différentes : substitution, méthode de Cramer, inverse d'une matrice. Idem avec { Sx +3 s
x+3y = —

4x—-3y =t

2. Résoudre suivant la valeur du parametre t €R : { 5 2
X—y =



SYSTEMES LINEAIRES 2. THEORIE DES SYSTEMES LINEAIRES 91

. . . \ tx—y
3. Discuter et résoudre suivant la valeur du parametre t € R : . Idem avec
x+(t—-2)y = -1
(t—1x+y =1
2x+ty = -1

2. Théorie des systémes linéaires
2.1. Définitions

Définition 1.

On appelle dans les variables (ou ) X15--e, X, toute relation de la forme

ayx;+---+a,x, =Db, (D

oua,..., a, et b sont des nombres réels donnés.

Remarque.

« Il importe d’insister ici sur le fait que ces équations linéaires sont implicites, c’est-a-dire qu’elles décrivent
des relations entre les variables, mais ne donnent pas directement les valeurs que peuvent prendre les
variables.

» Résoudre une équation signifie donc la rendre explicite, c’est-a-dire rendre plus apparentes les valeurs
que les variables peuvent prendre.

» On peut aussi considérer des équations linéaires de nombres rationnels ou de nombres complexes.

Soit n > 1 un entier.
Définition 2.

Un est une liste de n équations linéaires.

On écrit usuellement de tels systemes en n lignes placées les unes sous les autres.

Exemple 4.
Le systeme suivant a 2 équations et 3 inconnues :
Xq - 3X2 + X3 =1
—2X1 + 4X2 — 3X3 = 9
La forme générale d’un systéme linéaire de n équations a p inconnues est la suivante :
( ajx; +apxy tajsxs + -0 tagpx, = by (« équation 1)
ag1Xq +a22X2 +a23X3 o R +a2pxp = bz ((_ équation 2)
a1 X7 +apxy  +apxs + oo tapx, = b (« équation i)
| dn1X1 FdpoXs +apzxz + o +ax, = by (« équation n)
Les nombres a;;,i1 =1,...,n,j=1,...,p, sont les du systéme. Ce sont des données. Les nombres
b;,i=1,...,n, constituent le du systéme et sont également des données.

I convient de bien observer comment on a rangé le systeme en lignes (une ligne par équation) numérotées
de 1 a n par l'indice i, et en colonnes : les termes correspondant a une méme inconnue x; sont alignés
verticalement les uns sous les autres. L'indice j varie de 1 a p. Il y a donc p colonnes a gauche des signes

d’égalité, plus une colonne supplémentaire a droite pour le second membre. La notation avec double indice
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a;; correspond a ce rangement : le premier indice (ici i) est le numéro de ligne et le second indice (ici j) est
le numéro de colonne. 11 est extrémement important de toujours respecter cette convention.
Dans I'exemple 4, on a n = 2 (nombre d’équations = nombre de lignes), p = 3 (nombre d’inconnues =

nombre de colonnes a gauche du signe =) et a;; =1, a5, = =3, a3 =1, ay; = —2, ayy = 4, a3 = —3,
b1 =1let b2 =9,

Définition 3.

Une du systéme linéaire est une liste de p nombres réels (s, s, .- .,5,) (un p-uplet) tels que si

'on substitue s; pour x;, s, pour Xx,, etc., dans le systeme linéaire, on obtient une égalité. I
est 'ensemble de tous ces p-uplets.

Exemple 5.
Le systeme
Xq - 3X2 + X3 =1
_le + 4X2 — BX3 =
admet comme solution (—18,—6, 1), c’est-a-dire
X1=_18, X2=_6, X3=1.

Par contre, (7,2, 0) ne satisfait que la premiere équation. Ce n’est donc pas une solution du systéme.
En régle générale, on s’attache a déterminer 'ensemble des solutions d’un systeme linéaire. C’est ce que 'on
appelle le systéme linéaire. Ceci amene a poser la définition suivante.

Définition 4.

On dit que deux systémes linéaires sont s’ils ont le méme ensemble de solutions.

A partir de 13, le jeu pour résoudre un systeme linéaire donné consistera a le transformer en un systéme
équivalent dont la résolution sera plus simple que celle du systeme de départ. Nous verrons plus loin
comment procéder de facon systématique pour arriver a ce but.

2.2. Différents types de systemes

Voici un résultat théorique important pour les systemes linéaires.

Théoreme 1.
Un systeme d’équations linéaires n’a soit aucune solution, soit une seule solution, soit une infinité de solutions.

En particulier, si vous trouvez 2 solutions différentes a un systéme linéaire, alors c’est que vous pouvez en
trouver une infinité! Un systéme linéaire qui n’a aucune solution est dit . La preuve de ce
théoreme sera vue dans un chapitre ultérieur (« Matrices »).

2.3. Systéemes homogénes

Un cas particulier important est celui des , pour lesquels by = by =---=b, =0,
c’est-a-dire dont le second membre est nul. De tels systemes sont toujours compatibles car ils admettent
toujours la solution s; =s, = --+ =5, = 0. Cette solution est appelée solution triviale. Géométriquement,
dans le cas 2 x 2, un systeme homogene correspond a deux droites qui passent par l'origine, (0,0) étant
donc toujours solution.

Mini-exercices.

1. Ecrire un systéme linéaire de 4 équations et 3 inconnues qui n’a aucune solution. Idem avec une
infinité de solution. Idem avec une solution unique.

2. Résoudre le systeme a n équations et n inconnues dont les équations sont (L;) : x; —x;,; = 1 pour
i=1,...,n—1let(L,):x,=1.
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3. Résoudre les systémes suivants :

X1 +xy
X7 +2x9 +3x3 +4x4 = O X; +2x9 +3x3 = 1 %, g _
Xy +2x3 +3x4 = 9 X7 +x9 +x3 = 2 _
X3 +2x4 = 0 X; —Xy X3 3 X3 PN =
X1 +2x9 +2x3 +x4 =
4. Montrer que si un systéme linéaire homogeéne a une solution (x,...,x,) # (0,...,0), alors il admet
une infinité de solutions.
3. Résolution par la méthode du pivot de Gauss
3.1. Systémes échelonnés
Définition 5.
Un systeme est si:
 le nombre de coefficients nuls commencant une ligne croit strictement ligne aprés ligne.
Il est si en plus :
« le premier coefficient non nul d’'une ligne vaut 1;
» et C’est le seul élément non nul de sa colonne.
Exemple 6.
2x7 +3x9 +2x3 —x4 = 5
. —Xy —2X3 = 4 est échelonné (mais pas réduit).
3x, = 1
2x1 +3x9 +2x3 —x4 = 5
. —2x3 = 4 n’est pas échelonné (la derniere ligne commence avec la méme
x3 +x4 = 1

variable que la ligne au-dessus).

Il se trouve que les systémes linéaires sous une forme échelonnée réduite sont particuliérement simples a

résoudre.
Exemple 7.
Le systéme linéaire suivant a 3 équations et 4 inconnues est échelonné et réduit.
X1 +2x5 = 25
Xy —2X3 = 16
xg = 1
Ce systéme se résout trivialement en
X, = 25—2x5
Xy = 16+2x3
X4 = 1.

En d’autres termes, pour toute valeur de x5 réelle, les valeurs de x;, x4 et x4 calculées ci-dessus fournissent
une solution du systéme, et on les a ainsi toutes obtenues. On peut donc décrire entierement 'ensemble des
solutions :

& ={(25—2x3,16 + 2x3,x3,1) | x3 €R}.

S W N =
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3.2. Opérations sur les équations d’un systéeme

Nous allons utiliser trois opérations élémentaires sur les équations (c’est-a-dire sur les lignes) qui sont :

1. L; < AL; avec A # 0 : on peut multiplier une équation par un réel non nul.

2. Ly« Li+AL; avec A €R (et j # i) : on peut ajouter a I'équation L; un multiple d’'une autre équation L;.
3. L; <> L; : on peut échanger deux équations.

Ces trois opérations élémentaires ne changent pas les solutions d'un systéme linéaire ; autrement dit ces
opérations transforment un systeme linéaire en un systeme linéaire équivalent.

Exemple 8.

Utilisons ces opérations élémentaires pour résoudre le systéme suivant.
X +y +7z = -1 (Ly)
2x =y +5z = -5 (Ly)
—x -3y —92 = -5 (L3)

Commencons par 'opération L, < L, —2L; : on soustrait a la deuxiéme équation deux fois la premiere
équation. On obtient un systéme équivalent avec une nouvelle deuxiéme ligne (plus simple) :

x +y +7z = -1
-3y —-92 = -3 Lye—Ly—2L,
—x -3y —-92 = -5
Puis Ly <~ L3+ Ly :
x +y +7z = -1
-3y -9z = -3
—2y —2z = —6 Ly—La+L,
On continue pour faire apparaitre un coefficient 1 en téte de la deuxieme ligne ; pour cela on divise la ligne
L, par —3:
x +y +7z = -1
y +3z = 1 Le-1I,
-2y —2z = —6
On continue ainsi
x +y +7z = -1 x +y +7z = -1
y +3z = 1 y +3z = 1
4z = —4 Ly—Lz+2L, z = =1 L3<iI4
x +y +7z = -1 x +y = 6 LjeL;-7I4
y = 4  I[ye1,-3lg y = 4
z = -1 z = —1
On aboutit & un systéeme réduit et échelonné :
X = 2 Li—Li—L,
y = 4
z = —1
On obtient ainsi x = 2, y =4 et 2 = —1 et 'unique solution du systéme est (2,4, —1).

La méthode utilisée pour cet exemple est reprise et généralisée dans le paragraphe suivant.
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3.3. Méthode du pivot de Gauss

La méthode du pivot de Gauss permet de trouver les solutions de n’importe quel systéme linéaire. Nous
allons décrire cet algorithme sur un exemple. Il s’agit d'une description précise d’une suite d’opérations a
effectuer, qui dépendent de la situation et d’'un ordre précis. Ce processus aboutit toujours (et en plus assez
rapidement) a un systeme échelonné puis réduit, qui conduit immédiatement aux solutions du systéme.
Partie A. Passage a une forme échelonnée.

Soit le systéme suivant a résoudre :

—X9 +2X3 + 13)('4 = 5
Xq —2X2 +3X3 +17X4 = 4
—X1q +3X2 —3X3 —20X4 = -1

Pour appliquer la méthode du pivot de Gauss, il faut d’abord que le premier coefficient de la premiére ligne
soit non nul. Comme ce n’est pas le cas ici, on échange les deux premiéres lignes par 'opération élémentaire

Ly« L,:
X7 —2x9 +3x3 +17x4 = 4 LyeLy
—X5 +2x3 +13x4 = 5
—x7 +3x9 —3x3 —20x4 = -1
Nous avons déja un coefficient 1 devant le x; de la premiére ligne. On dit que nous avons un en

position (1, 1) (premiere ligne, premiere colonne). Ce pivot sert de base pour éliminer tous les autres termes
sur la méme colonne.

Il n’y a pas de terme x; sur le deuxieme ligne. Faisons disparaitre le terme x; de la troisiéme ligne ; pour
cela on fait 'opération élémentaire Ly <— L3+ Ly :

Xq —2X2 +3X3 +17X4 4
—X9 +2X3 +13X4 = 5
Xq —3x4 = 3 LyLy+L,

On change le signe de la seconde ligne (L, < —L,) pour faire apparaitre 1 au coefficient du pivot (2, 2)
(deuxiéme ligne, deuxieme colonne) :

Xq —2X2 +3X3 +17X4 = 4
Xy —2x3 —13x4 = -5 Lye— —L,
X9 —3X4 = 3

On fait disparaitre le terme x, de la troisieme ligne, puis on fait apparaitre un coefficient 1 pour le pivot de
la position (3, 3) :

X1 —2x9 +3x3 +17x4 = 4
Xy —2x3 —13x4 = -5
2x3 +10x4, = 8 LyeL3—Ly
X1 —2x9 +3x3 +17x4 = 4
Xy —2x3 —13x4 = -5
X3 +5x4 = 4 Ls‘—%Ls

Le systeme est maintenant sous forme échelonnée.

Partie B. Passage a une forme réduite.
Il reste a le mettre sous la forme échelonnée réduite. Pour cela, on ajoute a une ligne des multiples adéquats
des lignes situées au-dessous d’elle, en allant du bas a droite vers le haut a gauche.
On fait apparaitre des O sur la troisieme colonne en utilisant le pivot de la troisiéme ligne :
X1 —2x9 +3x3 +17x4 = 4
Xq —3x4 = 3 Lo¢Ly+2L4
X3 +5x4, = 4
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X1 —2x9 2x, = 8 Ly<L;—3Lg
Xo —3x4 = 3
X3 +5x4 = 4
On fait apparaitre des O sur la deuxiéme colonne (en utilisant le pivot de la deuxieme ligne) :
X1 —4x, = —2 Ly—L+2Ly
Xo —3x4 = 3
x3 +5x4 = 4

Le systeme est sous forme échelonnée réduite.

Partie C. Solutions. Le systéme est maintenant tres simple a résoudre. En choisissant x, comme variable
libre, on peut exprimer xq, X5, X3 en fonction de x, :

X1:4X4_2, XZ:3X4+3, X3:_5X4+4.
Ce qui permet d’obtenir toutes les solutions du systéme :

S = {(4X4_2, 3X4 + 3,—5X4 +4,X4) | X4 € R}.

3.4. Systemes homogénes

Le fait que I'on puisse toujours se ramener a un systeme échelonné réduit implique le résultat suivant :

Théoreme 2.
Tout systéme homogéne d’équations linéaires dont le nombre d’inconnues est strictement plus grand que le
nombre d’équations a une infinité de solutions.

Exemple 9.
Considérons le systéme homogéne
3x; + 3x9 — 2x3 — X5 0
—X7 — X9 + X3 + 3x4 + x5 = 0
2x1 + 2x9 — x3 + 2x4 + 2x5 = 0
x3 + 8x4 + 4xs 0.
Sa forme échelonnée réduite est
X1 + X9 + 13X5 = 0
X3 + 20x; = 0
X4 — 2X5 = 0.
On pose comme variables libres x, et x5 pour avoir
X1 =—Xx9—13x5, x3 = —20xs, X4 = 2Xs,

et 'ensemble des solutions :
S = {(—xz —13xs5, x5, —20x35,2X5, X35) | X9, X5 € R}
qui est bien infini.
Mini-exercices.

1. Ecrire un systéme linéaire a 4 équations et 5 inconnues qui soit échelonné mais pas réduit. Idem avec
échelonné, non réduit, dont tous les coefficients sont 0 ou +1. Idem avec échelonné et réduit.

2X1 —Xy +x4 = 1
4 \ 7 7 . X +X _ZX -
2. Résoudre les systemes échelonnés suivants 2 3 4
2.X'3 +X4 = 4

X4 = -2



SYSTEMES LINEAIRES 3. RESOLUTION PAR LA METHODE DU PIVOT DE GAUSS 97

xl +X2 +X4 = 0
X9 +X3 = 0
2X3 +X4 =0
xl +2x2 +X4 = 0
2X3 _SX4 = 0

3. Sil'on passe d’un systéme (S) par une des trois opérations élémentaires a un systéme (S’), alors quelle
opération permet de passer de (S”) a (S)?

4. Résoudre les systémes linéaires suivants par la méthode du pivot de Gauss :

2x + y + =z = 3

x — y + 32 = 8

x + 2y — z = =3
2x7 + 4xg — 6x3 — 2x4 = 2
3x; + 6xy — 7x3 + 4x4 = 2
5x; + 10xy — 1llxz3 + 6x4 = 3

5. Résoudre le systéme suivant, selon les valeurs de a,b € R :
x +y —=2 = a
—X +2z =
2y +2z = 4

S
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H. Ledret et d'une équipe de l'université de Bordeaux animée par J. Queyrut,
» mixés et révisés par Arnaud Bodin, relu par Vianney Combet.
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Vidéo M partie 1. Définition

Vidéo M partie 2. Multiplication de matrices

Vidéo M partie 3. Inverse d’une matrice : définition

Vidéo M partie 4. Inverse d’une matrice : calcul

Vidéo W partie 5. Inverse d’une matrice : systémes linéaires et matrices élémentaires
Vidéo M partie 6. Matrices triangulaires, transposition, trace, matrices symétriques
Fiche d’exercices 4 Calculs sur les matrices

Les matrices sont des tableaux de nombres. La résolution d’un certain nombre de problémes d’algebre

linéaire se raméne a des manipulations sur les matrices. Ceci est vrai en particulier pour la résolution des

systémes linéaires.

Dans ce chapitre, K désigne un corps. On peut penser a Q, R ou C.

1. Définition

1.1. Définition

Définition 1.
e Une A est un tableau rectangulaire d’éléments de K.
« Elle est dite de n x p si le tableau possede n lignes et p colonnes.
» Les nombres du tableau sont appelés les de A.
* Le coefficient situé a la i-eme ligne et a la j-éme colonne est noté a; ;.

Un tel tableau est représenté de la maniere suivante :

(al’l al’z e al’J .o al’p\
a2’1 a2’2 e az’] oo az’p
A= ou A= (ai’j)lgign
Cli’1 ai,z .. Cli’j . ai,p 1<j<p
Kan’l an’z . an’j . an’p}

Exemple 1.

1 -2 5
A=
(0 3 7)

est une matrice 2 x 3 avec, par exemple, a; ; =1 etay3 =7.

ou (ai,j)'


http://www.youtube.com/watch?v=Sdg9O-HqSN0
http://www.youtube.com/watch?v=rxz6nYDwE1Q
http://www.youtube.com/watch?v=a5XQKEQnf_Y
http://www.youtube.com/watch?v=DalK5o-DHB4
http://www.youtube.com/watch?v=G6R50olUptI
http://www.youtube.com/watch?v=IWqJaBkENoQ
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00157.pdf
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Encore quelques définitions :
Définition 2.
e Deux matrices sont lorsqu’elles ont la méme taille et que les coefficients correspondants sont
égaux.
» L'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K est noté M,, ,(K). Les éléments
de M, ,(R) sont appelés

1.2. Matrices particulieres

Voici quelques types de matrices intéressantes :
e Sin=p (méme nombre de lignes que de colonnes), la matrice est dite . On note M,,(K)
au lieu de M,, ,(K).

al,l a1’2 . Cl]_’n
a2,1 Cl2]2 e az,n
an,l an,Z s an,n
Les éléments a; 1,ds 9, ..., 0, , forment la de la matrice.
» Une matrice qui n’a qu'une seule ligne (n = 1) est appelée ou . On la note
A= (al’l al’z e al’p) .
» De méme, une matrice qui n’a qu'une seule colonne (p = 1) est appelée ou
. On la note
a1
s
an,l
» La matrice (de taille n x p) dont tous les coefficients sont des zéros est appelée la et est

notée 0, , ou plus simplement 0. Dans le calcul matriciel, la matrice nulle joue le role du nombre 0 pour
les réels.

1.3. Addition de matrices

Définition 3 (Somme de deux matrices).
Soient A et B deux matrices ayant la méme taille n x p. Leur C = A+ B est la matrice de taille
n x p définie par

Cij = al'j + bl]
En d’autres termes, on somme coefficients par coefficients. Remarque : on note indifféremment g;; ot q; ;
pour les coefficients de la matrice A.

. 3 =2 0 5 3 3
Si A= et B= alors A+B= .
1 7 2 -1 3 6

—2
8

Exemple 2.

Par contre si B = ( ) alors A+B’ nlest pas définie.
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Définition 4 (Produit d'une matrice par un scalaire).
Le produit d’'une matrice A = (ai j) de M, ,(K) par un scalaire a € K est la matrice (aaij) formée en
multipliant chaque coefficient de A par a. Elle est notée a - A (ou simplement aA).

Exemple 3.
) 1 2 3 2 4 6
Si A= et a=2 alors aA = .
010 0 2 0
La matrice (—1)A est I’ de A et est notée —A. La A— B est définie par A+ (—B).
Exemple 4.

. 2 -1 0 -1 4 2 3 -5 =2
Si A= et B= alors A—B = .
4 =5 2 7 =5 3 -3 0 -1
L'addition et la multiplication par un scalaire se comportent sans surprises :

Proposition 1.
Soient A, B et C trois matrices appartenant a M, ,(K). Soient a € K et § € K deux scalaires.

1. A+ B =B+ A : la somme est commutative,

A+ (B+C)=(A+B)+C : la somme est associative,

A+ 0 =A: la matrice nulle est U'élément neutre de Uaddition,
(a+pB)A=aA+ BA

a(A+B)=aA+ aB.

AR I

Démonstration. Prouvons par exemple le quatrieme point. Le terme général de (a+ 3)A est égal a (a+f8)a;;.
D’apres les régles de calcul dans K, (a + )a;; est égal a aa;; + fa;; qui est le terme général de la matrice
aA+ BA. O

Mini-exercices.

-7 2 123 21 —6 101 12
1. SoientA= ( 0 —1), B = (2 3 1), C= ( 0 3 ), = %(0 1 0), E= (—3 0). Calculer toutes les sommes
] 1 —4 321 —3 12 111 -86 ) i
possibles de deux de ces matrices. Calculer 3A+2C et 5B—4D. Trouver o tel que A—aC soit la matrice

nulle.
2. Montrer que si A+ B = A, alors B est la matrice nulle.

3. Que vaut 0-A? et 1-A? Justifier affirmation : a(fA) = (af)A. Idem avecnA=A+A+---+A (n
occurrences de A).

2. Multiplication de matrices

2.1. Définition du produit

Le produit AB de deux matrices A et B est défini si et seulement si le nombre de colonnes de A est égal au
nombre de lignes de B.

Définition 5 (Produit de deux matrices).
Soient A = (a;;) une matrice n X p et B = (b;;) une matrice p x q. Alors le produit C = AB est une matrice
n x q dont les coefficients c;; sont définis par :
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b

Cij :Zaikbkj

k=1

On peut écrire le coefficient de facon plus développée, a savoir :

Cij = Qi1 byj + aipbyj + -+ @by + -+ aip by

Il est commode de disposer les calculs de la fagon suivante.

— — X X X X

X X X X - = = G

Avec cette disposition, on considére d’abord la ligne de la matrice A située a gauche du coefficient que I'on
veut calculer (ligne représentée par des x dans A) et aussi la colonne de la matrice B située au-dessus du
coefficient que I'on veut calculer (colonne représentée par des x dans B). On calcule le produit du premier
coefficient de la ligne par le premier coefficient de la colonne (a;; X by;), que I'on ajoute au produit du
deuxieme coefficient de la ligne par le deuxieme coefficient de la colonne (a;, x by;), que I'on ajoute au
produit du troisiéme. ..

2.2. Exemples

Exemple 5.
1 2
1 2 3
A= B=|-1 1
2 3 4
1 1

On dispose d’abord le produit correctement (a gauche) : la matrice obtenue est de taille 2 x 2. Puis on
calcule chacun des coefficients, en commencant par le premier coefficientc;; =1x1 + 2x(—1) + 3x1=2
(au milieu), puis les autres (a droite).

1 2 1 2 1
-1 1 -1 1 -1 1
1 1 1 1 1

1 2 3 C11 €12 1 2 3 2 C12 1 2 3 2 7
2 3 4 Co1 Coo 2 3 4 Co1 Coo 2 3 4 3 11

Un exemple intéressant est le produit d’un vecteur ligne par un vecteur colonne :

u= (a1 (5 an) V=
bn
Alors u x v est une matrice de taille 1 x 1 dont I'unique coefficient est a; by + a,b, + - -- + a, b,. Ce nombre
s’appelle le des vecteurs u et v.
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Calculer le coefficient c;; dans le produit A x B revient donc a calculer le produit scalaire des vecteurs formés
par la i-eme ligne de A et la j-eme colonne de B.

2.3. Pieges a éviter

Premier piege. Le produit de matrices n’est pas commutatif en général.
En effet, il se peut que AB soit défini mais pas BA, ou que AB et BA soient tous deux définis mais pas de la
méme taille. Mais méme dans le cas ol AB et BA sont définis et de la méme taille, on a en général AB # BA.

Exemple 6.

5 1 2 0 14 3 ) 2 0)\/(5 1 10 2
= mais = .
3 —2/\4 3 —2 —6 4 3)\3 —2 29 -2
Deuxiéme piege. AB = 0 n’implique pas A=0 ou B =0.

Il peut arriver que le produit de deux matrices non nulles soit nul. En d’autres termes, on peut avoir A # 0
et B # 0 mais AB = 0.

Exemple 7.

e B e

Troisiéme piege. AB = AC n’implique pas B = C. On peut avoir AB =AC et B # C.
Exemple 8.

0 —1 4 —1 25 5 —4
A= B= - t AB=AC = .
(0 3) (5 4) ¢ (5 4) € ¢ (15 12)

2.4. Propriétés du produit de matrices

Malgré les difficultés soulevées au-dessus, le produit vérifie les propriétés suivantes :
Proposition 2.
1. A(BC) = (AB)C : associativité du produit,
2. ABB+C)=AB+AC et (B+C)A=BA+ CA: distributivité du produit par rapport a la somme,
3. A-0=0 e O0-A=0.

Démonstration. Posons A = (a;;) € M, ,(K), B = (b;;) € M,, ,(K) et C = (¢;;) € M .(K). Prouvons que
A(BC) = (AB)C en montrant que les matrices A(BC) et (AB)C ont les mémes coefficients.

p
Le terme d’indice (i, k) de la matrice AB est x;; = Zaw byi. Le terme d’indice (i, j) de la matrice (AB)C est

(=1
donc

q q p
inkckj = Z Zaie by | ckj-
k=1

k=1 \{=1

q
Le terme d’indice (¢, j) de la matrice BC est y,; = Zb’f kCxj- Le terme d’indice (i, j) de la matrice A(BC) est

k=1
donc

p q
Z aj Z berckj |-
= k=1

1
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Comme dans K la multiplication est distributive et associative, les coefficients de (AB)C et A(BC) coincident.
Les autres démonstrations se font comme celle de I’associativité. O

2.5. La matrice identité

La matrice carrée suivante s’appelle la

00 ... 1
Ses éléments diagonaux sont égaux a 1 et tous ses autres éléments sont égaux a 0. Elle se note I, ou

simplement I. Dans le calcul matriciel, la matrice identité joue un réle analogue a celui du nombre 1 pour
les réels. C’est 'élément neutre pour la multiplication. En d’autres termes :

Proposition 3.
Si A est une matrice n x p, alors
I,-A=A e A-I,=A

Démonstration. Nous allons détailler la preuve. Soit A € M, ,(K) de terme général a;;. La matrice unité
d’ordre p est telle que tous les éléments de la diagonale principale sont égaux a 1, les autres étant tous nuls.
On peut formaliser cela en introduisant le symbole de Kronecker. Si i et j sont deux entiers, on appelle

, et on note §; ;, le réel qui vaut 0 si i est différent de j, et 1 sii est égal & j. Donc

»J?
0 sii#j

6i':
1 sii=j.

»J

Alors le terme général de la matrice identité I, est 6, ; avec i et j entiers, compris entre 1 et p.
La matrice produit A, est une matrice appartenant a M, ,(K) dont le terme général c;; est donné par la
P
formule ¢;; = Z a;;6xj. Dans cette somme, i et j sont fixés et k prend toutes les valeurs comprises entre 1
k=1
et p. Si k # j alors §;; =0, et si k = j alors 0;; = 1. Donc dans la somme qui définit c;j,
correspondant a des valeurs de k différentes de j sont nuls et il reste donc ¢;; = a;;6;; = a;;1 = q;;. Donc
les matrices A, et A ont le méme terme général et sont donc €gales. L'égalité [,A = A se démontre de la

tous les termes

méme facon. O

2.6. Puissance d’'une matrice

Dans ’ensemble M,(KK) des matrices carrées de taille n x n a coefficients dans K, la multiplication des
matrices est une opération interne : si A,B € M, (K) alors AB € M,,(K).
En particulier, on peut multiplier une matrice carrée par elle-méme : on note A2 =A x A, A> =Ax Ax A.
On peut ainsi définir les puissances successives d'une matrice :
Définition 6.
Pour tout A € M, (K), on définit les puissances successives de A par A® = I, et AP™! = AP x A pour tout
p € N. Autrement dit, AA =AXAX -+ X A.

p facteurs
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Exemple 9.
1 0 1
On cherche a calculer AP avecA=| 0 —1 0 |.On calcule A%, A% et A* et on obtient :
0 0 2
1 0 3 1 0 7 1 0 15
A2={0 1 0 A=A2xA=[0 -1 0 A'=AxA=[0 1 0
0 0 4 0O 0 8 0 0 16
1 0 2P —1
L'observation de ces premiéres puissances permet de penser que la formule est : A =| 0 (—1)* 0
0 0 2P

Démontrons ce résultat par récurrence.
Il est vrai pour p = 0 (on trouve I'identité). On le suppose vrai pour un entier p et on va le démontrer pour
p+ 1. On a, d’apres la définition,

1 0o 2P—1 1 0 1 1 0 2P+l _q
A=A xA=|0 (-1)» O x[o =1 of|=[0 (—1)p*! 0
0 0 2P 0O 0 2 0 0 2p+1

Donc la propriété est démontrée.

2.7. Formule du bindOme

Comme la multiplication n’est pas commutative, les identités binomiales usuelles sont fausses. En particulier,
(A+ B)? ne vaut en général pas A2 + 2AB + B2, mais on sait seulement que

(A+B)? =A%+ AB + BA+ B2.

Proposition 4 (Calcul de (A+ B)? lorsque AB = BA).

Soient A et B deux éléments de M,,(K) qui , Cest-a-dire tels que AB = BA. Alors, pour tout entier
p =0, on a la formule
P
D\ ap—kpk
A+B)P = ( )AP B
(A+B) ;) A

ol (i) désigne le coefficient du bindme.

La démonstration est similaire a celle de la formule du binéme pour (a + b)?, avec a, b € R.

Exemple 10.
1 1 1 1 01 11
. 1 2 1 0 0 2 1 . . N
SoitA= .OnposeN =A—1]= . La matrice N est nilpotente (c’est-a-dire il
01 3 0 0 0 3
0 0 0 1 0 0 0 O
existe k € N tel que N k' = 0) comme le montrent les calculs suivants :
0 0 2 4 0O 0 0 6
9 0 0 0 6 3 0 0 0O 4
N2 = N° = et N"=0.
0 0 0 O 0 0 0O
0 0 0 O 0O 0 0O

Comme on aA=1+ N et les matrices N et I commutent (la matrice identité commute avec toutes les
matrices), on peut appliquer la formule du bindme de Newton. On utilise que I* = I pour tout k et surtout
que N* =0 si k > 4. On obtient

p
=3 (i)Nklp_k =

3
k=0 k=0
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D’ou
1 p p* p(*—p+1)
P = 0 1 2p p@Bp—2)
00 1 3p
00 1

Mini-exercices.
. (02 -2 (210 _
1. 801entA—(6_4 0 ),B —(g 10 ),C —(
possibles ? Les calculer!

é), D= ( 5 ), E = (x y z). Quels produits sont

-3
-5 -1

2. Soient A= (8 1 (1)) etB = ((1) 0 g) Calculer A%, B2, AB et BA.
112 1-10
) 200 000
3. SoientA= (8 2 (2)) etB= (% 0 8). Calculer AP et B? pour tout p > 0. Montrer que AB = BA. Calculer
(A+B)P.

3. Inverse d’une matrice : définition

3.1. Définition

Définition 7 (Matrice inverse).
Soit A une matrice carrée de taille n x n. S’il existe une matrice carrée B de taille n x n telle que

AB=1 et BA=1,

on dit que A est . On appelle BT’ et on la note A™!.
On verra plus tard qu'il suffit en fait de vérifier une seule des conditions AB = I ou bien BA=1.

 Plus généralement, quand A est inversible, pour tout p € N, on note :
AP=@A1p=A1a1..471,
| ——
p facteurs

« Lensemble des matrices inversibles de M,(K) est noté GL,(K).

3.2. Exemples

Exemple 11.
Soit A= (} ). Etudier si A est inversible, c’est étudier 'existence d’une matrice B = (¢5) & coefficients

dans K, telle que AB=1 et BA=1.Or AB =1 équivaut a :
1 2\(a b 10 a+2c b+2d 10
AB=] = — =
0 3/\c d 01 3c 3d 01

Cette égalité équivaut au systéme :

a+2c=1
b+2d=0
3c=0
3d=1
Sa résolution est immédiate : a =1, b = —%, c=0,d= % Il n’y a donc qu’une seule matrice possible, a

. 1-2 . . . (e g
savoir B = ( o N ) Pour prouver qu’elle convient, il faut aussi montrer I'égalité BA = I, dont la vérification
3

2
est laissée au lecteur. La matrice A est donc inversible et A~ = (O 1 )
3
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Exemple 12.

a b
La matrice A= (g 8) n’est pas inversible. En effet, soit B = ( d) une matrice quelconque. Alors le produit
c

a b\(3 0 3a+5b 0
BA = =
c dJ\5 0 3c+5d O
ne peut jamais étre égal a la matrice identité.

Exemple 13.
« Soit I, la matrice carrée identité de taille n x n. C’est une matrice inversible, et son inverse est elle-méme
par I'égalité I,,I,, =1I,,.
» La matrice nulle 0, de taille n x n n’est pas inversible. En effet on sait que, pour toute matrice B de
M, (K), on a BO,, = 0,,, qui ne peut jamais étre la matrice identité.

3.3. Propriétés
Unicité

Proposition 5.
Si A est inversible, alors son inverse est unique.

Démonstration. La méthode classique pour mener a bien une telle démonstration est de supposer I'existence
de deux matrices B; et B, satisfaisant aux conditions imposées et de démontrer que B; = B,.

Soient donc B, telle que AB; = B1A = I,, et B, telle que AB, = B,A = I,. Calculons B,(AB;). D’une part,
comme AB; = I,,, on a B,(AB;) = B,. D’autre part, comme le produit des matrices est associatif, on a
B,(AB,) = (B,A)B, =I,B; = B;. Donc B; = B,. O

Inverse de l’inverse

Proposition 6.
Soit A une matrice inversible. Alors A~ est aussi inversible et on a :

AahHt=A

Inverse d’un produit

Proposition 7.
Soient A et B deux matrices inversibles de méme taille. Alors AB est inversible et

11 faut bien faire attention a I'inversion de l'ordre!!

Démonstration. 11 suffit de montrer (B~'A™1)(AB) =1 et (AB)(B~'A™!) =I. Cela suit de
(B'AHYAB)=B (A 'AB=B'IB=B'B=1,
et (ABYB A H)=ABB A '=AlA1=44"1=1.

De facon analogue, on montre que si A4, ...,A,, sont inversibles, alors

(AjAy A T =AAT AT

m* m—1



MATRICES 4. INVERSE D’UNE MATRICE : cALcuL 108

Simplification par une matrice inversible

Si C est une matrice quelconque de M,(K), nous avons vu que la relation AC = BC ou A et B sont des
éléments de M, (K) n’entraine pas forcément 1'égalité A= B. En revanche, si C est une matrice inversible,
on a la proposition suivante :

Proposition 8.
Soient A et B deux matrices de M,,(K) et C une matrice inversible de M,,(K). Alors Uégalité AC = BC implique
Uégalité A= B.

Démonstration. Ce résultat est immédiat : si on multiplie & droite 'égalité AC = BC par C™!, on obtient
Iégalité : (AC)C~! = (BC)C™!. En utilisant I'associativité du produit des matrices on a A(CC™) =B(CC™1),
ce qui donne d’apreés la définition de I'inverse AI = BI, d’'oi A= B. O

Mini-exercices.

1. Soient A= (73 ?)etB=(%1}). Calculer A™}, B!, (AB)7}, (BA)™}, A2

0
).
3

-1-20
3. SoitA= ( % 8 (1)) Calculer 2A—A?. Sans calculs, en déduire A~!.

oNo

2. Calculer l'inverse de ((1)

4. Inverse d’une matrice : calcul

Nous allons voir une méthode pour calculer I'inverse d’'une matrice quelconque de maniére efficace. Cette
méthode est une reformulation de la méthode du pivot de Gauss pour les systemes linéaires. Auparavant,
nous commencons par une formule directe dans le cas simple des matrices 2 x 2.

4.1. Matrices 2 x 2

12 . a b
Considérons la matrice 2 x 2 : A= ( d) .
c

Proposition 9.
Si ad — bc # 0, alors A est inversible et

Démonstration. On vérifie que si B = —+ (4. ») alors AB = (} 9). Idem pour BA. O

4.2. Méthode de Gauss pour inverser les matrices

La méthode pour inverser une matrice A consiste a faire des opérations élémentaires sur les lignes de la
matrice A jusqu’a la transformer en la matrice identité I. On fait simultanément les mémes opérations
élémentaires en partant de la matrice I. On aboutit alors & une matrice qui est A™'. La preuve sera vue dans
la section suivante.

En pratique, on fait les deux opérations en méme temps en adoptant la disposition suivante : a coté de la
matrice A que l'on veut inverser, on rajoute la matrice identité pour former un tableau (A | I). Sur les lignes
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de cette matrice augmentée, on effectue des opérations élémentaires jusqu’a obtenir le tableau (I | B). Et
alors B=A"1.

Ces opérations élémentaires sur les lignes sont :
1. L; < AL; avec A # 0 : on peut multiplier une ligne par un réel non nul (ou un élément de K\ {0}).
2. Lj < L;+AL; avec A €K (et j # i) : on peut ajouter a la ligne L; un multiple d’'une autre ligne L;.

3. L; <> L; : on peut échanger deux lignes.

N’oubliez pas : tout ce que vous faites sur la partie gauche de la matrice augmentée, vous devez aussi le
faire sur la partie droite.

4.3. Un exemple

1 2 1
Calculons l'inverse deA=| 4 0 -1
-1 2 2

Voici la matrice augmentée, avec les lignes numérotées :

1 2 1|1 00 L
AlD=| 4 0 —1|(0 1 0 | 1,
-1 2 2100 1) 1
On applique la méthode de Gauss pour faire apparaitre des O sur la premiere colonne, d’abord sur la
deuxieme ligne par 'opération élémentaire L, < L, —4L; qui conduit a la matrice augmentée :

1 2 1 1 0 0
0O 8 5|4 10 LyeLy—4L,
-1 2 2 0 0 1

Puis un O sur la premiere colonne, a la troisiéme ligne, avec Ly < Ly + L1 :

1 2 1|1 00O

0 8 -5|—4 10

0 4 3 1 0 1 Lye—Ls+L,
On multiplie la ligne L, afin qu’elle commence par 1 :

1 211 0 O

01 2|3 —5 0 | i

0 4 3|{1 0 1
On continue afin de faire apparaitre des O partout sous la diagonale, et on multiplie la ligne L. Ce qui
termine la premiére partie de la méthode de Gauss :

1211 0 O
51 1 1
01 5|3 =50
0 0 % —1 % 1 LyeL3—4L,
puis
1211 0 O
51 1 1
01 5|3 —50
00 1|—2 1 2 Ly<2L,

Il ne reste plus qu’a « remonter » pour faire apparaitre des zéros au-dessus de la diagonale :

121[1 0o o
0107 =3 =3 | noeiL
001|-2 1 2
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puis

1 0 O —% % % Ly¢L;—2Ly—Ls

o102 -2 =2

00 1(—2 1 2
Ainsi I'inverse de A est la matrice obtenue a droite et aprés avoir factorisé tous les coefficients par %, on a
obtenu :

—2 2 2
L1
A :Z 7 =3 =5
-8 4 8

Pour se rassurer sur ses calculs, on n'oublie pas de vérifier rapidement que Ax A™! =1.
Mini-exercices.
1. Si possible calculer linverse des matrices : (31), (% 7), (33), (%31 1)

2. Soit A(6) = (3§ ~sinf). Calculer A(6) 7.

sinf cos6
130 2-21
19, (37),
—211 112

—_

3. Calculer l'inverse des matrices : (

|
O’_.OD—l
NNNO

|

—o L
w—OoOO
OON
——O

|
~lLor
ONHR

|
OOHOH
ORI
QOoONN—
UuINO OO
WH=OOO
v

5. Inverse d’une matrice : systemes linéaires et matrices élémen-
taires

5.1. Matrices et systéemes linéaires

Le systéme linéaire

ag; X1 + A9 X9 + -+ a1p Xp = b]_
ds1 X1 + Aoy X9 + - + azp Xp = b2
Ap1 X1 + QX + 0+ X, = by
peut s’écrire sous forme matricielle :
ay; ... alp Xq bl
as; ... azp X9 b2
o P Xp b,
~ ~—— ~———
A X B

On appelle A € M,, ,(K) la matrice des coefficients du systeme. B € M,, ;(K) est le vecteur du second membre.
Le vecteur X € M,, ;(K) est une solution du systéme si et seulement si

AX = B.
Nous savons que :

Théoreme 1.
Un systeme d’équations linéaires n’a soit aucune solution, soit une seule solution, soit une infinité de solutions.
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5.2. Matrices inversibles et systémes linéaires

Considérons le cas ol le nombre d’équations égale le nombre d’inconnues :

ap; ... Qi b b,

gy ... Qg X9 b2

Ay ... Qup Xp b,
~~ ~—— —
A X B

Alors A € M, (K) est une matrice carrée et B un vecteur de M, ; (K). Pour tout second membre, nous pouvons
utiliser les matrices pour trouver la solution du systéme linéaire.

Proposition 10.
Si la matrice A est inversible, alors la solution du systéme AX = B est unique et est :

X =A"1B.

La preuve est juste de vérifier que si X = A™!B, alors AX = A(A™'B) = (AA™!)B = I - B = B. Réciproquement
si AX = B, alors nécessairement X = A~'B. Nous verrons bientdt que si la matrice n’est pas inversible, alors
soit il n’y a pas de solution, soit une infinité.

5.3. Les matrices élémentaires

Pour calculer l'inverse d'une matrice A, et aussi pour résoudre des systémes linéaires, nous avons utilisé
trois opérations élémentaires sur les lignes qui sont :

1. L; < AL; avec A # 0 : on peut multiplier une ligne par un réel non nul (ou un élément de K\ {0}).
2. Li < L;+AL;j avec A €K (et j # i) : on peut ajouter a la ligne L; un multiple d’'une autre ligne L;.
3. L; <> L; : on peut échanger deux lignes.

Nous allons définir trois matrices élémentaires E; 5., B 1+ ALy Epos correspondant a ces opérations.
Plus précisément, le produit E x A correspondra a 'opération élémentaire sur A. Voici les définitions
accompagnées d’exemples.

1. La matrice E;_._,;, est la matrice obtenue en multipliant par A la i-éme ligne de la matrice identité I,,,
ol A est un nombre réel non nul.

1000
o500
ELpes1, = 0010
000 1

2. La matrice Ej ;.1 1; est la matrice obtenue en ajoutant A fois la j-eme ligne de I, a la i-éme ligne de
I,.

1 0 0 O

|3 100
Ep,er1,-31, = 0 0 1 0
0O 0 0 1

3. La matrice Ej ., 1; est la matrice obtenue en permutant les i-eme et j-éme lignes de I,,.
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EL2<—>L4 = EL4<—>L2 =

S O O
= O O O
O = O O
oS O = O

Les opérations élémentaires sur les lignes sont réversibles, ce qui entraine I'inversibilité des matrices
élémentaires.

Le résultat de la multiplication d’un matrice élémentaire E par A est la matrice obtenue en effectuant
l'opération élémentaire correspondante sur A. Ainsi :

1. La matrice E; _5;, x A est la matrice obtenue en multipliant par A la i-eme ligne de A.

2. Lamatrice E 1 71, X Aest la matrice obtenue en ajoutant A fois la j-eme ligne de A a la i-éme ligne
de A.

3. La matrice Ej ., 1; XAest la matrice obtenue en permutant les i-eéme et j-éme lignes de A.

Exemple 14.
1.
1 0 O X1 X9 X3 X7 X9 X3
Ep,e11,xA=10 % O[x|ly1r Y2 Y3 |=|3Y1 3Y2 3)3
0 01 Z1 %y 23 %1 Zy 23
2.
1 0 —7 X1 Xy X3 X1—721 Xo—72y X3—723
Epep,-71,xA=10 1 X{y1 Y2 Y3 |= 1 Y2 Y3
0 0 1 Z1 %9 23 21 25 %3
3.
1 0O X{ X9 X3 X{ X9 X3
El,oop, xA=10 0 1 |x|y; Y2 Y3s|=|21 2 23

o
[
(=)
N
i)

2y 23 Y1 Y2 V3

5.4. Equivalence a une matrice échelonnée

Définition 8.
Deux matrices A et B sont dites si 'une peut étre obtenue a partir de I'autre par
une suite d’'opérations élémentaires sur les lignes. On note A ~ B.

Définition 9.
Une matrice est si:
 le nombre de zéros commencant une ligne croit strictement ligne par ligne jusqu’a ce qu’il ne reste
plus que des zéros.
Elle est si en plus :
* le premier coefficient non nul d’'une ligne (non nulle) vaut 1;
o et C’est le seul élément non nul de sa colonne.

Exemple d’'une matrice échelonnée (a gauche) et échelonnée réduite (a droite); les x désignent des
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coefficients quelconques, les + des coefficients non nuls :

[+ ¥ ok ok ok ok *\ [1 ¥ 0 0 x % O
0 0 + x *x x =x 0 01 0 %x x O
0 0 0 + *x x =x 0 001 % % O
0O 00 00O 0 + 0 000 O0OOT1
0O 00 OO OO0 0 000 0 OO

\0 0 0 0 0O O) \O 0 000 OO

Théoreme 2.
Etant donnée une matrice A € M, ,(K), il existe une unique matrice échelonnée réduite U obtenue a partir
de A par des opérations élémentaires sur les lignes.

Ce théoréme permet donc de se ramener par des opérations élémentaires a des matrices dont la structure
est beaucoup plus simple : les matrices échelonnées réduites.

Démonstration. Nous admettons l'unicité.

L'existence se démontre grace a l'algorithme de Gauss. L'idée générale consiste a utiliser des substitutions
de lignes pour placer des zéros la ot il faut de facon a créer d’abord une forme échelonnée, puis une forme
échelonnée réduite.

Soit A une matrice n X p quelconque.

Partie A. Passage a une forme échelonnée.

Etape A.1. Choix du pivot.

On commence par inspecter la premiere colonne. Soit elle ne contient que des zéros, auquel cas on passe
directement a I’étape A.3, soit elle contient au moins un terme non nul. On choisit alors un tel terme, que
I'on appelle le . Si C’est le terme a;;, on passe directement a I'étape A.2; si c’est un terme a;; avec
i # 1, on échange les lignes 1 et i (L, «— L;) et on passe a I'’étape A.2.

Au terme de I'étape A.1, soit la matrice A a sa premiére colonne nulle (a gauche) ou bien on obtient une
matrice équivalente dont le premier coefficient a;1 est non nul (a droite) :

/ / / /
(O ayg ot alj e alp\ (all a12 e alj e a]p\
/ / / /
O a22 e aZj e a2p a21 a22 e a2j . a2p
0 =A ou , , , , | ~A
aiz ) aij aip ail aiz ) al]’ D) aip
\O ) nj anp} \anl ) anj Anp

Etape A.2. Elimination.
On ne touche plus a la ligne 1, et on se sert du pivot aj; pour éliminer tous les termes a;, (avec i > 2)

/
. , . . . . . N . a. . .
situés sous le pivot. Pour cela, il suffit de remplacer la ligne i par elle-méme moins _* x la ligne 1, ceci pour
11

/ /
- . 9 43
l—2,...,n.L2(_L2—EL1, L3(_L3—GTL1,...

Au terme de I'étape A.2, on a obtenu une matrice de la forme

/ / / /
(all a12 alj alp\
12 17 12
0 a22 e aZj e a2p
1/ 17 12 .
O aiZ cen a[] cee aip

17 . 1/ . 17 }
K 0 ap Qp; oy
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Etape A.3. Boucle.
Au début de I'étape A.3, on a obtenu dans tous les cas de figure une matrice de la forme
1 1 1 1
(all a12 DECEY alj DEEY alp\
1 1 1
O a22 PECEY a2]‘ DEEEY azp
N
1 ... 1. 1
0 ap ; 9ip
K 0 ap ap; Qpy

dont la premiére colonne est bien celle d'une matrice échelonnée. On va donc conserver cette premiere
colonne. Si a%l # 0, on conserve aussi la premiére ligne, et 'on repart avec I’étape A.1 en lappliquant cette
fois a la sous-matrice (n—1) x (p — 1) (ci-dessous a gauche : on « oublie » la premiére ligne et la premiére
colonne de A) ; si a}l =0, on repart avec I'étape A.1 en l'appliquant a la sous-matrice n x (p — 1) (a droite,
on « oublie » la premiére colonne) :

1. 1 ... 1
A o4 o (@2 a1 a1, )
22 2j 2p ad a4l
. . 22 2j 2p
1 1 1 . . .
a' D) a. . DY a'
i2 ij ip 1 ... 1 ... 1
i . . iz 4jj dip
1 1 1 : . .
a cen a:. e a
\an2 anj anp
Au terme de cette deuxiéme itération de la boucle, on aura obtenu une matrice de la forme
1 1 1 1
( a;; Ay ay; alp\
2 2 2
0 aj ay; as,
e 2 2 |
0 0 a; a,
2 2
\ 0 0 api A

et ainsi de suite.
Comme chaque itération de la boucle travaille sur une matrice qui a une colonne de moins que la précédente,
alors au bout d’au plus p — 1 itérations de la boucle, on aura obtenu une matrice échelonnée.

Partie B. Passage a une forme échelonnée réduite.

Etape B.1. Homothéties.

On repére le premier élément non nul de chaque ligne non nulle, et on multiplie cette ligne par I'inverse de
cet élément. Exemple : si le premier élément non nul de la ligne i est a # 0, alors on effectue L; « %Li.
Ceci crée une matrice échelonnée avec des 1 en position de pivots.

Etape B.2. Elimination.
On élimine les termes situés au-dessus des positions de pivot comme précédemment, en procédant a partir
du bas a droite de la matrice. Ceci ne modifie pas la structure échelonnée de la matrice en raison de la
disposition des zéros dont on part.

O

Exemple 15.
Soit

>

Il

[N
o N DN
= AW
[ RN JINN
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A. Passage a une forme échelonnée.

Premiere itération de la boucle, étape A.1. Le choix du pivot est tout fait, on garde a%l =1.

Premiére itération de la boucle, étape A.2. On ne fait rien sur la ligne 2 qui contient déja un zéro en bonne
position et on remplace la ligne 3 par L3 < L3 + L;. On obtient

1 2 3 4
A~[0 2 4 6
0 2 4 4

Deuxieme itération de la boucle, étape A.1. Le choix du pivot est tout fait, on garde a%z =2.
Deuxieme itération de la boucle, étape A.2. On remplace la ligne 3 avec 'opération Ly < L;— L,. On obtient

1 2 3 4
A~10 2 4 6
0 0 0 —2

Cette matrice est échelonnée.

B. Passage a une forme échelonnée réduite.
Etape B.1, homothéties. On multiplie la ligne 2 par % et la ligne 3 par —% et 'on obtient

1 2 3 4
A~{0 1 2 3
0 0 01

Etape B.2, premiére itération. On ne touche plus a la ligne 3 et on remplace la ligne 2 par L, < L, — 3L et
L, < Ly —4L5. On obtient
1 2 30
A~{0 1 2 0
0 0 01
Etape B.2, deuxiéme itération. On ne touche plus 2 la ligne 2 et on remplace la ligne 1 par L; < L; —2L,.
On obtient

-1 0
A~|{0 1 2 O
0 1

qui est bien échelonnée et réduite.

5.5. Matrices élémentaires et inverse d’une matrice

Théoréme 3.
Soit A € M,,(K). La matrice A est inversible si et seulement si sa forme échelonnée réduite est la matrice
identité I,,.

Démonstration. Notons U la forme échelonnée réduite de A. Et notons E le produit de matrices élémentaires
tel que EA=U.
& Si U =1, alors EA=I,,. Ainsi par définition, A est inversible et A"! = E.
= Nous allons montrer que si U # I,,, alors A n’est pas inversible.
— Supposons U # I,,. Alors la derniére ligne de U est nulle (sinon il y aurait un pivot sur chaque ligne
donc ce serait I,).
— Cela entraine que U n’est pas inversible : en effet, pour tout matrice carrée V, la derniere ligne de
UV est nulle; on n’aura donc jamais UV =1I,,.
— Alors, A n’est pas inversible non plus : en effet, si A était inversible, on aurait U = EA et U serait
inversible comme produit de matrices inversibles (E est inversible car c’est un produit de matrices
élémentaires qui sont inversibles).
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O

Remarque.

Justifions maintenant notre méthode pour calculer A™!.

Nous partons de (A|I) pour arriver par des opérations élémentaires sur les lignes a (I|B). Montrons que
B =A™l Faire une opération élémentaire signifie multiplier & gauche par une des matrices élémentaires.
Notons E le produit de ces matrices élémentaires. Dire que I'on arrive a la fin du processus a I signifie
EA=1.Donc A~! = E. Comme on fait les mémes opérations sur la partie droite du tableau, alors on obtient
EI = B. Donc B = E. Conséquence : B=A"".

Corollaire 1.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La matrice A est inversible.
0

0
(ii) Le systéme linéaire AX = : ) a une unique solution X = (: )
0 0
(iii) Pour tout second membre B, le systéme linéaire AX = B a une unique solution X.

Démonstration. Nous avons déja vu (i) = (ii) et (i) = (iii).

Nous allons seulement montrer (ii) = (i). Nous raisonnons par contraposée : nous allons montrer la
proposition équivalente non(i) = non(ii). Si A n’est pas inversible, alors sa forme échelonnée réduite U
contient un premier zéro sur sa diagonale, disons a la place £. Alors U a la forme suivante

[1 0 - ¢ % eee *\ [_Cl\
0o . 0 : * :

0 0 1 ¢ * —C—1
0 0 0 * * On note X = 1
0 0 0 * * 0
A :
\0 e 0 *} \o}

Alors X n’est pas le vecteur nul, mais UX est le vecteur nul. Comme A = E~'U, alors AX est le vecteur nul.
Nous avons donc trouvé un vecteur non nul X tel que AX = 0. O

Mini-exercices.

1. Exprimer les systémes linéaires suivants sous forme matricielle et les résoudre en inversant la matrice :

X+t=a
2x +4y =7 xtz=1 2y =P
X = X — =

Y , o 2y+3z=1, J
—2x+3y=-14 X+y+t=2
x+z=1

y+t=4

2. Ecrire les matrices 4 x 4 correspondant aux opérations élémentaires : L, < %LZ, Ly« Ly — %LZ,
L, <= L,. Sans calculs, écrire leurs inverses. Ecrire la matrice 4 x 4 de I'opération Ly <= Ly —2L3+3Ly,.

. . . . , ., e 1 2 3 102
3. Ecrire les matrices suivantes sous forme échelonnée, puis échelonnée réduite : ( 140 ), (1 -11 ),

—2—-2-3 2-23
2 0-20
0-11 0
1-21 4 |
-1 2 —-1-2
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6. Matrices triangulaires, transposition, trace, matrices symé-
triques

6.1. Matrices triangulaires, matrices diagonales

Soit A une matrice de taille n x n. On dit que A est si ses éléments au-dessus de la
diagonale sont nuls, autrement dit :

i<j = q;=0.
Une matrice triangulaire inférieure a la forme suivante :

an 0 S 0
a1 d22
0
anl an2 oo DY ann
On dit que A est si ses éléments en-dessous de la diagonale sont nuls, autrement

dit :
1> ] =i a; j =0.
Une matrice triangulaire supérieure a la forme suivante :

(a]_]_ A1y cee ver e aln\
0 Aoy oo oo ... Aop

\o T j

Exemple 16.
Deux matrices triangulaires inférieures (a gauche), une matrice triangulaire supérieure (a droite) :
0 O 1 1 -1
g -1 0 (5 0 ) 0 -1 —1
1 -2

3 -2 3 0 o -1
Une matrice qui est triangulaire inférieure et triangulaire supérieure est dite . Autrement dit :
i#j = a;=0.
Exemple 17.

Exemples de matrices diagonales :
-1
0
0

ot 20
0 3

Si D est une matrice diagonale, il est tres facile de calculer ses puissances DP (par récurrence sur p) :

S o O
o O O

Exemple 18 (Puissances d’une matrice diagonale).

a; 0 ... ... O a) 0 ... ... 0
0 ap 0 ... O 0 af 0 ... O
D = . '.' '.. '.' . —> DP= . ° * .
0 0 a,; O 0 0 ab , 0



MATRICES 6. MATRICES TRIANGULAIRES, TRANSPOSITION, TRACE, MATRICES SYMETRIQUES 118

Théoréme 4.
Une matrice A de taille n x n, triangulaire, est inversible si et seulement si ses éléments diagonaux sont tous
non nuls.

Démonstration. Supposons que A soit triangulaire supérieure.

« Siles éléments de la diagonale sont tous non nuls, alors la matrice A est déja sous la forme échelonnée.
En multipliant chaque ligne i par I'inverse de I'élément diagonal a;;, on obtient des 1 sur la diagonale.
De ce fait, la forme échelonnée réduite de A sera la matrice identité. Le théoréme 3 permet de conclure
que A est inversible.

» Inversement, supposons qu’au moins I'un des éléments diagonaux soit nul et notons a,, le premier
élément nul de la diagonale. En multipliant les lignes 1 a £ — 1 par I'inverse de leur élément diagonal,
on obtient une matrice de la forme

0

S O - %
o
*

* % ¥ X

0
0
0

\ O .o O * }
Il est alors clair que la colonne numéro ¢ de la forme échelonnée réduite ne contiendra pas de 1 comme

pivot. La forme échelonnée réduite de A ne peut donc pas étre I, et par le théoreme 3, A n’est pas
inversible.

Dans le cas d’'une matrice triangulaire inférieure, on utilise la transposition (qui fait I'objet de la section
suivante) et on obtient une matrice triangulaire supérieure. On applique alors la démonstration ci-dessus. []

6.2. La transposition

Soit A la matrice de taille n x p

ap; a2 aip
az; dpa azp
A= .
an1  Ap2 anp
Définition 10.
On appelle de A la matrice AT de taille p x n définie par :
ap; ds B ¢
AT adqg A9y ... Qdpy
a]_p azp anp

Autrement dit : le coefficient a la place (i, j) de AT est aj;. Ou encore la i-eme ligne de A devient la i-eme
colonne de AT (et réciproquement la j-éme colonne de AT est la j-¢me ligne de A).

Notation : La transposée de la matrice A se note aussi souvent ‘A.
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Exemple 19.
1 2 3\ (1 4 -7
5 6| =12 5 8
-7 8 9 3 -6 9
T
0 3 1
0 1 -1 .
1 o-s) =, L, 1 -2 57=|-2
-1 2 5

L'opération de transposition obéit aux regles suivantes :
Théoreme 5.
1. (A+B)T =AT +BT
2. (aA)T = aAT
3. (AN =A
4
5

(AB)T - BTAT

. Si Aest inversible, alors AT Uest aussi et on a (AT)™! =A™ H)T.

Notez bien l'inversion : (AB)T = BTAT, comme pour (AB)™! =B~ !A™1.

6.3. La trace

Dans le cas d’'une matrice carrée de taille n x n, les éléments ay;, ass, ..., a,, sont appelés les
Sa est la diagonale (a1, d9s, - .., dpy)-

ay; aqg ... Qin

g1 U9y ... dgpn

An1 Apz --- dpp

Définition 11.

119

La de la matrice A est le nombre obtenu en additionnant les éléments diagonaux de A. Autrement

dit,

trA=a11+a22+---+ann.

Exemple 20.
« SiA=(31) alorstrA=2+5=7.

11 2
. PourB:(s 2 8 ),trB=1+2—10=—7.
11 0 —10

Théoréme 6.
Soient A et B deux matrices n X n. Alors :

1. tr(A+B) =trA +trB,

2. tr(aA) = a trA pour tout a € K,
3. tr(AT) =trA,

4. tr(AB) = tr(BA).
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Démonstration.
1. Pour tout 1 < i < n, le coefficient (i,7) de A+ B est a;; + b;;. Ainsi, on a bien tr(A+ B) = tr(A) + tr(B).
2. Onatr(aA) = aay; + -+ aa,, = ala;; + -+ +a,,) = atrA.

3. Etant donné que la transposition ne change pas les éléments diagonaux, la trace de A est égale a la trace
de AT,
4. Notons c;; les coefficients de AB. Alors par définition
Cii = Qi1 by + iobo; + -+ + i by
Ainsi,
tr(AB) = apbyy  tapby 4+ 4apbn
+dy b1y +agpbyy +:cr +agibpo

+an1b1n +an2b2n +- +annbnn-

On peut réarranger les termes pour obtenir

tr(AB) = a;;byy +agbiy 4+ t+ap by,
+ajabyy  +agybyy t+rr t+agsbay,

+a1nbn1 +a2nbn2 +- +annbnn'
En utilisant la commutativité de la multiplication dans K, la premieére ligne devient
byiayy + biaas +- -+ bypan
qui vaut le coefficient (1, 1) de BA. On note d;; les coefficients de BA. En faisant de méme avec les autres

lignes, on voit finalement que
tr(AB) = d11 +---+ dnn = tr(BA).

6.4. Matrices symétriques

Définition 12.

Une matrice A de taille n x n est si elle est égale a sa transposée, c’est-a-dire si
A=AT,
ou encore si a;; = aj; pour tout i,j = 1,...,n. Les coefficients sont donc symétriques par rapport a la
diagonale.
Exemple 21.
Les matrices suivantes sont symétriques :
-1 0 5
0 2
9 4 0 2 -1
5 -1 0

Exemple 22.
Pour une matrice B quelconque, les matrices B - BT et BT - B sont symétriques.
Preuve : (BBT)T = (BT)'BT = BB'. 1dem pour BT B.
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6.5. Matrices antisymétriques

Définition 13.
Une matrice A de taille n X n est si
AT =—A,

s g e C .
c’est-a-dire si a;; = —aj; pour touti,j=1,...,n.

Exemple 23.

0 4 2
(0 _1) 4 0 -5
1 O
-2 5 0
Remarquons que les éléments diagonaux d’une matrice antisymétrique sont toujours tous nuls.

Exemple 24.
Toute matrice est la somme d’une matrice symétrique et d’'une matrice antisymétrique.

Preuve : Soit A une matrice. Définissons B = %(A+AT) et C = %(A—AT). Alors d’'une part A=B+C;
d’autre part B est symétrique, car BT = %(AT +@NHH = %(AT +A) = B; et enfin C est antisymétrique, car
cl=3"—@NHN=—c.

Exemple :
P A 2 10 1 A 2 9 N 0 1
our = alors = .
8 -3 9 -3 -1 0
~—— ——
symétrique antisymétrique

Mini-exercices.

1. Montrer que la somme de deux matrices triangulaires supérieures reste triangulaire supérieure. Montrer
que C’est aussi valable pour le produit.

2. Montrer que si A est triangulaire supérieure, alors AT est triangulaire inférieure. Et si A est diagonale ?
X1
X2

3. SoitA=| . |.Calculer A" -A, puisA-A”.
Xp

4. Soit A=(9?). Calculer tr(A-AT).

5. Soit A une matrice de taille 2 x 2 inversible. Montrer que si A est symétrique, alors A~! aussi. Et si A

est antisymétrique ?

6. Montrer que la décomposition d’'une matrice sous la forme « symétrique + antisymétrique » est unique.

Auteurs du chapitre
« D’apres un cours de Eva Bayer-Fluckiger, Philippe Chabloz, Lara Thomas de I’Ecole Polytechnique Fédérale
de Lausanne,
et un cours de Sophie Chemla de I'université Pierre et Marie Curie, reprenant des parties de cours de H.
Ledret et d'une équipe de I'université de Bordeaux animée par J. Queyrut,
» mixés et révisés par Arnaud Bodin, relu par Vianney Combet.






L'espace vectoriel R"

Vidéo W partie 1. Vecteurs de R"
Vidéo M partie 2. Exemples d’applications linéaires

Vidéo M partie 3. Propriétés des applications linéaires

Ce chapitre est consacré a I'ensemble R" vu comme espace vectoriel. Il peut étre vu de plusieurs facons :
« un cours minimal sur les espaces vectoriels pour ceux qui n’auraient besoin que de R",
 une introduction avant d’attaquer le cours détaillé sur les espaces vectoriels,
» une source d’exemples a lire en paralléle du cours sur les espaces vectoriels.

1. Vecteurs de R"

1.1. Opérations sur les vecteurs

e L'ensemble des nombres réels R est souvent représenté par une droite. C’est un espace de dimension 1.
» Le plan est formé des couples (2) de nombres réels. Il est noté R2. C’est un espace a deux dimensions.

. . . 7 . 7 xl 7
» L'espace de dimension 3 est constitué des triplets de nombres réels (j:z ) 1 est noté R3.
3

1
. 3 . .
gauche), soit comme un vecteur (figure de droite) :

y A

X
Le symbole (iz) a deux interprétations géométriques : soit comme un point de 'espace (figure de

X1 X1
ol X2 X2
X3 X3

On généralise ces notions en considérant des espaces de dimension n pour tout entier positifn =1, 2, 3, 4, ...

X1
X2
Les éléments de I'espace de dimension n sont les n-uples | . | de nombres réels. L'espace de dimension
Xp
X1
X2
n est noté R". Comme en dimensions 2 et 3, le n-uple [ . | dénote aussi bien un point qu’un vecteur de
Xp

I'espace de dimension n.


http://www.youtube.com/watch?v=8J0pCiBu0vE
http://www.youtube.com/watch?v=xCA2fFei2_U
http://www.youtube.com/watch?v=985k69XyA-c
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Uy V1
Up Va

Soientu=| . |etv=| . | deuxvecteurs de R".
u.n v.n

Définition 1.

uq + V1
. Leur somme est par définition le vecteur u +v =
u, +v,
kul
. Soit A € R (appelé un ):Au=| :
Auy,
0
o Le de R" est le vecteur 0 = ( : )
0
uq —uy
e I du vecteur u = ( : ) est le vecteur —u = ( : )
Uy —Up

Voici des vecteurs dans R? (ici A = 2) :

Dans un premier temps, vous pouvez noter i, v, 0 au lieu de u, v, 0. Mais il faudra s’habituer rapidement a
la notation sans fleche. De méme, si A est un scalaire et u un vecteur, on notera souvent Au au lieu de A - u.

Théoréme 1.

iy vy wiq
Soientu:( : ), y= ( : ) etw= ( : ) des vecteurs de R" et A, u € R. Alors :

Up Vn Wn

ut+v=v+u
u+(v+w)=@u+v)+w
u+0=0+u=u
u+(—u)=0

l-u=u

A-(u-u)=(Au) - u
A-(Uu+v)=A-u+A-v
A+u)-u=A-u+u-u

© N & A L Db =
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Chacune de ces propriétés découle directement de la définition de la somme et de la multiplication par
un scalaire. Ces huit propriétés font de R" un . Dans le cadre général, ce sont ces huit
propriétés qui définissent ce qu’est un espace vectoriel.

1.2. Représentation des vecteurs de R"

Uy

Soitu = ( : ) un vecteur de R". On I'appelle et on considere naturellement u comme une
qu

matrice de taille n x 1. Parfois, on rencontre aussi des : on peut voir le vecteur u comme une

matrice 1 x n, de la forme (uy,...,u,). En fait, le vecteur ligne correspondant a u est le transposé u’ du
vecteur colonne u.

Les opérations de somme et de produit par un scalaire définies ci-dessus pour les vecteurs coincident
parfaitement avec les opérations définies sur les matrices :

uq V1 U1+V1 u; 7Lu1
ut+v=| : |+ : |= : et Au=2A| ¢ | =

u, vy, u, +v, u, Au,

1.3. Produit scalaire

U V1
Soient u = ( : ) etv= ( : ) deux vecteurs de R". On définit leur par

uTl le
(ulv)=ugv; +ugvy + -+ u,v,.
C’est un scalaire (un nombre réel). Remarquons que cette définition généralise la notion de produit scalaire
dans le plan R? et dans I'espace R3.

Une autre écriture :
V1

V2
<u|v)=uT><v=(u1 Uy v U)X | ]
Vn
Soient A = (q;;) une matrice de taille n x p, et B = (b;;) une matrice de taille p x q. Nous savons que I'on

peut former le produit matriciel AB. On obtient une matrice de taille n x q. U'élément d’indice ij de la
matrice AB est

ailblj + aizsz +---+ aipbpj .
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Remarquons que ceci est aussi le produit matriciel :

Autrement dit, c’est le produit scalaire du i-eme vecteur ligne de A avec le j-eme vecteur colonne de B.
Notons £4,...,¢, les vecteurs lignes formant la matrice 4, et cy,..., ¢, les vecteurs colonnes formant la
matrice B. On a alors

(bilcr) (qlca) -+ (& |Cq>
_ (lalcr) (Lalcy) -+ (£y] Cq>
Colc) (Eale) - {talcy)

Mini-exercices.
1. Faire un dessin pour chacune des 8 propriétés qui font de R? un espace vectoriel.
2. Faire la méme chose pour R®.

3. Montrer que le produit scalaire vérifie (u | v) = (v | u), (u+v | w) = (u|w)+ (v |w), (Au|v) = A{u|v)
pour tout u,v,w € R" et A € R.

4. Soit u € R". Montrer que (u | u) > 0. Montrer (u | u) = 0 si et seulement si u est le vecteur nul.

2. Exemples d’applications linéaires

Soient
i RFR—R  f,:RPF—R fn:RFP—R
n fonctions de p variables réelles a valeurs réelles ; chaque f; est une fonction :
fi:RPF—R, (X1, X5, .., xp) = filX,...,%p)
On construit une application
f:RF—R"
définie par

f(xl,...,xp):(fl(xl,...,xp),...,fn(xl,...,xp)).

2.1. Applications linéaires

Définition 2.
Une application f : RP — R" définie par f(xy,...,x,) = (¥1,...,¥,) est dite une
si

Y1 = a;1x; + A19Xo + -+ alpxp

Yo = d91Xq + A99Xo + -+ aszp

Yn = X4 + ApoXo + -+ anpxp .
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En notation matricielle, on a

X1 Y1 ap; 42 - Ay X1
X2 Y2 QAp; dgy -+ dyp X3
flo(=1.1=. . ) s
Xp Yn an1 QAp2 " dpp Xp
X1
ou encore, sionnote X = : | et A€ M, ,(R) la matrice (a;;),
Xp
fX)=AX.

Autrement dit, une application linéaire R”? — R" peut s’écrire X — AX. La matrice A € M,, ,(R) est appelée
la f.
Remarque.
» On a toujours f(0,...,0)=(0,...,0). Si on note 0 pour le vecteur nul dans R? et aussi dans R", alors
une application linéaire vérifie toujours f (0) = 0.
e Le nom complet de la matrice A est : la matrice de 'application linéaire f de la base canonique de RP
vers la base canonique de R"!

Exemple 1.

La fonction f : R* — R® définie par
.)’1 = _2X1 +5xZ+2X3_7X4
Yo = 4X1 +2XZ—3.X'3+3X4
Y3 = 7X1 —3X2+9X3

s’exprime sous forme matricielle comme suit :

v 2 5 2 -7 il
vl=l4 2 -3 3 x2

7 -3 9 0 3
Y3 X4

Exemple 2.
« Pour l'application linéaire identité R" — R", (x4,...,x,) — (x1,...,X,), sa matrice associée est 'identité
I, (car [, X = X).
» Pour l'application linéaire nulle R”? — R", (xy,...,x,) — (0,...,0), sa matrice associée est la matrice
nulle 0,, , (car 0, ,X = 0).

2.2. Exemples d’applications linéaires
Réflexion par rapport a I’axe (Oy)

La fonction

e ()

est la réflexion par rapport a 'axe des ordonnées (Oy), et sa matrice est

L9 = (96)-G)
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)

Réflexion par rapport a I’axe (Ox)

La réflexion par rapport a ’axe des abscisses (Ox) est donnée par la matrice

b2

Réflexion par rapport a la droite (y = x)

La réflexion par rapport a la droite (y = x) est donnée par

pem ())-()
(o)

et sa matrice est

128
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Homothéties

L’homothétie de rapport A centrée a l'origine est :

R2 2 x\ Ax)
fAE R (y) (/ly'

On peut donc écrire f (f,) = (% g) (f, ) Alors la matrice de I'homothétie est :

G2

Remarque.
La translation de vecteur (l‘fg) est 'application

e (-):()-(522)
’ y y Vo Y+

Si c’est une translation de vecteur non nul, c’est-a-dire (lég ) # (8), alors ce n’est pas une application linéaire,

car £ (§) # (8)-

Rotations

Soit f : R?> — R? la rotation d’angle 6, centrée a I'origine.

Si le vecteur (f,) fait un angle a avec 'horizontale et que le point (f,) est a une distance r de l'origine, alors

X = rcosa
y = rsina
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Si ( ;:) dénote I'image de (j‘,) par la rotation d’angle 6, on obtient :

/ /

x" = rcos(a+0) x' = rcosacos@® — rsinasinf
) donc . .
y" = rsin(a+0) y' = rcosasinf + rsinacos6

(ou l'on a appliqué les formules de trigonométrie pour cos(a + 6) et sin(a + 6)).
x’ = xcosO—ysinO x’ cos® —sinO)(x
, ) donc =1 . .
y' = xsin 6+ ycosf y sinf cos6 y
Autrement dit, la rotation d’angle 6 est donnée par la matrice

cos@ —sin6
sin@ cosO J°

On aboutit a

Projections orthogonales

Vo ~

O K@P---------B< =

N——— — _
Y

L'application

x x
pw—w, (1) (3)

est la projection orthogonale sur 'axe (Ox). C’est une application linéaire donnée par la matrice
10
0 0)°
L'application linéaire
x
fiR—R’, y|=ly
0

est la projection orthogonale sur le plan (Oxy) et sa matrice est

1
0
0

oS = O
oS O O

130
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De méme, la projection orthogonale sur le plan (Oxz) est donnée par la matrice de gauche ; la projection
orthogonale sur le plan (Oyz) par la matrice de droite :

1 0 O 0 0 O
0 00O 010
0 01 0 01
Réflexions dans I’espace
L'application
x x
fiR—R, y|=|y
b4 —z

est la réflexion par rapport au plan (Oxy). C’est une application linéaire et sa matrice est

1 0 O
01 O
0 0 —1
De méme, les réflexions par rapport aux plans (Oxz) (a gauche) et (Oyz) (a droite) sont données par les
matrices :
1 0 O -1 0 O
-1 0 0 1 0
0 0 1 0 01

Mini-exercices.

e (5),
) (%)

1. SoitA = (% %) et soit f lapplication linéaire associée. Calculer et dessiner I'image par f d
puis (9) et plus généralement de ( } ). Dessiner I'image par f du carré de sommets (3) () (1
Dessiner I'image par f du cercle inscrit dans ce carré.

L (12-1 e L N 1\ (0Y (0
2. SoitA= (g 10 ) et 501txf I'application linéaire associée. Calculer 'image par f de (8), ( ! ), ((1)) et
plus généralement de (}Z' )

3. Ecrire la matrice de la rotation du plan d’angle % centrée a l'origine. Idem dans I’espace avec la
rotation d’angle % d’axe (Ox).

4. Ecrire la matrice de la réflexion du plan par rapport a la droite (y = —x). Idem dans I'espace avec la
réflexion par rapport au plan d’équation (y = —x).
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5. Ecrire la matrice de la projection orthogonale de I'espace sur I'axe (Oy).

3. Propriétés des applications linéaires

3.1. Composition d’applications linéaires et produit de matrices

Soient
f:RPF—R" et g:RT— RP
deux applications linéaires. Considérons leur composition :

RI -5, re L, R fog:RT—R".
L'application f o g est une application linéaire. Notons :
» A=Mat(f) € M, ,(R) la matrice associée a f,
» B =Mat(g) € M, 4(R) la matrice associée a g,
» C =Mat(f og) € M, 4(R) la matrice associée a f o g.
On a pour un vecteur X € R :

(f o g)X) = f(g(X)) = f(BX) = A(BX) = (AB)X..

Donc la matrice associée a f o g est C = AB.
Autrement dit, la matrice associée a la composition de deux applications linéaires est égale au produit de
leurs matrices :

Mat(f o g) = Mat(f) x Mat(g)

En fait le produit de matrices, qui au premier abord peut sembler bizarre et artificiel, est défini exactement
pour Vvérifier cette relation.

Exemple 3.

Soit f : R* —> R? la réflexion par rapport a la droite (y = x) et soit g : R* — R? la rotation d'angle 6 = %
(centrée a l'origine). Les matrices sont

0 1 cosf® —sin6 1 _48
A=Mat(f) = (1 O) et B =Mai(g) = (Sin@ cos B ) - (é 12 )
2 2

Voici pour X = ((1)) les images f (X), g(X), f o g(X), go f(X):

Ay
F009 N
gof(x) 7 Fogt)
: ,
7’ i %
° >
0 =)
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Alors

- O
w

N (1 &
c=Mat(fog)=Mat(f)xMat(g):( O)X(i v )z(
2 2

Notons que si I'on considere la composition g o f alors

1 _3 0 1 _v3 1
D=Mat(g0f)=Mat(g)><Mat(f)=(1% 12)x(1 0):( 2 ‘%)
2

2 2
Les matrices C = AB et D = BA sont distinctes, ce qui montre que la composition d’applications linéaires,
comme la multiplication des matrices, n’est pas commutative en général.

3.2. Application linéaire bijective et matrice inversible

Théoreme 2.
Une application linéaire f : R" — R" est bijective si et seulement si sa matrice associée A= Mat(f) € M,(R)
est inversible.

Lapplication f est définie par f (X) = AX. Doncsi f est bijective, alors d’une part f (X) =Y <= X = f~1(Y),
mais d’autre part AX =Y <= X =A"'Y. Conséquence : la matrice de f ! est A~

Corollaire 1.
Si f est bijective, alors

Mat(f ) = (Mat(f)) .

Exemple 4.

Soit f : R? — RR? la rotation d’angle 6. Alors f ! : R — RR? est la rotation d’angle —6.
On a

cos 6 —sin 9)

sin 0 cos 0

Mat(f) = (

cos 6 sin @) (cos(—0) —sin(—0)
—sin 0 cos ) \sin(—6) cos(—0) )°

Mat(f ) = (Mat(f)) ™ = (

Exemple 5.

Soit f : R? — R? la projection sur I'axe (Ox). Alors f n’est pas injective. En effet, pour x fixé et tout y € R,
f (;) = (). Lapplication f n’est pas non plus surjective : ceci se vérifie aisément car aucun point en-dehors
de laxe (Ox) n’est dans 'image de f.

Ay

La matrice de f est ({§); elle n’est pas inversible.

La preuve du théoréme 2 est une conséquence directe du théoréme suivant, vu dans le chapitre sur les
matrices :
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Théoréme 3.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La matrice A est inversible.
0

0
(ii) Le systéme linéaire AX = (: ) a une unique solution X = (: )
0 0
(iii) Pour tout second membre Y, le systéme linéaire AX =Y a une unique solution X.

Voici donc la preuve du théoréme 2.

Démonstration. e« SiA est inversible, alors pour tout vecteur Y le systeme AX =Y a une unique solution
X, autrement dit pour tout Y, il existe un unique X tel que f(X)=AX =Y. f est donc bijective.
 SiAn’est pas inversible, alors il existe un vecteur X non nul tel que AX = 0. En conséquence on a X # 0
mais f(X) = f(0) = 0. f n’est pas injective donc pas bijective.
O

3.3. Caractérisation des applications linéaires

Théoreme 4.
Une application f : R? — R" est linéaire si et seulement si pour tous les vecteurs u, v de R? et pour tout
scalaire A €R, on a

@ flu+v)=f+£0O),

(i) f(Auw)=Af ().
Dans le cadre général des espaces vectoriels, ce sont ces deux propriétés (i) et (ii) qui définissent une
application linéaire.

Définition 3.

Les vecteurs

0
1 0
1
e1=1. €y = 0 €p =
0 : 1
0
sont appelés les de RP.

La démonstration du théoreme impliquera :

Corollaire 2.
Soit f : RP — R" une application linéaire, et soient ey, ..., e, les vecteurs de base canonique de RP. Alors
la matrice de f (dans les bases canoniques de RP vers R") est donnée par

Mat(f) = (f(er) flex) == flep));
autrement dit les vecteurs colonnes de Mat(f) sont les images par f des vecteurs de la base canonique

(e1,---5€p)

Exemple 6.

Considérons I'application linéaire f : R® — R* définie par
Y1 = 2x3 +xp —Xx3
Yo = —Xx1 —4xy
Y3 = le +X2 +X3

Ya = 3X2 +2.7C3 .
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1\ (0Y (0
Calculons les images des vecteurs de la base canonique ((0))’ ((1)), ((1)) :

1 2 0 1 0 1
-1 —4 0
flol={5 1 fly=|1 | flol=|;
0 0 1
0 3 2
Donc la matrice de f est :
2 1 -1
-4 0
Mat(f) =
at(f) 5 1 1
0o 3 2

Exemple 7.
Soit f : R? — R? la réflexion par rapport a la droite (y = x) et soit g la rotation du plan d’angle Z centrée
a Porigine. Calculons la matrice de 'application f o g. La base canonique de R? est formée des vecteurs ((1))

et (9).
o8- (-9

Donc la matrice de f o g est :

Démonstration. Supposons f : R — R" linéaire, et soit A sa matrice. On a f (u+v) =A(u+v) =Au+Av =
f)+ f(v) et f(Au) =A(Au) = Au = Af (u).

Réciproquement, soit f : R? — R" une application qui vérifie (i) et (ii). Nous devons construire une matrice
Atelle que f(u) = Au. Notons d’abord que (i) implique que f(v;+vy+---+v,.)=f(v)+ f(vo)+---+ f(v,.).
Notons (ey, ..., e,) les vecteurs de la base canonique de RP.

w

]
oS

1
Mat(f) = (fg
2
Voici la preuve du théoréme 4.

Soit A la matrice n x p dont les colonnes sont

fle1), f(ez),..., f(ep).

X1
X2
Pour X=| . |€R?, alors X = Xxjeq + xgep+ -+ Xpe
Xp
et donc
AX = A(xie;+xyes+: -+ xpe,)
A.Xlel +A.X'2€2 +--- +Axpep
X1Aey + xAe; + -+ XpAe,
x1f(e1) +xof (ex) +---+x,f(ep)
f(xlel) +f(X2€2) +-- +f(xp€p)
= f(xjeq +xep+ -+ xpe,) = f(X).
On a alors f(X) =AX, et f est bien une application linéaire (de matrice A). O

Mini-exercices.

1. Soit f la réflexion du plan par rapport a I'axe (Ox) et soit g la rotation d’angle 27" centrée a l'origine.
Calculer la matrice de f o g de deux facons différentes (produit de matrices et image de la base
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canonique). Cette matrice est-elle inversible ? Si oui, calculer I'inverse. Interprétation géométrique.
Méme question avec go f.

2. Soit f la projection orthogonale de I'espace sur le plan (Oxz) et soit g la rotation d’angle 7 d’axe
(Oy). Calculer la matrice de f o g de deux facons différentes (produit de matrices et image de la base
canonique). Cette matrice est-elle inversible ? Si oui, calculer I'inverse. Interprétation géométrique.
Méme question avec g o f.

Auteurs du chapitre
« D’apres un cours de Eva Bayer-Fluckiger, Philippe Chabloz, Lara Thomas de I’Ecole Polytechnique Fédérale
de Lausanne,
» révisé et reformaté par Arnaud Bodin, relu par Vianney Combet.
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La notion d’espace vectoriel est une structure fondamentale des mathématiques modernes. Il s’agit de
dégager les propriétés communes que partagent des ensembles pourtant tres différents. Par exemple, on
peut additionner deux vecteurs du plan, et aussi multiplier un vecteur par un réel (pour 'agrandir ou le
rétrécir). Mais on peut aussi additionner deux fonctions, ou multiplier une fonction par un réel. Méme chose
avec les polynomes, les matrices,... Le but est d’obtenir des théorémes généraux qui s’appliqueront aussi bien
aux vecteurs du plan, de I'espace, aux espaces de fonctions, aux polynémes, aux matrices,... La contrepartie
de cette grande généralité de situations est que la notion d’espace vectoriel est difficile & appréhender et
vous demandera une quantité conséquente de travail ! Il est bon d’avoir d’abord étudié le chapitre « L'espace
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Application linéaire (début)
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Application linéaire (fin)

d’exercices ¢ Espaces vectoriels

d’exercices ¢ Applications linéaires

vectoriel R™ ».

1. Espace vectoriel (début)

Dans ce chapitre, K désigne un corps. Dans la plupart des exemples, ce sera le corps des réels R.

1.1. Définition d’un espace vectoriel

Un espace vectoriel est un ensemble formé de vecteurs, de sorte que I'on puisse additionner (et soustraire)
deux vecteurs u, v pour en former un troisieme u + v (ou u—v) et aussi afin que 'on puisse multiplier

chaque vecteur u d’'un facteur A pour obtenir un vecteur A - u. Voici la définition formelle :

Définition 1.

Un

est un ensemble non vide E muni :

» d’une loi de composition interne, c’est-a-dire d’une application de E x E dans E :

EXE — E
(w,v) —» u+v


http://www.youtube.com/watch?v=a1EkNGstaUU
http://www.youtube.com/watch?v=hI4hY5bTM6A
http://www.youtube.com/watch?v=yyO3GMjLXHU
http://www.youtube.com/watch?v=6cV904tSgWs
http://www.youtube.com/watch?v=u4qHl4crJHg
http://www.youtube.com/watch?v=lQLehsLpqrw
http://www.youtube.com/watch?v=DRI5vOFuR0M
http://www.youtube.com/watch?v=ArVVkmxhUK4
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00017.pdf
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00018.pdf
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o d’une loi de composition externe, c’est-a-dire d’une application de K x E dans E :
KxE — E
Au) —» A-u

qui vérifient les propriétés suivantes :

u+v=v+u (pourtousu,v €E)

u+(v+w)=@+v)+w (pourtousu,v,w € E)

Il existe un Op€Etelqueu+0g=u (pour toutu € E)

Tout u € E admet un u’ tel que u+ u’ = 0g. Cet élément u’ est noté —u.

l-u=u (pourtoutu€E)
A-(u-uy=(Au)-u (pourtous A,u €K, u€<€E)
A-(u+v)=A-u+A-v (pourtous A €K, u,v €E)

® N R W=

(A+w)-u=A-u+u-u (pourtous A,u €K, u€ckE)

Nous reviendrons en détail sur chacune de ces propriétés juste apres des exemples.

1.2. Premiers exemples

Exemple 1 (Le R-espace vectoriel R?).

138

Posons K = R et E = R?. Un élément u € E est donc un couple (x, y) avec x élément de R et y élément de

R. Ceci s’écrit
]Rzz{(x,yﬂxeR,ye]R}.
o Définition de la loi interne. Si (x,y) et (x’,y’) sont deux éléments de R?, alors :
oY)+ y) = +x,y +¥).

o Définition de la loi externe. Si A est un réel et (x, y) est un élément de R?, alors :

A-(x,y)=(Ax,Ay).

L’élément neutre de la loi interne est le vecteur nul (0, 0). Le symétrique de (x, y) est (—x,—y), que 'on

note aussi —(x, y).

L'exemple suivant généralise le précédent. C’est aussi le bon moment pour lire ou relire le chapitre « L'espace

vectoriel R™ ».



ESPACES VECTORIELS 1. ESPACE VECTORIEL (DEBUT) 139

Exemple 2 (Le R-espace vectoriel R™).
Soit n un entier supérieur ou égal a 1. Posons K = R et E = R". Un élément u € E est donc un n-uplet
(x1,X9,...,X,) avec X1, Xy, ..., X, des éléments de R.

* Définition de la loi interne. Si (xq,...,Xx,) et (xi, ... ,x;) sont deux éléments de R", alors :

(1, X))+ (X, x0) = (o +x7,.,x, +x0).
e Définition de la loi externe. Si A est un réel et (xq,...,x,) est un élément de R", alors :
Ao(xy,eexy) =Axy, ..., Ax,).
L’élément neutre de la loi interne est le vecteur nul (0,0,...,0). Le symétrique de (xq,...,Xx,) est
(—x1,...,—x,), que 'on note —(x1,...,X,).
De maniere analogue, on peut définir le C-espace vectoriel C", et plus généralement le K-espace vectoriel
K".
Exemple 3.
Tout plan passant par l'origine dans R® est un espace vectoriel (par rapport aux opérations habituelles sur les
vecteurs). Soient K =R et E = # un plan passant par l'origine. Le plan admet une équation de la forme :

ax+by+cz=0

ou a, b et ¢ sont des réels non tous nuls.

X
Un élément u € E est donc un triplet (noté ici comme un vecteur colonne) (g) tel que ax + by +cz =0.

x x’

Soient (y) et (y’) deux éléments de &. Autrement dit,
z 7

ax+by+cz = 0,

et ax'+by’ +cz’ = 0.

x+
Alors (y+y/) est aussi dans & car on a bien :
242’

alx+x)+b(y+y)+c(z+z)=0.
) appartient
a

s - N g (14 0 .
Les autres propriétés sont aussi faciles a vérifier : par exemple I'élément neutre est (8) ; et si (
X . N
Y ) appartient a

a @, alors ax + by + cz =0, que I'on peut réécrire a(—x) + b(—y) + c(—z) = 0 et ainsi —(
P.

Attention! Un plan ne contenant pas l'origine n’est pas un espace vectoriel, car justement il ne contient pas

0
le vecteur nul (8).

1.3. Terminologie et notations

Rassemblons les définitions déja vues.
e On appelle les éléments de E des . Au lieu de K-espace vectoriel, on dit aussi espace vectoriel
sur K.
e Les éléments de K seront appelés des
e IV 0 s’appelle aussi le . Il ne doit pas étre confondu avec I'élément O de K.
Lorsqu’il n’y aura pas de risque de confusion, Oy sera aussi noté 0.
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e Le —u d’un vecteur u € E s’appelle aussi I’

« Laloi de composition interne sur E (notée usuellement +) est appelée couramment 'addition et u + u’
est appelée somme des vecteurs u et u’.

» La loi de composition externe sur E est appelée couramment multiplication par un scalaire. La multipli-
cation du vecteur u par le scalaire A sera souvent notée simplement Au, au lieu de A - u.

Il est possible de définir, par récurrence, 'addition de n vecteurs, n > 2. La structure
d’espace vectoriel permet de définir 'addition de deux vecteurs (et initialise le processus). Si maintenant la
somme de n — 1 vecteurs est définie, alors la somme de n vecteurs vy, Vs, ..., v, est définie par

VitV v, =it va v ) Hy,.
L'associativité de la loi + nous permet de ne pas mettre de parenthéses dans la somme v; + vy + -+ v,.
n
On notera v; + vy + -+ v, =Zvl~.
i=1
Mini-exercices.
1. Vérifier les 8 axiomes qui font de R® un R-espace vectoriel.

ax+by+cz = 0
2. Idem pour une droite 9 de R® passant par l'origine définie par .
P P P & P {a’x+b’y+c'z = 0.
3. Justifier que les ensembles suivants ne sont pas des espaces vectoriels : {(x, y)ER? | xy = O};
{(x,y)eRzlle}; {(x,y)eR2|x>0ety>O}; {(x,y)E]Rzl—l <x<1let —1<y<1}.
4. Montrer par récurrence que si les v; sont des éléments d’'un K-espace vectoriel E, alors pour tous
A’i ceK: Alvl +A2V2+"‘+Anvn €E.

2. Espace vectoriel (fin)

2.1. Détail des axiomes de la définition

Revenons en détail sur la définition d’un espace vectoriel. Soit donc E un K-espace vectoriel. Les éléments
de E seront appelés des . Les éléments de K seront appelés des

Loi interne.

La loi de composition interne dans E, c’est une application de E x E dans E :

ExXE — E

(u,v) —» u+v
C’est-a-dire qu’a partir de deux vecteurs u et v de E, on nous en fournit un troisiéme, qui sera noté u + v.
La loi de composition interne dans E et la somme dans K seront toutes les deux notées +, mais le contexte
permettra de déterminer aisément de quelle loi il s’agit.

Loi externe.
La loi de composition externe, c’est une application de K x E dans E :
KxE — E
(A,u) —» A-u
C’est-a-dire qu’a partir d'un scalaire A € K et d’un vecteur u € E, on nous fournit un autre vecteur, qui sera
noté A - u.

Axiomes relatifs a la loi interne.

1. Commutativité. Pour tous u,v € E, u+ v = v + u. On peut donc additionner des vecteurs dans I'ordre
que 'on souhaite.
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2. Associativité. Pour tous u,v,w € E,on au+ (v +w) = (u+v) +w. Conséquence : on peut « oublier » les
parenthéses et noter sans ambiguité u+ v +w.

3. Il existe un élément neutre, c’est-a-dire qu’il existe un élément de E, noté O, vérifiant : pour tout u € E,
u+ 0 =u (et on a aussi Og + u = u par commutativité). Cet élément Oy s’appelle aussi le

4. Tout élément u de E admet un symétrique (ou ), Cest-a-dire qu’il existe un élément u’ de E tel
Y q q
que u +u’ =0 (et on a aussi u’ + u = Oy par commutativité). Cet élément u’ de E est noté —u.

Proposition 1.
o S'’il existe un élément neutre Oy vérifiant Uaxiome (3) ci-dessus, alors il est unique.
o Soit u un élément de E. S'il existe un élément symétrique u’ de E vérifiant Uaxiome (4), alors il est unique.

Démonstration.

+ Soient Oy et 07 deux éléments vérifiant la définition de I'élément neutre. On a alors, pour tout élément

udekE :
u+0p=0g+u=u et u+0%=0%+u=u

— Alors, la premiére propriété utilisée avec u = 0%, donne 0% + 0 = O + 03, = 07.
— La deuxiéme propriété utilisée avec u = Oy donne Oy + 07, = 0% + O = Op.
— En comparant ces deux résultats, il vient O = 07.

 Supposons qu'’il existe deux symétriques de u notés u’ et u”’. On a :

u+u =u +u=0g et u+u” =u" +u=0g.
Calculons u’ + (u +u”") de deux facons différentes, en utilisant I'associativité de la loi + et les relations
précédentes.
— v +w+u")=u+0z=1
—U+w+u") =W +uw)+u" =0+u" =u
— On en déduit v’ =u”.

1/

Remarque.
Les étudiants connaissant la théorie des groupes reconnaitront, dans les quatre premiers axiomes ci-dessus,
les axiomes caractérisant un groupe commutatif.

Axiomes relatifs a la loi externe.

5. Soit 1 I'é1ément neutre de la multiplication de K. Pour tout élément u de E, on a
l-u=u.

6. Pour tous éléments A et u de K et pour tout élément u de E, on a

A-(u-u)=Axpu) u.

Axiomes liant les deux lois.
7. Distributivité par rapport a 'addition des vecteurs. Pour tout élément A de K et pour tous éléments u et
vde E,ona
A-(u+v)=2A-u+A-v.
8. Distributivité par rapport a 'addition des scalaires. Pour tous A et u de K et pour tout élément u de E,
ona:
A+w) u=A-u+pu-u.
La loi interne et la loi externe doivent donc satisfaire ces huit axiomes pour que (E, +, -) soit un espace
vectoriel sur K.
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2.2. Exemples

Dans tous les exemples qui suivent, la vérification des axiomes se fait simplement et est laissée au soin des
étudiants. Seules seront indiquées, dans chaque cas, les valeurs de I’élément neutre de la loi interne et du
symétrique d’un élément.
Exemple 4 (Lespace vectoriel des fonctions de R dans R).
L'ensemble des fonctions f : R — R est noté Z (R, R). Nous le munissons d’une structure de R-espace
vectoriel de la maniére suivante.

« Loi interne. Soient f et g deux éléments de Z (R, R). La fonction f + g est définie par :

VxeR (f+g)x)=f(x)+g(x)
(ot le signe + désigne la loi interne de Z (R, R) dans le membre de gauche et 'addition dans R dans le
membre de droite).
e Loi externe. Si A est un nombre réel et f une fonction de & (R, R), la fonction A - f est définie par 'image
de tout réel x comme suit :
VxeR (A-f)x)=Axf(x).
(Nous désignons par - la loi externe de (R, R) et par x la multiplication dans R. Avec I'habitude on
oubliera les signes de multiplication : (Af)(x) = Af(x).)
o Elément neutre. Lélément neutre pour 'addition est la fonction nulle, définie par :

VxeR f(x)=0.

On peut noter cette fonction 0 g g g)-
o Symétrique. Le symétrique de I'’élément f de Z (R, R) est 'application g de R dans R définie par :

VxeR glx)=—f(x).
Le symétrique de f est noté —f.

Exemple 5 (Le R-espace vectoriel des suites réelles).
On note & I'ensemble des suites réelles (u,),cy- Cet ensemble peut étre vu comme 'ensemble des applica-
tions de N dans R ; autrement dit & = Z (N, R).
e Loi interne. Soient u = (U, ) ey €t Vv = (V,)nen deux suites appartenant a . La suite u + v est la suite
w = (W,)en dont le terme général est défini par

YneN w,=u,+v,
(ou u, + v, désigne la somme de u,, et de v,, dans R).
 Loi externe. Si A est un nombre réel et u = (u,),cy Un élément de &, A -u est la suite v = (v,,),,en définie
par
VneN v,=Axu,
ol x désigne la multiplication dans R.

o Elément neutre. )élément neutre de la loi interne est la suite dont tous les termes sont nuls.
o Symétrique. Le symétrique de la suite u = (u,) ey est la suite u’ = (u],) e définie par :

/
VneN u, =—u,.
Elle est notée —u.

Exemple 6 (Les matrices).

Lensemble M, ,(R) des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans R est muni d’une structure
de R-espace vectoriel. La loi interne est ’addition de deux matrices. La loi externe est la multiplication
d’une matrice par un scalaire. L'élément neutre pour la loi interne est la matrice nulle (tous les coefficients
sont nuls). Le symétrique de la matrice A= (q; ;) est la matrice (—a; ;). De méme, I'ensemble M, ,(K) des
matrices a coefficients dans K est un K-espace vectoriel.

Autres exemples :
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1. Lespace vectoriel R[X ] des polynémes P(X) = a,X" +-- -+ a,X? + a;X + a,. Laddition est I'addition de
deux polynémes P(X) + Q(X), la multiplication par un scalaire A € R est A - P(X). I’élément neutre est
le polynome nul. L'opposé de P(X) est —P(X).

2. Lensemble des fonctions continues de R dans R ; ’ensemble des fonctions dérivables de R dans R,...

3. C est un R-espace vectoriel : addition z + z” de deux nombres complexes, multiplication Az par un
scalaire A € R. L'élément neutre est le nombre complexe O et le symétrique du nombre complexe z est
—3Z.

2.3. Regles de calcul

Proposition 2.
Soit E un espace vectoriel sur un corps K. Soientu € Eet A€ K. Alorson a:

1. 0-u=0g

2. A-0g=0g
3. (1) u=—u
4

Au=0; & A=0 ou u=0g

L'opération qui a (u, v) associe u + (—v) s’appelle la . Le vecteur u + (—v) est noté u—v. Les
propriétés suivantes sont satisfaites : A(u —v) = Au— Av et (A — u)u = Au— uu.

Démonstration. Les démonstrations des propriétés sont des manipulations sur les axiomes définissant les
espaces vectoriels.

1. e« Le point de départ de la démonstration est I'égalité dans K : 04+ 0 = 0.

» Dot pour tout vecteur de E, I'égalité (0+0)-u=0-u.

» Donc, en utilisant la distributivité de la loi externe par rapport a la loi interne et la définition de
I'élément neutre, on obtient 0-u + 0 -u = 0 - u. On peut rajouter 'élément neutre dans le terme de
droite, pour obtenir : 0-u+0-u=0-u+ 0.

» En ajoutant —(0 - u) de chaque c6té de 1’égalité, on obtient : O -u = Op.

2. La preuve est semblable en partant de I'égalité Oy + 05 = Oj.
3. Montrer (—1) - u = —u signifie exactement que (—1) - u est le symétrique de u, c’est-a-dire vérifie
u+(—1)-u=0g. En effet :
u+(—D)-u=1-u+(-1)-u=Q0Q+(1)-u=0-u=0;.
4. On sait déja quesi A =0 ou u=0g, alors les propriétés précédentes impliquent A - u = Og.
Pour la réciproque, soient A € K un scalaire et u € E un vecteur tels que A - u = 0.
Supposons A différent de 0. On doit alors montrer que u = Oj.

« Comme A # 0, alors A est inversible pour le produit dans le corps K. Soit A~! son inverse.

o En multipliant par 2! les deux membres de I'égalité A -u = O, il vient : A1 - (A -u) = A1 0p.

« D'oti en utilisant les propriétés de la multiplication par un scalaire (A~ x A)-u = O et donc 1-u = Op.
e Dot u=0g.

O

Mini-exercices.
1. Justifier si les objets suivants sont des espaces vectoriels.

(a) L’ensemble des fonctions réelles sur [0, 1], continues, positives ou nulles, pour 'addition et le
produit par un réel.
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(b) Lensemble des fonctions réelles sur R vérifiant lim,_,, o, f (x) = 0 pour les mémes opérations.
(¢c) Lensemble des fonctions sur R telles que f(3) = 7.

(d) L’ensemble R} pour les opérations x ® y =xy et A-x = x* (A €R).

(e) Lensemble des points (x, y) de R? vérifiant sin(x + y) = 0.

(f) Lensemble des vecteurs (x, y,z) de R® orthogonaux au vecteur (—1,3,—2).

(g) Lensemble des fonctions de classe 62 vérifiant f”/ + f = 0.

(h) L’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] vérifiant fol f(x)sinx dx =0.

i

2. Prouver les propriétés de la soustraction : A-(u—v)=A-u—A-vet(A—u) - u=A-u—u-u.

—

) L'ensemble des matrices (‘C’ 3) € M,(R) vérifiant a +d = 0.

3. Sous-espace vectoriel (début)

Il est vite fatiguant de vérifier les 8 axiomes qui font d'un ensemble un espace vectoriel. Heureusement, il
existe une maniere rapide et efficace de prouver qu'un ensemble est un espace vectoriel : grace a la notion
de sous-espace vectoriel.

3.1. Définition d’un sous-espace vectoriel

Définition 2.

Soit E un K-espace vectoriel. Une partie F de E est appelée un Si:
« 0z €F,
e u+veF pourtousu,veF,
e ArueF pourtout L€ KettoutueF.

Remarque.
Expliquons chaque condition.

o La premiere condition signifie que le vecteur nul de E doit aussi étre dans F. En fait il suffit méme de
prouver que F est non vide.

» La deuxieme condition, c’est dire que F est stable pour 'addition : la somme u + v de deux vecteurs u, v
de F est bien sfir un vecteur de E (car E est un espace vectoriel), mais ici on exige que u + v soit un
élément de F.

» La troisieme condition, c’est dire que F est stable pour la multiplication par un scalaire.

Exemple 7 (Exemples immédiats).
1. L'ensemble F = {(x, Y)ER? | x+y= O} est un sous-espace vectoriel de R?. En effet :

(@ (0,0)€F,

(b) siu=(x1,y;) etv=_(x,,Y,) appartiennent a F, alors x; + y; =0 et x5 + ¥, = 0 donc (x; + x5) +
(y1+Yy2)=0etainsi u+v = (x; +xy,y; + ) appartient a F,

(¢c) siu=(x,y)eFetA€R,alorsx+y=0donc Ax+Ay =0,dotu Au€eF.
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2. L'ensemble des fonctions continues sur R est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des fonctions
de R dans R. Preuve : la fonction nulle est continue ; la somme de deux fonctions continues est continue;
une constante fois une fonction continue est une fonction continue.

3. L'ensemble des suites réelles convergentes est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des suites
réelles.

Voici des sous-ensembles qui ne sont pas des sous-espaces vectoriels.
Exemple 8.

1. I’ensemble F; = {(x, Y)ER? | x+y= 2} n’est pas un sous-espace vectoriel de R?. En effet le vecteur
nul (0,0) n’appartient pas a F;.

2. L'ensemble F, = {(x, Y)ER? | x=0o0uy= O} n’est pas un sous-espace vectoriel de R?. En effet les
vecteurs u = (1,0) et v = (0, 1) appartiennent a F,, mais pas le vecteur u +v = (1, 1).

3. Lensemble F3 = {(x,y) € R? | x > O et y > 0} n’est pas un sous-espace vectoriel de R?. En effet le
vecteur u = (1, 1) appartient a F;3 mais, pour A = —1, le vecteur —u = (—1,—1) n’appartient pas a F;.
A

N
N [T N
0 \ N 0 i 0

3.2. Un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel

La notion de sous-espace vectoriel prend tout son intérét avec le théoreme suivant : un sous-espace vectoriel
est lui-méme un espace vectoriel. C’est ce théoreme qui va nous fournir plein d’exemples d’espaces vectoriels.

Théoréeme 1.
Soient E un K-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. Alors F est lui-méme un K-espace vectoriel
pour les lois induites par E.

Méthodologie. Pour répondre a une question du type « L'ensemble F est-il un espace vectoriel ? », une
facon efficace de procéder est de trouver un espace vectoriel E qui contient F, puis prouver que F est un
sous-espace vectoriel de E. Il y a seulement trois propriétés a vérifier au lieu de huit!
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Exemple 9.

1. Est-ce que I'ensemble des fonctions paires (puis des fonctions impaires) forme un espace vectoriel (sur
R avec les lois usuelles sur les fonctions) ?

Notons & I'ensemble des fonctions paires et .# 'ensemble des fonctions impaires. Ce sont deux sous-
ensembles de I'espace vectoriel (R, R) des fonctions.

2 ={f e ZR,R) | Vx €R, f(—x) = f (x)}
#={f € ZR,R) | Vx €R, f(~x) = —f (x)}
P et # sont des sous-espaces vectoriels de Z (R, R). C’est trés simple a vérifier, par exemple pour & :
(a) la fonction nulle est une fonction paire,
(b) sif,geP alors f +ge 2,
(c) sifeP etsidAcRalors Af € 2.

Par le théoréme 1, & est un espace vectoriel (de méme pour .#).

2. Est-ce que I'ensemble ., des matrices symétriques de taille n est un espace vectoriel (sur R avec les lois
usuelles sur les matrices) ?

&, est un sous-ensemble de I'espace vectoriel M, (R). Et c’est méme un sous-espace vectoriel. Il suffit en
effet de vérifier que la matrice nulle est symétrique, que la somme de deux matrices symétriques est
encore symétrique et finalement que le produit d’'une matrice symétrique par un scalaire est une matrice
symétrique. Par le théoréme 1, #, est un espace vectoriel.

Preuve du théoréme 1. Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel (E, +, -). La stabilité de F pour
les deux lois permet de munir cet ensemble d’une loi de composition interne et d’'une loi de composition
externe, en restreignant a F les opérations définies dans E. Les propriétés de commutativité et d’associativité
de I'addition, ainsi que les quatre axiomes relatifs a la loi externe sont vérifiés, car ils sont satisfaits dans E
donc en particulier dans F, qui est inclus dans E.

Lexistence d’un élément neutre découle de la définition de sous-espace vectoriel. Il reste seulement a justifier
que si u € F, alors son symétrique —u appartient a F.

Fixons u € F. Comme on a aussi u € E et que E est un espace vectoriel alors il existe un élément de E, noté
—u, tel que u+ (—u) = 0. Comme u est élément de F, alors pour A = —1, (—1)u € F. Et ainsi —u appartient
arF. O

Un autre exemple d’espace vectoriel est donné par 'ensemble des solutions d’'un systéme linéaire homogeéne.
Soit AX = 0 un systéme de n équations a p inconnues :

a;; ... alp X1 0

ady; ... 4y

p p

On a alors
Théoréme 2.

Soit A€ M, ,(R). Soit AX = 0 un systéme d’équations linéaires homogeénes a p variables. Alors 'ensemble
des vecteurs solutions est un sous-espace vectoriel de RP.

Démonstration. Soit F 'ensemble des vecteurs X € R? solutions de 'équation AX = 0. Vérifions que F est
un sous-espace vectoriel de R?.
e Le vecteur O est un élément de F.
o F est stable par addition : si X et X’ sont des vecteurs solutions, alors AX = 0 et AX’ = 0, donc
AX+X)=AX+AX'=0, etainsiX + X’ €F.
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 F est stable par multiplication par un scalaire : si X est un vecteur solution, on a aussi A(AX) = A(AX) =
A0 =0, ceci pour tout A € R. Donc AX € F.

O
Exemple 10.
Considérons le systeme
1 -2 3 X 0
2 —4 6 y |=[ o
3 -6 9 Z 0

Lensemble des solutions F C R® de ce systéme est :
F = {(x =2s—3t,y=s,2=1t)]s,t E]R}.

Par le théoréme 2, F est un sous-espace vectoriel de R®. Donc par le théoréme 1, F est un espace vectoriel.
Une autre facon de voir les choses est d’écrire que les éléments de F sont ceux qui vérifient '’équation
(x =2y —3%). Autrement dit, F est d’équation (x — 2y + 3z = 0). Lensemble des solutions F est donc un
plan passant par I'origine. Nous avons déja vu que ceci est un espace vectoriel.

Mini-exercices.

Parmi les ensembles suivants, reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces vectoriels :
. {(x,y,z)€R3|x+y=0}

. {(x,y,z,t)E]R“lxz t ety=z}

. {(x,y,z) eR3|z= 1}

. {(x,y)EIR2 | x2+xy 20}
ALy)eR? [ x2+y? > 1}
Afez®R)|f(0)=1}
Arez®m)|F(1)=0}

. {f € Z(R,R) | f est croissante }

. {(un)neN | (u,) tend vers 0}

O 0 N O U1~ WN -

4. Sous-espace vectoriel (milieu)

4.1. Combinaisons linéaires

Définition 3.
Soit n > 1 un entier, soient v, v,,...,V,, n vecteurs d'un espace vectoriel E. Tout vecteur de la forme

u=Alvl+12V2+"'+Anvn

(ot Aq, Ay, ..., A, sont des éléments de K) est appelé des vecteurs vy, Vs, ..., Vy.
Les scalaires Aq, A4, ..., A, sont appelés de la combinaison linéaire.

Remarque : Sin =1, alors u = A;v; et on dit que u est av.

Exemple 11.

1. Dans le R-espace vectoriel R3, (3,3, 1) est combinaison linéaire des vecteurs (1,1,0) et (1,1,1) car on a
I'égalité
(3,3,1)=2(1,1,0) +(1,1,1).
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2. Dans le R-espace vectoriel R?, le vecteur u = (2,1) n’est pas colinéaire au vecteur v; = (1, 1) car s'il
Iétait, il existerait un réel A tel que u = Avy, ce qui équivaudrait a ’égalité (2,1) = (A, A).

3. Soit E = Z (R, R) 'espace vectoriel des fonctions réelles. Soient f,, f1, fo et f3 les fonctions définies par :
VxeR fo(x)=1, fi(x)=x, folx)=x> f3(x)=x>.
Alors la fonction f définie par
VxeR f(x)=x>—2x2—7x—4
est combinaison linéaire des fonctions fy, f, f2, f3 puisque I'on a I'égalité

f=f3—=2f,—=7f1 —4fo.

s 1 1 3
4. Dans M, 3(R), on considere A= 0 —1 4

d’une combinaison linéaire de matrices élémentaires (des zéros partout, sauf un 1) :

A—100+010+3001 000+4000
“\0o 0o 0 0O 0 0O 010 0 0 1)

Voici deux exemples plus compliqués.

). On peut écrire A naturellement sous la forme suivante

Exemple 12.

. 1 6 9 .. N
Soient u = ( 21) etv= (3) deux vecteurs de R®. Montrons que w = (% ) est combinaison linéaire de u et v.
On cherche donc A et y tels que w = Au+ uv :

9 1 6 A 6u A+6u
21=A1 2 |[+ul4d =22 |+|4u]|=]| 2A+4u
7 -1 2 —A 2u —A+2u
On a donc
9 = A+6u
2 = 2A+4u
7 = —A+2u.
Une solution de ce systéme est (A = —3, u = 2), ce qui implique que w est combinaison linéaire de u et v.
On vérifie que 'on a bien
9 1 6
21==-3| 2 |+2|4
7 -1 2

Exemple 13.
. 1 6 4 .. e . T
Soient u = ( 21) etv= (3) Montrons que w = (—81) n’est pas une combinaison linéaire de u et v. L'égalité

4 1 6 4 = A+6u
—1|=A] 2 |+ul4 équivaut au systeme -1 = 2A+4u
8 —1 2 8 = —A+2u.

Or ce systeme n’a aucune solution. Donc il n’existe pas A, u € R tels que w = Au + uv.

4.2. Caractérisation d’un sous-espace vectoriel

Théoréme 3 (Caractérisation d’'un sous-espace par la notion de combinaison linéaire).
Soient E un K-espace vectoriel et F une partie non vide de E. F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement
st
Au+uveF pour tous u,v € F et tous A, u € K.
Autrement dit si et seulement si toute combinaison linéaire de deux éléments de F appartient a F.
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Démonstration.
» Supposons que F soit un sous-espace vectoriel. Et soient u,v € F, A, u € K. Alors par la définition de
sous-espace vectoriel : Au € F et uv € F et ainsi Au+ uv € F.
o Réciproquement, supposons que pour chaque u,v € F, A,u€Kona Au+uv €F.
— Comme F n’est pas vide, soient u,v € F. Posons A = yu = 0. Alors Au+uv =05 €F.
— Siu,v €F, alors en posant A =y =1 on obtientu+v €F.
— Siue F et A €K (et pour n'importe quel v, en posant y = 0), alors Au € F.

4.3. Intersection de deux sous-espaces vectoriels

Proposition 3 (Intersection de deux sous-espaces).
Soient F, G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E. Lintersection F N G est un sous-espace
vectoriel de E.

On démontrerait de méme que l'intersection F; NF,NF3;N---NF, d’'une famille quelconque de sous-espaces
vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
e O €F, 0 €G car F et G sont des sous-espaces vectoriels de E ; donc Oy € F NG.
» Soient u et v deux vecteurs de F N G. Comme F est un sous-espace vectoriel, alors u,v € F implique
u+v €EF.Demémeu,v €G impliqueu+veG.Doncu+veEFNG.
» Soientu € FNG et A € K. Comme F est un sous-espace vectoriel, alors u € F implique Au € F. De
méme u € G implique Au € G. Donc Au € FNG.
Conclusion : F NG est un sous-espace vectoriel de E. O

Exemple 14.
Soit 9 le sous-ensemble de R® défini par :

@z{(x,y,z)€R3|x+3y+z:0 et x—y+22=0}.

Est-ce que 9 est sous-espace vectoriel de R®? Lensemble % est I'intersection de F et G, les sous-ensembles
de R3 définis par :

F={(x,y,z)€]R3|x+3y+z=0}
G={(x,y,2) €R®|x—y +2z =0}

Ce sont deux plans passant par l'origine, donc des sous-espaces vectoriels de R3. Ainsi 2 = F N G est un
sous-espace vectoriel de R®, c’est une droite vectorielle.
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Remarque.

La réunion de deux sous-espaces vectoriels de E n’est pas en général un sous-espace vectoriel de E. Prenons
par exemple E = R2. Considérons les sous-espaces vectoriels F = {(x,y) | x = O} et G = {(x,y) |y = O}.
Alors F U G n’est pas un sous-espace vectoriel de R2. Par exemple, (0,1) +(1,0) = (1,1) est la somme d’un
élément de F et d’un élément de G, mais n’est pas dans F U G.

©0,1) 3

o] (1,0)

Mini-exercices.

-2 2

1. Peut-on trouver t € R tel que les vecteurs ( V2 ) ( 4t ) soient colinéaires ?
t

1

1 —1
2. Peut-on trouver t € R tel que le vecteur (3tt) soit une combinaison linéaire de (%) et ( L ) ?

5. Sous-espace vectoriel (fin)

5.1. Somme de deux sous-espaces vectoriels

Comme la réunion de deux sous-espaces vectoriels F et G n’est pas en général un sous-espace vectoriel, il
est utile de connaitre les sous-espaces vectoriels qui contiennent a la fois les deux sous-espaces vectoriels F
et G, et en particulier le plus petit d’entre eux (au sens de I'inclusion).

Définition 4 (Définition de la somme de deux sous-espaces).

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E. L'ensemble de tous les éléments
u+v, ot u est un élément de F et v un élément de G, est appelé des sous-espaces vectoriels F et
G. Cette somme est notée F + G. On a donc

F+G={u+v|u€F,v€G}.

F+G
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Proposition 4.
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels du K-espace vectoriel E.

1. F + G est un sous-espace vectoriel de E.

2. F + G est le plus petit sous-espace vectoriel contenant a la fois F et G.

Démonstration.

1. Montrons que F + G est un sous-espace vectoriel.

O0p €F,0;€G,donc 0 =05 + 0 €F +G.

Soient w et w’ des éléments de F + G. Comme w est dans F + G, il existe u dans F et v dans G tels
que w = u+v. Comme w’ est dans F + G, il existe u’ dans F et v/ dans G tels que w’ =u’ +v’. Alors
w+w =u+vV)+W+v)=@w+u)+(v+v)EF+G,caru+u' €Fetv+v €G.

Soit w un élément de F + G et A € K. 1l existe u dans F et v dans G tels que w = u + v. Alors
w=Au+v)=(Au)+(Av)eEF+G,car AuceF et Av €G.

L'ensemble F + G contient F et contient G : en effet tout élément u de F s’écrit u = u+ 0 avec u
appartenant a F et O appartenant a G (puisque G est un sous-espace vectoriel), donc u appartient a
F + G. De méme pour un élément de G.

Si H est un sous-espace vectoriel contenant F et G, alors montrons que F + G C H. C’est clair : si
u € F alors en particulier u € H (car F C H), de méme si v € G alors v € H. Comme H est un
sous-espace vectoriel, alors u +v € H.

Exemple 15.
Déterminons F + G dans le cas o1 F et G sont les sous-espaces vectoriels de R suivants :

F={(x,y,z)€R3|y=z=O} et G={(x,y,z)€R3|x=z=O}.

4

F+G

Un élément w de F + G s’écrit w = u+ v ou u est un élément de F et v un élément de G. Comme u € F

alors il existe x € R tel que u = (x,0,0), et comme v € G il existe y € R tel que v = (0, y,0). Donc

w = (x, y,0). Réciproquement, un tel élément w = (x, y,0) est la somme de (x, 0, 0) et de (0, y,0). Donc

F+G= {(x, y,2)€R3 |z = 0}. On voit méme que, pour cet exemple, tout élément de F + G s’écrit de

facon unique comme la somme d’un élément de F et d’un élément de G.

Exemple 16.
Soient F et G les deux sous-espaces vectoriels de R suivants :

F={(x,y,z)€]R3|x=O} et G={(x,y,z)€R3|y=O}.
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Dans cet exemple, montrons que F + G = R3. Par définition de F + G, tout élément de F + G est dans R>.
Mais réciproquement, si w = (x, y,z) est un élément quelconque de R® : w = (x, y,2) = (0, y,2) + (x,0,0),
avec (0,y,z) € F et (x,0,0) € G, donc w appartient a F + G.

Remarquons que, dans cet exemple, un élément de R ne s’écrit pas forcément de facon unique comme la
somme d’un élément de F et d’'un élément de G. Par exemple (1, 2,3) = (0,2,3)+(1,0,0) = (0,2,0)+(1,0, 3).

5.2. Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Définition 5 (Définition de la somme directe de deux sous-espaces).

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. F et G sont en dans E si
s FNG= {OE}:
e F+G=E.

On note alors F® G =E.

Si F et G sont en somme directe, on dit que F et G sont des sous-espaces vectoriels dans E.

Proposition 5.
F et G sont supplémentaires dans E si et seulement si tout élément de E s’écrit d’'une maniére unique comme
la somme d’un élément de F et d’'un élément de G.

Remarque.

e Dire qu’'un élément w de E s’écrit d'une maniére unique comme la somme d’un élément de F et d'un
élément de G signifie quesiw=u+vavecue F,veGetw=u'+v avecu’ €F,v € Galorsu=1u’
etv="v'

» On dit aussi que F est un sous-espace supplémentaire de G (ou que G est un sous-espace supplémentaire
de F).

Il n'y a pas unicité du supplémentaire d’un sous-espace vectoriel donné (voir un exemple ci-dessous).

o L'existence d’un supplémentaire d’'un sous-espace vectoriel sera prouvée dans le cadre des espaces
vectoriels de dimension finie.

Démonstration.
o Supposons E = F & G et montrons que tout élément u € E se décompose de maniére unique. Soient donc
u=v+wetu=v'+w avecv,v' € Fetw,w’ € G.Onaalors v+w =v'+w’, donc v—v' = w'—w. Comme
F est un sous-espace vectoriel alors v —v’ € F, mais d’autre part G est aussi un sous-espace vectoriel
donc w' —w € G. Conclusion : v—v' =w’ —w € F N G. Mais par définition d’espaces supplémentaires
FNG = {0g}, donc v—v' = 0y et aussi W' —w = 0g. On en déduit v = v’ et w = w’, ce qu'il fallait
démontrer.
» Supposons que tout u € E se décompose de maniére unique et montrons E =F & G.
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— Montrons F NG = {0z}. Si u € F NG, il peut s’écrire des deux maniéres suivantes comme somme
d’un élément de F et d’'un élément de G :

u=0g+u et u=u+0g.
Par I'unicité de la décomposition, u = Og.
— Montrons F+G = E. [l n’y rien a prouver, car par hypothése tout élément u se décompose en u = v+w,

avecveFetwedG.
O

Exemple 17.

1. Soient F = {(JC,O)E]R2 | x E]R} etG= {(O,y)e]R2 |y GR}.
Montrons que F & G = R2. La premiére facon de le voir est que I'on a clairement F N G = {(0,0)} et que,
comme (x,y) = (x,0)+ (0, y), alors F + G = R2. Une autre facon de le voir est d’utiliser la proposition
5, car la décomposition (x, y) = (x,0) + (0, y) est unique.

Y
G o

2. Gardons F et notons G’ = {(x,x) eR?|xe ]R}. Montrons que 'on a aussi F & G’ =R? :
(a) Montrons F NG’ = {(0,0)}. Si (x,y) € F NG alors d’'une part (x,y) € F donc y = 0, et aussi
(x,y) € G’ donc x = y. Ainsi (x, y) = (0,0).
(b) Montrons F + G’ = R?. Soit u = (x, y) € R2. Cherchons v € F et w € G’ tels que u = v + w. Comme

v =(x1,y;) € F alors y; =0, et comme w = (x5, y,) € G’ alors x5 = y,. Il sagit donc de trouver x;
et x, tels que

(X: J’) = (XI:O) + (XZ: XZ)'
Donc (x,y) = (x1 + X9, X5). Ainsi x = x; + x5 et y = xo, d'ot1 X; = x — y et xo = y. On trouve bien
(Xay) = (X_y’0)+(y:y)7
qui prouve que tout élément de R? est somme d’un élément de F et d’un élément de G’.
3. De facon plus générale, deux droites distinctes du plan passant par l'origine forment des sous-espaces

supplémentaires.

Exemple 18.
Est-ce que les sous-espaces vectoriels F et G de R® définis par

F={(x,y,z)€R3|x—y—z:O} et G={(x,y,z)€R3|y=z=0}

sont supplémentaires dans R> ?
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1. Il est facile de vérifier que F N G = {0}. En effet si I'’élément u = (x, y,z) appartient a I'intersection de F
et de G, alors les coordonnées de u vérifient : x —y —z = 0 (car u appartient a F), et y =2z =0 (car u
appartient a G), donc u = (0,0, 0).

2. Il reste & démontrer que F + G = R3.

Soit donc u = (x, y,z) un élément quelconque de R3; il faut déterminer des éléments v de F et w de

G tels que u = v + w. L'élément v doit étre de la forme v = (y; + 21, ¥1,%;) et 'élément w de la forme
w=(x,,0,0). On au=v+wsietseulementsi y; =y, 2 =32, X, =x—Yy —2.On adonc

(x,y,2)=(+2y,2)+(x—y—z0,0)
avecv=(y+2,y,z)dans F et w=(x —y —2,0,0) dans G.

Conclusion : F & G = R3.

Exemple 19.
Dans le R-espace vectoriel Z (R, R) des fonctions de R dans R, on considere le sous-espace vectoriel des
fonctions paires & et le sous-espace vectoriel des fonctions impaires .#. Montrons que Z & .¢ = Z (R, R).

1. Montrons # N.# = {OgzRr)}-
Soit f € # N.#, cest-a-dire que f est a la fois une fonction paire et impaire. Il s’agit de montrer que f est
la fonction identiquement nulle. Soit x € R. Comme f(—x) = f(x) (car f est paire) et f(—x)=—f(x)
(car f est impaire), alors f(x) = —f(x), ce qui implique f(x) = 0. Ceci est vrai quel que soit x € R;
donc f est la fonction nulle. Ainsi £ N .# = {0z g)}-

2. Montrons & + .# = Z(R,R).
Soit f € Z(R,R). Il s’agit de montrer que f peut s’écrire comme la somme d’une fonction paire et d'une
fonction impaire.
Analyse. Si f = g +h, avec g € #, h € #, alors pour tout x, d’'une part, (a) f(x) = g(x) + h(x), et
d’autre part, (b) f(—x) = g(—x) + h(—x) = g(x) — h(x). Par somme et différence de (a) et (b), on tire
que

_ fOO+f(=x)
g(x)= 2
Synthese. Pour f € Z(R,R), on définit deux fonctions g,h par g(x) =
Alors d’une part f(x) = g(x) + h(x) et d’autre part g € & (vérifier g(—x) = g(x)) et h € £ (vérifier
h(—x) =—h(x)). Bilan : 2 + ¢ = Z(R,R).

et h(x)= w

PR of p(x) = LOF )

En conclusion, & et .# sont en somme directe dans Z(R,R) : & & .4 = Z(R,R). Notez que, comme le
prouvent nos calculs, les g et h obtenus sont uniques.

5.3. Sous-espace engendré

Théoreéme 4 (Théoreme de structure de 'ensemble des combinaisons linéaires).
Soit {vy,...,v,} un ensemble fini de vecteurs d’un K-espace vectoriel E. Alors :
o Lensemble des combinaisons linéaires des vecteurs {vy,...,Vv,} est un sous-espace vectoriel de E.
o (C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E (au sens de Uinclusion) contenant les vecteurs vy, ..., V,.

Notation. Ce sous-espace vectoriel est appelé et est noté Vect(vy,...,v,).
On a donc

ueVect(vy,...,v,) <= lexisteAq,...,A, €K telsque u=2A;v;+---+A,v,




ESPACES VECTORIELS 5. SOUS-ESPACE VECTORIEL (FIN) 155

Remarque.
 Dire que Vect(vy,...,V,) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant les vecteurs vy, ..., v, signi-
fie que si F est un sous-espace vectoriel de E contenant aussi les vecteurs v, ..., v, alors Vect(vy,...,v,) C
F.

 Plus généralement, on peut définir le sous-espace vectoriel engendré par une partie ¥ quelconque (non
nécessairement finie) d’'un espace vectoriel : Vect ¥ est le plus petit sous-espace vectoriel contenant V.

Exemple 20.

1. E étant un K-espace vectoriel, et u un élément quelconque de E, 'ensemble Vect(u) = {Au | A € K} est
le sous-espace vectoriel de E engendré par u. Il est souvent noté Ku. Si u n’est pas le vecteur nul, on
parle d’'une

K = Vect(u)

Vect(u, v)

2. Siu et v sont deux vecteurs de E, alors Vect(u,v) = {Au+uv | A, ue K}. Siu et v ne sont pas colinéaires,
alors Vect(u, v) est un

) 1 1 , .
3. Soientu = (%) etv= (%) deux vecteurs de R3. Déterminons & = Vect(u, v).

(g) € Vect(u, v) +uv pour certains A, u € R

X
— }Z’ ) u

X 1 1
= (3)=2(1)+n(})

x = A+u
y A+2u
z = A+3u

Nous obtenons bien une équation paramétrique du plan & passant par l'origine et contenant les vecteurs

u et v. On sait en trouver une équation cartésienne : (x —2y +2z = 0).

Exemple 21.
Soient E I'espace vectoriel des applications de R dans R et f, f1, f5 les applications définies par :

VXeR  fo)=1, filx)=x et fo(x)=x>

Le sous-espace vectoriel de E engendré par {f,, f, f} est I'espace vectoriel des fonctions polyndémes f de
degré inférieur ou égal a 2, c’est-a-dire de la forme f(x) = ax?+ bx +c.

Méthodologie. On peut démontrer qu'une partie F d’'un espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de
E en montrant que F est égal a 'ensemble des combinaisons linéaires d’un nombre fini de vecteurs de E.

Exemple 22.
Est-ce que F = {(x, y,2)ER} |[x—y—2= 0} est un sous-espace vectoriel de R3?
Un triplet de R3 est élément de F si et seulement si x = y + 2. Donc u est élément de F si et seulement sil
peut s’écrire u = (y + 2, y,2). Or, on a I'égalité

(v +2,5,2)=y(1,1,0) +2(1,0,1).
Donc F est 'ensemble des combinaisons linéaires de {(1, 1,0),(1,0, 1)}. C’est le sous-espace vectoriel
engendré par {(1, 1,0),(1,0, 1)} : F =Vect {(1, 1,0),(1,0, 1)}. C’est bien un plan vectoriel (un plan passant
par l'origine).
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Preuve du théoréme 4.
1. On appelle F I'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs {v;,...,v,}.
(a) Og €F car F contient la combinaison linéaire particuliere Ov; + - - -+ 0v,.
(b) Siu,v € F alors il existe A4,...,4, € Ktels que u = Ayv; + -+ A,v, et Uq,...,u, € K tels que
vV =U1Vy + -+ U,V,. On en déduit que u +v = (A + uy)vy +--- + (A, + u,)v, appartient bien a F.
(c) De méme, A-u=(AA)v; +---+(AA,)v, €F.
Conclusion : F est un sous-espace vectoriel.

2. Si G est un sous-espace vectoriel contenant {v,,...,v,}, alors il est stable par combinaison linéaire ; il
contient donc toute combinaison linéaire des vecteurs {v,,...,v,}. Par conséquent F est inclus dans G :
F est le plus petit sous-espace (au sens de l'inclusion) contenant {v;,...,v,}.

O

Mini-exercices.
1. Trouver des sous-espaces vectoriels distincts F et G de R® tels que
(@ F+G=R3et FNG # {0};
() F+G#R3et FNG ={0};
() F+G=R3et FNG={0};
(d F+G#R2et FNG #{0}.
2. Soient F = {(x,y,z) ER3|x+y+z= 0} etG =Vect{(1, 1, 1)} c R3.
(a) Montrer que F est un espace vectoriel. Trouver deux vecteurs u, v tels que F = Vect(u, v).
(b) Calculer F N G et montrer que F + G = R3. Que conclure ?
3. SoientA=(49),B=(89),c=(33), D=(93) des matrices de M,(R).
(a) Quel est 'espace vectoriel F engendré par A et B? Idem avec G engendré par C et D.

(b) Calculer F N G. Montrer que F + G = M,(R). Conclure.

6. Application linéaire (début)

6.1. Définition
Nous avons déja rencontré la notion d’application linéaire dans le cas f : R? — R" (voir le chapitre
« Lespace vectoriel R" »). Cette notion se généralise a des espaces vectoriels quelconques.
Définition 6.
Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Une application f de E dans F est une si
elle satisfait aux deux conditions suivantes :

1. f(u+v)=f(u)+ f(v), pour tous u,v € E;
2. f(A-u)=2A-f(u), pour tout u € E et tout A € K.

Autrement dit : une application est linéaire si elle « respecte » les deux lois d’'un espace vectoriel.

Notation. I’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté Z(E,F).
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6.2. Premiers exemples

Exemple 23.
L'application f définie par
f: R® — R?
(x,y,2) — (—2x,y+32)
est une application linéaire. En effet, soient u = (x, y,2) et v = (x’, y’,2’) deux éléments de R3 et A un réel.
flu+v) = fx+x",y+y,z+2")
= (—2(x+x’),y+y’+3(z+z’))
(—2x,y +32)+ (—2x',y’ +32")
= fW+rl)

et
fA-u) = f(Ax,Ay,A%)
= (—2Ax,Ay +3Az2)
= A-(—2x,y+3%)
= A-f(w)

Toutes les applications ne sont pas des applications linéaires !
Exemple 24.
Soit f : R — R I'application définie par f(x)=x2.0Ona f(1)=1et f(2) =4. Donc f(2) # 2 f(1). Ce qui
fait que I'on n’a pas I’égalité f (Ax) = Af (x) pour un certain choix de A, x. Donc f n’est pas linéaire. Notez
que I'on n’a pas non plus f(x +x’) = f(x) + f(x’) dés que xx’ # 0.
Voici d’autres exemples d’applications linéaires :
1. Pour une matrice fixée A € M,, ,(R), 'application f : R — R" définie par
fX)=AX
est une application linéaire.

2. I , notée 0 (g p) :

f:E—F fu)=0g pour tout u € E.
3.1 , notée idg, :

f:E—E flw=u pour tout u € E.

6.3. Premiéres propriétés

Proposition 6.

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Si f est une application linéaire de E dans F, alors :
® f(OE) = OFJ
e f(—u)=—f(w), pour tout u € E.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer la définition de la linéarité avec A = 0, puis avec A = —1. O

Pour démontrer qu'une application est linéaire, on peut aussi utiliser une propriété plus « concentrée »,
donnée par la caractérisation suivante :

Proposition 7 (Caractérisation d'une application linéaire).
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application de E dans F. Lapplication f est linéaire si et
seulement si, pour tous vecteurs u et v de E et pour tous scalaires A et u de K,

fQu+pv)=Af (W) +uf)
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Plus généralement, une application linéaire f préserve les combinaisons linéaires : pour tous A4,...,4, €K
et tous v,...,v, €E,ona

fQavi+-+Av) = A f (Vi) + -+ A f (V)

Démonstration.

» Soit f une application linéaire de E dans F. Soient u,v € E, A, u € K. En utilisant les deux axiomes de
la définition, on a

fQu+pv) = f(Au) + f(uv) = Af (W) + uf (v).

» Montrons la réciproque. Soit f : E — F une application telle que f (Au+ uv) = Af (u) + uf (v) (pour
tous u,v € E, A, u € K). Alors, d’'une part f(u+v) = f(u) + f(v) (en considérant le cas particulier ot
A =u=1), et dautre part f (Au) = Af (u) (cas particulier ou u = 0).

O
Vocabulaire.
Soient E et F deux K-espaces vectoriels.
o Une application linéaire de E dans F est aussi appelée ou d’espaces
vectoriels. 'ensemble des applications linéaires de E dans F est noté Z(E,F).
» Une application linéaire de E dans E est appelée de E. L'ensemble des endomorphismes

de E est noté Z(E).

Mini-exercices.

Montrer que les applications suivantes f; : R? — R? sont linéaires. Caractériser géométriquement ces
applications et faire un dessin.

1. f1Ge,y)=(=x,—y);

- folx, ) =(3x,3y);

- f3(,y)=(,—y);

a6 y)=(x,y);
fsly) = (Bx— 1y, Ix+ Ly).

a ~r W N

7. Application linéaire (milieu)

7.1. Exemples géomeétriques

Symétrie centrale.

Soient E un K-espace vectoriel. On définit I'application f par :

f:E — E
u - —u

f est linéaire et s’appelle la par rapport a l'origine 0.
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u
A
O >
fW=-u
o] “ X

Homothétie.

Soient E un K-espace vectoriel et A € K. On définit 'application f, par :

frtE — E
u — Au
£y, est linéaire. f, est appelée de rapport A.

Cas particuliers notables :

o A =1, f, est 'application identité;

« A =0, f, est 'application nulle;

e A =—1, on retrouve la symétrie centrale.
Preuve que f, est une application linéaire :

flau+ pv) = Alau+ fv) = a(Au) + B(Av) = afr(u) + (V).

Projection.

Soient E un K-espace vectoriel et F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E, c’est-a-dire
E =F @& G. Tout vecteur u de E s’écrit de facon uniqueu=v+wavecveFetweG. La sur F
parallelement a G est 'application p : E — E définie par p(u) = v.

» Une projection est une application linéaire.
En effet, soient u,u’ € E, A,u € K. On décompose u et u’ en utilisant que E=F &G : u = v+ w,
u' =v' +w' avecv,v' € F, w,w’ € G. Commencons par écrire

Au+pu’ = Av+w)+u(v +w) = Av + uwv’) + (Aw + uw’).
Comme F et G sont des un sous-espaces vectoriels de E, alors Av + uv’ € F et Aw + uw’ € G. Ainsi :
p(Au+uu') =Av +uv’ = Ap(u) + up(u’).

« Une projection p vérifie 'égalité p? = p.
Note : p2 = p signifie p o p = p, c’est-a-dire pour tout u € E : p(p(u)) = p(u). 1l s’agit juste de remarquer
quesiv eF alors p(v)=v (carv=v+0, avecv € F et 0 € G). Maintenant, pouru € E,onau=v+w
avec v € F et w € G. Par définition p(u) = v. Mais alors p(p(u)) =p(v)=v.Bilan: pop(u)=v = p(u).
Doncpop=p.
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Exemple 25.
Nous avons vu que les sous-espaces vectoriels F et G de R® définis par

F:{(x,y,z)€R3|x—y—z=O} et G={(x,y,z)€R3|y=z=0}
sont supplémentaires dans R® : R®> = F & G (exemple 18). Nous avions vu que la décomposition s’écrivait :
(X,)’az) = (.)’ +Z,J’:Z)+ (X_)’_Z,O:O)-

Si p est la projection sur F parallélement a G, alors on a p(x,y,2) = (y +2,¥,2).

(XJ ylz)

Exemple 26.
Nous avons vu dans 'exemple 19 que I'ensemble des fonctions paires & et 'ensemble des fonctions
impaires .# sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans % (R, R). Notons p la projection sur &
parallélement a .. Si f est un élément de Z(R,R), on a p(f) =g ou
g:R —» R
fl)+f(=x)
2

7.2. Autres exemples

1. La dérivation. Soient E = ¢'(R,R) I'espace vectoriel des fonctions f : R — R dérivables avec f’
continue et F = €°(R, R) I'espace vectoriel des fonctions continues. Soit

d: ¢'(R,R) — %°R,R)
fo— f
Alors d est une application linéaire, car (Af + ug) = Af’+ug’ et donc d(Af + ug) = Ad(f) + ud(g).
2. Lintégration. Soient E = ¢°(R,R) et F = ¢}(R,R). Soit
[:6°R,R) — ¥YR,R)
fx) — [5f(O)de
L’application I est linéaire car fox (Af(t) +,ug(t)) dt=2A f(f flt)ydt+u f(;c g(t) dt pour toutes fonctions
f et g et pour tous A, u € R.
3. Avec les polynoémes.
Soit E = R,,[X ] I'espace vectoriel des polyndmes de degré < n. Soit F =R, ;[X] et soit
f: E — F
P(X) — XP(X)
Autrement dit, si P(X) = @, X" + - + a1X + ay, alors f(P(X)) = a, X" + - + a1 X% + apX.
C’est une application linéaire : f(AP(X) + uQ(X)) = AXP(X) + uXQ(X) = Af (P(X)) + uf (Q(X)).
4. La transposition.
Considérons I'application T de M,(K) dans M,,(K) donnée par la transposition :
T:M,(K) — M,(K)
A — AT
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T est linéaire, car on sait que pour toutes matrices A, B € M,,(K) et tous scalaires A,u € K :
(AA+uB) = QAT + (uB)T =2AT + uB”.

5. La trace.

tr: M,(K) — K
A — trA
est une application linéaire car tr(AA+ uB) = AtrA+ utrB.

Mini-exercices.
1. Les applications suivantes sont-elles linéaires ?
@ R—R, x+~—3x—2
) R*—R, (x,y,x,y)—x-x'+y-y
© ¢°(R,R)—R, f+f(1)
(d ¢HR,R)— 6°R,R), f+—f'+f
© °([0,1L,R)—R, f—> [ |f(6)ldt
(0 ¢°(0,1,R)— R, f— max,e[o,1f(x)
(8) Ry[X]— R3[X], P(X)— P(X+1)—P(0)

T AT

2. Soient f, g : M,(R) — M, (R) définies par A —> ‘% etA— %. Montrer que f et g sont des
applications linéaires. Montrer que f (A) est une matrice symétrique, g(A) une matrice antisymétrique
et que A= f(A) + g(A). En déduire que les matrices symétriques et les matrices antisymétriques sont
en somme directe dans M,(R). Caractériser géométriquement f et g.

8. Application linéaire (fin)

8.1. Image d’une application linéaire

Commencons par des rappels. Soient E et F deux ensembles et f une application de E dans F. Soit A un
sous-ensemble de E. L'ensemble des images par f des éléments de A, appelé de A par f, est
noté f (A). C’est un sous-ensemble de F. On a par définition :

fF@={f(x)xeA}.

Dans toute la suite, E et F désigneront des K-espaces vectoriels et f : E — F sera une application linéaire.
f(E) Sappelle I de lapplication linéaire f et est noté Im f .

Proposition 8 (Structure de I'image d’un sous-espace vectoriel).
1. Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, alors f (E’) est un sous-espace vectoriel de F.

2. En particulier; Im f est un sous-espace vectoriel de F.

Remarque.
On a par définition de I'image directe f (E) :
f est surjective si et seulement si Im f = F.

Démonstration. Tout d’abord, comme Oy € E’ alors 0 = f(0z) € f(E’). Ensuite on montre que pour tout
couple (y;,y,) d’éléments de f(E’) et pour tous scalaires A, u, 'élément Ay; + uy, appartient a f (E’). En
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effet :
nefE)=3Ixq ek, f(x))=y
Y2 €f(E') = Ixy € E, f(x3) = y,.
Comme f est linéaire, on a
Ay1+uys = Af(x1) + pf (x2) = f(Axy + pxy).
Or Ax; + ux, est un élément de E’, car E’ est un sous-espace vectoriel de E, donc Ay, + uy, est bien un
élément de f(E').

O
8.2. Noyau d’une application linéaire
Définition 7 (Définition du noyau).
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. Le de f, noté

Ker(f), est 'ensemble des éléments de E dont I'image est O :

Ker(f)={x €E| f(x)=0p}

Autrement dit, le noyau est 'image réciproque du vecteur nul de I'espace d’arrivée : Ker(f) = f 1{0z}.

Proposition 9.
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. Le noyau de f est un
sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Ker(f) est non vide car f(0z) = 0r donc Oy € Ker(f). Soient x1, x5 € Ker(f) et A, u € K.
Montrons que Axj + ux, est un élément de Ker(f ). On a, en utilisant la linéarité de f et le fait que x; et x,
sont des éléments de Ker(f) : f(Ax; + uxy) = Af (x1) + uf (x3) = A0p + u0p = Op. O

Exemple 27.
Reprenons 'exemple de I'application linéaire f définie par
f: R® — R?
(x,y,2) — (—2x,y+32)
« Calculons le noyau Ker(f).

—
— (—2x,y+32z)=(0,0)
—2x = 0
—
{ y+3z = 0
— (x,y,2)=(0,—32,2), z€R
Donc Ker(f) = {(O, —32,2) | z € R}. Autrement dit, Ker(f) = Vect{(O, —3,1)} : C’est une droite

vectorielle.
« Calculons 'image de f. Fixons (x’,y’) € R2.

YN =fy2) <= (=2x,y+32)=("Y)
—2x = x’'
y+3z = y'
On peut prendre par exemple x = —xg/, ¥y’ =y, 2 = 0. Conclusion : pour nimporte quel (x’,y’) € R?, on
af(=%,y,0)=(x,y’). Donc Im(f) =R?, et f est surjective.
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Exemple 28.

Soit A € M, ,(R). Soit f : RP — R" I'application linéaire définie par f (X) = AX. Alors Ker(f) = {X eRP |
AX = 0} : c’est donc 'ensemble des X € R? solutions du systéme linéaire homogene AX = 0. On verra plus
tard que Im(f) est 'espace engendré par les colonnes de la matrice A.

Le noyau fournit une nouvelle facon d’obtenir des sous-espaces vectoriels.

Exemple 29.

Un plan @ passant par l'origine, d’équation (ax + by + cz = 0), est un sous-espace vectoriel de R3. En effet,
soit f : R® — R I'application définie par f (x,y,2) = ax + by + cz. Il est facile de vérifier que f est linéaire,
de sorte que Ker f = {(x,_y,z) eR®|ax+by+cz= 0} = % est un sous-espace vectoriel.

Exemple 30.

Soient E un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels de E, supplémentaires : E = F & G. Soit
p la projection sur F parallelement a G. Déterminons le noyau et 'image de p.

Un vecteur u de E s’écrit d’'une maniere unique u =v +w avec v € F et w € G et par définition p(u) = v.
o Ker(p) = G : le noyau de p est ’ensemble des vecteurs u de E tels que v = 0, c’est donc G.
o Im(p) =F. Il est immédiat que Im(p) C F. Réciproquement, si u € F alors p(u) = u, donc F C Im(p).
Conclusion :
Ker(p) =G et Im(p) =F.

Théoréme 5 (Caractérisation des applications linéaires injectives).
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. Alors :

f injective < Ker(f)= {OE}

Autrement dit, f est injective si et seulement si son noyau ne contient que le vecteur nul. En particulier,
pour montrer que f est injective, il suffit de vérifier que :
si f(x)=0p alors x = 0.

Démonstration.

« Supposons que f soit injective et montrons que Ker(f) = {Ogz}. Soit x un élément de Ker(f). On a
f(x)=0g. Or, comme f est linéaire, on a aussi f (0z) = 0p. De I'égalité f(x) = f(0g), on déduit x = O
car f est injective. Donc Ker(f) = {0}.

« Réciproquement, supposons maintenant que Ker(f) = {Oz}. Soient x et y deux éléments de E tels
que f(x) = f(y). On a donc f(x)— f(y) = 0p. Comme f est linéaire, on en déduit f(x —y) = Op,
c’est-a-dire x — y est un élément de Ker(f). Donc x —y = 0, soit x = y.

O
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Exemple 31.
Considérons, pour n > 1, 'application linéaire

fR[X] — Ryyq[X]
P(X) — X-P(X).
Etudions d’abord le noyau de f : soit P(X) = a, X" +--- + a;X + ap € R,[X] tel que X - P(X) = 0. Alors
X"+ + a1 X% +apX =0.
Ainsi, a; = 0 pour tout i € {0,...,n} et donc P(X) = 0. Le noyau de f est donc nul : Ker(f) = {0}.

L’espace Im(f ) est ’ensemble des polynomes de R, ;[X ] sans terme constant : Im(f) = Vect {X X2, X }
Conclusion : f est injective, mais n’est pas surjective.

8.3. Lespace vectoriel Z(E,F)

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Remarquons tout d’abord que, similairement a 'exemple 4, I'en-
semble des applications de E dans F, noté Z (E, F), peut étre muni d’'une loi de composition interne + et
d’une loi de composition externe, définies de la fagon suivante : f, g étant deux éléments de & (E,F), et A
étant un élément de K, pour tout vecteur u de E,

F+ed=fW+gw) et (A -f)w)=Af(w).

Proposition 10.
Lensemble des applications linéaires entre deux K-espaces vectoriels E et F, noté ¥ (E, F), muni des deux
lois définies précédemment, est un K-espace vectoriel.

Démonstration. L'ensemble £ (E, F) est inclus dans le K-espace vectoriel & (E, F). Pour montrer que £ (E, F)
est un K-espace vectoriel, il suffit donc de montrer que £ (E, F) est un sous-espace vectoriel de Z(E, F) :

» Tout d’abord, I'application nulle appartient a £ (E, F).
« Soient f,g € ¥(E,F), et montrons que f + g est linéaire. Pour tous vecteurs u et v de E et pour tous
scalaires a, 3 de K,

(f +8)au+pv)

floau+pv)+glau+ pv) (définition de f + g)

af W+ Pf(W)+ag(w)+pPglv) (linéarité de f et de g)

a(fw)+gW)+p(f(v)+g(v)) (propriétés des lois de F)

alf + W)+ p(f +2)(v) (définition de f + g)
f + g est donc linéaire et £ (E, F) est stable pour I'addition.

e Soient f € Y(E,F), A €K, et montrons que Af est linéaire.

Af)au+pv) = Af(au+pv) (définition de Af)
= Alaf()+pf(v) (linéarité de f)
= aAf(W)+pAf(v) (propriétés des lois de F)
a(Af)W)+ B(ASf)(v) (définition de Af)
Af est donc linéaire et £ (E, F) est stable pour la loi externe.
% (E,F) est donc un sous-espace vectoriel de & (E, F). O

En particulier, £ (E) est un sous-espace vectoriel de & (E, E).

8.4. Composition et inverse d’applications linéaires

Proposition 11 (Composée de deux applications linéaires).
Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, f une application linéaire de E dans F et g une application linéaire
de F dans G. Alors g o f est une application linéaire de E dans G.
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Remarque.
En particulier, le composé de deux endomorphismes de E est un endomorphisme de E. Autrement dit, o est
une loi de composition interne sur £ (E).

Démonstration. Soient u et v deux vecteurs de E, et a et § deux éléments de K. Alors :

(gof)au+pv) = g(f(au+pv)) (définition de g o f)
= glaf@+prv) (linéarité de f)
= ag(f(w)+pg(f(v) (linéarité de g)
= algof)w)+p(gefv) (définition de g o f)

La composition des applications linéaires se comporte bien :

go(fitfi)=gofitgofy (g1+glof=gof +gof (Ag)of=go(Af)=Agof)

Vocabulaire.
Soient E et F deux K-espaces vectoriels.
» Une application linéaire bijective de E sur F est appelée d’espaces vectoriels. Les deux
espaces vectoriels E et F sont alors dits .
» Un endomorphisme bijectif de E (c’est-a-dire une application linéaire bijective de E dans E) est appelé
de E. U'ensemble des automorphismes de E est noté GL(E).

Proposition 12 (Linéarité de I'application réciproque d’'un isomorphisme).
Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Si f est un isomorphisme de E sur F, alors f ! est un isomorphisme
de F sur E.

Démonstration. Comme f est une application bijective de E sur F, alors f ! est une application bijective
de F sur E. Il reste donc & prouver que f ! est bien linéaire. Soient u’ et v/ deux vecteurs de F et soient a
et B deux éléments de K. On pose f 1 (u')=uet f~1(v')=v, etona alors f(u) =u’ et f(v) =v'. Comme
f estlinéaire, on a

fHad +pv)=fHaf W+ BFO)) = (f(au+ pv)) = au+ v

car f o f =idy (o idy désigne 'application identité de E dans E). Ainsi
fHad +pv)=af W)+ B,

et ! est donc linéaire. O

Exemple 32.

Soit f : R? — R2 définie par f (x, y) = (2x+3y, x+y). Il est facile de prouver que f est linéaire. Pour prouver
que f est bijective, on pourrait calculer son noyau et son image. Mais ici nous allons calculer directement son
inverse : on cherche a résoudre f(x,y) = (x’,y’). Cela correspond a I'’équation (2x + 3y, x +y) = (x’, y’)
qui est un systéme linéaire a deux équations et deux inconnues. On trouve (x,y) = (—x’ +3y’, x’ —2y’).
On pose donc f1(x’,y") = (—x’ + 3y’,x’ — 2y’). On vérifie aisément que f~* est 'inverse de f, et on
remarque que f ! est une application linéaire.

Exemple 33.

Plus généralement, soit f : R™ — R" 'application linéaire définie par f(X) = AX (ol A est une matrice
de M,(R)). Si la matrice A est inversible, alors f ! est une application linéaire bijective et est définie par
fFlx)=A"x.

Dans 'exemple précédent,
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Mini-exercices.

1. Soit f : R® — R3 définie par f(x,y,z) = (—x, y +z,2z). Montrer que f est une application linéaire.
Calculer Ker(f) et Im(f). f admet-elle un inverse ? Méme question avec f(x,y,z) =(x—y,x+y,y).

2. Soient E un espace vectoriel, et F, G deux sous-espaces tels que E = F @ G. Chaque u € E se décompose
de maniére unique u =v+wavecve F,weG. La par rapport a F parallelement a G est
lapplication s : E — E définie par s(u) = v — w. Faire un dessin. Montrer que s est une application
linéaire. Montrer que s? = id. Calculer Ker(s) et Im(s). s admet-elle un inverse ?

3. Soit f : R,[X] — R,[X] définie par P(X) — P”(X) (ot P désigne la dérivée seconde). Montrer que
f est une application linéaire. Calculer Ker(f) et Im(f). f admet-elle un inverse ?

Auteurs du chapitre
» D’apres un cours de Sophie Chemla de l'université Pierre et Marie Curie, reprenant des parties d’'un
cours de H. Ledret et d'une équipe de I'université de Bordeaux animée par J. Queyrut,
« et un cours de Eva Bayer-Fluckiger, Philippe Chabloz, Lara Thomas de '’Ecole Polytechnique Fédérale de
Lausanne,
» mixés et révisés par Arnaud Bodin, relu par Vianney Combet.



Dimension finie

Vidéo M partie 1. Famille libre

Vidéo W partie 2. Famille génératrice

Vidéo W partie 3. Base

Vidéo M partie 4. Dimension d’un espace vectoriel

Vidéo M partie 5. Dimension des sous-espaces vectoriels
Fiche d’exercices ¢ Espaces vectoriels de dimension finie

Les espaces vectoriels qui sont engendrés par un nombre fini de vecteurs sont appelés espaces vectoriels
de dimension finie. Pour ces espaces, nous allons voir comment calculer une base, c’est-a-dire une famille
minimale de vecteurs qui engendrent tout 'espace. Le nombre de vecteurs dans une base s’appelle la
dimension et nous verrons comment calculer la dimension des espaces et des sous-espaces.

1. Famille libre

1.1. Combinaison linéaire (rappel)

Soit E un K-espace vectoriel.
Définition 1.
Soient vy, Vs, ...,V,, p = 1 vecteurs d’un espace vectoriel E. Tout vecteur de la forme
U=2Avy+Avp+ -+ 24,0,

(ot Ay, Ay,..., A, sont des éléments de K) est appelé des vecteurs vy, Vs, ..., V,.
Les scalaires A1, A,,..., A, sont appelés de la combinaison linéaire.

1.2. Définition

Définition 2.
Une famille {v;,v5,...,v,} de E est une ou si toute combinaison
linéaire nulle
Alvl +A2V2+"'+Apvp =0
est telle que tous ses coefficients sont nuls, c’est-a-dire

11:0, 12:0, A. =0.

Dans le cas contraire, c’est-a-dire s’il existe une combinaison linéaire nulle a coefficients non tous nuls, on
dit que la famille est ou . Une telle combinaison linéaire s’appelle alors une

entre les V;.


http://www.youtube.com/watch?v=oxTywIAVJZY
http://www.youtube.com/watch?v=pCm6msV0S18
http://www.youtube.com/watch?v=ctHGYBb7pP8
http://www.youtube.com/watch?v=mMQhhHnhET4
http://www.youtube.com/watch?v=6sIQwX6BEWo
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00019.pdf
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1.3. Premiers exemples

Pour des vecteurs de R", décider si une famille {v;,...,v,} est libre ou liée revient a résoudre un systéme
linéaire.
Exemple 1.
Dans le R-espace vectoriel R®, considérons la famille
1 4 2
21,151,11
3 6 0

On souhaite déterminer si elle est libre ou liée. On cherche des scalaires (1, A5, A5) tels que
1 4 2 0
M (3)+2(3)+2(3) = ()

A 4+ 4Ay, + 243 = O

201 + 54, + A3 =

31, + 62, =0
On calcule (voir un peu plus bas) que ce systeme est équivalent a :

A‘l - 213 == 0
Ay

ce qui équivaut au systéme :

o

+ A3 =0
Ce systéme a une infinité de solutions et en prenant par exemple A; =1 on obtient A; =2 et A, =—1, ce
qui fait que
1 4 2 0
212 —={S5)+11|=|0O
3 6 0 0
La famille
1 4
051,11
3 6

est donc une famille liée.
Voici les calculs de la réduction de Gauss sur la matrice associée au systéme :

1 4 2 1 4 2 1 4 2 1 4 2 1 0 -2
251)]~10 -3 -3|~]1/0 -3 3|~(011|~10 1 1
360 0 —6 -6 0O 0 ©O 0 0O 0 0 O

Exemple 2.
Soient v; = (i), Vy = (—(2)1 ), Vg = @) Est-ce que la famille {v;, vy, v} est libre ou liée ? Résolvons le
systeme linéaire correspondant a I'’équation Av; + A,vy + A3v3 =0

A+ 24 + 223 = 0

M — A + A3 =0

A + A3 =0
On résout ce systéme et on trouve comme seule solution A; =0, A, =0, A; = 0. La famille {v;,v,, v3} est
donc une famille libre.

Exemple 3.
2 1 7
Soient v; = (_01 ), Vy = ( 2 ) et vy = (_51 ) Alors {vy, vy, v3} forme une famille liée, car
8

3V1 +V2—V3:O.
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1.4. Autres exemples

Exemple 4.
Les polynomes P;(X) =1—X, P,(X) =5+ 3X — 2X?2 et P;(X) = 1 + 3X — X2 forment une famille liée dans
I'espace vectoriel R[X ], car

3P, (X) — Py(X) + 2P3(X) = 0.

Exemple 5.
Dans le R-espace vectoriel (R, R) des fonctions de R dans R, on considére la famille {cos, sin}. Montrons
que c’est une famille libre. Supposons que I'on ait A cos +u sin = 0. Cela équivaut a

Vx eR Acos(x) + usin(x) = 0.

En particulier, pour x = 0, cette égalité donne A = 0. Et pour x = 7, elle donne y = 0. Donc la famille
{cos, sin} est libre. En revanche la famille {cos?,sin?, 1} est liée car on a la relation de dépendance linéaire
cos? +sin? —1 = 0. Les coefficients de dépendance linéaire sont A; = 1,4, = 1, A3 = —1.

1.5. Famille liée

Soit E un K-espace vectoriel. Si v # 0, la famille a un seul vecteur {v} est libre (et liée si v = 0). Considérons
le cas particulier d’'une famille de deux vecteurs.

Proposition 1.
La famille {vy, vy} est liée si et seulement si v; est un multiple de v, ou v, est un multiple de v;.

Ce qui se reformule ainsi par contraposition : « La famille {v;, v,} est libre si et seulement si v; n’est pas un
multiple de v, et v, n’est pas un multiple de v;. »

Démonstration.

» Supposons la famille {v;,v,} liée, alors il existe A;, A, non tous les deux nuls tels que A,v; + A,v, =0.
Si C’est A; qui n’est pas nul, on peut diviser par A, ce qui donne v; = —%vz et v, est un multiple de v,.
Si c’est A, qui n’est pas nul, alors de méme v, est un multiple de v;.

o Réciproquement, si v; est un multiple de v,, alors il existe un scalaire u tel que v; = uv,, soit 1v; +
(—w)vy = 0, ce qui est une relation de dépendance linéaire entre v; et v, puisque 1 # 0 : la famille
{v1, 5} est alors liée. Méme conclusion si c’est v, qui est un multiple de v;.

O

Généralisons tout de suite cette proposition a une famille d'un nombre quelconque de vecteurs.

Théoréme 1.
Soit E un K-espace vectoriel. Une famille & = {vy,V,,...,V,} de p > 2 vecteurs de E est une famille liée si
et seulement si au moins un des vecteurs de Z est combinaison linéaire des autres vecteurs de &.

Démonstration. C’est essentiellement la méme démonstration que ci-dessus.
» Supposons d’abord & liée. Il existe donc une relation de dépendance linéaire

llvl + Asz +- 4+ vap = 0,
avec A 7 0 pour au moins un indice k. Passons tous les autres termes a droite du signe égal. Il vient

lkvk = —llvl _A’ZVZ — —Apvp,

ou v ne figure pas au second membre. Comme A # 0, on peut diviser cette égalité par A, et 'on obtient
Mo Ap

Ve=——V; ——
Ax Ax
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c’est-a-dire que v, est combinaison linéaire des autres vecteurs de &, ce qui peut encore s’écrire v €
Vect (9’ \ {Vk}) (avec la notation ensembliste A\ B pour 'ensemble des éléments de A qui n’appartiennent
pas a B).
» Réciproquement, supposons que pour un certain k, on ait v, € Vect (9’ \ {vk}). Ceci signifie que 'on
peut écrire
Vi = W1V +UgVy + -+ UpVp,
ol v, ne figure pas au second membre. Passant v; au second membre, il vient
O0=pyvy +UgVa+ - =Vt + UV,

ce qui est une relation de dépendance linéaire pour # (puisque —1 # 0) et ainsi la famille & est liée.
O

1.6. Interprétation géométrique de la dépendance linéaire

« Dans R? ou R?, deux vecteurs sont linéairement dépendants si et seulement s’ils sont colinéaires. Ils
sont donc sur une méme droite vectorielle.

« Dans R3, trois vecteurs sont linéairement dépendants si et seulement s’ils sont coplanaires. Ils sont donc
dans un méme plan vectoriel.

V1

Proposition 2.
Soit F = {vy,Vy,...,V,} une famille de vecteurs de R". Si & contient plus de n éléments (c’est-a-dire p > n),
alors & est une famille liée.

Démonstration. Supposons que

Y11 V12 Vip
Vo1 Va2 Vap
V1= . Vo = . e Vp =
Vn1 Vna vnp
L'équation
X1V1 +X2V2+"'+vap =0
donne alors le systeme suivant
Vi1X1 +V12X2+"'+V1pxp =0
V21x1+V22X2+"'+V2pxp =0
Va1 X1+ VpaXo o+ vpx, = 0

C’est un systeme homogene de n équations a p inconnues. Lorsque p > n, ce systeme a des solutions non
triviales (voir le chapitre « Systémes linéaires », dernier théoreme) ce qui montre que la famille & est une
famille liée. O
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Mini-exercices.
1. Pour quelles valeurs de t € R, {( - ) s ( ﬁzt )} est une famille libre de R? ? Méme question avec la famille
1 t2 1 3
{(E)(§) (D)} dewe
2. Montrer que toute famille contenant une famille liée est liée.
3. Montrer que toute famille inclue dans une famille libre est libre.

4. Montrer que si f : E — F est une application linéaire et que {vy,...,v,} est une famille liée de E, alors
{f(v1),...,f(v,)} est une famille liée de F.

5. Montrer que si f : E — F est une application linéaire injective et que {vy,...,Vv,} est une famille libre
de E, alors {f (v1),...,f(v,)} est une famille libre de F.

2. Famille génératrice

Soit E un espace vectoriel sur un corps K.

2.1. Définition

Définition 3.

Soient vy, ..., v, des vecteurs de E. La famille {v;,...,v,} est une de I'espace vectoriel
E si tout vecteur de E est une combinaison linéaire des vecteurs v,,...,V,.
Ce qui peut s’écrire aussi :

VveE A, 4, €K V=Avy 4+ ALY

p p'p

On dit aussi que la famille {v;,...,v,} 'espace vectoriel E.
Cette notion est bien s{ir liée a la notion de sous-espace vectoriel engendré : les vecteurs {v;,...,v,} forment
une famille génératrice de E si et seulement si E = Vect(vy,..., V).

2.2. Exemples

Exemple 6.
e 1 0 0 3 .
Considérons par exemple les vecteurs v; = (8) , Vo = ( ! ) et vy = ((1)) de E =R°. La famille {v;, vy, v3} est
pe
génératrice car tout vecteur v = ()Z') de R? peut s'écrire
X 1 0 0
(3)=x(0)+y(1)+z(0).
P4 0 0 1
Les coefficients sont ici A; = x, Ay =¥, A3 = 2.

Exemple 7.
. . 1 1
Soient maintenant les vecteurs v; = ( 1 ), vy = (%) de E = R3. Les vecteurs {v;,v,} ne forment pas une
. -y . 0 c s
famille génératrice de R3. Par exemple, le vecteur v = ( ! ) n’est pas dans Vect(v,, v,). En effet, si ¢’était
o ) Cop . (0 1 1

le cas, alors il existerait A, A, € R tels que v = A;v; + A,V,. Ce qui s’écrirait aussi ((1)) =1 (%) + 2, (%),
d’oti le systéme linéaire :

A+ Ay 0
A,]_ + 2%2 =1
A‘l + 312 = 0

Ce systéme n’a pas de solution. (La premiére et la derniere ligne impliquent A; = 0,4, = 0, ce qui est
incompatible avec la deuxiéme.)
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Exemple 8.
Soit E = R

e Soientv, = ((1)) et vy, = (1)) La famille {v, v, } est génératrice de R? car tout vecteur de R? se décompose
comme ()= x (3)+¥ ().

« Soient maintenant v; = (%) et Vv, = (1). Alors {v1,v,} est aussi une famille génératrice. En effet, soit
V= (§) un élément quelconque de R?. Montrer que v est combinaison linéaire de V] et v, revient a
démontrer I'existence de deux réels A et u tels que v = Av] + uvs. Il s'agit donc d’étudier I'existence de
solutions au systéme :

22 +u = x
Atu =y
Il a pour solution A = x —y et u=—x + 2y, et ceci, quels que soient les réels x et y.

Ceci prouve qu’il peut exister plusieurs familles finies différentes, non incluses les unes dans les autres,
engendrant le méme espace vectoriel.

Exemple 9.

Soit R,[X ] 'espace vectoriel des polyndmes de degré < n. Alors les polynémes {1,X,...,X"} forment une
famille génératrice. Par contre, I’espace vectoriel R[X ] de tous les polynémes ne posséde pas de famille
finie génératrice.

2.3. Liens entre familles génératrices

La proposition suivante est souvent utile :

Proposition 3.
Soit F = {v1,vs,. ..,vp} une famille génératrice de E. Alors F' = {v{, Vs, . ..,vé} est aussi une famille
génératrice de E si et seulement si tout vecteur de F est une combinaison linéaire de vecteurs de F’.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la définition de Vect.Z et de Vect Z’. O

Nous chercherons bient6t a avoir un nombre minimal de générateurs. Voici une proposition sur la réduction
d’une famille génératrice.

Proposition 4.

Si la famille de vecteurs {vy,...,v,} engendre E et si l'un des vecteurs, par exemple v,, est combinaison
linéaire des autres, alors la famille {vy,...,v,} \ {v,} ={v1,...,v,_1} est encore une famille génératrice de
E.

Démonstration. En effet, comme les vecteurs vy,...,v, engendrent E, alors pour tout élément v de E, il
existe des scalaires A4,..., 4, tels que

V=24Vt ALy,
Or I'hypothese v, est combinaison lin€aire des vecteurs vy, ..., v,_; se traduit par l'existence de scalaires
a,...,ap tels que

1%

p =QaiVq +"'+ap_]_v —1-

Alors, le vecteur v s’écrit :
V=AMVttt A, (alvl +- 4 ap_lvp_l).
Donc
V= (Al + lpal) Vit + (A’p—l + A.pap_l) Vp—l:
ce qui prouve que v est combinaison linéaire des vecteurs vy, ..., v,_;. Ceci acheve la démonstration. Il est
clair que si 'on remplace v, par n’importe lequel des vecteurs v;, la démonstration est la méme. O



DIMENSION FINIE 3.Base 173

Mini-exercices.

1. A quelle condition sur t € R, la famille {( 2 ) ,(5) ( ftz_—lf )} est une famille génératrice de R??

A . . 1\ 1\[1 3
2. Méme question avec la famille {( 0) ( tz) (tz )} de R”.
t/\t 1

3. Montrer qu'une famille de vecteurs contenant une famille génératrice est encore une famille génératrice
de E.

4. Montrer que si f : E — F est une application linéaire surjective et que {v;,...,v,} est une famille
génératrice de E , alors { fv),eoonf (vp)} est une famille génératrice de F.

3. Base

La notion de base généralise la notion de repére. Dans R?, un repére est donné par un couple de vecteurs
non colinéaires. Dans R®, un repére est donné par un triplet de vecteurs non coplanaires. Dans un repére,
un vecteur se décompose suivant les vecteurs d’'une base. Il en sera de méme pour une base d’un espace
vectoriel.

V= )lel +A,2V2

3.1. Définition

Définition 4 (Base d’un espace vectoriel).
Soit E un K-espace vectoriel. Une famille 8 = (v, v,,...,v,) de vecteurs de E est une de E si &
est une famille libre et génératrice.

Théoréme 2.

Soit B = (v1,Vs,...,V,) une base de Uespace vectoriel E. Tout vecteur v € E s’exprime de facon unique
comme combinaison linéaire d’éléments de 98. Autrement dit, il existe des scalaires A, ..., A, € K uniques
tels que :

v levl +A2V2+"'+Anvn.

Remarque.
1. (A4,...,A,) sappellent les du vecteur v dans la base 4.
2. 1l faut observer que pour une base 8 = (v;,V,,...,V,) on introduit un ordre sur les vecteurs. Bien

s(ir, si on permutait les vecteurs on obtiendrait toujours une base, mais il faudrait aussi permuter les
coordonnées.

3. Notez que l'application
¢ : K' — E
(11?127"'1271) — Alvl +12V2+"'+Anvn



DIMENSION FINIE 3.Base 174

est un isomorphisme de I'espace vectoriel K" vers I’espace vectoriel E.

Preuve du théoréme 2.
 Par définition, 9 est une famille génératrice de E, donc pour tout v € E il existe A4,..., A, € K tels que

v :A]_Vl +A.2V2+"'+A,nvn.

Cela prouve la partie existence.

o Il reste a montrer I'unicité des A, A,,...,A,,. Soient uy, s, ..., U, € K d’autres scalaires tels que v =
WiV + gV +- - -+ U, v,. Alors, par différence on a : (A; —uq)vy +(Ag—us)vo+- - -+ (A, — U, )v,, = 0. Comme
B ={vq,...,Vv,} est une famille libre, ceci implique A; —u; =0, A,—u, =0, ..., A,—u,=0et
donc Ay =y, Ay=g, ..., A, = Uy,

O
3.2. Exemples
Exemple 10.
1. Soient les vecteurs e; = ((1)) ete, = ((1)) Alors (e, e,) est une base de R?, appelée de
R2
2. Soient les vecteurs v; = (?) et v, = (%) Alors (v, v,) forment aussi une base de R.
y62 V= }\11/1 + A’Q.VZ
K
Agvy /o= S
. ]
. Avi :
62 : 2
Vi |
ef g xey ey
. 3 . 1 0 0 3
3. De méme dans R”, sie; = (8), ey = ((1)), e; = ((1)), alors (e, e, e3) forment la de R”.

Exemple 11.
) 1 2 3 . 3
Soient v; = (%), Vy = (8) et vy = (2) Montrons que la famille 8 = (v, v,, v3) est une base de R”.

Dans les deux premiers points, nous ramenons le probleme a I'’étude d’un systeme linéaire.

. ;s . . a
1. Montrons d’abord que 98 est une famille génératrice de R3. Soit v = (gz) un vecteur quelconque de R3.

On cherche 4,45, 153 €R tels que ’
V= A,]_V]_ + A2V2 + A’3V3'

Ceci se reformule comme suit :

a, 1 2 3 A’l + 22,2 + 3243
as | = A‘l 21+ A’Z 91+ 13 3= 2A1 + 912 + 3%3
ds 1 0 4 A’l + 413
Ceci conduit au systéme suivant :
A‘l + 2%2 + 313 = I
211 + 912 + 313 = Qay (S)
A’l + 413 = ds.

Il nous restera a montrer que ce systéme a une solution A;, A, A3.
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2. Pour montrer que % est une famille libre, il faut montrer que 'unique solution de
7&1\/1 + A2V2 + ABVB =0

est

Ceci équivaut a montrer que le systeme
A’l + 22,2 + SAB = 0
241 + 94, + 344
A’l + 4)(«3 = 0

I
o

(s)

a une unique solution
A=A, =2A3=0.

3. Nous pouvons maintenant répondre a la question sans explicitement résoudre les systemes.
Remarquons que les deux systémes ont la méme matrice de coefficients. On peut donc montrer simulta-
nément que 98 est une famille génératrice et une famille libre de R® en montrant que la matrice des
coefficients est inversible. En effet, si la matrice des coefficients est inversible, alors (S) admet une
solution (A, A5, A3) quel que soit (a;,a,, as) et d’autre part (S’) admet la seule solution (0, 0, 0).

Cette matrice est
1 2 3
A=|2 9 3
1 0 4

Pour montrer qu’elle est inversible, on peut calculer son inverse ou seulement son déterminant qui vaut

detA = —1 (le déterminant étant non nul la matrice est inversible).

Conclusion : 2 est une famille libre et génératrice ; c’est une base de R3.

Exemple 12.
Les vecteurs de K" :
1 0 0
1 ;
e; — €y = . e, = 0
0 0 1
forment une base de K", appelée la de K".

Remarque.

L'exemple 11 se généralise de la facon suivante. Pour montrer que n vecteurs de R" forment une base de
R™, il suffit de montrer la chose suivante : la matrice A constituée des composantes de ces vecteurs (chaque
vecteur formant une colonne de A) est inversible.

Application : montrer que les vecteurs

1 1 1

0 2 2

_ 0 10 _ 3
V= . Vo = X e Vh = .
0 0 n

forment aussi une base de R".

Voici quelques autres exemples :

Exemple 13.
1. La base canonique de R,[X] est 8 = (1,X,X2,...,X™). Attention, il y a n + 1 vecteurs !

2. Voici une autre base de R, [X]: (1,1 +X,1+X +X2,..., 1+X +X2+---+X™).
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3. Lespace vectoriel M,(R) des matrices 2 x 2 admet une base formée des vecteurs :

1 0 01 00 0 0
M1: M2: M3: M4: .
00 00 1 0 01
b

d
M= aM1 + bM2 + CM3 + dM4

a
En effet, n’importe quelle matrice M = (c ) de M,(R) se décompose de maniere unique en

4. C’est un bon exercice de prouver que les quatre matrices suivantes forment aussi une base de M,(R) :
, (10 , (10 , (0 1 . (1 3
M = M} = M} = M, = :
1 0 01 1 0 4 2

3.3. Existence d’une base

Voyons maintenant un théoreme d’existence d’une base finie. Dans la suite, les espaces vectoriels sont
supposés non réduits a {0}.

Théoréme 3 (Théoreme d’existence d’'une base).
Tout espace vectoriel admettant une famille finie génératrice admet une base.

3.4. Théoréeme de la base incomplete

Une version importante et plus générale de ce qui précede est le théoreme suivant :

Théoréme 4 (Théoreme de la base incompléte).
Soit E un K-espace vectoriel admettant une famille génératrice finie.

1. Toute famille libre £ peut étre complétée en une base. C’est-a-dire qu’il existe une famille & telle que
% UZ soit une famille libre et génératrice de E.

2. De toute famille génératrice ¢ on peut extraire une base de E. C’est-a-dire qu’il existe une famille
B C ¢ telle que B soit une famille libre et génératrice de E.

3.5. Preuves

Les deux théorémes précédents sont la conséquence d’un résultat encore plus général :

Théoreme 5.
Soit ¢ une famille génératrice finie de E et £ une famille libre de E. Alors il existe une famille & de ¥ telle
que £ U Z soit une base de E.

Le théoréme 4 de la base incompléte se déduit du théoréme 5 ainsi :

1. On sait qu’il existe une famille génératrice de E : notons-la ¢4. On applique le théoréme 5 avec ce & et
ce Y.

2. On applique le théoréme 5 avec ¥ = @ et la famille 4 de I’énoncé.

En particulier, le théoréme 3 d’existence d’une base se démontre comme le point (2) ci-dessus avec £ = &
et ¢ une famille génératrice de E.
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3.6. Preuves (suite)

Nous avons : Théoréme 5 =—> Théoréme 4 —> Théoréme 3.

Il nous reste donc a prouver le théoréme 5. La démonstration que nous en donnons est un algorithme.

Démonstration.

Etape 0. Si & est une famille génératrice de E, on pose & = @ et Cest fini puisque & est une famille

génératrice et libre, donc une base. Sinon on passe a ’étape suivante.

Etape 1. Comme ¢ n’est pas une famille génératrice, alors il existe au moins un élément g; de ¥ qui

n’est pas combinaison linéaire des éléments de £. (En effet, par ’absurde, si tous les éléments de ¥

sont dans Vect %, alors £ serait aussi une famille génératrice.) On pose £; = ¥ U{g;}. Alors la famille

%, vérifie les propriétés suivantes :

(i) ¥ €% CE:lafamille ¥ est strictement plus grande que £.

(i) % est une famille libre. (En effet, si £; n’était pas une famille libre, alors une combinaison linéaire
nulle impliquerait que g; € Vect Z.)

On recommence le méme raisonnement a partir de %, : si % est une famille génératrice de E, alors on

pose & = {g;} et on s’arréte. Sinon on passe a ’étape suivante.

Etape 2. Il existe au moins un élément g, de ¥ qui n’est pas combinaison linéaire des éléments de .&;.

Alors la famille &, = £, U{g,} = L U {gq, g} est strictement plus grande que %, et est encore une

famille libre.

Si %, est une famille génératrice, on pose & = {g;, g} et Cest fini. Sinon on passe a I'étape d’apres.

L'algorithme consiste donc a construire une suite, strictement croissante pour I'inclusion, de familles libres,

ol, si %_; n'engendre pas E, alors & est construite partir de %,_; en lui ajoutant un vecteur g; de ¥, de
sorte que £ = %L1 U {gx} reste une famille libre.

L’algorithme se termine. Comme la famille ¥ est finie, le processus s’arréte en moins d’étapes qu’il y a
d’éléments dans ¢. Notez que, comme ¥ est une famille génératrice, dans le pire des cas on peut étre
amené a prendre & = 9.
Lalgorithme est correct. Lorsque l'algorithme s’arréte, disons a I'étape s :ona ¥, =2 UZ ou & =
{g1,--.,&}. Par construction, %, est une famille finie, libre et aussi génératrice (car c’est la condition
d’arrét). Donc ¥ U & est une base de E.

O

Exemple 14.
Soit R[X ] le R-espace vectoriel des polynomes réels et E le sous-espace de R[X ] engendré par la famille
G = {Pl,pz,Pg,P4,p5} définie par :

PX)=1 P,X)=X PX)=X+1 P,X)=1+X3® PX)=x-X3

Partons de £ = @ et cherchons & C ¥ telle que & soit une base de E.

Etape 0. Comme & n’est pas génératrice (vu que £ = ), on passe a 'étape suivante.

Etape 1. On pose ¥; = £ U{P;} = {P;}. Comme P; est non nul, £, est une famille libre.

Etape 2. Considérons P,. Comme les éléments P; et P, sont linéairement indépendants, £, = {P;, P,}
est une famille libre.

Etape 3. Considérons Pj : ce vecteur est combinaison linéaire des vecteurs P; et P, car Py(X) =X +1=
P;(X) + P,5(X) donc {Py, P, P3} est une famille liée. Considérons alors P,. Un calcul rapide prouve que
les vecteurs P;, P, et P, sont linéairement indépendants. Alors £; = {P;, P,, P,} est une famille libre.
Il ne reste que le vecteur Ps a considérer. Il s’agit, pour pouvoir conclure, d’étudier 'indépendance linéaire
des vecteurs P;, P,, P,, Ps. Or un calcul rapide montre I'égalité

P]_ +P2—P4—P5 :O,
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ce qui prouve que la famille {P;, P,, P4, Ps} est liée. Donc avec les notations de l'algorithme, s = 3 et
%3 ={Py,P,,P,} est une base de E.

Mini-exercices.

1. Trouver toutes les facons d’obtenir une base de R? avec les vecteurs suivants : v; = (:é ), Vy = (%),

—(0 _(2 _(2
vs=(8), va=(3), vs=(3)-
) 2 2 -1 1
2. Montrer que la famille {v;, vy, v3,v,} des vecteurs v; = ( L ), Vo = ( 3 ), Vg = ( 2 ), V4= ( 11) est
une famille génératrice du sous-espace vectoriel d’équation 2x — y +z = 0 de R>. En extraire une
base.
3. Déterminer une base du sous-espace vectoriel E; de R® d’équation x + 3y — 2z = 0. Compléter cette

base en une base de R®. Idem avec E, vérifiant les deux équations x + 3y —2z =0 et y = 2.

4. Donner une base de I'espace vectoriel des matrices 3 x 3 ayant une diagonale nulle. Idem avec 'espace
vectoriel des polyndémes P € R, [X ] vérifiant P(0) = 0, P’(0) = 0.

4. Dimension d’un espace vectoriel

4.1. Définition

Définition 5.
Un K-espace vectoriel E admettant une base ayant un nombre fini d’éléments est dit de

Par le théoréme 3 d’existence d’'une base, c’est équivalent a I’existence d’une famille finie génératrice.
On va pouvoir parler de la dimension d’un espace vectoriel grace au théoréme suivant :

Théoréme 6 (Théoréme de la dimension).
Toutes les bases d’un espace vectoriel E de dimension finie ont le méme nombre d’éléments.

Nous détaillerons la preuve un peu plus loin.
Définition 6.
La d’un espace vectoriel de dimension finie E, notée dimE, est par définition le nombre
d’éléments d'une base de E.

Méthodologie. Pour déterminer la dimension d’un espace vectoriel, il suffit de trouver une base de E (une
famille a la fois libre et génératrice) : le cardinal (nombre d’éléments) de cette famille donne la dimension
de E. Le théoréme 6 de la dimension prouve que méme si on choisissait une base différente alors ces deux
bases auraient le méme nombre d’éléments.

Convention. On convient d’attribuer a 'espace vectoriel {0} la dimension 0.

4.2. Exemples

Exemple 15.

1. La base canonique de R? est (($),(9)). La dimension de R? est donc 2.

2. Les vecteurs ((%), ( % )) forment aussi une base de R?, et illustrent qu'une autre base contient le méme

nombre d’éléments.

3. Plus généralement, K" est de dimension n, car par exemple sa base canonique (eq, e,, ..., e,) contient n
éléments.

4. dimR,[X]=n+1 car une base de R,,[X] est (1,X,X?,...,X™), qui contient n + 1 éléments.
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Exemple 16.

Les espaces vectoriels suivants ne sont pas de dimension finie :
o R[X] : Iespace vectoriel de tous les polynomes,
o Z(R,R) : 'espace vectoriel des fonctions de R dans R,
o & =% (N,R) : 'espace vectoriel des suites réelles.

Exemple 17.
Nous avons vu que ’ensemble des solutions d’un systéme d’équations linéaires homogéne est un espace
vectoriel. On considere par exemple le systeme

2x1 + 2x9 — X3 + X5 0
X1 — X9 + 2x3 — 3x4 + x5 = 0
X1 + x99 — 2x3 — x5 = 0
X3 + X4 *+ X5 0.
On vérifie que la solution générale de ce systéme est
Xy =—s—t X9 =S5 X3 =—t x4 =0 X5 =t.

Donc les vecteurs solutions s’écrivent sous la forme
X1 —s—t —s —t -1 -1
X2 s S 0 1 0
X3 | = —t =| 0 |+| -t ]|]=s| O |+¢t| -1 ].
X, 0 0 0 0 0
X5 t 0 t 0 1

Ceci montre que les vecteurs
-1 -1
5 t .|
V)= et vo=|[-
1 S 2 5
0 1

engendrent ’espace des solutions du systeme. D’autre part, on vérifie que v; et v, sont linéairement
indépendants. Donc (v;, v5) est une base de I'espace des solutions du systeme. Ceci montre que cet espace
vectoriel est de dimension 2.

4.3. Compléments

Lorsqu’un espace vectoriel est de dimension finie, le fait de connaitre sa dimension est une information tres
riche ; les propriétés suivantes montrent comment exploiter cette information.
Le schéma de preuve sera : Lemme 1 = Proposition 5 = Théoreme 6.

Lemme 1.
Soit E un espace vectoriel. Soit £ une famille libre et soit ¢ une famille génératrice finie de E. Alors
Card ¥ < Card 9.

Ce lemme implique le résultat important :

Proposition 5.
Soit E un K-espace vectoriel admettant une base ayant n éléments. Alors :

1. Toute famille libre de E a au plus n éléments.

2. Toute famille génératrice de E a au moins n éléments.

En effet, soit 9 une base de E telle que Card 8 = n.

1. On applique le lemme 1 a la famille 8 considérée génératrice; alors une famille libre ¥ vérifie
Card ¥ < Card 8 =n.

2. On applique le lemme 1 a la famille 98 considérée maintenant comme une famille libre, alors une famille
génératrice ¥ vérifie n = Card 8 < Card 9.

Cette proposition impliquera bien le théoréme 6 de la dimension :
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Corollaire 1.
Si E est un espace vectoriel admettant une base ayant n éléments, alors toute base de E posséde n éléments.

La preuve du corollaire (et donc du théoréme 6 de la dimension) est la suivante : par la proposition 5, si %
est une base quelconque de E, alors 2 est a la fois une famille libre et génératrice, donc possede a la fois
au plus n éléments et au moins n éléments, donc exactement n éléments.

Il reste a énoncer un résultat important et tres utile :

Théoreme 7.
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, et & = (vq,...,v,) une famille de n vecteurs de E. Il y a
équivalence entre :

(i) & est une base de E,

(ii) & est une famille libre de E,

(iii) & est une famille génératrice de E.

La preuve sera une conséquence du théoreme 6 de la dimension et du théoreme 4 de la base incomplete.
Autrement dit, lorsque le nombre de vecteurs considéré est exactement égal a la dimension de 1’espace
vectoriel, I'une des deux conditions — étre libre ou bien génératrice — suffit pour que ces vecteurs déterminent
une base de E.

Démonstration.

» Les implications (i) = (ii) et (i) = (iii) découlent de la définition d’une base.

 Voici la preuve de (ii)) = (i).
Si & est une famille libre ayant n éléments, alors par le théoréme de la base incomplete (théoréme 4)
il existe une famille Z’ telle que & U Z’ soit une base de E. D’une part & U.Z’ est une base de E qui
est de dimension n, donc par le théoreme 6, Card (9‘ ug’ ) = n. Mais d’autre part Card (9 ug’ ) =
Card Z + Card Z’ (par l'algorithme du théoréme 4) et par hypothése Card & = n. Donc Card ' = 0, ce
qui implique que #’ = @ et donc que Z est déja une base de E.

» Voici la preuve de (iii) = ().
Par hypothése, & est cette fois une famille génératrice. Toujours par le théoreme 4, on peut extraire de
cette famille une base %8 C Z. Puis par le théoréme 6, Card 8 = n, donc n = Card 8 < Card & = n.
Donc 8 = & et & est bien une base.

O
Exemple 18.
Pour quelles valeurs de t € R les vecteurs (v, v,, v3) suivants forment une base de R3?
1 1 1
4 t t

« Nous avons une famille de 3 vecteurs dans I'espace R® de dimension 3. Donc pour montrer que la famille
(v1, V9, v3) est une base, par le théoréme 7, il suffit de montrer que la famille est libre ou bien de montrer
qu’elle est génératrice. Dans la pratique, il est souvent plus facile de vérifier qu'une famille est libre.

« A quelle condition la famille {v;, v,, v3} est libre ? Soient A;, A5, A3 € R tels que A1y + Aoy + A3 = 0.
Cela implique le systeme

A+A,+A; = 0
A +3A,+A; =
4l +tA+tAs = O

[«)
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Ce systeme est équivalent a :

Al+k2+lg = 0 A‘l+l3 == O
20, = 0 < Ay = 0

o Il est clair que si t # 4, alors la seule solution est (A, 45,A3) = (0,0,0) et donc {v;,Vv,,Vv3} est une
famille libre. Si t = 4, alors par exemple (1, A5, A3) = (1,0,—1) est une solution non nulle, donc la
famille n’est pas libre.

 Conclusion : si t # 4 la famille est libre, donc par le théoreme 7 la famille (v, v, v3) est en plus
génératrice, donc c’est une base de R>. Si t = 4, la famille n’est pas libre et n’est donc pas une base.

4.4. Preuve

Il nous reste la preuve du lemme 1. La démonstration est délicate et hors-programme.

Démonstration. La preuve de ce lemme se fait en raisonnant par récurrence.

On démontre par récurrence que, pour tout n > 1, la propriété suivante est vraie : « Dans un espace vectoriel
engendré par n vecteurs, toute famille ayant n + 1 éléments est liée. »

Initialisation. On vérifie que la propriété est vraie pour n = 1. Soit E un espace vectoriel engendré par un
vecteur noté g, et soit {v;, v,} une famille de E ayant deux éléments. Les vecteurs v; et v, peuvent s’écrire
comme combinaisons linéaires du vecteur g; ; autrement dit, il existe des scalaires a1, a5 tels que v; = a;g;
et v, = g, ce qui donne la relation : a,v; —a; v, = Og. En supposant v, non nul (sinon il est évident que
{vy, vy} est liée), le scalaire a, est donc non nul. On a trouvé une combinaison linéaire nulle des vecteurs
V1, vy, avec des coefficients non tous nuls. Donc la famille {v;,v,} est liée.

Hérédité. On démontre maintenant que si la propriété est vraie au rang n—1 (n > 2), alors elle vraie au
rang n. Soit E un espace vectoriel engendré par n vecteurs notés g, gs, ..., gy, €t Soit {vy, Vo, ..., v, Vi1t
une famille de E ayant n + 1 éléments. Tout vecteur v;, pour j =1,2,...,n+ 1, est combinaison linéaire de

J )

21,82, --->8n> donc il existe des scalaires aj, a;, ..., o, tels que :

— ) J j
V=81t aygyt e+ al g,

Remarque. On est contraint d’utiliser ici deux indices i, j pour les scalaires (attention! j n’est pas un exposant)
car deux informations sont nécessaires : I'indice j indique qu’il s’agit de la décomposition du vecteur v}, et i
indique a quel vecteur de la famille génératrice est associé ce coefficient.

En particulier, pour j =n+ 1, le vecteur v, 1 s’écrit :

_ n+l n+1 n+1
Vat1 = A7 81T Ay T8t a8y

Si v, est nul, c’est terminé, la famille est liée; sinon, v,,; est non nul, et au moins un des coefficients
a;lﬂ est non nul. On suppose, pour alléger I'écriture, que agﬂ est non nul (sinon il suffit de changer
l'ordre des vecteurs). On construit une nouvelle famille de n vecteurs de E de telle sorte que ces vecteurs
soient combinaisons linéaires de g1, g5, ..., g,—1, Cest-a-dire appartiennent au sous-espace engendré par
{81,82,-+-,8n—1}. Pour j =1,2,...,n, on définit w; par :
n .
= aﬁ“vj - a{lvnﬂ = Z(aﬁ“a{( - a{lazﬂ )8k
k=1

w

Le coefficient de g, est nul. Donc w; est bien combinaison linéaire de g;, g2, --,&n—1- On a n vecteurs
qui appartiennent a un espace vectoriel engendré par n — 1 vecteurs; on peut appliquer I’hypothése de
récurrence : la famille {w,w,,...,w,} est liée. Par conséquent, il existe des scalaires non tous nuls A;, A,,
..., A, tels que

A]_Wl +AZW2+---+7L,1W,1 =0.
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En remplagant les w; par leur expression en fonction des vecteurs v;, on obtient :
n+1 n+1 n+1 1 n _
ay Ayt Ay et an T Ay, — (Aa, o+ A0 )V = 0p

Le coefficient aZH a été supposé non nul et au moins un des scalaires A, A,,..., A, est non nul; on a donc
une combinaison linéaire nulle des vecteurs vy, vy, ..., V,, Vo41 avec des coefficients qui ne sont pas tous
nuls, ce qui prouve que ces vecteurs forment une famille liée.

Conclusion. La démonstration par récurrence est ainsi achevée. O

Mini-exercices.
Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses. Justifier votre réponse par un résultat du cours ou
un contre-exemple :

Une famille de p > n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n est génératrice.

Une famille de p > n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n est liée.

Une famille de p < n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n est libre.

Une famille génératrice de p < n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n est libre.

Une famille de p # n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n n’est pas une base.

AN

Toute famille libre a p éléments d’un espace vectoriel de dimension n se compléte par une famille
ayant exactement n — p éléments en une base de E.

5. Dimension des sous-espaces vectoriels

Tout sous-espace vectoriel F d'un K-espace vectoriel E étant lui méme un K-espace vectoriel, la question est
de savoir s’il est de dimension finie ou s’il ne I’est pas.
Prenons 'exemple de I'espace vectoriel E = % (R, R) des fonctions de R dans R :
« il contient le sous-espace vectoriel F; = R,[X] des (fonctions) polynémes de degré < n, qui est de
dimension finie ;
« et aussi le sous-espace vectoriel F, = R[X ] de 'ensemble des (fonctions) polynémes, qui lui est de
dimension infinie.

5.1. Dimension d’un sous-espace vectoriel

Nous allons voir par contre que lorsque E est de dimension finie alors F aussi.

Théoreme 8.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

1. Alors tout sous-espace vectoriel F de E est de dimension finie;
2. dimF < dimE;
3. F=E < dimF =dimE.

Démonstration.

« Soit E un espace vectoriel de dimension n et soit F un sous-espace vectoriel de E. Si F = {0} il n’y a rien
a montrer. On suppose donc F # {0} et soit v un élément non nul de F. La famille {v} est une famille
libre de F, donc F contient des familles libres. Toute famille libre d’éléments de F étant une famille libre
d’éléments de E (voir la définition des familles libres), alors comme E est de dimension n, toutes les
familles libres de F ont au plus n éléments.
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» On considére 'ensemble K des entiers k tels qu'’il existe une famille libre de F ayant k éléments :
K= {k eN|3{vy,vq,..., v} CF et {vi,Vv,,..., v} est une famille libre de F}

Cet ensemble K est non vide (car 1 € K); K est un sous-ensemble borné de N (puisque tout élément de
K est compris entre 1 et n) donc K admet un maximum. Notons p ce maximum et soit {vy,V,,...,V,}
une famille libre de F ayant p éléments.

« Montrons que {v;,V,,...,V,} est aussi génératrice de F. Par 'absurde, s’il existe w un élément de F qui
n’est pas dans Vect(vy, ..., V,), alors la famille {vy,...,v,, w} ne peut pas étre libre (sinon p ne serait pas
le maximum de K). La famille {vy,...,v,,w} est donc liée, mais alors la relation de dépendance linéaire
implique que w € Vect(vy,...,V,), ce qui est une contradiction.

Conclusion : (vy,..., vp) est une famille libre et génératrice, donc est une base de F.
e On a ainsi démontré simultanément que :
— F est de dimension finie (puisque (vy,Vy,...,V,) est une base de F).
— Ainsi dim F = p, donc dim F < dim E (puisque toute famille libre de F a au plus n éléments).
— De plus, lorsque p = n, le p-uplet (vq,v,,...,V,), qui est une base de F, est aussi une base de E (car
{vi,vq,...,v,} est alors une famille libre de E ayant exactement n éléments, donc est une base de
E). Tout élément de E s’écrit comme une combinaison linéaire de v;,v,,...,v,, doU E =F.

*o p)
O

5.2. Exemples

Exemple 19.
Si E est un K-espace vectoriel de dimension 2, les sous-espaces vectoriels de E sont :
« soit de dimension O : c’est alors le sous-espace {0} ;
« soit de dimension 1 : ce sont les droites vectorielles, c’est-a-dire les sous-espaces Ku = Vect{u} engendrés
par les vecteurs non nuls u de E;
« soit de dimension 2 : c’est alors I'espace E tout entier.

Vocabulaire. Plus généralement, dans un K-espace vectoriel E de dimension n (n > 2), tout sous-espace
vectoriel de E de dimension 1 est appelé de E et tout sous-espace vectoriel de E de
dimension 2 est appelé de E. Tout sous-espace vectoriel de E de dimension n — 1 est appelé

de E. Pour n = 3, un hyperplan est un plan vectoriel ; pour n = 2, un hyperplan est une droite
vectorielle.

Le théoréme 8 précédent permet de déduire le corollaire suivant :

Corollaire 2.
Soit E un K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On suppose que F est de
dimension finie et que G C F. Alors :

F=G < dimF =dimG
Autrement dit, sachant qu'un sous-espace est inclus dans un autre, alors pour montrer qu’ils sont égaux il
suffit de montrer I'égalité des dimensions.
Exemple 20.

Deux droites vectorielles F et G sont soit égales, soit d’intersection réduite au vecteur nul.

Exemple 21.
Soient les sous-espaces vectoriels de R® suivants :

F={(§/)€R3|2x—3y+220} et G =Vect(u,v) oﬁuz(

=

eev=(1)

Est-ce que F = G?
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On remarque que les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires, donc G est de dimension 2, et de plus ils
appartiennent a F, donc G est contenu dans F.

Pour trouver la dimension de F, on pourrait déterminer une base de F et on montrerait alors que la

dimension de F est 2. Mais il est plus judicieux ici de remarquer que F est contenu strictement dans R>
1 . . . . .

(par exemple le vecteur (0) de R® n’est pas dans F), donc dim F < dimR® = 3; mais puisque F contient

0
G alors dimF > dim G = 2, donc la dimension de F ne peut étre que 2.

. On a donc démontré que G C F et que dimG = dimF, ce qui entraine G =F.

5.3. Théoreme des quatre dimensions

Théoréme 9 (Théoreme des quatre dimensions).
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G des sous-espaces vectoriels de E. Alors :

dim(F + G) =dimF + dim G —dim(F N G)

Corollaire 3.
SiE=F®G, alors dimE =dimF + dimG.

Exemple 22.
Dans un espace vectoriel E de dimension 6, on considére deux sous-espaces F et G avec dimF = 3 et
dim G = 4. Que peut-on dire de FNG? de F + G ? Peut-on avoir F® G =E?

e F NG est un sous-espace vectoriel inclus dans F, donc dim(F N G) < dim F = 3. Donc les dimensions

possibles pour F N G sont pour l'instant 0,1, 2, 3.

F+G estun sous-espace vectoriel contenant G et inclus dans E,donc 4 = dim G < dim(F+G) < dimE = 6.
Donc les dimensions possibles pour F + G sont 4, 5, 6.

Le théoréme 9 des quatre dimensions nous donne la relation : dim(F NG) = dim F +dim G—dim(F +G) =
3+4—dim(F + G) =7 —dim(F + G). Comme F + G est de dimension 4, 5 ou 6, alors la dimension de
FNGest3,2o0ul.

Conclusion : les dimensions possibles pour F + G sont 4, 5 ou 6; les dimensions correspondantes pour
F NG sont alors 3, 2 ou 1. Dans tous les cas, F N G # {0} et en particulier F et G ne sont jamais en
somme directe dans E.

La méthode de la preuve du théoreme 9 des quatre dimensions implique aussi :

Corollaire 4.
Tout sous-espace vectoriel F d’un espace vectoriel E de dimension finie admet un supplémentaire.

Preuve du théoréme 9.

» Notez ’'analogie de la formule avec la formule pour les ensembles finis :

Card(AUB) = CardA + Card B— Card(AN B).

* Nous allons partir d'une base Brng = {uy,...,u,} de F N G. On commence par compléter B
en une base By = {uy,...,Up,Vpi1,---,Vq} de F. On compléte ensuite Bpng en une base Bg =
{ug, .. up,wppq,...,w, } de G.

» Nous allons maintenant montrer que la famille

(U1, e Uy Vo5 o s Vs Wpg1, -5 Wi

est une base de F + G. 1l est tout d’abord clair que c’est une famille génératrice de F + G (car 9By est une
famille génératrice de F et 9B est une famille génératrice de G).
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» Montrons que cette famille est libre. Soit une combinaison linéaire nulle :

p q r
Zaiui + Z Bjv; + Z Yewr =0 @)

i=1 j=p+1 k=p+1
Onposeu= .  au;,v= Z?:pﬂ Bivj, w= Z;ZPH YWy Alors d’'une part u+v € F (car %y est une
base de F) mais comme I’équation (1) équivauta u+v+w =0, alorsu+v=—w € G (car w € G).
Maintenant u+v € FN G et aussi bien siru € FN G, donc v = Z?=p+1 Bjv; € FNG. Cela implique
B; = 0 pour tout j (car les {v;} complétent la base de F N G).
La combinaison linéaire nulle (1) devient >, a;u; + Z;:p 11 YxWk = 0. Or BB est une base de G, donc
a; = 0 et y;, = 0 pour tout i,k. Ainsi Bp.g = {U,...,Up,Vps1,-++,Vg, Wp41,---, W, } €st une base de
F+G.
I ne reste plus qu’a compter le nombre de vecteurs de chaque base : dimF N G = Card By~ = P,
dim F = Card B = q, dimG = Card B; = r, dim(F + G) = Card By, ; = q+r —p. Ce qui prouve bien
dim(F + G) =dimF + dim G — dim(F N G).

O

Mini-exercices.

1. Soient F = Vect((é), (—21 )) etG = Vect((_(7)7), ( 121 )) Montrer que F = G.

1
2. DansR3, on considére F = Vect (( _%1 ) , ( i )), G = Vect ( 1 ) Calculer les dimensions de F, G, FNG,F+G
en fonction de t € R.

3. Dans un espace vectoriel de dimension 7, on considére des sous-espaces F et G vérifiant dimF = 3 et
dim G < 2. Que peut-on dire pour dim(F N G)? Et pour dim(F + G)?

4. Dans un espace vectoriel E de dimension finie, montrer ’équivalence entre : (i) F & G = E; (ii)
F+G=EetdimF +dimG =dimE; (iii) FNG = {0z} et dimF + dimG = dim E.

5. Soit H un hyperplan dans un espace vectoriel de dimension finie E. Soit v € E \ H. Montrer que H et
Vect(v) sont des sous-espaces supplémentaires dans E.

Auteurs du chapitre

D’aprées un cours de Sophie Chemla de I'université Pierre et Marie Curie, reprenant des parties d'un
cours de H. Ledret et d'une équipe de I'université de Bordeaux animée par J. Queyrut,

et un cours de Eva Bayer-Fluckiger, Philippe Chabloz, Lara Thomas de ’Ecole Polytechnique Fédérale de
Lausanne,

mixé, révisé et complété par Arnaud Bodin. Relu par Vianney Combet.
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Vidéo M partie 3. Matrice d’une application linéaire

Vidéo M partie 4. Changement de bases

Fiche d’exercices ¢ Matrice d’une application linéaire

Ce chapitre est 'aboutissement de toutes les notions d’algebre linéaire vues jusqu’ici : espaces vectoriels,
dimension, applications linéaires, matrices. Nous allons voir que dans le cas des espaces vectoriels de
dimension finie, 'étude des applications linéaires se ramene a I’étude des matrices, ce qui facilite les calculs.

1. Rang d’une famille de vecteurs

Le rang d’une famille de vecteurs est la dimension du plus petit sous-espace vectoriel contenant tous ces
vecteurs.

1.1. Définition

Soient E un K-espace vectoriel et {vy,...,v,} une famille finie de vecteurs de E. Le sous-espace vectoriel
Vect(vy,...,v,) engendré par {vy,...,v,} étant de dimension finie, on peut donc donner la définition
suivante :

Définition 1 (Rang d’'une famille finie de vecteurs).

Soit E un K-espace vectoriel et soit {v;,...,v,} une famille finie de vecteurs de E. Le de la famille
{v1,...,v,} estla dimension du sous-espace vectoriel Vect(vs,...,v,) engendré par les vecteurs vy, ..., v,.

Autrement dit :

rg(v1,...,vp) = dimVect(vy,...,vp)

Calculer le rang d’une famille de vecteurs n’est pas toujours évident, cependant il y a des inégalités qui
découlent directement de la définition.

Proposition 1.
Soient E un K-espace vectoriel et {v,...,v,} une famille de p vecteurs de E. Alors :

1. 0<rg(vy,...,vp) < p : le rang est inférieur ou égal au nombre d’éléments dans la famille.

2. Si E est de dimension finie alors 1g(vy,...,v,) < dimE : le rang est inférieur ou égal a la dimension de
Uespace ambiant E.


http://www.youtube.com/watch?v=ozMEF87Gf_U
http://www.youtube.com/watch?v=UW_GIbUl9n4
http://www.youtube.com/watch?v=QpwkRmrMWgc
http://www.youtube.com/watch?v=JZ55-HmYLCI
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00162.pdf
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Remarque.

» Le rang d’'une famille vaut O si et seulement si tous les vecteurs sont nuls.

o Le rang d’'une famille {v;,...,v,} vaut p si et seulement si la famille {v,,...,v,} est libre.
Exemple 1.

uel est le rang de la famille {v;, v, v3} suivante dans 'espace vectoriel R*?
g 1,Y2,V3 P

1 0 —1
0 1 1
171 V27 3T o
0 1 1

« Ce sont des vecteurs de R* donc rg(vy,v,, v3) < 4.

o Mais comme il n’y a que 3 vecteurs alors rg(v;, Vo, v3) < 3.

» Le vecteur v; est non nul donc rg(vy, vy, v3) > 1.

o Il est clair que v; et v, sont linéairement indépendants donc rg(v,, vy, v3) = 18(vy, Vo) = 2.
Il reste donc a déterminer si le rang vaut 2 ou 3. On cherche si la famille {v;,v,,v3} est libre ou liée en
résolvant le systeme linéaire A;v; + A,V + A3v3 = 0. On trouve v; — v, + v3 = 0. La famille est donc liée.
Ainsi Vect(vy, vy, v3) = Vect(vy, v,), donc rg(vy, vy, v3) = dim Vect(vy, vy, v5) = 2.

1.2. Rang d’une matrice

Une matrice peut étre vue comme une juxtaposition de vecteurs colonnes.

Définition 2.
On définit le d’une matrice comme étant le rang de ses vecteurs colonnes.

Exemple 2.
Le rang de la matrice

1 2 =10
A= 2 e M, (K
(2 4 -1 0) 24(K)

s . _1
est par définition le rang de la famille de vecteurs de K? : {vl = (%), Vy = (%) , V3 = ( 2 ), V4= (8) } Tous
ces vecteurs sont colinéaires a v;, donc le rang de la famille {v;,v,,v3,v4} est 1 et ainsi rgA= 1.

Réciproquement, on se donne une famille de p vecteurs {v,...,v,} d’'un espace vectoriel E de dimension

n. Fixons une base B = {ey,...,e,} de E. Chaque vecteur v; se décompose dans la base 2 : v; = a;je; +
alj

-+ +ajje;+- -+ +ayje,, ce que l'on note v; = | 4 | . En juxtaposant ces vecteurs colonnes, on obtient une

ar ) g
matrice A € M, ,(K). Le rang de la famille {v,...,v,} est égal au rang de la matrice A.

Définition 3.

On dit qu'une matrice est par rapport aux colonnes si le nombre de zéros commencant une
colonne croit strictement colonne apres colonne, jusqu’a ce qu’il ne reste plus que des zéros. Autrement
dit, la matrice transposée est échelonnée par rapport aux lignes.

Voici un exemple d’une matrice échelonnée par colonnes; les x désignent des coefficients quelconques, les +
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des coefficients non nuls :

(+ 0 0 0 0 0)
* 0 0 0 0O
* + 0 0 0O
*x x + 0 0 O
* x x 0 0 O
\* * x + 0 0]

Le rang d’'une matrice échelonnée est trés simple a calculer.

Proposition 2.
Le rang d’une matrice échelonnée par colonnes est égal au nombre de colonnes non nulles.

Par exemple, dans la matrice échelonnée donnée en exemple ci-dessus, 4 colonnes sur 6 sont non nulles,
donc le rang de cette matrice est 4.

La preuve de cette proposition consiste a remarquer que les vecteurs colonnes non nuls sont linéairement
indépendants, ce qui au vu de la forme échelonnée de la matrice est facile.

1.3. Opérations conservant le rang

Proposition 3.
Le rang d’'une matrice ayant les colonnes Cy, Cy, ..., C, nest pas modifié par les trois opérations élémentaires
suivantes sur les vecteurs :

1. C; « AC; avec A # 0 : on peut multiplier une colonne par un scalaire non nul.
2. C; < C;+AC; avec A €K (et j # i) : on peut ajouter a la colonne C; un multiple d’une autre colonne Cj.

3. C; <> Cj : on peut échanger deux colonnes.

( ) A .
Plus généralement, 'opération C; < C; + Z# j A;C; conserve le rang de la matrice.

On a méme un résultat plus fort, comme vous le verrez dans la preuve : 'espace vectoriel engendré par les
vecteurs colonnes est conservé par ces opérations.

Démonstration. Le premier et troisi€me point de la proposition sont faciles.
Pour simplifier 'écriture de la démonstration du deuxiéme point, montrons que 'opération C; < C; + AC,
ne change pas le rang. Notons v; le vecteur correspondant a la colonne C; d'une matrice A. L'opération
sur les colonnes C; « C; + AC, change la matrice A en une matrice A" dont les vecteurs colonnes sont :
Vi + AVg, Vo, Vs, .., V.
Il s’agit de montrer que les sous-espaces F = Vect(vy, vy, ..., V) et G = Vect(vy + Avy, V5, Vs,...,V,) ont la
méme dimension. Nous allons montrer qu'’ils sont égaux !

» Tout générateur de G est une combinaison linéaire des v;, donc G C F.

« Pour montrer que F C G, il suffit de montrer v, est combinaison linéaire des générateurs de G, ce qui

s’écrit : v; = (V1 + Avy) — Av,.

Conclusion : F = G et donc dimF = dimG. O

Méthodologie. Comment calculer le rang d’'une matrice ou d’'un systeme de vecteurs ?

Il s’agit d’appliquer la méthode de Gauss sur les colonnes de la matrice A (considérée comme une juxtaposition
de vecteurs colonnes). Le principe de la méthode de Gauss affirme que par les opérations élémentaires
C; < AC;, C; < C; + AC;j, C; <> Cj, on transforme la matrice A en une matrice échelonnée par rapport aux
colonnes. Le rang de la matrice est alors le nombre de colonnes non nulles.

Remarque : la méthode de Gauss classique concerne les opérations sur les lignes et aboutit a une matrice
échelonnée par rapport aux lignes. Les opérations sur les colonnes de A correspondent aux opérations sur
les lignes de la matrice transposée A .
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1.4. Exemples

Exemple 3.
Quel est le rang de la famille des 5 vecteurs suivants de R*?
1 -1 3 3 3
1 2 2 5 8
V1= 1 Vo = V3 = 1 V4 = 0 Vg = 1
1 1 -3 —1 1

On est ramené a calculer le rang de la matrice :

1 -1 3 3 3
1 2 2 5 8
1 -1 0 1
1 1 -3 -1 1

En faisant les opérations Cy < Cy +C;, C3 < C3—3C; , C4 < C4—3Cy, C5 < C5—3Cy, on obtient des zéros
sur la premiére ligne a droite du premier pivot :

1 -1 3 3 3 10 0 0 0
1 2 2 5 8 13 -1 2 5
10 -1 0 1|7 |11 -4 =3 —2
1 1 -3 -1 1 12 -6 —4 —2

On échange C, et C; par 'opération C, «— C5 pour avoir le coefficient —1 en position de pivot et ainsi éviter
d’introduire des fractions.

10 0 0 O 1 0 0 0 0
13 -1 2 5 1 -13 2 5
11 -4 -3 =271 41 -3 =2
1 2 —6 —4 —2 1 —6 2 —4 —2

En faisant les opérations C3 < C3 + 3C,, C4 < C4 + 2C, et C5 < C5 + 5C,, on obtient des zéros a droite de
ce deuxiéme pivot :

1 0 0 0 O 1 0 0 0 0
1 -1 3 2 5 1 -1 O 0 0
1 -4 1 -3 2| |1 -4 —11 —-11 —22
1 -6 2 —4 -2 1 -6 —-16 —16 —-32

Enfin, en faisant les opérations C, < C4 — C3 et Cs5 < C5 — 2C5, on obtient une matrice échelonnée par
colonnes :

1 0 0 0 0 1 0 0O 0 O
1 -1 O 0 0 1 -1 0 00
1 -4 —11 -11 —22| |1 —4 -11 0 ©
1 -6 —-16 —16 —-32 1 6 =16 0 O

Il y a 3 colonnes non nulles : on en déduit que le rang de la famille de vecteurs {vy, v,, V3, V4, V5} est 3.

En fait, nous avons méme démontré que

=
N———
N
hile
N———
N
Lloo
[e Xy

N————
N———

Vect(vy, vy, V3, V4, V5) = Vect ((

Exemple 4.
Considérons les trois vecteurs suivants dans R® : v; = (1,2,1,2,0), v, = (1,0,1,4,4) et v = (1,1, 1,0,0).
Montrons que la famille {v;, v, v3} est libre dans R°. Pour cela, calculons le rang de cette famille de vecteurs
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ou, ce qui revient au méme, celui de la matrice suivante :

1 11

2 01

1 11

2 40

0 4 0

Par des opérations élémentaires sur les colonnes, on obtient :

1 11 1 O 0 1 O 0 1 O 0
2 01 2 =2 -1 2 -1 -1 2 -1 0
1 1 1f(~|1 O 0 [~]1 O 0O |~|1 O 0
2 40 2 2 =2 2 1 =2 2 1 =3
0 40 0 4 O 0 2 0 0o 2 -2

Comme la derniére matrice est échelonnée par colonnes et que ses 3 colonnes sont non nulles, on en déduit
que la famille {v;, v,,v3} constituée de 3 vecteurs est de rang 3, et donc qu’elle est libre dans R®.

Exemple 5.

Considérons les quatre vecteurs suivants dans R> : v; = (1,2,3) , v, = (2,0,6), v3 = (3,2,1) et v, =
(—1,2,2). Montrons que la famille {v;, 5, V3, 4} engendre R>. Pour cela, calculons le rang de cette famille
de vecteurs ou, ce qui revient au méme, celui de la matrice suivante :

1 2 3 -1
2 0 2 2
361 2
Par des opérations élémentaires sur les colonnes, on obtient :
1 2 3 -1 1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 O
202 2 |~|12 4 -4 4|~12 -4 0 O0]~|2 -4 0 O
361 2 3 0 -85 3 0 -8 5 3 0 -8 0

La famille {v;,v,,v3,v,} est donc de rang 3. Cela signifie que Vect(v;, v,, v3, v4) est un sous-espace vectoriel
de dimension 3 de R3. On a donc Vect(vy, vy, v5,v,4) = R3. Autrement dit, la famille {v, v,, v5,v4} engendre
R3.

1.5. Rang et matrice inversible

Nous anticipons sur la suite, pour énoncer un résultat important :

Théoréme 1 (Matrice inversible et rang).
Une matrice carrée de taille n est inversible si et seulement si elle est de rang n.

La preuve repose sur plusieurs résultats qui seront vus au fil de ce chapitre.

Démonstration. Soit A une matrice carrée d’ordre n. Soit f 'endomorphisme de K" dont la matrice dans la
base canonique est A. On a les équivalences suivantes :

A derang n f derang n
f surjective

f Dbijective

[

A inversible.

Nous avons utilisé le fait qu'un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie est bijectif si et
seulement s’il est surjectif et le théoreme sur la caractérisation de la matrice d’un isomorphisme. O
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1.6. Rang engendré par les vecteurs lignes

On a considéré jusqu’ici une matrice A € M,, ,(K) comme une juxtaposition de vecteurs colonnes (v, ..., V;)
et défini rgA = dim Vect(v, .. .,v,). Considérons maintenant que A est aussi une superposition de vecteurs
lignes (wy,...,wp).

Proposition 4.

rgA = dim Vect(wq,...,w,)

Nous admettrons ce résultat. Autrement dit : Uespace vectoriel engendré par les vecteurs colonnes et Uespace
vectoriel engendré par les vecteurs lignes sont de méme dimension.
Une formulation plus théorique est que le rang d’une matrice égale le rang de sa transposée :

rgA=rgAT

Attention ! Les dimensions dim Vect(vy, ..., v,) et dim Vect(w, .. ., w, ) sont égales, mais les espaces vectoriels
Vect(vy, ..., vp) et Vect(wy, ..., w,) ne sont pas les mémes.

Mini-exercices.

1. Quel est le rang de la famille de vecteurs (( % ) s (%) , (:O% ) s ( % )) ?

A . 1 t 1 . \
Méme question pour (( t ) , ( 1 ) , ( 1 )) en fonction du paramétre t € R.

1 2 —4 -2 -1
2. Mettre sous forme échelonnée par rapport aux colonnes la matrice { 0 —2 4 2 0 |. Calculer
1 1 -2 -1 1
1

son rang. Idem avec

1

N AN~
—_ = = N
N A~ U1 WG

2 -5 -7
3. Calculerlerangde | =1 3 1 2 | en fonction de a et b.
1 a —2 b
4. Calculer les rangs précédents en utilisant les vecteurs lignes.
5. Soit f : E — F une application linéaire. Quelle inégalité relie rg(f (v,),...,f(vp)) et rg(vy,...,v,)?
Que se passe-t-il si f est injective ?

2. Applications linéaires en dimension finie

Lorsque f : E — F est une application linéaire et que E est de dimension finie, la théorie de la dimension
fournit de nouvelles propriétés tres riches pour I'application linéaire f.

2.1. Construction et caractérisation

Une application linéaire f : E — F, d’'un espace vectoriel de dimension finie dans un espace vectoriel
quelconque, est entierement déterminée par les images des vecteurs d’une base de I'espace vectoriel E de
départ. C’est ce qu'affirme le théoréme suivant :

Théoréme 2 (Construction d’une application linéaire).
Soient E et F deux espaces vectoriels sur un méme corps K. On suppose que Uespace vectoriel E est de
dimension finie n et que (eq,...,e,) est une base de E. Alors pour tout choix (vy,...,V,) de n vecteurs de F,
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il existe une et une seule application linéaire f : E — F telle que, pour touti=1,...,n:

fle) =v;.

Le théoreme ne fait aucune hypothése sur la dimension de I'espace vectoriel d’arrivée F.

Exemple 6.

Il existe une unique application linéaire f : R® — R[X] telle que f(e;) = (X +1)! pouri = 1,...,n (ou
(eq,...,e,) est la base canonique de R").

Pour un vecteur x = (xq,...,X,),0ona

f(xli""xn) :f(xlel +"'+xnen) :xlf(el)+"'+xnf(en) :in(X+ 1)i-
i=1

Démonstration.
 Unicité. Supposons qu’il existe une application linéaire f : E — F telle que f(e;) = v;, pour tout
i=1,...,n. Pour x € E, il existe des scalaires x1, xo, ..., X, uniques tels que x = Z?:] x;e;. Comme f

f(x):f(zn:xiei) Zznlxif(ei)zznzxivi- ()
i=1 i=1 i=1

Dong, si elle existe, f est unique.

 Existence. Nous venons de voir que s'il existe une solution c’est nécessairement 'application définie par
I’équation (x). Montrons qu’une application définie par 'équation (x) est linéaire et vérifie f (e;) = v;. Si
(x1,...,x,) (resp. ¥y = (¥1,..-,¥,)) sont les coordonnées de x (resp. y) dans la base (ey,...,e,), alors

f (Z(Axi + uyi)ei) = (Ax; +py)f ()
i=1 i=1

A xif(e)+u ) yif () = Af(x)+uf(y).
i=1 i=1

est linéaire, on a

(Ax +puy)

Enfin les coordonnées de e; sont (0,...,0,1,0,...,0) (avec un 1 en i-éme position), donc f (e;) = 1-v; = v;.
Ce qui termine la preuve du théoréme.
O

2.2. Rang d’une application linéaire

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et soit f : E — F une application linéaire. On rappelle que 'on note
f(E) par Imf, c’est-a-dire Im f = {f (x)|x € E} Im f est un sous-espace vectoriel de F.

Proposition 5.
Si E est de dimension finie, alors :

o Im f = f(E) est un espace vectoriel de dimension finie.

e Si(eq,...,e,) est une base de E, alors Im f = Vect (f(el), . ..,f(en)).
La dimension de cet espace vectoriel Im f est appelée :

rg(f)=dimIm f = dimVect(f(el), . ..,f(en))

Démonstration. 1l suffit de démontrer que tout élément de Im f est combinaison linéaire des vecteurs

fle),.... fen)
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Soit y un élément quelconque de Im f . Il existe donc un élément x de E tel que y = f(x). Comme (e,...,e,)
n

est une base de E, il existe des scalaires (xq,...,x,) tels que x = Z x;e;. En utilisant la linéarité de f, on
i=1
n
en déduit que y = f(x) = Z x;f (e;), ce qui acheve la démonstration. O
i=1
Le rang est plus petit que la dimension de E et aussi plus petit que la dimension de F, si F est de dimension
finie :
Proposition 6.
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f : E — F une application linéaire. On a

rg(f) < min(dimE,dim F).

Exemple 7.

Soit f : R® — R? 'application linéaire définie par f(x,y,z) = (3x —4y + 22,2x — 3y —2). Quel est le rang
de f?

Si on note e; = (é), ey = (z) et ey = ((i.))’ alors (eq, e, e3) est la base canonique de R3.

Il s’agit de trouver le rang de la famille {v;,v,,v3} :

V1=f(el)=f(é)=(§): V2=f(62)=f(§)=(:§): v3=f(es)=f(§):(_21)

ou, ce qui revient au méme, trouver le rang de la matrice

3 —
A= 42 .
2 =3 -1

Commengons par estimer le rang sans faire de calculs.

» Nous avons une famille de 3 vecteurs donc rg f < 3.

» Mais en fait les vecteurs v;, v, V3 vivent dans un espace de dimension 2 donc rg f < 2.

» f n’est pas 'application linéaire nulle (autrement dit v, v5, V3 ne sont pas tous nuls) donc rg f > 1.
Donc le rang de f vaut 1 ou 2. 1l est facile de voir que v; et v, sont linéairement indépendants, donc le rang
est2:

rgf =1g(f(e1), f(e2), f (e3)) = dim Vect(vy, vy, v3) = 2
Remarque : il est encore plus facile de voir que le rang de la matrice A est 2 en remarquant que ses deux
seules lignes ne sont pas colinéaires.

2.3. Théoréeme du rang

Le théoreme du rang est un résultat fondamental dans la théorie des applications linéaires en dimension
finie.
On se place toujours dans la méme situation :

e f :E — F est une application linéaire entre deux K-espaces vectoriels,

» E est un espace vectoriel de dimension finie,

o le de f estKerf = {x €EE|f(x)= OF} ; c’est un sous-espace vectoriel de E, donc Ker f est de
dimension finie,

o I de f estImf = f(E) = { f(x)|x€E } ; c’est un sous-espace vectoriel de F et est de dimension
finie.

Le théoréme du rang donne une relation entre la dimension du noyau et la dimension de I'image de f.

Théoréme 3 (Théoreme du rang).
Soit f : E — F une application linéaire entre deux K-espaces vectoriels, E étant de dimension finie. Alors

dimE = dimKer f + dimIm f
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Autrement dit : |dimE = dimKer f +rgf
Dans la pratique, cette formule sert a déterminer la dimension du noyau connaissant le rang, ou bien le

rang connaissant la dimension du noyau.
Exemple 8.
Soit 'application linéaire
f : R* — RS
(x1,X9,X3,X4) = (X1 —Xg+ X3,2X1 + 2Xx5 + 6x3 + 4X4,—X1 — 2X3 — X4)
Calculons le rang de f et la dimension du noyau de f.

e Premiere méthode. On calcule d’abord le noyau :

(x1,%9,x3,x4) €EKer f & f(xq,x9,x3,x4)=(0,0,0)

Xq - X9 + X3 = 0
— 2X1 + 2X2 + 6X3 + 4X4 = 0
—Xq — 2X3 — X4 =0

On résout ce systeme et on trouve qu’il est équivalent a
X1 — Xy + X3 = 0
X9 + X3 + X4 = 0

On choisit x5 et x4, comme parametres et on trouve :

Ker f = {(—sz — X4, X3~ X4,X3,X4) | X3,X4 € R}
-2 -1
= {xs(_ll)+x4(_ol) | x3, x4 ER}
0 1
2\ /-1
=ve((3)-(7))
0 1

Les deux vecteurs définissant le noyau sont linéairement indépendants, donc dimKer f = 2.
On applique maintenant le théoréme du rang pour en déduire sans calculs la dimension de I'image :
dimIm f = dimR*—dimKer f = 4—2 = 2. Donc le rang de f est 2.

« Deuxiéme méthode. On calcule d’abord I'image. On note (eq,e,,e3,e4) la base canonique de R*.
Calculons v; = f(e;) :

w=re=r(8)=(3) v=rea=s(})=(3)

V3=f(e3)=f(§)=(_%2) V4:f(e4)=f(§)=(_%)

On réduit la matrice A, formée des vecteurs colonnes, sous une forme échelonnée :

1 -1 1 O 1 0 0O
A= 2 2 6 4 |~ 2 4 00
-1 0 -2 -1 -1 -1 0 O

Donc le rang de A est 2, ainsi

rgf =dimIm f = dimVect (f (e;), f (e2), f (e3), f (e4)) = 2
Maintenant, par le théoréme du rang, dimKer f = dimR*—rgf =4—2=2.
On trouve bien stir le méme résultat par les deux méthodes.

Exemple 9.
Soit I'application linéaire
f : IRn[}(] - Rn[X]
P(X) — P'(X)

ou P”(X) est la dérivée seconde de P(X). Quel est le rang et la dimension du noyau de f ?
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» Premiere méthode. On calcule d’abord le noyau :

P(X)€Kerf < f(P(X))=0
< P’(X)=0
< P'X)=a
> P(X)=aX+b

ol a,b € R sont des constantes. Cela prouve que Ker f est engendré par les deux polynémes : 1 (le
polynéme constant) et X. Ainsi Ker f = Vect(1,X). Donc dimKerf = 2. Par le théoréme du rang,
rgf =dimImf =dimR,[X]—dimKerf =(n+1)—2=n—1.

« Deuxiéme méthode. On calcule d’abord I'image : (1,X,X?,...,X"™) est une base de I'espace de départ
R,[X], donc

rgf =dimIlmf = dimVect(f(l),f(X), . ..,f(X”)).
Tout d’abord, f(1) = 0 et f(X) = 0. Pour k > 2, f(X*) = k(k — 1)X*~2. Comme les degrés sont
échelonnés, il est clair que {f (X2), f(X%),...,f(X")} ={2,6X,12X2,...,n(n — 1)X" 2} engendre un
espace de dimension n—1, donc rg f = n— 1. Par le théoreme du rang, dimKer f = dimR,[X]—rgf =
n+1)—(n—1)=2.

Preuve du théoréme du rang.

e Premier cas : f est injective.
En désignant par (e;,...,e,) une base de E, nous avons vu que la famille & n éléments (f (e1),-.. ,f(en))
est une famille libre de F (car f est injective), donc une famille libre de Im f. De plus, { fle),....f (en)}
est une partie génératrice de Im f. Donc (f (e1),..., f(e,)) est une base de Im f. Ainsi dimIm f = n, et
comme f est injective, dimKer f = 0, et ainsi le théoreme du rang est vrai.

» Deuxiéme cas : f n’est pas injective.
Dans ce cas le noyau de f est un sous-espace de E de dimension p avec 1 < p < n. Soit (€,...,€,) une
base de Ker f. D’apres le théoreme de la base incomplete, il existe n —p vecteurs €,,1,...,€, de E tels
que (€1, €,,...,€,) soit une base de E.
Alors Im f est engendrée par les vecteurs f(€1), f(€5),...,f(€,). Mais, comme pour tout i vérifiant
1<i<pona f(e)=0,Imf est engendrée par les vecteurs f(€,11),-..,f(€,).
Montrons que ces vecteurs forment une famille libre. Soient a1, ..., , des scalaires tels que

api1f(€ppr) +- -+ a,f(€,)=0.

Puisque f est une application linéaire, cette égalité équivaut a I'égalité f (apﬂ €pp1tot anen) =0,
qui prouve que le vecteur a,,1€,41 + -+ + @, €, appartient au noyau de f . Il existe donc des scalaires
Als..., A, tels que
Apr1€py1+ F A€ =216+ + A€,

Comme (€, €,,...,€,) est une base de E, les vecteurs €1, €,,..., €, sont linéairement indépendants
et par conséquent pour touti = 1,...,p, A; = 0, et pour tout i = p+1,...,n, a; = 0. Les vecteurs
f(€p41),---,f(€,) définissent donc bien une base de Im f. Ainsi le sous-espace vectoriel Im f est de
dimension n — p, ce qui achéve la démonstration.

On remarquera le rble essentiel joué par le théoréme de la base incompléte dans cette démonstration. [J

2.4. Application linéaire entre deux espaces de méme dimension

Rappelons qu'un est une application linéaire bijective. Un isomorphisme implique que les
espaces vectoriels de départ et d’arrivée ont la méme dimension. La bijection réciproque est aussi une
application linéaire.



MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES 2. APPLICATIONS LINEAIRES EN DIMENSION FINIE 197

Proposition 7.
Soit f : E — F un isomorphisme d’espaces vectoriels. Si E (respectivement F) est de dimension finie, alors F
(respectivement E) est aussi de dimension finie et on a dimE = dim F.

Démonstration. SiE est de dimension finie, alors comme f est surjective, F = Im f, donc F est engendré
par 'image d’une base de E. On a donc F de dimension finie et dimF < dimE. De méme f ™! : F — E est
un isomorphisme, donc f !(F) = E, ce qui prouve cette fois dimE < dimF.

Si c’est F qui est de dimension finie, on fait le méme raisonnement avec f ~!. O

Nous allons démontrer une sorte de réciproque, qui est extrémement utile.

Théoreme 4.
Soit f : E — F une application linéaire avec E et F de dimension finie.
Supposons dim E = dim F. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est bijective
(ii) f est injective
(iii) f est surjective

Autrement dit, dans le cas d’une application linéaire entre deux espaces de méme dimension, pour démontrer
qu’elle est bijective, il suffit de démontrer I'une des deux propriétés : injectivité ou surjectivité.

Démonstration. C’est immédiat a partir du théoréme du rang. En effet, la propriété f injective équivaut a
Ker f = {0}, donc d’aprés le théoréme du rang, f est injective si et seulement si dimIm f = dim E. D’apres
I'hypothese sur I'égalité des dimensions de E et de F, ceci équivaut a dimIm f = dim F. Cela équivaut donc
almf =F, cest-a-dire f est surjective. O

Exemple 10.

Soit f : R? — R? définie par f (x,y) = (x —y, x + y). Une facon simple de montrer que I'application linéaire
f est bijective est de remarquer que ’espace de départ et 'espace d’arrivée ont méme dimension. Ensuite
on calcule le noyau :

(x,y)eKerf < f(x,y)=0 < (x—y,x+y)=(0,0)

+y = 0
— { Ty — (x,y)=(0,0)
x—y =0

Ainsi Ker f = {(0, 0)} est réduit au vecteur nul, ce qui prouve que f est injective et donc, par le théoréme 4,
que f est un isomorphisme.

Exemple 11.

On termine par la justification que si une matrice admet un inverse a droite, alors c’est aussi un inverse a
gauche. La preuve se fait en deux temps : (1) I'existence d’'un inverse a gauche ; (2) I'égalité des inverses.
Soit A € M,,(K) une matrice admettant un inverse a droite, c’est-a-dire il existe B € M,,(K) tel que AB =1I.

1. Soit f : M,,(K) — M,(K) définie par f (M) = MA.
(a) f estune application linéaire, car f(AM + uN) = (AM + uN)A=Af (M) + uf(N).

(b) f estinjective : en effet supposons f (M) = O (ou O est la matrice nulle), cela donne MA= 0. On
multiplie cette égalité par B a droite, ainsi MAB = OB, donc MI = O, donc M = O.

(c) Par le théoreme 4, f est donc aussi surjective.

(d) Comme f est surjective, alors en particulier I'identité est dans 'image de f. C’est-a-dire il existe
C € M,(K) tel que f(C) =1I. Ce qui est exactement dire que C est un inverse a gauche de A: CA=1.
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2. Nous avons AB =1 et CA=I. Montrons B = C. Calculons CAB de deux facons :
(CABB=IB=B etC(AB)=CI=C
donc B =C.

Mini-exercices.

1. Soit (eq,e,,e3) la base canonique de R3. Donner I'expression de f(x,y,z) ot f : R® — R3 est
I'application linéaire qui envoie e; sur son opposé, qui envoie e, sur le vecteur nul et qui envoie e5 sur
la somme des trois vecteurs ey, e,, €.

2. Soit f : R® — R? définie par f(x,y,z) = (x — 2y — 3z, 2y + 3z). Calculer une base du noyau de f,
une base de I'image de f et vérifier le théoréme du rang.

3. Méme question avec f : R® — R® définie par f(x,y,2) = (—y +2,x +2,x + y).

4, Méme question avec 'application linéaire f : R,[X] — R,[X] qui & X* associe X*~! pour 1 <k <n
et qui a 1 associe 0.

5. Lorsque c’est possible, calculer la dimension du noyau, le rang et dire si f peut étre injective, surjective,
bijective :
« Une application linéaire surjective f : R” — R*.
« Une application linéaire injective f : R®> — R8.
« Une application linéaire surjective f : R* — R*.
« Une application linéaire injective f : R® — RS.

3. Matrice d’une application linéaire

Nous allons voir qu’il existe un lien étroit entre les matrices et les applications linéaires. A une matrice on
associe naturellement une application linéaire. Et réciproquement, étant donné une application linéaire, et
des bases pour les espaces vectoriels de départ et d’arrivée, on associe une matrice.

Dans cette section, tous les espaces vectoriels sont de dimension finie.

3.1. Matrice associée a une application linéaire

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Soient p la dimension de E et 8 = (e, ..., ¢p)
une base de E. Soient n la dimension de F et 8’ = (fy,..., f,) une base de F. Soit enfin f : E — F une
application linéaire.
Les propriétés des applications linéaires entre deux espaces de dimension finie permettent d’affirmer que :
 l'application linéaire f est déterminée de facon unique par I'image d’une base de E, donc par les vecteurs
f(el):f(eZ)a"-’f(ep)'
» Pour j€{1,...,p}, f(e;) est un vecteur de F et s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire
des vecteurs de la base B’ = (f1, fo,-.-,fn) de F.

Il existe donc n scalaires uniques a; j,d, j, ..., d, ; (parfois aussi notés a; ;, ayj, ..., a,;) tels que

ay,j
a2,j
f(e]) = al’jfl + Clz’jfz +-ee 4 an,jfn =

an,j B’

Ainsi, I'application linéaire f est entiérement déterminée par les coefficients (a; ;)i j)ef1,...n}x{1,...p}- 11 €st
donc naturel d’introduire la définition suivante :
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Définition 4.

La f par rapport aux bases 2 et %’ est la matrice (q; ;) € M, ,(K) dont
la j-éme colonne est constituée par les coordonnées du vecteur f (e;) dans la base B = (f3, fo,...,f,) :
fler) ... fle) ... flep)
h an ai;j d1p
fa as ayj azp
fn an1 Anj T Anp

En termes plus simples : c’est la matrice dont les vecteurs colonnes sont 'image par f des vecteurs de la
base de départ 98, exprimée dans la base d’arrivée 98’. On note cette matrice Matg g/ (f).
Remarque.

« La taille de la matrice Matg 4/(f) dépend uniquement de la dimension de E et de celle de F.

o Par contre, les coefficients de la matrice dépendent du choix de la base % de E et de la base %8’ de F.

Exemple 12.
Soit f 'application linéaire de R® dans R? définie par

f @ R — R?

(x1,X9,x3) = (7 + x5 —x3,X1] —2x3 + 3X3)
Il est utile d’identifier vecteurs lignes et vecteurs colonnes; ainsi f peut étre vue comme l’application

N X1+Xp—X3
f: x§ = (x1—2x2+3x3 )
Soient 9B = (e, e5, e3) la base canonique de R et B’ = (f, f,) la base canonique de R?. C’est-a-dire :
1 0 0

1 0
eg=|0 eo=|1 e3=|0 flz(o) f2=(1)
0 0 1

1. Quelle est la matrice de f dans les bases & et B’ ?
e Ona f(e;) = f(1,0,0) =(1,1) = f; + f5. La premiere colonne de la matrice Matg g4/ (f) est donc

(1)-

« De méme f(e;) = f(0,1,0) = (1,—2) = f; —2f,. La deuxiéme colonne de la matrice Matg g (f) est

donc (1).
« Enfin f(e3) = f(0,0,1) = (—1,3) = —f; + 3f,. La troisitme colonne de la matrice Matg 4/ (f) est
donc (_31 )
Ainsi :
Matg /(f) = G _12 31)
2. On va maintenant changer la base de I'espace de départ et celle de I'espace d’arrivée. Soient les vecteurs

1 1 0

1 1

e=|1 €e2=10 e3=1|1 ¢ = 0 ¢y = 1
0 1 1

On montre facilement que %, = (€1, €5, €3) est une base de R et By = (¢1, ¢p3) est une base de R2.

Quelle est la matrice de f dans les bases %, et %;?

f(el) :f(1: 1:0) = (2: _1) = Sd)l - ¢23 f(EZ) :f(]-)O: 1) = (0: 4) = _4¢1 +4¢2’ f(€3) :f(os ]-: 1) =

(0,1) =—¢; + ¢, donc
Matg,, g (f) = (_31 _44 _11)

Cet exemple illustre bien le fait que la matrice dépend du choix des bases.
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3.2. Opérations sur les applications linéaires et les matrices

Proposition 8.
Soient f, g : E — F deux applications linéaires et soient 9 une base de E et B’ une base de F. Alors :

* Matg g (f +g)=Matg 4 (f)+Matg 4/(g)
* Matg g/(Af) = AMatg 5/(f)

Autrement dit, si on note :
A=Mat%)%/(f) B=Mat%,%/(g) C=Mat%,%/(f+g) D=Mat%,$/(lf)
Alors :
C=A+B D=2A

Autrement dit : la matrice associée a la somme de deux applications linéaires est la somme des matrices (a
condition de considérer la méme base sur I'espace de départ pour les deux applications et la méme base sur
I'espace d’arrivée). Idem avec le produit par un scalaire.

Le plus important sera la composition des applications linéaires.

Proposition 9.
Soient f : E — F et g : F — G deux applications linéaires et soient % une base de E, 3B’ une base de F et
B" une base de G. Alors :

Matg 5~(g o f) =Matg g/(g) x Matg g/(f)

Autrement dit, si on note :

A=Matg 5/(f) B=Matg g.(g) C=Matg gz (gof)
Alors
C=BxA
Autrement dit, a condition de bien choisir les bases, la matrice associée a la composition de deux applications
linéaires est le produit des matrices associées a chacune d’elles, dans le méme ordre.

En fait, le produit de matrices, qui semble compliqué au premier abord, est défini afin de correspondre a la
composition des applications linéaires.

Démonstration. Posons p = dim(E) et 88 = (ey,...,e,) une base de E; n =dimF et B =(f1,...,f,) une
base de F; ¢ = dimG et 8" =(g,...,g,) une base de G. Ecrivons A = Matg 4/ (f) = (a;;) € M, ,(K) la
matrice de f, B = Mat g 4.(g) = (b;;) € M ,(K) la matrice de g, C =Matg 4.(g o f) = (c;j) € My ,(K) la
matrice de g o f.
On a

(gof)ley) = g(f(el))
g(allfl +ee +an1fn)
an8(fi)+---+aug(fs)

= all(bllgl +teeet bqlgq) + "'+an1(b1n81 et bqngq)

Ainsi, la premiere colonne de C = Matg g4.(g o f) est

a;;by -+ apbyy
ayibyy +--+ap; by

allbql +---+ anlbqn
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Mais ceci est aussi la premiére colonne de la matrice BA. En faisant la méme chose avec les autres colonnes,
on remarque que C = Matgy 4~(g o f) et BA sont deux matrices ayant leurs colonnes égales. On a donc bien
I'égalité cherchée. O

Exemple 13.

On considére deux applications linéaires : f : R> —» R> et g : R®> —» R2. On pose E = R?, F = R3, G = R?
avec f : E—F, g:F — G. On se donne des bases : 8 = (ej,e,) une base de E, B’ = (f1, f5, f3) une base
de F, et B” =(gy, g2) une base de G.

On suppose connues les matrices de f et g :

1 0
2 =1 0
A:Matg’%/(f): 1 1 EMB,Z B:Mat%/’gg//(g): 3 1 9 €M2,3
0 2

Calculons la matrice associée a go f : E — G, C =Matg 4.(g o f), de deux facons différentes.

1. Premiere méthode. Revenons a la définition de la matrice de I'application linéaire g o f. Il s’agit
d’exprimer 'image des vecteurs de la base de départ 9 dans la base d’arrivée 8B”. C’est-a-dire qu'il faut
exprimer g o f (e;) dans la base (g1, g2)-

« Calcul des f(e;). On sait par définition de la matrice A que f(e;) correspond au premier vecteur
colonne : plus précisément, f (e;) = (i)%/ =1f1+1f,+0f3=f1 + fo.

. 0
De méme, f(ey) = (%)@/ =0f; +1fy +2f3 = fo+2f5.
» Calcul des g(f;). Par définition, g(f;) correspond a la j-éme colonne de la matrice B :

— 8= @ =28, +3¢,
— g(fz)=(_1 ) =—g1+8
0
— g(f)=( ) =2g
3 2)., 2

« Calcul des g o f(e;). Pour cela on combine les deux séries de calculs précédents :
gofler)=g(fi+f2)=g(f1)+g(f2) = (281 +3g2) +(—g1 + &2) = g1 + 482
gofley) =g(fa+2f3) =g(f2) +28(f3) = (—g1 + &2) + 2(282) = —g1 + 58>
» Calcul de la matrice C = Matg g.(gof) : cette matrice est composée des vecteurs g o f (e;) exprimés
dans la base 8”. Comme

gof(e)) =g +4g,= G)

-1
gOf(ez)=—g1+5gz=(5 )

1"

=3 )

On trouve bien une matrice de taille 2 x 2 (car 'espace de départ et d’arrivée de g o f est R?).

alors

2. Deuxieme méthode. Utilisons le produit de matrices : on sait que C = BA. Donc

10
Mat g z/(g0f)=C=BxA 2 -1 0 1y g 1
mnmeor )=0 = = —
#,8"\8 3 1 2 o 5 4 5

Cet exemple met bien en évidence le gain, en termes de quantité de calculs, réalisé en passant par I'intermé-
diaire des matrices.
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3.3. Matrice d’'un endomorphisme

Dans cette section, on étudie le cas ou I'espace de départ et 'espace d’arrivée sont identiques : f : E — E est
un endomorphisme. Si dim E = n, alors chaque matrice associée a f est une matrice carrée de taille n x n.
Deux situations :
« Si on choisit la méme base % au départ et a l'arrivée, alors on note simplement Mat4(f) la matrice
associée a f .
» Mais on peut aussi choisir deux bases distinctes pour le méme espace vectoriel E ; on note alors comme
précédemment Mat g g/ (f ).

Exemple 14.

o Cas de l'identité : id : E — E est définie par id(x) = x. Alors quelle que soit la base 98 de E, la matrice
associée est la matrice identité : Mat4(id) = I,,. (Attention! Ce n’est plus vrai si la base d’arrivée est
différente de la base de départ.)

 Cas d’'une homothétie h; : E = E, h;(x) = A - x (ou A € K est le rapport de 'homothétie) : Mat g (h;) =
Al

« Cas d’'une symétrie centrale s : E — E, s(x) = —x : Matg(s) = —I,,.

e Cas de ry : R? — R? la rotation d’angle 0, centrée a l'origine, dans 'espace vectoriel R?> muni de la
base canonique 9. Alors rg(x,y) = (xcosf —ysin6,xsin 6 + y cos6). On a

(cos 60 —sin 9)
Mat%(rg): .

sinf cos0
Dans le cas particulier de la puissance d'un endomorphisme de E, nous obtenons :

Corollaire 1.
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et 9 une base de E. Soit f : E — E une application linéaire.
Alors, quel que soit p € N :

Matg(f?) = (Matg(f))"

Autrement dit, si A est la matrice associée a f, alors la matrice associée a f» = fofo.--of est A? =
—

P occurrences
AxAx .-+ xA. La démonstration est une récurrence sur p en utilisant la proposition 9.
p facteurs
Exemple 15.
Soit ry la matrice de la rotation d’angle 6 dans R?. La matrice de rg est :
. P
Mat, (rf) = (s () = (05 20

Un calcul par récurrence montre ensuite que

cos(pf) — sin(pG))

Matg(ry) = (sin(pQ) cos(p9)

ce qui est bien la matrice de la rotation d’angle p6 : composer p fois la rotation d’angle 6 revient a effectuer
une rotation d’angle p6.

3.4. Matrice d’un isomorphisme

Passons maintenant aux isomorphismes. Rappelons qu'un isomorphisme f : E — F est une application
linéaire bijective. Nous avons vu que cela entraine dimE = dim F.

Théoréme 5 (Caractérisation de la matrice d’'un isomorphisme).
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie. Soit f : E — F une application linéaire.
Soient 8 une base de E, 9B’ une base de F et A= Matg z/(f).
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1. f est bijective si et seulement si la matrice A est inversible. Autrement dit, f est un isomorphisme si et
seulement si sa matrice associée Mat g g/ (f) est inversible.

2. Deplus, si f : E — F est bijective, alors la matrice de Uapplication linéaire f ' : F — E est la matrice

-1
A7Y. Autrement dit, Matgg: (f 1) = (Mat%’%/(f)) .

Voici le cas particulier trés important d’'un endomorphisme f : E — E ou E est muni de la méme base % au
départ et a l'arrivée et A= Mat 5 (f).

Corollaire 2.
o f est bijective si et seulement si A est inversible.
o Si f est bijective, alors la matrice associée & f~* dans la base 9B est A~*.

Autrement dit : Matg(f 1) = (Matg(f ))_1.

Exemple 16.
Soient r : R? — R? la rotation d’angle Z (centrée a I'origine) et s la réflexion par rapport a 'axe (y = x).
Quelle est la matrice associée a (s o r)~! dans la base canonique 2 ?

. V3 1

cosf —sin6 = —=
e Pour O = Z, on trouve la matrice A = Mat = =| 2 2.
6 v »(r) (sin@ cos 6 ) ( 15

. A , . 01
« La matrice associée a la réflexion est B = Matg(s) = 1 0)

) -
(BA) t=AB1=...

On note que (BA) ™! = BA ce qui, en termes d’applications linéaires, signifie que (sor)™! = sor. Autrement
dit, s o r est son propre inverse.

e La matrice desor est B xA:(

ol
NlaN'H Nl Nl&l

ol

D=

La matrice de (sor)~! est (BA) ™! = (

-]
MI»—\N§

). On aurait aussi pu calculer ainsi :

Jewrn

Preuve du théoréme 5. On note A= Matg g/ (f).
« Si f est bijective, notons B = Matg g(f ~1). Alors par la proposition 9 on sait que

BA= Mat%/,%(f_l) X Mat%,%/(f) = Mat%,%(f_l Of) = Mat%,%(ldE) =1.
De méme AB = I. Ainsi A= Matg 5/(f) est inversible et son inverse est B = Matg/ 5(f ).
 Réciproquement, si A = Matg 4/(f) est une matrice inversible, notons B = Al Soitg : F > E
lapplication linéaire telle que B = Mat g/ 4(g). Alors, toujours par la proposition 9 :

Matg 5(g o f) =Matg 5(g) X Matg 5 (f) =BA=1
Donc la matrice de g o f est I'identité, ce qui implique g o f = id;. De méme f o g = idy. Ainsi f est
bijective (et sa bijection réciproque est g).
0
Mini-exercices.
1. Calculer la matrice associée aux applications linéaires f; : R? — R? dans la base canonique :
(a) f; la symétrie par rapport a 'axe (Oy),
(b) f, la symétrie par rapport a 'axe (y = x),
(c) f3 la projection orthogonale sur I'axe (Oy),
(d) f4larotation d’angle 7.

. PR , . s or—1
Calculer quelques matrices associées a f; o f; et, lorsque c’est possible, a ;.
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2. Méme travail pour f; : R® - R3:
(a) f; 'homothétie de rapport A,
(b) f, la réflexion orthogonale par rapport au plan (Oxz),
(¢) f5 la rotation d’axe (Oz) d’angle —%,

(d) f4 la projection orthogonale sur le plan (Oyz).

4. Changement de bases

4.1. Application linéaire, matrice, vecteur

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit 8 = (e, e, ..., ep) une base de E. Pour chaque x € E,
il existe un p-uplet unique d’éléments de K (x1,x,,...,x,) tel que

X:x1€1+xZ€2+"'+Xpep.

X

X1

X2
La matrice des coordonnées de x est un vecteur colonne, noté Matz(x) ou encore | . .
P’ R

X1
X2

Dans RP, si 4 est la base canonique, alors on note simplement ( . ) en omettant de mentionner la base.

x‘P
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f : E — F une application linéaire. Le but de
ce paragraphe est de traduire 1'égalité vectorielle y = f(x) par une égalité matricielle.

Soient % une base de E et 8’ une base de F.

Proposition 10.
e SoitA= Mat%”%/(f )

X

X1

X2
e Pour x € E, notons X = Matg(x) = ( . ) .
B

N
Y2
e Pour y € F, notons Y = Matg/(y) = ( : ) .
I/
Alors, si y = f(x), ona

Autrement dit :

Mat g/ (f(x)) = Matg g/ (f) x Mat g(x)

Démonstration.

» On pose % = (ey,.--,¢€p), B =(f1,f2,--» fr), A= (a; ;) =Matg 4/ (f) et X =Matg(x) = ( ;).

Xp

e Ona

p p p n
f(x):f(zxjej): xjf(ej):ij(Zai,jfi)-
j=1 j=1 j=1

j= i=1
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En utilisant la commutativité de K, on a

p P
flx)= (Zal,jxj)fl +o-t (Zan,jxj)fn'

j=1 j=1
Zﬁ;l a1,jXj
) ; i a2 jx;
» La matrice colonne des coordonnées de y = f(x) dans la base (f1, f5,. .., f,) est
Z§=1 An,jXj

P
Zj:1 a1,jX;j X1

. . Z?:l g j X X2
« Ainsi la matrice Y = Mat g/ ( f (x)) = ) n'est autre que A| . |.

N X
P p
Z]‘=1 An,jXj

Exemple 17.
Soient E un K-espace vectoriel de dimension 3 et 8 = (ey, €5, e3) une base de E. Soit f 'endomorphisme
de E dont la matrice dans la base & est égale a

121
A=Matgz(f)=[2 3 1
110

On se propose de déterminer le noyau de f et 'image de f.
Les éléments x de E sont des combinaisons linéaires de e, e, et e3 : x = x;e; + Xye5 + x3e3. On a

0
x€eKerf < f(x)=0; < Mat%(f(x))z 0
0

0 X7 0

— AX=|0| <= A|xy|=]|0

0 X3 0

Xy + 2x9 + x3 = 0

— 2x; + 3x9 + x3 = O

X1+ Xy 0

On résout ce systéme par la méthode du pivot de Gauss. On trouve
Kerf = {xlel+x2e2+x3e3 €E|x;+2xy+x3=0et xy+ X3 =0}

~ () 1eer)=vea((2),)

Le noyau est donc de dimension 1. Par le théoréme du rang, I'image Im f est de dimension 2. Les
deux premiers vecteurs de la matrice A étant linéairement indépendants, ils engendrent Im f : Im f =

wa((3),.(3),)

4.2. Matrice de passage d’'une base a une autre

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. On sait que toutes les bases de E ont n éléments.
Définition 5.
Soit % une base de E. Soit 98’ une autre base de E.
On appelle de la base % vers la base 98’, et on note Py g/, la matrice carrée de taille

n x n dont la j-éme colonne est formée des coordonnées du j-éme vecteur de la base 98’, par rapport a
la base 4.

On résume en :
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La matrice de passage Py 4/ contient - en colonnes - les coordonnées des vecteurs de
la nouvelle base 98’ exprimés dans I'ancienne base 2.

C’est pourquoi on note parfois aussi Pg g4/ par Mat g (3B).

Exemple 18.
Soit I'espace vectoriel réel R2. On considére

o) ) o) )

On consideére la base % = (e;, e,) et la base B’ = (€1, €,).
Quelle est la matrice de passage de la base 98 vers la base %’ ?
Il faut exprimer €, et €, en fonction de (e, e5). On calcule que :

-1 1
61:—61+262:( ) Ezzel+4€2:( )
2 B 4%

La matrice de passage est donc :
o101
22\ 2 4

On va interpréter une matrice de passage comme la matrice associée a I'application identité de E par rapport
a des bases bien choisies.
Proposition 11.
La matrice de passage Pg g de la base 9B vers la base B’ est la matrice associée a Uidentité idg : (E, B') —
(E, $B) ou E est Uespace de départ muni de la base %B’, et E est aussi Uespace d’arrivée, mais muni de la base
B

P%’%/ = Mat%/’%(ldE)

Faites bien attention a l'inversion de 'ordre des bases!

Cette interprétation est un outil fondamental pour ce qui suit. Elle permet d’obtenir les résultats de facon
trés élégante et avec un minimum de calculs.

Démonstration. On pose 9B = (eq,ey,...,e,) et B' = (ey,e,,...,e)). On considére

id;, : (E,8) — (E, %)
x — idg(x)=x
On a idE(e;.) = e;. = Z?:l a; je; et Matg 4(idg) est la matrice dont la j-eéme colonne est formée des

ai,j
az,j

coordonnées de e; par rapport a 9, soit | . |. Cette colonne est la j-éme colonne de Py . O

Proposition 12.

1. La matrice de passage d’une base 9 vers une base %’ est inversible et son inverse est égale a la matrice

de passage de la base B’ vers la base B : | Py 5 = (P%,%/ )_1

2. Si B, B’ et B" sont trois bases, alors | Py g+ =Py g/ X Py g

Démonstration.
1. On aPg 5 =Matgy 4 (idE ) Donc, d’apres le théoreme 5 caractérisant la matrice d’'un isomorphisme,

Pé%gg/ = (Mat%/,% (ldE ))_1 = Matgg’%l (ldgl ) Or ldg1 = idE, donc P;gl%, = Matga’gg/ (ldE) = ng/}%.
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2. idg : (E, B") — (E, $B) se factorise de la facon suivante :
id id
(E, B")— (E, B) — (E, B).

Autrement dit, on écrit idy = idgoidg. Cette factorisation permet d’écrire 1'égalité suivante :
Mat:@//’% (ldE ) = Mat@/’% (ldE ) X Mat(%//’%/ (ldE ), soit P%’@// = P@’%/ X P@/’gg//.

0
Exemple 19.
Soit E = R® muni de sa base canonique 9. Définissons
1 0 3 1 0 0
#=1].[-1],] 2 et By=(|-1|,11],] 0
0 0 -1 0 0 -1
Quelle est la matrice de passage de %, vers %, ?
On a d’abord
1 0 3 1 0 O
Ppg =|1 -1 2 et Pyg=[-11 0
0O 0 -1 0O 0 -1

. . . . _ _ —1 .
La proposition 12 implique que Py 5, =Pg 5 X Py 4,. DonconaPg 5 = Py @, % Pz,3, En appliquant
la méthode de Gauss pour calculer Pg_algglj on trouve alors :
1

1 0 3\ 1 0 0
Pp g =1 —1 2 x|-1 1 o0
0 0 -1 0 0 -1

1 0 3 1 0 0 1 0 -3

=11 -1 1 |x|[-11 o0]=|2 -1 —1

0 0 -1 0 0 -1 0 0 1

Nous allons maintenant étudier I'effet d'un changement de bases sur les coordonnées d’un vecteur.

* Soient B = (eq,ey,...,e,) et B’ = (e}, e,,...,e!) deux bases d'un méme K-espace vectoriel E.
* Soit Py g/ la matrice de passage de la base 98 vers la base %’
5
» Pour x €E, il se décompose en x = 21;1 x;e; dans la base % et on note X = Matg(x) = ( : ) .
xn/ B
X}
o
« Ce méme x € E se décompose en x = ».._, x'e] dans la base 8’ et on note X’ = Matg/(x) = :
xn %/

Proposition 13.

X = P%,%/ XX/

Notez bien 'ordre !

Démonstration. Pg g est la matrice de idg : (E, 8") — (E, ). On utilise que x = idg(x) et la proposition
10.On a:
X = Mat%(x) = Mat% (ldE(X)) = Mat%/’gg(idE) X Mat%/(x) = P%“%/ XX/
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4.3. Formule de changement de base

o Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie.

e Soit f : E — F une application linéaire.

+ Soient By, A, deux bases de E.

* Soient By, $; deux bases de F.

* Soit P =Pg,_ g/ la matrice de passage de %y a By,

* S0it Q =Pg, g5 la matrice de passage de %y a By

* Soit A=Matg_ 4, (f) la matrice de 'application linéaire f de la base % vers la base %y.
* Soit B = Matg: g (f) la matrice de I'application linéaire f de la base 98, vers la base ;.

Théoréme 6 (Formule de changement de base).

B=Q'AP

Démonstration. Lapplication f : (E, B;) — (F, ;) se factorise de la facon suivante :

id id
(E, BL) —% (B, Byp) - (F, By) —5 (F, BL),

c’est-a-dire que f =idy of oidg.
On a donc I'égalité de matrices suivante :
B = Matg g (f)
Matg, g (idp) x Matg, g, (f) x Matg, 4 (idg)

Py @, xMatg, 5 (f) X Pg, g
Q'ApP

Dans le cas particulier d'un endomorphisme, nous obtenons une formule plus simple :
» Soit f : E — E une application linéaire.
o Soient B, B’ deux bases de E.
* Soit P =Py 4 la matrice de passage de %8 a B'.

Soit A= Mat 4(f) la matrice de I'application linéaire f dans la base .

e Soit B = Matg. (f) la matrice de l'application linéaire f dans la base %’.

Le théoréme 6 devient alors :

Corollaire 3.

B=PlAP
Exemple 20.
Reprenons les deux bases de R® de 'exemple 19 :
1 0 3 1 0 0
#=1],[-1].] 2 et By=||-1],[1],[ 0
0 0 -1 0 0 —1

Soit f : R® — R3 I'application linéaire dont la matrice dans la base %, est :

1 0 —6
0O 0 3

Que vaut la matrice de f dans la base 9%,, B =Matg, (f)?

208
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1. Nous avions calculé que la matrice de passage de %, vers %, était

1 0 -3

P=Pg g =2 -1 —1

0 O 1
1 0 3
2. OncalculeaussiP'=|2 -1 5
0 0 1

3. On applique la formule du changement de base du corollaire 3 :

1 0 3 1 0 —6 1 0 -3 1 0O
B=P'AP=(2 -1 5|x|—-2 2 —7|x|2 -1 =1|=|0 2 0
0 0 1 0 0 3 0 0 1 0 0 3

C’est souvent l'intérét des changements de base, se ramener a une matrice plus simple. Par exemple ici, il
est facile de calculer les puissances BX, pour en déduire les AX.

4.4. Matrices semblables

Les matrices considérées dans ce paragraphe sont des matrices carrées, éléments de M, (K).
Définition 6.
Soient A et B deux matrices de M,(K). On dit que la matrice B est a la matrice A s’il existe
une matrice inversible P € M, (K) telle que B = P1AP.

C’est un bon exercice de montrer que la relation « étre semblable » est une relation d’équivalence dans
I’ensemble M, (K) :

Proposition 14.
 La relation est réflexive : une matrice A est semblable a elle-méme.
o La relation est symétrique : si A est semblable a B, alors B est semblable a A.
e La relation est transitive : si A est semblable a B, et B est semblable a C, alors A est semblable a C.

Vocabulaire :

Compte tenu de ces propriétés, on peut dire indifféremment que la matrice A est semblable a la matrice B
ou que les matrices A et B sont semblables.

Le corollaire 3 se reformule ainsi :

Corollaire 4.
Deux matrices semblables représentent le méme endomorphisme, mais exprimé dans des bases différentes.

Mini-exercices.
Soit f : R? — R? définie par f (x,y) = (2x + y,3x —2y), Soit v = ( 3, ) € R? avec ses coordonnées dans
la base canonique %, de R2. Soit 8, = ((3),(3)) une autre base de R2.

1. Calculer la matrice de f dans la base canonique.

2. Calculer les coordonnées de f(v) dans la base canonique.

3. Calculer la matrice de passage de 9B, a %;.

4. En déduire les coordonnées de v dans la base %, et de f(v) dans la base %3, .
5

. Calculer la matrice de f dans la base %;.

. 3
Méme exercice dans R® avec f : R® — R3, f(x,y,2) = (x —2y,y — 22,2 — 2X), v = (—12) e R et

2 =((1).5).(2))



MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES 4. CHANGEMENT DE BASES 210

Auteurs du chapitre
e D’apres un cours de Sophie Chemla de I'université Pierre et Marie Curie, reprenant des parties d'un
cours de H. Ledret et d'une équipe de I'université de Bordeaux animée par J. Queyrut,
 réécrit et complété par Arnaud Bodin. Relu par Vianney Combet.



Déterminants

Vidéo M partie 1. Déterminant en dimension 2 et 3
Vidéo M partie 2. Définition du déterminant

Vidéo M partie 3. Propriétés du déterminant

Vidéo M partie 4. Calculs de déterminants

Vidéo W partie 5. Applications des déterminants
Fiche d’exercices ¢ Calculs de déterminants

Le déterminant est un nombre que I'on associe a n vecteurs (vy,...,V,) de R". Il correspond au volume
du parallélépipede engendré par ces n vecteurs. On peut aussi définir le déterminant d'une matrice A. Le
déterminant permet de savoir si une matrice est inversible ou pas, et de facon plus générale, joue un role
important dans le calcul matriciel et la résolution de systémes linéaires.

Dans tout ce qui suit, nous considérons des matrices a coefficients dans un corps commutatif K, les principaux
exemples étant K = R ou K = C. Nous commencons par donner 'expression du déterminant d'une matrice
en petites dimensions.

1. Déterminant en dimension 2 et 3

1.1. Matrice 2 x 2

En dimension 2, le déterminant est trés simple a calculer :

a b
det(C d) =ad — bc.

C’est donc le produit des éléments sur la diagonale principale (en bleu) moins le produit des éléments sur
l'autre diagonale (en orange).


http://www.youtube.com/watch?v=llMn-67irWo
http://www.youtube.com/watch?v=oB5ExBjkeeA
http://www.youtube.com/watch?v=LyWTA-4M424
http://www.youtube.com/watch?v=_ViUXoXaxRM
http://www.youtube.com/watch?v=OWxKjHf5HgU
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00161.pdf
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1.2. Matrice 3 x 3

Soit A € M3(K) une matrice 3 x 3 :

din a2 i3

A=|ay azxp axp

a3 4z dss

Voici la formule pour le déterminant :
detA = ay10a2a33 + a12a53031 + A13021a33 — A31d2013 — d3023011 — A33d01d13 -

Il existe un moyen facile de retenir cette formule, c’est la : on recopie les deux premiéres
colonnes a droite de la matrice (colonnes grisées), puis on additionne les produits de trois termes en les
regroupant selon la direction de la diagonale descendante (a gauche), et on soustrait ensuite les produits
de trois termes regroupés selon la direction de la diagonale montante (a droite).

dyp, d13 Qi3 d;p dpp dp;  djp dg3
ay; Ay dyz oy Uy dy; Qyy djs 53]
d3; dzy ‘dgz, d3p d3o d3; dzy dzz d3; d3p
Exemple 1.
2 1 0
Calculons le déterminant de la matriceA=|1 —1 3
3 2 1

Par la régle de Sarrus :
detA=2x(—1)x14+1x3x34+0x1x2
- - — =—6.

Attention : cette méthode ne s’applique pas pour les matrices de taille supérieure a 3. Nous verrons d’autres
méthodes qui s’appliquent aux matrices carrées de toute taille et donc aussi aux matrices 3 x 3.

1.3. Interprétation géométrique du déterminant

On va voir qu’en dimension 2, les déterminants correspondent a des aires et en dimension 3 a des volumes.
Donnons nous deux vecteurs v; = (¢) et v, = ( 3) du plan R2. Ces deux vecteurs v;, v, déterminent un
parallélogramme.

Y
A
Va
JA "
T - X
0 1
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Proposition 1.
Laire du parallélogramme est donnée par la valeur absolue du déterminant :

o = ’det(vl,vz)‘ = ’det(z Z) ’

De maniere similaire, trois vecteurs de I'espace R® :

a aiz a3
Vi=| an Vo = | Q22 V3 = | da3
asy asz ass
définissent un parallélépipede.
Vg
V1

A partir de ces trois vecteurs on définit, en juxtaposant les colonnes, une matrice et un déterminant :

a;; app 43
det(vy,vy,v3) =det| ag; ag ass

a31 dzz ds3

Proposition 2.
Le volume du parallélépipéde est donné par la valeur absolue du déterminant :

YV = det(vl,VZ, V3) .

On prendra comme unité d’aire dans R? l'aire du carré unité dont les c6tés sont les vecteurs de la base
canonique (($),(9)), et comme unité de volume dans R®, le volume du cube unité.

Démonstration. Traitons le cas de la dimension 2. Le résultat est vrai si v; = (§) et v, = (2). En effet, dans
ce cas on a affaire a un rectangle de c6tés |a| et |d|, donc d’aire |ad|, alors que le déterminant de la matrice

a O
(O d) vaut ad.

Va

V1

Y

Si les vecteurs v; et v, sont colinéaires alors le parallélogramme est aplati, donc d’aire nulle ; on calcule
facilement que lorsque deux vecteurs sont colinéaires, leur déterminant est nul.

Dans la suite on suppose que les vecteurs ne sont pas colinéaires. Notons v; = (¢) et vy = ( 2 ) Sia#0,
. 0

alors v}, = v, — 2y, est un vecteur vertical : v, = (d_ b )

Lopération de remplacer v, par v, ne change pas l'aire du parallélogramme (c’est comme si on avait coupé

le triangle vert et on I'avait collé a la place le triangle bleu).



DETERMINANTS 1. DETERMINANT EN DIMENSION 2 ET3 214

Va

Cette opération ne change pas non plus le déterminant car on a toujours :

det(vy,v,) = det( ) =ad — bc = det(vy,v,).

a
b d—2c

On pose alors v; = () : c’est un vecteur horizontal. Encore une fois I'opération de remplacer v; par v ne
change ni 'aire des parallélogrammes ni le déterminant car

0

det(v],v,) = det (g d éc) = ad — bc = det(vy,v,).
a

On s’est donc ramené au premier cas d’'un rectangle aux c6tés paralleles aux axes, pour lequel le résultat est
déja acquis.

Le cas tridimensionnel se traite de fagon analogue. O

Mini-exercices.

1 2 -7 8
1. Pour A= (5 3) etB= ( 9 5) calculer les déterminants de A, B, Ax B, A+ B, A1, AA, AT.

2. Mé t a=(® P)ep=(¢ ©
. Mémes questions pour A = etB= .
q p c d C/ d/
2 0 1 1 2 3
3. Mémes questions pourA=|2 —1 2 |etB=[0 2 2
3 1 0 0 0 3

4. Calculer l'aire du parallélogramme défini par les vecteurs (g) et (}1)

2

5. Calculer le volume du parallélépipede défini par les vecteurs (%), ( ! ), (:;)
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2. Définition du déterminant

Cette partie est consacrée a la définition du déterminant. La définition du déterminant est assez abstraite et
il faudra attendre encore un peu pour pouvoir vraiment calculer des déterminants.

2.1. Définition et premiéeres propriétés
Nous allons caractériser le déterminant comme une application, qui a une matrice carrée associe un scalaire :

det : M,(K) — K

Théoréme 1 (Existence et d’unicité du déterminant).

Il existe une unique application de M,,(K) dans K, appelée , telle que
(i) le déterminant est linéaire par rapport a chaque vecteur colonne, les autres étant fixes;
(ii) si une matrice A a deux colonnes identiques, alors son déterminant est nul;
(iii) le déterminant de la matrice identité I, vaut 1.

Une preuve de 'existence du déterminant sera donnée plus bas en section 2.4.
On note le déterminant d’'une matrice A = (a;;) par :

a;; diz rr dip
gy Qg+ dop
detA ou
an1 Ap2 " dpp
Si on note C; la i-eme colonne de A, alors
detA=|C; Cy -+ Cy|=det(Cy,Co,...,Cp).

Avec cette notation, la propriété (i) de linéarité par rapport a la colonne j s’écrit : pour tout A, u € K,
det(Cy,...,AC; +uCj,...,C,) = Adet(Cl,...,CJ-,...,Cn)+,udet(C1,...,CJ{,...,Cn), soit

apg - la]j+ua’1,- Qi
ajp e A'aij+tual{j Tt Qg
an1 " Aanj+nu'a;/1j ©rr Qap
all oo a1] “ee aln a].l LY ai] Y aln
=Alag - a Qi |t W |Qi1 alfj Tt Qi
an]_ DEEEY anj DR ann anl e a:-lj DR ann
Exemple 2.
6 5 4 6 1 4
7 =10 —-3|=5x|7 -2 =3
12 25 -1 12 5 -1

Car la seconde colonne est un multiple de 5.
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3 2 4-3 3 2 4 3 2 3
7 =5 3-=-2|=|7 =5 3|—|7 =5 2
9 2 10—4 9 2 101 |9 2 4

Par linéarité sur la troisiéme colonne.

Remarque.

« Une application de M,,(K) dans K qui satisfait la propriété (i) est appelée

« Si elle satisfait (ii), on dit qu’elle est
Le déterminant est donc la seule forme multilinéaire alternée qui prend comme valeur 1 sur la matrice I,,.
Les autres formes multilinéaires alternées sont les multiples scalaires du déterminant. On verra plus loin
comment on peut calculer en pratique les déterminants.

2.2. Premiéres propriétés

Nous connaissons déja le déterminant de deux matrices :
* le déterminant de la matrice nulle 0,, vaut O (par la propriété (ii)),
* le déterminant de la matrice identité I,, vaut 1 (par la propriété (iii)).

Donnons maintenant quelques propriétés importantes du déterminant : comment se comporte le déterminant
face aux opérations élémentaires sur les colonnes?

Proposition 3.
Soit A € M,,(K) une matrice ayant les colonnes C;,Cs,...,C,. On note A’ la matrice obtenue par une des
opérations élémentaires sur les colonnes, qui sont :

1. C; « AC; avec A # 0 : A est obtenue en multipliant une colonne de A par un scalaire non nul. Alors
detA’ = A detA

2. C;—Ci+AC;avec A€K (et j #1) : A est obtenue en ajoutant a une colonne de A un multiple d’'une
autre colonne de A. Alors detA’ = detA.

3. C; <> C; : A’ est obtenue en échangeant deux colonnes distinctes de A. Alors | detA’ = —detA |

Plus généralement pour (2) : 'opération C; < C; + Z;-lzl A;C; d’ajouter une combinaison linéaire des autres
J#i

colonnes conserve le déterminant.

Attention ! Echanger deux colonnes change le signe du déterminant.

Démonstration.
1. La premiére propriété découle de la partie (i) de la définition du déterminant.

2. SoitA= (Cl e G G Cn) une matrice représentée par ses vecteurs colonnes Cy. L'opéra-
tion C; « C; + AC; transforme la matrice A en la matrice A’ = (C1 o G+ AC; - Coeee Cn).

Par linéarité par rapport a la colonne i, on sait que

/
detA’ =detA+ Adet(C; -+ G C;i -+ Cp).
Or les colonnes i et j de la matrice (Cl e G G Cn) sont identiques, donc son détermi-
nant est nul.
3. Si on échange les colonnes i et j de A = (C1 R G R O Cn) on obtient la matrice A’ =
(Cl R G REEEEN &F Cn), ou le vecteur C; se retrouve en colonne i et le vecteur C; en colonne j.
Introduisons alors une troisieme matrice B = (Cl e GG GG Cn). Cette matrice

a deux colonnes distinctes égales, donc d’apres (ii), detB = 0.
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D’un autre c6té, nous pouvons développer ce déterminant en utilisant la propriété (i) de multilinéarité,
C’est-a-dire linéarité par rapport a chaque colonne. Ceci donne

0 =detB = det(C; -+ G+Cj - Ci+C -+ Cp)

= det(Cl e G GG Cn)
+det(C; - Ci+C - GCp)

= det(C1 e Gy G Cn)
+det(C1 cee G e G e Cn)
+det(C; - C; Cy)
+det(C; - C; Cp)

= detA+0+0+detA,

encore grace a (i) pour les deux déterminants nuls du milieu.

Corollaire 1.
Si une colonne C; de la matrice A est combinaison linéaire des autres colonnes, alors detA = 0.

2.3. Déterminants de matrices particuliéres

Calculer des déterminants n’est pas toujours facile. Cependant il est facile de calculer le déterminant de
matrices triangulaires.

Proposition 4.
Le déterminant d’'une matrice triangulaire supérieure (ou inférieure) est égal au produit des termes diagonaux.

Autrement dit, pour une matrice triangulaire A= (qa;;) on a

aq; Ay «ee eee ... Qqp
0 A9y vee vev oo Uop

detA= . . . . =ay;-Aagy ** App-
0 ... ... ... 0 au

Comme cas particuliéerement important on obtient :

Corollaire 2.
Le déterminant d’'une matrice diagonale est égal au produit des termes diagonatcx.

Démonstration. On traite le cas des matrices triangulaires supérieures (le cas des matrices triangulaires
inférieures est identique). Soit donc

aj; Qo Az -t dyp
0 ay axy -+ ap
A = 0 0 a33 e a3n

0 0 0 - a
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La facon de procéder utilise I’'algorithme du pivot de Gauss (sur les colonnes, alors qu’il est en général défini
sur les lignes). Par linéarité par rapport a la premiere colonne, on a

On soustrait maintenant de chaque colonne C;, pour j > 2, la colonne C; multipliée par —a; ;. C’est 'opération
élémentaire C; < C; —a;;C;. Ceci ne modifie pas le déterminant d’apres la section précédente. Il vient donc

1 ayy a3 A1n

0 azp ap Aop
detA=a;; |0 O as3 A3n|.

0O O 0 Ann

1 0 O 0
0 azp axp o
detA=ay; |0 0 as Agp]| .
0 0 O Ann
Par linéarité par rapport a la deuxiéme colonne, on en déduit
1 0 O 0
01 aog aop
detA= aq1 + ooy 0 0 a3z -+ dzp
00 0 - a
et 'on continue ainsi jusqu’a avoir parcouru toutes les colonnes de la matrice. Au bout de n étapes, on a
obtenu
1 0O 0
010 ---0
detA=ayy - ag-azz---ay, |0 0 1 Ol =ay; - apy - ag3 -+ ay, - detl,,
0 0O 1
d’ot le résultat, car detl,, = 1, par (iii). O

2.4. Démonstration de I'existence du déterminant

La démonstration du théoreme d’existence du déterminant, exposée ci-dessous, est ardue et pourra étre
gardée pour une seconde lecture. Par ailleurs, 'unicité du déterminant, plus difficile, est admise.

Pour démontrer 'existence d’une application satisfaisant aux conditions (i), (ii), (iii) du théoréme-définition
1, on donne une formule qui, de plus, nous offre une autre méthode de calcul pratique du déterminant d’une
matrice, et on vérifie que les propriétés caractéristiques des déterminants sont satisfaites. On retrouvera
cette formule, dite de développement par rapport a une ligne, en section 4.2.

Notation. Soit A € M,,(K) une matrice carrée de taille n x n. Il est évident que si ’on supprime une ligne
et une colonne dans A, la matrice obtenue a n—1 lignes et n —1 colonnes. On note A; ; ou A;; la matrice
obtenue en supprimant la i-éme ligne et la j-eme colonne de A. Le théoréme d’existence peut s’énoncer de
la facon suivante :

Théoréme 2 (Existence du déterminant).
Les formules suivantes définissent par récurrence, pour n > 1, une application de M, (K) dans K qui satisfait
aux propriétés (i), (ii), (iii) caractérisant le déterminant :

e Déterminant d’une matrice 1 x 1. Sia € K et A= (a), detA=a.
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« Formule de récurrence. Si A= (a; ;) est une matrice carrée de taille n x n, alors pour tout i fixé

detA= (_1)i+1ai’1 detAl"l + (_1)i+2ai’2 detAi’Z +---+ (—1)i+"ai’n detAi’n.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur 'ordre des matrices.
Initialisation. Dans le cas n = 1, il est évident que toutes les propriétés souhaitées sont satisfaites.

Hérédité. Supposons maintenant que I'application det : M,_;(K) — K soit définie et satisfasse les propriétés

(i), (ii) et (iii). Pour faciliter I'exposition, la preuve va étre faite pour i = n. Soit A = (a; ;) notée aussi
al’j al,j

an,]‘

éléments, égale a C; privée de son dernier coefficient.

) est la j-eme colonne de A. On notera aussi C ;= ( ) la colonne a (n—1)

An-1,j

o Propriété (i).
11 s’agit de vérifier que I'application

A detA=(—1)""a,  detA, | + (—1)""2a, ydetA, 5 + -+ + (—1)""a, , detA, ,

est linéaire par rapport a chaque colonne. Nous allons le prouver pour la derniere colonne, c’est-a-dire
que :
det(Cy,...,Cp1,AC + uc”) = Adet(Cy,...,Cpy, c’) +udet(Cy,...,Co,C).
Notons A,A’,A” les matrices (C; - - - AC, +uCy), (Cr+--Cpg--Cr) et (Cy+-Cpyq -+ C)), et Ay,
AL 3 A’ ’ . les sous-matrices extraites en enlevant n-eme hgne et la j-éme colonne. En comparant les
i i .. . _ / 7

dlfferentes matrices, on constate que a’, J =a) = auisij<n tandis que a,, = Aan’ ot ua
Similairement, A\ =A" =A,,=(C;---C,_;) puisque la n-eme colonne est enlevée. Par contre, pour
j<n, An’J,An],A” ont leurs (n—2) premieres colonnes identiques, et different par la derniére. Comme
ce sont des déterminants de taille n — 1, on peut utiliser I’hypothése de récurrence :

detAn’j = det(él, ey Cj—].’ C_'j‘f‘].’ ey Cn_l, AC_‘T/I + ,uC_',/l/)

= A’det(él)"‘ﬂéj—lﬁéj+17"'Jén—bcr/l)

+udet(Cy,...,Cj—1,Cisr,- -5 Co1, CY)

_ / Vi
= A detAn’ jT detAn’ i
Finalement, en mettant de c6té dans la somme le n-eme terme :

detA = (—1)""'q,,detA,; +(—1)"?q,  detA; 5+ +(—1)""q, , detA, ,

n—1

Z(—l)”*j a,;detA, ; |+ (=1)*a, ,detA,,

=1

n—1

Z(—l)”ﬂamj(l detA’n’j +u detA’r:’j) + (—1)2”(7La;’n + ,ua;”n) detA, ,
=1

AZ( 1)”+1an]detAn]+,uZ( 1)”+Ja” detA”

= A detA + udetA”

La démonstration est similaire pour les autres colonnes (on peut aussi utiliser la propriété (ii) ci-dessous).
o Propriété (ii).

Supposons que C, = C; pour r <s. Si k est différent de r et de s, la matrice A, ; posseéde encore deux

colonnes identiques C, et C,. Par hypothése de récurrence, detA, , = 0. Par conséquent,

detA=(—1)"""detA, , + (—1)"" detA,

OrA,, et Ans possédent toutes les deux les mémes colonnes : A, , = (C;+--C,_1C,q-+-C;-+-C,) et
Aps= =(Cy+++C,++-Cy_1Csyq -+ Cp), car C, = C,. Pour passer de Ans aA,,, il faut faires—r— 1 échanges
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de colonnes C‘j — C_IjH successifs, qui par hypothése de récurrence changent le signe par (—1)*"! :
detA, s = (=1)1 detA, ;. On conclut immédiatement que
detA=((—1)™" + (=1)"**""1)detA,,, =0.
» Propriété (iii). Si I'on considere pour A la matrice identité I,,, ses coefficients q; ; sont tels que :
i =] - ai’j =1
i ié ] - al"j =0.
Donc det], = (—1)"*"detA, ,. Or, la matrice A, , obtenue a partir de la matrice identité en supprimant

la derniere ligne et la derniére colonne est la matrice identité de taille (n — 1) x (n— 1). Par hypothése
de récurrence, on a detl,,_; = 1. On en déduit detI,, = 1.

Conclusion. Le principe de récurrence termine la preuve du théoréme d’existence du déterminant. O

Remarque.

La définition donnée ci-dessus suppose le choix d’un indice i de ligne (i = n dans la démonstration) et peut
paraitre arbitraire. Alors se pose naturellement la question : que se passe-t-il si 'on prend une autre valeur
de i ? L'unicité du déterminant d’une matrice permet de répondre : quelle que soit la ligne choisie, le résultat
est le méme.

Mini-exercices.
1. En utilisant la linéarité du déterminant, calculer det (—I,).
2. Pour A € M,,(K), calculer det(AA) en fonction de detA.

3. Montrer que le déterminant reste invariant par 'opération C; « C; + Z j=1.n Aj C; (on ajoute a une

all
colonne de A une combinaison linéaire des autres colonnes de A).

3. Propriétés du déterminant

Nous allons voir trois propriétés importantes du déterminant : le déterminant d’'un produit de matrices, le
déterminant de I'inverse d'une matrice, le déterminant de la transposée d’une matrice. Pour prouver ces
propriétés, nous aurons besoin des matrices élémentaires.

3.1. Déterminant et matrices élémentaires

Pour chacune des opérations élémentaires sur les colonnes d’une matrice A, on associe une matrice élémen-

taire E, telle que la matrice obtenue par 'opération élémentaire sur A soit A’ =A X E.

1. C; < AC; avec A # 0 : Eccac, = diag(1,...,1,A,1,...,1) est la matrice diagonale ne comportant que
des 1, sauf en position (i,1);

2. C; < Ci+AC;avec AEK (et j #1) : E¢,c;+ac, est comme la matrice identité, sauf en position (j,i) ol
son coefficient vaut A ;

3. GG Cj: Ec,«—»cj est comme la matrice identité, sauf que ses coefficients (i, 1) et (j, j) sannulent, tandis
que les coefficients (i, j) et (j, i) valent 1.

(. \ - \

Ec.ci+ac, = ' Eciosc, =
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Nous allons détailler le cas de chaque opération et son effet sur le déterminant :

Proposition 5.

1. detEc.pc, =A

2. detECi(_CiHCj =+1
3. detECi(_,Cj =-1
4

. Si E est une des matrices élémentaires ci-dessus, det(A x E) = detA x detE

Démonstration. Nous utilisons les propositions 3 et 4.

1. La matrice E¢, )¢, est une matrice diagonale, tous les éléments diagonaux valent 1, sauf un qui vaut A.
Donc son déterminant vaut A.

2. La matrice E- ¢ ;. est triangulaire inférieure ou supérieure avec des 1 sur la diagonale. Donc son
Ci—Ci+AC;
déterminant vaut 1.

3. La matrice Ec.esc; est aussi obtenue en échangeant les colonnes i et j de la matrice I,,. Donc son
déterminant vaut —1.

4. La formule detA x E = detA x det E est une conséquence immédiate de la proposition 3.

Cette proposition nous permet de calculer le déterminant d’une matrice A de fagon relativement simple, en
utilisant I'algorithme de Gauss. En effet, si en multipliant successivement A par des matrices élémentaires
Eq,...,E, on obtient une matrice T échelonnée, donc triangulaire

T=A-E -E,
alors, en appliquant r-fois la proposition précédente, on obtient :

det T det(A-E;---E.)

det(A . El e Er—l) . detEr

detA-detE; - detE,---detE,

Comme on sait calculer le déterminant de la matrice triangulaire T et les déterminants des matrices
élémentaires E;, on en déduit le déterminant de A.

En pratique cela ce passe comme sur 'exemple suivant.

Exemple 3.
0 3 2

Calculer detA, ouA=|1 —6 6
5 9 1
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0 3 2
detA = det|1 —6 6
5 9 1
(opération C; «— C, pour avoir un pivot en haut a gauche)
3 0 2
= (—1)xdet| —6 1 6
9 51
(Cy < %Cl, linéarité par rapport a la premiére colonne)
1 0 2
= (—1)x3xdet|—2 1 6
3 51
1 0 O
= (-1)x3xdet|—2 1 10 Cy — C3—2C;
3 5 =5
1 0 O
= (-1)x3xdet|—2 1 0 Cy « C3—10C,
3 5 =55
(—1) x 3 x (—55) car la matrice est triangulaire

165

3.2. Déterminant d’un produit

Théoréme 3.

det(AB) = detA- detB

Démonstration. La preuve utilise les matrices élémentaires ; en effet, par la proposition 5, pour A une matrice
quelconque et E une matrice d’une opération élémentaire alors :

det(A x E) = detA x detE.

Passons maintenant a la démonstration du théoréme. On a vu dans le chapitre « Matrices » qu'une matrice B
est inversible si et seulement si sa forme échelonnée réduite par le pivot de Gauss est égale a I,,, c’est-a-dire
qu’il existe des matrices élémentaires E; telles que
BE,---E, =1,.
D’apres la remarque préliminaire appliquée r fois, on a
det(B-EEy---E.) =detB-detE; - detE,---detE, =detl, =1

On en déduit )

detB= ————-
detE; ---detE,

Pour la matrice AB, il vient
(AB)-(E,---E.)=A-1,=A.
Ainsi
det(ABE; ---E,) = det(AB) - detE; - - - det E, = detA.
Donc :

1
det(AB) = detA x ———————— =detA x detB.
detE;---detE,
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D’ou le résultat dans ce cas.

Si B n’est pas inversible, rg B < n, il existe donc une relation de dépendance linéaire entre les colonnes de B,
ce qui revient a dire qu’il existe un vecteur colonne X tel que BX = 0. Donc det B = 0, d’apreés le corollaire 1.
Or BX = 0 implique (AB)X = 0. Ainsi AB n’est pas inversible non plus, d’ou det(AB) = 0 = detAdet B dans
ce cas également.

O

3.3. Déterminant des matrices inversibles

Comment savoir si une matrice est inversible ? 11 suffit de calculer son déterminant!
Corollaire 3.

Une matrice carrée A est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. De plus si A est inversible,
alors :

Démonstration.

o SiA est inversible, il existe une matrice A~! telle que AA~! =I,,, donc det(A)det(A™!) = det], = 1. On
1
detA*

» SiAn’est pas inversible, alors elle est de rang strictement inférieur a n. Il existe donc une relation de
dépendance linéaire entre ses colonnes, c’est-a-dire qu’au moins 'une de ses colonnes est combinaison
linéaire des autres. On en déduit detA = 0.

en déduit que detA est non nul et det(A™!) =

O

Exemple 4.

Deux matrices semblables ont méme déterminant.

En effet : soit B = P"'AP avec P € GL,(K) une matrice inversible. Par multiplicativité du déterminant, on
en déduit que :

detB = det(P™'AP) = det P! detAdet P = detA,

1
detP*

puisque detP~! =

3.4. Déterminant de la transposée

Corollaire 4.

det (AT) = detA

Démonstration. Commencons par remarquer que la matrice E d’'une opération élémentaire est soit triangu-
laire (substitution), soit symétrique c’est-a-dire égale a sa transposée (échange de lignes et homothétie). On
vérifie facilement que det ET = detE.
Supposons d’abord que A soit inversible. On peut alors I’écrire comme produit de matrices élémentaires,
A=E;---E,.On a alors
T _ T,  pT

AT =ET...E!

et
det(AT) = det(ErT) - det(ElT) =det(E,)-- - det(E;) = det(A).
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D’autre part, si A n’est pas inversible, alors A” n’est pas inversible non plus, et detA =0 = detA’.

Remarque.

Une conséquence du dernier résultat, est que par transposition, tout ce que I'on a dit des déterminants a
propos des colonnes est vrai pour les lignes. Ainsi, le déterminant est multilinéaire par rapport aux lignes, si
une matrice a deux lignes égales, son déterminant est nul, on ne modifie pas un déterminant en ajoutant a
une ligne une combinaison linéaire des autres lignes, etc.

Voici le détail pour les opérations élémentaires sur les lignes :

1. L; « AL; avec A # 0 : le déterminant est multiplié par A.
2. Li < L;+AL; avec A €K (et j # i) : le déterminant ne change pas.

3. L; <> L; : le déterminant change de signe.

Mini-exercices.

a 1 3 1 0 2
1. SoientA=|0 b 2|etB=| 0 d O |.Calculer, lorsque c’est possible, les déterminants des
0 0 ¢ -2 0 1

matrices A, B, A~!, B™', AT, BT, AB, BA.

2. Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes en se ramenant par des opérations élémen-
taires a une matrice triangulaire.

1 2
1 0 6 1 1 1 4 8
a b . .o . 2in 1 3 9 27
3 4 15 1 j j%)avecj=e3
c d 5 6 91 12 1 4 16 64
U 15 25 125

4. Calculs de déterminants

Une des techniques les plus utiles pour calculer un déterminant est le « développement par rapport a une
ligne (ou une colonne) ».

4.1. Cofacteur

Définition 1.

Soit A= (ai j) € M,,(K) une matrice carrée.
« On note A;; la matrice extraite, obtenue en effacant la ligne i et la colonne j de A.
* Le nombre detA;; est un de la matrice A.
* Le nombre C;; = (—1)" detA, jestle de A relatif au coefficient a;;.
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( ajp v Gyj—1 [ dij+1 000 dip \
ai—1,1 " Ai—1,j-1 Gi—1,j Qi—1,j+1 *°° Gi—1n
A= S B A | - Qjj+1 °° din
Ait1,1 " Aig1,j-1 Git1,j Dit1,j+1 70 Gidln
\ An1 ** Apj—1 | Qnj  Apj+1 " Apn ]
(al’l al,j_l al’j+1 al,n \
A= di—11 -+ Gi—1j-1 Qi—1j+41 -+ di-1n
ij
Ai+1,1 -+ Air1j-1 divj+1 o+ Qitkln
\ an’l an,j—l an’j+1 Cln’n }
Exemple 5.
1 2 3
SoitA=1[4 2 1|. CalculonSAH, C11,A32, C32.
011
1 2 3
1 3
Azy = 4 2 1 =
4 1
0 1T 1
Cap = (—1)*"2detAs, = (—1) x (—11) = 11.
Pour déterminer si C;; = +detA;; ou C;; = —detA;;, on peut se souvenir que I'on associe des signes en
suivant le schéma d’un échiquier :
+ - + -
-+ - +
A=
+ - + -

Donc Cll = +detA11, C12 = _detAlz, C21 = _detA21...

4.2. Développement suivant une ligne ou une colonne

Théoreme 4 (Développement suivant une ligne ou une colonne).
Formule de développement par rapport a la ligne i :

n n
detA= Z(—l)i+jaij detAij = Z aijCij
j=1 j=1
Formule de développement par rapport a la colonne j :

n

n
detA= Z(—l)i+jaij detAij = Z aijCij

i=1 i=1
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Démonstration. Nous avons déja démontré la formule de développement suivant une ligne lors de la
démonstration du théoréme 1 d’existence et d’unicité du déterminant. Comme detA = detA”, on en déduit
la formule de développement par rapport a une colonne. O

Exemple 6.
Retrouvons la formule des déterminants 3 x 3, déja présentée par la régle de Sarrus, en développement par
rapport a la premiere ligne.

a;; Ao dis

Ay Qpp Az3| = a11C11 +a12C2 +a33C 3
az; dzz dszs
agy da3 apy das apy Ao
= an —a +dap3
sy dss as; dss as; dsp

= a11(aza33 — a3az3) — a15(aza33 — Az ays)

+ ay3(ag asy —az1az)
= A11093033 — 011032023 + A120d31dp3 — A12d21d33
+a13021a33 —A13031d2)-

4.3. Exemple
Exemple 7.
4 0 3 1
a-|42 10
0 3 1 —1
102 3

On choisit de développer par rapport a la seconde colonne (car c’est la qu’il y a le plus de zéros) :

detA = 0C12 + 2C22 + 3632 + 0C42

(développement par rapport a la deuxieme colonne)

4 3 1 4 3 1
= 42|10 1 -1|—-3|14 1 O
1 2 3 1 2 3

on n’'oublie pas les signes des cofacteurs et on recommence
en développant chacun de ces deux déterminants 3 x 3

1 -1 31 3 1
2 3 2 3 1 -1
(par rapport a la premiére colonne)

31 4 1 4 3
S U )

= +2(+4 —0 +1

1 -0

1 3 1 2
(par rapport a la deuxiéme ligne)
= +2(+4x5-0+1x(—4))—3(—4x7+1x11-0)

= 83

Remarque.

Le développement par rapport a une ligne permet de ramener le calcul d'un déterminant n x n a celui de
n déterminants (n — 1) x (n — 1). Par récurrence descendante, on se raméne ainsi au calcul de n! sous-
déterminants, ce qui devient vite fastidieux. C’est pourquoi le développement par rapport a une ligne ou une
colonne n’est utile pour calculer explicitement un déterminant que si la matrice de départ a beaucoup de
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zéros. On commence donc souvent par faire apparaitre un maximum de zéros par des opérations élémentaires
sur les lignes et/ou les colonnes qui ne modifient pas le déterminant, avant de développer le déterminant
suivant la ligne ou la colonne qui a le plus de zéros.

4.4. Inverse d’une matrice

Soit A € M,,(K) une matrice carrée.

Nous lui associons la matrice C des cofacteurs, appelée , et notée Com(A) :
Cip G2 - Gy
Co1 Cop =+ Cop
C=(Cy)= . :
Cu Cn2 -+ Cpp

Théoréme 5.
Soient A une matrice inversible, et C sa comatrice. On a alors

a_ L o
detA
Exemple 8.
1 10
SoitA=| 0 1 1 |.Lecalcul donne que detA = 2. La comatrice C s’obtient en calculant 9 déterminants
1 01
2 x 2 (sans oublier les signes +/—). On trouve :
1 1 -1 1 -1 1
c=|-1 1 1 etdonc Al=—.cT=1[1 1 =1
1 -1 1 detA o1 11

La démonstration se déduit directement du lemme suivant.

Lemme 1.
Soit A une matrice (inversible ou pas) et C sa comatrice. Alors ACT = (detA)I,, autrement dit

_ | detA sii=j
Zk:aikcjk 1o sinon

Démonstration. Le terme de position (i, j) dans ACT est >, a;x Cik, et donc si i = j, le résultat découle de
la formule de développement par rapport a la ligne i.

Pour le cas i # j, imaginons que I'on remplace A par une matrice A" = (a; j) identique, si ce n’est que la ligne
L; est remplacée par la ligne L;, autrement dit a;.k = a;; pour tout k. De plus, comme A’ posseéde deux lignes
identiques, son déterminant est nul. On appelle C’ la comatrice de A’, et la formule de développement pour
la ligne j de A’ donne

0=detA = > d},Cl = > ayCj,
k k

Or, C]fk se calcule a partir de la matrice extraite A;‘k’ qui ne contient que les éléments de A’ sur les lignes

différentes de j et colonnes différents de k. Mais sur les lignes différentes de j, A est identique a A, donc
/

C} = Cjx. On conclut que D aikCir = 0.
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Finalement,
detA 0 ... O
0 detA :
act=| © € = detA- I
: .0
0 0 detA

et en particulier, si detA # 0, c’est-a-dire si A est inversible, alors on a

-1 _ 1 7
detA

Mini-exercices.

2 0 —2 t 0 t
1. SoientA=|0 1 —1|etB=| O t O |.Calculerles matrices extraites, les mineurs d’ordre 2
2 0 O —t 0 t

et les cofacteurs de chacune des matrices A et B. En déduire le déterminant de A et de B. En déduire
I'inverse de A et de B lorsque c’est possible.

2. Par développement suivant une ligne (ou une colonne) bien choisie, calculer les déterminants :

1 01 2 t 01 0
0 0 0 1 1 ¢t 00
1 11 O 01 ¢t O
0 0 0 -1 0 0 0 t

3. En utilisant la formule de développement par rapport a une ligne, recalculer le déterminant d’une
matrice triangulaire.

5. Applications des déterminants

Nous allons voir plusieurs applications des déterminants.

5.1. Méthode de Cramer

Le théoréme suivant, appelé , donne une formule explicite pour la solution de certains
systéemes d’équations linéaires ayant autant d’équations que d’inconnues. Considérons le systéme d’équations
linéaires a n équations et n inconnues suivant :

a1 xy +a12X2+"'+a1nxn = bl
as1X7 +a22x2 +"'+a2nxn = b2
A1 X1+ ApoXo + -+ ayx, = b,

Ce systéme peut aussi s’écrire sous forme matricielle AX = B ou
a;; diz 0 dip X1 by
az1 dgz '+ dop X2 by
A= . ] ) € M, (K), X = . et B=

an1 dp2 " dpp Xn bn
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Définissons la matrice A; € M,,(K) par

ay; ... al’j_l b] a]_’j+1 oo Qqp

sy ... az’j_l bz az’j_{_]_ ce. Qop
Aj = . . .

dn1 --- Qpj—1 bn Anj+1  --+ Qan

Autrement dit, A; est la matrice obtenue en remplagant la j-eéme colonne de A par le second membre B. La
régle de Cramer va nous permettre de calculer la solution du systéme dans le cas o detA # 0 en fonction
des déterminants des matrices A et A;.

Théoréme 6 (Régle de Cramer).
Soit
AX =B

un systéme de n équations a n inconnues. Supposons que detA # 0. Alors Uunique solution (x;, X5, ...,X;,)
du systéme est donnée par :

detA; detA, detA,
= Xy = .. X, = .

detA detA detA

X1

Démonstration. Nous avons supposé que detA # 0. Donc A est inversible. Alors X = A™!B est 'unique

solution du systéme. D’autre part, nous avons vu que A~} = delt ACT ol1 C est la comatrice. Donc X = —CTB.

detA
En développant,

X]_ C].] “ee Cnl b]_ 1 C11b1+C21b2+"'+Cn1bn

“detA| ¢ : © |7 deta )
Xn Cln Cnn bn Clnbl +C2nb2+---+Cnnbn

C’est-a-dire

_C11b1+~-~+Cn1bn x _Clib1+"'+cnibn x _Clnb1+"'+cnnbn

X detA > detA > detA
Mais b;Cy; + -+ - + b,,C,,; est le développement en cofacteurs de detA; par rapport a sa i-eme colonne. Donc
detA;
xX; = .
detA
O
Exemple 9.
Résolvons le systeme suivant :
X1 + 2x3 = 6
—3x; + 4x, + 6x3 = 30
—x; — 2x9 + 3x3 = 8.
On a
1 0 2 6
A=| -3 4 6 B=] 30
-1 -2 3 8
6 0 2 1 6 2 1 0 6
A= 30 4 6 A,=| =3 30 6 A;=| =3 4 30
8 —2 3 -1 8 3 -1 —2 8
et

detA=44 detA; =—40 detA, =72 detA; = 152.

La solution est alors
detA;, 40 10 detA, 72 18 detA; 152 38
= R Xy = = — = — Xq = = —_— = —.
detA 447 11 %7 detA 44 11 7 detA 44 11

X1
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La méthode de Cramer n’est pas la méthode la plus efficace pour résoudre un systéme, mais est utile si le
systéme contient des parametres.

5.2. Déterminant et base

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Fixons une base # de E. On veut décider si n vecteurs
V1, Vq,...,V, forment aussi une base de E. Pour cela, on écrit la matrice A € M, (K) dont la j-éme colonne
est formée des coordonnées du vecteur v; par rapport a la base 98 (comme pour la matrice de passage). Le
calcul de déterminant apporte la réponse a notre probléme.

Théoreme 7.

Soit E un K espace vectoriel de dimension n, et vy,Vs,...,V,, n vecteurs de E. Soit A la matrice obtenue en
juxtaposant les coordonnées des vecteurs par rapport d une base 9% de E. Les vecteurs (v1, Vs, ..., V,) forment
une base de E si et seulement si detA # 0.

Corollaire 5.
Une famille de n vecteurs de R"

a aip A1n
sy asy aon
an1 ano Ann

forme une base si et seulement si det (a;;) # O.

Exemple 10.
Pour quelles valeurs de a, b € R les vecteurs
0 a b
a b 0
b 0 a
forment une base de R3? Pour répondre, il suffit de calculer le déterminant
0 a b
a b 0|=—a®-03.
b 0 a
Conclusion : si a® # —b? alors les trois vecteurs forment une base de R3. Si a® = —b? alors les trois vecteurs
sont liés. (Exercice : montrer que a® + b® =0 si et seulement si a = —b.)

Démonstration. La preuve fait appel a des résultats du chapitre « Matrices et applications linéaires » (section
«Rang d’une famille de vecteurs ») :

(vi,vq,...,v,) forment une base <= rg(vy,vq,...,v,)=n
< r1gA=n
&= Aestinversible
< detA#0

5.3. Mineurs d’une matrice

Définition 2.
Soit A = (a;;) € M,, ,(K) une matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K. Soit k un entier
inférieur a n et a p. On appelle le déterminant d'une matrice carrée de taille k obtenue
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I a partir de A en supprimant n — k lignes et p — k colonnes.

Noter que A n’a pas besoin d’étre une matrice carrée.

Exemple 11.
Soit la matrice
1 2 3 4
1 01 7
01 6 5
o Un mineur d’ordre 1 est simplement un coefficient de la matrice A.

e Un mineur d’ordre 2 est le déterminant d’une matrice 2 x 2 extraite de A. Par exemple en ne retenant

A=

. . . . (2 4 .
que la ligne 1 et 3 et la colonne 2 et 4, on obtient la matrice extraite (1 5). Donc un des mineurs

2
d’ordre 2 de A est 1 : =6.

» Un mineur d’ordre 3 est le déterminant d’'une matrice 3 x 3 extraite de A. Par exemple, en ne retenant
que les colonnes 1, 3 et 4 on obtient le mineur

1 3 4
1 1 7/=-28
0 6 5

» Il n'y a pas de mineur d’ordre 4 (car la matrice n’a que 3 lignes).

5.4. Calcul du rang d’une matrice

Rappelons la définition du rang d’une matrice.
Définition 3.
Le d’une matrice est la dimension de 'espace vectoriel engendré par les vecteurs colonnes. C’est
donc le nombre maximum de vecteurs colonnes linéairement indépendants.

Théoreme 8.
Le rang d’'une matrice A € M, ,(K) est le plus grand entier r tel qu’il existe un mineur d’ordre r extrait de A
non nul.

La preuve sera vue en section 5.6.

Exemple 12.
Soit a un parameétre réel. Calculons le rang de la matrice A € M3 4(R) :

1
A=|1
1

—_ N
QR W N

1
1
1

o Clairement, le rang ne peut pas étre égal a 4, puisque 4 vecteurs de R® ne sauraient étre indépendants.
e On obtient les mineurs d’ordre 3 de A en supprimant une colonne. Calculons le mineur d’ordre 3 obtenu
en supprimant la premiere colonne, en le développant par rapport a sa premiére colonne :

1 2 1
31 2 1 2 1

2 3 1| = — + =a—2.
a 1 a 1 31

1 a1

Par conséquent, si a # 2, le mineur précédent est non nul et le rang de la matrice A est 3.
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e Si a =2, on vérifie que les 4 mineurs d’ordre 3 de A sont nuls :

1 21 1 21 1 11 11
2 3 1j=(1 3 1|=1 2 1|=|1 2
1 21 1 21 1 11 11

N W N
Il
o

1
2‘ =1 (lignes 1,2, colonnes 1,2 de A) est

un mineur d’ordre 2 non nul. Donc si @ =2, le rang de A est 2.

el (s 1
Donc dans ce cas, A est de rang inférieur ou égal a 2. Or 1

5.5. Rang d’'une matrice transposée

Proposition 6.
Le rang de A est égal au rang de sa transposée AT .

Démonstration. Les mineurs de AT sont obtenus & partir des mineurs de A par transposition. Comme les
déterminants d'une matrice et de sa transposée sont égaux, la proposition découle de la caractérisation du
rang d’une matrice a 'aide des mineurs (théoreme 8). O

5.6. Indépendance et déterminant

Revenons sur le théoréme 8 et sa preuve avec une version améliorée.

Théoréme 9 (Caractérisation de I'indépendance linéaire de p vecteurs).

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et 98 = (e, ..., e,) une base de E. Soient vy,..., v, des vecteurs
de E avec p < n. Posons v; = 2?:1 a; je; pour 1 < j < n. Alors les vecteurs {vy,...,v,} forment une famille
libre si et seulement s’il existe un mineur d’ordre p non nul extrait de la matrice A = (ai, j) € M, ,(K).

Démonstration. Supposons d’abord que la famille & = {v;,...,v,} soit libre.

» Sip =n, le résultat est une conséquence du théoréme 7.

« Sip < n,on peut appliquer le théoréme de la base incompléte a la famille # et alabase B = {ey,...,e,};
et quitte & renuméroter les vecteurs de 9, on peut supposer que %8’ = (vy,..., Vp>€p41s-++,€n) €St UNE
base de E. (Note : cette renumérotation change l'ordre de e;, autrement dit échange les lignes de la
matrice A, ce qui n’a pas d’impact sur ses mineurs; on appellera encore 9 la base renumérotée.) La

matrice P de passage de % vers 9%’ contient les composantes des vecteurs (vy, ... s Vps€pils--es e,) par
rapport a la base (renumérotée) B = (ey,...,e,) cest-a-dire
( al,l . al’p 0o ... 0\
pP=
a1 - G, 0 ... 0O
pi11 ++- Gpp1p 1 ..o O
\ py1  --- Gpp 0 ... 1}
Le déterminant det P est non nul puisque les vecteurs (v, ..., Vps€ptls-e-s e,) forment une base de E.

Or ce déterminant se calcule en développant par rapport aux derniéres colonnes autant de fois que
nécessaire (soit n — p fois). Et 'on trouve que

al,l ve al’p

detP =

p,1 D,P
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al’l e al’p
Le mineur

apa Ap,p

est donc non nul.
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Montrons maintenant la réciproque. Supposons que le mineur correspondant aux lignes iy, i, ..., 1, soit

non nul. Autrement dit, la matrice

satisfait det B # 0. Supposons aussi

En exprimant chaque v; dans la base (e, ..

suivant a n lignes et p inconnues :

aj,

ip,

1

1

aihP

ai,p

Alv1+--~+lpvp=0

.,€,), ON voit aisément que cette relation équivaut au systeme

a A+ + apph, 0
az’l A’]. + + az’pxp 0
an’l A’l + + Cln,p A’p = 0
Ce qui implique, en ne retenant que les lignes i;,...,1, :
a 1A+ + @A 0
a, 1A+ + A, php 0
a 1A+ + apAy, = 0
ce qui s’écrit matriciellement
A
Bl : |=o.
Ap
Comme B est inversible (car detB # 0), cela implique A; =--- =2, = 0. Ce qui montre I'indépendance des
V. O
Mini-exercices.
ty +z 1
1. Résoudre ce systéme linéaire, en fonction du parametre t e R: { 2x+ty = 2
—y+tz = 3

2. Pour quelles valeurs de a, b € R, les vecteurs suivants forment-ils une base de R3?

2a

a
1
b

B

1
b

3. Calculer le rang de la matrice suivante selon les parameétres a, b € R.

Auteurs du chapitre

2

a
0
2

3a
0 01
—2b
b
1
2
1
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