COURS DE
MATHEMATIQUES

DR SESS ADIABOUAH “ Y, __[+4|/?\ 4
UFR SEG, Université FHB CRriegil s || 71




Intégrales genéralisées

Equations différentielles ordinaires

PLAN ECUE

Dr Sess Adiabouah - Université Félix Houphouét Boigny (Abidjan, ClI)




INTEGRALES LC]=\SIR7aVBNY ==\




Intégrales geneéralisees ?

~ Définition.

Soit une fonction f continue sur un intervalle I; = [a;b] avec a € R et b € RU{+oc} ou I; =a; b] avec
a € RU{—oc} et b € R, on dit que les intégrales

/b 1(t) dt / 1(t) dt

sont des intégrales impropres ou généralisées en b dans le cas de [} et en a dans le cas de I.
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CONVERGENCE (1)

—~ Définition. )

Soit f une fonction continue sur |a ; bl avec a € RU {—oc} et b € R.
b
On dit que l’intégrale impropre [ f(¢) dt est convergente lorsque la

{6
la; b — R
fonction F' : b admet une limite finie lorsque x tend vers a™.

T — [ f(t)dt

I
Si tel est le cas, on la valeur de cette integrale est :

b b
/ J@W)dt = lim F(x) = lim [ () dt
T—¥dl r—rat
[¢ ] ' &
b
Dans le cas contraire, I’intégrale [ f(t) dt est dite divergente.
a3

Exemples : f+001d f+00 1 dt flln(l-l-x)d fl Inx ;f_-l-(:)o x21+1 dx

Dr Sess Adiabouah - Université Félix Houphouét Boigny (Abidjan, Cl)



CONVERGENCE (2)

~{ Définition. |

Soit f une fonction continue sur [a ; bl avec a € R et b € R U {+0o0}.
b

On dit que ’intégrale impropre [ f(t) dt est convergente lorsque la
[ed

[a; B[ — R
fonction F' . S [ f(0) dt admet une limite finie lorsque x tend vers ™.
4]

Si tel est le cas, la valeur de cette intégrale est :

b x

/ Filt)dr = 111{}1 Fix) = hr:l /f(.i) dt

,{L r—r =i '{1
b

Dans le cas contraire, I’intégrale [ f({) dt est dite divergente.
4
. o to1 ot 1
Exercices : fl ;dx ; fl t—zdt
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CONVERGENCE (3)

—~{ Définition. |

Soit f une fonction continue sur Ja ; b avec @ € RU {—oc} et b € RU {+o0}.

Soit un réel quelconque ¢ €]a, b|.
b
On dit que l'intégrale de f est convergente sur |a ; b[ ou que I'intégrale [ f(t) dt est convergente

lorsque

& b
les intégrales [ f(t) dt et [ f(t) dt sont toutes les deux convergentes.
a [

ff(t) dt = jf(t) dt + /b F(t) dt

Si tel est le cas, alors :
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CONVERG

—NC

,—[Déﬁnition (Convergence absolue d'une intégrale impropre).]

(4)

b
[ |f(t)| dt est convergente

a

b
On dit que l'intégrale impropre [ f(t) dt est absolument convergente lorsque l'intégrale impropre
a.

1 . 1
Exercice : fo sin (;) dx
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IN ']

—GRAI

=D

R

-MAN

f—(ThéorémeJ ~
Au voisinage de I’'oc : Soit a > 0. Soit a > 0.
+oo —a 1
® Les intégrales [ -~ dtet [ - dt sont convergentes si seulement si| o > 1|
a — o0 2
t+oe 1 —-a 1
® Les intégrales [ > dtet [ o dt sont divergentes si seulement si|a < 1|,
@ 4 — 0
\. v
r{Théoréme.}
Au voisinage de 0 : Soit a > 0 et a > 0.
a 1 0
Les intégrales [ 5 dt et [ - dtsont convergentes si seulement si| a <1
0 —gs
a1 01
Les intégrales [ i dt et [ s dt sont divergentes si seulement si| a > 1
0 —a "
\
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AUTRES THEOREMES

r—(Théoréme.}

Au voisinage d’une valeur réelle non nulle.
Soit a € Ret b e R. Soit a > 0.

b b
o s 1 1 : :
Les intégrales —— dt et —— — dt sont convergentes si seulement si
(t —a)* (b—t)«
¢

\

a <1

r—(Théoréme.}

Soit une intégrale I = |, " r%dx, avecr > 0 alors :

0

- I converge si seulementsir <1 ;

- I diverge si seulementsir > 1.

\
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Soit f et g sont deux fonctions telles que 0 < f(x) < g(x),Vx € [a, +oo.

Les deux fonctions sont continues sur [a, +oo][. Si fa+oo g(t)dt converge, alors

fa+°° f(t)dt converge. Si fa+oo f(t)dt diverge, alors fa+°° g(t)dt diverge.

Si au voisinage de +o f(x)~g(x), alors fa+oo f(x)dx et fa+oo g(x)dx sont de
méme nature. Il en est de méme pour les autres types d’intégrales au voisinage
d’un point.

fa+°° f(x)dx et fb+°° f(x)dx sont de méme nature si a < b.

La somme de 2 intégrales convergentes est convergente. La somme d’une

intégrale convergente et d’une intégrale divergente est divergente.

Proprietes
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—XEICICes

Suggestions d’exercices :

1 dx ;fl dx ;fz dx

_y 1 . (1 5
Donner la nature des intégrales : |, Sm( )dx i v S ;) z1n(5 — x) dx

X -1 x2

Calculer I'intégrale : f_sﬁln(S —x)dx
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Comment calculerune
intégrale double ?

Méthodes de calcul

- Intégration par rapport a y (x étant fixé)

- Intégration par rapport a x (y étant fixé)

- Passage en coordonnées polaires

)
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METHODE DE CALCUL (1)

N
f{ Méthode 1 : Intégrons d’abord par rapport a y (x étant fixé) ]

Soit I'intégrale double I = ffD f(x, y)dxdy, avec D 'ensemble ou le domaine
d’intégration.

Nous intégrons par rapport a y (x étant fixé), puis nous intégrons par rapport a x.
Alors, pour x fixé entre a et b, y varie de yy = yg(x) a yx = yx(X)

Avec [HK] I'ensemble des points M (x, y)appartenant a D d’abscisse commun x et

d’'ordonnée y tel que yg <y < yk.

) b
D'ou: 1= [ [f;'; f(x, y)dy] dx
N

Exemple : 1 = [[ f(x,y)dxdy, avecf(x,y) = x(y + 1) etD = {(x,y) ER%/ x=0;y=0;x+y <1}
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METHODE DE CALCUL (2)

N
f{Méthode 2 : Intégrons d’abord par rapport a x (y étant fixé)J )

Soit I'intégrale double I = ffD f(x,y)dxdy, avec D 'ensemble ou le domaine
d’intégration.

Nous intégrons par rapport a x (y étant fixé), puis nous intégrons par rapport a y.
Alors, pour y fixé entre a et b, x variede xy = xy(y) a x = xg(y)

Avec [HK] I'ensemble des points M (x, y) appartenant a D dont 'ordonnée y est
commun et I'abscisse x est tel que xy < x < xy.

) b
Dot : 1= [ [f;:f(x,y)dx] dy
N J

Exemple : | = ffD f(x,y)dxdy, avec f(x,y) = 1 etD = {(x,y) ER2/ x=>0;y=>0; x> +y?< 1}
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METHODE DE CALCUL (3)

N
f'( Méthode 3 : le passage en coordonnées polaires ]

Cette méthode peut étre utilisée quand D est un cercle ou un morceau de
cercle.

Soit un cercle de rayon R et de centre A(a, b). On pose le changement de

r cosO + a "
. . Dans ces conditions, A est le nouvel
r sinf + a

. . X
variables suivant :

ensemble d’intégration de l'intégrale double ayant pour variables r et 6.

.

~\

Dr Sess

Exemple : 1 = [[ f(x,y)dxdy, avecf(x,y) = 1etD = {(,y) ER?/ x=0;y=0; x> +y2 <1}

J
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.

METHOD

- D

= CALCUL (3 suite)

N
f{ Méthode 3 : le passage en coordonnées polaires ]

I=[[, fC,y)dxdy = [[, f(rcos,rsind)(|J)drdf,

avec J le Jacobien

5x/6r 5x/69
o) o)
y/Sr y/69

] =

Exemple : [ = [f) f(x,y)dxdy, avecf(x,y) = 1etD={(x,y) ER?/ x>0,y 20; x* +y* <1}
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Sifet g sontintégrables sur D (I'ensemble ou le domaine d’intégration)
de R?, alors:

 af + g estintégrable sur D.

* |f| et|g]| sontintégrables sur D.
 f - gestintégrablesurD.

* f/getg/f sontintégrables sur D.

Proprietes
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—quations Différentielles Ordinaires (EDO)

—~Définition. )

Une équation différentielle ordinaire est une €galité contenant une variable t, une fonction
inconnue y(t) de t et les dérivées y', y"', ..., y(™ de y(t).

L’ordre de I’équation différentielle est I’ordre le plus €levé des dérivées de y contenues dans
la relation.

Exemples : y' = 2ty ; x"” — 4x’ + 4x = te?!.
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—quations différentielles linéaires d'ordre 1

Forme : a(t)y' + b(t)y = c(t), ou:a(t),b(t) et c(t) sont des fonctions en t, sur un intervalle I.

Résolution de I'équation homogene associée : a(t)y’ + b(t)y =0

dy _=b® . dy _=b(©® gy pdy b g

it aw) Y’y a@p Y a)
Lnly| = f_ab(g) dt +c = H(t) + ¢, avec ¢ = Ln(K) = Ln|y| — Ln|K| = H(t)

Solution homogene y;, = KH,(t),

c(t)

a(t)Ho(t) at

Solution particuliére y,, = K, Hy(t) avec K, = [
Solution générale: y =y, + 1y,

Dr Sess Adiabouah - Université Félix Houphouét Boigny (Abidjan, Cl) 22



EFquations differentielles lineéaires d'ordre 1
(suite)

Exercice corrigé : ty' + (2t —3)y —4t* =0
e L’équation devient : ty' + (2t — 3)y = 4t* (1)

» Equation homogéne associée : ty' + (2t —3)y =0 (2)
v _(3_ LAy _ (3 _ (34
t—=3 Zt)y,y—(t Z)dt,fy—ftdt [ 2dt

Lny = Ln(t3) — 2t + ¢.Posons ¢ = Ln(K) = Ln (%) = -2t

Solution homogéne y, = Kt3 e™ 2t ; Hy(t)=t3 e %t

* Solution particuliere y,, = K, H,(t) avec

4
K, = fa(tc)g)(t) dt = ftt:te_ztdt = 2e%t (ici, la constante d’intégration est égale a 0
0 .

puisque nous recherchons simplement une solution particuliere).

* Solution générale : y =y, + y,=t3(Ke ! + 2)

Dr Sess Adiabouah - Université Félix Houphouét Boigny (Abidjan, Cl)
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—QUATION DE BERNOUILLI

Forme:a(t)y'+ b(t)y + c(t)y™ =0 (1),
ou:a(t),b(t) et c(t)sont des fonctions continues en t, sur un intervalle |.
avec m # 1, on divise (1) par y™.

Changement de variable : posons U =

m-—1

a(t)

-m+1

On sait résoudre cette équation différentielle linéaire en U. On obtient une solution U(t) et on
en tire y.

On obtient : U +b(t)U+c(t) =0

Exemple:ty' — (2t — 3)y + 4t*y?2 =0
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—quation de Bernouilli: exercice corrige

Exercice corrigé : ty' — (2t —3)y + 4t*y? =0 (1)

 Ici,m = 2, on divise (1) par y? => t% — (2t — 3)% +4t*=0 (2)

¢ Changement de variable : U = §= U =y

« L’équation (2) devient : —tU’' — (2t —3)U = —4t* ou tU’' + 2t —3)U = 4t* (3)

(3) est I’équation différentielle linéaire en U résolue dans I’exercice précédent.

U=t3(Ke2t+2)orU =§

1
t3(Ke 2t4+2)

e Douy=

Dr Sess Adiabouah - Université Félix Houphouét Boigny (Abidjan, Cl)
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—QUATION DE RICAT TI

Forme : a(t)y’ + b(t)y + c(t)y? = d(t) (1),
ou: a(t),b(t) et c(t)sont des fonctions continues en t, sur un intervalle |.

Déterminer une solution particuliere z, . Posons y = z,, + z

(1) Devient une équation de Bernoulli : az’ + (b + 2cz,)z + cz? = 0 qu’on sait résoudre.

Dr Sess Adiabouah - Université Félix Houphouét Boigny (Abidjan, Cl)
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—quation de Ricatti: exercice corrigé

Exercice corrigé : ty’ + (8t> — 2t + 3)y + 4t*y? = —4t° + 2t% — 4t (1)

Vérifier z,, = —t est une solution particuliére puis résoudre (1).

. o — _ 2 42
Zy = 1etzp—t

z, = —t est bien une solution particuliére de (1).

* Posonsy =2z,+z=—-t+z
On en déduit y’ et y2, I’équation (1) devient : tz' — (2t + 3)z + 4t*z2 =0  (2)

* (1) devient une ¢quation de Bernoulli qu’on sait résoudre. Elle correspond a I’équation de
I’exercice precédent.
1
t3(Ke 2t+2)

On en déduit que z =

1

D’ouy = —t+ B (Ke-2012)
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FQUATION A COEFFICIENTS CONSTANTS (1)

Forme : ay' (t) + by (t) + cy(t) = d(t) (1)

Ou a # 0 et a, b, c sont constants par rapport a t.

Equation homogéne associée : ay” + by’ + cy =0 (2)

Equation caractéristique de (2):ar? + br + ¢ =0 (3)

Soit A= b? — 4ac

SiA> 0, y, = et ety, = et lasolution de (2) est yy = cie™t + c,e™2t

SiA=0,r = —%, la solution de (2) est yy = (¢; + tcy)e™

Si A< 0, la solution est = c,e"t + c,e"2tavec 1y et r, qui sont des nombres complexes.
YH 1 2 1 2

Dr Sess Adiabouah - Université Félix Houphouét Boigny (Abidjan, Cl)
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FQUATION A COEFFICIENTS CONSTANTS (2)

Recherche d’une solution particuliere de 1’équation (1)
Supposons d(t) = X, d;(t) et d;(t) = P;(t)e*!

o Sia; n’est pas racine de 1’équation caractéristique (2), une solution particuliere de (1) relative a
d;(t) est de la forme y, = Q;(t)e*" ou Q;(t) est un polynéme tel que deg[Q;(t)] =
deg[P;(t)].

o Si a; est racine simple de (2), une solution particuliére de (1) relative a d;(t) est de la forme
Vp = Q;(t)e% ou Q;(t) estun polynéme tel que deg[Q;(t)] = deg[P;(t)] + 1.

o Si a; est racine double de (2), une solution particuliere de (1) relative a d;(t) est de la forme
Vp = Q;(t)e®* ou Q;(t) est un polyndme tel que deg[Q;(t)] = deg[P;(t)] + 2.

Solution générale y; = yy + ¥y
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—Xercice corrige

Exercice corrigé : —2y" +y' +y=t?>+1 (1)

» Equation homogeéne associée : —2y"'+y' +y =0 (2)
Equation caractéristique de (2) : —2r¢ +r+1 =10 (3)

(3) admet deux racines : 1; = letr, = _%

1
_
yy = ciet + cpe 2

* Solution particuliere

dt) =t?>+1letd(t) = P(t)e* = (t?2+ 1) e*, aveca =0

Comme 0 n’est pas racine de (3), y, = q(t)e®* = q(t) ou q(t) est un polynéme tel que
deglq(t)] = deg[P(t)] = 2 = deg[y].

¥p = at® + bt + c. On en déduit y;, et y,'.

Alors (1) devient : —2(2a) + (2at + b) + (at? + bt +¢) = t? + 1

yp =t> =2t +7

1
Vo =t2—2t+ 7+ ciet + c,e 2

Dr Sess Adiabouah - Université Félix Houphouét Boigny (Abidjan, Cl)
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—Xercices

Exercices : : :
1. Résoudre les équations différentielles suivantes :

1. 25-3x)y ' +y2=0
2. (5x%+3)y' +3xy —4x =0
3. YV 4+xy—x3y3 =0 \
IL. Soit l’équatioh différentielle |
vy +2xy—y?=x241

1. Trouver une solution particuliére de la forme Tle)— ax+ph
2. Trouver la solution générale .

IH. Résoudre x”/ — 4x’ + 4x = te?t + ;:-et d

Dr Sess Adiabouah - Université Félix Houphouét Boigny (Abidjan, Cl)
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Series numeriques

Suites et series de fonctions

PLAN ECUE 2
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SERIES NEIISSIOIEIEN
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Series numeriques ?

~ Définition.

Peut-on donner un sens a une somme d'un nombre infini de termes ?

On appelle série numérique dans € ou R le couple ((Up)nen, (Snnen ) 00 (Undney est

une suite numérique et (S,,),en €st une suite numérique définie par :

(STL) == (So, Sll ...,Sn, ) = (Uo, UO + Ull . UO + Ul + -+ Un ) s )

La série est notée ), U,. Le terme U, est appelé le n*¢ terme de la série ou terme

général de la série et S, est appelée la n®mesomme partielle de la série.
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GEN

-RALIT

—~ Définition. )

=S (1)

série diverge si la limite de (S,,),,ey n’est pas finie ou n’existe pas.

Une série ), U, est dite convergente si la suite (S,,),en €St convergente (admet une limite finie

lorsque n tend vers I’infini). Si une série converge alors sa limite est notée S et S = lim YK U,. La

k—+0o0

r—[Déﬁﬂitiﬂﬂ (Condition nécessaire de convergence d’une série}»]

I’infini. (La réciproque n’est pas nécessairement vraie).

Pour que la série ), U,, converge, il faut que le terme général U, tende vers 0 quand n tend vers

Dr Sess Adiabouah - Université Félix Houphouét Boigny (Abidjan, Cl)
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GEN

-RALIT

,—[Déﬁnition (Convergence absolue d’une série).

série ), U,, converge.

On dit que la série ), U,, est absolument convergente, lorsque la série ), |U,, | est convergente. Alors la

Dr Sess Adiabouah - Université Félix Houphouét Boigny (Abidjan, Cl)
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La nature (convergente ou divergente) d’une série ne change pas si 1’on

supprime ou si modifie un nombre fini de termes.

- Si la série ), U,, est convergente et a pour somme S et si la série ), I}, est
convergente et a pour somme T, alors la série ), (U,, + V},) est convergente et a
pour somme S + T.

- Si la série ), U,, converge et la série )V}, diverge, alors la série ),(U,, + V,,)

diverge. On ne peut rien dire de la somme de deux séries divergentes.

Pour A # 0, si la série )} U,, est convergente (resp. divergente) et a pour somme

S, alors la série ), AU,, est convergente (resp. divergente) et a pour somme AS.

Proprietes
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SERIESR

~ Définition. }

S A

-RM

=S POS

Une série est dite a termes positifs si tous ses termes sont positifs a partir d’un certain rang.

Elle converge si et seulement si I’ensemble des sommes partielles S, est majoree.

,—(Déﬁnition (Comparaison et équivalence).

h
J

nature.

-

Soient ), U,, et ). V,, deux séries réelles a termes positifs telles que pour toutn € N, U,, < V. Alors, si

la série ); U,, diverge, la série ).V}, diverge et si la série ) V,, converge, la série ), U,, converge.

Si Uy, et V,, sont équivalents quand n tend vers +oo , alors les séries ), U, et ), V;, sont de méme

Dr Sess Adiabouah - Université Félix Houphouét Boigny (Abidjan, Cl)
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-RM

SERIESREELLESAT

=S POSITIFS (2)

r—(Théoréme.}
Reégle d’Alembert

Unt1

Si lim
n-o+o Up

- Si k < 1, la série converge

- Sik > 1, la série diverge

- Si k =1, on ne peut pas conclure.

\

existe et est égale a k, alors :

r—(Théoréme.}

Critere de Cauchy

n—+oo

- Sik < 1, la série converge
- Sik > 1, la série diverge
- Si k =1, on ne peut pas conclure.

\

Si lim /U, existe et est égale a k, alors :

Dr Sess Adiabouah - Université Félix Houphouét Boigny (Abidjan, Cl)
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SERIES REELLES A TERMES POSITIFS (3)

r—(Théoréme.}

Comparaison avec une intégrale

Si U, = f(n), avec f qui est une fonction positive décroissante sur un intervalle [a, +oo[ (ou a > 0),

alors la série Y, U,, est de méme nature que I’intégrale. f:oo f(x)dx.

\

~ Définition. )

r_ e rgr y . . 1 .
Séries de référence :  La série harmonique ), —est divergente.

. : 1 :
La série de Riemann ), — converge si o> 1.
1

La série de Bertrand %57 ———— an )P
- converge si o> 1;
- diverge sia < 1;

- st a =1, elle converge si et seulement si 3 > 1.

Dr Sess Adiabouah - Université Félix Houphouét Boigny (Abidjan, Cl)




SERIES ALTERNEES

~ Définition. }

Une série alternée est une série dont les termes sont alternativement positifs et négatifs.

La série ), U,, est une série alternée si U,,= (—1)"a,, avec a,, = 0.

r—(Théoréme.}

Nature d’une série alternée

La série alternée ), U,, converge si |U,| décroit et tend vers 0 quand n — +oo.
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—XEICICes

Suggestion d’Exercices :
1) Déterminer la nature des séries suivantes : Y, U, avec U,= (—1)"; YV}, avec I, = (—1)"*L; ¥(U, + V).

2) Déterminer la nature ), U,, =Y, q" selon la valeur de q.

—1\n le n
Donner la nature des séries : 3) Y. . 4y 1) ;5) X (=1 %,‘ 6) 2. (L) et7) ) %-

2n+1 °’ n n+1
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SUITES DE |g@INGALGINN
SERIES DE Ig@INGIROIN!



~ Définition.

Soit I’ensemble des fonctions numériques définies sur une partie I de R . Pour tout n € N,
on associe la fonction f,, de R. On note alors la suite (f,,),,cy de fonctions définies sur I.

fn:l - R

Soit une série Y, f,, dont le terme général est f,,définie sur I . ), f, est appelée une série

de fonctions.
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SUITES DE FONCTIONS (1)

—~ Définition. )

Une suite (f;,) de fonction, définies sur I, converge simplement vers une fonction f définie sur /

si:Vx€ I,nl_igloofn(x) = f(x).

La suite (f;,) converge uniformément vers la fonction f définie sur [ si : lirp d(fn-f)=0.
n—->+00

Avec d(f,g) = Sup{|f(x) —gx)|}, ou f et g sont des fonctions numériques bornées

appartenant a R.

Si la suite de fonction converge uniformément vers f, alors elle converge simplement vers f. (La

réciproque n’est pas vraie).

Exercices : Etudier la convergence simple et uniforme (conergence normale pour la suite 2) des suites :

nx X

1 sur |0,1; 2) —— sur (0,1].

) 1+nx ] ! ]’ ) 1+nx [ ! ]
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\

r—(Théoréme.}

SUITES DE FONCTIONS (2)

Si la suite f,, de fonctions continues sur I converge uniformément vers la fonction f, alors f est

continue sur 1.

La suite (f;,) converge uniformément, sur tout segment : [a, B] < I, vers la fonction f, définie sur /,

alors f est continue sur I.

\

r—(Théoréme.}

Soit la suite (f,,) une suite de fonctions dérivables sur I. S’il existe xy€ I tel que la suite numérique

(fn( x0)) soit convergente et si la suite (f;;) converge uniformément sur I, alors sa limite f est dérivable

surl etona: lir_El fn(x) = f'(x).
Nn—>+00o
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SERI

=S D

= FONCTIONS (1)

—~ Définition. }

cas lim S, =S.
n—+oo

La série ), f,, converge simplement si la suite (S,) converge simplement. S,, = )./~ f;. Dans ce

La série ), f;,, converge uniformément si la suite (S,,) converge uniformement.
La série ), f;, converge absolument si la série ).|f;,| est simplement convergente.

La série ), f,, converge normalement s’il existe une série convergente ) U, telle que |f,(x)] <
U,, pour tout n € N et pour tout x € I. Une série normalement convergente est absolument

convergente, simplement convergente.

Exercices : Etudier la convergence simple et uniforme des suites ci — apres :

3) XaZox?"sur [0,1[;4) X f, ou fy =
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r—(Théoréme.}

SERIES DE FONCTIONS (2)

Continuité. Soit ), f,, une série de fonctions continues. Si ), f,, converge uniformément, alors la

somme S de la série est continue.

& SiS(x) =X1%, fn(x), alors S est continue.

\

r—(Théoréme.}

Intégration. Si une série de fonctions continues ), f;, converge uniformément et a pour somme S,

alors la série ), f,,ou F,(x) = f; fn(t)dt, a € I, converge uniformément et a pour somme T'(x) avec

T(x) = [ S(D)dt .
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