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Avant-Propos

Ce polycopié est destiné aux étudiants de la filiere SMAI (S2), résumant le
cours du module d’analyse 2. Le polycopié contient essentiellement les définitions,
les théorémes avec des exemples mais les démonstrations seront présentées aux
séances de cours. Donc, pour une bonne assimilation du cours la présence de
I’étudiant est indispensable. Les T.D ainsi que leurs corrigés se trouvent a la fin
du polycopié .

Le cours comprend quatre chapitres a savoir

1. Intégrales de Riemann
2. Calcul des primitives,

3. Intégrales généralisées,

4. Equations différentielles.



Chapitre 1

Intégrales de Riemann

1.1 Introduction

Dans tout ce chapitre, on considére une fonction f : [a,b] — R. On introduit, dans ce
chapitre, la théorie d’intégration au sens se Riemann, par les sommes de Darboux inférieure et
supérieure, ou de fagon équivalente, les fonctions en escalier. Les intégrales de Riemann sont
définies pour une fonction bornée sur un intervalle fermé borné, lorsque I'une des hypothéses
n’est pas vérifiée, il s’agit d’une intégrale de Riemann généralisée qui peut converger ou
non. On commence par définir 'intégrale d’une fonction en escalier comme étant la somme de
surfaces de rectangle. Aprés, on encadre une fonction bornée par deux fonctions en escalier,
dont la différence des intégrales est négligeable, ce qui servira aprés par définir 'intégrabilité
d’une fonction bornée. On montre ainsi, que la fonction de Dirichlet n’est pas intégrable sur
tout intervalle fermé borné, que toute fonction monotone est intégrable, que toute fonction
uniformément continue est intégrable et donc, en particulier par le théoréme de Heine, toute
fonction continue est intégrable. On montre aussi les principales propriétés des intégrales de
Riemann, a savoir, la linéarité, la positivité, la croissance, la relation de Chasles et la formule
de la moyenne. On montre aussi, que 'intégrale d’'une fonction, intégrable au sens de Riemann,
est invariant si la fonction change de valeurs en un nombre fini de points.

1.2 Quelques rappels

1. On appelle intervalle de R tout ensemble [ vérifiant la propriété suivante Vr,y € I,
r<z<y=ze€el

2. R admet la propriété de la borne supérieure, c’est a dire, toute partie A C R
majorée (resp. minorée) admet une borne supérieure (resp. borne inférieure).

3. Caractérisation de la borne supérieure. M =sup A< Ve >0,dx, € A, M—c<
T A S M

4. Toute partie bornée (majorée et minorée) admet a la fois une borne inférieure et une
borne supérieure et on a A C [inf A, sup A]

5. Soient A et B deux parties bornées de R, si A C B C alors sup A < sup B et inf A >
inf B.

6. En particulier sup(A U B) = max{sup A, sup B} et inf(A U B) = min{inf A, inf B}



CHAPITRE 1. INTEGRALES DE RIEMANN

1.3 Subdivision d’un intervalle

Définition 1.1 Soit [a,b] un intervalle fermé borné de R, on appelle subdivision, S, de |a, b
toute suite finie, (t;)o<i<n, Strictement croissante de [a,b] telle que a =ty <ty < ... <t, =Db.
On appelle pas de la subdivision le nombre strictement positif p(S) donné par :

p(S) = max (t; — t;—1)

1<i<n

. y . . . —a
On dit que S est une subdivision uniforme, ou o pas constant si t, —t,_1 = —— pour
n
b—a
n

tout 1 < k <n. Dans ce cas la subdivision est donnée par t, = a+ k

Définition 1.2 Soient Sy et So deux subdivisions de [a,b], on dit que Sy est plus fine que S
(ou Sy est moins fine que S3) si Sy C Ss.

Remarques 1.1 S; contient les points de S et d’autres points en plus. Par suite le pas de Sy
devient plus petit que celui de S1. On a alors le résultat suivant

81 C 82 = p(Sg) < p(81>

Sz = S US, raffine a la fois S; et Ss.

1.4 Fonctions en escalier

Définition 1.3 Soit A C R, on appelle fonction indicatrice de A, la fonction définie par

1 si x €A,
ﬂA(m)_{O si v A

Proposition 1.1 Soit A, B C R, la fonction indicatrice vérifie les propriétés suivantes,
1. Tynp=1,4x1p
2. Tavsp=1a+1p —1anp
3. SiANB =0 alors Lyup =14+ 15
4o SiV1<id,j<n, AinA; =0, alors T, = > ) 1a,

Définition 1.4 (Fonction en escalier) Soit f : [a,b] — R une fonction réelle, on dit que
[ est une fonction en escalier s’il existe une subdivision,S, de lintervalle [a,b] telle que f
soit constante sur chaque intervalle [t;_1,t;[, 1 <i < n. i.e f(z) = ¢; sur Uintervalle [t;_1,t;],
1 < i < n. En utilisant la notation de la fonction indicatrice, on peut écrire alors f sous la

forme :
n

f(I) = Z Ci]l[ti—lyti[<x>

=1

Proposition 1.2 L’ensemble E([a,b]) des fonctions en escalier sur |a,b] est un sous espace
vectoriel de [’ensemble des fonctions de [a,b] dans R.

M. MOUSSA 4



CHAPITRE 1. INTEGRALES DE RIEMANN

1.5 Intégrale d’une fonction en escalier

Définition 1.5 Soit f une fonction en escalier sur [a,b], donnée par f(z) = Zci]l[ti—lyti[<x>'
i=1
On appelle intégrale de [ le nombre réel défini par

/ f(l’) dx = Z Cl(tz — ti—l)

Remarques 1.2 Soit f une fonction en escalier sur [a,b], donnée par f(x) = Z cily, ().
i=1

Notons par S la subdivision donnée par la suite (t;)o<i<n. Alors pour toute subdivision 8" donnée

par la suite (t;)o<i<m, m > n, plus fine que S, la fonction f est égale a f(x) = Z iy (@)
i=1
et on a

m
/f dX— sz—z1zzclt—tzl
=1

Proposition 1.3 (Propriété de 1’1ntegra1e d’une fonction en escalier) On montre que
les propriétés suivantes sont vraies

1. La fonction constante, f(x) = C, pour tout x € |a,b] est une fonction en escalier et on

a /f C(b—a)

2. Si f est une fonction en escalier positive, i.e. ¢; > 0, pour tout 1 < ¢ < n alors

/abf($)dx20

Proposition 1.4 (Propriété de l’intégrale d’une fonction en escalier) 1. L’application

f— / f(x)dx est une application linéaire de ’espace vectoriel E([a,b]) dans R. C’est

a dire,asi f,g € E([a,b]) alors pour tout a, f € R on a :

/ab(af-l—ﬁg)(x)dX:a/abf(w)dx+ﬁ/abgx dx

b b
2. Si f,g € &([a,b]) telles que f < g alors/ f(x)ax g/ g(r)dx

Proposition 1.5 (Propriété de l’intégrale d’une fonction en escalier) 1. Soit f €

E([a, b)), alors |f] € E([a, b]) et on a
< [ 1f()]ax

2. (relation de Chasles) Soit f € E([a,b]) et a < ¢ < b alors f € E([a,c]) N E([c,b])

(restriction de [ a [a, c] et [c, b] respectivement ) et on a la relation de Chasles suivante :

/f jax= [ 1o w+/f

a
3. sia <b on pose par convention / f(z)dx = —/ f(z)dx
b a

x) dx

M. MOUSSA J



CHAPITRE 1. INTEGRALES DE RIEMANN

1.6 Intégrale au sens de Riemann

Soit f une fonction de [a, b] dans R bornée. Pour définir son intégrale, on va 'approcher par
des fonctions en escalier. Soit S une subdivision on définit les fonctions en escalier qui minorent
et majorent f :

fS) Zml]l[tz 1:ti x ) (f, ZM]l[tz 1,t[

ot m; = infy, | . f(x) et M; = SUD, | 4 f(z)
Plus généralement, on peut approcher f par les fonctions en escalier

n—1

Efys)(x) = Z flaa) Ly, ()

1=0

ou oy € [t;, ti11[. Souvent, on prend o; = t; i ou a; = t;4q, Vi.
Et quand la subdivision est uniforme, on considére fréquemment les fonctions en escalier

suivantes
n—1
l

Proposition 1.6 Les fonctions en escalier, qui approchent f, vérifient les propriétés élémen-
taires sutvantes, pour toul x

ZEfs)()<f()<E+ )()
2. Efg)( )<E(f8)( )<Ef3)( ),
3. 91S CS8 alors E(ﬁs)( x) < E(fg/ () < f(z) < E(J}s/)( r) < E&,S)(x)

) Liyitza gp(irnytza [(x)

Définition 1.6 Etant donnée une subdivision S,
on appelle somme de Darboux inférieure l'intégrale de la fonction en escalier E(_fs)(x)

c’est a dire la quantité,
n—1
= Z m;(tiz1 — ti)
i=0

on appelle somme de Darboux supérieure l'intégrale de la fonction en escalier E;}S)(x)
c’est a dire la quantité,

—_

n—

IT(f,8) =) Mi(tiy1 —t;)

7

I
=)

Définition 1.7 on appelle somme de Riemann l'intégrale de la fonction en escalier E(fé‘)(l’)
c’est a dire la quantité,

?
L

R(f,S) = flag)(tivr — ), o4 € [ti tia]

7

I§
o

Pour la subdivision uniforme, elle devient simplement

b—a e b—a
R =" (i)

M. MOUSSA 6




CHAPITRE 1. INTEGRALES DE RIEMANN
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FIGURE 1.1 — Exemple de sommes de Darboux

Pour a =0 et b =1, la somme de Riemann n’est autre donc que la moyenne arithmétique des

valeurs f(£) c’est a dire
B n <

=0

Proposition 1.7 Les sommes de Darbour d’une fonctions f, relativement a une subdivision
S, vérifient les propriétés élémentaires suivantes,
I=(f,8) < R(f,9)) < I'(},S),
2. 81 S CS alors I~ (f,S)<I (f,S)<I(f,8)<I™(fS)

Définition 1.8 Une fonction f : [a,b] — R est Riemann-intégrable (sur [a,b]) si pour tout
e > 0, il existe une subdivision S telle que les sommes de Darboux de f, relativement a la
subdivision S, vérifient

I'f,8)—1(f,S)<e
Ou d’une facon équivalente, pour tout € > 0, il existe deux fonctions en escalier, ®. et V. telles
que @ < f < W, et

/b(\IJE —d.)(r)dx < e

Proposition 1.8 Soit f : [a,b] — R une fonction bornée, alors f est Riemann-intégrable (sur
[a,b]) si, et seulement si,

sup I (f,S) = inf I"(f,S)
Sla,b] Slab]

ot Spap) désigne Uensemble de toutes les subdivisions de l'intervalle |a, b]

M. MOUSSA 7



CHAPITRE 1. INTEGRALES DE RIEMANN

Définition 1.9 Soit f : [a,b] — R une fonction bornée Riemann-intégrable, on appelle Uinté-
grale de f, la valeurs limite des sommes de Darboux inférieures et supérieurs et on note,

b
/ f(x)dx =sup I (f,S) = inf I7(f,S)

S[a,b] S[a,b]

De facon équivalente,

b
/f(x)dx: lim I~ (f,8)= lim I"(f,S)= lim R(f,S)

p(8)—0 p(S)—0 p(8)—0

Proposition 1.9 Soit f : [a,b] — R une fonction bornée, f est Riemann-intégrable si, et
seulement si, il existe deux suites de fonctions en escalier ®,, et U, telles que @, < f < U, et

/b(\Ifn —&,)(zr)dx — 0

Et on a,
b b b
hrf U,(r)dx = lim O, () dx :/ f(z)ax
n—-+0o0 a a

n—+oo [,
Proposition 1.10 Soit f : [a,b] — R wune fonction bornée Riemann-intégrable, alors les
sommes de Riemann sont convergentes et convergent vers l'intégrale de f, en particulier pour
la subdivision uniforme on obtient,

b— a
1 = i E
‘ , 1
La réciproque est vraie. Poura=0etb=1, on a lim — < ) / f(z
n—-+oo n

Proposition 1.11 (Ezemples de fonctions intégrables)
1. Toute fonction uniformément continue est Riemann-intégrable,
2. Toute fonction continue est Riemann-intégrable.

3. Toute fonction monotone est Riemann-intégrable.
Proposition 1.12 (Propriétés des intégrales de Riemann)

1. L’application [ — / f(z)dx est linéaire et positive de l'espace vectoriel R([a,b]) (En-

semble de fonctions Riemann-intégrable) dans R. C’est a dire, si f,g € R([a,b]) alors
pour tout a, 5 € R on a :

b(af+ﬁg dx=a [ f(x)dx+ 0
/ [ rwaen [[ao

b
2. 81 f € R([a,b]) telle que f >0 alors/ f(z)dx >0

b b
3. 8t f,g € R([a,b]) telles que f < g alors/ flz)ax < / g(x)adx

M. MOUSSA 8



CHAPITRE 1. INTEGRALES DE RIEMANN

Proposition 1.13 1. Soit f € R([a,b]), alors |f| € R([a,b]) et comme f < |f| et —f < |f]

alors on a ,
< [ 1@l

2. (relation de Chasles) Soit f € R([a,b]) et a < ¢ < b alors f € R([a,c]) N R([c,b])

(restriction de f a [a, c] et [c, b] respectivement ) et on a la relation de Chasles suivante :

/abf(x)dx:/acf(a:)dx—l—/cbf(x)dx

b
Proposition 1.14 Soit f Riemann-intégrable sur [a,b] positive et telle que / f(z)dx = 0.

x)dx

Alors f prend la valeur 0 en tout point ou elle est continue.

En particulier, si f est continue sur |a,b], alors / f(x)dz =0= f =0 sur [a,b]

Proposition 1.15 Soit f Riemann-intégrable sur [a,b] alors toute fonction g égale & f sur
la,b] sauf en un nombre fini de points ou elle prend des valeurs réels différentes. Alors g est

b b
Riemann-intégrable et/ g(x) dx:/ f(z)dx

1.7 Formule de la moyenne
Proposition 1.16 Soient f et g deux fonctions Riemann-intégrables sur |a,b|, g étant une

fonction positive. On désigne par m (resp. M) la borne inférieure (resp. supérieure) de f sur
la,b]. Alors il existe m < k < M tel que

/f dx—k/ab()dx

De plus, si [ est continue sur [a,b], alors il existe ¢ € [a,b] tel que

/ e - f(0) / () ax

/ f(z)dx est appelé valeur moyenne de la fonction Rie-
a

Définition 1.10 Le réel 2

mann intégrable [ sur [a,b].

Proposition 1.17 Soit f une fonction continue sur [a,b], alors il existe ¢ € [a,b] qui réalise
la valeur moyenne de f sur [a,b] i.e

e € [a, b, f(c)—bia/f(x)dx

Proposition 1.18 Soit f une fonction bornée, continue par morceau sur [a,b], c’est a dire
qu’elle admet un nombre fini de points de discontinuité, c; < co < ... < ¢ ou elle admet des
limites a gauche et & droite alors f est intégrable sur [a,b] et on a, en notant co = a et cxr1 =0

/f dx_ki/%

M. MOUSSA 9




CHAPITRE 1. INTEGRALES DE RIEMANN

A

FIGURE 1.2 — Exemple de fonction continue par morceaux

Il suffit de montrer le résultat pour une fonction continue sauf en un point ¢ ou elle admet une
limite & droite et une limite a gauche. Sur I'intervalle [a, ¢| la fonction est alors continue sauf en
¢ (a gauche) considérons la fonction g égale a f sur [a, c[ et g(c) = lim, .~ f(z) alors g devient
continue sur [a, c] car g(c¢) = lim, .~ f(z) = lim,_,.~ g(z). Par suite g est intégrable sur [a, (|

C C
et puisque f = g sauf au point ¢ elle est aussi intégrable et on a f(z)dx = [ g(z)dz. De

a a
méme sur U'intervalle [c, ], f est continue sur |c, b] et admet une limite a droite de ¢, en posant

h = f sur ]c,b] et h(c) = lim, .+ f(z) alors h est continue sur [c,b] car h(c) = lim, .+ h(z).
Par suite h est intégrable sur [c, b] et puisque f = h sauf au point c elle est aussi intégrable et

b b
on a / f(z)dx = / g(x)dz. Par la relation de Chasles f est alors intégrable sur [a, b] et

/abf(ac)dx— /acf(x)dx—ir/cbf(x)dx.

Proposition 1.19 Si f : [a,b] — R est une fonction bornée sur [a, b] et continue sur l'intervalle
ouvert |a, b, alors f est intégrable sur |a,b].

M. MOUSSA 10



Chapitre 2

Intégrale & Primitive

2.1 Fonction définie par une intégrale

Proposition 2.1 Soit f une fonction Riemann-intégrable sur [a,b], alors la fonction x €

a, 0] —>/ f(t)dt est continue.

Remarques 2.1 Si M = supyy |f(x)], alors la fonction F' : x € [a,b] — / f(t)at est

M-Lipschitzienne sur [a,b].
En effet, pour a < x <y <b,

[F(y) = Fa)| =

/:f(t)dt

Proposition 2.2 Si f admet une limite (resp. a droite, a4 gauche) en xy € |a,b] alors lapplica-
tion F(x) = / f(t) dt est dérivable (resp. a droite, & gauche) en xq de dérivée ¢ = lim, ., f(x)
(resp. f(zq), f(zq).

D’aprés 'existence de la limite ¢ en xq, pour € > 0 assez petit, il existe a > 0 tel que si
x €|rg — a, o + af, alors | f(x) — £ < e. Soit © > z (méme raisonnement pour x < zy).

)
< [C1rwlar <My s

[ o -oa

—6’— 20 <e
r — X

‘F(ZE)—F(%)

r — Tg

2.2  Primitive d’une fonction

x

Corrolaire 2.1 L’application F(x) = / f(t)dt est dérivable en tout point xy en lequel f est
continue, de dérivée F'(xy) = f(z0). ’

Définition 2.1 Soit f : [a,b] — R. On appelle primitive de f toute application F : |a,b] — R
qui est dérivable sur |a,b] et de dérivée F' = f.

Proposition 2.3 Si f admet une primitive F, alors toute primitive G de la fonction f est de
la forme F' + C, ou C est une constante.

11



CHAPITRE 2. INTEGRALE & PRIMITIVE

Démonstration Soit G une primitive de la fonction f alorsona (G—F) = G'—F' = f—f = 0.
Donc, G — F est une fonction constante, posons C' cette constante, on obtient alors G = F +C.

Proposition 2.4 Soit f une application continue sur |a,b]. Alors pour tout point ¢ € [a,b],
Papplication intégrale v — / f(t)dt est une primitive de f sur [a,b]. Il s’agit de l'unique
primitive de [ qui s’annule en c. L’ensemble des primitives d’une fonction f continue sur [a, b]

est donc de la forme x — / f(t)dt + K pour tout ¢ € [a,b] et toute constante K € R.

Cc

Théoréme 2.1 Soit f une fonction Riemann-intégrable sur |a,b]. Si F est une primitive de f
alors

b
/ f(2)dx = F(b) — F(a) = [F(2)]"

Autrement dit, v — / f(t)at est la primitive de f qui s’annule en a. On a done,

([ dt)' - ().

Théoréme 2.2 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Soit ¢ : [c,d] — R une fonction
bijective de classe C! telle que ¢(c) = a et p(d) = b alors on a

[ rwar= [ 1m0

Théoréme 2.3 Soient u,v : [a,b] — R deux fonctions de classe C*, alors on a
b b
/ o (2)v(x) dr = [u(z)v(z)]’ —/ w(z)v'(z) dz

2.3 Calcul pratique d’intégrale

Rappelons que toute fraction se décompose de facon unique en élément simple. Dans le cas
réel les éléments simples sont de la forme :

1 dz 1 1 .
1. ——, alors ~ = —,sin>1etn|r—a| pourn=1.
(x —a) (x —a) n—1(z—a)
ar + 3 ar + /a 2x + 2a
: b—a® > 0 al dr = [ - d
(m2+2ax+b)"’avec ¢ aors/(x2+2ax+b)” v 2 (22 + 2ax + b)" o
g —aa 1 1 .
dz = — > 1 et In(z*+2a+0b = 1.
@+ 20z 1 )" T 1@ T 20z F D) sin et In(z*+2a+b) pour n

1 1
| dr =
a:0ts que / (2% + 2ax + b)" o / (x+a)>+b—a?)"

En posant A2 = b — a2, et avec la changement de variable t = t2

¢, lintégrale devient de la

d
forme / m = arctant si n = 1, puis on obtient une relation de récurrence.

Proposition 2.5 Soit f une fonction continue sur [—a,al, alors

1. Si f est paire, /a f(x)dsz/af(:v)dzL'
—a 0

M. MOUSSA 12



CHAPITRE 2. INTEGRALE & PRIMITIVE

2. Si [ est impaire, / f(z)dz =0

Proposition 2.6 Soit f une fonction continue sur R, T-périodique alors pour tout a € R,
a+T T

| iwe= [ jwe

a 0

2.4 Primitives de fonctions usuelles

Fonctions Primatives Fonctions Primitives
1 xa—i—l
— In |z a -1
- ol | et ) -
] 1T
sinwz (w#0)| —— coswx COS W — sinwz
“ 1
e (a#0) —e sinh ax — cosh ax
« Q
cosh ax — sinh ax T #£ —1 | 1
- —— @A) e+
1 1 tap 2 1 1 tne
T — —arctan Z ZargthZ
.Z‘2 _{ CL2 a a 132 I CL2 a g a
arcsin £ _— In (33 +Va? — a2)
2 _ 22 a 2 _ a2
1
Inx zlnx —x _ In (z + V22 + a?
VIt + a? ( )

Primitive de la forme / P(x)e®® On applique n — 1 fois la formule d’intégration par parties,

n = degP, et 'on obtient un résultat de la forme

/ P(2)e™ dx = Q(z)c

ol () est un polynome de degré n.
Primitive de la forme [ P(z)e® cosbx ou [ P(z)e® sinbx . On obtient un résultat de la forme

/P(m)eax cos br dx = € (Q(x) cosbx + R(x) sin bx)

ou Q) et R sont des polynomes de degré < n.
Primitive de la forme [ F(sinx,cosz)

T

o _ z : _ 2t _ 1-¢2 _ 2dt 4 ;
En générale, on pose ¢ = tan 7, on a alors sinx = 755, cosx = {33, dv = 1575. Néanmoins

si f est telle que,

1. f(—z) = f(z), on pose t = cosz,
2. f(m—x) = f(x), on pose t = sinz,
3. f(m+x) = f(z), on pose t = tanz,
Primitive de la forme f sin? x cos? x Si, p ou q est impaire, on applique la méthode précédente,

y . o - 9 I +cos2x ., 1 —cos2z
s’ils sont tous deux pairs, on linéarise, en utilisant, cos°r = ———, sin“e = ———

2 2
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Chapitre 3

Intégrales GGénéralisées

3.1 Introduction aux intégrales généralisées

Définition 3.1 Soit f une fonction définie sur un intervalle I,

1. f est dite localement intégrable sur I si f est Riemann intégrable sur tout intervalle

[, B] C 1.

2. Soient I = [a,b] (b = +00 est aussi envisageable) et f localement intégrable sur I. On
b x

dit que l’intégrale / f(t)dt est convergente en b si la fonction / f(t)dt admet une
limite finie quand x tend vers b (Cette limite finie est appelée l'intégrale de f sur [a,b]
b

b
et est notée / f(t)dt ). Dans le cas contraire, on dit que l’intégrale / f(t)at est
divergente ‘ ‘

Définition 3.2 Soit f une fonction définie sur un intervalle I, Soient I =|a,b] (a = —o0

b

est aussi envisageable) et f localement intégrable sur I. On dit que lintégrale / f(t)at est
b a

convergente en a si la fonction / f(t)dt admet une limite finie quand = tend vers a (Cette
‘ b

limite finie est appelée Uintégrale de f sur]a,b] et est notée / f(t)dt ). Dans le cas contraire,

b
on dit que lintégrale / f(t)dt est divergente.

Définition 3.3 Soient I =|a,b[ (a = —o0 et b = 400 sont aussi envisageables) et f localement

b
intégrable sur I. On dit que l’intégrale / f(t)dt est convergente s’il existe a < ¢ < b tel que
a

c b
/ f(t)at et/ f(t)dt sont convergentes. Par définition on pose,

/abf(t)dt:/acf(t)dt+/cbf(t)dt

Remarques 3.1 (fausse singularité d’une intégrale généralisée) — Sib est finie, f
continue sur |a,b| et f posséde une limite finte en b, alors f est prolongeable par conti-

b
nuité en une fonction f continue sur [a,b], égale & f sur [a,b] : donc / f(t)dt emiste
a

14



CHAPITRE 3. INTEGRALES GENERALISEES

et on a Vx € [a,b], / ft)dt = / f(t)dt, par suite,

b z z b
/af(t)dt:}gzl;/a f(t)dt = lim f(t)dt:/af(t)dt

T—T a

["intégrale est donc convergente, on dit qu’il s’agit d’une fausse singularité ou que l'in-
tégrale est propre.

— Si b est finie, f continue sur [a,b] et f bornée au voisinage de b alors l'intégrale converge,
la ausst c’est une fausse singularité de ['intégrale.

Exemples 3.1 1. On peut donner comme exemple du premier cas les intégrales,

2 sinx 2 tanx 21 —cosz Ung
dx, dz, — dzr, dx
0o 0 x 0 x 1 1—-2z

2. On donne comme exemple de la deuziéeme situation ["intégrale

1 1 1 1
1 d * — | d
/0 Sm(l—x) x,/o e COS(<1_:E)2> Z,

Remarques 3.2 (vraies singularité) Les "vraies” intégrales généralisées sont celles pour
lesquelles se pose le probléeme de convergence : elles sont caractérisées par le fait qu’une borne
est —o0o ou +00, ou que les bornes sont finies mais f n’est pas bornée sur |a, b| (plus précisément
non bornée autour de a ou de b, surla,a+c<| ou [b—e,b|, pour un certain € > 0 Graphiquement :
lune des coordonnées au moins x ou y = f(x) est non bornée, il y a une branche infinie.

oo In¢ 2 odt foo
dt, -, t“e "dt.

Proposition 3.1 (Fonction bornée localement intégrable) Soit f une fonction bornée sur
la, b] localement intégrable sur ]a,b| alors f est Riemann-intégrable sur [a,b]

Exemples 3.2

M

3.2 Propriétés des intégrales généralisées

b
Proposition 3.2 Linéarité et Chasles Supposons que les intégrales généralisées / f(t)at et

b
g(t)dt sont convergentes (a et/ou b sont infinies ou f et g sont non bornées au voisinage

de a et/ou d.)

1. Linéarité, i.e
b b b
Vo, € R, / (af(t) +Bg(t)) dt = 04/ f(t)dt +6/ g(t) dt
2. Relations de Chasles, i.e

Va < ¢ < b, /abf(t)dt:/acf(t)dt—i-/cbf(t)dt

M. MOUSSA 15




CHAPITRE 3. INTEGRALES GENERALISEES

Proposition 3.3 (Intégration par partie et changement de variables) 1. Intégration
par parties Si f et g sont de classe C' sur]a,b| (a et b peuvent étre infinis), si le produit
fg posséde des limites finies en a et en b, on pose limg,_..fg = {1 et lim,_,fg = {y alors

les intégrales généralisées / (fg")(t)dt et / (f'9)(t) dt sont de méme nature et si l'une

a
des deux converge, on a l’égalité

/ F(0) % g()dt = by — 6 — / £(8) % g(t) at

2. Changement de variables, Si ¢ est de classe C' sur ]a,b[ et strictement monotone, on
pose a = lim, ., () et B = lim,_, po(x) (a,b,a, B3 € R, et si f est de classe C° sur
B

la, Bl ou |8, af, alors les intégrales : / f(u)du et / fo(t)at sont de méme nature

et st l'une des deux converge alors elles sont égales.

Proposition 3.4 (Positivité et comparaison ) Supposons que les intégrales génémlz'sées/ f(t)at
b
et/ g(t) dt sont convergentes

b
1. Positivité, si f(x) > 0 sur |a,b] alors lintégrale généralisée / f(t)dt > 0 et F(z) =

/ f(t)dt est croissante donc converge si et seulement si elle est bornée.

b b
2. comparaison, si0 < f(z) < g(x) surla,b| alors/ f(t)at </ g(t) dt./ g(t)dt converge =

/f )dt converge et donc, / f(t)dat diverge — / t)dt diverge

Proposition 3.5 (Comparaison) Soient f et g deux fonctions positives sur |a,b| (resp. sur
la,b]) telles que f et g sont de méme grandeur, c’est a dire qu’il existe 0 < o < 3 tels que

b
T
a < @) < B alors les intégrales généralisées / f(t)dt et / g(t) dt sont de méme nature
a a

9(x)
b
Proposition 3.6 Soit f localement intégrable sur [a, b[. 'intégrale génémlisée/ f(t)dt converge

si, et seulement si, Va < ¢ < b, / f(t)dt converge

Proposition 3.7 (Equivalence ) Soient f et g deuz fonctions positives sur [a,b] (resp. sur
la,b]) telles que f et g sont équivalentes au voisinage de b (resp. voisinage de ab) c’est a

f(=) ()
g(x) g(x)

b
/ g(t) dt sont de méme nature
a

dire lim, =1 (resp. lim,_,, = 1) alors les intégrales généralisées / f(t)at et
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CHAPITRE 3. INTEGRALES GENERALISEES

3.3 Intégrales de Riemann

Proposition 3.8 (Convergence au voisinage de 'infini) On appelle intégrale de Riemann,

+oo
au voisinage de l'infini, les intégrales de la forme / —. L%intégrale de Riemann est conver-
.z

gente (au voisinage de Uinfini ) si, et seulement si, o > 1

Proposition 3.9 (Convergence au voisinage de 0) On appelle intégrale de Riemann, au
1
dx
voisinage de 0, les intégrales de la forme / —. L’intégrale de Riemann est convergente (au
0o ¢

voisinage de 0 ) si, et seulement si, o < 1

Définition 3.4 (Semi-convergence et convergence absolue) Soit f une fonction locale-

ment intégrable, non nécessairement positive, sur [a,b| (resp. |a,b]) on dit que fab f(z)dx est
. b

absolument convergente si [ |f(x)|dx est convergente.

On dit que f;f(a:) dx est semi-convergente si f:f(a:) dx est convergente el que f; |f(x)]dx
est divergente.

Proposition 3.10 Soit f une fonction localement intégrable, non nécessairement positive, sur
[a, 400 (a > 0) supposons qu’il existe a tel que lim,_, - x%|f(z)| = € alors,

1. 810 =0 et o > 1 alors fabf(x) dx est absolument convergente,

2. 510 < < 400 alors f; f(z)dx est absolument convergente si, et seulement si, o > 1

3. Sil =400 et a<1 alors f:f(x) dx n’est pas absolument convergente

Proposition 3.11 (Fonction d’Euler ) La fonction d’Euler est définie par T'(z) = [ ¢*~le~*dt
1. Dr =0, +o0],
2. I'(x+1) =2l(x),
3. (1)=1,I'(n+1)=nl,neN
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Chapitre 4

Equations différentielles

Définition 4.1 (Equations Différentielles) On appelle équation différentielle, d’ordre n,
toute équation de la forme

Flz,y,y,...,y™) =0 (E.D)

ot F' est une fonction a (n + 2) variables. © € R. y est une fonction de la variable x de classe
cr.
On dit que y est solution de l’équation différentielle (E.D) s’il existe un intervalle I C R tel
que
F(z,y(@), 9 (@),...,y"(x)) =0, Veel

Définition 4.2 (Equations Différentielles du premier ordre) On appelle équation diffé-
rentielle du premier ordre, si elle ne fait intervenir que la premiére dérivée, c’est o dire elle est
de la forme

F(z,y,y") =0

Exemples 4.1
2

2y (x) + 5y(x) = e cosz, wy(x)+tanzy(x) ==x
Définition 4.3 Une équation différentielle de premier ordre est dite a variables séparées si elle
peut s’écrire sous la forme

Exemples 4.2 @)
: _ y _ fl=

Une telle équation différentielle peut s’intégrer facilement : En effet, on écrit ¢y = %, puis,
symboliquement,

fy)dy = g(x)dz < /f(y) dy = /g(x) dx + C

Définition 4.4 Une équation différentielle d’ordre n est linéaire si, et seulement si, elle est de

la forme L(y) = f(x), ou
Ly = ag(2)y + ay(2)y’ + -+ - + an(z)y™

L’équation différentielle L(y) = 0 s’appelle équation homogéne associée a léquation L(y) =

f(z).

18



CHAPITRE 4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Proposition 4.1 L’ensemble des solutions de [’équation différentielle linéaire est de la forme
Y = Yp + Yn, 0U Yy est une solution particuliere et y, est solution de I’équation homogéne

Définition 4.5 Une équation différentielle linéaire (E.D.L) du 1°" ordre est une équation dif-
férentielle qui peut s’écrire sous la forme

a(z)y’ +b(x)y =c(x)  (E)

ot a, b et ¢ sont des fonctions continues sur un méme intervalle I C R, avecVx € I : a(x) # 0.
A cette équation différentielle on peut associer la méme équation avec ¢ =0 :

a(z)y’ +b(x)y =0 (Ep)
C’est I'équation homogéne associée o (E.D.L), ou équation sans second membre.

M ~ ’ M M 2 M ~ M 2, ’ 7 M !
L’équation homogéne est une équation différentielle & variables séparées, en ’écrivant ygy =

—%. En l'intégrant, on obtient

ce qui donne,

On cherche la solution particuliére sous la forme y = K(x)ef®, avec K une fonction a
déterminer ("variation de la constante"). On trouve que y est solution si, et seulement si,

K'(z) = C(I)) e P o K(z) = /@eF(“) dx

a(x a(x)

Une solution particuliére est donc de la forme

y = eF(x)/ c(z) o~ F@) 4
a(x)

Et la solution générale est de la forme,

y = ef'@ (K+/%6‘F(m) dx), K eR, F(z) :/—222 dx

Définition 4.6 Une E.D.L du 2" ordre & coefficients constants est une équation différentielle
de la forme

ay’ + by +cy = f(z)

ot a,b,c €R, (a #0), et f € C'I), (I ouvert de R). L’équation homogéne (ou sans second
membre) associée est

ay’ +by +cy=0
L’équation,

ar’+br+c¢=0

s’appelle ’équation caractéristique de l’équation homogéne.
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Proposition 4.2 Suivant le signe de A = b* — 4ac, on a les résultats suivants,

1. A >0, l’équation caractéristique admet deux solutions réels distincts r1 # rq, et y1(x) =
en® et yo(x) = € est une base de solutions,

2. A =0, Uéquation caractéristique admet une solution réelle double r € R, et y(z) = €™
et yo(x) = we"™ est une base de solutions,

3. A < 0, ’équation caractéristique admet deur racines complexes conjugués ry = o + i3,
ro = a—1if3 avec B # 0, y1(x) = e sin fx et yo(x) = €™ cos fx est une base de solutions,

Dans chacun des cas, la solution générale de I’équation homogéne est donc y = Ay, + Bys, avec
A, B eR.

Si f(z) = e**P(x), P € C[X], on cherche une solution sous la forme y = e**Q(z) ou
@ € C[X] dont on peut préciser le degré,

1. Si, o n’est pas racine de I'équation caractéristique alors deg@) = degP,

2. Si, a est une racine simple de 'équation caractéristique alors degQ) = degP + 1,

3. Si, « est une racine double de I’équation caractéristique alors degQ) = degP + 2,
Si f(z) = Cy coswz + Cysinwz, on distingue deux cas,

1. w n’est pas racine de ’équation caractéristique, on cherche une solution de la forme
y = Acoswr + Bsinwx

2. w est une racine de I’équation caractéristique, on cherche une solution de la forme y =
x (Acoswx + Bsinwr)
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CHAPITRE 4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

T.D d’analyse 2. Série N°1

Intégrales de Riemann
Subdivisions, Sommes de Riemann, fonction continue par
morceau & formule de la moyenne

Exercice 1 Donner les sommes de Darbouz, inférieure et supérieure de la fonction f(x) =

1 L . 1 113
1522 par rapport auzr subdivisions suivantes Sy = {O, 5 1} et §1 = {0, 1737 1}. Donner
un encadrement de nombres rationnelles de w. Pour une subdivision uniforme, a quelle valeur

Vs
de n on est sir qu’on a une valeur approchée de 1 a 1073 pres.
n

Exercice 2 Calculer la limite de la somme de Riemann suivante, R, = Z
k=1

L En déduire
n+k
que la suite S, = Z 1 est divergente.
k=1 k
Donner alors la limite de la suite Sy, — S, puis celle de la suite Sy, — Sqn pour ¢ < p € N*.

Exercice 3 Cualculer la limite de la somme de Riemann suivante,
1 1

B (2n)! ﬁ_ n' . \n
Sn—(n”n! n ﬁcbn

Donner un équivalent de {/C3. au voisinage de l'infini.

Exercice 4 Montrer que toute fonction monotone sur un intervalle [a,b] est intégrable.

Exercice 5 Soit f une fonction, positive, bornée [a,b]. Supposons que f soit nulle sauf en un
nombre fini de points a < 11 < x9 < -+ < xp < b ou f est strictement positive. Posons
M = maxlgigk f(l’z)

b
1. Montrer que f est intégrable et que / f(z)dz =0.

2. En déduire que le résultat reste valable, sans Uhypothése de positivité de la fonction f.

3. En déduire que si f est une fonctions Riemann-intégrable sur [a,b] alors toute fonction
g telle que g = f sur [a,b] sauf peut-étre en un nombre fini de points est intégrable et on

“ [ twrae= [ st

C’est a dire que ’intégrale d’une fonction ne change pas si la fonction change de valeurs
en un nombre fini de points.

Exercice 6 Montrer que toute fonction, bornée, continue par morceau est intégrable.

Exercice 7 Soit f : [a,b] = R continue non identiquement nulle.

b
1. supposons que / f(t)dt = 0. Montrer que f s’annule au moins une fois sur |a,b|.
P
2. supposons que / tf(t)dt = 0. Montrer que f s’annule au moins deuz fois sur |a,b.

b
3. supposons que / tkf(t) dt =0, pour k =0,1,...,n. Montrer que la fonction f s’annule

au moins n+ 1 fois sur [a, b]
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T.D d’analyse 2. Série N°2

Intégrales de Riemann
Calcul pratique des intégrales

Exercice 1 Donner les primitives des fonctions suivantes,
1 dx dx
dz, e?* sin 3z, 2 +1)e>, / / )
/(az—l)z(:c2+2:c+5) / /( ) 1+ & 2+ cosx +sinx

1
Exercice 2 Soit f(z) = 7 VI = )
— T — X

1. Préciser le domaine de définition de f,

2. Donner une primitive de f en utilisant le changement de variables, x = sin’t, tout en
précisant ['image du domaine par ce changement de variable.

3. Donner une primitive de f en utilisant le changement de variable classique pour ce type
de fonctions.

4. Comparer les deuzx primitives. Conclure.

Exercice 3 Soit f(z) = 2"(Inz)?, (n,p) € N* x N

1. Montrer que f est intégrable sur [0, 1],
1

2. On pose I, = / 2" (Inz)? dz. Montrer que I, = — P

?]n’p_l. Donner la valeur de
n

0
I, en fonction de n et p.

n
dz.

14+
1. Montrer que lim,, ., I, = 0.

2. Calculer I, + I,,41.

()
3. On pose S, = Z i

k=1

1
Exercice 4 On pose I, = /
0

. Calculer lim,_,, o Sp,.

1
Exercice 5 on pose B(p,q) = / 2P(1 —z)?dx, (p,q) € N x N.
0

1. Montrer que B(p,q) = B(q,p). Trowver une relation entre B(p+1,q) et B(p+1,q—1).
En déduire la valeur de B(p,q).

jus

2p+1

2
2. En utilisant le changement de variables v = sin®t, calculer I(p, q) = / sin xcos® iz dz.

0

Exercice 6 (Intégrales de Wallis) On pose W,, = / " sin" z do
0

2
1. Vérifier que, Vn € N, W, = / cos" xdx,
0

2. Vérifier que, Vn e N, 0 < W, < g,

3. Montrer que W, est décroissante, en déduire que W, est convergente,
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4. Etablir une formule de récurrence entre W, et W, .o,

R

Calculer alors, en fonction de n, Ws, et Wa, 11,

n W,
Montrer que pour tout n € N*, < <1.
que p P

Montrer que la suite S,, = nW,W,_1 est constante.

R

o =R

Donner un équivalent de W,, puis un équivalant de C3,, .

M. MOUSSA
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T.D d’analyse 2. Série N°3
Intégrales Généralisées

Exercice 1 Soit f : [a,b] — R bornée. montrer que si f est localement intégrable sur |a,b]
alors elle est Riemann-intégrable sur [a,b]

Exercice 2 Ftudier la convergence au voisinage de l'infini, suivant les valeurs de o et 5, des

‘ T dy
intégrales de Bertrand / <—
2

z®(lnx)P

bx

Exercice 3 Soient 0 < a < b, montrer que l’intégrale I(a,b) / ————dux est conver-
0

1

gente et calculer sa valeur. En déduire la valeur de [intégrale /

Exercice 4 Soit a > 0,

L T ging T cosa
1. Montrer que ['intégrale dx converge
xa+1 xre
1 1
2

COs™ X

dx diverge. En déduire

+0o0o
2. On suppose que 0 < o < 1, montrer que l'intégrale /
1 xe

+oo
e |
1

3. Vérifier que t — +00,

sinx

dx diverge.
x

cost cost n cos?t
ViVt
_ T cosx T feosx cosPx
des deux fonctions dz et + dx
1 Ve 1 Ve 2

Exercice 5 Etudier la convergence des intégrales suivantes, (o, 3) € R x R,

too g U (lnz)> O] 4 ) — g
/ o /<n_x>5dx / Urm =iy,
0 T+ o (1—x) 0 t

Exercice 6 Montrer que

T ginx T 1 —cosx T gin? ¢
dx = — dx = 5 dx
0 T 0 r 0 T

Exercice 7 Le but de cet exercice est de calculer la valeur de lintégrale de Fresnel I =

400 _: T . ~ .

sinx 2 sin(2n + 1)t 2 sin(2n + 1)t

/ dx. Pour chaque entier n, on note I,, = / g dt et J, = / g dt.
0 x 0 sint 0 t

. Btudier la nature des intégrales généralisées

1. Justifier que, pour tout n € N, I, et J, sont bien définis.
2. Montrer que, pour tout n > 1, I, — I,,_1 = 0. En déduire la valeur de I,.

3. Soit ¢ :[0,5] = R de classe Cl. Montrer, a laide d’une intégration par parties, que

/2 o(t) sin((2n + 1)t) dt tend vers 0.
0

1 1
4. Vérifier que la fonction t — Pl se prolonge en une fonction de classe Ct sur [0, Z].

sin 2
5. En déduire que J, — I,, — 0.
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6. Démontrer, en utilisant un changement de variables, que J, — I. En déduire la valeur

de I.

+o0 =
dt

Exercice 8 Soit f la fonction définie par f(x) = / T3
1

1. Déterminer l’ensemble de définition de f.
2. Quel est le sens de variation de f ¢

3. On admet que f est une fonction continue sur son ensemble de définition. Calculer
f(x)+ f(x +1) pour x > 0.

4. En déduire la limite de f en O et en +00. Donner un équivalent de f en 0.

Exercice 9 Résoudre les équations différentielles du premier ordre suivantes

1.y +y=uxe ™
2. y’—y:xQ
x

Exercice 10 Résoudre les équations différentielles suivantes
1. y" — 3y + 2y = ze® + 222
2. 9"+ 2y + 2y =2z
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Devoir libre du module d’analyse 2.
A rendre avant 1“° Mai 2018

Exercice 1 (Application des intégrales de Wallis) On pose

3 3 4" (n!)?
I, = / cos’"tdt, J,= / t?cos™tdt, K, = (n 3 Jn
0 0 (2n)!
an)!
On rappelle que I, = 451(23)27;
1. Vérifier la relation suivante I, = n(2n — 1)J,_; — 2n%J,
2. En déduire que K,,_1 — K,, = T
4n?
Tem 1
3. Démontrer la relation — Z =i =Jy— K,
k 1
4. Démontrer que, pour tout réel x € [0,5], on a : v < Tsinw
5. En déduire que, pour tout entier n, on a
2 73
0<J, <——1I,, t 0<K, < —m—
=" =8+ 1) ‘ = 16(n+1)

6. En déduire que lim Z =i %

n—-+o00

7. En écrivant

t—1
k=0
2
est convergente et J = e
: . -1
Exercice 2 On se propose de calculer la valeur de ’intégrale J = / i dt.
o In

1. Montrer que ['intégrale J = / _— dt est convergente.

2

Tt—1 Toat
2. Montrer que / dt = / —,
o Int . Int

3. Vérifier que

.'1'/'2 .1'2 II?2
) dt dt dt
x —— < — <z .
., tint ., Int ., tint

Tt—1
4. En déduire que/ ——dt=1In2.
o Int

Exercice 3 (Constante d’Euler) On considére la (série harmonique) suivante H, =

1. Montrer que lim H, = +o0

n—-+00

2. Montrer que Vn > 1, In(n+1) < H, <1+ Inn. En déduire H, ~Inn

& Int
= —Ztk Int + thzfn—l’ montrer que l'intégrale J = /

0

Ulnt
t—1

dt
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3. On pose u, = H, —In(n + 1) et v, = H, — Inn. Montrer que u,, et v, sont adjacentes.

On notera v = lim w, = lim v,
n——+oo n—-+00
‘ ‘ e, 1 1
4. Montrer la convergence de l’intégrale généralisée / e 7 =73 dt.
0 —e
1 1 “ —(k+1)t _ o—(k+2)t
5. En écrivant e~ —— ] = lim e~ (b1t _ ¢ ¢
l—et ¢t n—+oc0 t
k=0
+00 » 1 1
6. Montrer que v = e - — - | dt.
1,m
Exercice 4 (Formule de Stirling) On considére, pour n > 1, les suite u, = % et v, =
n"\/n

Inu,, — Inu,_1
1. Exprimer simplement v, en fonction n et donner un développement limité a ’ordre 2 en
L de la suite (vn)n.
2. En déduire que la série (> ;_, vg)n est convergente. Montrer alors que les suites (Inw,),

et (un)n convergent et donc qu’il existe un réel K > 0 tel que n! ~ K <E> V.
e

3. En utilisant Uéquivalent de Uintégrale de Wallis, montrer que n! ~ /2mn <Z>n
too 2
Exercice 5 (Intégrale de Gauss) On pose [ = / e " dx.
1. Montrer que l'intégrale I est convergente. ’
2. Vérifier les inégalités suivantes 1 — 22 < e sur [0,1] et e < T SUT [0, +o0.

+x
3. En déduire que, pour tout entier n > 1,

ﬁ/ol(l—f)"dxszgﬁ/om( &

1+ x2)n
4. En utilisant, le comportement des intégrales de Wallis au voisinage de Uinfini, donner la

+o0
valeur de ['intégrale de Gauss / e dx.
0
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Corrigé de la série N°1 du T.D. d’analyse 2.
Intégrales de Riemann

Corrigé de ’exercice 1 Par définition, les sommes de Darboux inférieure et supérieure de

la fonction T2 qui est décroissante, par rapport & la subdivision Sy sont données par,
x

rus=1(3) (5-0) 0 (-3) = (T ) - w

w9 (3-0) () (230 )53

On sait que

I=(f So)</1 d <IT(f,8)
T o 1422 T ’
et que
! 1
max (/0 1j_x$2 _]_<f780)’]+(f780)_/0 113;2) < IH(F,S) — I7(f, So)
Ce qui donne dans notre cas E << § 0U encore E <1< §
20 4~ 20 5 =" — 5

1) () -1 () 62 s () (-2 ()
Frr= 30 () () () o)

(.80 = L Lo b 1 Y 116 4 16 ]
T2 T @32 T (32 T 1w12)  4\17 5 25 2

. . . . 1
Pour Sy, les sommes de Darboux inférieure et supérieure de la fonction 72 sont données
x
par,

. 1 /1012 1\ 12449
I<ﬁ&)=z<@§+§):1§ﬁ
De méme,
sy =g (ro+r(3) +1(5)+ 4 (3))
Donc,

1/ 1 1 1 1
I(f,8) ==
(f,81) 4(1+02+1+(§)2+1+(§)2+1+(%)2>
1 16 4 16\ 1 /1012 11437 12874
(f,81) 4<+17+5+25) 4(425+) 4425 4 850

C’est a dire que
2449 2874
<7<

850 — '~ 850
1 1
La différence des sommes de Darbouz égale & — (f(0) — f(1)) = o la fonction est deé-
n n
croissante, on peut donc approcher lintégrale de f par 'une des deux sommes en étant sir

que ’erreur est petite que 7 done pour avoir une erreur petite que 1073, il suffit de prendre
n
n > 500.
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Corrigé de ’exercice 2 On peut mettre R,, sous la forme,

1
aveca:(),bzletf(w):1+x n—+00 1+

Comme R, = Sa, — S, ne tend pas vers 0 c’est a dire que la suite (S,)n>1 n'est pas de
Cauchy, (ou que la différence de deuzr sous-suites de S, ne converge pas vers 0) donc elle ne
converge pas et puisque il s’agit d’une suite positive croissante non convergente on conclut que
S, — +oo

En écrivant Sy, — Sgn = (Spn — Sp-1)n) + (Sp-1)n — Sp-23n) + = + (Sig1)n — Sqn)

On remarque maintenant que pour tout ¢ < r < p

1
d
continue sur [0, 1] par suite lim R, = / T 2
0

k=n k=n
1 1 1 " dy r+1
S'I‘ n_S'rn:§ :—E _ — =1
(r+1) kilrn—f—k nkzlr—i—ﬁ /T T n r

On conclut que

n—+oo r

& r+1 p
lim S,, — Si, = In =In=
e Z q
r=q
Corrigé de P’exercice 3

k=n k=n
1 n—+k 1 k

k=1

In S, est donc une somme de Riemann de la fonction Inx sur Uintervalle [1,2], donc on a

2
lim lnSn:/ 1n:1:dx=21n2—1:1n%
1

n—-+o0o

4 4 n 4
S, 22— /O = | est équivalent de di I ==
n o o o W ce qui €St equivaten e aire que n—1>I—&I—loo o

Corrigé de ’exercice 4 Soit f une fonction bornée et monotone, croissante par exemple,

sur [a,b]. Soit e > 0 et N € N tel que (f(b) = f(a))(b—a)

de Darboux supérieure et inférieure de la fonction [ relativement o la subdivision uniforme

< €. La différence des sommes

a
tk:a—i—k N

est donnée par

PP o) =10, Sew) = 7 ( (£(02) - f<tk1>)> _ U J@ba)

Corrigé de I’exercice 5 On a f,bornée, positive sur [a, b]. Supposons que f soit nulle sur |a, b|
sauf en un nombre fini de points a = x1 < x9 < ... < xy < b et posons M = max;<;<x f(z;).
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kM(b — a)

1. Montrons que f est intégrable. Soit ¢ > 0 et soit N € N tel que < e. Les

sommes de Darboux supérieure et inférieure de la fonction f relativement a la subdivision

— % sont donnée par I=(f,S) =0 (sur chaque intervalle [t;_y,t;[,

umforme ty=a-+k

= inf o f(x) = O ceci étant vrai quelque soit la subdivision de [a,b]) et IT(f,S) =

b — b— b—
a ZM < a4 Zf % < e. D’ou lintégrabilité de f au sens de

Rzemann Par deﬁmtzon de l'intégrale on a
b
[ ra)as=sup1-(£.5) =0
a S

2. Supposons que f soit nulle sur |a,b] sauf en un nombre fini de points ou elle prend
des valeurs positives ou négatives. En écrivant f = f+ — f=, ft = max(f,0) et [~ =
max(—f,0) alors f* et f~ sont nulles sauf en un nombre fini de points o elles prennent
des valeurs positives, d’aprés la premiére question, elles sont intégrables d’intégrale nulle
sur la,b] et comme f est une combinaison linéaire de ces deux fonctions elle est aussi

intégrable et . . b
/ f(x)dgs:/ f+(:v)dx—/ f(z)dz =

3. On a [ intégrable sur [a,b] et g = f sauf en un nombre fini de points, posons alors
h = g— f alors h est une fonction nulle sur [a,b] sauf en un nombre fini de points, donc
b

d’apres la question précédente, h est intégrable et / h(z)dx =0 comme g=h+ f et h
et f sont intégrables alors g est intégrable et !

/abg(as)dx:/abh(x)dx+/abf(x)dx:/abf(x)dz

Corrigé de ’exercice 6 Soit f : [a,b] — R continue non identiquement nulle.

1. supposons que / f(t)dt = 0. Le théoreme Formule de la moyenne (Proposition 1.7)

affirme Uezistence d’une c € |a, b] tel que f(c)

2. supposons maintenant que / ft)at =0 et / tf(t)dt = 0. Raisonnons par l'absurde.

Supposons que [ ne s’annule qu’une seule fois en ¢, (d’aprés question précédente Jc €
la,b] tel que f(c) = 0). Supposons, par exemple que f(x) < 0 sur [a,c[ et f(x) > 0 sur
le,b] dans ce cas la fonction g(t) = (t — ¢)f(t) garde un signe constant (positive) sur
[a, b] et sont intégrale est nulle, et comme elle est continue on conclut que g est nulle sur
la,b] tout entier, d’ou la contradiction. Conclusion : f s’annule au moins deuz fois sur
[a, b]

b
3. supposons que / tkf(t) dt =0, pour tout k =0,1,...,n. Toujours par l’absurde, suppo-

sons que fonction f s’annule au plus n fois sur [a,b] et posons ¢ < ¢y < ... <cp, k<mn,
les points ot la fonction f s’annule avec f(t) < 0 sur [a,c1| et posons g la fonction défi-
nie par g(t) = (t—cy)(t—c2) - -+ (t—cx) f(t). Remarquons que g est continue. En dressant
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le tableau de signe de la fonction g on conclut qu’elle garde un signe constant (positive)
sur [a,b], et comme son intégrale est nulle on conclut que g est identiquement nulle sur
[a,b] ce qui est équivalent & dire que f est identiquement nulle sur |a,b]. Contradiction.

b

Done, f s’annule au moins (n + 1) fois. Remarquons que l’hypothése / t f(t)at =0,

pour tout k = 0,1, ..., n implique que pour tout polynome P € R,[X] de adegré inférieure
b

ou égale & n alors / P(t)f(t)at = 0 (linéarité de l'intégrale).

a
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Corrigé de la série N°2 du T.D. d’analyse 2.
Calcul Pratique des Intégrales de Riemann

Corrigé de I’exercice 1 Pour la premiere primitive il s’agit d’une fraction rationnelle, il faut
commencer par la décomposer en élément simple sur R, on trouve que

1 1 2 Lzt
(x—1)2(z2+22+5) 16\(z—1)2 x—-1 a22+22x+5

2 2 1
Or’/m‘”:‘x—r/x—ld"”":m‘x‘”’x#l’“
17 242 1
/de:§ln(m2+2$+5)

222 +2r+5
Par suite,
1 1 2 1
dr = — | ———+In|z = 1|+ =In(2* + 22 +5) + C
/(m—1)2(x2+21:+5) . 16( s Tl gin (@t + 20 45) + )

Pour la deuziéme primitive, /6236 sin 3x dx, il faut deux intégrations par partie, la premiere
donne, en posant u' = e>*, v = sin 3z, donc u = 562“*’ et v' = 3 cos 3,
2z 1 2x _: 3 2x
e“’sin3rdr = 56 sin 3r — 3 e“" cos 3xr dx

. 4 4 . 1
La deuziéme intégration par partie donne, en posant u' = e?*, v = cos3x, donc u = 562“” et
v/ = —3sin 3z,
1 3
/62’” cos3rdx = 562I cos 3 + 5 /62I sin 3x dx

1 3 /1 3
On trouve alors que /6% sin3xdxr = 562:5 sin 3x — 3 (5629” cos 3 + 5 /eh sin 3x dx) d’ou
13

1 3
1 e* sin 3r da = 5623” sin 3x — 162’” cos 3x. Finalement, on obtient

2 3
/629” sin3rdr = (1—3 sin 3r — 3 08 336) e 4 C
Pour la troisieme primitive, /($2 + 1)e*" sin 3z dx, c’est le cas d'un polynome de degré deus
3x

multiplié par une exponentielle, il faut faire deux intégrations par partie, ainsi, on poseu’ = e

v=2a?+1, on obtient u = —€3* et v' = 2z on a alors

1 2
/(x2 +1)e* dr = g(:ﬁ2 + 1) — 3 /xe?"” dx

une deuzieme intégration par partie donne,

W =e3, v=ux, on obtient u = —e3 et v' =1 on a alors

1 1 1 1

3x 3z 3z 3x 3x
redr = —xe” — - | e7"dr = -xe” — —¢
/ 3 3 / 3 9
Finalement,
1 2 11
2 3x 2 3z
1 dr = = - = — C.
/(x—l—)e x 3(m 3x+9)e +

Pour la quatrieme primitive, c’est une fraction rationnelle en racine, on commence par le chan-
gement de variable t = \/x, dx = 2tdt, on obtient,
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/1+\/_ /1—+tdt /(2—%) dt =2t—2In(t+1)+C = 2y/z—2In(vz+1)+C

La derniére primitive est une fraction rationnelle en cos et sin on fait le changement de variable

) T 2d . 2t 11—
classique t = tan —, donc dr = ——, sinx = et cosx = ——, il vient alors
2 1+¢2 1+ t2 1+t

/ dz _/ 1 2dt _2/ at 2/ at
. — 2 P) = _— = 5
2+ cosx +sinw 21—|—zf 1—t 2t 1412 t2+2t+3 (t+1)2+2
T+t2 1482 1+4+1¢2

Finalement,

T
tan — +1

dx t+1 92
= V2arct — | = V2arct —e
/2+COS$+sin$ V2arc an( \/§> V2 arctan NG

1 T

Corrigé de l’exercice 2 Soit f(x) = ] T
—z\1-2z

1. f est bien définie si, et seulement si, x # 1 et x(1 —x) > 0. D’ou Dy = [0,1]

2. En utilisant le changement de variables, x = ¢(t) = sin®t, définit de ]0,%[—]0,1[. La
fonction ¢ est un changement de variable car elle est de classe C* (en fait C*) avec

¢'(t) > 0 et bijective, sa réciproque est aussi de classe C* puisque ¢'(t) > 0 ne s’annule

T 1
pas sur |0, 7/2[. dr = 2sintcostdr et = tant par suite,
l—x\[1—2 cos’t

1
/ . . S P Q/tangtdt = 2(tant—t)+C = 2(tan arcsin /r —arcsin y/z)+C
—x\1l—x

Finalement, on trouve

1
/ T ar=2 a —arcsiny/z | + C.
l—2zV1—2 11—z

3. le changement de variable classique dans une fraction est de poser t =

] , d’ou
—

=1+ t% Donc,

ot
= =1- d — t
Ty e Y Ty YT

1
/1—x dJT*Q /< 1—|—t2) dt = 2(t — arctant) + C
C’est & dire
1 T d 9 T ; T L
T = — arctan
l—z\V1—=2x 1—=x 1—=x

4. Les deux primitives trouvées sont différentes mais comme les primitives sont égales a

[ x
une constante pres, on conclut que arctan 1—2 = arcsin/z + C, avec x €]0,1[.
—T
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Corrigé de ’exercice 3 Soit f(z) = 2"(Inz)?, (n,p) € N* x N

1. f est continue sur )0, 1] et comme lim,_,q+ 2" (Inx)? = 0, f est prolongeable par continuité
en 0 donc elle est Riemann-intégrable sur [0, 1].

1
2. On pose I, ,, = / 2" (Inx)P dzx. Une intégration par partie donne, en posant u = (Inx)P

1 p—1 n-+1

et v/ = " doncu’:p& etv::E—,

T n+1

! o p [ p
n n+1 n —1
Inp = /0 z"(lnx)? de = —] [ (Inz)?] | — e /0 2"(Inx)P~"dr = _n—HIn’p_l
Par itération on trouve que
(=1)p! p!
Iin,y) = Iinoy=(—1)——
) = 7 o = (U

n

1
Corrigé de ’exercice 4 On pose I, = / dx
o 1+

xn

1. Onax>0=0< ] < z", la croissance de l’intégrale donne

+x

L 1 . 1
0< dr < z"dx = .
0o 1+ 0 n+1

D’ou lim, o I, =0.
2. On a

1 n 1 n+1 1 nl 1 1
In+fn+1=/ v da:+/ < dx:/ Mdazz/ " dr =
0 1+ o 1+x o L4z 0 n+1

(1)t
3. On pose S, = Z p

k=1

. Alors

n

Sp = (D) Iyor 1) = (To+1) — (I + L)+ (It Is) = -+ (1) (Ina+ 1) = To£l,

Comme lim,, I, =0 et Iy =1n2 alors

lim S, = Ii i:“”hl—12
Jim S, = Jim 52T = 2

1
Corrigé de ’exercice 5 on pose B(p,q) = / 2P(1 —x)%dx, (p,q) € N x N,
0

1. En posant le changement de variablet =1 —z,dv = —-dt, r=0=>t=1etxr=1=
t =0, on trouve que

Bm@:AZﬂLwym:—[%—wwazﬁﬁu—ww:B@m
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P+l

¢
p+1e

Une intégration par partie donne, en posant u' = 2P, v = (1 — x)? donc u =

v =—q(1 —2)!

1
q 1 1 q
1 — )1 +—/ T (1—2)" de = ——B(p+1,q—1).
1( )1 p+1J ( ) p+1 (p g )

B(p,q) = /lep(l—:c)qu — {

p+
Par itération, on trouve que,

q qg—1 plq!

q
B(p,q) = —B(p+1l,g—1)=——21 " Bp+2,q—2)=-- = B(p+q,0).
(p, q) o (p+1,q—1) P P (p+2,q—2) hta) (p+4q,0)
. plq!
D’od B(p,q) = ——+
(p,q) TETES

2. En posant le changement de variables t = sin®x (donc 1 —t = cos?t et dt = 2sinx cosx)
de [0,5] = [0,1], on trouve que

2 e 1
I(p.q) = / sin?t! x cos®™ ! xdz = 5/ (1 —¢t)1dt = 53(197 q)-
0 0

g
Corrigé de ’exercice 6 (Intégrales de Wallis) On pose W,, = / sin” x dz
0

1. Par le changement de variable, t = 5 —x, doncdt = —dr, r =0=>t=S etx =% =

2
t=0, on aVneN,
2 0 T 2
Wn:/ sin”xdx:—/ sin” <§_t> dt:/ cos™ tdt
0 z 0

2. On a,Vn €N, 0 <sin"xz < 1, la croissance de l'intégrale implique que 0 < W, < g

no
B

s

™ . . . .
3. Comme 0 < x < = alors 0 < sinz < 1, par suite pour tout n € N, 0 < sin""z < sin"z

et la croissance de lintégrale donne que W, 1 < W,. D’ou W,, est décroissante, comme
elle est aussi minorée elle est donc convergente,

+1

4. Par une intégration par partie, en posant u = sin""" x, v =sinx, el

W = (n+1)sin" zcosx, v =—cosz, on obtient

us T
3 x 3
Wio = sin"Haxsinzdr = [—cosxsin™™t 2|2 + (n+1 sin” x cos? z dz
+ 0
0 0

C’est a dire que,

n—+1
Wiio = (W, = Whao) = Wy = W,
+2 = (n+1)( +2) 2=
5. D’apres la formule précédente et par itération on obtient,
2n —1 (2n —1)(2n — 3) 2n—1)2n—-3)---1 (2n)! =«
W = Wn_ e W _ = e e e — W [ R A——
mT g R on(2n—2) = 7 m(2n—2)---2 0 22n(nl)22
et
2n 2n(2n —2)---2 221 (nl)?
W2n+1 = 5 - VWaoan—-1— 1=
2n+1 2n+1)(2n—1)---1 (2n +1)!
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W,
6. On a déja montré que W, > 0 et décroissante, donc pour tout n € N*, -

Wn—l
D’autre part, par la relation de récurrence on a (n+ 1)W1 = nW,,_1 < (n+1)W,,. Par
suite on a bien,

n W,
< <1.
n—|— 1 - Wn—l -
7. Pour tout n > 1, Spp1 = (n+ VY)W, W, or d’aprés la relation de récurrence on a
(n + 1)Wn+1 =

nW,_1, donc Spy1 = (n+ )W, W,, = nW,,W,_y = S,,. Dot S,, est
constante et

&:&:g

nW? T
8. D’apres les questions 6 et 7, lim,, oo ————— =1 or nW,W,,_1 = — donc
anWn—l 2

lim nW? = T
n—-+oo 2
C’est a dire que
s
Wy >~y —
2n
. 3, m &
D’apres la question 5, Wy, = —22

P g On conclut que, C3, ~

~
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Corrigé du T.D d’analyse 2. Série N°3
Intégrales Généralisées

Corrigé de I’exercice 1 f: [a,b] — R bornée et localement intégrable sur ]a,bl.
St f est identiquement constante, elle évidement Riemann intégrable. Supposons donc que f
est non constante et posons m = inf(,y) f(x) et M = supy, ;) f(x). On a bien M —m >0

Soient € > 0, a et (B tels que max (a — a,b— ) < m

f étant localement intégrable sur |a,b|, donc intégrable sur |o, B], par suite il existe une
subdivision, notée o, de |, ] telle que la différence des sommes de Darbouz

g
S(f[a,ﬁ], J) - S(f[a,ﬁb U) < 5

Comme 01 = oU{a, b} est une subdivision de [a, b], posons m, = inf|yq) f(2), My = supy, ) f(2),
mg = infigy f(x), Mg = supgy f(x), alors
S(f,01) = s(f,01) = (@ = a)(Ma —ma) + S(flap),0) = $(fla,8,0) + (b= B) (Mg — mp)
Or (a = a)(My —ma) < (@ —a)(M —m) <
€ 5
S(fiap1:0) = 8(fiap, 0) < 5 et (b= B)(Ms —mp)(b— 5)(M —m) < .
Finalement, on a montré que pour tout € > 0, il existe une subdivision de [a,b] tels que la

différence des sommes de Darbouz de f relativement a cette subdivision est inférieure a €. D o,
Uintégrabilité de la fonction f sur [a,b] au sens de Riemann.

+o0 d
Corrigé de ’exercice 2 Considérons les intégrales de Bertrand / e
5 z%(Inz)P
1. (Premier cas : o =1 Dans ce cas, on peut calculer exactement l'intégrale, en effet,
1 1
teo g 1 R  B>1
A e
5 z(lnx) f—1(nx) 5 1o si B<1

Done, Uintégrale converge (dans le cas o = 1)si, et seulement si, > 1.
2. (Deuxiéme cas : a > 1) Soit alors 1 <0 < «, on a

x° 1

li —— = lim ————= =0
200 z®(Inx)? 2150 z*9(Inx)?

1
Par comparaison avec les intégrales de Riemann (6 > 1 et << —), on conclut
x

z®(Inx)s

“+o0o
dz
que l'intégrale de Bertmnd/ a7 est convergente pour tout o > 1 indépendam-
9y

Inx)?
ment de la valeur de (.

3. (troisiéme cas : < 1) On a

T ) le_a

im — " — lim — -
5160 z®(Inx)? e (Inx)B e

. . . 1 .
Par comparaison avec les intégrales de Riemann >> — ) on conclut que l’in-
x

x*(Inz)B

+o0
d
tégrale de Bertrand / a—x
2 T (

Inz)? est divergente pour tout o < 1 indépendamment de
nx

la valeur de 3.

M. MOUSSA 37



CHAPITRE 4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

En conclusion, les intégrales de Bertrand convergent, au voisinage de l’infini, si, et seulement
si,a>loua=1etfp>1

1 di
En passant, au voisinage de 0, par le changement de variable en posant t = —, dv = ——
x

t2
/+oo dr /1/2 dr
s  xo(Inz)f ), a2(—Inz)s

En conclusion, les intégrales de Bertrand convergent, au voisinage de 0, si, et seulement
sh,a<loua=1letfp>1

Par suite,

+oo —at _ —bt
Corrigé de ’exercice 3 On pose, pour 0 < a < b, I(a,b) = / %dt. 1l s’agit
0

d’une intégrale généralisée avec deux singularités en 0 et en 400, on étudie le comportement

o 1 efat _ e*bt +o0 efat _ efbt
des deux intégrales — dt et — dt.
0 1

—at __ ,—bt efat - efbt
Or la fonction — est prolongeable par continuité en 0, en effet, %ir%f =
%
1t -2
b—a, donc / — dt est une intégrale définie, c’est a dire que 0 est une fausse singularité.
0 efat _ efbt
1l ne reste que l'infini comme point de singularité de l’intégrale. On at > 1 donc
+oo 1 +o00 e—at e—bt
e et e " dt = = converge, par critére de comparaison, l'intégrale / 7&5
a 1

1
converge. Dot lexistence de I(a,b).
Soit [, B] C|0, +o0[, on a par linéarité de lintégrale et changement de variables

B e—at _ bt B o—at B bt B p—at B bt Ba —t Bb o—t
/ —dt:/ dt—/ —:dt/ adt—/ —bdt:/ —dt—/ Y
« 13 a 13 « i « at « bt aa t ab t

La relation de Chasles donne,

Ba et Bb et ab et Ba et Ba et Bb et
—dt — —dt = —di + —di — —dt + —dt
aa 13 ab 13 aa 13 ab 13 ab 13 a t

Finalement on a

Or,
ab ab _—t ab
di e di
eab/ —g/ —dtgea“/ =
aa t aa t aa t
C’est a dire,

de méme,

Par suite,
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En passant a la limite o — 0, on obtient, pour tout >0

b B g—at _ bt b
_ p—Pa e - = _ o Bb Z
(1 e )lna§/0 . dtS(l e )lna

Une autre fois on passe a la limite § — 400, on trouve,
b +oo e—at . e—bt b
In- < / ——d<In-
a 0 t a

Conclusion

I(a,b) zlné

a
Pour a =1 et b =2 et par le changement de variable v = e~

1 _1 0 —t_l +oo —t =2t
/ z d:l::/ ¢ (—e_tdt):/ %dt:I(l,Q):lHQ
0 0

t on obtient

Inz oo
. . , . ) L . T sin g
Corrigé de ’exercice 4 Soit a > 0, considérons l'intégrale )
.z
» g , "y T . s sinx 1
1. 1l s’agit bien d’une intégrale généralisée avec une singularité en 400, or |—| < ——,
maJrl xa+1

converge (intégrale de Riemann).

+oo
et comme a > 0 alors a+1 > 1, par suite
1 xa+1

+oo o3
- ) L y sin x
Par critere de comparaison, on en déduit que ['intégrale / 7 est absolument
1 Z 1
convergente. Par intégration par partie, u(z) = sinz et v'(z) = — on obtient,
x

. . +
+oo sinz 1sinzx °°+ 1 [T cosT
r=|—= = x
n xa-i—l a ¢ L a fy T

T cosx T gin g _
dr = o - dr —sinl
1 x 1 ot

done,

e % cos
["intégrale — est convergente.
1 x

2 +oo
sin” x 1 —cos2x dx
2. Supposons 0 < a < 1, comme = 5 , 07“/ — diverge (intégrale de
e e 1 i

cos 2x sin? x

dx di-

+00 +oo
Riemann avec 0 < o < 1) et / dx converge, par suite /
1 1

e e
verge (La somme de deux intégrales généralisées convergentes est une intégrale conver-
sin x

gente). Comme

/+OO
1

3. Ona

sin® x +° 5in? , L ‘
> ——et —dx diverge, par le critére de comparaison,
x 1 x

xOé
sin x

dx diverge

x
cost

cost cost cost cos’t
%:1+——>1, quand t — +o0, d’ou ~ +
cost cos”t Vi Vit Vi t

— 4
N

+oo
la premiére question /
1

, d’apres

2

COS ™ COs™ X

NG
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cos? 1 — cos2x T cosx T fcosx cosix )
que = ) et dz converge alors + dz di-
x 1 1

z® NG NG x

verge.
Malgré Uéquivalence des deux fonctions leurs intégrales généralisées ne sont pas de méme

nature.

+0o0
dx
Corrigé de ’exercice 5 Soit (o, 5) € R x R. L’intégrale généralisée / pem—:i présente
0 ¢+
dx

1
deuz singularités en 0 et en +00, on examine donc les deuz intégrales généralisées / por—c
0 T4

/+oo dr
et —_—.
1 x*+af

La fonction est positive, on peul appliquer le critére d’équivalence, au voisinage

1 1 1

N . . 4 N
de 0 on a prmrn: Rl ey et au voisinage de linfini 28 = e donc les deux

4+ 28

intégrales, / T et/ ————, sont convergentes si, et seulement si,
o ¢+ 28 e +4af

min(a, f) < 1 < max(a, f).

1

—Inz)e

L intégrale / ili;ﬁdx présente deux singularités en 0 et en 1 (pour > 0), on examine
0 —

donc les deux intégrales / & dx et/ ﬂ dx, par le critére des équivalences on
0 (1—x)s 1/2 (1—x)s
—Inx)”
a, au voisinage de 0, H ~ (—Inx)%, les deux fonctions sont positives dans l'intervalle
—x

d’étude. Donc, leurs intégrales sont de méme nature, or d’aprés lim, ,o+/z(—Inz)* — 0 et

1
comme lintégrale f01/2 —,dz est convergente (intégrale de Riemann au voisinage de 0 o < 1)
x

VT

il en est de méme pour ['intégrale fol/Q(— Inx)® dzx ceci pour tout o € R.
(—Inz)®
(1—x)?

=0sia>petl si = a Donc, 1 est une singularité de

Au wvoisinage de 1, si f > 0, la fonction se prolonge par continuité en 1 pour

(—Inx)®
(1—=)8
Uintégrale généralisée seulement dans le cas B > max(«,0). Supposons alors que > max(a,0)
1 o 1/2 (e
—Inz —In(1—1¢
par changement de variablest = 1—x, on obtient / % dr = / %
12 (1 =) 0 t

derniére intégrale présente une singularité au voisinage de 0. or au voisinage de 0 —In(1—t) ~ ¢

(—In(1—1))* 1
t8 R e
En conclusion, l'intégrale converge si et seulement si, § < a+ 1

a > [ car lim,_,;-

dt. La

par suite donc lintégrale converge si, et seulement si, § —a < 1.

+o0 1
. . .y p L —cosx
Corrigé de I’exercice 6 Considérons l'intégrale genemlzsee/ ————duz, 0 est une fausse

0 72

, L , I —cosz 1 . v 1 —cosx _ 2 .
singularité car lim, .o ——— = 3 Au voisinage de Uinfini on a ———— < — dont ['inté-
x x x
- v 1 o T 1 —cosw
grale converge au voisinage de 'infini, d’ot la convergence de l'intégrale — —du.
0 x
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Une intégration par partie donne avec u =1 — cosx, v/ = — donc, v =sinx et v = ——
x x

T _ cosz 1—cosx]t™ T ginx T ginx
—2de _ + dx = dx
0 T T 0 0 T 0 T

D’autre part, par changement de variable

T 1 —cosx +00 gip? s /x T gin? g
—— Pl = 24 (—) = Sz
S A A

2 sin(2n + 1)t 2 sin(2n 4+ 1)t
Corrigé de I’exercice 7 Posons I, = / Q dt et J, = / gdt.
0 sint 0 t

) sin(2n 4+ 1)t sin(2n 4+ 1)t . ,

1. On alim;_,q ( 7 ) = ( ) =2n+ 1. Donec, les fonctions considérées sont
sin

prolongeables par continuité au voisinage de 0. Les deux intégrales sont définies (il s’agit
des intégrales propres ou au sens de Riemann) D’ot Uexistence des suites (I,), et (Jn)n

pour tout n € N.
2. Soitn>1, on a

sin(2n + 1)t = sin(2n — 1)t X cos 2t + cos(2n — 1)t x sin 2t
= sin(2n — 1)t x (1 — 2sin®t) 4+ 2cos(2n — 1)t x sint x cost

Par suite,
in(2 1)t in(2n — 1)t
sin( .n+ ) = sin( n )t _ 2sin(2n — 1)t x sint + 2 cos(2n — 1)t x cost
sin ¢ . (Slnt 1)t
= w + 2 cos(2nt)
sint

™

x 1 .
Par suite, I, = I, 1 + 2/2 cos(2nt)dt = I,,_1 + — [sin(2nt)]¢ = I,—1.
0 n

T
La suite I,, est constante. Donc I, = Iy = 5 Vn € N.

cos(2n + 1)t

3. Posons, u(t) = ¢(t), v'(t) = sin(2n+1)t, donc u'(t) = ¢'(t), v(t) = ot 1

, alors

2 1

cos(2n + 1)t
- _l’_
o 2n+1

2n—+1

/0;* ¢(t) sin((2n + 1)t) dt = [ o t)} /0 #1(8) cos2m+ Dt

Soit M > max(max, x |¢(t)], maxp, z) |¢'(t)]), alors

2 3M
t)sin((2 Dt)dt| <
| ottysinn + vpat] < 72
D’ot /2 o(t)sin((2n + 1)t) dt — 0 quand n — +o0.

0

4 1 1 1 . 1 1

4. la fonction t — — — —— est de classe C' sur |0, 5]. Au voisinage de 0, on a — — — =
sin t t sint

sint — ¢ 1 ¢ ) , o
= ————+0(t?). la fonction se prolonge par continuité en 0 par 0 en calculant

tsint
le tauzr de variation de la fonction prolongée en 0, qu’on la notera ¢ on trouve que
t)— (0 1t ‘ 4 .
M = T 3ant +o(t), d’ot la fonction prolongée est dérivable au voisinage de 0
sin
1

avec ¢'(0) = —3 La dérivée est continue en 0. Dot elle est de classe C'.
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t sint sint
fonction de classe C1, d’apres la question précédente J, — I, — 0.

211 11
5. Ona lJ, — I, = / (— - —) sin(2n + 1)tdt comme T T T ¢ prolonge en une
0

s s
6. Comme I, est constante et vaut 5 Alors, J, — 5 D’autre part, en posant x = (2n+1)t

on trouve que,

2 sin(2n + 1)t @ntD)3 g +o0 g
Jn = / —Sln( n + ) (2” + 1)dt = / S o dr — / S o dxr = [ — Z
o (2n+ 1)t 0 x 0 x 2

400 =

Corrigé de I’exercice 8 Soit f la fonction définie par f(z) = / dt

. Lt

1

1+t tite

généralisées on conclut que f(x) est définit si, et seulement si, x > 0.
Y "

T+t 1+t

3. On admet que f est une fonction continue sur son ensemble de définition.

+o00 = +t—:}c—1 +o00 1 +o0 1
1) = _—_— = t_x_ldtz _— = — Ve >0
fa+ s = [ [ I] Low

1. La fonction

au voistnage de l'infini. Par critéere d’équivalence des intégrales

2.r<y=t<t! = D’ou f est strictement décroissante.

4. En déduire la limite de f en O et en +00. Donner un équivalent de f en 0.

5. Comme f est continue sur |0, +oo[, donc en 1 alors lim, o f(z + 1) = f(1) et comme
zf(x)+xf(x+1) =1, par passage a la limite on trouve que lim, o(xf(x)xf(x+1)) = 1.
1
Comme lim,_,o+zf(x + 1) = 0, il en découle que, lim, ,oxf(x) = 1. Done, f(x) ~ —
T
au voisinage de 0.

Au voisinage de l'infini, pour x > 1, on a

1

z—1

=fle+ D)+ f(z) <2f(x) < flo)+ flz 1) =

rz+1
En passant a la limite, on obtient, lim, ., f(z) = 0. De plus, on a,

T T
—_— <2 <
r+1 xf(x) r—1

Ce qui donne lim,_,, . 2z f(x) =1, c’est a dire que f(x) ~ o WY votsinage de linfini.
x

Corrigé de I’exercice 9 1. y'+y = 0 admet Ke™* comme solution homogéne, la variation

2, —x

de la constante donne y, = §x e~ " comme solution particuliére. Donc, 'ensemble des

1
solutions est donné par y, = (51’2 + K) e ",

2
x
2. On a Cx est solution homogeéne, la variation de la constante donne y, = 5 + C' comme

1
solution particuliere. Donc, l’ensemble des solutions est donné par y, = 5353 + Cx.
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Corrigé de I’exercice 10 Concernant [’équation, y" — 3y + 2y = xe® + 222, son équation
caractéristique est donnée par r?> —3r+2 = 0 qui admet r1 = 1 et ry = 2 comme racine simple,
par suite l’ensemble des solutions homogéne est le sous espace engendré par les fonctions e* et
e?®, donc y, = Ae® + Be**.

Pour chercher une solution particuliére et comme le second membre est une somme de deux
fonctions f(x) = fi(x)+ fa(x), on cherche une solution particuliére partielle y,, pour la fonction
f1 et une solution particuliere y,, pour la fonction fy et la solution particuliére de notre équation
sera la somme yp = Yp, + Yp,-

Cherchons une solution particuliére pour fi(x) = we®, comme 1 est racine de l’équation
caractéristique on cherche alors une solution de la forme y,, = (ax®+bx +c)e®, ce qui implique
qu’on doit avoir [(ax® + bx + ) + 2(2ax + b) + 2a)e” — 3[(ax? + bx + ¢) + (2ax + b)|e” + 2(az? +
bx + c)e® = ze” or —3y, = —3[az’ + (2a + b)z + b+ cJe”, et y, = [az® + (4a + 3b)x + 2a + (]

ce qui donne,y;1 — By;,1 + 2y, = [2(b— a)z + (2a — 3b)]e”, donc a = —% et b= —1, par suite

x

xT

Ypy = —%(3x2 +1)e”

Pour la solution particuliere pour fo(x) = 222, comme 0 n’est pas racine de I’équation ca-
ractéristique on cherche alors une solution de la ax® + bx + ¢, ce qui implique qu’on doit avoir
2a — 3(2ax + b) + 2(az® + bxr + ¢) = 222, c’est a dire 2ax® + (2b — 6a)x + 2a — 3b + 2¢ = 2z*
donca =1 ¢et2b—6a =0 et 2a —3b+ 2c =0 ce qui donnea =1, b =3 el ¢ = % Donc,
Yp, = 2 + 3z + L.

Finalement, l'ensemble des solutions est donnée par,

1 7
yg:thryp:Aex—i—Bez‘”—5(3x2+1)e$+$2+3x+§, A BeR
L’équation caractéristique associée a ’équation différentielle iy + 2y’ + 2y = 2x est donnée
par 2 4+ 2r +2 =0, qui admet deuzx solutions complezes ri = —1 +1i et r = —1 — 3.
La solution homogene est donnée par

yn(x) = (Acosx + Bsinx)e ™

On cherche une solution particuliére de la forme ax+b car le second membre est un polynéme
de degré 1. On trouve alors 2a + 2(ax +b) = 2x ce qui donne a =1 et b = —1. donc la solution
particuliére est donnée par y, = v — 1.

L’ensemble des solutions générales est alors
Yg=Yn+Yp=(Acosz + Bsinz)e *+z—-1, A, BeR
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