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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

1) Rappels

Théoréme 1.1 (théoréme de Rolle). Soit f: [a, b] — R une fonction continue sur [a, b], dérivable sur
I'intervalle ouvert ]a, b[ et telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que

f'(c) =0.

3/42



CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS
1) Rappels

Théoréme 1.1 (théoréme de Rolle). Soit f: [a, b] — R une fonction continue sur [a, b], dérivable sur
I'intervalle ouvert ]a, b[ et telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que

f'(e) =0.

Interprétation géométrique : il existe au moins un point du graphe de f ou la tangente est
horizontale.

fla) =f(b)
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS
1) Rappels

Théoréme 1.1 (théoréme de Rolle). Soit f: [a, b] — R une fonction continue sur [a, b], dérivable sur
I'intervalle ouvert ]a, b[ et telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que

f'(e) =0.

Interprétation géométrique : il existe au moins un point du graphe de f ou la tangente est
horizontale.

fla) =f(b)

4x T
Exemple. Soit f(x) = — — tanx. La fonction f est continue sur l'intervalle [O, —] , dérivable sur

]O, g[ et £(0) :f(%). D’apres le théoreme de Rolle il existe ¢ € ]0, %[ tel que f'(c) = 0.



CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

1) Rappels

Théoréme 1.2 (théoréme des accroissements finis (T.A.F)). Soit f: [a,b] — R une fonction continue
sur [a, b] et dérivable sur I'intervalle ouvert |a, b.[ Alors il existe ¢ €]a, b| tel que

f(®) =f(a) = (b-a)f' (o).
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

1) Rappels

Théoréme 1.2 (théoréme des accroissements finis (T.A.F)). Soit f: [a,b] — R une fonction continue
sur [a, b] et dérivable sur I'intervalle ouvert |a, b.[ Alors il existe ¢ €]a, b| tel que

f(®) =f(a) = (b-a)f' (o).

Interprétation géométrique : il existe au moins un point du graphe de f ol la tangente est parallele
a la droite (AB) oU A = (a,f(a)) et B = (b,f(b)).

A
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

Théoréme 1.3. Soit f: I — R une fonction dérivable sur un intervalle ouvert . Alors on a
e festcroissantesur/] < Vxel, f'(x) > 0.
e festdécroissantesur/ < Vxel, f'(x) <O.
e festconstantesur/ < Vxel, f'(x)=0.
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e festdécroissantesur/ < Vxel, f'(x) <O.
e festconstantesur/ < Vxel, f'(x)=0.

Remarque.
e Sipourtoutx €I, f'(x) > 0, alors f est strictement croissante.
e Sipourtoutx €I, f'(x) <0, alors f est strictement décroissante.
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Théoréme 1.3. Soit f: I — R une fonction dérivable sur un intervalle ouvert . Alors on a
e festcroissantesur/ < Vxel, f'(x) >0.

e festdécroissantesur/ < Vxel, f'(x) <O.
e festconstantesur/ < Vxel, f'(x)=0.

Remarque.
e Sipourtoutx €I, f'(x) > 0, alors f est strictement croissante.
e Sipourtoutx €I, f’'(x) <0, alors f est strictement décroissante.

Théoréme 1.4 (régle de I’Hopital). Soient 7 un intervalle ouvert et f, g: I — R deux fonctions dérivables et
soita € I avec g’ # 0 au voisinage de a. Alors

e 0 f@ _
Sige N T B s
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

Théoréme 1.3. Soit f: I — R une fonction dérivable sur un intervalle ouvert . Alors on a
e festcroissantesur] < Vxel, f'(x) 20
e festdécroissantesur/ < Vxel, f'(x) <0
e festconstantesur/ < Vxel, f'(x) =

Remarque.
e Sipourtoutx €I, f'(x) > 0, alors f est strictement croissante.
e Sipourtoutx €I, f’'(x) <0, alors f est strictement décroissante.

Théoréme 1.4 (régle de I’Hopital). Soient 7 un intervalle ouvert et f, g: I — R deux fonctions dérivables et
soita € I avec g’ # 0 au voisinage de a. Alors

1) f(x) —f(a)
lin e =R = e
En particulier sif(a) = g(a) = 0, on obtient
RC) J(x)

=f{eR = lim—= =¢.
x—m g’ (x) x—a g(x)
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

Définition 2.1 (dérivées successives). Soient f: I — R une fonction. On dit que f est deux fois

dérivable sur I si f est dérivable sur I et si la fonction dérivée f” est aussi dérivable sur I. On note f”" = (f')’
la dérivée seconde de f.

Plus généralement, sin > 1 est un entier on dit que f est n fois dérivable sur I si
e f est dérivable sur I
e f’ est dérivable sur I

O ooo
n—1 fois
e

o """/ est dérivable sur I.

n fois

—
On note alors £ = """/ et on I'appelle la dérivée n-iéme de f.
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

Définition 2.1 (dérivées successives). Soient f: I — R une fonction. On dit que f est deux fois
dérivable sur I si f est dérivable sur I et si la fonction dérivée f” est aussi dérivable sur I. On note f”" = (f')’
la dérivée seconde de f.

Plus généralement, sin > 1 est un entier on dit que f est n fois dérivable sur I si
e f est dérivable sur I
e f’ est dérivable sur I

® ---
n—1 fois
e

o """/ est dérivable sur I.
n fois

—
On note alors £ = """/ et on I'appelle la dérivée n-iéme de f.

Remarque. 1) Ainsion a f(!) = f" et f2 = 7",
2) Par convention, on note /(9 = f.
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

Exemples. 1) Si f = exp est la fonction exponentielle. Alors pour tout n € N*, la fonction f est n
fois dérivable sur R et () = f.

2) Si f = ¢ est une fonction constante. Alors pour tout n € N*, la fonction f est n fois dérivable sur
Retf" =0.

3) Sif = 1™ est une fonction mondéme. Alors pour tout n € N*, la fonction f est n fois dérivable sur
Retf™ =m(m—1)---(m—n+)x""sin<m,etf =0sin>m.
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2) Formules de Taylor

Exemples. 1) Si f = exp est la fonction exponentielle. Alors pour tout n € N*, la fonction f est n
fois dérivable sur R et () = f.

2) Si f = ¢ est une fonction constante. Alors pour tout n € N*, la fonction f est n fois dérivable sur
Retf" =0.

3) Sif = 1™ est une fonction mondéme. Alors pour tout n € N*, la fonction f est n fois dérivable sur
Retf™ =m(m—1)---(m—n+)x""sin<m,etf =0sin>m.

Théoréeme 2.2 (formule de Leibniz). Si f et g sont deux fonctions n fois dérivables, alors

(f.g)(n) =f(n) g+ Crllf(n—l) .g(l) +eee C/rif(n—k) .g(k) +.”+f.g(,,).
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

Exemples. 1) Si f = exp est la fonction exponentielle. Alors pour tout n € N*, la fonction f est n
fois dérivable sur R et () = f.

2) Si f = ¢ est une fonction constante. Alors pour tout n € N*, la fonction f est n fois dérivable sur
Retf" =0.

3) Sif = 1™ est une fonction mondéme. Alors pour tout n € N*, la fonction f est n fois dérivable sur
Retf™ =m(m—1)---(m—n+)x""sin<m,etf =0sin>m.

Théoréeme 2.2 (formule de Leibniz). Si f et g sont deux fonctions n fois dérivables, alors

(f.g)(n) =f(n) g+ Crllf(n—l) .g(l) +eee C/rif(n—k) .g(k) +"-+f~g(").

Autrement dit,

(6" =3 Chrb 0.
k=0

K o o N . kot
Rappelons que C* désigne le coefficient blnom|72}L2donne par Cy = N — )1



CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

Définition 2.3 (fonction de classe C”"). Soit n € N*. 1) On dit qu’une fonction f: I — R est de classe C"
sur I si elle est n-fois dérivable, et si sa dérivée n-ieme £ est continue sur I.

2) On dit que est de classe C* sur [ si f est de classe C” sur I pour tout n € N*.

3) Par convention, f est dite de classe C sur I si elle est continue sur /.
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

Définition 2.3 (fonction de classe C”"). Soit n € N*. 1) On dit qu’une fonction f: I — R est de classe C"
sur I si elle est n-fois dérivable, et si sa dérivée n-ieme £ est continue sur I.

2) On dit que est de classe C* sur [ si f est de classe C” sur I pour tout n € N*.
3) Par convention, f est dite de classe C° sur I si elle est continue sur /.
Exemples. 1) La fonction exponentielle exp: R — R}, x — ¢* est de classe C*™ sur R.
2) Toute fonction constante est de classe C™ sur R.
3) Toute fonction polynémiale est de classe C*™ sur R.
%

)
4) La fonction In: R} — R, x — Inx est de classe C* sur R}.
5) Les fonctions sin et cos sont de classe C* sur R.
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

Définition 2.3 (fonction de classe C”"). Soit n € N*. 1) On dit qu’une fonction f: I — R est de classe C"
sur / si elle est n-fois dérivable, et si sa dérivée n-iémef(") est continue sur /.

2) On dit que est de classe C* sur [ si f est de classe C” sur I pour tout n € N*.
3) Par convention, f est dite de classe CY sur I si elle est continue sur 1.
Exemples. 1) La fonction exponentielle exp: R — R}, x — ¢* est de classe C*™ sur R.
2) Toute fonction constante est de classe C™ sur R.
3) Toute fonction polynémiale est de classe C*™ sur R.
4) La fonction In: R} — R, x — Inx est de classe C* sur R}.
)

5) Les fonctions sin et cos sont de classe C™ sur R.

Remarque. Si f et g sont deux fonctions de classe C" (resp. C™) sur un intervalle 1, alors Af, f + g et fg
sont de classe C” (resp. C*) sur [.

Si de plus g ne s’annule pas sur I, alors ]—C est de de classe C” (resp. C*) sur [.
8
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

Théoréme 2.4 (formule de Taylor-Lagrange.) Soit f: [a, /] — R une fonction de classe C” sur [a, b] et
(n+ 1) fois dérivable sur |a, b[. Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que

F(B) =f(a) + (b= a)f(a) + %f”(a) T

(b _ a)n+1

fO @+ " O
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

Théoréme 2.4 (formule de Taylor-Lagrange.) Soit f: [a, /] — R une fonction de classe C” sur [a, b] et
(n+ 1) fois dérivable sur |a, b[. Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que

(b-a)?
21

priay e 029"

(b—a)"™

( 1)' j(n+1)(c)

f(b) =f(a) + (b-a)f'(a) + ———f"(a) +

e La formule de T.-L. s’appelle aussi la formule de Taylor-Lagrange en a a I'ordre n + 1.

o Le terme R, (b) = %f("”) (¢) s'appelle le reste de Lagrange.

Exemple. Soit x un réel tel que x > 1. En utilisant la formule de T.-L., il existe ¢ € R tel que

=144 =-1)+6(x—1)2+4c(x - 1)
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

Remarques.

e Sin =0, on retrouve alors la formule des accroissements finis.

e La formule T'.L signifie qu'on peut approcher au voisinage de a la fonction f par un polynéme de degré
inférieur ou égal a n.

e Lorsque b = a + h, la formule T.L devient : il existe 6 €]0, 1] tel que

2
Flat 1) = (@) + @)+ @)+ 0 ) 4 ) ),

(n +1)'
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e La formule T'.L signifie qu'on peut approcher au voisinage de a la fonction f par un polynéme de degré
inférieur ou égal a n.

e Lorsque b = a + h, la formule T.L devient : il existe 6 €]0, 1] tel que

2
Flat 1) = (@) + @)+ @)+ 0 ) 4 ) ),

(n +1)'

Un cas particulier trés important est le cas ou a = 0, on obtient alors le résultat suivant :
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Remarques.

e Sin =0, on retrouve alors la formule des accroissements finis.

e La formule T'.L signifie qu'on peut approcher au voisinage de a la fonction f par un polynéme de degré
inférieur ou égal a n.

e Lorsque b = a + h, la formule T.L devient : il existe 6 €]0, 1] tel que

2
Flat 1) = (@) + @)+ @)+ 0 ) 4 ) ),

( +1)!
Un cas particulier trés important est le cas ou a = 0, on obtient alors le résultat suivant :

Corollaire 2.5 (formule de Mac-Laurin.) Soienta > 0 et f: [0,a] — R une fonction de classe C” sur
[0, a] et (n+ 1) fois dérivable sur ]0, a[. Alors il existe 6 €]0, 1] tel que

2
£ =7 + 1 0) + 270 -4 oy 0y« L ptoen

( +1)!
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Remarques.

e Sin =0, on retrouve alors la formule des accroissements finis.

e La formule T'.L signifie qu'on peut approcher au voisinage de a la fonction f par un polynéme de degré
inférieur ou égal a n.

e Lorsque b = a + h, la formule T.L devient : il existe 6 €]0, 1] tel que

2
Flat 1) = (@) + @)+ @)+ 0 ) 4 ) ),

(n +1)'

Un cas particulier trés important est le cas ou a = 0, on obtient alors le résultat suivant :

Corollaire 2.5 (formule de Mac-Laurin.) Soienta > 0 et f: [0,a] — R une fonction de classe C” sur
[0, a] et (n+ 1) fois dérivable sur ]0, a[. Alors il existe 6 €]0, 1] tel que

2
£ =7 + 1 0) + 270 -4 oy 0y« L ptoen

( +1)!

La formule de Mac-Laurin s’appelle aussi la formule de Mac-Laurin avec reste de Lagrange a

lordren + 1.
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS
Exemples. 1) Considérons la fonction x — exp x. La formule Mac-Laurin avec reste de Lagrange

a l'ordre 4 au voisinage de 0 s’écrit

1 X .x2 X3 .x4 XS
expx=1+— T 2—!+ Y 4‘

avec 0 €]0, 1[. En effet, x — exp x est sa propre dérivée.

= exp(6x),
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS
Exemples. 1) Considérons la fonction x — exp x. La formule Mac-Laurin avec reste de Lagrange

a l'ordre 4 au voisinage de 0 s’écrit
2 3 48

expx:1+£+x— al +—+§exp(6?x),

+ —_—
120 31 4!
avec 0 €]0, 1[. En effet, x — exp x est sa propre dérivée.
2) Considérons la fonction x — sinx. La formule Mac-Laurin avec reste de Lagrange a l'ordre 3

au voisinage de 0 s'écrit
3,4

. x X X 0
sinx = - —§+ﬂcos( X),

avec 6 €]0, 1[. En effet, les dérivées successives de sin x en 0 sont données par :
sin(0) =0, sin’(0) = cos(0) = 1, sin”’(0) = —sin(0) =0, ...
Plus généralement, pour tout k € N nous avons
sin®(0) = 0 et sin®*V(0) = (=1)F cos(0) = (=1)~.

Dol le résultat. Ainsi on peut dire que x — x/3! constitue une valeur approchée de sin(x) avec une

erreur inférieure ou égale a x°/5!.
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

3) Soit P un polynéme de degré au plus n. Alors P est de classe C""" sur R et P =0.La
formule Mac-Laurin avec reste de Lagrange a I'ordre n + 1 s’écrit (pour b = x et a = 0)
n
P® (0
Vx€R, P(x)zzJ "
= n!

En effet, le reste est nul. Ainsi, les coefficients de P sont donnés par les dérivées successives de
P en 0. Ce résultat peut aussi se démontrer par un calcul algébrique (sans recourir a 'analyse).
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

3) Soit P un polyndme de degré au plus n. Alors P est de classe C"""" sur R et P =0.La

formule Mac-Laurin avec reste de Lagrange a I'ordre n + 1 s’écrit (pour b = x et a = 0)
n
PH (0
Vx€R, P(x)=z <)x".
k=0
En effet, le reste est nul. Ainsi, les coefficients de P sont donnés par les dérivées successives de

P en 0. Ce résultat peut aussi se démontrer par un calcul algébrique (sans recourir a 'analyse).
4) Considérons la fonction x — In(1 + x). La formule Mac-Laurin avec reste de Lagrange a

l'ordre 2 au voisinage de 0 s’écrit
In(1 +x) x + x 2
X)=x—-—+—~-—7—"2,
2 31 (1+6x)3

avec 0 €]0, 1[. En effet, les férivées successives de In(1+x)en0 sont données par :
f(0) = 0. Ensuite f'(x) = —— donc f’(0) = 1. Ensuite f""(x) = — donc f”’(0) = —1. Puis
1 +x (1+x)2
-1
donc £ (0) = 2. Par récurrence on montre que £ (x) = (=1)""! EY +x))”

3) —
fre = 2(l +x)3

(m) - 1)! 4
donc £ (0) = (=1)""'(n — 1)!. Ainsi pour n > 0 :fn—'(o)x” = (—l)”‘l(nn—‘)x” = (_1)n—1%.
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

Corollaire 2.5 (inégalité de Taylor-Lagrange). Soit f: [a, b)] — R une fonction de classe C" sur [a, b] et
n + 1 fois dérivable sur ]a, b[ telle que f"*1) est majorée par M € R* sur |a, b[. Alors

5 (b - a)k M.(b—a)™!
}/(b)_; a @) < n+D)!
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

Corollaire 2.5 (inégalité de Taylor-Lagrange). Soit f: [a, b)] — R une fonction de classe C" sur [a, b] et
n + 1 fois dérivable sur ]a, b[ telle que f"*1) est majorée par M € R* sur |a, b[. Alors

5 (b - a)k M.(b—a)™!
}/(b)_kzz(; a @) < n+D)!

Exemples. Considérons la fonction x — sin x. Linégalité de Taylor-Lagrange pour n = 2 sur

I'intervalle [0, /6] s’écrit
3

Vx e [0,7/6], [sinx — x| < ra

Ainsi si on approche sinx par x sur [0, /6], I'erreur commise est majorée par x> /6, soit de 'ordre
de 2.1072.
Pour n = 4, I'inégalité de Taylor-Lagrange sur l'intervalle [0, /6] s’écrit
3 5
X

sin <=
nmx—x—- —| < —-
6 120

Ainsi si on approche sinx par x — x> /6 sur [0, m/6], I'erreur commise est de l'ordre de 3.107%.

Vxe[0,7/6],




CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

Définition 2.6 (extremums). Soient /': Dy — R une fonction, a € Dy tel que f définie au voisinage de a.
e On dit que f admet un maximum local (ou relatif) en a si f(x) < f(a) au voisinage de a, c’est-a-dire s’il
existe @ > 0 tel que
Vxe€la—a,a+af, f(x) <f(a).

e On dit que f admet un minimum local (ou relatif) en a si f(x) > f(a) au voisinage de a, c’est-a-dire s'il
existe & > 0 tel que
Vx€la—a,a+al, f(x) = f(a).

e On dit que f admet un extremum local en a si f admet un maximum local ou un minimum local en a.
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Définition 2.6 (extremums). Soient /': Dy — R une fonction, a € Dy tel que f définie au voisinage de a.
e On dit que f admet un maximum local (ou relatif) en a si f(x) < f(a) au voisinage de a, c’est-a-dire s’il
existe @ > 0 tel que
Vxe€la—a,a+af, f(x) <f(a).

e On dit que f admet un minimum local (ou relatif) en a si f(x) > f(a) au voisinage de a, c’est-a-dire s'il
existe & > 0 tel que
Vx€la—a,a+al, f(x) = f(a).

e On dit que f admet un extremum local en a si f admet un maximum local ou un minimum local en a.

Dire que f a un maximum local en a signifie que f(a) est la plus grande des valeurs f(x) pour les
x proches de a.
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e On dit que f admet un maximum local (ou relatif) en a si f(x) < f(a) au voisinage de a, c’est-a-dire s’il
existe @ > 0 tel que
Vx€la—a,a+al, f(x) <f(a).

e On dit que f admet un minimum local (ou relatif) en a si f(x) > f(a) au voisinage de a, c’est-a-dire s'il
existe & > 0 tel que
Vx€la—a,a+al, f(x) = f(a).

e On dit que f admet un extremum local en a si f admet un maximum local ou un minimum local en a.

Dire que f a un maximum local en a signifie que f(a) est la plus grande des valeurs f(x) pour les
x proches de a.

Remarque. On dit que f: Dy — R admet maximum global en a si

Vx e Dy, f(x) <f(a).

14/42
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2) Formules de Taylor

Définition 2.6 (extremums). Soient /': Dy — R une fonction, a € Dy tel que f définie au voisinage de a.
e On dit que f admet un maximum local (ou relatif) en a si f(x) < f(a) au voisinage de a, c’est-a-dire s’il
existe @ > 0 tel que
Vx€la—a,a+al, f(x) <f(a).

e On dit que f admet un minimum local (ou relatif) en a si f(x) > f(a) au voisinage de a, c’est-a-dire s'il
existe & > 0 tel que
Vx€la—a,a+al, f(x) = f(a).

e On dit que f admet un extremum local en a si f admet un maximum local ou un minimum local en a.

Dire que f a un maximum local en a signifie que f(a) est la plus grande des valeurs f(x) pour les
x proches de a.

Remarque. On dit que f: Dy — R admet maximum global en a si

Vx e Dy, f(x) <f(a).

II'est clair que un maximum global est aussi un maximum local, mais la réciproque est fausse.



CHAPITRE 2 : LES FONCTIONS

2) Formules de Taylor

maximum global

minimums locaux < maximums locaux
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CHAPITRE 2 : LES FONCTIONS

2) Formules de Taylor

Proposition 2.7. Soient f: Dy — R une fonction, a € Dy tel que f définie au voisinage de a. Si f est
dérivable en a et admet un maximum local (ou un minimum local) en a, alors f’(a) = 0. On dit que f admet
un point critique en a.
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CHAPITRE 2 : LES FONCTIONS

2) Formules de Taylor

Proposition 2.7. Soient f: Dy — R une fonction, a € Dy tel que f définie au voisinage de a. Si f est
dérivable en a et admet un maximum local (ou un minimum local) en a, alors f’(a) = 0. On dit que f admet
un point critique en a.

Géométriqguement, si f admet un maximum local (ou un minimum local) en a alors au point
(a,f(a)) la tangente a la courbe représentative de f est horizontale.

y
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CHAPITRE 2 : LES FONCTIONS

2) Formules de Taylor

Proposition 2.7. Soient f: Dy — R une fonction, a € Dy tel que f définie au voisinage de a. Si f est
dérivable en a et admet un maximum local (ou un minimum local) en a, alors f’(a) = 0. On dit que f admet
un point critique en a.

Géométriqguement, si f admet un maximum local (ou un minimum local) en a alors au point
(a,f(a)) la tangente a la courbe représentative de f est horizontale.

y

X

Dy

Remarque. La réciproque est fausse. Par exemple : f(x) = x>. le point xo = 0 est un point critique,
mais ce n’est ni un maximum local ni un minimygp,Jocal (c’est un point d'’inflexion).



CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

Exemples.
1) La fonction f: x > x*> admet un minimum local en 0. On a f’(0) = 0 et f”/(0) > 0.
2) Lafonction f: x — —x? admet un maximum local en 0. On a f’(0) = 0 et f”/(0) < 0.

3) La fonctionf: x — x> n"admet ni minimum ni maximum local en 0. On a f’(0) = 0 et

£7(0) = 0.
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS
2) Formules de Taylor
Exemples.
1) La fonction f: x > x*> admet un minimum local en 0. On a f’(0) = 0 et f”/(0) > 0.
2) Lafonction f: x — —x? admet un maximum local en 0. On a f’(0) = 0 et f”/(0) < 0.

3) La fonctionf: x — x> n"admet ni minimum ni maximum local en 0. On a f’(0) = 0 et

£7(0) = 0.

A A A

AN |
7 |

f) = fx) == fx) =2
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

En utilisant la formule de Taylor a I'ordre 2, on obtient le résultat suivant :

Proposition 2.8 (Caractérisation des extremums). Soient f: I — R une fonction de classe C? eta € I
un point critique de f, c’est-a-dire f(a) = 0. On a

1) sif”’(a) > 0, alors f admet un minimum local en a;

2) sif”(a) <0, alors f admet un maximum local en a;

3) sif”(a) = 0, alors on ne peut pas conclure. Il faut approfondir I'étude.
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

Définition 2.6 (fonction convexe). Soient / un intervalle et f: I — R une fonction. On dit que f est
convexe si
Vte [0,1], Vxi,xp €I, f(tx; + (1 =1).xp) < t.f(x1) + (1 =1).f(x2).
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

Définition 2.6 (fonction convexe). Soient / un intervalle et f: I — R une fonction. On dit que f est
convexe si
Vte [0,1], Vxi,xp €1, f(t.x1 +(1-1).x) < t.f(xl) +(1- t).f(XQ).

Interprétation géométrique :
y

f(t.x1 + (1 - t).xz)
‘ tf () + (1= 1) f ()

X1 tx1+(1=-1).x X2
FIGURE — Une fonction est convexe ssi sa courbe1 9r/e4[2'>résentative est au-dessous de toutes ses cordes




CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

Remarque (fonction concave). Soient / un intervalle et f: I — R une fonction. On dit que f est convave
si la fonction —f est convexe, c’est-a-dire

Ve [0,1], Vxi,xo €1, t.f(x1) + (1 —1).f(x2) < f(tx; + (1 —1).x2).
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

Remarque (fonction concave). Soient / un intervalle et f: I — R une fonction. On dit que f est convave
si la fonction —f est convexe, c’est-a-dire

Ve [0,1], Vxi,xo €1, t.f(x1) + (1 —1).f(x2) < f(tx; + (1 —1).x2).
Interprétation géométrique :
Yy

Flop) [

flaxi+(1=0)x) |
tf(x1) + (1 =1).f(x2) |-------,

) -

1
|
|
|
1
|
|
|
1
|
|
|
1
|
|
|
1
|
|
|
1

Xtxi+(1=1).xp *2 X
FIGURE — Une fonction est concave ssi sa courb& représentative est au dessus de toutes ses cordes



CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor
Exemples.

1) Lafonction f: x — €* est convexe sur R. La fonction f: x — Inx est concave sur R}.
2) La fonction f: x — |x| est convexe sur R. La fonction f: x — +/x est concave sur R,.
3) Les fonctions affines sont des fonctions a la fois convexes et concaves sur R.
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor
Exemples.

1) Lafonction f: x — €* est convexe sur R. La fonction f: x — Inx est concave sur R}.
2) La fonction f: x — |x| est convexe sur R. La fonction f: x — +/x est concave sur R,.
3) Les fonctions affines sont des fonctions a la fois convexes et concaves sur R.
Remarque. Une fonction peut étre ni convexe ni convave.
y

X
FIGURE — Une fonctionngLni convexe ni convave.




CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

Proposition 2.7. Soient / un intervalle et f: I — R une fonction. On a
1) Sif estdérivable sur I. Alors f est convexe sur I si, et seulement si la dérivée f’ est croissante sur I.

2) Sif est deux fois dérivable sur I. Alors f est convexe sur I si, et seulement si la dérivée seconde [’ est
positive ou nulle sur 1.
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

Proposition 2.7. Soient / un intervalle et f: I — R une fonction. On a
1) Sif estdérivable sur I. Alors f est convexe sur I si, et seulement si la dérivée f’ est croissante sur I.

2) Sif est deux fois dérivable sur I. Alors f est convexe sur I si, et seulement si la dérivée seconde [’ est
positive ou nulle sur 1.

Exemples.

1) Soit n € N*. La fonction x — x" est convexe sur R si n est pair. Si n est impair, elle est
convexe sur R, et concave sur R_.
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Exemples.

1) Soit n € N*. La fonction x — x" est convexe sur R si n est pair. Si n est impair, elle est
convexe sur R, et concave sur R_.

Remarque. Soient / un intervalle et f: I — R une fonction. Si f est dérivable sur I. Alors f est convexe
sur [ si, et seulement si sa courbe représentative est au dessus de chacune de ses tangentes.
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor
Théoréme 2.8 (formule de Taylor-Young). Soient I un intervalle ouvert de R, f: I — R une fonction et
xo € 1. Sif est n fois dérivable en x, alors pour tout x voisin de xp on a:

(x— xo)

F(x) =f(x0) + (x = x0)f" (x0) + ——7—f"(x0) + -

4 T 0 (1) 4 (20" 2,

avec & est une fonction (définie sur un voisinage de xy) telle que lim &(x) =
X—X0
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

Théoréme 2.8 (formule de Taylor-Young). Soient I un intervalle ouvert de R, f: I — R une fonction et
xo € 1. Sif est n fois dérivable en x, alors pour tout x voisin de xp on a:

— xn)2 e\
109 =) + =50 0) + EI g 4 ETI 0 ) 4 (- s o),

avec & est une fonction (définie sur un voisinage de xg) telle que lim &(x) = 0.
X—X0

e La formule de T.-Y. s’appelle aussi la formule de Taylor-Young en a a l'ordre n.
e Leterme R, (x) = (x — x9)"*'e(x) s'appelle le reste de Young.
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

Théoréme 2.8 (formule de Taylor-Young). Soient I un intervalle ouvert de R, f: I — R une fonction et
xo € 1. Sif est n fois dérivable en x, alors pour tout x voisin de xp on a:

(x— xo)

109 =) + =50 0) + EI g 4 ETI 0 ) 4 (- s o),

avec & est une fonction (définie sur un voisinage de xy) telle que lim &(x) =

X—X0
e La formule de T.-Y. s’appelle aussi la formule de Taylor-Young en a a l'ordre n.
e Leterme R, (x) = (x — x9)"*'e(x) s'appelle le reste de Young.

Notation. Le terme (x — a)"&(x) ou &(x) 7 0 est souvent abrégé en « petit 0 » de (x — a)” et
X—!

. . . o((x—a)")
est noté o((x — a)"). Donc o((x — a)") est une fonction telle que lim ———=
x—a (_x — a)”

=0.
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

2) Formules de Taylor

Théoréme 2.8 (formule de Taylor-Young). Soient I un intervalle ouvert de R, f: I — R une fonction et
xo € 1. Sif est n fois dérivable en x, alors pour tout x voisin de xp on a:

y) (x xo) 77 (-x X()) n n
@) =f(x0) + (= 20)f” (o) + =5 ==f" (x0) + 4 =— 2= (x0) + (x = x0)"-£(x),
avec & est une fonction (définie sur un voisinage de xy) telle que lim &(x) =
X—X0

e La formule de T.-Y. s’appelle aussi la formule de Taylor-Young en a a l'ordre n.

e Leterme R, (x) = (x — x9)"*'e(x) s'appelle le reste de Young.

Notation. Le terme (x — a)"&(x) ou &(x) 7 0 est souvent abrégé en « petit 0 » de (x — a)” et
x—

, . o((x—a)")
est noté o((x — a)"). Donc o((x — a)") est une fonction telle que lim ———— =0,

x—a X—a
Exemple. Considérons la fonction x — sin(x + 1/2). La formule de Taylor-Young a l'ordre 3 au

voisinage de 1/2 s’écrit

2sm1

sin(x+1/2) =sinl + (x— 1/2) cos 1 — (x — 1/2)2 " _ (x - 1/2)3COS1

+(x—1/2)%e(x),

ou ¢ est une fonction telle que lim e(x) = 0.
s1/0 23/42



CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS
ormuies ae laylor

Un cas particulier trés important est le cas ou xy = 0, on obtient alors le résultat suivant :
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS
ormuies ae laylor

Un cas particulier trés important est le cas ou xy = 0, on obtient alors le résultat suivant :

Corollaire 2.9 (formule de Mac-Laurin-Young.) Soient / un intervalle ouvert de R tel que 0 € [ et
f: I — R une fonction. Si f est n fois dérivable en 0, alors pour tout x voisin de 0 on a

2 n
SO =£ ) +5f/(0) + T (0) 4 -+ = £ (0) +5" (),

avec ¢ est une fonction telle que lirr(l) eg(x) =0.
X—
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS
ormuies ae laylor

Un cas particulier trés important est le cas ou xy = 0, on obtient alors le résultat suivant :

Corollaire 2.9 (formule de Mac-Laurin-Young.) Soient / un intervalle ouvert de R tel que 0 € [ et
f: I — R une fonction. Si f est n fois dérivable en 0, alors pour tout x voisin de 0 on a

2 n
SO =£ ) +5f/(0) + T (0) 4 -+ = £ (0) +5" (),
avec ¢ est une fonction telle que lirr(l) eg(x) =0.

Cette formule s’appelle aussi la formule de Mac-Laurin avec reste de Young a l'ordre n.
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS
ormuies ae laylor

Un cas particulier trés important est le cas ou xy = 0, on obtient alors le résultat suivant :

Corollaire 2.9 (formule de Mac-Laurin-Young.) Soient / un intervalle ouvert de R tel que 0 € [ et
f: I — R une fonction. Si f est n fois dérivable en 0, alors pour tout x voisin de 0 on a

2 n
S =£O) +3f/(0) + T () 4+ = f(0) + " £ (),
avec ¢ est une fonction telle que lirr(l) eg(x) =0.

Cette formule s’appelle aussi la formule de Mac-Laurin avec reste de Young a 'ordre n. Avec la
notation « petit o » cela donne :

2 n
S =F(0) +x£(0) 433 7(0) 4+ + = (0) + o).
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS
ormuies ae laylor

Un cas particulier trés important est le cas ou xy = 0, on obtient alors le résultat suivant :

Corollaire 2.9 (formule de Mac-Laurin-Young.) Soient / un intervalle ouvert de R tel que 0 € [ et
f: I — R une fonction. Si f est n fois dérivable en 0, alors pour tout x voisin de 0 on a

1) =10 +5F )+ 5 7(0) -4 5 £ 0) 42 (),
avec ¢ est une fonction telle que }1{1_r>r(1) e(x) =

Cette formule s’appelle aussi la formule de Mac-Laurin avec reste de Young a 'ordre n. Avec la
notation « petit o » cela donne :

2 n
S =F(0) +x£(0) 433 7(0) 4+ + = (0) + o).

Exemple. Considérons la fonction x — exp x. La formule de Mac-Laurin avec reste de Young a

'ordre 5 s’écrit ) ; . S
X X X X X
BX—I+F+E+§ 47+§+x 8(X)

avec lime(x) =0
Y0 24/42



CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

3) Développements limités.

Définition 3.1. Soient n € N et f une fonction définie au voisinage de 0 (sauf peut étre en 0). On dit que f
admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 s'il existe ag, ay, . .., a, € R tels que

f(x)=ap+aix+---+ax" +x"e(x),

avec & est une fonction telle que lirr(l) e(x) =0.
X—
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

3) Développements limités.
Définition 3.1. Soient n € N et f une fonction définie au voisinage de 0 (sauf peut étre en 0). On dit que f
admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 s'il existe ag, ay, . .., a, € R tels que
f(x)=ap+aix+---+ax" +x"e(x),
avec & est une fonction telle que lirr(l) e(x) =0.
X—
e |’égalité précédente s’appelle un DL de f au voisinage de 0 a I'ordre n.

e Le polyndbme ag + ajx + - - - + a,x" est appelé la partie polynomiale (ou guliere) du DL.
e Leterme x"(x) est appelé le reste (ou terme complémentaire) du DL, on le note aussi o(x").
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3) Développements limités.

Définition 3.1. Soient n € N et f une fonction définie au voisinage de 0 (sauf peut étre en 0). On dit que f
admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 s'il existe ag, ay, . .., a, € R tels que
f(x)=ap+aix+---+ax" +x"e(x),
avec ¢ est une fonction telle que liII(l) e(x) =0.
X—
e |’égalité précédente s’appelle un DL de f au voisinage de 0 a I'ordre n.

e Le polyndbme ag + ajx + - - - + a,x" est appelé la partie polynomiale (ou guliere) du DL.
e Leterme x"(x) est appelé le reste (ou terme complémentaire) du DL, on le note aussi o(x").

Remarque. Si la fonction f admet un DL d’ordre n au voisinage de 0, alors lin(l)f(x) existe et finie.
X—
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

3) Développements limités.

Définition 3.1. Soient n € N et f une fonction définie au voisinage de 0 (sauf peut étre en 0). On dit que f
admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 s'il existe ag, ay, . .., a, € R tels que

f(x)=ap+aix+---+ax" +x"e(x),

avec ¢ est une fonction telle que liII(l) e(x) =0.
X—

e |’égalité précédente s’appelle un DL de f au voisinage de 0 a I'ordre n.
e Le polyndbme ag + ajx + - - - + a,x" est appelé la partie polynomiale (ou guliere) du DL.
e Leterme x"(x) est appelé le reste (ou terme complémentaire) du DL, on le note aussi o(x").

Remarque. Si la fonction f admet un DL d’ordre n au voisinage de 0, alors lin(l)f(x) existe et finie.
X—

Exemple. Les fonctions x — 1/x; x — sin(1/x) et x — cos(1/x) n'admettent pas de DL en 0.
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

Proposition 3.2 (propriétés).

1) Sif admet un DL,(0), alors f admet un DL,(0) pour tout p < n obtenu par « troncature » au degré p
du DL,(0).

2) Si une fonction f admet un DL, alors celui-ci est unique (c.-a-d. les coefficients a; sont uniques).

3) Sif est paire et admet un DL alors la partie réguliere de DL est paire (c.-a-d. uniquement avec des
exposants pairs).

4) Sif estimpaire et admet un DL alors la partie réguliere de DL est impaire (c.-a-d. uniguement avec des
exposants impairs).

26/42



CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

Proposition 3.2 (propriétés).

1) Sif admet un DL,(0), alors f admet un DL,(0) pour tout p < n obtenu par « troncature » au degré p
du DL,(0).

2) Si une fonction f admet un DL, alors celui-ci est unique (c.-a-d. les coefficients a; sont uniques).

3) Sif est paire et admet un DL alors la partie réguliere de DL est paire (c.-a-d. uniquement avec des
exposants pairs).

4) Sif estimpaire et admet un DL alors la partie réguliere de DL est impaire (c.-a-d. uniguement avec des
exposants impairs).

Comme conséquence de la proposition 3.2 (point 2)), on a

Théoréme 3.3 (formule de Mac-Laurin-Young.) Soient n € N et f une fonction définie au voisinage de 0.
Si £(" (0) existe, alors f admet un DL, (0) donné par :

f”(O) f(0)
et ] K

) =£(0) +f"(0)x + o(x").
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Proposition 3.2 (propriétés).

1) Sif admet un DL,(0), alors f admet un DL,(0) pour tout p < n obtenu par « troncature » au degré p
du DL,(0).

2) Si une fonction f admet un DL, alors celui-ci est unique (c.-a-d. les coefficients a; sont uniques).

3) Sif est paire et admet un DL alors la partie réguliere de DL est paire (c.-a-d. uniquement avec des
exposants pairs).

4) Sif estimpaire et admet un DL alors la partie réguliere de DL est impaire (c.-a-d. uniguement avec des
exposants impairs).

Comme conséquence de la proposition 3.2 (point 2)), on a

Théoréme 3.3 (formule de Mac-Laurin-Young.) Soient n € N et f une fonction définie au voisinage de 0.
Si £(" (0) existe, alors f admet un DL, (0) donné par :

144 (l’l)
f(x) =£0) +£f'(0)x + il (O) R n'(O)xn

o(x").

Autrement dit, les coefficients de DL, (0) sont donnés par :

(n)
Vke{0,1,...,n}, ak—f (0)
n!
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

Exemples de DL usuels : ils sont tous a connaitre par coeur.

1)

2 3
— - - - - n
epr_1+l'+2!+3'+ + ‘+o(x)
2)
2 L4 2n
— - x_ X 2n+1
chx—l+2'+4' + +(2n)'+0(x )
3)
3.5 on+l
_r o x X X 2n+2
shx—1‘+3‘ 31 n+ )] o(x"7).
4)
2 .4 2n
_ _x_ r _1\n X 2n+1
Cosx = 2!+4! +(-1) (2n)!+0(x ).
5)
3.5 2n+1
inx= XX X oyt 2n+2
sinx = ! 3!+5! +(-1) (2n+1)!+0(x ).
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2 3 X"
1n(1+x):x—%+%—---+(—1)"_1;+0(x").
7)
-1 -D...(x- 1
(1+x)”=1+ax+%x2+-~+a(a ) (‘a nr )x"+0(x").
! n!
8)
1 2 3 n.n
r=1—x+x =7+ + (D)"Y +o(X).
X
9)
! =l+x+x2+-+x" +0(x").

1-—x

10)

1 1-1-3-5---(2n-3
Vitx= 1+f__x2+...+(_1)”‘1 (2n )x"+0(x").
2 8 2"n!
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS
Operations sur les developpements limites.

Soient f et g deux fonctions qui possédent les DL, (0) suivants :
f(x)=ap+aix+---+axX"+o(x") et g(x) =byp+bix+---+bx"+o0(x").

C’est-a-dire
f(x) = Pp(x) +0(x") et g (x) = On(x) +o(x").
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS
Operations sur les developpements limites.

Soient f et g deux fonctions qui possédent les DL, (0) suivants :
f(x)=ap+aix+---+axX"+o(x") et g(x) =byp+bix+---+bx"+o0(x").

C’est-a-dire

f(x) = Pp(x) +0(x") et g (x) = On(x) +0(x").
On a les propriétés suivantes :
a) Somme des DL. La fonction f + g admet un DL, (0) donné par :

f+g)(x)=ap+by+ (a1 +b))x+ -+ (a, +b,)x" +o(x").
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS
Operations sur les developpements limites.

Soient f et g deux fonctions qui possédent les DL, (0) suivants :
f(x)=ap+aix+---+axX"+o(x") et g(x) =byp+bix+---+bx"+o0(x").
C’est-a-dire
J(x) = Pu(x) +o(x") et g(x) = Qn(x) +o(x").
On a les propriétés suivantes :
a) Somme des DL. La fonction f + g admet un DL, (0) donné par :

f+g)(x)=ap+by+ (a1 +b))x+ -+ (a, +b,)x" +o(x").

Exemple. Le DL,,(0) de la fonction x — ¢* — ¢~ est donné par :
3 y2n=1
J— + .

ETIMY v FI )Y +o (&),

e —e ¥ =2x+42
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS
Operations sur les developpements limites.

Soient f et g deux fonctions qui possédent les DL, (0) suivants :
f(x)=ap+aix+---+axX"+o(x") et g(x) =byp+bix+---+bx"+o0(x").

C’est-a-dire
f(x) = Pp(x) +0(x") et g (x) = On(x) +0(x").
On a les propriétés suivantes :
a) Somme des DL. La fonction f + g admet un DL,,(0) donné par :
f+g)(x)=ap+by+ (a1 +b))x+ -+ (a, +b,)x" +o(x").

Exemple. Le DL,,(0) de la fonction x — ¢* — ¢~ est donné par :
3 y2n=1
X

-x _ Yo 2n
e —e —2x+23!+ +2(2n_1)!+0(x )

b) Produit des DL par un scalaire. Pour tout 1 € R, La fonction A f admet un DL,,(0) donné par :
Afx)=fx)=dag+Adayx+---+Aax" +o(x").
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

Exemple. Les DL, (0) des fonctions sh et ch sont donnés par :

3 x2n— 1 2 2n

Sh(x)=x+%+'~+m+0(x2”) et ch(x)—1+; ceet @

+o(x
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

Exemple. Les DL,,(0) des fonctions sk et ch sont donnés par :

3 x2n— 1 2 x2n

sh(x)=x+%+---+m+0(x2") et ch(x)=1+%+---+(2n)!

c) Produit des DL. La fonction fg admet un DL, (0) : sa partie réguliére est obtenue en multipliant
P, (x) par O, (x) et en ne conservant que les termes de degré inférieur ou égal a n, c’est-a-dire :

(fo)(x) =co+cix+---+ X' +o(x"),

k
avec ¢y = Z a;by_; pourtoutk=0,...,n.
i=0
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Exemple. Les DL,,(0) des fonctions sk et ch sont donnés par :

3 x2n— 1 2 2n

sh(x)=x+%+---+m+0(x2") et ch(x)=1+%+---+(2n)!

c) Produit des DL. La fonction fg admet un DL, (0) : sa partie réguliére est obtenue en multipliant
P, (x) par O, (x) et en ne conservant que les termes de degré inférieur ou égal a n, c’est-a-dire :

(fo)(x) =co+cix+---+ X' +o(x"),

k
avec ¢y = Z a;by_; pourtoutk=0,...,n.
i=0
Exemple. Le DL3(0) de la fonction x — sin x cos x est donné par :

. 2x
Sinxcosx =x — 5 +o(x%).
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

d) Quotient des DL. Si lin% g(x) # 0 (i.e. by # 0), alors la fonction = admet un DL, (0) : sa partie
x— g

réguliere est obtenue en divisant a 'ordre n, suivant les puissances croissantes le polynéme
Py (x) par Qn (x) .
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d) Quotient des DL. Si lin% g(x) # 0 (i.e. by # 0), alors la fonction = admet un DL, (0) : sa partie
x— g

réguliere est obtenue en divisant a 'ordre n, suivant les puissances croissantes le polynéme
Py (x) par Qp (x) .

Exemples.
i)
1
1 =1+x+x2 428+ +° +0(X).
—-x
ii)
3 5
X 2x 5
tanx =x+— + — :
anx =x ST +o(x’)
i)
2 L4

X X
hx=1+—+— %).
thx +2+24+0(x)
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

d) Quotient des DL. Si lin% g(x) # 0 (i.e. by # 0), alors la fonction = admet un DL, (0) : sa partie
x— g

réguliere est obtenue en divisant a 'ordre n, suivant les puissances croissantes le polynéme
Py (x) par Qp (x) .

Exemples.
i)
1
] =1+x+x2 428+ +° +0(X).
- X
ii)
OO 5
t = -+ — .
anx = x+ 3 + 75 +o(x’)
i)
2 L4
x° X
hx=1+—+— %).
thx + > +24+0(x)

e) Composition des DL. Si lirr(l)f(x) =0 (c-a-d si ag = 0), alors la fonction g o f admet un un
DL, (0) : sa partie réguliere est obtenue en remplagant dans Q,, (x) la variable x par P, (x) eten
ne conservant que les termes de degré inférieur ou égal a n.
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

Exemple. Les DL3(0) et DLs(0) de la fonction de la fonctions x — %"~ sont donnés
respectivement par :

2 X2 X4 x5 5
3—§—E+0(x )

. X .
e =1 txt > +o(x’) et &M =14+x+
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

Exemple. Les DL3(0) et DLs(0) de la fonction de la fonctions x — %"~ sont donnés

respectivement par :
2 2 4 LS
sin x X 3 sinx X X X 5
e =1l+x+—+o(x)ete =14+x+——-——-—+o0(x).
2 ) 2 8 15 )

f) Dérivation des DL. Si la fonction f” admet un DL, (0), alors sa partie réguliére est le polynéme
dérivé P, (x) . Autrement dit,

[0 = Py(x) +o(x" ).
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

Exemple. Les DL3(0) et DLs(0) de la fonction de la fonctions x — %"~ sont donnés
respectivement par :

2 2 4 5
sin x X X X 5
=1 S Rl .
+x+2 g 15+0(x)

: X
eS"‘x=1+x+5+0(x3) et e

f) Dérivation des DL. Si la fonction f” admet un DL, (0), alors sa partie réguliére est le polynéme
dérivé P, (x) . Autrement dit,

[0 = Py(x) +o(x" ).

f) Primitivation des DL. Si F est unelprimitive de f, alors F admet un DL, (0) : sa partie
+

réguliere est F(0) + apx + - - - + ay y Autrement dit,
n

+1

n+1)‘

x"
F(x) =F(0)+agpx+---+ay, +o(x
n

+1
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

Exemples. i) Le DL4(0) de la fonction x — > est donné par :

1-x)

a )2 =1+2x+3x2+4x3+5x4+0(x4).
—x

ii) Le DL5(0) de la fonction x — arctan x est donné par :
3.5
arctanx = x — % + xg +o(xX).
iii) Le DLs(0) de la fonction x — In(1 + x) est donné par :

2 x3 x4 x5

X
In(1 X — - 3).
n(l+x)=x 2+3 4+5+0(x)
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

DL au voisinage de x; avec xy # 0 et xy # +oo.

Définition 3.4. Soit f une fonction définie au voisinage de x( (sauf peut étre en xp). On dit que f admet un
développement limité a I'ordre n au voisinage de xq (en abrégé DL, (xp)) s'il existe des nombres réels
ap,ai, - ..,a, € Rtels que

fx)=ap+a (x—x0)+- - +a, (x—x0)" +o0(x—x0)".
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DL au voisinage de x; avec xy # 0 et xy # +oo.

Définition 3.4. Soit f une fonction définie au voisinage de x( (sauf peut étre en xp). On dit que f admet un
développement limité a I'ordre n au voisinage de xq (en abrégé DL, (xp)) s'il existe des nombres réels
ap,ai, - ..,a, € Rtels que

fx)=ap+a (x—x0)+- - +a, (x—x0)" +o0(x—x0)".

Remarque. Si on fait le changement de variable X = x — xo, alors étudier le DL, (xg) de f revient a étudier
le DL, (0) de la fonction g définie par g (X) =f (X + xp) .
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

DL au voisinage de x; avec xy # 0 et xy # +oo.

Définition 3.4. Soit f une fonction définie au voisinage de x( (sauf peut étre en xp). On dit que f admet un
développement limité a I'ordre n au voisinage de xq (en abrégé DL, (xp)) s'il existe des nombres réels
ap,ai, - ..,a, € Rtels que

fx)=ap+a (x—x0)+- - +a, (x—x0)" +o0(x—x0)".
Remarque. Si on fait le changement de variable X = x — xo, alors étudier le DL, (xg) de f revient a étudier
le DL, (0) de la fonction g définie par g (X) =f (X + xp) .
Exemple. Le DL5(0) de la fonction x — cos (x — 1) est donné par :

(x-1)% (x-1*
2 T

cos(x—1)=1- +o(x—1).
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

Remarque. Soit f une fonction définie au voisinage de xq (sauf peut étre en xp). Alors
1) f admet un DLy (xp) ssi f admet une limite finie en xq. Plus précisément

f(x)=ap+o(l) lerEf(x) = ag.

f est alors prolongeable par continuité en xo. On posera f(xq) = ag.
2) f admet un DL;(xg) ssi f est dérivable en x( (aprés prolongement par continuité en xy). Plus précisé-
ment :
f(x) =ap+a(x—xp) +o(x—xy)) xlir}vlf(x) =ag et f'(x9) = ay.
—X0
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

Remarque. Soit f une fonction définie au voisinage de xq (sauf peut étre en xp). Alors
1) f admet un DLy (xp) ssi f admet une limite finie en xq. Plus précisément

f(x)=ap+o(l) & lim f(x) = ap.
X—X0
f est alors prolongeable par continuité en xo. On posera f(xq) = ag.

2) f admet un DL (xg) ssif est dérivable en x, (aprés prolongement par continuité en xg). Plus précisé-
ment :

f(x) =ap+ai(x—x) +o(x —x) )}Lf}vlf(x) =ap etf'(xo) = a.

Attention. Lexistence d'un DL, (x() avec n > 2 ne garantit pas I'existence de £ (xo).

1
Exemple. La fonction x — x> sin (—) admet un DL, (0), mais n’est pas 2 fois dérivable en 0.
X
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CHAPITRE 2 : LES FONCTIONS

b) Développement limité au voisinage de I’co.

Définition 3.5. Soit f une fonction définie au voisinage de 'co. On dit que f admet un développement limité
a l'ordre n au voisinage de I'co (en abrégé DL, (o)) s'il existe des nombres réels ay, ay, . . ., a, € R tels que

a a a 1 1
f)=ap+—+—2 4+ 24 —g|-
x  x? Xt Xt \x

. 1 1 1 . 1
avec lim e|—]=0.Leterme — |- | se note aussio [ — | .
X a6l X x"

X—00
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CHAPITRE 2 : LES FONCTIONS

b) Développement limité au voisinage de I’co.

Définition 3.5. Soit f une fonction définie au voisinage de 'co. On dit que f admet un développement limité
a l'ordre n au voisinage de I'co (en abrégé DL, (o)) s'il existe des nombres réels ag, ay, . . . ,a, € R tels que

a a a 1 1
f@) =ap+—+ =+t 2t —g|-
x  x? Xt Xt \x

1 1 1 1
avec lim ¢ (—) =0. Leterme — ¢ (—) se note aussi o (—) .
X a6l X x"

X—00
1
Remarque. Si on fait le changement de variable X = —- Alors étudier le DL, (o) de f revient a étudier le
X

1
DL, (0) de la fonction g définie par g (X) = f ()—() .
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CHAPITRE 2 : LES FONCTIONS

b) Développement limité au voisinage de I'co

Définition 3.5. Soit f une fonction définie au voisinage de 'co. On dit que f admet un développement limité
a l'ordre n au voisinage de I'co (en abrégé DL, (o)) s'il existe des nombres réels ag, ay, . . . ,a, € R tels que

X—00

1 1 1 1
avec lim ¢ (—) =0. Leterme — ¢ (—) se note aussi o (—) .
X a6l X x"

1
Remarque. Si on fait le changement de variable X = —- Alors étudier le DL, (o) de f revient a étudier le
X
1
DL, (0) de la fonction g définie par g (X) = f ()—() .
2 _

X
Exemple. Soit =
p f(x) 21

- Le DL;(o0) de f est donné par :

f(x)—l—%+3 +o0 (xlz)



CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

Applications des DL.
a) Calcul des limites des formes indéterminées : Lune des applications des développements

limités est la recherche de certaines limites, notament celles des formes indérterminées, et ceci
en remplagant chaque fonction par la partie réguliere de son développement limité.
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Applications des DL.
a) Calcul des limites des formes indéterminées : Lune des applications des développements

limités est la recherche de certaines limites, notament celles des formes indérterminées, et ceci
en remplagant chaque fonction par la partie réguliere de son développement limité.
2 2
X X
In(l+x) —x+— ln(1+x)—x+3

Exemple. Calculons la limite lim - Au voisinage de 0, on a
x—0 tanx — x tanx — x

0
est une forme indérterminée de type o Les DL3(0) de In (1 + x) et tanx sont respectivement :

2 3 3

In (1 +x) :x—%+%+o(x3) et tanx:x+%+o(x3).

x2 )C3 x3
Doncln (1 +x) ~9 x— > + 3 ettanx ~g x + 3
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Ce qui donne
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Ce qui donne

2 3

In(1 +x) —x+% T
lim = lim = = 1.

x>0 tanx — x -0 53

3

b) Position d’une courbe par rapport a sa tangente

Soit f une fonction dérivable au voisinage d’un point xo de R. Si f admet un DL, (xg) de la forme :
a 2 an n n
f(x) = ap+ay(x —x0) + 25 (x = x0) "+ -+~ (x = x0)" +0((x = x0)").

Alors la droite d’équation y = ag + a1 (x — xo) est la tangente au graphe de f au point (xo, f(xp)). Si
r est le plus petit entier tel que a, # 0 (avec 2 < r < n), alors on peut écrire

FG) =y =5 (r=x0)" + o((x = x0)")

a
etdonc f(x) —y ~y, r_: (x—x0)".
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CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

Alors on distingue les trois cas suivants :
- . a
1ercas : Si lim (f(x) —y) = lim — (x — xo)” = 0%, alors la courbe est au dessus de la tangente.
X0 x—xo !

Yy
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Alors on distingue les trois cas suivants :
- . a
1ercas : Si lim (f(x) —y) = lim — (x — xo)” = 0%, alors la courbe est au dessus de la tangente.
X0 x—xo !

Yy

. . a
2¢cas: Si lim (f(x) —y) = lim —: (x —xg)" = 07, alors la courbe est en dessous de la tangente.
X—X0 X—xg 1!
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QF---

A

3ecas : Si lim (f(x) —y) = 0% (resp. 07) et lim (f(x) —y) = 0~ (resp. 0%), alors le point
x—x§ X=X

(x0,f (x0)) est un point d’inflexion.
y




CHAPITRE 1 : FORMULES DE TAYLOR, DEVELOPPEMENT LIMITE ET APPLICATIONS

c) Position d’'une courbe par rapport a ses asymptotes :

Soit f une fonction définie au voisinage de I'co. Si au voisinage de I'co f peut s’écrire sous la
forme :

;rn

a  a 1
fO=ax+B+—+S+-- +—+o
X X
avec a, 3,4y, ...,a, € R. Alors la droite d’équation y = ax + B est une asymptéte oblique au

graphe de f.
Sir (avec 1 < r < n) est le plus petit entier tel que a, # 0, alors

f(x)—y:%:+o(%).

Si 11m f(x) -y = 11m “’ =0~ (resp. 0%), alors la courbe est en dessous de I'asymptéte (resp.
au dessus del asymptote)
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y _
y=f(x) b= axs
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y _
y=f(x) J=axtf

/ X

avecx > 0. Le DL(o0) de f est :

243
Exemple. Soit f(x) = al a

2 2 1
f(x) =24x—-—+ ) +0(—2).
X X X
Donc la droite d’équation y = x + 2 est une asymptbte oblique. On a

-2
lim (f(x) —y) = lim — =07, alors la courbe est en dessous de 'asymptote.
—+00

X xX—+400 X
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