Chapitre

Systemes d’équations linéaires

Soit K un corps (K =R ou C).

5.1 Définitions

— On appelle systéme linéaire & m équations et n inconnues x1,Ta, ..., Ty, Ul systéme
de la forme :

a1y + apre + -+ apxT, = b

as1x1 + are + - 4+ amTn, = b
(S) : _

am1T1 + ameT2 + -+ amptn = bn

— On appelle systéme homogene associé a (5), le systéme :

a11r1 + aypxs + -+ apr, = 0

a21r1 + agrs + - 4+ agr, = 0
(SH) : _

am1T1 + am2r2 + 0+ A, = 0

— Deux systémes sont dits équivalents s’ils ont le méme ensemble de solutions.

— Un systéme est dit compatible s’il admet au moins une solution.

Remarque 5.1.1
Tout systéme homogéne est compatible ( la solution x1 = x9 = - -+ = x,, = 0 est évidente).

Dans ce chapitre, on va présenter deux méthodes pour résoudre un systéme linéaire ; celle
de Gauss (appelée aussi de Gauss-Jordan ) et celle de Cramer.

56




57 CHAPITRE 5. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

5.2 Résolution d’un systéme par la méthode de Gauss

5.2.1 Opérations élémentaires (ou transformations de Gauss)

Exemple 5.2.1.1 (motivation)

2r + 6y — 4z = 2 (L)
— Soit (S): X = + 4y — z = 0 (L2)
2 — 4y + bz 3 (L)

Les transformations de Gauss consistent a transformer le systéme (S), pour obtenir

r + 4y — z =0
le systéme y + z = 1 quiluiest équivalent et qui est plus simple
z =1

a résoudre.
— Notons que la notation (L) veut dire la 1°"¢ ligne. On verra que plusieurs lignes
différentes seront notées (L1) car elles sont situées les premiéres dans leur systéme.
— Premiére opération : Ly <— Lo.
En permutant la ligne Ly et la ligne Lo, le systéme (S) ne change pas.

devient xr + 4y -z =0 (Ll)
($) A" 2w + 6y — 4z = 2 (L)
20 — 4y + 5z = 3 (L)
En général, si on permute deux lignes L; et L;, le systéme ne change pas.
On note L; +— L;.
— Deuxiéme opération : Ly — %Lg.
En multipliant (L) par %, le systéme ne change pas.

x + 4y — z = 0 (L1)
)~ = + 3y — 2z = 1 (Lo)
2c — 4y + 5z = 3 (Ls)
En général, si on multiplie une ligne L; par un scalaire o non nul, le systéme ne
change pas. On note Ly — aL;. (a #0).
Attention! si o =0, alors la ligne L; va étre supprimée. (L; <= 0 = 0)
— Troisiéme opération : Ly — L3 — 2L;.
Si on ajoute a la ligne (Ls3) la ligne (L1) multipliée par —2, alors (S) ne change pas.
z + 4y — z =0
S)~q¢ z + 3y — 2z =1
- 12y + 7z = 3
En général, si on ajoute a une ligne L; une autre ligne L; (i # j) multipliée par un
scalaire o, alors (S) ne change pas. On note : Ly — L; + aLj (i # j).

Attention! ¢ = j; sinon : pouri=j et a« = —1, on obtient L; — L; — L; = 0;
et la ligne L; sera supprimée.
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CHAPITRE 5. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES 58
— Reprenons le calcul :
z + 4y — 2z =0 z + 4y — 2z =0
Ona: x + 3y — 2z =1 ~ La—14 -y - z =1
- 12y + 72 = 3 - 12y + 72 = 3
_ 3 88 __ 91
v 4+ 4y — 2z =0 T=19 T 19T 10
N -y - z =1 = y:—l—l—?’gz_l—%f
L3—12L2 19z = 3 _ 3
=19

Par suite S = { (%, _T292’ 1%) }

Retenons donc la définition suivante.
Définition 5.2.1.2
On appelle opération élémentaire une des trois opérations suivantes :
1) Permuter deux lignes : Ly <— Lj;.
2) Multiplier une ligne par un scalaire non nul : L; — aL; (a #0).
3) Ajouter a une ligne L;, une autre ligne L; multipliée par un scalaire o :

L; —>Lz‘+OéLj (i #])

Représentation d’un systéme
Pour alléger ’écriture, on peut écrire le systéeme

a1, + ai12x2 + -+ A1ndn = bl

as1r1  + axry + -+ agrn, = b
(S)

Am1T1 + am2T2 + 0+ G, = by

sous la forme matricielle :

a1 a2 - a1 | b

Am1  Gm2  Gmn | by

A gauche du trait vertical, on ne fait figurer que les coefficients des inconnues. A droite du
trait, on écrit les seconds membres. Cette écriture est pratique mais n’a de sens que si on

respecte scrupuleusement ’ordre des inconnues et des colonnes.

Le systéme (.9), ainsi représenté matriciellement, est équivalent —a travers des opérations

élémentaires— & un systéme trés simple, qui sera appelé échelonné réduit ligne.

C’est quoi donc un systéme échelonné ?
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59 CHAPITRE 5. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

5.2.2 Matrice échelonnée

Définition 5.2.2.1
e On appelle pivot d’une ligne d’une matrice, le premier élément non nul de cette ligne.

e Une matrice est dite échelonnée, si le pivot de chaque ligne est a droite (au sens
strict) de celui de la ligne précédente. (i.e. le nombre de zéros situés avant le pivot
augmente d’une ligne a l'autre).

e Un systéme est dit échelonné si la matrice qui lui est associée est échelonnée.

Exemple 5.2.2.2

1 0 4
S A=1]0 1 -1 ,B:(O >,C:< 7 3>,D:< 0)
0 0 0 [-2] 0 0 [4]

et I, sont échelonnées.

2,3 et —2 sont des pivots de A.
1 et 4 sont des pivots de B.

8 1 0 01 2 0 0
- FE=10 0 -3],F=1[0 0 4] etf= (0 O> ne sont pas échelonnées.
00 4 030

5.2.3 Matrice échelonnée réduite ligne (e.r.l)
Définition 5.2.3.1
Une matrice est dite échelonnée réduite ligne si :

o clle est échelonnée

et

e les pivots sont tous égaux a 1.

Exemple 5.2.3.2

2

0
A=10 0 et I, sont échelonnées réduites lignes.
0O 0 0

Remarque 5.2.3.3
Toute matrice échelonnée réduite ligne est échelonnée.

Définition 5.2.3.4
Deux matrices sont dites ligne-équivalentes si on passe de I'une & ’autre par des opérations
élémentaires.

Proposition 5.2.3.5
Toute matrice non nulle est ligne-équivalente 4 une matrice échelonnée qui est ligne-
équivalente a une matrice échelonnée réduite ligne.
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Exemples 5.2.3.6

0
—6 Ly—3L; \ 0O 4 =8| —-12

2) -2 1 1|0 |~ -2 1 —-1|0|~ Ly+2L,
~1 0 -2 -2 Ly \'3 1 0|1 Ls — 3L,

[=]
o
b
N
o o [~]

~ 0 304 |~
Ly—Ly\ 0 0 —9|-9 — 1L
1
échelonnée e.r.l

En pratique : Cette opération traite la colonne 1, puis 2, puis 3.

— On cherche le pivot .

e Si le pivot est différent de 1, on cherche le des lignes de dessous, puis on
permute les deux lignes.

e Sile ne figure par dans cette colonne, on utilise L; — aL; (a # 0) ou
L; — L; + oL;.
— Puis on crée les zéros & partir du pivot .

Attention ! si vous créez les zéros & partir d’un| 1| qui n’est pas un pivot, vous risquer
de perdre les zéros déja obtenus dans les colonnes précédentes.

5.2.4 Résolution d’un systéme linéaire

Définition 5.2.4.1
e Dans un systéme échelonné, on appelle inconnue principale celle dont le coefficient
sur une des lignes est un pivot.

e Une inconnue qui n’est pas principale est dite secondaire.
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61 CHAPITRE 5. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

Exemple 5.2.4.2

Xz z
i 1
(S):{x—2y+3z—;zt€i35m _23_53.
zZ T = - 0o o0 [1] 2 |-5

x et z sont principales, y et t sont secondaires.

Solutions d’un systéme échelonné

Un systéme peut ne pas avoir de solutions, peut avoir une solution unique, ou une infinité
de solutions.

e Existence (compatibilité)

Un systéme échelonné admet des solutions si et seulement si il n’y a pas de pivot sur
la colonne des seconds membres.

Exemple 5.2.4.3

est un pivot au second membre. Et (S) devient : Y

+
w
I
DO

ce qui est impossible. Et donc S = ).

e Unicité

Un systéme échelonné (compatible) admet une solution unique si et seulement si
toutes les inconnues sont principales (i.e. il n'y a pas d’inconnue secondaire ).

Exemple 5.2.4.4

1] -1 3| 4 v — y + 32 = 4 x=-1T
(S) ~ 0 2 | =1 |. Donc (S) : y + 22 = -1 =y=-9

0o o0 [1]] 4 z o= 4 z=4

Et donc S = {(—17,-9,4)}.
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e Solutions multiples

Un systéme échelonné (compatible) admet des solutions multiples si et seulement si
il posséde au moins une inconnue secondaire.

Pour exprimer I’ensemble de solutions, on calcule les inconnues principales en fonction
des inconnues secondaires.

Propriété 5.2.1

Si le nombre d’équations est strictement inférieur au nombre d’inconnues, alors le systéme
admet des solutions multiples.

Exemple 5.2.4.5

+«—
W W
+—

Dans Pensemble des solutions, x et z qui sont principales seront exprimées en fonction de
y et t qui sont secondaires. On obtient :

{x — 2 + 3z — 5 = 3 {x:3+2y—3(—5—2t)+5t {x:18+2y+11t
5 f— —

+ 2t -5 z=—5—2t
DoncS:{(18+2y+11t,y,—5—2t,¥)/ y,t ER}.
0 (R

x Yy z

Clairement, lorsque y et t varient dans R, la solution varie aussi. On a donc une infinité
de solutions.

5.2.5 Exemples d’application

Résolvons les systémes linéaires suivants :

z=-—b—2t

2 — y 4+ 4z = -9
1) (S51): r 4+ y - 2z = -1
-r — 2y + 6z = 2

2 -3 4 |-9 Ly 1 -2 -1

(S1) ~ 1 1 2| -1~ Iy 2 =3 4|9

-1 -2 6 2 -1 -2 6 2
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63 CHAPITRE 5. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

1 2] -1 1 2] -1
~ Ly—20i| 0 =5 8 | -7|~ —ILs| 0 —4 | -1
Ly+L; \ 0 -1 4 |1 Ly\0 -5 8 |-7
1 2| -1 1 2] -1
~ 0 —4 | —1 |~ 0 —4 | -1
Ly+5Ly \ 0 0 —12| —12 HL;\ 0 0 1

On peut remarquer que toutes les inconnues sont principales, on aura donc une
solution unique. En effet,

x + y — 2z = -1 r=-1-y+2z2=-2
(S1) ~ y — 4z = -1 = (y=—-1+42=3
z = 1 z=1

Bt S ={(-2,3,1)}.

3z + y + 2z — 2t =1
)2z -y — 3z + Tt = 2
2) (52) + 3y + 5z — 2t = 3
3r — 2y — 5z 4+ Tt = 1
31 1 -—2|1 Ls 3 5 -—2/3
2 -1 -3 7 |2 2 -1 -3 7 |2
(S2) ~ ~
1 3 5 —21/3 L3 1 1 —2]1
3 2 -5 7|1 3 -2 -5 7|1
3 5 2|3

Ly—-2IL1 0 -7 =13 11 | -4
Ly—3L; | 0 -8 —-14 4 | -8
Ly—3L; \ 0 —-11 -20 13 | -8

Remarquons que, pour chercher le pivot dans la colonne deux, le 1 ne figure pas
sur toute la colonne, on peut multiplier la ligne 2 par —7 mais on va trainer avec

des quotients —1—73, 1—71, —% ce qui rend le calcul difficile. Vaut mieux chercher a
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travers l'opération Lo — L3. Et on obtient :

3 5 -2/ 3 3 5 -2
(§)~ L2 Ls| 0 L7 4| 17
0 -8 —14 4 |-8 Ly+8Ly | 0 0 —6 60 |24
0 —11 -20 13| -8 Ly+11L, \ 0O 0 -9 90 | 36
3 5 2|3 3 5 -2
0 17 |4 0 17 | 4
Tl oo 10— |7 0 0 ~10 | —4
63
0 0 -9 90 |36 Ly+9L; N0 0 0 0 |0

On remarque que z,y et z sont principales, tandis que t est secondaire. x,y et z
seront exprimées donc en fonction de £. On obtient :

T3y 4+ o9z - 3; = Z r=3-3y—bz+2t=—1+3t
. y + z + = A e
(Ss) : S e e Ak R L
0 — 0 z=10t — 4
Et donc S = {(—1+3t,8 — 17¢t,10t — 4,t) / t € R} est une infinité de solutions.
z + 3y — 2z = 1
3) (S3):¢ 22 + y + z = =2
3. + 2y — 3z = 4
3 -2 1 3 -2
(Sg) % -2 1 1 -2 |~ Ly+2I,4 0 7 =310
3 2 =-3]| 4 Ls—3L; \ 0 -7 3 |1
3 21 3 2|1
~ 1| 0 —310 |~ 0 -210
0 -7 3 |1 Li+7L; N0 0 0

Remarquons qu’on a un pivot au second membre, la solution est donc le vide. En effet :

z + 3y — 2z = 1
(S3) ~ y o — %z =
0 = 1. (impossible)

Donc S=10.
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Exercice 1
Soit m € R.
Résoudre le systéme () en discutant les valeurs du parameétre m.

z + y + mz = 0
(S): x + my + z =1
mr + y + 2z =1

Solution.

1 m
(S) ~ 1 m 1|1 ]|~ Ly—14 0 m—1 1—-m |1
m 1 1|1 Li—mILi \ 0 1—-m 1—-m2|1

(*)

)

0 1 m
()~ e | 0 -1 | w2 o [
0 1-m 1-m?]| 1 Ly—(1—m)Ly \ 0 0
N
(%)
Si24+m#0 (m# —2)
1 m 0
()~ o 1 1 h
(1—m)1(2+m)L3 0 0 <1—m>2(2+m>

r=—

(1) =m)(2+m)
Donc (5) : y — 2 = m—1 =Y = @
z = 2 _ 2
(1—-m)(2+m) 2= Aom)@tm)
— m m 2
Et 5= {( T (I=-m)(2+m) 0 T (I-m)(2+m) (1—m)(2+m))}'

Sim+2=0 (m=-2)

Vaut mieux remplacer m = —2 dans la derniére matrice (x*) obtenue juste avant de discuter
le cas m + 2 # 0.
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On obtient :
1 m 0
(S) ~ 0 1| L |=5=0, car:
0 0 0
r + y + mz 0
(5): y = 2 = @

\)

(impossible ).

(Ceci puisqu’on a un pivot au second membre).

m=1

On remplace m = 1 dans la derniére matrice obtenue (x) juste avant de discuter le cas
m — 1 # 0. On obtient :

1 110

(S) ~ 0 0 01

0 0 01

z +y + 2z =0
) . T + y + z =
() : 8 B } <:>{ 0 = 1 (impossible).

Donc S = ).
Conclusion

e Sim e {—2,1}, alors S = ().

e Sim e R\ {—2,1}, alors la solution est unique.

Exercice 2
Résoudre les systémes suivants :

r + y — 2z =0
1) (S1):¢ = + by — 2z = 3
2r + y — 2z =1
T 4+ y 4+ 3z + 2 = -2
2y (S2):¢ 22 + 3y + 4z + t = -1
3 + 7Ty + z — 6t = 6
r + y — z =0
3) (S3):¢ = + by = 3
20 + y — z =1
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Solution.
1)
1 1 -1]0 1 -1]0 1 -1
(S)~ |1 5 23|~ Ly—L; [0 4 -1[3]|~ Ly 1 -1
2 1 -1[1 L3y—2L; \ 0 -1 1 |1 Ly\ 0 4 -1
1 -1]0 1 -1]0
~ 0 —1| -1 |~ 0 -1 -1
Ly—4L, \ 0 0 3 | 7 s\ 0o 0 I
r +y — 2z =0 r=z—y=1
(S1) y — z = —71 —qy=-1+z=1%
z = 7 7
3 Z =3

_ 47
Donc S = {(1, 35 g)}
2) Dans (52). Notons que le nombre d’équations est strictement inférieur a celui d’in-
connues, on aura donc une infinité de solutions.

11 3 2 ]-=2 1 3 2 | -2
(So9)~ |2 3 4 1 | -1|~ Ly—2L,| 0 -2 -3 3
3 71 -6/ 6 L3y—3L; \ 0 4 -8 —12 12

On peut remarquer que Lg = 4L9, on peut donc supprimer Lo ou L3 ( puisqu’il s’agit
de la méme équation ), sinon, L va s’annuler par calcul (L < 0=0).
On obtient dans ce cas :

1 3 2|2
(S2) ~ 0 -2 3| 3
Ly—4L, N\ O 0 0 0| 0
z + y + 3z + 26 = =2 rT=-5—95z—05t
S . —
(52) { y — 2z — 3t = 3 y=3+2z+3t

T Yy
v i
S={(-b—5z—5t,3+2z+3t,z,t) / z,t € R}
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3)

1 ~1]0 1 —1]o0 1 -1]o0
(S3) ~ 1 5 =2|3|~ Ly—1I, 0 4 -—-1]3]|~ iL2 0 _% %
2 -2 -1]1 Ly—20; \ 0 —4 1 |1 0 -4 1 |1

1 -1]0

~ o [ -4 3

N

L3+4L, \ 0O 0 0

On a un pivot au second membre. Donc S = (). En effet :

r + Yy - z 0
(S3) y — 12 = i
0 = 4 (impossible).

5.2.6 Application (Inversion d’une matrice par la méthode de Gauss)

Soit A € M,,(K). On aimerait inverser A.
Le principe de cette méthode consiste & appliquer des transformations de Gauss sur les
lignes de la matrice augmentée (A | I,) d’ordre (n,2n), pour aboutir a (I, | B). Dans ce
cas, A sera inversible et A™! = B.

Exemples 5.2.6.1

0 -1 1
1) SoitA=]1 2 -1
1 -1 2
0 -1 1 0 0 Ly 2 —1]l0 1 0
(A I3) : 1 2 —-1]0 1 0|~ ] 0 =1 1 00
1 -1 210 0 1 1 -1 210 0 1
2 —1]l0 1 0 2 —-1] 0 1
~ 0 -1 1|1 0 0|~ —Ly| 0 [1] —-1]-1 0
Ly+L;\ 0 1 1 ]0 1 1 0 1 11]0
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—
_ —N —=N

A~ |

—N
apl[a)] _ —|

I
_ —|A —eN

— AN =N =N

—
[2plla\] _ —|

Donc A~ = (

S~

— O

™ — O

(B | ) :

2) Soit B

0
1

0 Ly /[1] 0 1]0 1 0
0|~ Li| 3 0 0
1 0 110 0

0
1

1
0
1

~ Lo+ 3L,

-3 0
3 1
4 1
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5.3 Résolution d’un systéme par la méthode de Cramer

5.3.1 Résolution d’un systéme de Cramer (cas particulier)(et exemples)

Définition 5.3.1.1
Un systéme de Cramer est un systéme linéaire, dont la matrice associée est carrée et
inversible.

Exemples 5.3.1.2

+ y - z =1 1 1 -1\ [z 1
1) (S1):¢ = — 3y + 32 = -2 &< |1 -3 3 yl|l=1-2
-z + 3y + z = 3 -1 3 1 2z 3
—— =
A X B
A : la matrice associée a (S) est carrée et est inversible. Donc (S1) est de Cramer.
1 1 -1 T 1
r + y - z = 1
2)(52)‘{290—3y—|—3:<::—2<:> Yyl =
2 -3 3 z —2
I I I
A X B

A est non carrée, donc (S2) est non de Cramer.

3v + 12y = 4 3 12\ [z 4
3)(53):{ r o+ 4y = 1 ‘:’(1 4)(1/):(1)'
—

A
A est carrée mais non inversible (det A =0), donc (S3) est non de Cramer.

Théoréme 5.3.1.3
Tout systéme de Cramer admet une solution unique.

Démonstration

Soit (S) un systéme de Cramer. (5) < A.X = B.

La résolution de (S) est équivalente & celle de I'équation matricielle A.X = B ou A est
carrée et inversible. Donc A X = B = A1 A.X = A"'.B = X = A'.B qui est une

I
I

solution unique puisque A~! et B sont uniques.

Résolution d’un systéme de Cramer
Soit (S) un systéme de Cramer a n équations et & n indéterminées (S) < A.X = B, ou

det A 0. (A € M, (K)).

— Soit A = det A, écrit sous forme d’un tableau.

— Pour toute inconnue z;, on note par A, le déterminant d’ordre n obtenu, en rem-
placant dans A, la colonne des coefficients de x; par B.
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— La solution (unique) du systéme est donnée par :

Ay, ,
x; = A’ Vie{l1,2,..,n}.

Exemple 5.3.1.4
Résolvons le systéme (S) suivant par la méthode de Cramer,

2 — 5y + 4z = -3 2 —5 4\ [z -3
(S):{ = — 2 + 2z = 5 = |1 -2 1||yl|l=]|>5
r — 4y + 6z = 10 1 —4 6/ \z 10
————— - N —
) b
2 =5 4
1 -4 6
-3 -5 4
10 —4 6
2 -3 4
Ay=11 5 1/ =175
1 10 6
2 -5 -3
A,=|1 =2 5|=31
1 —4 10
Ay _ 124
T="A =T
S qy=3=2 = 5={(1247531)}.
_ A, _ 31
=TT

5.3.2 Résolution d’un systéme quelconque (cas général)(et exemples)

Soit (S) un systéme. (5) & A.X = B.

Si (S) est non de Cramer, alors deux cas se présentent :
(A est non carrée) ou (A est carrée et det A = 0).

Dans ces deux cas, on extrait de () le plus grand systéme de Cramer (Sp) qui admettra
une solution unique, sur laquelle on se basera pour chercher la solution finale.

Les exemples suivants traitent tous les cas possibles.
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Exemple 1 (A est non carrée)

20 — 5y + 42 + t = -3 2 -5 4 1 z —3
($):d = — 2 + z — t = 5 |1 -2 1 -1 Z: 5
x — 4y 4+ 6z + 2t = 10 1 -4 6 2 " 10

TAT

— A est non carrée = () non de Cramer.

— Cherchons donc le plus grand systéme de Cramer (Sp) C (5); ce qui revient & cher-
cher le plus grand déterminant non nul inclus dans A. (On peut avoir plus d'un

choix ).
2 -5 4 2¢ — 5y 4+ 4z = -3 — t
— A=1]1 =2 1| =1%#0. Donc le systéme r — 2y + z = 5 + 1
1 —4 6 xr — 4y + 6z = 10 — 2t

est de Cramer.
( Attention! le dernier systéme obtenu a pour inconnues, x,y et z. Le ¢ n’est pas une
inconnue. Par contre, (S) a pour inconnues x,y, z et t ).

-3—t -5 4
A, A,
= —=—"= — = 16t + 124
T A 1 541t 2 1 +
10—-2t —4 6
2 —-3—-t 4
Ay Ay
=== =9t +75
— Ly A 1 1 54t 1 +
1 10—2t 6
2 -5 —-3-t
A, A
=—=—"= — = 3t + 31.
z A 1 1 2 54t +
\ 1 -4 10-2t

Donc § = {(16t + 124,9t + 75,3t + 31,t) / t € R }.

Autre choix

2 4 1 2c + 4z + t = -3 + by
A=|1 1 —1| =9 # 0. Donc le systeme r + z — t = 5 + 2
1 6 2 r + 6z + 2t = 10 + 4y

est de Cramer (la solution sera en fonction de y ).
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—3+5y 4 1
AV | 1
e A —1| = =(16y — 84
T=x=g|5t2w 1 -1 9( Y )
104+4y 6 2
2 3+5y 1
— A. _ 1 1 542 1 1(3 + 54)
= = — — — —
A9 Ty 9\>Y
1 104+4y 2
2 4 —3+5y
A 1 1
1 6 10+4y

Donc S = {(4(16y —84),y, §(3y +54), 3(y — 75)) / y € R }.

Autre choix

2 -5 1 2c — Sy 4+ t = -3 — 4z
A=1|1 -2 —1|=-3%#0.Donclesystéme xr — 2y — t = 5 — z
1 —4 2 x — 4y + 2 = 10 — 62

est de Cramer. Et la solution finale sera en fonction de z.

Autre choix

5 4 1 =5y + 42 + t = -3 —
A=|-2 1 —1|=-16#0.Donclesysttmeq —2y + =z — t = 5 —
-4 6 2 -4y + 6z + 2t = 10 -
est de Cramer. Et la solution finale sera en fonction de .
Exemple 2 (A est non carrée)
(4,3) (3,1) (4,1)
x — 3y — 2z = -1 (FEy) 1 =3 =2\ /4 1
2r + y — 4z = 3 (E2) 2 1 -4 3
() : body — 22 =4 (B |1 o4 oY 7|4
r + oy — z =1 (B 1 1 -1/ \? 1
N
i
1 -3 -2
— |2 1 —4] = 0. Ce choix est non convenable puisqu’il correspond & un systéme
1 4 =2

non de Cramer.
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Faisons un autre choix.

1 -3 -2 x — 3y — 2z = -1 (Ey)
— A=1{2 1 —4|=7%#0.Donclesystéme (Sp) : 20 + y — 4z = 3 (Es)
1 1 -1 r + y — z =1 (Ey)
est de Cramer. Et on a :
r — 3y — 2z = -1
(So) : 2¢c + y — 4z = 3
(S):
r + vy - z =1
(B3): = + 4y — 2z = 4

— (S0) admet pour solution Sy = {(%, %, %)} = {( — %, %, —%) }

— On remplace cette solution partielle dans I’équation restante (Es3) (pour voir si (E3)
accepte cette solution ou non ).

Dans (E3): —2+4x2—-2x(-8) =4

(E3) accepte bien la solution, donc la solution finale est

s-{(-33-9)

Exemple 3 (A est non carrée)

On reprend le méme exemple 2, avec un changement de Fs.

r — 3y — 2z = -1 (B
(So): ¢ 2x + y — 4z = 3 (Es)
() :
r + y — z =1 (Ey)
r + 4y — 2z = 15 (EY)

Le changement est lorsqu’on remplace la solution Sy dans l’équation restante (E%), on
obtient 4 = 15 ce qui est impossible. (E%) n’accepte pas donc la solution. Par suite S = ().

Exemple 4 (A est carrée et det A = 0)

2 — 5y + 4z = -3 2 -5 4 T -3
(9) : r — 2y + z = b — |1 -2 1 y|l =15
x — 4y 4+ 5z = m (oum eR) 1 -4 5 z m

— det A =0 = (5) non de Cramer.
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— Cherchons le plus grand déterminant non nul qu'on peut extraire de A.

2 =5
= =1+#0.
1 -2 7
Donc
20 — Sy = -3 — 4z
(So) : <— de Cramer.
(S) x — 2y = 5 — =z
(E) r — 4y + 5z = m
b B 342 -5
2r — by = -3 — 4z 5—2z =2
— (S0) : B de Cramer —
- 2y = 5 - 2 A, |2 3-42
y:—:
2 1 55—z
r =22+ 31
=
y=2z+13.

— On remplace cette solution dans ’équation (F), on obtient :
32431 —82 =524 52z2=m <<= —21 =m.

Sim # —21 (F) n’accepte pas la solution et donc S = 0.
Sim = —21 (F) accepte la solution, et donc S = {(32+ 31,224+ 13,2) / z € R }.

Remarque

Lorsqu’on remplace la solution de (Sp) dans I’équation restante (E), "z" doit disparaitre.
nn

Sinon, "z" aura une valeur, par suite x et y 'auront aussi et () sera donc de Cramer, ce
qui est impossible.
Exemple 5
(S’o){ Systeme de Cramer
Soit, (S5) : (E1)
(E2)

Si (S) est un systéme formé par un systéme (Sp) de Cramer et des équations restantes,
alors la solution de (Sp) sera une solution pour tout le systéme (S) si toutes les équations
restantes ’acceptent.

Si la solution ne vérifie pas I'une des équations restantes, alors S = ().
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