Chapitre

Calcul matriciel

Motivation

En général, pour résoudre un systéme (S) a plusieurs équations et a plusieurs indéter-
minées, on peut nous ramener a résoudre une seule équation (sera dite matricielle ) de la
forme A.X = B. (ou A et B seront deux matrices connues et X une matrice inconnue ).

Exemple
zx + y - 2z = 1 1 1 =2 T 1
(S) 2 — y + 32 = 0 <= |2 -1 3 yl=10
r 4+ V2y — z = 280 1 V2 -1 z 230
——  N—
A X B
En fait :

Les matrices sont des objets mathématiques que 'on rencontre trés couramment en ma-
thématiques, que ce soit en algébre linéaire ou en géomeétrie.

Leurs intéréts sont notamment les nombreuses interprétations qu’on peut leur donner, en
outre le nombre de problémes qu’elles permettent de résoudre.

N.B. Dans tout le chapitre, K désigne un corps (R ou C), et m et n deux entiers naturels
non nuls.

2.1 Définitions et notations

Définitions 2.1.1
— Une matrice A est un tableau de nombres disposés en lignes et en colonnes. Elle est
dite d’ordre (ou de type, ou de taille) (m,n) si elle est constituée de m lignes et n
colonnes.
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CHAPITRE 2. CALCUL MATRICIEL 12

a11 (J.U tee d1n \
A=1 an - [aij| -+ ain | < Li(A) =1la i™° ligne de A
J g
Am1 -~ |mg| " Gmn
T

(,‘J,\A]:fa JEME colonne de A

On note :

A = (aij)1<i<m
1<j<n

— ay; s’appelle le terme (ou le coefficient ) de la matrice A.

— Le terme a;; se trouve au croisement de L;(A) et C;(A).

Exemple 2.1.2

1 2 3 .
A= (() A 5> est une matrice de type (2, 3).

1 3 .
B = (8 2> est une matrice de type (2,2).
— Deux matrices sont dites égales si elles ont le méme ordre et les coefficients corres-
pondants sont égaux. Ce qui équivaut a dire :
Si A = (a;j) est d’ordre (m,n) et B = (b;;) est d’ordre (p, q), alors :

A=B <= (m,n)=(p,q) et a;; =bi;, Vie{l,...m=p}, Vje{l,..,n=q}.

— Sim = n, alors A est dite carrée d’ordre n. (le nombre de lignes de A est égal a celui
de colonnes).
Dans ce cas :

aars @12 - Qan
2n

o™z -+ Qg

Apl Gp2 ' “lunt .
-~ =— La diagonale de A.

{a11,a22, ..., an, } s'appelle la diagonale principale de A.

o Les éléments a;; s’appellent les éléments diagonaux de A.

e Les ¢éléments a;; pour ¢ # j, s’appellent les éléments hors diagonaux de A.
n

e On appelle trace de A, qu’on note tr(4) := Za“ = la somme de tous les
i=1

éléments diagonaux de A.

Notations
— M, n(K) désigne I'ensemble des matrices de type (m,n) et a coefficients dans K.

— M, (K) désigne 'ensemble des matrices carrées d’ordre n et a coefficients dans K.

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE



13 CHAPITRE 2. CALCUL MATRICIEL

Exemples 2.1.3

_—
o A= <OZ 11) € My(C).
1 2

e B=1|6 5| € M32(R) (Be M;32(C) aussi).
3 4

2.2 Matrices de types particuliers

Matrice ligne

Définition 2.2.1
Une matrice ligne ( ou uniligne) est une matrice de type (1,n).

Exemple 2.2.2

o A= (a11 aip a1n>‘

e B=(1 0 4) (Attention!a ne pas confondre la matrice B= (1 0 4) et le vecteur
(1,0,4) de R3).

Matrice colonne

Définition 2.2.3
Une matrice colonne (ou unicolonne) est une matrice de type (m,1).

Exemple 2.2.4

an 1
a21 0
A= . , B= .
: 1
am1 \/§

Matrice triangulaire (supérieure/inférieure)

Définitions 2.2.5
— Une matrice triangulaire supérieure est une matrice carrée U = (u;;) / uij = 0 Vi > j.

Y1l 12

U2

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE



CHAPITRE 2. CALCUL MATRICIEL 14

— Une matrice triangulaire inférieure est une matrice carrée L = (l;;) / l;j =0 Vi < j.

Exemple 2.2.6

A=10

e A et B sont triangulaires supérieures.

o (C est triangulaire inférieure.

Matrice diagonale

Définition 2.2.7
Une matrice diagonale est une matrice carrée D = (d;;) / dij =0 Vi # j.

Matrice unité

Définition 2.2.9
La matrice unité est la matrice carrée notée I,, (ou simplement I ) définie par :

1 0 --- 0

1 sit=j 0 1 oo
siiF#j Lo

0 0 1

(eij est dit le symbole de Kronecker).

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE



15 CHAPITRE 2. CALCUL MATRICIEL

Exemple 2.2.10

Matrice nulle

Définition 2.2.11

La matrice nulle est une matrice A = (aij)i1<i<m / @ij =0 Vi, j. Onlanote O € My, »(K).
1<j<n

Exemple 2.2.12

<8 8) € My(R), <8 8 8) € My 3(R).

Matrice symétrique/antisymétrique

Définitions 2.2.13
— Soit A € M, n(K).
On appelle matrice transposée de A, qu’on note 'A (ou AT), la matrice d’ordre
(n,m), obtenue en interchangeant —dans l'ordre— les lignes et les colonnes de A.

Exemple 2.2.14

(1 V2 3
A—(O 4 5) est de type (2,3).

1 0
‘A= | +v2 4| estdetype (3,2).
3 9

— Une matrice carrée A est dite symétrique si ‘A = A.

— Une matrice carrée A est dite antisymétrique si ‘A = —A. (Dans ce cas, a; = 0).

Exemples 2.2.15

1 2 3

A= |2 0 —4| estsymétrique.
3 -4 V2
0 2 3

B=| -2 0 —4| est antisymétrique.
-3 4 0

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE



CHAPITRE 2. CALCUL MATRICIEL 16

2.3 Opérations sur les matrices

On définit sur M, ,(K) deux lois de composition, 'une interne (l'addition +) et la
seconde externe (.) comme suit :

VA = (aij) et B = (bU) S Mm’n(K), Va € K,
A+ B = (aij + bij) € Mmm(K) et . A= (a aij) S Mmm(K)

Exemple 2.3.1

o

L2 7\, (1 40y_(267
-1 3 0 2 1) \1 3 1
1 27 -2 —4 -14
t _2(—130)_(2 —6 0)'
Propriétés 2.3.2

Soient A, B,C € My, »n(K) et o, € K. On a :
1) e A+B=B+A.
e (A+B)+C=A+(B+C).
e O est I’élément neutre pour laddition (A+ O = A).

o

e Toute matrice A = (a;;) admet un symétrique —A = (—a;;). Et on a :
A+(-A)=0.
(Ainsi (M, (K), +) est un groupe commutatif ).
2) e lA=A.
e a.(B.A) = (ap).A.

e (a+B)A=a.A+B.A.
e a.(A+B)=a.A+a.B.

D’ou le résultat suivant :

Proposition 2.3.3
(Mpn(K), +,.) est un K-espace vectoriel de dimension m x n.

Démonstration (Dans le cas (m,n) = (2,3))
Montrons que dim Mg 3(R) =2 x 3 = 6. En effet :

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE



17 CHAPITRE 2. CALCUL MATRICIEL

Soit A = <a” a2 a13> € Mas(R).

as1 a2 a3 ’
(a1 0 O 0 a1 0 0 O ai1s 0 0 O 0 0 0 0 0 0
A‘(o 00)+<0 0 0>+<00 0>+<a2100>+<0 az O>+<00a23
(B O0y 010y 00 1y 000 0) . (000
“MMlo 0 o0 280 0 0 Blo o0 o0 21 0 0 2\o0 1 0

Eq Eo> E3 Ey Es

0 0 0
+CL23<0 0 1)

—_———
Eg

Donc B = {E1, Es, E3, E4, E5, Eg} est une famille génératrice de Mg 3(R). On vérifie faci-
lement que B est libre. Par suite, B est une base de Mz 3(R). D’ou dim M3 3(R) = 6.

B est dite la base canonique de Ms 3(R).

Propriétés 2.3.4
Soient A, B € My, n(K) et a € K.

1) (A+B)="A+'B.
2) "(tA)=A.
3) ‘(a.A) = a.(*A).

Démonstration (Dans le cas m =n = 2)

/ /
Soient A = <CCL Z) et B = <Z, Z,) .

1)
t
¢ B a b ad V\| _ ‘fa+d b+V\  [a+d c+d
(4+B) = [(c d>+(c’ d)| 7 \ete d+a) " \o+v d+d
_ (o ), a _ 44 B
S \b d vod) '
2)
t tfa b _tfa c\ _fa b\ _
=00 68)-C o)
3)

Exercice 2.3.5
Soit A € M, (K).

Montrer qu’il existe une matrice symétrique S et une matrice antisymétrique T telles que :
A=S5+T.

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE
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2.4 Produit matriciel

Produit de deux matrices de type L.C

b1
by
Soient L = (al as - an) une matrice ligne et C' =] . | une matrice colonne.
bn
b1
by n
Le produit L.C' = (a1 as - an) | =aiby 4+ -+ apby, = Zaibi.
: i=1
bn

Remarque 2.4.1
Le produit L.C n’est possible que si L et C' contiennent le méme nombre d’éléments.

Exemple 2.4.2

2
(1 -1 0 -8) \_/:% =1x2+ (1) x (=3) +0x V2 + (=8) x 0 = 5,
0

Produit de deux matrices

Exemple 2.4.3
1) Soient

Ci Cy Cy

1] [~ |1
A= E’l (_12 _01 02 et B= |2 |1] |1
? 0] 0] V2

Le produit matriciel A.B, —étant de type L.C'— s’effectue en considérant les lignes
L1 et Ly de A, et les colonnes Cq, Cy et C3 de B.

Et pour que le produit des lignes L; et des colonnes C; soit possible, il faut que le
nombre d’éléments de L; soit égal & celui de C;. Ce qui veut dire que le nombre de
colonnes de A soit le méme que celui des lignes de B. Donc, si A est de type (m,n),
B doit étre de type (n,q). Par suite :

11Cy 11Oy L0y 1 -2
\LGr LGy LoC3)  \—4 3
)

(2,3)

__________________________

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE



19 CHAPITRE 2. CALCUL MATRICIEL

2)

Généralisation
Soient A € My, (K) et B € M, 4(K).
— Si n # p, alors le produit A.B est impossible.
— Sin =p,alors A.B € M,, 4(K) et A.B = (04j)1<i<m telle que :

1<j<q

Q5 = L,(A)C}(B)

Propriétés 2.4.4
Soient A, B,C des matrices et a € K.

Quand le produit matriciel est possible, on a :
e A(B.C)=(A.B).C.
e (A).B=A.(a.B)=a.(A.B).
e A(B+C)=AB+AC.
o AI,=A.
e (A.B)=1B.!A.
e En général, A.B # B.A.
e Le produit de deux matrices non nuls peut étre nul. ( Autrement dit :

AB=0#=A=00uB=0).

Exemple 2.4.5

. 2 —1 1 2
So1entA—<0 0) et B—<2 4>
2 —1\ /1 2 0 0
AB_(O 0)(2 4>_<0 0)
1 2\ /2 -1 2 -1
B‘A:(2 4) (o 0)2(4 —2)
— AB+B.A.

— A#0, B#0, et pourtant A.B = 0.

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE
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2.5 Matrices inversibles

Définition 2.5.1
Une matrice A d’ordre n est dite inversible (ou réguliére ), s’il existe une matrice B d’ordre
n telle que A.B=B.A=1,.

B est dite la matrice inverse de A et est notée A1,
— Si la matrice inverse existe, alors elle est unique.

— Une matrice non inversible est dite singuliére.

Théoréme 2.5.2
Soit A € My, (K). On a :

A est inversible <= A est inversible 4 gauche <= A est inversible a droite.

Remarque 2.5.3
— Gréace au théoréme ci-dessus, pour montrer qu’une matrice A est inversible, il suffit
de montrer que : 3B € M,(K) / AB=1, (ou BA=1,).

— GL,(K) ={A e M,(K)/ A est inversible}, muni de la loi de composition " Produit
matricie]l/, est un groupe non commutatif.

Définition 2.5.4 (matrice orthogonale)
Soit A € M,,(K). A est dite orthogonale si A.'A = 'A.A=1,.

Remarque 2.5.5
Toute matrice orthogonale A est inversible, et A~ = A

Exemple 2.5.6 (exercice)
1) Soient A,B et C € M, (K)/ 4AB —8AC +31 =0.

Montrons que A est inversible.

On a:
4 8
4 8
— A(—--B+-C)=1.
(-3B+30)
Donc A est inversible et son inverse A~ = —%B + %C.
2 -1 1
2) Soit A=12 -1 2
1 -1 2

a) Montrons que A?> = 2A — I. En effet :

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE



21 CHAPITRE 2. CALCUL MATRICIEL

2 -1 1 2 -1 1 3 -2 2
e A2=AA=1[2 -1 2 2 -1 2] =14 -3 4
1 -1 2 1 -1 2 2 -2 3
2 -1 1 1 00 4 -2 2 1 00
o 2A—T=2(2 -1 2|—-l0 1 0l=14 -2 4]—=10 1 0
1 -1 2 0 0 1 2 -2 4 0 0 1
3 -2 2
= |4 -3 4
2 -2 3

On a bien A2 =2A — 1.
b) Montrons que A est inversible. Et calculons A~

e Ona:

A2 =924 T A% 24 = [ = A2 124 =1
= A(-A+21)=1

Donc A est inversible et A= = —A + 21.

2 -1 1 1 00 0 1 -1
e Al=—-12 -1 2|+2(0 1 0]=(-2 3 -2
1 -1 2 0 01 -1 1 0

2.6 Puissances d’une matrice

2.6.1 Puissances positives

Définition 2.6.1.1
Soit A € M, (K)/ A#0. Et soit p e N*.

AV =1, .
A2 =AA.
A3 =AAA=A2A=AA%.

AP =A.A... A, p fois.

Propriétés 2.6.1.2
Soient A € M, (K) et p,g € N. On a :

1) AP.A7 = APta.
2) (AP)" = APa.

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE
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Exemple 2.6.1.3

dy 0 -+ 0
Soit D = une matrice carrée diagonale.
: .0
0 - 0 dun
Et soit pe N. On a :
dyy 0 0
DP = 0 d§2
. 0
0 0 d,

En effet : ( démonstration par récurrence sur p ).

), 0 - 0
0
ep=0,ona D'=1, = 0 A2
: L0
0 -+ 0 dﬁn
dy 0 - 0
» .
e Supposons que DP = 0 dy
. S
0 0 d°,
e Ona:
aly, 0 -~ 0\ fdyu 0O - 0 a0
ol _prp_ | O dn e 0 dp - P |_| 0 dy
0 0 d,, 0 0 dnn 0 0

2.6.2 Formule de binéme de Newton

— Soient A et B € M, (K)/ A.B= B.A. Alors,

P !
P=3N"chatprt W ok— P
(A+ B) kZOC’pA B o C W=

— Si B=1.On a toujours A.l = A= 1.A. Par suite :

p
(A+Ip=> CpAF.
k=0

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE



23 CHAPITRE 2. CALCUL MATRICIEL

Cas particuliers :

- p=2; (A+B?=(A+B)(A+B)=AA+AB+B.A+B.B.
= A’ + A.B+ B.A+B?
———

= A’4+24A.B+ B? si A.B= B.A.

— (A+B)(A—B)=A.A-AB+B.A-B.B.
~—_——
= A2 + 0 - B? si A.B=B.A.
= A% - B?.

Exemple 2.6.2.1

. 0 1 0 0 .
So1entA—<O 0> etB-(l 0>.Onvo1tque.

2 p2_ (00 B (-1 0
A*—B _<0 0)#(A+B)(A B)—<0 1>.
2.6.3 Matrice idempotente

Définition 2.6.3.1
Soit A € My, (K). A est dite idempotente si A% = A.

Exemple 2.6.3.2 (Exercice)
Soit A € M,,(K) telle que A est idempotente. Montrons que I,, — A est aussi idempotente.
En effet :

(I, — A)? =12 -2, A+ A* (puisque I,.A = A.IL,)
=1,—2A+ A
=1,—A.

2.6.4 Matrice nilpotente

Définition 2.6.4.1
Soit A € M, (K).

A est dite nilpotente si Ip € N* /| AP =0 et AP~ #£ 0. p est dit le degré de nilpotence
de A.

Exemple 2.6.4.2

A= <(1) 8) est nilpotente de degré 2. (car A2=0et A#0).

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE
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2.6.5 Matrices semblables

Définitions 2.6.5.1
— Soient A, B € M, n(K).
A et B sont dites équivalentes s’il existe deux matrices inversibles P € M, (K) et
QeMpK)/ B=Q.AP.
— Soient A, B € M,(K).
A et B sont dites semblables s’il existe une matrice inversible P € M, (K) /
B=PlAP.

Remarque 2.6.5.2
— L’intérét de la notion de matrices semblables, c’est qu’on peut calculer les puissances
de B si celles de A sont faciles a calculer, ( par exemple si A est diagonale). On
obtient :

Bf=plAp. P lA P ... Pl AP=P 1A .. AP=P 1A P,
—— =~ S—~— S——

I I I k fois
In In In

— Cette notion est trés utile dans le chapitre de diagonalisation.
2.6.6 Puissances négatives d’une matrice inversible

Définition 2.6.6.1
Soit A une matrice inversible. AP = (A~!)" ¥p € N.

Proposition 2.6.6.2
Soient A et B deux matrices inversibles de méme ordre. On a :

1) A.B est une matrice inversible et (A.B)~! = B~1.A71.
2) ()t ="1A).

Démonstration.
1) On a:

(AB).(B*AY=ABB'A'=A(BB HY A 1=A1I,4A""
—AA =1,

2) Ona: (fA).{(AYH =YA1A) =1, = I,

Remarque 2.6.6.3
— Attention! on ne peut pas simplifier par une matrice. (A.B=A.C 4= B=C).

— Mais si A est inversible, alors : A.B=A.C = B =C". En effet :
AB=AC=A"'"AB=A"1'A40=1,B=1,C= B=C.
N—— N——

I I
In In

(Pautre implication est évidente : B=C = A.B=A.C).

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE



25 CHAPITRE 2. CALCUL MATRICIEL

Exemple 2.6.6.4
Soient

(3953 =1 )
= (Y-G90 Y-se

Pourtant B # C.
Exercice.
Soit A € M, (K).

1) Montrer que si A est nilpotente, alors elle n’est pas inversible .

2) On suppose que : IJpe N*/ AP+ A4+ T1=0.
Montrer que A est inversible et déterminer son inverse A~

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE



Chapitre

Déterminant d’'une matrice

L’objet de ce chapitre est d’étudier application notée det ;
matrice A +—— det(A) noté |A|

ot K est un corps commutatif (K =R ou C).

Cette application ne s’annule que lorsque la matrice A est non inversible. Ainsi, on a :

det A # 0 <= A est inversible.

3.1 Déterminant d’une matrice carrée d’ordre 1

Soit A € M1(K); A = (a). Alors det A = |a| = a.

Exemple 3.1.1
A=(=T7); det A=| -7 =-T.

Attention : la notation du déterminant n’a rien a voir avec la valeur absolue.

3.2 Déterminant d’une matrice carrée d’ordre 2

Soit A € My(K); A= <‘“1 ‘“2) .
az; a2
N 4

ap_ a1z I'4
4 = 11092 — d21012.

a1 “a22

det A =

Ainsi, det A est le produit des éléments de la diagonale principale moins celui des éléments
de la diagonale non principale.

Exemple 3.2.1

A:<1 3>; detA:‘; Z’:1x4—2x3:—25£0.

26



27 CHAPITRE 3. DETERMINANT D’UNE MATRICE

Donc A est inversible.

3.3 Déterminant d’une matrice carrée d’ordre 3

ail a2 ais
Soit A e M3(K); A= | a21 aze a3
asy asy ass

3.3.1 Méthode de Sarrus (pour l'ordre 3)

ay aj2 ~a1;
det A = a.gll\uéégg‘;

assz’

011,012
agy o a
131 432

a3z’ asz”
s

S

= (a11a22a33 + ai2az3az1 + aizaziazz ) — (asiazzaiz + aszazzain + azza1a12 ).
Ainsi, pour calculer det A, on recopie les deux premiéres colonnes, et on calcule la somme
des produits des éléments des trois diagonales principales moins la somme des produits des

éléments des trois diagonales non principales.

Remarque 3.3.1.1
On peut procéder de la méme maniére en recopiant les deux premiéres lignes.

Exemple 3.3.1.2

3 -1 1
A=|1 0o -2/,
1 2 1

- 3><0><1+(—1)><(—2)><1+1><1><2)—(1><{)><1+2><(—2)><3+1><1><(—1))
—4—(~13) =17 £0.

Donc A est inversible.

3.3.2 Meéthode des cofacteurs

On développe le calcul par rapport & une ligne ou une colonne quelconque, soit par
exemple :

— Par rapport & la 1°7¢ ligne :

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE
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28

a11 al2 aiy
det A =|as1 a2 a

23
a3l a3z as3
1+1 29 23 1+2
=(-1 a + (-1 aq:
(=1) an 4y (1) a1z
— Par rapport a la 2¢™€ colonne :
a1l |ai12| @13
det A = |aoy |a2a| a3
31 |d32| @33
142 a9 093 242
=(-1 a -1
(=1) a31  ass3 (=1
Exemple 3.3.2.1
3 -1 1
1 0 —2:+3‘g ﬂ—(—l)“ _12‘+1‘1
1 2 1
Exemple 3.3.2.2
3 -1 1
' 1 -2
110 —2:—(—1)‘1 1‘+0‘1
1 |2 1

a21
a3l

a23 143 a21 a2
(-1)  ax
33 a3 das2
a3 3+2 ajl ais
(1) as
ass a1 a3
0
= 17.
2
31 =17
1 =2/

3.4 Déterminant d’une matrice carrée d’ordre n

La méthode des cofacteurs est une méthode générale valable pour tout ordre n.

Enoncons d’abord quelques définitions utiles pour décrire cette méthode.

Définition 3.4.1
Soit A = (ai]’) S Mn(K)

— On appelle mineur de I’élément a;; qu’on note A;;, le déterminant de la matrice
carrée d’ordre n — 1 obtenue en supprimant la ligne L; et la colonne C}.

i

G
]
g\ Li
/]

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE



29 CHAPITRE 3. DETERMINANT D’UNE MATRICE

— On appelle cofacteur de a;;, le scalaire A;; = (—1)i+j Ajj. Ainsi det A = Z a;ijAij

aijEV
ot V désigne une ligne ou une colonne choisie.
Exemple 3.4.2 (V =1, )
det A = (—1)i+1ai1Ai1 + (—1)i+2ai2Ai2 + -4 (—1)i+namAm
n
= Z(fl)H—J aiinj.
j=1
Exemple 3.4.3
1 8 5 3
. 0 4 2 2
Soit A = 9 0 4 0 € My(K).
3 2 71
— Développons le calcul suivant la 1°7¢ colonne :
118 5 3
T4 04 2 2
det A = 210 4 0
312 7 1
4 2 2 8 5 3 8 5 3 8 5 3
=1{0 4 0—-0]0 4 0j{+2{4 2 2/—-3{4 2 2(=0
2 71 2 71 2 71 0 4 0
— Développons le calcul suivant la 3¢ ligne :
1 8 5 3
Toa |04 2 2
3 271
8 5 3 1 5 3 1 8 3 1 8 5
=24 2 2/-0{0 2 2{+4(0 4 2/-0{0 4 2({=0
2 71 3 71 3 21 3 2 7

Remarques 3.4.4
1) Le meilleur choix de la ligne (ou la colonne) par rapport a laquelle sera développé le
calcul, est celui qui contient le maximum de chiffres 0. 1l est donc commode de créer
des zéros dans ce déterminant sans lui changer sa valeur.

2) On ne change pas la valeur d’un déterminant en ajoutant a une ligne ( respectivement
une colonne) une combinaison linéaire des autres lignes ( respectivement colonnes).

Autrement dit : les seuls opérations qui ne changent pas la valeur d’un déterminant
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sont :

C; — C; + ZO&jCj

, en particulier
Lz—>Lz+ZO4ij LZ—)LZ—}—C)[LJ ]#Z
J#i

On en déduit le résultat suivant :

— Si deux lignes ou deux colonnes de A sont proportionnels, (a fortiori égales),
alors det A est nul. (i.e :51 C; = aCjou L; = aLj pouri # j, alors det A = O).

— Un déterminant peut changer de signe si on permute deux lignes ou deux co-
lonnes.

Exemple 3.4.5

Ly — 2 —-1 0 11 2 -1 0
Ly—| 2 1 Ll Le—-2L1— |0l -3 3 1 _1_(3 f
Ly— | -1 4 7| La+Li— |0 6 71 s s
Li—»| 0 5 1 0] 5 8 1
Ch+Ch ()-,;--13(,‘3
+
0 31 L0 0 1]
- 7177 |7 -2 7
13 8 1 13 5
_1|1?3 —zn = 35 + 260 = 295.

Notons que :
e lopération Ly — 2L n’est vraie qu’au niveau de Lo.
e l'opération C1 4+ Cy est vraie au niveau de C1 et au niveau de Cs.
e [opération 2C1 — Cy change la valeur du déterminant.
e l'opération 2Cy + C3 est vraie au niveau de Cs.
Propriétés 3.4.6
1) det O = 0.
2) det I, = 1.

n
3) Si A = (a;j) est diagonale, alors det A = H Qi
i=1
n
4) Si A = (a;j) est triangulaire (supérieure ou inférieure), alors det A = H ;.-
i=1
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5) det (*A) = det A.

6) det(A.B) = (det A).(det B).

7) Si A est inversible, alorsdet(A™!) = . (I = AA™ = 1 =det ] = det(A.A7!) =
det A.det A™1).

R) det(Cl, iy Ciz1,0C5,Ciyq,y ..., Cp) = det(Ll, vy Lj_q,al;, Ljyq, vy L) = adet(Cl, ey Cn) =
adet(Ly,...,L,) = adet A, ouCy,Cs,...,C, désignent les colonnes de A et Ly, Lo, ..., L,
désignent les lignes de A.

9) det(a.A) = o™ det A.

10)
(BN (o
SJA_ouA_ N

ou M et P sont deux matrices carrées et O est la matrice nulle (A est dite dans ce
cas triangulaire par blocs) alors det A = det M.det P.

Exemple 3.4.7

1 -2(0 0 0
3 410 0 0 R FE
1) A=|9 8|1 0 3 dctA—‘? Clxla 2 0.
7T 9014 2 0 ) 1 -1 1
6 5|1 -1 1
1 2|5 6
3 4|7 8 1 2 1 2
DB=0 01 2 dCtB_‘;a 4‘ ‘-1 -1‘
0 0 |—-1 -1
Exemple 3.4.8
1)
Ci1 Cl2 CI3 (14 (011702) Ci2 (0%1502) (Cy 1302)
7 5 3 0 0 0 A ) 0
4 0 2 2 _ 4 0 2 2 ~ _1l-16 -6 —¢
2 2 4 0 ~16 2 -6 -6 _o9n —§ —8
1 3 7 1 22 3 -8 8
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2)

2 6 4 1 6 4 16 4
4 9 320=-2|2 9 32/=-2x3[2 9 32
6 18 15| —»|3 18 15 16 5
f o
|
2 4 1 4
=-2x3x3|2 3 32[=-18 | , 25
2 5 1 5
1 4
= (-18)(-1) |, | =186-4) =18
l‘)

3.5 Applications

3.5.1 Inversion d’une matrice par la méthode des cofacteurs

Soit A € M,,(K). On cherche A=1 ?

La démarche & suivre se résume dans les étapes suivantes :
e Vérifier que det A # 0 (donc A sera inversible ).

e Déterminer la comatrice de A, notée Com A, qui est la matrice carrée d’ordre n
obtenue en remplacant chaque terme de A par son cofacteur.

e Ecrire la transposée de Com A : *(Com A).

e Conclure selon la formule : A~! = L !(Com A).

Exemple 3.5.1.1

e det A =3 # 0, donc A est inversible.
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cof(1) cof(2) cof(=1)
ComA= | cof(2) cof(3) cof(1)
cof(1) cof(0) cof(2)

PR R A (R DA
0 2 12 10
ey o 2
] o2 1 2 10
L2 2
3.1 2 1 2 3
6 -3 -3
=] -4 3 2
5 -3 -1
6 —4 5
e 'ComA=1]-3 3 -3
-3 2 -1
6 —4 5
e Al=31-3 3 -3
-3 2 -1

3.5.2 Rang d’une matrice

Définition 3.5.2.1
Soit A € M, n(K).
Le rang de A, noté rg(A), est le rang du systéme des vecteurs colonnes C1,Cy, ...,C,, de

Proposition 3.5.2.2

Soit A € M, n(K).

Le rang de A est l'ordre du plus grand déterminant non nul extrait de A.
Remarque 3.5.2.3

rg(A) est égal aussi au rang du systéme des vecteurs lignes Ly, Lo, ..., Ly, de A ( puisque
det 'A =det A).

Exemple 3.5.2.4

1)
3 -1 1
A=|1 0 -2
1 2 1
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det A = 17 # 0, donc rg A = 3. On en déduit que les systémes S = (C1,C4,Cs) et
S" = (L1, Lo, L3) sont libres dans R3, ou C; = (3,1,1), Cy = (—1,0,2),
Cy=(1,-2,1), L1 = (3,—1,1), Lo = (1,0,—2) et Ly = (1,2, 1).

2)
1 21
B = .
2 4 1
Me i =0 21 #0,d B=2
émesi |, | =0,0ma| , doncrg B = 2.
On en déduit que le systéme S = (L1, Ly) est libre dans R3, tandis que
S" = (Cy,Cq,C3) est lié dans R? (ceci est évident car card S' = 3 > dim R? = 2).
3)
1 2 3
-1 -2 -3
= J . ) < 3.
E 5 1| o | € Mys(R). rg E <3
4 0 2
1 2 3 1 2 3 -1 -2 -3 1 2 3
e |—1 -2 -3=/210=(2 1 0]|=|-1 =2 =3 =0.

2 1 0 4 0 2 4 0 2 4 0 2
Tous les déterminants d’ordre 3 extraits de E sont nuls. Donc rg ¥ # 3.

-1 =2
‘2 1‘7&0,d0ncrgE—2.

On en déduit que le systéme S = (Cy,Ca, C3) est lié dans R* et que le systéme
S" = (L1, Lo, L3, Ly) est lié¢ dans R3 (ceci est évident car card S’ = 4 > dimR3 =
3).

On peut en tirer aussi que le systéme (Cy,Cy) est libre dans R* et le systéme
(Lo, L3) est libre dans R3.

Proposition 3.5.2.5
Soit A € My, n(K).

e 1gA=0<= A=0.
e rg A < min(m,n).
o rg(*A) =g A.

e Si A est carrée (m = n), alors :

A est inversible <= det A # 0 <= rg A = n.
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