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Chapitre

Les espaces vectoriels

Dans tout le chapitre, K désigne un corps commutatif.
1.1 Définitions et exemples

Définition 1.1.1
— Un espace vectoriel sur K (ou K-espace vectoriel ) est un ensemble non vide E, muni de

. . Lo Lo . . . .
deux lois, 'une interne notée + et Pautre externe notée - et qui satisfait les propriétés
suivantes :

Yu,v,w € E, Ya,B €K, on a :
1- u+v=v+u.
2- (u+v)+w=u+(v+w).
3

4~ Tout élément u de E admet un symétrique pour la loi "+, noté —u (u+(—u) = 0g).

La loi "+" admet un élément neutre noté O (u+0g=u).

5- lu=wu.
6- a.(fu) = (af)u.
- (a+PBlu=au+pu.
8 a.(u+v)=au+auv.
— Les éléments de E sont appelés les vecteurs et les éléments de K sont appelés les scalaires.

Exemple 1.1.2
1) (K™, +,.) est un K-espace vectoriel (n € N*) ou

(1y ooy @) + Y1y ooy Un) = (X1 + Y1y ooy Ty + Yn) €8
(21, ey ) = (1, oy LTy,

pour tous (x1,...,Tn), (Y1, ..., yn) € K" et a € K.

1



CHAPITRE 1. LES ESPACES VECTORIELS 2

2) Soit K[X], 'ensemble des polynomes a I'indéterminée X et a coefficients dans K. On
munit K[X] de la loi interne ('addition des polynémes) :
K[X] x K[X] — K[X]
(P.Q)— P+Q
et de la loi externe (la multiplication d’un polynéme par un élément de K) :
K x K[X] — K[X]
(a,Q) — a.P.
Alors (K[X], +,.) est un K-espace vectoriel.

3) Soit X un ensemble et F(X,K) (noté KX) I'ensemble des applications de X vers K.
On munit cet ensemble de addition et de la multiplication par un scalaire comme
suit : Vf,g € F(X,K), Va € K, Vz € X,

(f +9)(x) = f(2) + g(2) et (a.f)(z) = a.f(z).

(F(X,K),+,.) est un espace vectoriel sur K.

4) C est un espace vectoriel sur R.

N.B. Dans ce qui suit, EF désignera un K-espace vectoriel.

1.2 Combinaison linéaire

Définition 1.2.1
Soient vy, v9, ...,v, des vecteurs de E. On appelle combinaison linéaire de v1, ..., v, toute
somme :

a1v1 + agvg + - - - 4 apvn ou aq,...,a, € K.

Exemple 1.2.2
E = R? (R-espace vectoriel ).

Une combinaison linéaire des vecteurs vy = (1,2) et va = (—2,3) est de la forme :
avy + fuy = a(1,2) + f(—2,3) = (« — 23,2a+36) ot «a,B €R.

1.3 Sous-espace vectoriel

Définition 1.3.1

Soit F' C E. F est dit sous-espace vectoriel de E si (F,+,.) est aussi un K-espace vectoriel.

Proposition 1.3.2
Soit F C E. F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si F # () et
Yu,v € F, Vo, € K, on a au+ fv € F.

Exemples 1.3.3
1) {0g} et E sont deux sous-espaces vectoriels de E.

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE



CHAPITRE 1. LES ESPACES VECTORIELS

2) Yuy,...,v, € E, I'ensemble de toutes les combinaisons linéaires de vy, ...,v, qui est

3)

1.4

n
égal a { Z a;v; | € K} est un sous-espace vectoriel de E noté Vect(vy, ..., v,) ou

=1
<ULy eeny U >

Notons que < vy,...,v, > est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant
{1)1, ceey Un}.

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. alors :
FNG={veE/veFetve G} estun sous-espace vectoriel de E

et F+G={u+v/uecF etveG} estun sous-espace vectoriel de E.

Par contre F'U G n’est pas toujours un sous-espace vectoriel de E comme le montre
Pexemple ci-dessous :

Soit F' = {(z,0), z € R} et G ={(0,y), y € R}.

F et G sont deux sous-espaces vectoriels de R?. Pourtant F'UG ne 'est pas puisque
(1,0) e F, (0,1) e G et (1,0) + (0,1) = (1,1) € FUQG.

Notons que F + G =<FUG> .

Famille génératrice

Définition 1.4.1
Une famille {vy,...,v,} de vecteurs de E est dite famille génératrice de E (ou engendre
E) si Vect(vy,...,v,) = E. Ce qui équivaut a dire :

n
Ve € E, Jag,...,an, €K/ z = Zaivi.
i=1

Propriétés 1.4.2
Soient A et B deux parties de E et vy,...,v, € E. On a :

1) AC B = Vect(A) C Vect(B).
1) A est un sous-espace vectoriel de E <= Vect(A) = A.
3) Vect(Vect(A)) = Vect(A).
4) Vect(vy,...,v,) ne change pas si :

a) on change l'ordre de deux éléments v; et v;.

b) on remplace un vecteur vj par une combinaison linéaire de la forme

avj + Z ;v;, avec a # 0.
i#]
Démonstration.

1) Si A C B, alors A C B C Vect(B). Comme Vect(B) est un sous-espace vectoriel et

il contient A, alors Vect(A) C Vect(B).

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE



CHAPITRE 1. LES ESPACES VECTORIELS 4

2) Si A est un sous-espace vectoriel de F, alors c’est le plus petit sous-espace vectoriel
de E contenant A, et donc Vect(A) = A. Réciproquement si Vect(A) = A, alors A
est un sous-espace vectoriel de F.

3) Vect(A) est un sous-espace vectoriel de E. D’aprés la propriété précédente Vect(Vect(A)) =
Vect(A).

4) a) Par commutativité de 'addition dans E.

I

b) Posons v = av;j + Z a;v;. 1l s’agit de montrer que :

J
i#j
/
Vect(vi, ..., 05, .., vp) = Vect(vi, ..., 05, ..., 0n).
Puisque v} est une combinaison linéaire des éléments v1,...,v;,...,v,, alors
toute combinaison linéaire des éléments vy, ..., U;-, ...,V est aussi combinaison
linéaire des éléments vq,...,v;,...,Vy,. Ainsi
/
Vect(vi, ..., 05, ..., vn) C Vect(vi, ..., 05, .., 0n).
I / 1 /
D’autre part, on a v; = av; + E a;v;. Or a # 0, donc v; = —(vj - g ;v;),
— (6% —
i#] i#]

9 N : . : P 212 / . .
c’est-a-dire v; est une combinaison linéaire des éléments vy, ... s Uy -+ Un. Ainsi
toute combinaison linéaire des éléments v, ...,vj,...,v, est aussi combinaison

., . 212 / RIPAY
linéaire des éléments vq, ... sV -, Up. D'ou

/
Vect(vi, ..., 05, ..., vn) C Vect(vi, ..., 05, ..., 0n).

1.5 Famille libre, Famille liée

Définition 1.5.1
Soient vy, ...,v, € E.

— La famille {v1, ...,v,} est dite libre ( ou linéairement indépendante) si :

n
Voi,...,a, €K, Zaivi =0 = o; =0, Vie{l,..,n}
i=1
— La famille {v1,...,v,} est dite liée (ou linéairement dépendante) si elle n’est pas
libre. Ce qui équivaut & dire que :

n
daq, ..., an € K non tous nuls / Zaivi =0.
i=1

Exemples 1.5.2

1) DansK", soient les vecteurse; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,¢e, = (0,0,...,1).
Alors la famille (eq, ..., ey) est libre. En effet :
n

soient o, ...,Qn € Kte]squeZaie,— = Ogn (Ogn = (0,0,...,0)). Ona(ai,0,...,0)+
i=1

(0,9, ...,0)4---+(0,0,...,a5) = (0,0,...,0), par suite (a1, ag, . .., a,) = (0,0,...,0).

Dota;=as=...,a, =0.

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE



) CHAPITRE 1. LES ESPACES VECTORIELS

2) La famille des fonctions (f1,.. ., fn) est libre dans F(R,R), oit fx(z) = ** (k € N*).
Montrons ceci par récurrence sur n.
e La propriété est vrale pour n = 1 car fy est différente de la fonction nulle 6.
e Supposons que la propriété est vraie pour n et montrons-1a pour n + 1. En effet :
soient a, ..., Qn, apt1 € R tels que

arfi+asfo+...+anfn+antiforn =0 (1)

Alors,
Vo eR, a1e” + age® + ...+ ane™ + an+1e("+1)x =0. (2)

Par dérivation, on obtient :

Vz € R, aie® 4 2a2e*® + ...+ naye™ + (n+ 1)an+1e(”+1)‘” =0. (3)
D’autre part, la multiplication de I’équation (2) par (n + 1) aboutit a :
Ve e R, aj(n+1)e®+az(n+1)e+. . +an(n+1)e™ +an i1 (n+1)e™ 7 = 0. (4)

En effectuant la soustraction des équations (3) et (4), on arrive a supprimer le dernier
terme :
Vr € R, noje” + (n—1)age®® + ... + a,e™ =0.

Ce qui équivaut a :
nay f1 + (TL — 1)042f2 + ... Fa,fn=0.

L’hypothése de récurrence implique que tous les coefficients sont nuls. Par suite,

ay =---=a, =0. Dés lors, a1 = 0.
Proposition 1.5.3 n
Soit (v1,...,v,) une famille libre de E. Si x = «;v; est une combinaison linéaire des
i=1

v;, alors la décomposition est unique (c’est-a-dire les ; sont uniques).

Démonstration.
Siz=oa1v1+...+ @y, = B1v1+ ...+ Bnuvp, ol y, B; € K, alorson a (g —fB1)v1+...+
(atn — Bn)vn = 0 et par suite oy — f1 = ... = oy — B = 0. Donc oy = By,..., 0, = By et

la, décomposition est unique.
Propriétés 1.5.4
1) Vo € E; (x) est libre <= = # Op.
) Toute famille qui contient le vecteur nul est liée.
3) Les vecteurs d’une famille libre sont tous non nuls.
)

Toute famille o1 I'un des vecteurs est combinaison des autres est liée (a fortiori, toute
famille contenant deux vecteurs proportionnels ou égaux est liée).

5) Toute sur-famille d’une famille liée est liée.

6) Toute sous-famille d’une famille libre est libre.

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE



CHAPITRE 1. LES ESPACES VECTORIELS 6

Démonstration. Exercice.

Exemples 1.5.5
1) {v,av,w} est liée Vo,w € E, Va € K. (car : —av +av+ 0w =0).

2) {(1,2,4),(8,9,1),(0,0,0)} est liée dans R3.
3) {(3,v2,—V3,0)} et {(0,0,v/7,0)} sont libres dans R*.

4) {(1,2,4), (%, 1,2),(3,8,0)} est lie dans R? puisque les vecteurs (1,2,4) et (%, 1,2)
sont proportionnels ((3,1,2) = 3(1,2,4)).

1.6 Base

Définition 1.6.1
Soit B = (v1,...,vy,) un systéme de vecteurs de E. On dit que B est une base de E si B
est a la fois libre et génératrice de E.

Théoréme 1.6.2
Soit B = (e1,...,e,) un systéme de vecteurs de E. On a :

n
B est une base de E <= Vx € E, Il(aq,...,a,) € K" tel que z = Zaiei.

k=1
Dans ce cas, aq, ..., q, sont appelées les coordonnées de x dans la base B.

Démonstration :

(=) Soit B une base de E. Si z € E, alors x est une combinaison linéaire des vecteurs de
B (puisque B est génératrice). L'unicité des coefficients est une conséquence du fait que B
est libre.

(<) Ll est clair que B est génératrice. Et si ay,...,a, € K tels que aje; + ... + ae, =0,
donc ajer + -+ - + anen, = 0eg + -+ - + 0ep, = 0. L’unicité de la décomposition du vecteur
nul implique que a1 = -+ = a, = 0.

Proposition 1.6.3
Soit S un systéme générateur fini de E. Alors on peut en extraire une base de E.

Démonstration :
Soient S = (vi,...,v,) un systéme générateur de E et (v;,...,v;,) un sous-systeme de
S comportant le plus grand nombre possible de vecteurs linéairement indépendants, et
F = Vect(viy,...,v;,). On a E = F, sinon, il existe x € E'\ F' avec z € S. Par suite
(%, v4y,...,v;,) sera libre (contradiction). D’ott E = F = Vect(vy,, ..., vi,) et (viy,...,v;,)
est une base de F.

Remarque 1.6.4 (Théoréme de la base incompléte)
Si S est un systéme libre d’un espace vectoriel de dimension finie, le raisonnement précé-
dent montre que I'on peut compléter S en une base de E.

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE



7 CHAPITRE 1. LES ESPACES VECTORIELS

1.7 Dimension d’un espace vectoriel

Proposition 1.7.1
Soit E un espace vectoriel engendré par n vecteurs (n > 0). Alors tout systéme libre dans
FE comporte au plus n vecteurs.

Démonstration.

Soient S = (v1,...,v,) un systéme générateur de E et (wy,...,w,,) un systéme libre dans
E. Montrons que m < n.

Ona:

w) = a1v1 + ...+ apv, ol les a; ne sont pas tous nuls.

Supposons par exemple que a3 # 0, alors vy = al_lwl — 041_1(042112 + ...+ ayuy). Il en
résulte que (wq,ve,...,v,) est un systéme générateur de E. D’ou

we = Prw1 + Pove + ...+ Bpu, oules Bo, ..., B, ne sont pas tous nuls.

Supposons par exemple que By # 0, alors vy = ﬁz_lwg — Bgl(ﬁlwl + Bsvz + ...+ Bpop). 1

en résulte que (wy,we,vs,...,v,) est un systéme générateur de E.

Par absurde, supposons que m > n, alors la substitution de (wi,...,wy) & (v1,...,v0,)
sera un systéme générateur de E. D’oll wy1 sera une combinaison linéaire de wy,...,wy,
(absurde).

Corollaire 1.7.2
Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les bases ont le méme cardinal.

Démonstration.
Soient n et n’ les cardinaux de deux bases de E. On an <n' et n’ <n, doncn=n'.

Définitions 1.7.3
1) L’espace E est dit de dimension finie s’il admet un systéme générateur fini (v1, ..., vy).
Dans ce cas, tout vecteur x de E est combinaison linéaire des vecteurs vy, ..., Uy.
(Notons que la décomposition de x sur les v; n’est pas en général unique).

2) Le cardinal d’une base de E s’appelle la dimension de E, et se note dimg E ou dim E.

3) Un espace vectoriel H qui ne posséde pas de base finie est dit de dimension infinie.
On note dim H = oo.

Exemples 1.7.4
1) Dans K", les vecteurs e; = (1,0,...,0), eo = (0,1,...,0),... et e, = (0,0,...,1)
forment une base de K". Par suite dimg K™ = n.

2) Soit K[X] I’anneau des polynémes sur K. Alors B = (1,X,X?,...,X",...) est une
base de K[X].

Remarque 1.7.5

La dimension d’un espace vectoriel est un entier qui dépend du corps de base ; par exemple :
C est un C-espace vectoriel de dimension 1 (dimc C = 1). Aussi, C est un R-espace vectoriel
de dimension 2 (dimg C = 2) (puisqu’il admet (1,4) comme base).

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE



CHAPITRE 1. LES ESPACES VECTORIELS 8

Propriétés 1.7.6
— Soit E un K-espace vectoriel tel que dim E = n. Et soit F = (v, ...,vp) un systéme
de vecteurs de E.

1) Sip > n, alors F est non libre.
2) Sip < n, alors F est non génératrice.

3) Sip=n,alorson a :
F est libre <= F est génératrice <= F est une base.

— Si F' est un sous-espace vectoriel de | alors dim F < dim E.

— Si I est un sous-espace vectoriel de E, alors

dimF =dimFE <= E = F.
Exemples 1.7.7
Soit E =R3 (dimE = 3).
1) F=((1,2,0),(0,1,1),(0,4,8),(1,—1,v/3)) est non libre dans R? puisque
card F =4 > 3.
2) F'=((1,2,0),(0,1
card F/' =2<3 =

3) F'' = ((1,2,3),(0,
Onacard F" =3

1)) est un systéme non générateur de R? puisque
imR3.

, 1), (2,0, 2)) est une base de R3. En effet :
dim R3, il suffit donc de montrer que F" est libre ( ou génératrice).

||'—‘Q‘\.

On vérifie que Vo, 8,7 € R,

a(1,2,3) + 5(0,1,1) +7(2,0,2) = (0,0,0) = a = =7 =0.
1.8 Rang d’une famille finie de vecteurs

Définition 1.8.1
Soit F = {v1,...,vp} une famille de vecteurs de E. On appelle rang de F qu’on note rg F,
la dimension du sous-espace vectoriel Vect(F).

rg F =rg(vi,...,vp) = dim < wvi,...,v, >= le nombre maximum de vecteurs v; libres dans E.

Remarque 1.8.2

Par construction, la famille de vecteurs (v1, ..., vp) est un systéme générateur de < vy, ..., vp >.
Et pour chercher une base de < v1,...,v, >, il suffit alors d’en tirer le nombre maximum
de vecteurs libres.

Exemples 1.8.3
1) E =R
Soit F = (v1,v2,v3) ot vy = (1,1,0,—1), vy = (1,2,1,0) et v3 = (3,5,2,—1). On a
v3 = v1 + 2v9, donc (vl, V9, vg) est non libre, par suite rg(vy, v, v3) # 3.

(Ul, Ug) est libre, donc rg F = 2.

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE



9 CHAPITRE 1. LES ESPACES VECTORIELS

2) E =R

Soit F = (v1,v2,v3) ot v1 = (1,2,3), va = (v/2,2v2,3V2) et v3 = (-1, -2, -3).
F est non libre puisque v3 = —v1, donc rg F # 3.

(v1,v2), (vi,v3) et (v2,v3) sont liés, donc rg F # 2. Par suite rg F = 1.
3) F=R5.

Soit F = (v1,v2,v3) ou vy = (1,1,1), ve = (2,3,4) et v3 = (4,9, 16).
F est libre, donc rg F = 3.

4) E =R%
Soit F = (v1,v9,v3) ot v1 = (1,2), va = (1,3) et v3 = (3,4).
e F est non libre puisque card F = 3 > 2 = dimR?. Donc rg F # 3.
e (v1,v2) est libre, donc rg F = 2.

Propriété 1.8.4
rg F < min(card F,dimE).

Remarque 1.8.5
On verra plus loin — comme application des déterminants — une méthode plus simple pour
voir si une famille de vecteurs est libre ou liée.

1.9 Somme directe de sous-espaces vectoriels

Définition 1.9.1
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

— La somme F + G est dite directe si F NG = {Og}. Dans ce cas, F + G est notée
FadG.

— Si F®G = E, on dit alors que les sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires
dans FE.

Théoréme 1.9.2
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E, de bases respectives Br et Bg. On a :

FE =F &G <= BrUBg est une base de E.

Exemple 1.9.3
Soient E = R?, F =< (2,0) > et G =< (0,v/8) >.
e {(2,0)} et {(0,4/8)} sont deux bases respectives de F' et G.

e B=((2,0),(0,v38)) est libre dans R? et card B = 2 = dimR?, donc B est une base
de R?. par suite R? = F @ G.
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1.10 Exercices compléments de cours

Soit F un K-espace vectoriel. Montrer que :

1) Si G est un sous-espace vectoriel de F et F = (vq,...,v,) est un systéme de vecteurs
de E, alors F C G <= Vect(F) C G.

2) Si F et F' sont deux familles de vecteurs de E, alors Vect(F) C Vect(F') <= tout
vecteur de F est combinaison linéaire des vecteurs de F".

3) Si F = (v1,...,vp) est un systéme de vecteurs de E, et si vy est un vecteur de E qui
est combinaison linéaire des vecteurs de F, alors Vect(F) = Vect(vi, ..., vp, Upt1)-

4) Si F = (v1,...,vp) est un systéme de vecteurs de E, alors F est lié <= 3Jip €
{1,...,p} tel que v;, € Vect(vi,...,Vig—1,Vig+1,- - -, Up). Et dans ce cas on a :

Vect(F) = Vect(vi, ..., Vig—1, Vig4+15 - - -, Up)-
5) Si F = (v1,...,vp) est un systéme libre de vecteurs de E, alors Vv € E,

v & Vect(F) = (v1,...,vp,v) est libre.
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Chapitre

Applications linéaires

4.1 Deéfinitions et Vocabulaire

4.1.1 Rappel sur les applications

Soient F et I' deux ensembles.

— Soit f: E — F une fonction.
f est dite une application si tout élément de E admet une seule image dans F.
(VeeE, yeF, f(z)=1y).

— Soit f: E — F une application. Soient A C E' et B C F.

e On appelle image directe de A par f, qu’on note f(A), le sous ensemble de F'
formé par les images des éléments de A;

f(A) ={f(x); z€A}
={yeF/FxeA fx)=y}.

e On appelle image réciproque de B par f, qu’on note f~!(B), le sous ensemble
de F formé par les antécédents des éléments de B;

f7(B)={zcE/ f(z)eB}.

— Soit f: F — F une application.

e f est dite injective si tout élément de F' admet au plus un antécédent. Autrement
dit,
[ est injective <= Vz, 2’ € B, f(z) = f(2') =z =2,

e f est dite surjective si tout élément de F' admet au moins un antécédent. Au-
trement dit,

f est surjective <= Vy € F, 3x € E, f(z) =y
<~ f(F)=F.

e f est dite bijective si f est & la fois injective et surjective.

35
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4.1.2 Définitions et exemples

Dans tout ce qui suit, K désignera un corps commutatif (R ou C), et E et F' désigneront
deux K-espaces vectoriels.

Définition 4.1.2.1
Soit f : E — F une application.
f est dite une application linéaire ou homomorphisme de E vers F si :

o flutv)=[f(u)+[f(v) et

Yu,v € E, Ya € K, {
o flau) = af(u).

Remarque 4.1.2.2
On voit facilement que :

f est linéaire <= Vu,v € E,Va € K, f(au+v)=af(u)+ f(v)
<~ Vu,v € E, Vo, €K, f(au+ pv)=af(u)+ 5f(v).
Définition 4.1.2.3
Soit f : E — F un homomorphisme .
— f est dit isomorphisme si f est bijectif .
— f est dit endomorphisme si £ = F.
— f est dit automorphisme si f est bijectif et E = F.

On peut voir ¢a a travers le schéma suivant :

plus
[ bijectif

| f:E—F homcmmi‘phr’mr(‘l—r| f+E—F j,«'anwrph;'mwl

plus E=F plus E=F

plis

¥
|f : E — F endomorphisme |—>|f : E — F automorphisme|

[ bijectif

Notation.
— Zk(FE, F) désigne I'ensemble des applications linéaires de E vers F.
— Zk(F) désigne 'ensemble des endomorphismes de E.

Exemples 4.1.2.4
1) L’application nulle :

est linéaire.
2) L’application identité :
idp

S

Il

est un automorphisme de E.
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3)
f R3 — R?
(l’,y,Z) — (x—y,2:c—y—|—z)
est une application linéaire.

En effet : Soient u = (z,y,2) et v = (2/,y,2') € R, et a € R.

o flutv)=f((z,y,2)+ (@, ¢,2)) = fla+ 2", y+ ¢, 2+ 72)
(<x+x (y+)2@+2) = (y+9) + (= +))
:((x a:—y)(2$—y+z)+(2m’—y/+z’)>
= (z - 290—y+2)+(w'—y’,2w’—y’+2’)
= f(z,y,2) + f(2, ¢/, %)
Zf() f(w).
. flau) = f(a(z,y,2)) = f(az, ay, az)

= (ax — ay, 2ax — ay + az)
=alr—y,2x —y+2)
af(z,y,2)

= af(u).

4) L’application

est non linéaire. En effet :
f2z) =2z +1#2f(x) =2z +2.

5) L’application
f . C — C
z +— Z le conjugué de z.
f est linéaire si K = R et non linéaire si K = C, (a savoir que C est un espace
vectoriel sur R et sur C). En effet :
Soient 2,2’ € Cet a € K.
o fz4+2)=z2+42 =242 = f(2)+ f(¢).
o f(az)=az=az=az sietseulement si « € R.

( Notons que si a € iR, f(az) =@z # az = af(z)).
Proposition 4.1.2.5
Soient E, F et G des K-espaces vectoriels.
1) Sifetge % (E,F), alors f +g € Zx(E,F), ou (f+g)(u) = f(u)+ g(u).
2) Sife Z(E,F)etAe€K, alors \f € Zx(E,F), ou (Af)(u) = \f(u).
3) Sife %(E,F) et ge Zk(F,Q), alors go f € Zx(E,G), ou (go f)(u) = g(f(u)).
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4) Si f € % (E,F) et f est bijective, alors f~ € % (F, E).

Démonstration.
1), 2) et 3) sont claires.
4) Soient a,b € F et a € K.

f
E— S F
M f_l' !

Montrons que f~!(aa+b) = af~(a) + f~1(b).
On a f est bijective, donc Jx et y € E/ f(x) =a et f(y) =b. Par suite,

fHaa+b) = fH af(x) + f(y))
= f 1 (flax+1v)) (car f est linéaire)
=ar+y (car flof=idg)

—af M)+ 70 (car 2= 7 (@) = F7H).
On en déduit de 1) et 2) de la proposition ci-dessus, le résultat suivant :

Corollaire 4.1.2.6
(Z(E,F),+,.) est un K-espace vectoriel.

4.2 Propriétés élémentaires

Mentionnons quelques propriétés élémentaires qui permettent de manipuler la notion
d’application linéaire.

Proposition 4.2.1
Soit f : E — F est une application linéaire.

]-) v(ulaUQa 7un) € En7 V(Oé]_,OZQ, "‘aan) € Knv f(zaluz) = Zalf(ul)
=1 =1

Autrement dit : une application linéaire transforme toute combinaison linéaire d’élé-
ments de E en une combinaison linéaire d’éléments de F.

2) f(0g) = 0F.
3) f(—u)=—f(u), Vue€ E.
4) Si H est un sous-espace vectoriel de E, alors f(H) est un sous-espace vectoriel de F.
5) Si K est un sous-espace vectoriel de F, alors f~1(K) est un sous-espace vectoriel de
E.
Démonstration.
1) Démonstration par récurrence sur n.

e Pour n =1, f(aqu1) = a1 f(uy) car f est linéaire.
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e L’hypothése de récurrence (H.R) pour n —1:
Supposons que f(arty + -+ + tm_1tin_1) = a1 f(u1) + - + an1 f(tn_1).

e Pour n:

flaqui + - 4+ apn_1up—1 + apuy) = f(v1 +v2) = f(v1) + f(v2) (car f est linéaire)

V1 v2

= f(alul +- O‘nflunfl) + f(anun)
o f (1) &+t a1 [ tnn) + 0 f (). (H.B)

2) f(0g) = f(0.0g) = 0.f(0p) = OF.

3) Evidente.

4) Supposons que H est un sous-espace vectoriel de E. Montrons que f(H) est un sous-
espace vectoriel de F. Ce qui revient & montrer que f(H) est non vide et stable
dans F.

Rappelons que f(H)={f(u)/ uwe H}.
o f(H)+# ) : OnaOp e H, donc 0p = f(Og) € f(H).

e f(H) est stable dans F :

Soient f(u) et f(v) deux vecteurs de f(H) (onuetv e H), et a, B € K.
On a af(u) + Bf(v) = f(au+ Bv) car f est linéaire, or au + fv € H puisque
H est stable dans E. Par suite af(u) + 8f(v) € f(H).

5) Soit K un sous-espace vectoriel de F.
Rappelons que f~1(K)={uec E/ f(u) € K}.

e [FHK)#0: Ona f(0p) =0F € K = 0g € f}(K).
o f7}(K) est stable dans F :

Soient u,v € f71(K) et a, 3 € K. Montrons que au + fv € f~H(K).
On a: flau+ fv) = a f(u)+5 f(v) car f est linéaire. Donc f(au + pv) € K

N~ N
eK eK

puisque K est stable dans F. Par suite au + fv € f~1(K).

Remarque 4.2.2
Pour montrer qu’une application f : E — F est non linéaire, on montre par ordre croissant
de difficulté que :

1) f(0g) # Op.
2) ueE, f(—u)£—f(u)
3) Jue E,Ja ek, flau)+# af(u).
4) Ju,v e E, f(u+v) # f(u) + f(v).
Exemple 4.2.3
1)
f: R — R3
([E,y) — (l’—y,y,l‘—FQ)
£(0,0) = (0,0,2) # (0,0,0), donc f est non linéaire.
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2)
f: R — R?
(z,y) — (2,97
e £(0,0) =(0,0).
b f(_(la 1)) = f(—l, —1) = (_17 1) 7& _f(l’ 1) = _(17 1) = (_17 _1)'
Donc f est non linéaire.
3) L’application
f R3 — R3
(,9,2) — (2y,y+2,0)

est non linéaire (f(2u) # 2f(u) ou u = (1,1,0)).

4.3 Sous-espaces associés & une application linéaire

On définit 'image et le noyau d’une application linéaire f de E vers F.

Définition 4.3.1
— On appelle noyau de f, qu’on note Ker f, le sous ensemble de E formé par les anté-
cédents de Op.

Ker f = 7 ({0p}) = {w € B/ f(z) = 0p }.

— On appelle image de f, qu’on note Im f, Ie sous ensemble de F formé par les images
des vecteurs de F.

Imf={f(z)/ zeE}=f(E).

On écrit aussi :
Imf={yeF/3xeckE, fx)=y}.

B » [
) ()
I ™
'S *
0 * ____7_____7______7 v
Ketf — | ¥—1——" | A Y
N e
- X
. _
X
— —

Proposition 4.3.2
Soit f : E — F une application linéaire. On a :

1) Ker f est un sous-espace vectoriel de E.
2) Im f est un sous-espace vectoriel de F.
3) Ker f ={0pg} <= f est injective.

4) Im f = F < f est surjective.
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Démonstration.
1) et 2) découlent de la proposition précédente. En effet :

1) On a {0p} est un sous-espace vectoriel de F, donc f~1({0r}) qui est égal & Ker f
est un sous-espace vectoriel de F.

2) On a FE est un sous-espace vectoriel de E, donc f(FE) est un sous-espace vectoriel de
F.

3) =) Supposons que f est injectif.
Soit x € Ker f. On a f(x) = 0p = f(0g). Or f est injectif, donc = 0.

<) Supposons que Ker f = {0g}.
Soient z et 2’ € E/ f(x) = f(2’). Montrons que x = 2’. On a :
f(z)=f(2') <= f(x —2') =0r (car f est linéaire)
< x-—2 €Kerf={0g}
— -2 =0g
=1

4) Claire.
4.4 Théoréme du rang

Définition 4.4.1
On appelle le rang de f, qu’on note rg f, la dimension du sous-espace vectoriel Im f.

rg f = dimIm f.

Proposition 4.4.2

Soit f : E — F une application linéaire.

Si B ={ei,...,en} est une famille génératrice de E, alors f(B) = {f(e1), ..., f(en)} est une

famille génératrice de f(E) = Im f.

Démonstration.

Soit y € Im f. Donc 3z € E/ f(z) = y. Or {e1,ea,...,e,} est une famille génératrice de

n n

E, donc il existe aq, as,...,an € K tels que : =z = Z aje;. Par suite f(z) = f(z aie;) =
. i=1 i=1

Zaif(ei) puisque f est linéaire. Dés lors, {f(e;)}"; engendre Im f.

i=1

Théoréme 4.4.3 (Théoréme du rang)
Soit f : E — F une application linéaire. Si la dimension de E est finie, alors on a :

dimKer f + dimIm f = dim F.

Remarque 4.4.4
Soit f : E — F une application linéaire. Et soit B = (e;)I"; une base de E (dimE =n ).

C. BAKKARI & M. TAMEKKANTE



CHAPITRE j. APPLICATIONS LINEAIRES 42

— Si f est injective (Ker f = {0g} ), alors f(B) = {f(e;)}}_, est une base de Im f.
— Si f n’est pas injective (Ker f # {0g}), alors f(B) est une famille génératrice de
Im f.

Démonstration.

— Si Ker f = {0g} alors dimKerf + dimIm f = dimFE, donc dimIm f = n. Or

n

{f(e;)}_; engendre Im f et C’ard({f(eZ ) = n, et par suite {f(e;)}I; est une
base de Im f.

— Evident d’aprés la proposition précédente.

Corollaire 4.4.5 (Théoréme du rang avec dim F = dim F' < o0 )
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. Si dim E = dim F', alors :

f est injective <= f est surjective <= f est bijective.

Remarque

Ce résultat s’applique en particulier aux endomorphismes.
Démonstration.

Ona:

f est injetive <= Ker f = {Op}
< dimKer f =0
<~ dimlm f=dimE =dimF  (car dimKer f +dimIm f =dim E)
—Imf=F (car Imf C F)
<= f est surjective.

4.5 Exemples d’application

Exemple 4.5.1
Soit

f: R — R?
(z,y,2) — (z—y,z—-y+2)
une application linéaire.

— Cherchons Ker f =7
Kerf={X eR?/ f(X) = Op2 }.

XeKerf<«—= X =(x,y,2) et f(z,y,2) = (0,0)
— X = (z,y,2) et {x—y—O
r—y+z=0
— X = (2,y,2 {:p—y
z=0
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Donc X = (y,9,0) =y(1,1,0). Par suite Ker f =< (1,1,0) > .
La famille {(1,1,0)} est formée par un seul vecteur non nul, donc elle est automatique-
ment libre, et par suite c’est une base de Ker f. D’ou dimKer f = card {(1,1,0)} = 1.

Remarquons que f est non injective puisque Ker f # {Ops}.
— Cherchons Im f =7
Utilisons le théoréme du rang, puisqu’il indique la dimension de Im f avant de la

déterminer, ce qui simplifie dans ce cas, la recherche de Im f.
On a dimKer f +dimIm f = dimR3 = 3. Donc dimIm f = 2.
——

I
1

Or Im f est un sous-espace vectoriel de R?. Par suite, Im f = R?. Et donc la base
canonique {(1,0),(0,1)} de R? sera aussi une base de Im f.

Remarquons que f est surjective puisque Im f = R2.

Exemple 4.5.2
Soit
g : R — R3
(z,y) — (2z,2+y,y)
une application linéaire.
— Cherchons Ker g =7
II est facile de voir que Ker g = {(0,0)}.
Par suite g est injective.
— Cherchons Im g =7
D’aprés le théoréme du rang, on a : dimKerg+dimImg = dimR? = 2. Donc
N—_——
I
0
dimImg = 2.
Or, g est injective, alors on en déduit directement que I'image d’une base de R? est
une base de Im g; soit {g(1,0),¢(0,1)} = {(2,1,0),(0,1,1)} cette base.

Exemple 4.5.3
Soit Papplication linéaire

h R3 — R3
(x,y,2) — (z—y,x+z,—x—2).

— Kerh =< (1,2,-1) >.

Et {(1,2,—1)} est bien une base de Ker h. ( Famille formée par un seul vecteur non
nul).

Remarquons que h est non injective, ce qui équivaut a dire que h est non surjective

puisque h un endomorphisme.

— Cherchons Im h =7
Le théoréme du rang : dimKer h+dimImh = dimR3 = 3. Donc dimImh = 2.
—

I
1
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(On peut déduire de ce résultat aussi, que dimImh = 2 # 3 = dimR3, ce qui
implique que Im h # R3, par suite h est non surjective).

Cherchons une famille génératrice de Im h.

Soit B. = {e1, ez, e3} la base canonique de R?, qui est évidemment une famille géné-
ratrice de R3.

On a {h(e1),h(e2), h(es3)} une famille génératrice de Imh ou h(e;) = h(1,0,0) =
(27 17 _1)7 h(eQ) = h’(oa 170) = (_17070) et h(e3) = h(0707 1) = (01 17 _1)'

OrdimIm h = 2, on choisit donc deux vecteurs libres de {(2,1,—1),(—1,0,0), (0,1, —1)}.
Soit par exemple, {(—1,0,0),(0,1,-1)} = F.

F est bien une base de Imh. (F est libre et card F =2 =dimImbh).

4.6 Matrice d’une application linéaire

Dans tout ce paragraphe, F et F' sont deux K-espaces vectoriels de dimensions m et n,
B = (e1,...,en) une base de E et C = (uy, ..., up) une base de F.

Remarque

Dans ce qui suit, on verra que 'ordre des vecteurs dans une base est intéressant, d’ot la
notation B = (ey, ..., ep) et non pas B = {ej, ..., e, }, vue que la premiére notation respecte
Iordre des vecteurs contrairement & la seconde. En effet :

{L,4,a} = {4,1,a} = {, 1,4} mais (1,4,0) # (4,1,0) # (@, 1,4).

4.6.1 Définitions et exemples
Soit
fo E N F

=Y we; — f(z)=> zif(e).
i=1 i=1

une application linéaire.

L’application f est entiérement déterminée par la donnée de I'image d’une base (f(e;))r ;.
— e1 € Eet f(er) € F, donc f(e1) = ariur + agiug + - - + apiup.

— ez € Eet f(e2) € F, donc f(e2) = a1auy + agus + - - - + apauy.

— ep € Eet f(ey) € F, donc f(en) = aipur + azpuz + - - - + apntyp.
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Définition 4.6.1.1
On appelle matrice de f relativement aux bases B et C, la matrice :

flen)  flez) -+ flen)

{ { {
aiy ai2 s QA1in —u
az; a2 s a2n — U2
M(f,B,C) =
apl ap2 R apn <— ’LLp

Notation : Si f : E — E un endomorphisme et B une base de E. Alors M(f,B,B) est
notée M(f, B).

Remarque 4.6.1.2
1) Attention a 'ordre dans I'écriture de M(f,B,C).

2) Attention! la matrice dépend des bases choisies dans E et F. (voir exemple 3))

Exemples 4.6.1.3

1) Soit
0 E — F
z +— Op
Papplication nulle.
0 0
M@@,B,C)=1|: .. | =O0p, lamatrice nulle.
0 0

2) Soit
r +— T

Papplication identité. Et soit B une base de E.

1 0 0
Midg, By = |V 1 ~1,
S
0 0 1
3) Soit
f R — R?

(z, — (z+y,y+2)

Y, 2)
Soient B = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) et B = ((2,0,0),(0,—1,0),(0,0,3)) deux
bases de R3. Et soient C = ((1,0),(0,1)) et C" = ((2,0), (0,—3)) deux bases

de R2.

, 2
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f(1,0,0) £(0,1,0) £(0,0,1)
1

—
+—

— M(f,B,C):( 1 0 )
0 1 1

£(2,0,0) =(2,0) =2(1,0) + 0(0,1)
f(0,-1,0) = (-1,—-1) = —=1(1,0) + (—1)(0,1)
£(0,0,3) = (0,3) =0(1,0) + 3(0,1)

f(1,0,0) £(0,1,0) £(0,0,1)

{ { 1
— M(f,B,C’)z( 1/2 1/2 0 >
0 -1/3 ~1/3

£(1,0,0) = (1,0) = 3
f(0,1,0) = (1,1) = %(270
f(0,0,1) = (0,1) =0

—
(=}

~—
+

N—
|
WIH W= O

I est clair que M(f,B,C) # M(f,B,C) # M(f,B,C").

4.6.2 Liens avec le calcul matriciel

Proposition 4.6.2.1
Soient f et g€ Zx(E,F) et A€ K. On a:

— M(f +g,B,C) = M(f,B,C) + M(g,B,C).
— MM, B,C) = AM(f,B,C).

(puisque (f +g)(ei) = f(ei) +g(ei) et (Af)(ei) = Af(ei), Vei € B).

Proposition 4.6.2.2

Soient E, F et G trois K-espace vectoriels de bases respectives B, C et D.

Sif:E— Fetg: F— G sont deux applications linéaires, alors

M(go f,B,D) = M(g,C,D) x M(f,B,C).
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E__ /7 F 9 G
®) © D)
gof

Corollaire 4.6.2.3
Soit f : E — F une application linéaire telle que dim £ = dim F. On a :

f est bijective <= M(f,B,C) est inversible.

Et dans ce cas : (/\/l(j",l’j’,C))_1 =M(f~4,C,B).

Démonstration.
! -
E_/ F_ E
®) © ®)
flof=idg T

Le résultat découle du fait que :

Iy = M(idg, B) = M(f ™" o f,B) = M(f™,C, B) x M(f,B,C).

4.6.3 FEcriture matricielle

Soit
f E — F
n p
x:inei — f(x) :y:Zyiui.
i=1 =1

une application linéaire.

Cette écriture vectorielle peut étre traduite en une écriture matricielle comme suit :

I Y1

X9 Y2 R
X=|.|—MHBCOX=Y=]| _|; ou

Tn Yp

X est la matrice d’ordre (n,1) formée par les coordonnées du vecteur z dans la base
B = (e;)l~; de E, et Y est la matrice d’ordre (p, 1) formée par les coordonnées du vecteur
y = f(z) dans la base C = (u;)?_; de F. Et on a bien :

flx)=y : Ecriture vectorielle

M(f,B,C)X =Y : Ecriture matricielle.
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p
En effet : Vi e {1, ...,’I’L}, f(e,) = Zaﬂ-uj ol aji € K.
j=1

On a donc;

y=f(z)=FQ_mie;) = z1f(er) +maf(ea) + -+ znf(en)

i=1
= z1(anur + agruz + - - + uprup) + ra(arour + agoua + - - - + upoup) + - - -

+ wn(alnul + agpuo + - -+ Upnup)

= (z1a11 + 22012 + - - - + Tpa1p) ur + (T1a21 + T2a22 + -+ - + Tpagn) uz + - -

Il I
Y1 y2

+ (z1ap1 + 2ap2 + - -+ + Tnapn) Up.

I
Yp

Donc,
zria Taa <o apa
i 1011 + Z2a12 + - -+ + Tnlin ail ayy -+ a )
Y2 1021 + T2022 + -+ + Tpaon a a2 - G2n T2
Y = = ==

I T1Ap1 + Tapy + -+ + Tnlpn R L L VNI

I I

M(f,B,C) X

Exemple 4.6.3.1
Soit f : R — R? une application linéaire, dont la matrice dans les bases canoniques de

R? et R? est :
1 1 3
A= <1 1 2> ’

— Soit © = (2,1,4), cherchons y = f(z) =7

2 11 3\ /2 15
x=[1]; Y =MX = 1] =
4 11 2/ \4 8

Par suite f(2,1,4) = (15,8).
— En général, on peut trouver I’expression de f :
Soit ¥ = (z1,79,73) € R3. y = f(x) =7

I 1 1 3 I 1+ T2 + 31’3
X=|xz]; Y=AX= zo | =
€3 -1 1 2 &3 —x1 + T2 + 223
Par suite :
f R3 R?

—
(Z’l, T2, $3) — (xl + xo 4+ 33, —x1 + 22 + 2%3).
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4.7 Changement de bases

4.7.1 Matrice de passage

Soit E un K-espace vectoriel, et soient B = (eq, ..., e,) et B = (€], ..., e},) deux bases de
E.

n
Vie {1,2,...,n}, € = aier + agiea + - + apiep = Zoéjiej.

Jj=1
Considérons 'application linéaire idg : g — g.
Dans ce cas;
- / - !/
idp(ey) -+ idp(ey)
4 4
) y .o <_ el
M(idg,B',B) =
— én
ey € €n
s + {
a1;] Q12 ot Qlp\ €1
_|a21 a2 - Qo | £ €2
- b)
Opl Qp2 +° Qpp/ < €n

c’est ce qu’on appelle la matrice de passage de B & B’ et qu’on note Pg_,5 ou PBB/.
Retenons donc la définition suivante :

Définition 4.7.1.1
On appelle matrice de passage de la base B a la base B', la matrice Pp_,pr = (aj)1<i j<n
dont les colonnes sont les coordonnées —dans la base B— des vecteurs de la base B'.

Proposition 4.7.1.2
La matrice de passage de B a B’ est une matrice inversible, et son inverse est la matrice
de passage de B' a B.

Démonstration.
Soit
idg
. 1
- tap - ar -
.E/ E .b E .E/
N — I
I'\\ ~ L"I ( L_g : :\B’/’!

\
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D’aprés (4.6.2), on a :
I, = M(idg,B') = M(idg o idg, B)
= M(idg,B,B') - M(idg, B, B)
= Pg 5 Papr-
Tl en découle que Pg_,p est inversible et (Pg_p5)" ' = Pg_,5.
Exemple 4.7.1.3

Soient B = (eq, e2) la base canonique de R? et B' = (e}, €}) une autre base de R? ot

el = 2e1 + 3ey
e =e1 + ea.

el €
{ 1

Pgp = 2 1\ +¢
3 1 — €9

Par suite,

eg = € — 2él,.

{el = —e] + 3¢}

4.7.2 Changement de coordonnées d’un vecteur

Soit I un K-espace vectoriel de dimension n > 1.
Soient B = (eq,...,e,) et B = (€], ..., e},) deux bases de E, et x € E tel que :

n n
N
Tr = E xTr;€e; = E Z;€; .
=1 =1

/
T2 , 2 . . 4
Onpose X =| . | et X' = | | deux matrices représentant les coordonnées du vecteur
Tn, x,

x dans B et B’ respectivement.
On a alors, X = PB—>B/ X'et X' = PB’—)B - X = (PB—>B’)71 - X .

Exemple 4.7.2.1
Dans I'exemple ci-dessus (4.7.1), soit z = (3,5) € R2.

X = (g) la matrice des coordonnées de x dans la base B.
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X' = <> la matrice des coordonnées de x dans la base B’ qu’on cherche.
- -1 1 3 2
Ona X'=Pgp X =(Psop) -X= ( 3 —2> (5> - (—1> '

4.7.3 Action d’un changement de bases sur la matrice d’une application
linéaire

Définitions 4.7.3.1 (Rappel)
— Deux matrices A et A’ carrées d’ordre n sont dites semblables s’il existe une matrice
carrée P inversible d’ordre n telle que A’ = P~1. AP (ou A= P LA .P).

— En général,
deux matrices A et A" d’ordre (m,n) sont dites équivalentes s’il existe deux matrices
carrées P et (Q inversibles, d’ordres respectifs m et n telles que A’ = Q.A.P .

Théoréme 4.7.3.2
Soient E et F deux K-espaces vectoriels, B et B’ deux bases de E, C et C' deux bases de
F, P la matrice de passage de B a B’ et Q) la matrice de passage de C a C'.

f : E — F une application linéaire, A = M(f,B,C) et A" = M(f,B',C").
On a:

A=QLAP (A et A" sont équivalentes ).

Ce théoréme se résume a travers le schéma suivant :

f:E A= M(f,B.C) F
® ©
p Q[ lq |
; A= M(f.B.C"
EF . F
N P
..\J_E_g”/ ] ( \g’/ )
Démonstration.
. / .
E F
(R N
B) )
idp l idp
) f
E o . F
(R (en ) )
B) ) f=idpo foidg.
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A = M(f,B.C)

M(idp o foidg,B,C")
= M(idp,C,C") . M(f,B,C) . M(idg, B, B)
= [M(idg,C',C)] " AP
Q' A.P.

Corollaire 4.7.3.3

Soient f : E — E un endomorphisme du K-espace vectoriel E, et B et B’ deux bases de
E. Soit P = Pg_.p.

L A= M(B) ,

f : E E

> P

®) ©)

IJ P} J]n 1

| A= M(f.B) .

) O — el . E

(B ®)

Ona AA=P 1A P.
Notons que A et A’ sont semblables.
4.7.4 Exemple d’application
Soit
f R3 — R3
(,9,2) — (@+y.z+y,z+y)

un endomorphisme de R3.

1) Chercher A = M(f,B) ot B = (e1,ea,e3) est la base canonique de R3.

2) On considére la famille B’ = (u1, ug, u3) de R? avec u; = (1,1,1), us = (1,—1,2) et
us = (0,0,2).
Veérifier que B’ est une base de R3.

3) Calculer C = M(f,B').

4) Calculer C™, Vn € N.

5) Déterminer la matrice de passage P de B a B'.

6) Calculer P~ 1.

7) En déduire A", Vn € N.

Solution.
1)
fler) fle2) fles)
+ + +
1 1 0 +—e1 =(1,0,0)
A=M(f,B)=| 1 0 |« er=(0,1,0) -
1 1 0 /) < e3=1(0,0,1)
En effet :
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e f(e;) = f(1,0,0)=(1,1,1) =1.(1,0,0) + 1.(0,1,0) + 1.(0,0, 1) .
o fles) = £(0,1,0) = (1,1,1) = 1.(1,0,0) + 1.(0,1,0) + 1.(0,0,1).
o fles) = £(0,0,1) = (0,0,0) = 0.(1,0,0) + 0.(0,1,0) +0.(0,0,1).
2) On a card B’ = 3 = dimR3, il suffit donc de vérifier que B’ est libre. En effet,
1 1 0 11
det(uy,ug,uz) =11 —1 0/ =2 ’1 _1‘ =—4#0.
1 2 2

(ou bien on vérifie que, Vo, 8, vy €R auj + fus+yu3 =0=a=F=v=0).

3)
flu)  fluz)  f(us)
4 4 4
, 2 0 0 — Uy
C=MB)=| o 0 0 |« u
0 0 0 — u3
car,
o f(ur)=f(1,1,1) =(2,2,2) =2(1,1,1) = 2.u; .
o flu) = f(1,-1,2) = (0,0,0) = 0.uq + O.us + O.us .
o flus) = £(0,0,2) = (0,0,0) = O.us + O.us + 0.z .
2 00
4) C=10 0 0] étant diagonale, on a :
0 00
2 0 0 2" 0 0
c"=10 0 0|l=|0 00
0o o0 o 0 0 0
(On peut le montrer aussi par récurrence sur n ).
5)
U1 u9 us
{ 1 4
1 1 0\ «<e¢e
P=Psop = 1 —1 0 |«e
1 2 2/ e

car,
o up =(1,1,1) =1l.e; + l.ea + l.es.
e ups =(1,—-1,2) =1l.e; — l.eg + 2.e3.
o u3 =(0,0,2) =0.e; + 0.2 + 2.e3.
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o4

6) Méthode des cofacteurs :

11
~ det P

e det P = —4 (déja calculé en 2) ).

Com P

-2
e '\ComP=1|-2
3
) 2
e P 1=C 2
4
-3

7)

tCom P.

N -1 0 0 N 1 -1
2 2 2 1 2
10 0 11
‘2 2‘ T2 _‘1 2‘

N 1 0 0 N 1 1
-1 0 0 1 -1

-2 -2 3

-2 2 -1

0 -2

R:; A= M(f.B) R:;

) s

B) B)

‘p[lpl

R3 . CZMUBE)  p3

N o

I\B_/"‘ I\B_’)I

Ona: C=P LA P—P.C.Pl=PP 1 APP'=TAI=A.
N—— N~

Donc A= P.C.P L.

I
I3

I
I3
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Par suite,
A"=pC.p'Pp.Cc.p'P...PC.PTL.PC.P™' (n fois).
SN—— SN—— SN——
I3 I3 I3
=P.CC...C.P'.
——
n fois
=pP.c".p1.
Des lors,
) 1 1 2" 0 0 2 2
A”:Z1—10 0 0 0 2 -2 0
1 2 0 00 -3 1
1 1 0\ /2ntl 2nfl ¢
1
=1 1 -1 0 0 0 O
1 2 2 0 0 0
ont1 1 1 0 110
= 1 -1 0 0 00
1 2 2 0 00
110
=211 10
110
Remarque
Ainsi, on peut calculer toute puissance de A.
Pour n = 2019, par exemple, on obtient :
110
A2019 _ 92018 [ 1 1
1 10

Retenons le but de 'exercice.

— FEtant donnés un endomorphisme f et une base de B, on calcule automatiquement

M(f,B) = A. (Question 1 (Q:1)).

— Le but est de calculer A™ (Q : 7)), ce qui n’est pas simple a faire directement.

— Pour cela, on propose une autre base B’ (Q : 2)), dans laquelle la matrice de f
M(f,B') = C est beaucoup plus simple que A (Q : 3) (dans le sens de pouvoir

calculer sa puissance C" (Q : 4) ).

Notons ici qu’on a proposé la base B', par contre au chapitre suivant ( diagonalisation ),

¢’est nous méme qui allons chercher et construire cette base B'.

— (Q : 5)) et (Q : 6)) permettent de calculer P et P! qui font le lien entre A et C.
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