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Notes introductives

Les espaces compacts sont pour la topologie générale ce que
sont les espaces finis pour ld théorie des ensembles.

Jean Dieudonné.

Les sujets ramenés ici proviennent dans leur grande majorité du
stock d’examens dispensés au département de mathématiques de
I"'Ecole Normale Supérieure de Kouba lors des dix dernieres années.
IIs concernent le module M 216, (plus connu des étudiants sous le
sobriquet de « topologie »,) des dipldmes des professeurs des ensei-
gnements secondaire et Moyen.Néanmoins, le cadre s’y prétant, on
a jugé utile d’injecter quelques autres sujets dénichés ¢a et [3. Bien
plus, nous ne sommes pas empéchés de concocter quelques
exercices et problémes hors stock et qui auraient pu faire objet
d’examens. Cela ne peut qu’auréoler le livre et réjouir I’utilisateur
d’autres horizons comme notamment celui poursuivant les modules
d’Analyse 3 et 4 des licences de mathématiques du systéme LMD.

Ces examens sont agencés suivant I’avancement dans le pro-
gramme que voici :
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. A T'Ecole Normale Supérieure de Kouba, le nombre annuel
d‘c’:-xamet}s est en gén€ral de quatrc dont trois fondamentaux
d’évaluation trimestrielle et un quatrieme, dit de rattrapage, pour
les étudiants recalés lors de la premiére session. Ce nombre est
parfois revu a la hausse pour inclure un cinquieéme pour les étudiants
absents avec justificatifs a I’'une des trois premicres épreuves.

Ceux sont des épreuves dont la durée varie d’une heure trente au
minimum 2 deux heures au maximum.

Le premier examen concerne essentiellement les notions fonda-
mentales des espaces topologiques tels que retracées ci-dessus. Le
second couvre les dernieres notions de la premiére partie et les
premieres de la seconde partie du programme. Le troisieme prend
en charge la troisieme partie. Enfin, le quatrieme est sensé Etre une
synthese en recouvrant des notions prises du programme dans sa
globalité. ’ ’

Ainsi, trois étals sont échafaudés pour les prescn’ter: U’n .etal
topologique de 28 sujets englobant 97 exercices, un’etal rr:etngue
de 14 sujets totalisant 46 exercices et un €tal norme de 21 sujets
avec 67 exercices. Ry y

Bien entendu, pour assurer cette répartition au demeurant

' ilise 2dé a la recomposition
pratique pour |’utilisateur, nous avons procédé a la recomp

de certains examens 2 cheval sur deux étals (le premicr avec le

second et le second aver le troisieme) pour qu’ils ne conc?rncq_t
que les notions de I’étal ou ils interviennent. Ils sont systématl-
quement défaits et leurs contenus inje?tés.dans.des sujets arll,ne)é?:
incorporés dans les trois premieres catcgorics afin de garder 1" or



chronologique des notions qu’ils traitent. Nous avons dans cette
action veillé autant que faire se peut, a assurer aux sujets concernés
leur équilibre en termes de difficultés notionnelles et de durées
temporelles.

Il est bien assis dans le monde d’apprentissage, celui des
mathématiques notamment, que refaire les examens passés est un
outil d'une efficacit¢ insoupsonnée et une méthode autrement plus
bénéfique, ayant fait ses preuves dans la préparation des examens &
venir, coiitribuant par 1a & consolider I’autonomie de 1’utilisateur
dans son amorce de nouvelles démonstrations. Cela, les étudiants
ne l'ignorent pas ! Ne les a-t-on pas conseillés de faire de la curio-
sit¢ une de leur grande qualité & méme d’élargir leurs horizons.

C’est armé de cette conviction que nous avons puisé I’énergie
nécessaire pour revisiter les stocks d’examens de la derniere
décennie, les trier puis les réorganiser et détailler leurs solutions.

Méme si le titre suggere qu’il est destiné & la révision et la
préparation et donc suppose une avancée dans le programme, on
conseille qu’on peut I'utiliser et le rentabiliser dés I’entame du
programme en se limitant chaque fois aux questions supportant les
notions traitées en cours. Il va de soi que I’utilisateur ne peut tirer
profit de ce livre et le rentabiliser qu’une fois armé de son cours
(définitions, propriétés, théorémes...etc.). Les solutions, méme
ramenées avec minutie et moult détails, sont toujours 2 prendre a
titre indicatif. L’étudiant doit toujours chercher a se surpasser pour
les dépasser en pondant de meilleures.

Enfin, il n’est plus & prouver qu’un livre ne peut espérer vivre
et durer, aussi grands soient le soin et 1’attention apportés par son
auteur, qu’avec I’aide du public pour lequel il est destiné. Il vit en
osmose avec lui. Tout en y puisant des apports pour sa formation,
ce public peut lui rendre la meilleure ensignalant' toutes sortes
d’erreurs le ternissant ou autres anomalies I’obscurcissant.

Semmache le 3 Mars 2017
Mohammed Hazi.

4 . B o ot
Il suffit d’un clic A cetteadresse ° hazi @hotmail.fr.
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Un mot sur le mot « topologie »

Qui parmi le nouveau publique fraichement débarqué de |
premiére année universitaire, toutes spécialités confondyes n’a pas
eu a traiter la notion de limite d’une fonction réelle d’une variable

réelle en un point? I est fort 3 parier que le symbole lim Sf(x)=¢

X—=a
est le plus récurrent dans les réponses a la question traitant cette
notion. Si on lui demande qu’a-t-il compris ou retenu de Ia définition
de cette limite, une multitude de réponses fuserait parmi lesquelles:
f(x)tend vers £ quand x tend vers g (sans I’atteindre).

Des variantes au verbe tendre font Iégion aussi : s’approcher, aller
vers, €tre pres de , petit, trés petit, grand, trés grand, ...

Ales regarder de pres, un étudiant attentif se rendrait trés vite
compte que ces termes sont pour le moins approximatifs sinon
inappropriés. Cela ne peut étre autrement puisque notre étudiant est
armé de la caractéristique fondamentale des nombres réels stipulant
qu’entre deux réels existent une infinité d’autres réels. Que signifie
alors dans ce cadre qu’un réel est proche d’un autre ! Comment
peut prétendre tendre vers zéro celui qui est par avance convaincu
qu-a chaque pas fait vers zéro, une intinité de nombres I’en sépare !

Si I'on reprend cette notion en faisant intervenir o avec

lim f(x)=4¢, par exemple, la situation devient intenable, puisque

X —>+oo

 n’est méme pas localisable et donc il serait incongru de
prétendre s’approcher d’un lieu dont on ignore d’avance I’empla-

cement... .
Quelle attitude tenir alors ? Un début de réponse réside, et

comme toujours, dans un retour attentif a la définition. Celle-ci
indique :
Ve>0 3p(e,x)>0/Vxe D,: 0<|x—x|<p = |f(x)-4<¢,

ou :
ve>0 dp(e,x,)>0/
Vxe D,: xe la—p,a+p[ = f(x)e |l-¢eL+¢].
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Autrement dit, £ est une limite de f quand x tend vers a si elle
satisfait a la condition suivante :

Quel que soit I'intervalle ouvert I, centré en £ il existe un

imervalle ouvert I, centré en a tel que j (I,nD,)c,.

En convenant d’appeler les intervalles / ¢ €t I, voisinage de ¢
€t a respectivement on lit finalement :
£ estlalimite de f en a si pour tout voisinage I, de £ il existe

un voisinage I, de a tel que I'image de tout point x de 7, (en

lequel f est définie) est dans /,.

L’un des avantages didactiques de cette formulation est qu’elle
€loigne les termes inappropriés précédemment cités dans le sillage
de la notion de limite et libére celle-ci de son sens courant usité
dans la vie courante que colporte I’étudiant avec Iui.

- Cette approche géométrique est intuitivement ce que véhiculele
mot « topologie ». Le role fondamental de celle-ci est 1’étude des
lieux et positions des points, les uns par rapport aux autres, sans
tenir compte d’aucun autre attribut, comme leur nombre, leurs
formes, ... etc. D’ailleurs, on retrouve ce sens véhiculé étymologi-
quement dans sa dénomination elle-méme. C’est du grec « topos »
signifiant lieu et « logos » : étude ! ...



Quelques Notations

Bien que nous avons veillé a expliciter tous les symbole
utilisés dans ce manuel il ne reste pas moins utile de rappeler |,
signification de quelques-uns pour parer a toute €ventualité d’oub]j
ou d’équivoque.Les voici par ordre alphabétique :

A : Adhérence de A;

Bj. (a,r) : Boule fermée de centre a et de rayon r;
B(a,r) : Boule ouverte de centre a et de rayon r;
C-A : Complémentaire de A dans E;

A' : Ensemble (dérivé) des points d’accumulation de A;
7"(x) : Famille de voisinages de x;

# (A) : Frontiére de A;

;l : Intérieur de A;

F* :orthogonal de F;

[a] : Partie entiere de a;

(RH) R muni de la topologie usuelle ;

#"(x) : Systeme fondamental de voisinages de x.
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Etal topologique
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Sujet 1
1. Enoncer le second axiome de dénombrabilité et la définition de
séparabilité d'un espace topologique.

2. 1) Etant donnés deux sous-ensembles A et B d’unespace
topologique (E, 7) montrer que :

i) AUBCAUB,

i) A=A
2) On suppose que I'intersection de tous les voisinages fermés
de tout point @ de E coincide avec {a}. Montrer alors que (E, 1)

est séparé.

—

3) On considére dans I’espace usuel (R[) le sous-ensemble

A={2}U[O, 1[. Déterminer alors ;1, Z, A, A, i et (A")'.

3. Pour tout réel a on pose O, -—-{(x,y)e R*/y =x+a}.

1) Décrire O, puis représenter-le sur un repere orthonormé.
2) Montrer que R* = ] 0,.

acR
3) Montrer que la famille T constituée du vide ¢ et de toutes

les réunions des parties (0,) définit une topologie sur R2.

4) Montrer que O, est ouvert et fermé.
5) Déterminer la frontiere .7 ({(1,])}).

6) Montrerque I’espace (R?,T) n’est pas séparé.
7) Déterminer latopologie T, induitesur A={(1,0),(0,1)}.

8) Montrer que I’axe des abscisses est partout dense.
9) Déterminer un systéme fondamental de voisinages du point

(1,1).
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10 Soit (,) la suite définie dans (R?,T) par u, = (n,n).

i) Montrer que (1,1) est une limite de (u, ).
ii) Déterminer toutes les autres limites.

Solution

1. Consultez vos notes !

2. 1.i)Ona: ]
y 0 0 0 o """_‘l""‘"- 1
ACAl L AUBCAUB > AUBCAUER |
BcB

ii) Tout d’abord, on sait que Ac A. Inversement, et |

0 .
comme A est ouvert il est voisinage de tous ses points. Donc, tous

ses points lui sont intérieurs. Autrement dit, A < A. D’ot I’égalité.
2) Considérons deux éléments distincts a et » de E. Il en résulte
par hypotheése qu’il existe un voisinage fermé V., de a ne contenant

pas b. Il s'en suit qu'il existe un ouvert Q, satisfaisant 2 :
acQ cQ cV,.
On en déduit que b n’est pas dans Q,. On conclut que Q et

C;Q, sont deux ouverts disjoints, le premier contenant a et le
second contenant b. E est donc sépar€.
3) Enrappelant que :

A={xe AlEIr>0:]x—r,x+r[c:A},
A={xe ]R/Vr>0:]x-—r,x+r[r'\A¢¢},

A'={xe R/Vr>0:]x—-r,x+r[r\(A\{x}) ¢¢};
il vient aussitot -



A=]oaf: A={2}0f0.1]; a'=[0,1]; A=A=]o,1[;
A=A={2}u[0,1]; (A)'=[01].
3. 1) O, est ladroite passant par les deux points (0,2) et (=2,0).

Voici sa représentation graphique :
A

i

2

V-
/_20 x

Y

2) On ad’une part:
Vae R O, cR%.
Donc, U 0, c R*. D’autre part, on sait que si (b,c) est un point

acR

quelconque de R*on le trouve appartenant a la droite O,_,. Par
suite, R* = | 0,. Ainsi, R?=| ] 0,.

acR acR

3) 7 est une topologie sur R si elle satisfait aux trois axiomes
de Hausdorff'.

1)T contient ¢ par construction et R*d’apres la question
précédente.
i) Si (€,),, est une sous-famille de T on écrit concernant

chacun de ses éléments Q

,’-

Qi= U Ou.i;

aeK,cR

1. Félix Hausdorff (8/11/1868-26/1/1942) : Mathématicien Allemand. Il est
considéré comme I’un des fondateurs de la topologie moderne. Il contribua
significativement a la théorie des ensembles et  I'anal yse fonctionnelle.
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D'ou:

LJQ‘:U(UO"-'J: U o,¢ex

i€l \ acK, (i,a)IxK,
On en déduit que Test stable par rapport a la réunion.

iii) Soient A et B deux parties propres de R* appartenant 3
T. On écrit par construction:

b= U 0,, B= U 0,

aeKcR beLcR
D’ou :

AmB=(UOa}r\( U 0,,}= U ©,no,).

ae K be LcR (a,b)eKxL

En remarquant que !’intersection O, MO, est ou vide ou coincide
avec O, =0, il vient aussitot :

AnB= ] 0,et

acKNL
Tl s’avere ainsi que T est stable par intersection finie. Elle est, en

conclusion, une topologie sur R,
4)0, est ouvert car c’est un élément de T. Il est aussi fermé car

son complémentaire C_,0, = U O, estouvert.
beR\{a}
5) (R?,T) n’est pas séparé car tous les voisinages de chaque deux
points pris dans un O, se rencontrent.
6) On a clairement :

{a,n}=0; {a.n}=0,={(xx),xeR}.
D’ou:

0
—_— ———

Z({a.n})={a.DMAD}=0,.

7) La topologie trace T, est la famille de toutes les intersections

18



des ouverts de T avec A. On trouve :
T ={0,4,An0_,4An0,} ={¢,4,{(1,0)}.{(0,1}}.

Elle est discrete.

8) Tout ouvert O, coupe I’axe des abscisses en (—a,0). Il en
résulte que cet axe est partout dense.,

9) La famille #7(1,1)) ={0,} est un systtme fondamental de
voisinages de (1,1).

10) 1) Rappelons cette définition :

limu, =(1,1)

n—yco

g

YWan€#°((1L,1) 3n,e N/VneN:n> ny, = u,€Vy,.

Il ressort de ce qui précede que #7((1,1)) ne contient que le seul
€lément V) =0,. Ce voisinage renferme la suite toute entidre (a
compter de n, =0). On conclut alors que (4,) converge vers (L1).

i) Un point £(¢,,£,) de R? admet #7(¢,,¢,)) ={0,,- }

comme systeme fondamental de voisinages. Donc, il sera limite de
(u,) s’il existe un rang n, de telle sorte que :

VneN:n2n, = u, €0,

3=y *

C’est-a-dire :
VneN: n2m = n=n+f,-£ = {,=¢,.

On en déduit que les limites de notre suite sont tous les points de la
premiere bissectrice O,.
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Sujet 2

1. Enoncer la définition d’une valeur d’adhérence d’une suite (x)
d’un espace topologique (E,7). Quel lien avec la notiop de
point d’adhérence ?

2. Soient (A, T,) un sous-espace d’un espace topologique (E, 1) ¢
¢ une base de T. On pose :
0,={Gec/3FHe1:G=HNA}.

Montrer que G, est une base de la topologie trace T,.

3. On munit I’ensemble des nombres réels R de la topologie 1
admettant une base & définie par :

% ={la,b]; a,be R}.

1) Montrer que la famille %" (a) ={]x,a]; xe R} constitue un

systeme fondamental de voisinages du point a.
2) Montrerque T est séparée.
3) L’espace (R,t) est-il séparable ?

4) On pose A={2,5,8}U]9,16]. Déterminer alors I’intérieur A

I’adhérence A et I’ensemble dérivé A'.
5) Montrer que zéro n’est pas une valeur d’adhérence pour la

: 1 : 2 . |
suite u, =—. Est-il de méme pour la suite v, =——2
n n
©) Montrer que I’identité idg :(R,7) > (]RH) est continue en
tout point de R alors que sa réciproque idy™ :(R,H) — (R,7) ne
I’est en aucun point.

7) Comparer les topologies T et I'usuelle ||

4. Pour tout entier naturel n on pose :
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0, ={(x, y)e R : max(x, y) < n}.
puis on note T la famille constituée du vide ¢ et de toutes les

réunions des sous-ensembles O

n*
1) Etant donnés deux entiers naturels distincts m et n, déter-
miner les ensembles O, MO, et 0, VO, .

2) Montrer que (R?,T) est un espace topologique.

3) Montrer que I'espace (R* 1) satisfait au second axiome de
dénombrabilité.
4) On pose :

A ={(x,y)e R?: x2 + y? -6x+5SO].
Déterminer la frontiere #(A) et ’ensemble dérivé A"

5) L’espace (R? 1) est-il sé€paré ? Séparable ? Justifier.

: 11
6) Montrer que la suite u, =|—,—| est convergente vers
nn

£=(7,9).
7) Montrer que la fonction f :(R*,1) > (R,||) définie par
f(x,y)=2x n’est pas séquentiellement continue au point (7,9).

8) Montrer de deux maniéres distinctes que f n’est pas
continue au point (7,9).

Solution

1. Se repporter au cours !

2. Soit O un ouvert de T,. On écrit par définition :
dGe1:0=GnNA.
Or, il existe une sous famille (£2,)e; de o telle que G = UQ,., donc
iel

o=Jo,nA=J@ nA).
el i€l
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On déduit que ¢, est une base pour T,.

3. 1) Soit V, un voisinage d’un point @ de R. On écrit py,

définition :
3Q et:ae, CV,.

Comme Q,= |J ]r.s] onconclut que:

(r.5)e KxLcR?
res

Xr,s,)€ KxL:a€ |r,5]cV..
Par suite, ]?;,,a]CV“. Il en découle que la famille 777 (a) est un

systéme fondamental de voisinages de a.
2) En s’appuyant sur les définitions adéquates on trouve :

A=19,16]; A={2,5,8}U]9,16]; A'=]9.16].
3) On remarque que pour tout réel négatif 7, le sous-ensemble
V =]r0,0]est un voisinage de 0, ne contenant aucun élément de la
suite (u,). De ce fait, O ne peut étre limite de (). Par contre, On
observe concernant (v,) que la famille %°(0) ={]-¢,0]; €€ R;

constitue un systéeme fondamental de voisinages de 0. D’ou :

es—L & L5e & —<n,

n n €

Ainsi, il suffit de prendre le rang n, =,:l}+] pour affirmer que (v,)
€

converge vers 0.
4) On remarque que pour tout €>0 on a:

idy™" (Jidy (x,) —€,idg (x)) +€[) = idy ™" (], — & x, +€])
= |x,—&,x, +€[€ 77(x,);

car contenant |x,—€,x,]. Donc, idj : (R, 1) > (R.||) est continue
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en tout point x, de R. D’autre part, I’application inverse id,™" est

discontinue sur R car:
Vx,€ R idg ( Jidg™ (x)) e, idy ™ (x)) ]) = ]x, — €, %, ]2 77 (x, ).
5) La continuité de idyg :(R,*c)—a(]R,l.l) implique que T est

plus fine que I"usuelle, alors que la discontinuité de idy™" montre

que cette derniere n’est pas plus fine que 7.

4. 1) Observons de prime abord que O, est la portion hachurée du
plan dans la représentation ci-apres.

//

O M0, = {(X, y)€ R*: max(x, y) < min(m,n)} =

..__.\

min(m,n)

0, U0, ={(x,y)e R*: max(x, y) < max(m, m} =0, -
2) ¢ estdans T parconstruction. D’ autre part, on a trivialement
U 0,, cR%. De plus, si (a,b) est un point de R? ses coordonnées
meN
vérifient I'inégalité
max(a,b) < max (max ([a].[5]) + 1,0),
max

ce qui le rend dans O (max{{a}{e]}+1) et assure I’inclusion inverse

avec laquelle s’acheve le premier axiome de Hausdorff.
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Soit (,),., une sous-famille quelconque de 1. Ona:
Ua=Ul U o= U o.ex
el iel \ meK,cN (i,m )elxK, '

Donc.le second axiome de Hausdorffest satisfait.
Enfin. si A et B sont eux éléments de T on écrit :

AmB=[ g ()m}m[ U 0,,}= lJ ©,no0,)

me LcN neMcN (m,n) LxM
& U Omin[m.n];
(m.n)e LxM

ce qui met en exergue le troisicme axiome de Hausdorff et clot la

question.
3) L’espace (Rz,‘l:) satisfait le seconde axiome de dénombra-

bilité, car sa base (0,,),.x €st dénombrable.

4) A est le disque fermé centré en (3,0) et de rayon 2. Ona:

F(A)=A\A=(R*\O)\0=R*\0,.
A'=R*\0,.
5) L’espace (R?,T) n’est pas séparé car tous Ses ouverts se

coupent en O,. Par contre, il est séparable car il renferme (par

exemple) le sous-ensemble dénombrable et partout dense {-1}xZ.

6) La famille ?V(B)={09} est un systeme fondamental de

voisinages du point £=(7,9). Comme O, contient la suite (u,)

toute entiere on conclut que celle-ci converge vers (7,9).

7y On a f(7,9)=18. D’autre part, la suite ci-dessus converge

2
vers (7,9) alors que son image f(u )=— converge dans (]R,H)
" n
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vers 0. Comme f(7,9) =18 # 0 on conclut que f n’est pas séquen-

tiellement continue en (7,9).
8) f n’est pas continue en (7,9) car elle ne I’est pas séquen-

tiellement.
On peut I’élucider autrement en usant de la définition. Pour tout

€ > 0, I’'image réciproque :

(7.9 -¢ (7,9 +¢]) = f (J18-¢,18+¢])
=}9—E,9+E[><R,
2’72

d’un voisinage de I'image f(7,9)=18 n’est pas un voisinage de
(7,9) car ne pouvant contenir aucun ouvert O,. Donc, f n’est pas

continue en (7,9) comme annoncé.
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Sujet 3

1. Citer les définitions d’une base d’une topologie et d’un systeme
fondamental de voisinages d’un point d’un espace topologique.

2. Etant donnée une partic A d’un espace topologique (E,7),

—

0

0
_—

montrer que A=A etA=A.

3. On munit I'ensemble des nombres réels R de la topologie G
définie par:

o={0R{v2}.QGRou{V]}
1) Donner une base de ©.

2) L’espace (R,0) satisfait-il le second axiome de dénombra-

bilité ? Justifier.

3) L’espace (R,0) est-il séparé ? Justifier.

4) Donner un sous-ensemble propre ouvert et fermé€ et un autre
ni ouvert ni fermé.

5) Déterminer les familles de voisinages 77°(—1) et 7”(\/5) et
les systemes fondamentaux de voisinages 7 (—1) et %V(\/_Z-).

6) Donner I’adhérence N et I’intérieur IQI . En déduire la nature
topologique de N.

7) On pose A ={—I,2,J§]. Déterminer 1’ensemble dérivé A’
et la frontiere .Z (A).

8) A est-il partout dense ? (R,0) est-ilséparable ?Justifier.

9) Les sous-ensembles B={-12} et C ={2,\/§} sont-ils

ouverts dans le sous-espace (A,0,)?

10) Comparer o et la topologie cofinie T sur R.
11) Déterminer les limites des suites de termes généraux
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i, =" et ¥, =\/;.
12) Donner les valeurs d’adhérence de la suite de terme général

2

W =—-——

n
n
13) Etudier en tout point x, de R la continuité de la fonction

f:(R,0) = (R,0) définie par f(x)=2ux.
14) f est-elle ouverte ? Fermée ? Un homéomorphisme ?

Solution

1. Revisitez vos notes !

[4) (1]
—_— —_— P — — e

2. Ona Ac A et A fermé donc, A c A. Inversement,ona Ac A

—

0 0

— — —

et Aouvert, donc A C A; par suite A c A. I’égalité est achevée.

4]
— —

0 [4] 0 0

Ona AC A etA ouvert donc A A.Inversement, ona A=

A1

> |

0

et A fermée, donc A C A; par suite AcA.Dob I’égalité posée.

3. 1) La base visée est & ={{\5] ,Q, CRQ].

2) Oui, car la base & est dénombrable.
3) Non, car tous les voisinages de deux rationnels (par

exemple) se rencontrent.
4) Q et CzQ étant dans ¢ on conclut qu’ils sont tous deux

ouverts et fermés. Par contre, N et son complémentaire n’étant pas
dans o ne sont ni ouverts ni fermés.
5) On a par définition :
7' (-)={V cR/QcV}; 77 (V2)={vcR/V2eV};

7 ={a); () ={{3))
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-~ 0
6) On a par définition N=Q et N =¢.11 en résulte que N

n’est ni ouvert (puisque distinct de son intérieur) ni fermé (car ,

coincidant pas avec son adhérence) . A
7) On a par définition :

A'=IR\{\[5.~/§];
.9?(,4)=Z\A=(R\{ﬁ])\¢=R\{J§].

8) Non, car A=R\{V2}#R.
partie dénombrable N u{\/i] (par

(R,0) est séparable car la |

exemple) est partout dense.
9) B estdans O, car {—1,2}=Aﬁ@ et C non, car:

C+ANKQ, VQEO.
Bien entendu, cela est plus visible si I’on explicite :

5, ={0, af-121{\3}}-

10) R” est ouvert dans 7 et ne I'est pas dans o. Par contre, Q est
ouvert dans c et ne l'est pas dans 7. Donc, aucune des deux
topolo-gies n’est plus fine que I’autre. Elles ne sont pas

comparables.
11) Pour tout rationnel £ on a

#7(£)={Q}. Comme Q contient I

la suite (u,) toute entiere on conclut que £ est une limite de cette

derniere. D’autre part, Ona:

et {C,Q) si £#+2,
GO PO 6 e=va

CQ et {\5] ne renfermant aucun élément de (#,) on en déduit

qu’aucun irrationnel ne peut Jui étre limite.
La suite (v,) est divergente. Autrement dit, elle ne peut admettre

aucune limite. En effet, si +n est rationnel (respectivement

28




irrationnel) il existe un entier naturel m lequel est supérieur a n et
tel que \/;?_1 soit irrationnel (respectivement rationnel). Ainsi, si £
est un rationnel, son voisinage Q ne peut renfermer la suite (v,) a
partir d'un certain rang. Il en sera de méme s’il est irrationnel,
puisque CxQ et {\/5} ne peuvent chacun contenir tous les éléments

de (v,) a partir d’un certain rang.
12) \/5 n’est pas une valeur d’adhérence de la suite (w,) carle

voisinage {\/5} de \/E ne contient aucun élément de (w,).

Par contre, tout autre irrationnel est une valeur d’adhérence de
(w,) car CzQ contient tous les éléments de (w, ).

Enfin, aucun rationnel ne peut étre valeur d’adhérence de (w,).
Cela tient du fait que le voisinage Q de tout rationnel ne contient

aucun de ses éléments,
13) On distingue les trois cas possibles suivants.

NG

I) Xy ‘-'-’7:

Ona:

7 (1) =7"(v2)={{v2}}
r)-{Ffer(2)

Donc, f n’est pas continue en x,.

J2

i) x, estun irrationnel distinct de —

2 :
Ona:
Y (f(x)=%"(2x,) ={CQ}; £ (CyQ) = CyQe 77(x,).
Donc, £ est continue en b

i) X, est rationnel.
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Ona:
¥ (f(x)=%"2x)={Q}; (@ =Q€ 7 (x).

On conclut que f est continue en X,.
14) f n’est pas ouverte car {\5} est un ouvert alors que sop

image f({ﬁ}) ={2J2_J ne I’est pas.

Elle n’est pas fermée, non plus, car ]R\{\/E} est un fermé

tandis que son image f (R\{ﬁ}) = R\{Z\/E} ne I’est pas.

Enfin, f ne peut pas étre un homéomorphisme car elle est dis-
continue en 3/2—5 (On peut aussi rétorquer qu’elle n’est ni ouverte

ni fermée.)
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Sujet 4

1. Soit (£,7) un espace topologique séparé.

1) Montrer que pour toute partie finie A de E 1’ensemble A\ A
est vide.

2) Que conclure ?

2. Soit (A,7,) un sous-espace d’un espace topologique (E,7).
Montrer que :
1) Tout fermé de (A,7,) est une trace sur A d'un fermé de E.
2) Tout voisinage d'un point b dans (A,7,) est une trace sur
A d'un voisinage de b dans (E,7).

3. Soit 1 la sous-famille de Z#(R) formée de ¢ et de toute partie

dont le complémentaire est inclus dans N.

1) Montrer que T est une topologie sur R.

2) Comparer 71 et la topologie cofinie ¢ sur R.

3) L’espace (R,T) est-il séparé ? Justifier.

4) Caractériser les fermés propres de (R, 7).

5) Déterminer la topologie trace Ty induite par T sur N,

6) Montrer que « la propriété de séparation » est héréditaire.

7) Montrer en s’aidant du cas présent qu’un espace non séparé
peut admettre des sous-espaces séparés.

8) Soient (u,) et (v,) les suites réelles données par u, =n et

1 :
v, =—. Montrer que (u,) est divergente et (v,) est convergente.
n

»

9) Déterminer les valeurs d’adhérence de (u,) et (v,).
10) Soit f:(R,t) —(R,||) la fonction définie par :
0 si xe N,
f(x)={1 si xe N,
Etudier sa continuité en tout pointx, de R.
31



Solution

1. 1)Si A est vide I'affirmation est évidente. Sinon, on procéde
par I'absurde. Si A\ A n’est pas vide il contiendrait au moing
un point ». En Posant A ={a,,az,...,a’,}, le fait que E est séparé,

assure, pour tout indice i de {1,2,..., p}, I'existence de deux voisi-

L E F 5 L :
nages disjoints V, dea, et W, de b. Il en résulte aussitot que (W,
i=|

est un voisinage de b ne rencontrant pas A. Absurde !

2) On déduit de ce qui précéde que A= A. Par suite,A est
fermée.

2. 1) Soit F un fermé de (A,7,). Son complémentaire C,F est

dans 7,. Donc :

IQer/C,F=QNA. |
Par suite: |
F=C,(QnA)=C,Q=CQANA. |
Comme C.Q est fermé dans (E,7), F est sa trace dans (A,7,).
2) Soit V, un voisinage deb dans (A,7,). On a par définition:
AQer,/beQCV,.

Q étant dans 7, on affirme qu’il existe un ouvert O dans 7 tel que
0O =0nNA. 1l en résulteen prenant W=0UV, que ce dernier esl
un voisinage de b dans (E,7) etque V, =WNA.

3. 1) & estdans 1 par hypothése. C’est le cas aussi de R car
CyR=¢ est une partic de N. Par ailleurs, si (), estune
sous-famille (ne renfermant pas IR ) de © on obtient :

a0, =0, WG, € N;
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Co [UQ,.) =[Ce®; cN.

iel
On voit ainsi que T satisfait les trois axiomes de Hausdorff. Elle est
alors une topologie sur R,
2) On remarque que R\{-1} est dans ¢ et n’est pas dans .

De méme, si A est une partie infinie de N le sous-ensemble R\ A
est dans T mais pas dans 6. On déduit que ¢ et T ne sont pas
comparables.

3) (R,7) n’est pas séparé. Tous ses ouverts propres sont deux

a deux concourants :
QNQ, =CGA NCrA, =Cr(A VA) #¢; (A cN,A cN).
4) Ffermé & CiF ouvert & Ci(CxF)=FcN.

On lit: Un sous-ensemble F de R est fermé si, et seulement s’il

est une partie de N.
5) On remarque que :

Vne N Cy(N\{n})nN={n}.

On en déduit que la topologie trace Ty est discrete : Ty = Z(N).

6) Soient x et y deux points distincts d’'un sous-espace
(A,0,) d’un espace séparé (E,0). On écrit par définition :

v,,.W, e/ V.nW, =¢.
D’ou:
AV,.NA),W,nA)eB,/ (V.nANW, NA)=0.

Ainsi, (A,0,) est séparé.

7) 1 suffit de voir ici que le sous-espace (N,Ty) discret est
séparé alors que (R,T) ne I’est pas.

8) On observe que :

Vee R 3V, =R\(N\{¢}): V,n{@,)}=¢.

Il s’avere ainsi que la suite (#,) n’admet aucune limite. Elle est

divergente.
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De méme, on remarque que :

Ve R WV, =R\(A\{¢}): {(v)}\{0}cV,

A ¢tant une partie non vide de N. Donc, tout réel £ est limite de Iy |
suite (v,). Celle-ci est alors convergente., |

9) De ce qui précede on déduit que (#,) n’admet aucune |
valeur d’adhérence alors que tout réel en est une pour (v,).

10) Si x, estdans N alors f(x,)=0. On remarque que R\{1}
est un voisinage de 0 alors que f"(R\{I})zN n’en est pas un

pour X,. Donc, f n’est pas continue sur N,

Si x; estdans GgN alors f(x,)=1. De plus, pour toute partie
non vide A de N ona:

LG i b

Comme R\N et R sont des voisinages de x, on déduit que f est

continue sur CyN.
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Sujet 5

1. Soit b un point d’un sous-espace (4,1 ,) d’un espace topologi-

que (£, t). Montrer que pour tout systeme fondamental de voisi-
nages #7(b) de b relativement a T, la famille -

Y b)={Vo4 Ve 7 (b)},

constitue un systéme fondamental de voisinages de b par rapport a T VY

2. 1) Etant donnés deux sous-ensembles 4 et B d’un espace topo-
logique (E,7) montrer que :

) AUB=AUB,
i) A=A,
2) On suppose que (E,1) séparé. Montrer alors que [’inter-
section de tous les voisinages fermés de tout point a de E coincide

laj.

3) On considére dans I’espace usuel (R,H) le sous-ensemble

=

o —_—

A=Nu[—3,0[. Déterminer alors 4, A4, A", A, j ct (A")".

)

3. Pour tout entier naturel m on pose :
0, ={(x,y)elR2 :x+y<m}.
l) Décrire O, puis représenter-le sur un repére orthonormé.
2) Montrer que la famille T constituée du vide ¢ et de toutes
les réunions des parties (O,,) définit une topologie sur R,

3) Montrerque I’espace (R?,1) satisfait au second axiome de
dénombrabilité.

4) Déterminer la frontiére .Z'({(—I,O)}).

3) Montrer que I’espace (R?,t) est séparable mais non séparé.
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6) Donner un systéme fondamental de voisinages de (2 %)
, .

) *Etant donnée dans (R°, 1) la suite («,) de terme Zéng;

al-
=(2n+1,-2n+3), montrer qu’'elle converge vers (2,2) Puis i

dLanmnu toutes ses autres limites.

8) Soit f:(R*1)—(

i) Montrerque / n’est pas séquentiellement continue en (2, 2)

|]) la fonction définie par /(x, -

i) Etudier la continuité de / en tout point (x,, y,) de R2
9) Pour tout réel a on définit la fonction g, :(]R,H) —(R?,q)

par g (x)=(x,a). Montrer que g, est continue sur R.
Solution j
1. Soit W, unvoisinage de b relativement a t,. On écrit par
définition:
10, et,:b€0, cW,. -;

D’autre part, O, étant dans T, il existe un ouvert €, danst tel que

0, =Q, N A. Or, €, est lui-méme un voisinage de b par rapporta

T, ; donc, il existe un élément ¥, dans % (b)tel que ¥, = Q,. Ilen
ressort finalement que :

ViNACQ,NnACW,,
V, N A étant dans #,(b) la question est close. !

2. 1.i)Ona:
Ac A S R SR
= AYBCAUB = AUBc AUB.

BcB

D’autre part, on a de méme :

Ac AUB Ac AUB RS
B oa e =% dCIBe ALIE.
Bc AUB Bc AUB
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La conjonction des deux inclusions achéve 1’égalité.
1) On a par définition A< A. D’autre part, En notant

77"(x) la famille de voisinages d’un point x on écrit:

XEA & YWeZ(x) VNnA+g.
J' ¢étant considéré, sans risque de restriction de généralité, ouvert.
Le sous-ensemble non vide V' n A renferme au moins un élément
y pour lequel V' est un voisinage. Donc, ¥ N A #¢. Il s’en suit

que xestdans 4. Ainsi, Ac A L’égalité posce est achevée.

2) On procede par I’absurde. Si la dite intersection contenait
un autre point b on assurerait du fait que £ est séparé, I’existence
de deux voisinages ouverts disjoints S, de a et 7,de b. Il en

résulterait que C,.7, serait un voisinage fermé de a ne contenant

pas b. Absurde !
3) Ona,en s’aidant des définitions requises :

A=]-3,0[; A=NU[-3,0]; 4'=[-3,0];
A= A=]-3,0;A=4=NU[-3,0]; (4)'=[-3,0].

3. 1) O, est le demi plan inféricur ouvert délimité par la droite
d’équation y = —x+ 2. Voici sa représentation graphique :

2) T est une topologie sur R?si elle satisfait aux trois axiomes de

Hausdorff,
i) T contient ¢ par construction. Vérifions que t renferme
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aussi R*. D’une part, On a clairement:
vmeN O, c R’
Donc, U O, < R*. D’autre part, on sait que si (b,c) est un point i
FP.'!::\II
quelconque de Ron le trouve appartenant au demi plap
Om\l.lh_(]_lm([.] désignant la partie entiére). Par suite, R = | 0

meN

Ainsi, R* = J O,; donc il est dans T.

mel

i) Si (Q,),, est une sous-famille de t on écrit concerant

chacun de ses éléments (non vides) Q, = U 0,;-Dou:

meK,cN
S R? si sup(sup K,) = +»,
Q;‘ — OH”_ _ Oqu = iel
iel g[mycn ' ) g sup K OW““P #y S s_uP(supK,.) <+,

On en déduit que T est stable par rapport a la réunion. (Remarquer
qu’en fait, clle Iest par construction !).
iii) Soient 4 et B deux parties propres de R* appartenant a

7. On écrit par construction:

A= U 0, 8= U ..

pekcN -
D’ou :
(o
pekcN geLeN
- ({Rz si sup K =+, Jr{{R: sisupL = +oo)
= { O,k si sup K < +o. O,k si sup L < +.
((R2 si supK =sup L =+», JEL
i \{Omwsupx,sup:., si min(sup K,sup L) <+.
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Donc, T est stable par intersection finie.
3) La famille (O,),,. constitue une base de 1. Comme elle est

m

dénombrable, (IR?,1) jouit du second axiome de dénombrabilité.

0
—

4) On remarque que {(—I,O)} = ¢ et pour tout entier naturel m

ona {(-1,0)} <O, Donc, {(-1,0)} =R?, par suite :

F({1.0) =[CLON L0} =R
5) (R*,1) est séparable car il renferme (par exemple) le sous-

ensemble dénombrable et partout dense {(-1,0)}. Par contre, il

n’est pas séparé car tous ses ouverts (non vides) se rencontrent, (ce
qui prive tout couple de points d’avoir des voisinages disjoints).

6) La famille #7((2,2)) ={O;} est un systéme fondamental de
voisinages du point (2,2).
7) Rappelons que :

limu =(2,2)
)

YV, €#((2,2)) 3n,eN/VneN: n2ny = u, eV,
1 ressort de ce qui précéde que #7((2,2)) ne contient que le seul
¢lément ¥, ,, = O;,. Cc voisinage renferme la suite toutc enticre (a

(2,2)

compter de n, =0. On conclut alors que (#,) converge vers (2,2).
Par ailleurs, un point £(a,b) de R’ admet la famille

{O.mx([“, b1 U)} comme systéme fondamental de voisinages. Donc, il

sera limite de (u,) s’il existe unrang s de telle sorte que :
VneN: n2s = u,€0_ .m0y
C’est-a-dire :
VneN: n>s = =2n+3<-2n—1+max ([a+b]+1,0).

Ainsi, les limites de notre suite sont tous les points du plan satis-
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h

3
il

faisant la contrainte [u +h] p- 3 8
8) 1) f/ n’est pas séquentiellement continue en (2,2) car la suite
(u,) converge vers ce point dans (R?,t) alors que la transformée
(f(u,))=(—2n+3) de celle-ci est divergente dans (R ||)
ii) Soient (x,,,) un point de (R*,7) et V), —]y —& y0+g[

avec ¢ pris dans R’ ,un voisinage de f (X0, ¥0) =Yo- Le sous-

-} |
ensemble f (Vb)zlﬁx]yu—-s,yo+£[ ne pouvant contenir aucun l

ouvert (non vide), ne peut prétendre étre voisinage de (Xp, )o):

Donc, / estnon continue en ce point.
9) Pour tout x, de (R,|[|) la famille Y ((x,,0)) = { e M]HO]}

constitue un systeme fondamental de voisinage de ’image g,(x,)-

Comme :

! ( 0 @x[.q, e ) — ]-—oo, max ([x(, +a]+1, O) - a[,

est voisinage de X, on affirme que g, est continue en X,

Remarque :
On peut remarquer que -

vmeN g, (O, )=]-—00,m—a[.

ent dit, I’image réciproquc de tout élément O, dec la base de

Autrem
(]R H) Donc, g, est continue sur R’

7 est un ouvert de

40



Sujet 6

1. Définir la notion de continuité séquentielle d’une fonction
[ i(E,T) > (F,0).
Quel rapport a-t-elle avec celle de la continuité tout court ?

2. On munit 'ensegnble des entiers naturels N de la topologie t
définie par Net toute partie Q dont le complémentaire C,Q

contient le jour a, le mois b et I’année ¢ de votre date de naissance.

I) Quelle est la nature topologique des sous-ensembles
{3017.3018}, {0,2013} et {O,a,b,c}. Justifier.

2) Comparer la topologie usuelle HN avec la présente T.

3) Montrer que 0 n’est pas une valeur d’adhérence pour la
suite (#,), donnée par u, =n.

4) Deéterminer toutes les limites de la suite (u,),.

3. Etant donné un réel a on pose :
Q, ={(x,y)elR2 :y—ax+3a=0},
Q, ={(x,y)eIR2 :x=3}.
On note ¢ la famille constitué du vide ¢ et de toutes les réunions
des sous-ensembles 2, (a étant pris dans RU{eo} ).

1) Montrer que o n’est pas une topologie sur R*.
2) Avec quelle condition renforcer ¢ pour qu’clle définisse

une topologie sur R
On suppose dans toute la suite cette condition réalisée.

3) Déterminer la frontiere Z({(3,0)}).
4) L’espace (R?,0) est-il séparé ? Séparable ? Justifier.
5) On considére le cercle C = {(x, ) eR?/x?+y* =4,
1) Déterminer les équations des deux tangentes & C menées
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du point (3,0). u
ii) Déterminer I’adhérence C, lintérieur C et I'ensemble
dérivé C'.
6) Donner un ouvert propre du sous-espace (C.os).
7) Déterminer un systéme fondamental de voisinages du poip
(0,6).
8) Soit (u,) la suite définie dans (R*,0) par u, =(n,—2n+6),
Montrer qu’elle converge vers (0,6).
9) Caractériser toutes les suites convergeant vers (3,0).

Solution

1. Consultez vos notes !

2. 1) Signalons de prime abord cette caractérisation :
Un sous-ensemble Q2 de (N, t) est ouvert si {a, b.c} n’est pas de

ses parties. Ainsi, on conclut clairement que:
{3017,3018} est un ouvert non fermé ;

{¢,2013} n’est ni ouvert ni fermé ;
{0,a,b,c} est un fermé non ouvert.
2) On sait que la topologie trace usuelle HN est discréte. Donc,

clle est plus fine que 1. Inversement, celle-ci n’est pas plus fine que

Pusuelle |, car {c,2013} est ouvert dans (N,|],) mais pas dans
(N, 7).

3) 0 est valeurd’adhérence de (u,) si chacun de ses voisinages
contient une infinit¢ d’¢léments de (u,),. Ce n’est pas le cas ici car

{0} est un voisinage de (0 ne contenant qu’un seul élément de la
suite (0 lui méme !),
4) On distingue deux cas.
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1) Tout entier naturel ¢ de C'N{u,/),c} admet le singleton {Z}
comme voisinage ne contenant qu’un seul élément de la suite(u ),
£ lui-méme ! Donc, il ne peut étre sa limite.

i) Toutélément £ de {a,b,c} n’admet que N comme unique

voisinage. Celui-ci contenant la suite (u,), toute entiére, on conclut
que cette dernicre converge vers chacun de ces points.

3. 1) o n’est pas unc topologie car elle n’est pas stable par
intersection, puisque pour tous réels distincts @ et b on a:

$3.8), = {(3,0)} ¢ O.
2) o contient ¢ par construction. D’autre part, on remarque
que |J Q, cR’. Comme:

aeRU|w)
Q, si a#3,
V(a,f)eR*: (a,f)e{ a3
Q sl =3,

n

on déduit que R*= | ] Q,. Par suite, R?est dans o.Cellc-ci

aeRU|w}
satisfait (sans aucunc contrainte) au premier axiome de Hausdorff.
G est stable par rapport a la réunion par construction. Donc, le
second axiome de Hausdorff est satisfait (sans aucune condition).
G n'est pas stablc par rapport a I’intersection d’aprés la
premicre question. On ¢n déduit que la condition visée est I’appar-
tenance de {(3,0)} a o.

3) Ona:

Z({3.0))={G,0N{3,0)] =R*\{3,0)}.
4) (R? o)n’est pas sépar¢ car tous ses ouverts (non vides) sc
Coupent en {(3,0)}.Par contre, il est séparable car il renferme la

partie dénombrable et partout dense {(3,0)}.
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5) i) Un point M(x,y) de R* appartient a la tangene A
menée de (3,0) si le systeme algébrique :
)fy = a(x -3),
1.\‘2 +y* =4,
admet une unique solution. Une simple substitution meépe i
I’équation du second degré :
(*) (@ +1)x* —6a’x+9a° —4=0,

dont le discriminant A'=4-5a° doit étre nul. Cela se réalise g

G

5
a=+— \[g . Il en ressort aussitot que les deux tangentes visée sont

£, et ). .
?\'@ ?—JS
ii) OnaC= U Q,\{(3,0)}. C’est la portion du plan

[;&Rﬁ]

comprise entre les deux tangentes Qg\ﬁ et O
E .

wF =
—f5
SJ_

A
N\
NG Y
\\
M 4
%
i ) eiep
) 3 %
N
M 3
i
P

L]

C =& : Le cercle ne pouvant contenir aucune droite (et encore

moins une réunion de droites !).
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C'=C\{M,M"} = QN (3,0),M,M"}

RIS

e 2525

ou M et M'désignent les deux points de tangence.
6) Un ouvert O.de (C,o,..) est I'intersection du cercle C avec

une droite passant par (3,0). On peut par exemple prendre :
O, =CnQ, ={(2,0),(-2,0)}.
7) Ladroite 2, ,  estun voisinage ouvert du point (0,6). On

0-3
en déduit que la famille W((O,G)):{Q_z} constitue un systeme

fondamental de voisinages de ce dernier.
8) L’unique élément de #7((0,6)) contient la suite (u,) toute

entiere. Donc, cette suite converge vers (0,6).
9) Le singleton{(3,0)} est un voisinage ouvert de (3,0).1l en

résulte que les suites convergeant vers ce point sont les seules
suites stationnaires.
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Sujet 7

1. 1) Soit A4 un sous-ensemble non vide d’un espace topologi |
(E,7). Montrer que : 9
i) C,(A4)=C,4;
ii) Aouvert et fermé < F(A4)=4.
2) i) Montrer de deux maniéres différentes que dans I’esp
usuel (RH) tout nombre irrationnel est limite d’une suite ration;,r

nelle.
ii) En déduire que Q n’est pas fermé.

2. Etant donné un réel positif ou nul » on pose :
Q = {(x,_v) eR’/x=rcost, y=rsint;t € [O,Zn[},
et on considére la famille o={Q,,7eR,}. On munit R* de la

topologie t admettant G comme base et on pose :
A ={(x,y) eR? /lx+y| > 2}.

1) Représenter A dans un repére orthonormé.

2) Déterminer I'intéricur 4 ot I"adhérence 4.
3) En déduire la nature topologique de A.
3. On note r la sous-famille de Z*(R) constituée de R et de

toute partie ne contenant pas 2012.
1) Montrer que (R,T) est un espace topologique.

2) (R,T) est-il séparé ? Justifier.
3) Donner les deux familles de voisinages 77(0) et 77

et un systéeme fondamental de voisinages #(0) de 0.
4) Donner unc basc © de la topologie T.
ur lil,l‘adhérence N, I’ensemble dériv

(2012)

5) Déterminer ’intérie
N' et ’extérieur Ex(N).
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6) Déterminer ["adhérence de tout sous-ensemble non vide A
de R.

7) (R, 1) est-il séparable ? Justifier.

8) Comparer la topologie 1 avec I'usuelle H

9) Déterminer la topologie trace Ty

10) Etudier dans (IR, t) la nature de la suite (u,), =( J .

I'1) Déterminer dans (R, t) les valeurs d’adhérence ae la suite

(vn )n = (n)n'

I |-

Solution

1. 1.i) 77(x) désignant lafamille de voisinages de x, on a aussitdt:
XeCpd & VNCiAd= ¢, VV e 7 (x)

< A7 (x) & x¢d & xeC, A.
ii) De méme, on a :

A ouvert et fermé < A=:f=§ < 2\'A=¢ < F(A)=¢.

: . : an
2) 1) Si & est un réel irrationnel, la suite rationnelle X, = s
n

’

par exemple, ’admet comme limite.
Une autre méthode consiste a écrire en vertu de la densité de Q
dans R :

. 1 |
VagQ VneN ]a—--—,a+—[n@¢¢.
n n
[Ten résulte qu’il existe une suite rationnelle (»,) telle que :
a—l.<y,, <a+-—.

n n
Le théoreme des gendarmes permet de conclure que la suite (y,)

converge vers I'irrationnel «.

47



)t pas les limites de certaines de ses gy;
€S sujtg
g

i) @ nc renfermat
( de son adhérence, donc non fermé

est nécessairement distinc
2. 1) Observons de prime abord que o csl I’ensemble des cerq|
C§

concentrés en ["origine. A présent, A s’écrit :
A= 1‘(*‘3.") e R’ /,,H- _V’ = 2} = {(.r, y)e R?*/x+y> 2,}
U{(I,y) eR’/x+y< _2}_

lC’cst la portion du plan VT
yachurée ci-contre. y /"
2) Ona A =¢ et X/A /////‘%

%

1=R*\D,on D estle ?’f
e W N

3) A n’est ni ouvert
(cardistinct de son intérieur)
Er;(ii ;z?;i c(:p;uisquc distinct de son ////////" \
i

3. 1) Il cstaisé (a présent !) de s’assurer que
t satisfait aux trois axiomes de Hausdorft.
r I'unique voisinage R du point

2) (R,t) n’est pas séparé ca
de tout autre point.

s les voisinages
ossant aux définitions requises:

7(0)={V cR/0€V};
77(2012) = {R};
7 ={{0)}-

{R,{x},xeR\{ZOI?.}}

2012 rencontre tou
3) Ona,cn s’ad

4) La famille o= est une base de T

5) Ona:
N=N\{2012}; N=N; N'

={2012}; Ex(N) = CeN=CelN-
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6) Pour toute partie non vide 4 de R ona A= Au{20|2}.

7) Non, c¢’est une conséquence immédiate de (6).

8) On remarque que {0} est dans T mais pas dans H alors que
]0.2013[ est dans l et pas dans 1. On déduit qu’aucune des deux
topologies n’est plus fine que ’autre. Elles ne sont pas comparables.

9) Ona T, = t@?’(Z)\{A cZ/2012 eA}.

10) Le point 2012 n’admettant que le seui voisinage R est
¢videmment limite de (u,),- Tout autre point £ de R ne peut étre

limite car admettant le voisinage singleton {f} lequel ne peut

contenir éventuellement qu’un seul point de la suite : £ lui-méme.
Alnsl, on conclut que (u,) est convergente !

11) Pour les mémes raisons ci-dessus, la suite (v,) ne peut
admettre que la seule valeur d’adhérence 2012, (C’est d’ailleurs sa
limite !)

Remarque

[l est a présent clair que les conclusions des deux derniéres

questions sont valables pour n’importe qu’elle autre suite.
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Sujet 8

1. Onmunit R des cinqg topologies suivantes : la grossiére 7, I discry
¢

0, la cofinie o la codénombrable @ et I'usuelle |- Leque] s

cinq espaces topologiques associés est s€paré non S€parab|e

séparable non séparé, séparé et séparable et enfin non séparé et non
séparable ?

2. 1) Caractériser les suites convergentes d’un espace topologiqe
codénombrable E.

2) En déduire I’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite
d’un tel espace.
3. Pour tout réelpositif (ou nul) » on pose :
Q. ={(x,y)E]R2/x2 +y? :rz}.
et onnote 7 la sous-famille de Z#(R?) formée de I’ensemble vide ¢
et de toutes les réunions des cercles €2, concentrés en I’origine.

[) Montrer que 7 est une topologie sur R>.
2) Montrer que chaque Q_ est ouvert et fermé,

3) Comparer les topologies 7 et P (R?).

4) Déterminer un systéme fondamental de voisinage #7((0,0))
pour (0,0) etun autre Z7((1,2)) pour (1,2).

5) L’espace (R?,7) est-il sépar¢ ? Justifier.
6) Déterminer I'adhérence {0}xN et la frontiére % 8 ({(3,0)})-
7) Onnote A={(x,y)eR*/x= »} la diagonale de R>.

1) Déterminer AetA.
i1) Quelle est la nature topologique de A?
8) Onpose 4=[-2, 2]><[—3,3].

i) Déterminer 4 et A puis représenter-les graphiquement
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sur un méme repere orthonormé,
i) Quelle est la nature topologique de 42
iit) Exhiber deux ouverts propres du sous-espace (4,1 ,).
9) Soient (u,),et (v,), les suites définies par u, =(cosn,sinn)
gt v, ={(=1)"+2,(=1)" +3).
i) Déterminer toutes les limites de (u,), .
i1) Montrer que (v,), est divergente.
ii1) Déterminer toutes les valeurs d’adhérence de (v,),.
10) Etant donné un réel a on considére les deux fonctions
0:(R*,7) —>(R2, ) et w:(R2,|.)~+(R2,r) définies par :
o(x,y) = x; y(x)=(x,a).
1) Etudier la continuité de ¢ et y sur leur domaine de

définition.
11) ¢ et y sont-elles des homéomorphismes ?

Solution

1. Tout d’abord, on rappelle qu’un espace (E£,T) est dit séparé (ou

de Hausdorff) si chaque deux points distincts possedent deux
Voisinages disjoints.

Il est dit séparable s’il renferme unc partic dénombrable et
partout densc. Ainsi :

L’espace grossier (R,7) ne possédant qu’un seul ouvert non
Vide, est séparable et non séparé. 3 59

L’espace discret (R, ), o tout singlcton cst ouvert, cst séparc
¢t non séparable. ity

L’espace cofini (R,o) dont tout ouvert est R privé d’un
Mombre finj de points, est séparable et non sépar. ’

L’espace codénombrable (IR, ) est non sépare et non séparable.

¢ g 3 etre
OUl sous-ensemble dénombrable étant fermé, il ne peut etr
pal't()ut denSe'
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!

L espace usuel (RH) est, comme dé€ja vu, séparé et Sépargy I
, X

2. 1) Soit («,), une suite de £. La famille de tous les voisip,
ges

De tout point £ de £, est:
7€) ={V, = E\(A\{€}), A dénombrabley.

Notons B I'ensemble des valeurs de (#, ),. Deux cas se
présentent.
i) Si («,), est stationnaire de valeur principale £, alors tou

voisinage V,=E \( A\{E}) de ¢ contient tous les ¢léments de |,
suite (u,),. sauf peut-étre un nombre fini d’entre eux. Celle-ci ey

alors convergente vers £.
i) Si (u,), est non
V, = E\(B\{E}) de ¢ ne peut contenir au plus que £. Donc, (u,),

stationnaire alors le voisinage

ne peut converger vers £.
2) Il est immédiat, au vu de ce qui précede, que seules les

suites stationnaires de E possédent chacune une valeur d’adhe-
rence (leur limite). L’ensemble des valeurs d’adhérence de toute

autre est vide.
3. 1) ¢ estdans t par construction. Pourque R? soit lui aussi dans
t il suffit d’avoir R’ = U Q .11 est évident que U Q, R’

reRr,
D’autre part, tout point (x,,y,) de R étant dans le cerele £2 7775
Xy tho

on conclut que R’ < U Q . D’ou I'égalité visée. Ainsi, T satisfait

reR,

rek,
au premier axiome de Hausdorff.
t est par construction stable par rapport a la réunion. Donc, 1€
second axiome de Hausdorff est satisfait.
Autre-

Montrons enfin qu’il va de méme du troisi¢éme axiome.
ment dit, testons la stabilité de t par rapport a la I’inter
finie. Pour ce faire, on remarque d’abord que :

52

section




@ si r#s,
£} 81 r=s.

A présent, si A et B sont deux éléments non vides de t on obtient
aussitot :

Ar\B=[ U Q,}m[ U Q_‘]z U @ no e

rel,cR, sel,cR, (r.s)elyxl,

Vr,seR, Q N, :{

La question est achevée.
2) Q, appartient a T, donc il est par définition ouvert. De plus,

son complémentaire C_,Q, = U Q_ est lui aussi ouvert. Donc €,

seR,
S#EIr

est fermé.

3) La topologie discréte Z#(R*) est bien entendu plus fine que
7. Par contre, cette dernicre n’est pas plus fine que la discréte
puisque tout singleton distinct de {(0,0)} est ouvert dans Z*(R*)

et ne I’est pas dans T.
4) Il suffit de prendre :

77(0,0) ={{(0,0}} ={Q}; Z(L2)={Q}.
5) Chaque deux points pris d’'un méme cercle € ne possedent

pas de voisinages disjoints. Donc, I’espace (R?,T) n’est pas séparé.
6) En s’adossant aux définitions adéquates, on obtient :

F({3.0)}) ={G,0}\ {30} = \¢=Q,

7) i) De méme, ona A ={(0,0)} et A=R2.
ii) La diagonale A n’est ni ouverte (car distincte de son

intérieur) ni fermée (car distincte de son adhérence).
8) i)Ona:
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—— » > ] m
A= {(,\-, VeR/x*+y*<2?+3%2 = 13} - UQr; A= LZJQ
r=(0) r=0 "~

Voici leur représentation.

ii) A ne coincide ni avec son intérieur ni avec son adhérence.

Donc, il n’est ni ouvert ni fermé.

iii) Il suffit de prendre :
0, =0, NA=CQ,

0, =Q ;N A={(23),(2,-3)(-23.(2 -3)).

9) i) La suite (u,), est portée par lc cercle unité Q,. Ce dernier

étant voisinage de chacun de ses points, on déduit que tous ses
3 . 2

points sont des limites pour (u,),. Tous les autres points de R n¢

le sont pas.
ii) La suite (v,), posséde deux valeurs : (1,2) et 3

me aucun cercle centré en (0, 0) ne peut les contenir a

,4). Com-
la fois on

conclut que (v,), est divergente.
’ . 4 Toll!
iii) L’ensemble des valeurs d’adhérence de (v,) est la reunto

i i deux
des cercles € et Q., lesquels contiennent respectivement les

valeurs (1,2) et (3,4).
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10) i) @ et y sont définies sur R* et R respectivement.

Soit (Xy,¥,) un point de R \{(0, 0)}. On observe que pour tout
¢ >0, le voisinage ]x(, — Byl +e[ de @(x,,y,) =x, est d’image réci-
proque ¢ (])cn =y X +8[) = ]xu —€,X, + a[x R, laquelle n’est pas
voisinage de (x,,),). Il en résulte que ¢ n’est continue en aucun
pointde R? \{(0, 0)}

En Iorigine (0,0), I'image réciproque ¢~ (]—8, g )=]-¢.g| xR
est voisinage de (0,0). Donc, ¢y est continue.

De méme, si x, estun réel quelconque, le voisinage de

Xo +a°

. 2 2 . g o
son image y(x,) =x,” +a"est d’image réciproque :

v (@)= e,

laquelle n’est pas voisinage de x,. On conclut que y n’est continue

en aucun point x,.
ii) ¢ et y n’étant pas continues, cela suffit pour affirmer
qu’elles ne sont pas des homéomorphismes.
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1.

2.

3.

Sujet 9

: 2 3 _
Enoncer 1'axiome de Borel ~Lebesgue sur4]a compacitg ¢ |
théoreme de compactification d’Alexandroft”. ¢
Soit /:(E,7)—>(F,0) une fonction définie d’un espace topo
logique (E,r) vers un autrc (I",o). Démontrer que les dey,
assertions suivantes sont équivalentes:

i) VACE, f(A)< /(A)

(4]

iy VB F, /(B)c [ (B).

Etant donné un entier relatif » on pose :
Q = {(x,y) eR*/y> n},

et on note o la sous-famille de Z(R?) formée de I’ensemble vide

¢ et de toutes les réunions des sous-ensembles (€2,).

1) Décrire et représenter graphiquement €2; sur un repere

orthonormé.

2) Montrer que (Rz,c')")' est un espace topologique.
3) Déterminer I’adhérence {3}xN, la frontiére .7/ (3,0)}) et

Emile Borel (7/1/1871-3/2/1956) : Mathématicien francais. Tl est avec Baire
et Lc_bcs’guc, le fondateur de la théorie de la mesure. Il a aussi grandcmcnt
contribué au développement du calcul des probabilités.

H::nn' Léon Lebesgue (28/6/1875-26/7/1941) : Mathématicien Frangais-
S est dans Aa these de doctorat, soutenue en 1902 sous e titre : Intégrale,
ongueur, aire, qu’il présenta la théorie d’une nouvelle intégrale, qui pore
son nom de nos jours

gzzza"ﬁf SCI’gCCYIC,h Alc*sandroff (7/5/1896-16/11/1982) : Mathématicie”

s réi:: "t;a\;arllcsur divers domaines notamment, les fonctions d’un¢

compact et d’es a topologic ct la théoric de Galois. Les notions d’espac®
pact et d’espace localement compact sont dues a Iui et Urysohn.
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’ensemble dérivé [N X {%H _

4) L’espace (R, o) est-il séparé ? séparable ? Justifier.
5) Soit 4= {(x,y) eR*:y=—x? +8x—l7}.

1) Décrire et représenter graphiquement A sur un repére
orthonormé.

ii) Déterminer A.
6) Déterminer un systéme fondamental de voisinages %7 (—1,2)
du point (—1,2).

7) Montrer que la suite u, = (n,n) converge vers (—1,2).
8) Déterminer toutes les autres limites de (u,),.

Solution

1. Retournez a vos notes !
2. 1) = ii)

Soit B une partie quelconque de F. En prenant 4 = f™'(C,.B)
dans (i) il vient :

11

/(7B f(F(CB)CB=C, B
(i
/7CB)Yc f7(C, BY=C,f ™\ (B)
g
S B) = C, 17 (C,B)=C,f (C,B)=1"(B).
e — Ry |
De méme, si 4 une partie quelconque de E, en prenant
B=f(C, 4) dans (ii) il vient :




[A]

[(CeA) & [ C TN Cef (7 (ay
& Cof ' [ Cef ' (f ()
& AN S f4)

& Ac [ f(4)
& [Def('7@)T7m |

[ (f(CeA) .

Remarque : |
Il ne vous a certainement pas échappé que ces deux propositiong.

caractérisent la continuité de f sur E.

3. 1) Q, est le demi-plan supérieur ouvert délimité par la droite
y=3. Ilest représenté par la partie hachurée de la figure ci-*

2) 11 s’agit de montrerque G estunetopologie. Celle-cicontielzlt |
¢ par construction. Par ailleurs, on remarque que UQ,, cR" !

neN

Inversement, tout point (x,y) de R? appartenant au demi
Q[r]—l on afﬁmc quc UQn = Rz. AinSi, R2 = UQ”_ Par Sulte| ,

nelN neN
R? appartient 4 o. Le premier axiome de Hausdorff est satisfait.
Il en est de mémedu second axiome puisque o est, par constri™ 4
ction, stable par rapport 4 la réunion. |
Arrétons-nous sur le troisiéme. Remarquons de prime 2
que si r et s sont deux entiers distincts on a clairement :

..plaﬂ

pord |
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(NQ =0

max(r,s)"*

Par suite, si 4 et B sont deux éléments non vides de & s’écrivant
A= U Q. etB= U Q. il vient :

ieKc?Z jelcZ
Ar‘\B=( U QEJ(\. U Q,
ieKcZ jelcZ
= U (Q;nQ)) = U Qupeo
(iekxled; (i, ))eKxLcZ?
La question est achevée.
3) On a sans peine:
{3}xN=R?

0

(G,ONG.0)] =Cp0y ={(x, 1) eR*: y<0};

F({G.0})
[Nx{—é—}} =C,.Q, ={(x,y)e]R2/y.§1}.

4) (R*,0) n’est pas séparé car ses ouverts (non vides) sont
d’intersection non vide. Par contre, il est séparable car il renferme
le sous-ensemble dénombrable et partout dense {3}x N.

5) )Ona:

A= {(x,y) eR?/y=—x*+8x—17=—(x—4)’ —1}.

C’est la parabole réguliére de foyer yA
(4,~1). -
_ 1) Ona: 0 : J?
A:'CR:Q_.={(X,}’)€IR2/.VS_]}' | T
6) Ona:
7(-1,2)={Q}.

7) Le voisinage € contient
'0Us les éléments de la suite (1,) & partir du rang
C .
elte suite converge vers (—1,2).

= 2. Donc,
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N

) Tout point (a.b) de R* admet un systéme fondamenty q
. . e
voisinages du genre |
{(Q,,} si beZ,

¥ (a,h)= .
{qb]} si begZ;
[h] désignant la partie enticre de b. Il en ressort aussitot que toy

voisinage pris dans % (a,b) contienttoute la suite a partir du rang

n, = ma.\'(O,[b]). On déduit que tout point (a,b) de R? est limite

de (u,).
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Sujet 10

. Donner les définitions d’un espace topologique localement
al ad B ’ »
compact, d’une composante connexe et d’un espace topolo-
gique localement connexe.

. Soit (£,7) un espace topologique séparé.

) Montrer toute partie finie 4 de E n’admet aucun point
’accumulation. ]
2) Que conclure ?

3) Ennotant A= {(x, X), X€ E} la diagonale de £ x E, montrer

ue A\A= @.
4) Que conclure ?

. 1) Caractériser les suites convergentes d’un espace cofini E.
2) En déduire I’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite

d’un tel espace.

4. Soit E un espace topologique satisfaisant le premier axiome de
dénombrabilité;
1) Montrer que tout point x de E admet (un autre) systéme

fondamental dénombrable de voisinages emboités (V) (i.c.:

vérifiant V. ¥V ,VneN)

2) Soit A un sous-ensemble non vide de E. Montrer que .
i) Un point x de E cst d'accumulation pour A si, ct scule-

ment si, il existe une suite de points de A \{x} convergeant vers x.
i) Un point x de E est adhérent a A, si et seulement si, il

cxiste une suite de points de 4 convergeant vers x.

Solution

1. Consultez vos notes ! | Y
2. 1) Si A4 est vide I’affirmation est évidente. Sinon, on procede
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par I’absurde. Supposons que A possede un point d’accumulag;
On écrit par définition : Allon j
v, e 7" (b) V,0(4\{b}) =4,
ré, toutes ses parties finies son fermées, ||
. en

Comme E est sépa
}) est un voisinage ouvert de b ne rencontry
nt

résulte que Cy (A \{b
pas A\{b}.Absurde!
2) On conclut que dans un espace séparé,toute partie ne

jouissant pas de point d’accumulation est nécessairement finie.
3) On procede par I’absurde. Si A\A n’est pas vide il contiep.
(a,b).11 en ressort que a et b sont distincts.

drait au moins un point
Comme E est séparé, on affirme qu’ils admettent chacun un
autre. Soient V, et W, ces deux

voisinage ne rencontrant pas I’
Il en résulte que ¥, xW, estun voisinage de

urde !
ment dit,A est fermée.

voisinages respectifs.
(a,b) ne rencontrant pas A. Abs
4) On déduit que A =A. Autre

E. On observe que tout point £ de E

3. 1) Soit (u,), une suite de

est de famille de voisinages :
7(8)={Y, —E\(A\{¢}), 4 finie}.

), Trois cas possibl

oS SC

Notons B I’ensemble des valeurs de (%,

présentent.
i) Si B est fini et (u,),est stationnaire de valeur princl _
v =E\(4\t)

oute partic finic A de E,lc voisinage 7

s éléments de la suite u,), S

te vers £.
¢ alors I¢ vmsmage

nts de 12 suite
corwefg"r

pale L,

alors pour 1

de £ contient tous le
nombre fini. Celle-ci est alors convergen

ii) Si B est fini ct (u,), est non stationnair

V,=E \(3 \{f}) de £ ne peut contenir tous les élémc
(u,), @ partir d’un certain rang. Celle-ci ne peut alors

vers L.
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iii) Si B est infini alors ¥V, = E\(A\{L’}) contient toute la suite,
sauf peut-étre un nombre fini de ses éléments. Il en découle aussitot
que £ est une limite de (u,),.

2) On déduit de ce qui précede que I’ensemble des valeurs
d’adhérence de toute suite de £ est I’ensemble de ses limites.

4. 1) Soitxun point d'un tel espace. Il posseéde par hypothéses, un
systéme fondamental dénombrable de voisinages que I'on note

(W.).La famille (V),), définie par V, = ﬂPK résout notre probleme.

i=l

2) i) Soient x un point d'accumulation de 4 et (V) une suite
décroissante de ses voisinages. L'ensemble ¥, N(A4\{x}) n'est pas

vide. On y choisit un élément x,. On construit ainsi une suite (x,)
convergeant vers x. En effet, si U est un voisinage de x, il existe
par hypothése un indice p tel que ¥, cU.D'ou:
VYneN: nzp = x,e¥V, clU.
La réciproque est ¢vidente.
ii) Si x estun point de A4, il y est adhérent. Par conséquent,
la suitc constante x, =x convicnt. Par contre, si x cst un point
adhérent 4 4 sansy appartenir, alors il en est d'accumulation. En

vertu du résultat (i), il existe une suitc de points dc A4 convergeant
vers x.

La réciproque est comme précédemment, évidente.
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Sujet 11

1. i) Citer I'xiome de Borel-lebesgue sous sa seconde versig
n.

i) lesquelles des deus assetions ci-apres est vraie :
a) Dans espace topologique toute partie fermce est compa
e .

b) Dans espace topologique toute partie compacte est fermg,
Soient R et § deux sous-ensembles d’un espace topologique

(E, 7).

1) Montrer que RUS ﬁ
2) Exhiber dans(R,].l) un exemple ot cette inclusion est stricte
3) Montrer que si RN S =¢ alors il y a égalité: 1’%’5‘5“ = RUS.
4) On suppose dans la suite que R et § sont fermés disjoints.
Montrer que :

i) F(RNF(S)=¢

i) F(RUS)= F(R)VZ(S).
5) En déduire que si la fronticre F(A4) d’une partic fermée 4

de E est connexe alors il en est de méme pour A.

3. Pour tout réel positif (ounul) » on pose:
Q = {(x,y) cR*/x*+y’ +4x—4y+82 rz}.
\{(0,0} et &€

On note 7 la famille constituée des ensembles @, R’

tous les éléments €2,.
1) Etant donné un réel positif r, décrire Q et rcprésentcf‘lc

sur un repere orthonormé.
2) Montrer que (R?,t) estun espace topologique.
[adhéren®

Z((22}) ¢

3) Déterminer la fronticre

{2y xZ.
4) En déduire la nature topologique du singleton {(-2, 2)}'
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5) Déterminer I’ensemble dérivé du segment 4 = {O}x[—] 0]

R , . 2 ¢
6) Montrer que ’espace (IR ,T) est séparable mais non séparé
7) Soient (,) et (v,) les suites de termes généraux u, = (n,n)
n ’

1 1 , . o
ot v, _-_(-— —J. Déterminer les limites et les valeurs d’adhérence de

y

nn

chacune d’elles.
8) Soit f: (Rz,t)%(R,].D la fonction définie par f(x, y)=5y.

i) Montrer que f est discontinue sur R2.
ii) Montrer que f n’est pasfermée.

Solution

1. Renseignez-vous !

2. 1) On a clairement :

RcRUS = RcRUS,
ScRUS = ScRUS.

D'oi RUS < RUS.
2) Enprenant R=Q et S =C,Q on obtient aisément :

QuCQ=gug=¢=QUGQ=R
On peut aussi prendre R=[-11[ et § =[I,2[ pour avoir :
["], I[U[fit — ]_l, l[ U]l, 2[ %+ [_1, l[u[]_, 2[ = [—l, 2] = ]'—1, 2[.

[ o ]
S e— e
a ) Seule reste & montrer I’inclusion R uS c RUS.Pour 6
€, on éerit -

9
TSRUS o RUSeZ(x) & 10er/xeQcRYS
0 - ’ 3 ;
Mme RAS est vide on déduit que QANRNS lest de méme ;
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donc, QC (‘,,_.(RK‘NS). Ainsi, il vient :
RUS = xeQc(R\S)U(S\R)

xeflcC
= ((R\S)eZ (x))ou((S\R) e 7"(x))

Autrement dit :
xeRUS = xe(}}u._";').

Ctest I’inclusion voulue.
4) i) On sait que F(R)CR et .j‘{'(S)C_S-. Comme R et §

sont fermés disjoints on déduit aussitot que leurs frontiéres le sop

de méme.

ii) En prenant compte de la question (3) on écrit:

f(R)u.f{'(S)=(§mE';§)u(§mE;S‘_)
=((§n€‘:§)u§)n((§nC£R)uCES)
=((Eu§)m(5;§u§))n((ﬁu5;§)m(CERUCES))

=(Rus)mCERmcES=(EGE)n(CE RAC, S)
=(ﬁ)n(cg(§u§))=(§_J§)ncg[m)

-_-(RuS)nCE(RuS)=ﬁ:'(RuS).

5) Si A n’était pas connexe il admettrait une partition fermée
(L, M). Il en résulte a la lumiére de la question précédente que -

{ﬁr(A) = F(LUM)=F(L)VF(M),
FUL)NF(M)=4.

Autrement dit, la frontiére Z(A4) n’est pas conncxe. C’est €D

contradiction avec les hypothéses.

3. 1)Enécrivant:
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x? +y2 +4x -4y +8=(x+2)* -!~(y—-2)2 >pt.
on déduit aussitdt que Q est le plan tout entier privé du disque
ouvert centré¢ en A(-2,2) et de rayon r. Il est représenté (pour
»>0) par la portion du plan hachurée dans la figure ci apres.

%

~ky

7

2) Remarquons de prime abord que pour tous réels positifs r
et s ona:

Q NQ =Q e 32 YR =, -
A présent, on rappelle que (R?,7) est un espace topologique si
T satisfait aux trois critéres de Hausdorff. En effet, le premier de
ces axiomes est vérifié puisque ¢ et R” sont dans t:le premier par
construction et le second grace a ’égalité¢ R = Q.
Par ailleurs, si (€2,),. g €St Unc sous-famille de t on obtient :
UQ, =Quie7

red
Ainsi, le second axiome est satisfait. .
Enfin, Le troisiéme axiome est satisfait car, a la lumiére de la

remarque ci-dessus, t est stable par intersection ﬁme

3) On a clairement {(—2,2)} ={ (-2, 2)} et {(-‘2, 2)} ¢. D’ou:

67



— e —

F({-2.2})={-2.2}\{(-2.2)} = {(-2.2)}.
D’autre part, on remarque que !

VrelR, €, (‘\({-Z}X%)?&(b.

o 7 ost Dar '
Donc, I—--Z} x 7, est partout dense, autrement dit, {-2}x7Z =R’
'__)H) TN e Tt (Y1 " '
4) {( ...-)}c..sl fermé, car coincidant avec son adhérence

5) On remarque que :
ANQ g = {(O,-—l)};

AN, =4, Vr>\/l_§.

Il en résulte que A' est le disque fermé centré en (=2,2) et de

rayon \/ﬁ privé du point (0,-1).
6) Le sous-ensemble dénombrable {—2} x 7, est, d’apres ce qui

précéde, partout dense. On conclut que (R?,1) est séparable.
Par contre, on remarque que deux points distincts pris dans tout

ouvert (2, ne peuvent avoir (du fait que tous les ouverts se rencon-
trent) de voisinages disjoints. Donc, (R?,T) n’est pas scpare.

7) Rappelons de prime abord cette définition :
!ig;m,, _¢ & VYV, e¥(¥4) In,
sent, commengons par (u,).Soit £(a,
} est un systeme fondam

(I/})eN/VneN:nZnO::»u"eV,
A pré b) un point de R*

' d
La famille V(f)z{ﬂ P ental d¢

ses voisinages. Ona:

u” € Q"(a-a-ij +(b-2)z

& (n+2)2+(n-2)22(a+2)2+(b—2)2

o 2’ > (a+2)° r(b--2)" -8

Deux cas S€ présentent : »
i) Si \/(;H-Z)z +(b-2)" <8 il suffit de prendre 7 =0.
alors limite de (u,)
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ii) Siﬁ+2)z+(h-2)2>s/§ alors il suffit de prendre

(a+2) +(b-2)
N, = —4 |+1. £ est encore limite de (#,). On

2

voit en conclusion que (,) converge vers tout point (a,b) de R
Abordons la seconde suite (v,). Au vu de ce qui précéde on

ecrit :

1 2 I : 2 2

& %2(a+2)2+(b—2)2—8 (*)

On distingue deux cas :
1) Si \Ka+2)2 +(b-2)° S\/g alors il suffit de prendre n, =1.
Le point £(a,b) est alors limite de (v,).

i1) Si \/(a—i- 22 +(6-2)" > J8 TI’inéquation (*) a pour solutions

2
tout enti | n tel i . Autrement
ier naturel »n tel que » \[(a+2)2 +(b—2)2 _g

dit, ne peut contenir qu’un nombre fini d’¢léments de

Jla+2) 1(b-2)?

(v,). 1l en ressort que £(a,b) n’est pas limite decette dernicre. En
résumé, (v ) converge vers tout point (a,b) du disque ferme

D((2,—2),J§) de centre (2,-2) et de rayon \/g
alcurs d’adhérence

Enfin, il est immédiat que ’ensemble des v :
R* pour

d v < . 2 .
¢ chacune des deux suites est 1’ensemble de ses limites :

(,) et D((z,-z),Js_;) pour (V,).

5 1) Soit (X,,¥,) un point de R*. Etant donné u
On a;

nréel €>0
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3
Cet ensemble ne pouvant contenir aucun ouvert €2, n’est py 0

_f'"l (-]5__1;” —&,5y, + 8[) =R x]yu _E,yn E 2_[

voisinage de (x,,),)- Donc, /* n’est pas continue en (x,, y,).
i) L'image /(Cq())=]515[ du fermé Cp, () nest p,

fermée. Donc, f n’est pas fermée.
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Sujet 12

( Montrer qu€ si une partie 4 d’un espace topologique (E,7) n
. X . . 5o ’ e
possede pas de point isol€ il en est de méme de son adhérence
A
7. Soient U et V deux ouverts non vides d’un espace topologique
E.
1) Montrer que si U et V ne se rencontrent pas alors 5 et "V_

font de méme.
2) Montrer par un contre-exemple que cette affirmation peut

ne pas étre vraie si U et ¥ ne sont pas ouverts.

3. Soient (E,7) un espace topologique, AC E et 1, la fonction

indicatrice de A définie par :

L () 1 si xe A,
bk
A 0si xgA

On considére 1, comme une application de (E,7) dans (RH)

1) Montrer que 1, est continue en un point @ de E si et seule-
mentsi o n’appartient pas  la frontiére F(A).
2) En déduire que la fonction de Dirichlet’ ¢: (RH) - (R, )

donnée par -
0 si xe@Q,
(p(X) E ] si X€ C]]{Q’

C8t dicrruns:
discontinye e tout point de R.

! sduire le
%) En notant 7 Ia topologic codcnom R,de

brable de

Sous.. t continuc.
Sensembe de R ou la fonction @ (R,7) (R'H)CS

\
5.
oh
4 Peter Gustay Lejeune Dirichlet (1372

Alle
mand, 4’ ori e
'“Ccaniquc_ gine Belge. Ses travaux p

) § Mathématicien
|'algebre ¢t la

/1805-5/5/ 1859
rtent sur I’analyse;
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4) Donner unc condition nécessaire et suffisantepour
Que |
1

soit continue sur E.
Solution

absurde. Si A possede un point isolé b on

1. On procede par I
de ce dernier qu’il existe un voisinage y
h

affirme par définition

de b de telle sorte que E(‘\Vh :{h}. Il en ressort que V, doit rep

contrer A et il ne peut le faire qu’en b. Ce dernier est alors un point

isolé de A. Absurde !

2. 1)Onaa montrer :
UnvV=¢ = Unv =¢.
On procede par I’absurde. Supposons que U NV soit vide sans

AV le soit. Soit a un point de cette
Par suite,
t donc un ouvert W de te
W AU est un ouvert non vide
dhérence des points de

derniere intersection. U

U AV est, lui aussi, un
lle sorte

que U
et V sont alors de s€s voisinages.

voisinage de a. Ce dernier contien

que aeW C 7 ~V. 1l en ressort que

ne pouvant rencontrer ¥ .Cela contredit 1'a

wal.

2) Lecasde Q ct C;Q dans i
QNC,Q=¢ mais QNC,Q=R.
arties propres disjointes U
€ UnNV = E.

espace usuel (]R”) est édifiant.

On a bien

On pe
et ¥ d’un espace grossier (E,7), puisqu

ut aussi citer le cas de deux p

3. 1) La condition cst nécessaire :
On procede par I'absurde. Sup

et que celui-ci soit dans

soit continuC en

posons que 1,
e tout

F(A). llen découle qu

rencontre,  la fois, 4 et CgA. O, si I'on sup
£ <1, on établit grace

posc
ala

un point X,
voisinage V de X,
1,(x,)=0 etlon choisisse £ tel que 0<
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" T4 : - =1
continuite de 1, en X, que 1, (]—8,8[) est un voisinage de x. n
A 1] €
rencontrant pas A. Celaest en contradiction avec notre h

L ypothése.,
On conclut done que x; nest pas dans la frontigre .77 (A)

Le cas 1,(%,) =1 mene, par analogie, 4 Ia méme conclusion.
La condition est suffisante :

Si x, n'appartient pas a % (4), il est alors ou dans 4 ou dans

o

(174. Supposons qu'il soit dans A Il s'en suit que 1 Ax)=1et:
Ve>0 1,7 (]1-g,1+g[)={‘4 Pl
E sie>l.
A et E ctant deux voisinages de x,, on conclut que 1, est continue
enx,.
Avec un raisonnement analogue, on arrive 4 la méme conclu-

—

sion dans le cas ou x, est dans C, 4.
2) Cestbien le cas car p =1 q et F(GQ)=R.
3) @=1,q est continue sur :
G (FGQ)=C, (E,J_Q}r\@) =C, (RNQ)=GQ.
4) 11 faut et il suffit que F(A4) soit vide, ce qui revient a dire
4U¢ 4 doit étre a Ia fois ouvert et fermé.
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Sujet 13

._]..m_,a] et on note Y = {fa,ae]m
f.

1. Pour tout réel @ on pose Iy

Soit 7 la topologie engendrée par Z78
1) Préciser les formes des ouverts et des fermées de (R, 7).

2) Donner les frontiéres et les ensembles dérivés des partie
A={-51}, B=]-5.1] et c=N.
3) L’espace (R,7) est-il sépar

Justifier.

&7 séparable? compact? connexe’

2. Soit E=E, xE;%...% E,un produit de p €spaces topologiques,

muni de la topologie produit.
1) Montrer que pour toute partie A X A, XX A, de E ona:

7 P
1) ];[A,':QA:';

—
P P o

i) []4 =T[4

i=l i=l

éduire qu’un produit est fermé si,

ct seulement sl,

2) En d
chacun de s€s facteurs 1’est.

3) Montrer que pour
chaque E; le soit.

que E soit séparé il faut ct il suffi

3. Soit (E,7) un espace topologique séparé. Démontrer que

1) Toute partie finic A de E est fermee.

2) Un point a de E est un point d'accumu
B de E si, et sculement si, tout voisinage de a renco

unc infinité de points.
3) I’ensemble B' des st ferme:

lation d’uné parti
ntre B

points d’accumulation de B e
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Solution

{, 1) Unouverl €2 de (R, 7) est par construction, ou vide oy gat
' de la forme: ,

J-oo,max 4] si supae 4,

Q= U 1‘,=J]-—oo,supA[ Si supAg A,

acAcR

R 1 sup A = +oo,

Il en résulte aussitdt par passage aux complémentaires qu’un
ermé F de (R,7) est ou vide ou est de 'une des deux formes

F:]a +oo[ ou F =[b,+oo[, a et b étant deux réels quelconques.
2) On a conformément aux définitions requises :

F(A)={-5,1} \{—g,l} =[5 400 \ g =[5, +0];

Z(B) =]-5,1[\]—§,1[ = |5, +0[ \ ¢ = ]-5, o0 ;

F(C)=N'\N"=[0,+0[\¢=R,.
3) Tous les ouverts de (R,7) sont deux a deux concourants.
(R.7) est de ce fait non séparé. 11 cn résulte que ce dernier est
“onnexe et non compact.

: - ; est
Par ailleurs, il est aisé dc constater que Z = R. Donc, (R,7)
SCparable.

2 Li) Soit (x,,X,,...,x ) un point de A . Pour tout voisinage V;
’ seeny X )y
dC xu On a:
e GxexVyAd= 0 4)x..x(V,04,)# 4
Vnd #¢,Yi=12,.., P
DOnc, _ 5

P
X ‘ : i
€45 par suite, 0I5 AN, 1 - HA‘
=
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B e
versement, si (¥ X2re- X | l
[nversement, S (x5 %55 ,X,) € A,, alors pour tout ing;
] mdlCe

ie{l.2....p} ona X e A. Donc:
\44 e ¥ (x) V.n4 ¢, i=12,..p

Par suite :
(V;szx...pr)F\A # .

I
P

D'ou (x,,xz,...,xp) € HA,..
i=l

ii) On a par définition:
,xp)e;l &5 Ae%((xl,xz,...,xp))

(X5 X350
— A,.e%'((xi),z&l,...,p
& x,.eA,.,i-:l,...,p

P_ o

— (x,,xz,...,xp) eHA.

i=l

D’ou 1’égalite.
2) En cffet, en vertl de 1a relation (i) ci-dessus on a:
P [

f]A,.fermé & ﬁA,.=ﬁA,. & HA,.:]’[
i=1 j ' i=l

i=l i=l

o A =4 Vi=1..

ns que E soit séparé. S1 X, et Vi

3) Supposo
Xy » Xip+127"7

distincts de £, alors pour tout point X' = (X5 X220

P
de I_[ B, 1 existe un voisinage €2 pour (x> Xzse %>

i=lirly
autre €' pour (x,,xz,...,yju,...,xp) tels que QNS =
et Q) peuvent étre pris de la forme §2= vV, xV, et 2'= Vi %72
v, e 7 (x, A e I e?'(y,) et V,'€ 7 (x") il yient:
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ONQ'=¢ = V.V \)xWV, AP ) e YR
Donc, E, est séparé.

La (,CmdlllOIl est suffisante.

Si -r:(xl-‘x2""’xp) ct y=(y.,y2,...,y,,) sont deux points
distincts de £, il existe un indice i, de {1,2,..., p} tel que X, # ..
Comme E, est sépar¢, on peut alors trouver deux voisinages

disjoints, V pour x, et W pour Y,,- L en résulte aussitot que :

Q,=ExE,x..xE_, XVXE, , x.xE
Q,=ExE,x.xE_xWxE,_ x..xE,,

sont des voisinages disjoints de x et y respectivement. Ainsi, E
est sépare.

3. 1) Posons A={a,,a2,...,ap}. Pour que A4 soit fermée il suffit
que son complémentaire C,A soit ouvert. Pour ce faire, £
¢tant séparé, il existe pour tout x de Cp4 et tout @, (1<i< p) de 4

deux voisinages ouverts disjoints ¥, de a; et W' de x. En posant
P P .

Vo=, etw, =W, on constate que :
! I

) W_estun voisinage ouvert de ouvert d¢ X,
i) 7, estun voisinage ouvert de ouvert de A,
Iif) e W =4
I cn résulte que C,. A, contenant W, est lui- méme voisinage

U la question |
: un de ses
2) Soient a un point d’accumulation de B etV

VOis. rendre ¥, ouvert.
mages On peut sans restriction de générahtc p e
{a}) était fini il serait ferm

de x.

B (au demeurant distinct de

7



r

6 Clestd fortiori le cas de V, ﬁ(B\{ })
o a
A

du fait que E est sépar
en résulterait que -

g o (B a})) =Y. N Ce(BMel).

ost un voisinage ouvert de a ne rencontrant pas B\{a}. Cela
. " r ", " ' eSt
contradiction avee la définition de a. h
La réciproque est évidente.

3) Il suffit de prouver que C.B' est voisinage de chacun ¢;

. x estun point de C.B'
sinage ouvert V. de x ne rencontrant A quenun
nts. Il en résulte que tous les points de V, ne
Jation pour B Autrement di,
t voisinage de X.

ses points. S il existe, d'aprés la deuxiém

question, un vol

nombre fini de pol
stre des points d'accumu

peuvent pas
dans CB'. Donc, €€ dernier €S

V. est inclus
L’exercice est achevé !
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Sujet 14

{. Soit £l =» F une fonction d’un esp

un autre (F, A).
1) Montrer que :

ace topologique (£, T) vers

f estouverte < VAcCE f(;l)c_f'(A)_
2) Montrer que :

f fonction est continue et ouverte < VBc F ()= 77(B).

3) On suppose a présent que f est surjective, continue et
ouverte. Montrer alors que si £ est de Baire®, F I’est de méme.

2. On munit I’ensemble des nombres réels R des trois topologies :
I'usuelle ” , la codénombrable o et la cofinie 1.

I) Caractériser les fermés des espaces (R,0) et (R,7).
2) Montrer de deux maniéres différentes que [’application
identité Jdf, :(R,].,) — (R, 1) est continue sur R.

3) Montrer que I’identité idy : (R,0) —>(R,
sur R,
4)

' ) est discontinue

Soit (u,), une suite de (R, o). Pour tout réel a on pose :
V,={u,/u,#a}.
) Vérifier que GV, est un voisinage ouvert deadans (R, o).

) En déduire que toute suite convergente dans (R,o) est

") Montrer que I’identité idj, : (R, o) -->(IR,H) est séquentiel-

lem
Cnt Continye sur R.

6,

Reng ny. . | ;
Bor:| BTrc (2 I,/ 1/874-5/7/ 1932) : Mathématicien frangais. II_ esctl av;gbﬁ:“:is
206% i L"bCSguc, un des mathematiciens Frangais ¢u
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| F
iv) Que conclure ?
3. D) Soient 4 et B deux sous-ensembles compacts d’
séparé (E,t). Montrer que AN B est compact 4N Espage
2) Soit (K;),, une famille de parties connexes d’un es
.. - pace g,
). On suppose qu il existe un indice i, de I tel ’
- u :
viel K,nK, #¢. e

Montrer de deux manieres différentes que la réunion U K
i Gt

iel

pologique (£,T

connexe.
Solution

rt de F, inclus dans

1. 1)Si f est ouvertealors f(;l) est un ouve
dans E. Dott: f(A) < f(A)-

f(A), quel que soit A
vert de E alors A — A etdonc:

Inversement, sl A estun ou

F(A) = f ST A

Par suite, f(4) est ouvert.
t nécessaire. En cffet, on sait que -

B f B

Donc, f(A) = f(A).
2) La condition €8

f est continu¢ < VBc F

(")
[f#'u(B)) est ouvert dans F. D°

Maintenant, si f ouverte alors if.

cllec est continue on éerit:

0

f [f"‘ (B)} c (/7 ®)< B;

plus, si

ce qui donne:

**) el (B).
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conjonction des inclglﬂsions (*) et (**) donne T
La condition est suffisante. Elle assure d'abord Com:n erchée.
. sy ! X . ’ i i y e .
|a continuite de f. D’autre part, Si B est un ouvert de F alslgnale,
% alors:

b [??B‘i] =/(/(B)>B=B

La

8

par suite, /(B) c f(B).Ainsi, f(B) est ouvert dans F.

3) Rappelgns d? prime abord qu’un espace est dit de Baire s'j]
est séparé et s la réunion de toute famille dénombrable de parties
Jintérieurs vides est, elle-méme, d’intérieur vide,

Soit (K,),.x une suite de fermés d'intérieurs vides de F.La
continuité de / assure que G, = ' (K,,) est fermé dans E, quel que
soit lindice n dans N. De plus, f étant continue et ouverte, on

déduit que:

G,=f"(K)=1"(K)=1"#)=4.
Ainsi, on a trouvé dans l'espace de Baire E une suite (G,),.y de
fermés d'intérieurs vides. Donc, leur réunion est, elle-aussi,
dintérieur vide. D'otut:

0

¢=f(¢)=f(U_a]=f[Uf"(K,,))=f f"( NK"J

nelN neN

Comme f est continue et ouverte, on peut €ncore écrire:

o=1 f"(L"_JK"] =f f‘[LJ{K]

neN

Enfin 74 :
M, f étant surjective, on obtient:

¢=f f—I(UK") ="LEJ‘K"'

nelN
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Donc, F est de Baire.

2. 1) On a succinctement:
F fermé dans (R,o) < CpF ouvert

&> C3 (CyF) = F dénombrable,
F fermé dans (R, 1) < CgF ouvert < CR(CyF)=F
= Ini,

2) i) L'identité idy : (R,|]) = (R.1) est continue car la topolog
gie

usuelle || est plus fine que la cofinie .
‘ ’ii) [ "affirmation est vraie car I'image réciproque de toy
fermé de (R,t) (donc fin) est finie, donc fermée dans l’espac.:
sépare (RH)

3) L’identité ide, : (R,0) —)(R[I) n’est pas continue sur R car

o n’est pas plus fine que la topologie
réciproque de tout

dénombrable, donc

la topologie codénombrable
usuelle ||. (On peut aussi voir que 1’image

intervalle ouvert est de complémentaire non

non ouverte.)
4) i) GgV, ctant de complémentaire deno
ent a celui-ci en

mbrable, cst ouvert
ouit d’un yoisinage

.

dans (R,oc). Commc¢ il conti

ouvert.
ii) Si unc suite (x,) de (R,o) converge vers un po

C.V, (tel que défini ci-dessus

int a alors
; . ;8 0
il existe pour lc voisinage ) un rang

n, tel que:
vneN: nzn, = x, € CgVy

c’est-a-dire :
vneN: nzn, = X, =&

ce qui signific que (x,) cst stationnaire.

iii) Toute suite convergente (X,) de (R,0)
t de méme dans (]R,H)

"
étant stationn?

: 2041 . lle
son image par I’identité l’¢s - donc, ©
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Lonverge: Ainsi, idy: (R,O)%(R.m est séquentiellement continu
e.

v
g » oIt CC
qu elle ne 8¢

) Une fonc.llon peut ¢tre séquentiellement conti
yntinue ! ntinue sans

'] M NN est sépar¢ par hérédité. Par ailleurs, si (F)_, est
H - > A Lo LB : : i une
de ses familles de fermés d’intersection vide celleici le rest
ns chacun des compacts M et N. On peut en vertu de l’axioS .
s O 59 Q >y : m
de Borel-Lebesgue (sous sa seconde version !) en extraire une souz
gamille finie d’intersection vide. Donc, M NN est compact
2) Si f:UK‘. — F= {a,l)} est une fonction continue, ou F
iel
un espace discret, chacune de ses restrictions f a K, est, elle
i I ’

da

est
aussi, continue. Comme c¢ dernier est connexe, f, est constante

D'autre part, tout K, rencontrant K, or déduit en supposant (par

exmeple):
Jx (X)=a Vxek, ,

que :
vxe| JK, Viel f(x)=fi,()=/fy, (¥)=a
iel ’ y
Ainsi, f est constante. On conclut consé¢quemment que UK,. est
el
connexce,

On peut procéder par 1’absurde. Supposons que UK _n’est pas

iel

€ : :
mexe. Il existe alors deux ouverts non vides ¥ ¢t W tels que:

’J&cVuW, (1)
jK,.meW=¢, 2)
Jj!{inV:U(Kl.nV)atd), (3)
jKinW;D(K,ﬂW)id’- (4)
o
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A

I en ressort que chaque K, vérifie les relations (1) et (2)
. Co
m

ilest connexe on

ment dans V" ou dans W. C’est le cas en particulier de K
' que |’

1
suppose

indice i, de / tel que
Or K et K, sont d’intersection non vide, donc, K, rencontre 3 |,

fois V et W. Celaesten contradiction avec sa connexite !

84

déduit qu’il est nécessairement inclus 0
eXc]usivE

contenu dans V. D’autre part, on tire de (4) qu’il ex; |
K "W # ¢. On déduit aussitot que KISte Uy |
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Sujet 15

On considére dans Iespace usue] (]RH)

les Ci

| Ing sous-ensembles
3g par

donnes [

A=[37[; B=[4,8]; Cc= {1,2,3}u]_5,0[;

D ={1,2,3}U[=5,+o0; E={1,2.3}0[-s,0].

Lequel d’entre eux est compact et connexe ?
connexe ? Connexe et non compact ? Non compact

Justifier.

Compact et non
€t non connexe 7

2. Soit f:(£,7) = (F,0) . Démontrer que les deux assertions
suivantes sont équivalentes;
i) f/ est continue sur £,

i) VACF, £ (A < f7(4).

3. Soient £ ={a,b,c, d}etF = {1, 2,3,4}.0n les munit respective-
mentdes topologies :

= {¢,{C}, {b, C},{a,b,C},E} et 0= {d),{l, 2},{1,3},{], 2,3}’ F},
Soient f:(E,1)— (F,0) la foncti on définic de (E,7) vers
J(@=f)=2f(c)=3f(d)=4
“8:(F.0)— (E, 1) la fonction définie de (F,0) vers (E,t) par:
, g)=g(2)=a;g3)=c;g(4) =d.
! ! Déterminer les familles de voisinages 7 (a) de a, 77(b) de
170) de 2. .
%2) Déterminer les systémes fondamentaux de VvOISINages
3)) de 2 et ¥ (a) de a.
4 Montrer que f est discontinue en b.
ontrer que 1a fonction g est continue en 2.

5 .
) Ontrer que la composée go [ : (E,T) (E,7) est continué
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D

en b.
6) Que conclure ¢

4. Soit (E,7) un espace topologique. Montrer que les deux g
er-

tions suivantes sont équivalentes:
i) E est connexe.
i) Il n'existe pas

un espace discret £ = {a,b}.

de fonction surjective continue de (E,7) dan
’ g

Solution

1. Ona:
A=[3,7[: est connexe car c’est un intervalle et non compact

car il n’est pas fermé.

B= [3, 7] . est connexe car c’est un intervalle et est compact car

il est fermé et borné.
C ={1,2,3}U]-5,0[ : est non connexe car c¢ n’est pas un inter-

valle et est non compact car il n’est pas fermé.
D={1,2,3}U[-5,+o0[ : est non connexe car ¢

intervalle et est non compact car il n’est pas borné.
E={123} U[-5, 0]: est non connexe car ¢€ n’est pas U

e n’est pas ub
n inter-

valle mais il est compact car il est ferm¢ et borné.

oit continue sur E. Pour tout point 4 de £

2. Supposons que [ s
ge &

I’image réciproque de tout voisinage de f(a) est voisina
a. Soit A une partic de F. On distingue deux cas possibles -

o Si f(EynA=¢ alors f~'(4)=4¢ et donc I’inclusion posct
est triviale ¢ = /7' (A).

e Si AN f(E)# ¢ on écrit :
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7;1—(-:1—) - /—'(E) — Ck-fq(;f-) = Cr;fhl(A)

& fN(Cod)c 1o (23 A).

. il nous suffit de montrer la derniére 1nclus1on Pour ce faire,
Ans

3 observe qug si x estun pointde /[ (C rA) son image f(x) est

Jors dans CFA. Il en ressort que C-A4 est un voisinage de Fix)

or. fest continue en x donc f7'(CrA4) est un voisinage de x.

(4]

. -1 \ . .
surement dit, x est dans /7 (Cr4). D’ou Iinclusion !
Inversement, supposons réalisée I’inclusion en question.
Soit x, un point de £ et V (U des voisinages ouverts (le
mrendre ouvert,comme vous le savez, n’entrave en rien la généralité
durésultat !!) de son image f(x,). On a aussitot :

7 mﬂ))=f"(m)c_;f"(V,m,)-

Dou f "(Vj.(x”))= f“(Vf(xo)).Ainsi, f "(Vf(xﬂ,) est un voisinage

ouy 1
lvert de Xp- f est alors continue en X,

)Ona sous Je contrdle de la définition d’un voisinage:

V'(a)z{{a,b,c},E},
7°(b)={{b,c},{a,b,c},{b,c.d}, E},
7'(2)={{1,2},{1,2,3},{1,2,4}. E}-

Ong W(a)-{{a b c}} et 7”(2)“{{ }}

) on "est
" fb)=2, On remarque que /~ ({ }) 1 af
Ois;j t.
9 "agede b. Dong, / n’est pas continue en ¢¢ poin

*Méme, Ona g(2)=q, Comme g ({a,b c})= (L2 2
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onclut que g est continue en 2

est un voisinage de 2onc
5) Ona (gof)(b)=a Comme (go/) " ({a.b,c})={ab |
»“,C eSt

un voisinage de b, on affirme que go f estcontinue en b
6) 11 découle de cc qui précéde qu’une composée de fonct
ue 'une de ces fonctions ne le soit o

peut €tre continue sans q

4. i) = 1)
Supposons E connexe. gi une telle fonction f existait le sous

ensemble f~ ({a}) (par exem

de E. Celaesten contradiction a
i) = 1)
Si E estno

La fonction f:E—>{

ple) serait un ouvert et fermé propre

vec la connexité de ce dernier.

n connexe il admettrait une partition ouverte (4,B).

a,b} définie par:

a si xeAd,

f(x)={bsi xeB,

est alors continuc €t surjective. Absurde !
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Sujet 16

ient / ot B deux sous-ensembles d’un espace séparé F
( At - .
[ \1) \fontrer que si A et B sont compacts alors 4 est de

On suppose que e sont connexes et A rencontre B

vontrer alors que AU B est connexe.

. ) ]
On considere dans I’espace usuel (R, [) les sous-ensembles

2. 1)
suivants )
1-Qu{Va); B= |22 W N2 0 =(-V2, 42}
Lesquels d’entre eux sont compacts ? Relativement compacts ?

Comnexes 7 Complets ? Justifier.

2) Démontrer que toute partie infinie A d’un espace compact

(E,) admet un point d’accumulation.

3. 1) Etant donné un sous-ensemble non vide A d’un espace
topologique (£, t), montrer que :

i) A= AU.F(A);
1i) 5:(«4) = -g",-(CEA);

i) £ = AU.F(4) UC,A.
) 1) Citer le théoréme de« passage des douanes (en connexite).
1) Démontrer-le.

4, Q. ;
Soit £ (E, 7) —(F,o) une fonction d’un espace topologique
:SE’T)' Vers un autre (F, o). Démontrer |’équivalence des deux

) VACF, (e I (A,

Y VB<F, 77(B) < £ (B).

89



.

P

Solution

et cénare tréditd i
1. 1) AU B ests¢parc par hérédité. Par ailleurs, si (€)) e
iel ¢ uh

de ses recouvrements ouverts celui-ci recouvre alors 4
et p

étant compacts, I'axiome de Borel-Lebesgue
‘ p

Ceux=Cl
Crmq

d’affirmer que .
31, c1/Ac|JQ,: 3hcl/Bc|JQ;

iely iel,

I, et I, étant deux parties finies de /. Il en ressort que :
31,ul,cl:4uBc |J Q.

iely

Comme [, w1, est fini I’axiome de Borel-Lebesgue est satisfait et

donc. A\ B est compact.
2) Le sous-ensemble C =4
Bc BuCcB.
On déduit que BUC est connexe. Comme il coupe A on conclut
aussitot que AU (B uC)=(4 wUC)UB=AUB est connexe.

Remarque
On peut mener unc au

Si AW B était non conn
Het M de E de telle sorte que .
'(AuB)cHuM, )
(AUB)NHNM =4, (2)
(AuB)nH=(AﬁH)u(BnH)¢¢, (3)
=(AnM)u(BnM)¢¢. (4)

Il en ressort aussitot que les deux connexcs A et B vérifient
les conditions (1) et (2). On conclut alors que chacun d'eux &
exclusivement inclus ou dans £ ou dans M. Les conditions (3) ¢
(4) excluent I"éventualité qu’ils soient tous deux dans 1’un des ol
ouverts. Si on opte pour A< 1 et B — M on déduit que BNHAZ=Y
Ceci ne peut pas avoir lieu puisque I'ouvert H contient des
adhérents 2 B. C’est la contradiction cherchée !

A B est non vide et vérifie :

surde en ces termes.

tre preuve par 1’ab
deux ouverts non vides

exe il existerait

-

(AUB)NM
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3. 1A n’est pasfermé doqc il ne peut étre n; complet nj compact
' Deplus,il n’est pas relativement compact puisque son adhérenc.e
7=R n’est pas compacte. Enfin, il n’est pas connexe car ce n’est
s un intervalle. |
B n’est ni complet ni compact car il n’est pas fermé. Par contre
| est relativement compact car son adhérence B= I:_Jf \/5] est

compacte. Enfin, il n’est pas connexe car ce n’est pas un intervalle.
Cest compact car 1l est fermé et borné. Il en ressort qu’il est
relativement compact et complet. Enfin, il n’est pas connexe car ce

n'est pas un intervalle.
2) On procede par I’absurde. Supposons que A ne posséde

aucun point d’accumulation. Autrement dit, pour tout point x de
E il existe un voisinage ouvert ¥, de x tel que ¥, N 4 soit fini. Il

en résulte que la famille (V) _, constitue un recouvrement ouvert
de E£. Comme celui-ci est compact on peut en extraire un sous-
recouvrement fini (¥ ), . D’ou :

A=AmE=Am[OV_ﬁ]=O(ArV,'_).
i=lI i=l

]J
On arrive ainsi 3 une ¢galité entre A infini et U(A V) fini en

i=l
0t que réunion finie de parties finies. Absurde !
* 1) On a clairement:
) AUZ(4) = AU(A\ A) = 4;
) F(C,4)=C, ANC,(C,A)=C,ANA=F(A);

li) 40.7(4)UC, A= AUC,A=E.

) i) Théare
coréme ouanes » :
Dang by de « passage des d : ensemble connexe
€Space topologique (E£,7) si un sous

ren ; - lors il
“Ontre une partie 4 et son complémentaire CyA, a

renc
Onh-e . .
necessalrement la frontiere FA.
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ii) Preuve: &
On proceéde par ['absurde. Supposons que NFAd=4 [

résulte qussitot que .

B=BmE=Bm(ﬁu%AuCEAJ:(BmA)u(BmE;) |

&

b
|
|
;
!
1

SEESN———

| |

Les de
De plus, elles ne sont pas vides

b2 ANB=(AVTAHNB=(

¢¢a08=[auf(ca-A)JmB {&;% B)u(fu)ns)

ux parties Br‘\;I et BNC,A sont ouvertes dans (B ; )
car : =
UNB)U(BNFA) = ANB;

=C, AN B;
On déduit que B, partitionn€é par ces
pas connexe. C’est en contradiction avec les hypotheses.

deux ouverts non vides, n'e|

4, i) = ii)
Pour tout sous-ensemble Ade Fona:
f"[E,?ﬁ]cf"(cFA) & f7(Ced)cCef (D

o C.fAcC (4
& A

e e e sy $ e

ey e

i) = 1)
On a de méme :

FCA </ CoA) & Cof (A) < f7(Cr A

& C [ (A) cCef (D
@f"(g)ch(A)
Remarque : Ch . , o
de f su:l E. acune des deux assertions caractérise la continu!®®
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Sujet 17

ter la définition d"une propriété hérditaire ey ¢y
yariant topologique. Exhiber une de ch aque ed’un

]_C

in
), émontrer quun espace topologique (£,7) est s¢pare s;
' ' ' , €
seulement S, la diagonale de Ex E est feriids, t

Soit (E,7) un espace topologique. Montrer que Jes deux asser
dons suivantes sont équivalentes: -
) E et ¢ sont les seules parties de £ i la fois fermées et

ouvertes.
ii) II n'existe pas de fonction surjective continue de (E, 7) dans

mespace discret F = {a, b}.

4, Démontrer que toute suite infinie (x,) d’un espace topologique
compact (E,7) admet une valeur d’adhérence.

Solution

L. Courez 4 vog cahiers !

2‘ .
Notons A = { (x,x)e EXE } la diagonale de EXE.

b iposons que E soit séparé et montrons que C, A st ouvert
n . ’
EE s (x,») est un point de C, ;A alors scs coordonnees

T et o .
- 7 sont distinctes dans 1cspace séparé E. Il existe donc un

it f;ge /. de x et un autre W, de y tels que V. AW, =¢. Par
"Uisi;]axxm < Cp,zA. On en déduit par absorption que Creh st
ge d

¢ ¢ (x, »).1l est donc ouvert et A fermée.
gy 0 idérons deuX
elnem .q‘fement, supposons A fermée et const - Ga
C’-':ed Slincts x e y de E. Il s'en suit que (x,y) ©8 i
¢ dern; , isinage
dernier ¢tant ouvert, il est par conséquent P
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wad

n résulte qu'il contient un voisinage ¢lémentaire p
4
Vi

(x. ) Ile
voisinage de x et I, celui de y. D'ou V. nw _
; X -

y =9

avec V, comme
Ainsi, E est sépare.
3. i) = i)

Si une telle fon

ensemble ({a}) serait ou
e ni vide ni coincidant

ction f: (E, r)—-)Fz{a,b} existait le sou
vert et fermé dans (E,7) sans poy
avec E. Clest en contradiction

autant €tr
avec les hypotheéses.

i = 1)
Si (E,7) admettait un sous-ensemb]e propre ouvert et fermé 4
1a fonction f: (Es r)—>F ={a,b} définie par :
L _]a si x€ 4,
A {b e CA,
Absurde !

ective €t continue.

4. On procede par |’ absurde. On sait que I’ens
d°adhérence dc (x,)est A= n A, ou A, =
neN

serait Surj
emble des valeurs

{x,,k2 n}. Ainsl, i

A était vide on aurait :

E:CL.(nz;)=Ucﬁ(z;)=Lg CA |

nel

- . ‘-‘—f‘-_‘ .
ue la famille (Cz4,), constituc un
ompact on peut

omme C€ dernier est €
Par suite, on obtient :

Il en ressort 4

ouvert de E. C
;

-rccouvrcmcnt fini (CEA” )Is:'ﬁp

p...-—-

sous
E =U’C".7 =UCEZ': Ce[ 14

i=1 i=l i=l
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ﬁT = .
- |

IJ’

. licu puisque la famille (A,) est décroissante et

dl‘nc:
¢ ;t Amnx n; lna'( n = ﬂ A

1<i<p 1€i<p

~ontr3dICtl()n recherchée !

LL\ la

me formulation de I’axiome de Borel-

arque
Remard qant de la deuxic
e fermés (A,) d’intersection vide

Fps'a
on peut de la famille d

| ehesgue,
-famille finie (A” )K.S dont I'intersection reste
i _J p

o eXtraire une sous

de. On conclut alors comme rapporté ci-dessus.
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1. Enoncer

2. Soit f:(E,7r)—

suivantes sont équiv

de ces composantes est fini.

1. Consultez vos notes !

2, i) = ii)

Sujet 18

’ 3 A ‘7 .y

les théorémes de Tykhonoff’ en compacité et cejy;
L

U

« passage des douanes » en connexitc.

(F,o) une fonction d’un espace topologiqy,

(E,7) vers un autre (F,0). Démontrer que les deux assertion,

alentes:
e de tout ouvert de F est ouverte dans E

i) L image réciproqu
i) VA< F,f(Acf (A

3. Un espace topologique (E,7) estdit jouissant de la propriété dy
point fixe si toute fonction continue [ : (£, r) > (E,7) adme
un point fixe. Montrer qu’un tel espace est nécessairement connexe,

mpact dont toutes les

4. Soit (£,7) un espace topologique co
Démontrer que le nombre

composantes connexes sont ouvertes.

Solution

Soit A un sous-ensemble de F. Comme 6’:74 on affirme p&

hypothése que / (C,A) estun ouvertde E. Il en résulte que

(]

£(CA) < f(CA).

Mathématic®”

Andrey Niko!aycvich Tykhonoff (30/10/1906-8/11/1993) : Is
russe. Il a des contributions dans la topologic, I’analyse fonctionnellc ﬂ]i'

thc_onc fies équations différentielles et aux dérivées partielles et leurs ap
cations a la physique.
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comm®” B -
f -I((_‘,,- A) = f "(Cf._ A) = C.f{.f_‘ (‘;4?)’

0

7CA=Cof () =C,f (),
s (A) = C./ 7 (A), par suite, f7(4)c £ (4)

i vient Ce
iy = 1)
Soit © un ouvert de F. Ona C,Q=C,Q. Comme :

C e G =fT(C=Cef (O

on déduit que

o 0
. S

AR CS (G =Cof (G =1 (CC) =)

Dot /(@) = /7' (€2). Ainsi, f7(Q) est ouvert.

Remarque :
Ces deux propriétés caractérisent la continuité de / sur E.

. On Pr_()'cc::dc par I’absurde. Supposons que (E,7) possede la dite
deugrgg:,‘;ertte c?.al?s'pour autant qu’il soit connexe. Il existe alors
e s_ isjoints V et W tels que E =V UW. Fixons un point

¢t un autre b dans W ect considérons la fonction

I{E 1)~ (E,7) définic par .
b si xel,
f(x)={

Une telle fon o asi xeW.
letion onction est continue et sans point fixe. C’est en contra-
aee hypothése

La gy
amij| .
le des composantes connexes (C.)rer de E constitu€

un |,

ec _
% Ouvr o t
Mpac ement ouvert de celui-ci. Comme €€ dernier ¢St

¢ o I : int
g Peut lui en extraire un sous-rccouvrement ies
s conne

e, o Il en g ‘
* eyt resulte quelenombre de ces compobantc
“Xeéder p
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nitions d’une application ouverte it
b uhe

Sujet 19

1. 1) Enoncer les défi
application fermée et d’un homéomorphisme.

2) Une fonction continue est-elle nécessairementou‘,en
)

fermée ? ouverte et fermée ? Justifier.
3) Une application bijective continue est-elle un homéop,
Or.

phisme ? Justifier.

2. Soit / une fonction d’un espace topologique (E,7) versun
autre (F,o). Montrer que pour que / soit continue sur E j|

faut et il suffit que I’image réciproque de tout fermé de F sojt

fermée dans E.
3. On considére dans (@,H) le sous-ensemble :
A={xeQ/2<x’ <3},

1) Vérifier que A est fermé et borné.
2) Montrer que A n’est pas compact.

)
3) Montrer que (Q, H) n'est ni compact ni localement compact.
4) Que conclure ?

4. Soit(E,r)un espace topologique. Montrer q
tions suivantes sont équivalentes:

i) E est connexe. -
ii) Toute fonction continue de (E,r) dans I’espact discre

F ={a,b} est constantc.

ue les deux asser

Solution

1. Revoyez vos cahiers !
n comp”

2. Supposons / continue. Si 4 est un fermé de (F,0) $O
lémentaire C,.A est ouvert. Il est alors voisinage de chacul
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r

s points: Trois cas-possiblcs se dégagent -
Stbi) gi C,ANS(E)=¢ alors _f'“'(C,_.A)-_—Ck_f-l(A)=¢ A%
ouvert dans (E,7); donc, J7H(A) est ferme,

0 § C,,Ac:f(E) alors pour tout point x, de_}‘"I(CFA) C, A
est un voisinage ouvert de f(x;). Comme f est continue alors
(G, A) est voisinage de x,. Ainsi, /™(C,.4) est voisinage de
ous ses points. Il est donc ouvert, par suite, /~'(4) est fermé,

iii) St C.A=BUC avec Bc f(E) et Cc C.(f(E) alors :

[(CA) =T (BUO) = fT(B)Uf(C)=f(B).
On conclut avec le cas (1)
[nversement, considérons un point a de E et ¥, un voisina-

ge ouvert de son image f(a) dans (F,o).1l s’en suit que Vs
est fermé ; par conséquent, /' (CFVf(al)zcg f "(Vm))est fermé
dns (E,7). Donc, f~' (V ﬂu)) est un ouvert contenant a. Il est

adlors voisinage de ce dernier. On conclut finalement que f est
continue en g.

3. 1)0n remarque que A= Qm[—ﬁ, \/5] Donc, A est fermé et

borné dans (Q,
) A nest pas complet. En effet, il ne renferme pas la limite

[on]

n

De ce fait, il ne peut étre

€53 g 4
ite (x,) donnée par x, =

“mpaet

it de sa
(QH) n’est pas compact, il n’cst pas complet du fart

deng .
It€ gy . - onvergeant Vers
ey iy 2ns R (se rappeler les suites ratlonnellerignt compact. En

at) ) = E
effet’ . 0nnelS). Bien plus, il n’est pas locale il v de Q
1 a

l Un g . . 5 . e 0
®ly; falionne] ¢ jouissaitd’un voisinage ¢ +r]
[a=ra+7h

cont: , _
ONtiendra;t un ensemble du genre /4 =QN
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W
]\q!_

avec r dans R'. P ,

cc » dans R, . Pour tout irrationnel ; fixé dans [
-

rsa+r

on considere la famille de fermés non vides de Q d
Onngg
Par.

n  n
Il est clair que cette famille est décroissante d’intersection v;
Vide:

serolQfi-Liet]formiis

.
neN neN’

Comme V, est compact on peut affirmer, d’aprés la Propriété |
G
|

Borel-Lebesgue (soussa deuxiéme formulation) qu’on peut extrajp, |
de (A -famille fini i on vide, 0
(A,) une sous-famille finie (4, )., d’intersection vide. (,

l l
— - . i
A”—’“ ﬁ[f'——-,f-l--— ; }?eN‘

|

ceci ne peut avoir lieu puisque :

3 T P Wy M

W am I — U+ = Amaxn- ¢¢’

o maxn; maxn, 1sisp
1<j<p 1sjsp !

c’est 1a la contradiction recherchée !
4) En rappelant que (R,||) est localement compact, on conclut

que la compacité locale n’est pas héréditaire.

4. i) = ii)
Supposons E connexe. Si une telle fonction n’ctait pa
constante les deux sous-ensembles /™ ({a}) et /' ({b}) constitue:
l

. R ;
raient une partition ouverte E, cela est en contradiction avee
connexité de ce dernier.

i) = 1)
Si £ est non connexe il admettrait une partition ouverte

Ia fonction f:E —{a,b} définic par:
a si xeA,

f(x)={b si xeB,

est alors continue et non constante. Absurde !
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Sujet 20

|, Indiquer si chacune des propositions suivantes egy Vraie oy

Usse " rtie compacte est relativeme

1 Toutc pm.m wnﬂﬁb attvement COmpacte,

»y Tout partic relativement compacte est compacte,

;) Tout espace compact est localement compact,

;) Tout espace localement compact est compact.
Tout espace connexe est localement connexe.

Tout espace localement connexe est connexe.

Tout espace compact est connexe.

Tout espace connexe est compact.

g

)
5)
0)
7)
§)
Soit /:(E,7) = (F,0) une fonction d’un espace topologique

(E.7) vers un autre (F,0). Démontrer que les deux assertions

L]

avantes sont équivalentes:
) L'image réciproque de tout ouvert de F est ouverte dans E.

i YBcF, f(B)c f(B).

3 : '
2 IIJ So:cpt A et B deux sous-ensembles non vides d’un espace
"ologique (£,7). On suppose que 4 = B. Montrer que si A4

=l conn :
"y tXe dans e sous-espace (B,7,) alors il le reste dans
-Pace (E, I').

Y i
q';J En d' . )
ol 4 Cduire que les scules parties connexes du sous-espace
‘.‘ e ],CS ‘
| bace usucl (R,H) sont ses singletons.

: Mony
"I que | Sous-espace (Q’l-l@) de I'espace usuel (I, )

Test
Pag Connexe par arcs,

Solution

l
‘ l—Es
d ”
Ssel'tlons (1 ), (3 : sont
»(3) et (5) sont vraies. Les restantes
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fausses. Empressez-vous pout les justifier !

2: =)
Soit B une partie de F. B ctant ouvert, f-l(é) Pest 2
g,
par hypoth¢se. Comme f£7(B) — /7'(B) donc, f-'(é) C%

i) = 1)

Soit Q un ouvertde F. Ona Q=C. Donc :

Q=1 Qc /(9.
ce qui signifie que /() est ouvert dans E.

Remarque
Ces deux propriétés caractérisent la continuité de f surE.

3. 1) On procéde par I’absurde. Supposons que A soit connexe
dans (B,7,) sans pour autant qu’il le soit dans (£,7).1l exist

alors deux ouverts R et S de 7 tels que :

[A=RUS,
ANRNS =g,
ANR =@,
(ANS # ¢.

A

Comme A4 est inclus dans B il s’écrit A=A~ B. Ces derni®
relations prennent alors la forme -

(A:Bn(RuS)=(BmR)u(BﬁS),

) Am(BmR)m(Br\S)=¢,

AN(BNR) = g,

AN(BNS) 2 g.

Or BAR et BAS sont deux ouverts non vides de (B,73) fofs
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stre connexe dans (B,z,). Cela est
>+ €N contradictiop

Qs «jon, connexe dans (RH) Il en résultc que D est
un

. Comme les seuls intervalles que contient Q sont d
€. €s

con conclut que D est un singleton.
ons

_“L '

on raisonne par I"absurde. Si Q ¢tait connexe par arcs il exis-

it pour tout couple de points (&, ) un chemin f [0 ]]_.>Q
. f(0)=a et /(1) = f. 11 en résulterait en vertu de la conti-

L

a\

LY

cde f que I'image f([O,]]) serait connexe dans (Q,H ) et
. cnait dégénérée d’apres I'exercice précédent. Cela ne peut
¢ lien puisque f ([0,1]) renferme déja les nombres o et S.

~stla contardiction cherchée !
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Sujet 21

| strictement positif » on pose :

1. Pour tout ree
o W
(.\._L)GR i +y +4.1'——-4y+8<r2}

Q ={
la famille constituée de ¢ ct de toutes les r¢

On note 7

m 2

(R*,T) estun espace .
) space topologique,

dléments Q. On admet que

1) Déterminer dans (Rj.r) to

.2 l
énéral u, =| —.0 |-
n

2) Citer deux raisons justi
n . 2
3) Vérifier que (R°,T) estconne

utes les limites de la gy
€ d;

terme

13

fiant que (R?,T) n’est pas séparé.

xe mais pas compact.

2. On munit I’ensemble E = {x,y, z,f} de la topologie :

={¢ Efxh h ) )
i] connexe ? Justifier.

1) L’espace (E,r) est-
a4, A4 et T sont-il

2) Les sous-cspaces A:{x,y,t}

connexes 7 Justifier.
arcs et

que connexe par
ans un espace

3. Soient (£,7) un espace topologi
tinuc de Ed

f:(E,7) —»(F,o)unc fonction con
(F.,o).

1) Montr
2) En déduirc que Ja connc

topologiquc.

er que f(£) est connexe par aics. .
xité par arcs est un

Solution

1. 1) Soit (a,b) un point de R?. La famille :

¥ (a.b) = {-Q r>Ja+2)’ 4_(})_2)2},
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os systemes fondamentaux de ses voisinages. Ainsi (a,b)
’ »
(un) ) O

In, €N /NneN i n2n, = u, Q) ;

ostun d¢ 8

ost limite e

"Cﬂl-l'l-'dil'L‘ :
c'e!

I 4 3
R By = eb—piBig p*,
n

n
On remarque que pour tout entier naturel non nul » on a :

1 2 igdapt = E<r2—8,

~

n- n n n

1] en résulte que si ¥ < J8 aucun élément de (4,) n’est dans Q .

On conclut alors qu’aucun point (a,b) de Q 5 n’est limite de (u,).

ar contre, Si r>\/§ alors Q) renferme tous les éléments u,

8 e
'indices dépassant le rang n, =[ = } Cela signifie que tout

oint (a,5) de R’ \Q ; est limite de (u,).

2) L'unc des raisons est le fait que tous les ouverts sont
‘intersection non vide (ils renferment tous le point (-2,2)).

La seconde cst la non unicité de la limite de (u,).

3) Tous les ouverts de (R*,t) sont d’intersection non vide.

,O“C-' ce dernier est connexe. Par ailleurs, cet espace n’étant pas
°Parc, ne peut conséquemment étre compact.

* ) Non. 1l ne ’¢st pas, car le couple d’ouverts ({x},{y, Z’t}) e
Partitionne.

pariion ' o _
PoIJ I-)rc(flsons les sous-ensembles en présence ainst que WS
Ogles induites. On a:

to={6, A {x}, (v} (o0} ()
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Ay = B
,4-1.1.*_1),2,1}-5, T =T,

(2,1}; T = {0 T

FA)=A\4=
n’est pas connexe car le §
Oupl,

Ccomme E. I’ensemble A
4 ouverts ({\}{u}) ¢ partitionne. C’est le cas de son intériey, *
o T4

n ouverte ({x},{y}).Dc méme, A=E n’es
i

ant la partitio
F(A) est connexe, puisque muni
c de [a

admett

connexe. Enfin, la fronticre

topologie grossicre.
de f(E)- I1 existe deux

) et = f(x,). Comme
[0,1] > E dorigi

3. 1) Soient Yo €t )i deux points distincts

etx, dans E tels que Yo = f(x

points X,
e un chemin £

(1). Il en ressort que (/° 2)(0)=J,
[0, 1]--> f(E) est un chemin
Donc, f(E) ¢st connexe

E est connexe par arcs il exist

= g(0) et d’extrémité X; =&
[a fonction fog&:
et d’extrémité V-

X0

et (feg))=)r
sur f(E) d’origine g

par arcs comme annonc.

2) La connexité par arcs ©
elle I'est & fortiori par homéomorphisme.

invariant topologique.

st conservee par continuité. Donc,
On conclut qu’elle est U
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Sujet 22

| qoit / une fonction d’un espace topologique (E,7) ve
et T . e L, IS un
autre (F:0): Demontrer que pour que f* soit conginye sur £ j|
1

o il suffit que I"image réciproque de toyt ouvert de F
est

faul, ;
quverte dans E.

. On munit Z de la topologie t constituée de Z et de oy sous-
cnsemble © ne contenant pas 7,12 et 1954,

) (Z,7)est-il compact ? Connexe ? Justifier.

)) Méme question pour les sous-espaces A= {2016,2017} et
B={7,12.]954}.

3) La compacité et la connexité sont-elles des propriétés héré-
ditaires ? Justifier.

4) Soit f: (R,H) — (Z,7) la fonction « partie entiére » définie
par f(x)= [x] Etudier sa continuité sur R.

3. 1) Soit 4 un sous-ensemble connexe non vide d'un espace
topologique (£, 7). Montrer que tout sous-ensemble B tel que

AcBc 4, est connexe.
2) Dire, en justifiant, si les assertions suivantes sont vraies ou

fausses -
) Si A estconnexe A 1’est de méme.
.h) Si A4 est connexe 4 I’est de méme.
.”') Si _f‘f est connexe A I’est de méme.
V) Si 4 est connexe A ’est de méme.
v ' =5 A
.) Si A est compact A 1’est de meme.
V ' o A~

4 ) Si 4 est compacte 4 I’est de meme.

| Mo t (E,7)

_Ter que toute partie infinie d’un espace compact (

d
Meg :
Un point d’accumulation.
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Solution

1. La condition st nécessaire.

¢ continue sur E. L’image réciproque ¢-

| ' w
fr,”)

Ey

Supposons

de tout voisinage Vi) de I'image f(x,) d’un point %, de

voisinage de Xg-
Qi A estun sous-ensemble ouvert de F 1l est voisinage ¢
€ toy
§

S — -1 A) est Vi )
ses points. Il sen suit que f~ (A) est vide ou voisinage de toug

ponts. C st donc un ouvert.
La condition est suffisante.
Soient x,un point de E et V,,un VoISINage ouvert de g

. " ;& -1
image. L 1mage réciproque f (V,-“.n,) est alors ouverte, donc voisi

nage de tous ses points. Ainsi, f est continue en Xo.

s compact car il n’est pas séparé. En effet, les

2. 1) (Z,7) n'estpa
xemple) n’ont que 7, comme seul voist

points 7 et 12 (par €

nage.
Par contre, (Z,T) est connexe car aucu

propres ne peut atre a la fois ouvert ct fermé. Il ne peut avolr ¢
commun avec son comp]émcntairc les éléments 7,12 ct 1954.

2) A:{20]6,20]7} est discret et fini. Donc, il est compac

n de ses sous-ensemb]es

mais pas connexe.

' ; : — X¢
B ={7,12,1954 est grossier. On déduit aussitot nig

qu’il €0
mais pas compact. i+ que

3) Ni I'une ni "autre n’est héréditaire. En effets on s Cilmi
pour la topologic usuclle, R est connexe alors que l]ngic
discret) ne I'est pas. On sait aussi que pour la méme t0p®"
usuclle, ® est compact et R ne I’est pas.

4) On distingue les trois cas possibles suivants.

i) Six estdans {7,12,1954} ona:
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;ywhn:%ﬁhnzwﬁﬂ:ww
/ 1({/}) =R € ¥ (x).
, ost continue sur 7 l2.l‘)54}.
§i v estdans Z\{7,12,1954} on 4 .

7 (L) ={[x]}} ={{x})
77 () =[x x+1[ e 77x)
7 pest pas continue sur Z\{7,12,1 954},

i

Sj v estdans R\Z ona:

(£ ={{[x]}}
(D) =[x =]+ [ e 7.

f n’est pas continue sur R\Z.

i)

i 1)Onprocede par I'absurde. S1 B n’est pas connexe il existe
dors deux ouverts non vides V et W tels que :

(BcVuWw 1)

BAV\W=¢ (2)

BAV #¢ 3)

BoW =g (4

- fessort aussitot que A vérifie les deux contraintes (1) et (2).

- X contraintes (3) et (4), jumelées avec I’hypothese

ﬁj:4 font apparaitre que les deux ouverts V' et W contien-

_“points adhérents a A. Ils sont alors forcés de le rencontrer.

4 S{ concrétisent sur A les quatre conditions niant sa
’ﬁ Cela est contraire aux hypothéses.

| T Faussc, Dans(R,|/) le sous-ensemble 4 =[—|,1]U{3}

4

-l pﬂﬁ U’Jnn . s . . .
€xe alors que son !nterieur A= ]"" 1[ Pest.

) Fau-- ) olo 1€
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\ {h.(-} ‘ {b,c.', d}} le sous-ensemble 4 S

([ H1
la’b!(‘}e

o | “ f
r_—1¢‘l“)bl‘](l*

e : e 0 e "
o son intérieur A= {b,c} ne Iest pas "

connexe alors qu

de prendre B=A dans la
premig

e q

¢

iii) Vraie. [1 suffit
S

tion.
iv) Fausse. Dans (]R,H) ,@ =TR est connexe alors qu
|’est pas. “Qn
v) Vrai
vi) Fausse. Dans(IR,H)
ence A =[—1.,]] I’est.

est un sous-ensemble d’un

pas de point d’accumulation
sinage ouvert V. dont
»yn nombre fini &
constitue u

on peut ¢
avoIr

e. Dans ce €as, A=A
,le sous-ensemble A= J-L1[ west
’ &

compact alors que son adheér

nne par I’absurde. Si 4
t E ne jouissant
v de E il existe un Vol
ec A ne contient qu
que la famille (V)xeE

-ci ¢tant compact,
On peut alors

4. Onraiso
espace compac

alors pour tout point

|’intersection V.NnA av

points. Il en résulte

E. Cclui
ment fini (7 )igizr-

plus de
rccouvrcmcnt ouvert de
extraire un sous-recouvre

A--AnE:Am[UKIJ:U(AmV%)-
- Cest

i=1
¢union finie de parties finies.I1 est donc fint.

Ainsi, A estuncr
vec les hypotheses.

en contradiction a
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Sujet 23

) Citer la définition d’un chemin et ce[le d’un espace
Conne)(c

' arcs.
IH[ <
7) on note7 la topologie cofinie sur R ot on

ction / (R, 7) = (IR ”) définie par :

onc

<2 81 %<0,
f(x)=40 si x=0,
3 8 x30,

Montrer que /f est fermée mais elle n’est ni ouverte ni continue
en aucun point de R.

2. Démontrer que pour qu’un sous-ensemble 4 d’un espace topo-
logique (E,t) soit partout dense il faut et il suffit que tout

ouvert non vide de £ le coupe.

3. Montrer que tout espace connexe par arcs est connexe.

4. Soit /:(E,7) = (F,0) une fonction d’un espace topologique
(E,7) vers un autre (F, o). Démontrer que les deux assertions
suivantes sont équivalentes:

) VACE f(4)c f(A);
i) VBc F f7'(B) Cf_l(g’)-

Solution

L 1) A vos cahiers !
2) On remarque que I’image f(A4) de toute partic 4 de R est

Nie dang | espace séparé (RR,||). Elle est donc fermée. En particu-
p

e At ! age par/ dC tout ierme de (R I)CSI fermee AII'ISI _/ est
meé
© Paf al”ellrs,f” est pas ouverte car l lmagej(]R ) { 2 3}

f
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B

o R de (R,7) n'est pas ouverte dans (R “)
s+ ). El]f
n,

qucun point d de (IR, 7). En effet s;:

r tout & pris dans ]0,2], on 4

de 'ouve

yue en

ans R_ alors pou
.f'ﬁ'(]-zﬁg,—-zm[).:ﬁgﬂ

- de J0,2],ona & (]_g’g[)'—'{O};

r tout & pris dans J03], o,

u’aucune de ces imag
3

n st L‘nnlil

a esl d

q =0 alors poul tout &
est dans R, alors pou

=R.. En remarquant ¢
inage de a, on conclut comme annoncg !

da

7 (]3-—5.3 +5[)

récIproques n’est VoIS
uvert non vide €2 étant

7. Supposons A partout densc. Tout 0
esquels sont adhérents a/

voisinage de chacun deses points, |
nt ce dernier.
on vide Q def

sons que tout ouvert n
tot que, tout voisinage de tout point ¢
ment 4. Ce

rencontre nécessaireme

Inversement, Suppo
| en résulte aussl

coupe A.l
F renfermant un ouvert non vide, rencontre nécessalre
ce dernier. Ainsi, A=E.

point est donc adhérent a

ar I’absurde. Supposons qu¢
t qu’il soit connexe.
s non vide Q et C€2 Comme !

r tous points a de Q et b de CAY
déduitque ([O’IJ)mQ :
([0.1])- ¢

nes

E soit connexe par

11 admettrait alors

3. On procéde p
il esl

arcs sans pour autan
partition par deux ouvert

connexe par arcs il existe pou
chemin f tel que /(1) —act f(0)=b. On

£([0,1]) N C,€2 sont deux ouverts partitionnant /'

rend c¢ dernier con

peut avoir licu puisque la continuité de /
(’est la contradiction recherchée !

Soit B un sous-ensemble de F. En prenant

on écrit :
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77 B)Y S (BY)).

—71(B)) c B, il vient :
omme f(f (B))C il vient :

(7 By e 1),
¢ méMe, sachant que . (B s (f(f (B))) on obtient enfin:
/7 (B)c f(B) |

“) = l)
Soit A un sous- -ensemble de £. En prenant B = f(A4) dans (ii) il

nent auSSltot.

A T@) & Ac [(f(A) < f(Ac ).

Remarque
Les deux propriétés caractérisent la continuité de f sur E.

113



Y

d'un recouvrement ouvert d’y
lier et enfin, celle d’un espace nn .
Orm

Sujet 24

1. Donner la définition

celle d’un espace régl Pace

al

2. Montrer que pour qu’un espace topologique (£, t) soit it
: ' : y n

il faut et il suffit que les seuls sous-ensembles a la foig o €xe

Verts

ot fermés soient E et ¢.

3. 1) Soit A un <ous-ensemble non vide d’un espace topologique

(E, ). Montrer que (AN'c A
ce usuel (R,H) le sous-ensemble
0

0 0 o =
A =Nu{—2}u[—-\[2_,0[.Détenniner alors 4, 4, A, 4, A" et(4")".
des deux suites (#,) et

2) On considere dans l’espa

3) Déterminer les valeurs d’adhérence

ﬂ: """1
(v,) données dans (RH) par U, =tg(n ZJ ety, = Ardg[%})'

mille de parties connexcs d’intersection non

4. Soit (Q, ),-E; une fa
7). Montrer de deux manieres

vide d’un espace topologique (E,

différentes que la réunion UQ,. est connexe.

icl

Solution

1. Consultez vos notes !

ou's.-cmscmlﬂ‘3

lant E alors le
E. Cela

2. Supposons que £ soit connexe. S’il existe un s
ouvert et fermé B lequel n’est ni vide ni va
couple (B,C,B) constituerait une partition ouverte de
contredirait la connexité de ce dernier. Réciproquement, SUPposons
que E et ¢ sont les seuls ouverts et fermés de (E,7) sans
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) exe. Il existerait alors deux
. apit conn ouverts G et H
-Cl S tels

el
ql]c : E = G %) H,
db=GNH.

,mml que H =C,G ce qui rendrait G et H ouverts
sxclu par hypothese et

L )Ona par définition:
\'E(A')' o VV GV(X) V m(A'\{JC});t¢

¢ un point de (A")' et ¥, un de ses voisinages ouverts (c’est

us‘bm rest-ce pas !).On constate que I’intersection non vide

v n( AN{x }) contient des points d’accumulation de A. Ces points

Soit

jouissent de V. comme d’un voisinage. Donc, ce dernier rencontre
ricessairement A \{x}. Ainsi, x estdans A'.
2) Ona:
d=4=12,00; A=A=Nu{-2}U[~2,0};
A'=(A')'=[—J5,o]

3) Concernant la suite (#,) on observe qu’elle jouit des trois
eleurs d’adhérence 0, 1 et —1. Elles sont les limites de ses sous-

Suite : .
Sconvergentes (g, ), (#4,,,,) ©t (tgys3) respectivement. La suite
v,) Ctant ¢ n .,

onvergentc vers Z n’admet quece nombre comme

Veleyr 4
dleur adhérence.

4 S ' l I
! Olt : . Q

€S DaCe C;El iel
g artieg ASCret F de deux éléments. La connexité de chacune
rend toutes les restrictions f/€2; a Q, constantes.

15



v

Comme 'intersection ()€, renferme par hypothése g, Mo;
. jel nS u
0

point en lequel toutes les restrictions coincident. On cong]

; UQ est ¢ " que 4
est elle-méme constante. Donc, ; est connexe,
iel
. r 5 # L " 4 )
On peut auss! procédet par I’absurde. Si uQi n’est pas Conney,
ie

il existerait deux ouverts S et T de telle sorte que :

(1) L@ ST,

(2) E:JQ,ﬂSﬁT=¢,

@) jﬂ,mS=U(Q,.nS)¢¢,
(4) IJQ,.F\T=D(QI.F\T)¢¢.

I1 en résulterait que chaque Q. vérifie les relations (1) et (2). De sa
connexité on déduit ou Q, = Sou Q, = 7. D’autre part, on tirc de
(3) et (4) qu’il existe deux indices i, et i, de I tels que ©, NS #4
et Q NT #¢. On déduit aussitot que Q cSetQ C T.0r &
et €, sont d’intersection non vide, donc, ils rencontrent tous deux

S et T. Cela est en contradiction avec leur connexité !
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Sujet 25

Dire si les assertions suivantes sontvraies oy faus ,
1) Tout sous- -ensemble compact est ouvert, R
7) Tout sous- -ensemble compact est fermé,
,) Tout sous-ensemble connexe est ouvert.
4) Tout sous-ensemble connexe est fermé,
5) Tout espace compact est régulier.
) Tout espace régulier est compact.
7) Tout espace régulier est connexe.

g) Tout espace connexe est régulier.

1.

9. On munit I’ensemble des entiers naturels N de la topologie t
formée du vide ¢ et de tout sous-ensemble Q contenant 9.

1) Quelle est la nature topologique des sous-ensembles
10,11}, {9,12} et {19,20}. Justifier.

2) Comparer les topologies usuelle I.IN et la présente 1

3) Montrer que 0 n’est pas une valeur d’adhérence de la suite
(u,), donnée par #_ = nA.

4) Etudier la nature de (u,),,.

3. Soit f:(E,7) — (F,o) une fonction d*un espace topologique

(E,7) vers un autre (F,o). Démontrer que les deux assertions
Suivantes sont équivalentes:

) VACE, f(4)c f(A)

ii) L’image réciproque de tout élément d'une base & de o est
ouverte dang £

4 Soient B et 4 deux parties d’un espace topologique (E.7)

On Suppose que B est incluse dans 4.
ontrer que B est compacte dans (£,7) S

Stdans Je gous. -espace (A4,7,).

i, et seulement si, elle
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Solution

1. 1) Fauss¢. prendre par exempletout sous-ensemble fin; 4
' 4 P ¢ an
espace séparc. l sy
2) Vraie. Consultez vos notes -
3) Fausse. prendre un intervalle non ouvert dans I’espace
2 @
¢l

«» Prendre . valle non ouvert da ’
sse. Prendre Ul interve ns ’espace st

(R[)

3) Vraie. Consultez VOS notes !
6) Fausse. prendre 1'espace usuel (IR,H)

7) Fausse. prendre un €space infini discret.
g) Fausse. Prendre un espace grossier.
5. 1) {1011} et (19,20} sont fermés car leurs complémentaires

contenant 9, sont ouverts.

9,12} est ouvert car il contient 9
uclle |.|N est discrete.

st pas plus fine queé
et ne 1’est pas par

Donc, elle est plus fine

2) La topologic Us
HN car tout Sing-

ar contre, celle-ct n'e

que T P
{9} est ouvert par rapport a |-|N

leton distinct de
rapport @ T.
3) On remarquc que ¢ contenat

ents (0 et 9) de (u,),

{0,9} est un voisinage de 0, n
Donc, ne 0 peut €tre valewr

que deux élem

d’adhérence de celleci.
4) On distinguc deux cas.
Gj £ est un entier naturel distinct de 9,

v (£)=| I3,9‘} comme Systéme fondamental d¢ S€

=0\*7J
Or le voisinage {£,9} ne contient que deux ¢léments (

(u,),, donc, celle-ci ne peut converger Vers £.
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4

- remarque que {9} est
yn remarq i, de N
g §=2 °¢S Voisinages pe

.0 lui-méme. Donc, (u ne
Lant Au€ ) lu » (u,), peut pas Converger verg

clusion (u,), n’admet aucune limite. Elle egy divergente
I ' -

.t'nﬂl"‘

0 {‘0
1 1) = i) i
* . un point de f(A). 1l existe un point x dans 4 tel que

Soll : 0 _ .
/). S y, estun voisinage ouvert de y il existe (par défini-

adne pase) une sous famille (€2,);., de o telle que V, = UQ.--
) iel

comme on a -

wy=r" (UQ,-) =Jr'@,

iel iel
. 7@ est par hypothéses ouvert, on déduit que f (V) estun
ou‘L'Cl’I de E. Bien plus, Il est voisinage de x. Donc :
(ALY EY)
D'our
Vv.nf (A) % .
wsiite, y appartient 2 f(A4). L’inclusion est achevée.
) = i) ‘
Soit O est un ouvert de la base & de o. On a par hypotheses :
1(77C0) < 7 (G0N <E:0=C10.

D'Oil :

FG0)=C /7 0)=C, 7O e (GO =Gl O

Fa Slite ;

£ c )

Qi i,
Enifie que 1 (0) est un ouvert de E.
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s que B <oit compacte dans E. ; ,
3t Ue-12 G O (Q
nt ouvert de B dans (A,7,) on écrit - :),u 4
viel 30, et/V;=0NA4 )
est un recouvrement ouvert de p
dan
0

on peut en extraire un sous-re
= | cou
luse dans A4, donc, la famille - '

4. Supposol

I'CCOU\’I'CH]C

1 ressort que (0,)e
B esl compaclte,
Or B est inc

(():'F a A)ls’._;'s,n = (-Ql". )lc_;'Sp’
trait de (€2;),.; - Donc, g,

I1e

Comme
fini (O, hessp:

E,rl‘l

constitue un sous-recouvrcment fini ex

tcompaC[C dans (‘47 ZA) et (Q,) I CStund
1e it

recouvrements ouverts dans (E,r) on peut écrire:
BcA = BCU(Q, N A).

iel
ouverts (€% A A),., dans A4 recouvre :
s-recouvrement fin

constitue un o

[nversement, si B es

SES

sulte que 1a famille d'
t en extraire un sou

la famlllc (Q, )1<jg;-

Il en €
compacte B. Donc, on peu

(2 N A e ON déduit quc

ent fini extrait de (€2)cr- donc que B &

recouvrem On conclut

compacte dans E.
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Sujet 26

o munit |'ensemble £ = {a,b,c, dse} de la topol
ologie -
B bl o) ey

(rer que A= {b,c, e} est connexe alors que son j
Intérieur

{, 0

1) Mot

e l'est o
) Montrer que B={b,d} n’est pas connexe alors q
) ue son

: , 5 = A
2 Montrer que C {b,c} n’est pas connexe alors que son

jdhérence C 1'&st.

) Onnote T la topologie cofinie sur IR et considére la fonction

f:(R,0)— (R,H) définie par :
0 .
f(x):{ si x<0,

x2+1 si x20.
Erudier la continuité de f en tout point de R.

}
J. Montrer que tout espace compact est normal.

4] ,
Montrer que pour qu’un espace topologique (E,T) soit connexe

il 0 -
& £ faqt et il suffit que la frontiére de tout sous-ensemble propre
- L soit non vide.

Solution
L 1)0n a:
£, = {4, 4,{8}{c}. e} 4= (e
! r,=[h. o))

2l I’eg ,
L 30!1 S
v ropre
que 7, ne renferme aucun couple Bres

d’ouverts
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= " '_ ‘. 2 » :
Donc, celut-¢! est connexe. A l'inverse, |;
’ lnté]']

puisque le couple d’ouverts ({ b) { }eur
Inc )

ly

1'lili0nnunt A.
as connexe

pa
4 n'est P

partitionne:
2) De méme, on d -
(4]

réduite @ un singleton, est connexe. B ne |
et

n ouverte ({b},{d}).

5 € coincide avee I’intérieur non connexe A. Par contre, ¢
avec E lequel, n¢ SUpportant quecune partition par d,eC
onnexe. (Remarquer qu’aucun ouvert propl:z

[’intérieur B étant

pascar il admet 1a partitio

coincide
ouverts non vides, est €
ne renferme a par exemple).

point de R. DeuX cas
alors f(x,)=0. Il s’en suit que pour

2. Soit X, un se présentent.

i) Six, est dans ]——O0,0[

tout e>0 ona:
]-—00,0[ si <1,

f-l(]’s’g[)z ]_oo g—-][ si €>1.

i) si x, est dans [0,4<c[ alors Fw) =55 +1. Bour tout €>0

ona:
( Saa s
f—l(]x(f+l—a,x§+1+8D=<]—w’ x§+a[ s1 s>x(f+l.
[0,\/)53-!'8[ si Sx+l
2+1+5D

0 70
dc t, t

ne pouv :
paQ)pd ant chacune contenir aucun ouvert non vide
s des voisina
ges de x,. f estalors non coutinue en X,

3. Unes
. ace t i
PourIt)out nggigilql;e E 'est.dit normal s’il est séparé et si
e fermés disjoints il existe deux ouverts
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Conlt«‘”a"t chacun un de ces fermds,

qoints ~ace compact. Il est séparé. D’

h”(‘ run Cﬁ'p‘](‘ : : pare. D au ;
{ E U tre part, sojent F

. b e tous x (e
5 7 il existe deux ouverts disjoints (y) et G (5 1ol
“ “ " ¥y x te S

- y o ) (f‘ X CCttC t | 1 1
e(y) Y€ o) ( notation signifie que Q. () est

o de x dépendantde y et G,(x) estun voisinage de y

; Sk qous_t;nscmblcs fermés disjoints de f Pou
- deux * '

e
m \.{.,1‘5illﬂg
2 . v). F, étant compact (c'es ermé

1—‘1»cndanl de x)- 1 pact (C'est un ferm¢ d'un Compact),

ut x fixé dans i
o paut alors, POUT W 1> Tecouvrir £, d'un nombre

e douverts G, (%), G, (x) . Posons :

ylri x)

n(x) n(x)

6x=UG, ®; Q=)

{|¢n ressort que G(x) et Q_sont deux ouverts disjoints vérifiant :
xeQ_etF, c G(x).

De méme, la compacité de F, entraine qu'on peut recouvrir

' whi-ci par un nombre fini d'ouverts _,Q ,..Q . Il s'en suit que

k k
ks deux ouverts UQ_Y!_ =02 et nG(xj)=G sont disjoints

J=1 J=l

witenant, l'un F, l'autre F,. C’est ce qui clot la question.

. Soit (E, T) un espace connexe. Supposons qu’il admette un
’ Ois-ensemble propre A de frontiére vide. Il en résulte que
“Utiest i la fois ouvert et fermé. Cela fait de la paire (4,Cp4)

It¢ partit: ' o
dufzf:tlpn ouverte de E. C’est en contradiction avec la connexite

Mier,
U'J\'ene
SrJn[
"J'Jnt

rtition

nt, si £ n’était pas connexe il jouirait d’une PaS i

(5,T). Il en résulte que S et son complémentaire Cg

lOUg d .

e ' 4 eéres

dlorg “X ouverts non vides (et donc fermés). Leurs front!
Vides, Absurde |
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Sujet 27

1. On note © la topologie définie sur I'ensemble g
5 v vl x 8
‘dels R par sa base @ = 1[-‘«.}’[, x,yeR, x <y}.
que la famillc?yﬂ(,\‘o):{[xo,y[;yEIR
’x0<y'_

eme fondamental de voisinages du point y
0-

nombﬂe;

1) Montrer

constitue un syst
2) Montrer qu¢ ©
3) Etudier la con
u =(=1"
4) Le point 0 est-

est séparee.
vergence de la suite de terme géng
e

il une valeur d’adhérence de (u,) ? Justifie

5) i) Etudier la continuité de I’identité idy : (R, 0) —>(]R,||)

ii) Fairede méme pour sa réciproque.

i) Cette application est-elle un homéomorphisme 2
iv) Comparer les deux topologies o €t H

d’un espace topol-
paré (F,0).

(x) = g(x)}est fernt

2. Soient f et g deux fonctions continues
gique (E,T) vers un espace topologique s¢
1) Montrer que I’ensemble A={xeE/f
dans (E,T).-
2) En déduire que si f €t & coincid
dense B de E elles sont alors identiques.

ent sur une partie parto

3. Soit / une fonction d’un cspace topologique (E,7) Ver® un

autre (F,o). Elle est dite continue sur E si I'image réctp
de tout voisinage de I’image f(x,) d’un point X, de E ©

, . g il fnt?
nage de x,. Montrer que pour que J soit continuc sur & 7
ilsuffit que I’image réciproque de tout fermé de F soit ferm©®

E.
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Solution

in voisinage de x,. Il existe par défi
|

” Sﬂll Y

»] que .
lco te
i

X, € Qx“ e K,,-
’ . 5 P ,
= U [a,B[ on déduit qu’il existe deux réels o et B,
L‘Jmmt‘ Q,” afieR
a-:ﬂ

1 t l,élément X,
£ <ﬁ0. On ConClut que FI" contien [ A BO[
tnlc qllc U'(] -0

le # (x,). Celle-ct est alors un systéme fondamental de
o famille *0 /¢

" o de _XU. ’ 1
i0isInages : X, < ¥,. Pour tous réels
‘ els tels que x, < y,
. et y deux re
)) Soient X, €t Y,

Is que x, <a <y, <P les intervalles [x,,af et [y, B
e 0 ivement. Comme
ituent des voisinages pour X, et y, respecti
(ons ;
lssont disjoints, o est separe:e. il i
) Soit £ un réel de voisinage [£, r[ :

wssibles suivants. B
) £<] o psnion S5 1
Enprenant £ < # <1 on constate que le voisinag [ [

t pas
i en résulte que £ ne pen
ntient aucun élément de rang pair. il en résulte g
Tt limite de (u,).

g isinage [f,r[ de £ ne
. Penant »>1 on constate que le vois

t
ne peu
; l n résulte que e

._ITJT-ICI}[a s i impalr_ I c

o ducun ¢lément de rang

Melimite 4o (u,).
Dohss . | i
elusiop . (u,) est divergente. _ ticnt auct
4 N

"rjtn[ de (t‘ .
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vV

Si x, es! réel donné, alors pour tout &> 0, imag,
. ég;
) =]x, —&X, +E€| cont P
)"'b.*'l'(l 8” ] 0 Y [ o [xo’x0+5[ D L
On déduit que id, est continue ep Ong
0-
. N B ’
réclproquc Idm (R,”)-‘)(R,G) n est pas cong
l]]ue

] .,

([xﬂ! Xy 8[) = [x‘)’xﬂ & 8[ o'k pes v VOIsinage de
X
!

5) 1)
que idy” (]
i est voisinage de X,

i) La
sur R car idy
dans (RH)

it1) Non, puisqu’elle n’est pas

iv) oest plus fine que |’usuelle
n’est pas plus fine que la premiere. Ainsi, elles ne sont pas équiy,.

lentes

bicontinue.
” . Par contre cette demjy,

complémentaire CpA est femé

Pour cela on remarque pour tout x de C EA ona f(x)#g(x)

Comme F est sépar€ les deux points f(x) et g(x) admetten

deux voisinages disjoints V., pour f(x) et Wy, pour g(x). La
”Gm]

continuité de f et g permet d’affirme que f "'(V}(_r,) et g (
)

2. 11 suffit qu’on montre que le

sont deux voisinages de x.1Il en résulte que f (Vf(x,)ﬂg'l(%.ﬂ
s inclus dans

est un voisinage de x ne rencontrant pas A. Il est alor
C,.A. Ce dernier devient lui aussi, par absorption, un voisinage &
x. Il est alors ouvert !

B=A

3) En prenant dans ce qui précéde B=A il vient E=

Donc, f=G.

on comple-

3. Supposons f continue. Si A est un fermé de (F,0) S
de

mentairc C,
A est ouvert. Il est alors voisinage d¢ chacuf

is)cs ;S):)mtz: ”l[:'rois cas possibles se¢ dégagent :
AN f(E)= B '
’ f( ) ¢ El]Ofo I(CFA)=CEf_I(A):¢ esl

ouvertdans (£,7); donc, f™'(A) est fermé
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6 CoA « /(E) alors pour tout point X
) »

-1
de /7 (C, ), C, A
inage ouvert de f(x,). Comme f
n VOISHHEE

est continye alors

y = e 1 | ael i « .
) est yvoisinage de Xo- AIHSI,_/ (CrA) est VOISlnage de
(Lre

yints. I est donc ouvert; par suite, /~'(4) egt fermé.

.8 PN s

fouls ,sbgl' C 4= BUC avec B Cf(E) ) o O Cr(f(E) alors 3
o L

]

i)
G =T BUO) =T B)UFNC) =1 (B)

On conclut avec (if). ' e _—
jversement, considérons un point a de E et ¥, un voisinag
n .

et de son image f(a) dans (F,o). Il s’en suit que CeV s €St
I'me dans F. Il en résulte par hypothéias que:

I (Ce¥ ) = Cel ™ V)
s fermé dans E. Donc, f'( V) estouvert. Il est donc voisinage

ka Alnsi, f est continue en a.
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Sujet 28

1. 1) Etant donné dans I'espace topologique usuel (IR ||) l
3| e SO“S.

Ensemble .4={3.(1.9}U]]0~|7]» déterminer son intgrigy, -

iy Tieur 4

son adhérence A, son ensemble dérivé A', I'ensemble de s |
I e o Point
isolés M. sa frontiere F(A) et son exterieur £x(A4). :

2) Quelle est la nature de chacun d’eux ?
3) Lequel d’eux est compact 7 connexe ? Justifier.

2. Soit / une fonction continue d’un espace topologique (E,q)
vers un espace topologique séparé (F,0).
1) Montrer que le graphe de [ est fermé.
7) Vérifier que le graphe de la fonction g:(RJ)) (R}

définie par :

1" gl ¥=0,
Xy=
g(x) —1— si x#0,
X

est fermé.
3) Que conclure ?
4) Montrer que E ct le graphe de f sont homéomorphes:

(E, ) vers un

3. Soit f une fonction d’un espacc topologique g
tinue Suf

autre (F,o). Démontrer que pour que f soit con

faut et 1l suffit que :
VACE, f(A)c f(A).

Solution

. S:
. , : stiof
1. On opte pour ce tableau illustratif jumellant les trois qU°
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[ ouvert (,unncxc, car ¢’est un

intervalle, Non Compact
car non fermg

1 U[ ™ 7} fermé Compaf:t, car il est ferme

| et borné. Non connexecyr
ce n’est pas un intervalle,
fermé | Connexe, car c’est un
intervalle. Compact, car i|
est fermé et borné.

e fermé | Compact et non connexe

1!:{3-6'9' car il est fini.

//:‘3,(7) 10.17} fermé Corppact et non connexe

JA) =157 car il est fini.

/,,.:—;;—3[ U ouvert | Non connexe car ce n’est

B(4) == pas un intervalle.
uJ3,6[w]6.9[ v Non compact car non
U9,10[ U 17, +00] fermé.

). 1)Notons T, ={(x, f(x); x € E} le graphe de /. Pour qu’il soit
fermé il suffit que son complémentaire Cp,.I", soit ouvert. Soit
wy) un point donn¢ de ce dernier. Ona f(u) #v. Comme est F
wparc, f(u) et v admettent deux voisinages disjoints : ¥, pour
/lyet W, pour v. La continuité de f assure que £~ (V) estun
isinage de #, 1] en résulte que ' Vﬂ”)_)va est un voisinage de
") ne rencontrant pas T /. Il est donc inclus dans Cp,L'). Ce

oMt : ou la
d.rmer est alors VOiSinage de (Zf, V) par absorptlon. D ou
HUestion

) Le graphe I', de g est donné par :
r, ‘={(0,1)}U{(x,y)eRZ/xy=1}.

: née sur R’ par
=R la fonction réelle continue don bl
= ’ 3 e
%, on constate que I, est la réunion des deux
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11 alors lui-méme, fermé

(0.0} et A "({1})
lut qu’avoir un graphe fermé p
n aSSUrc

d'unc fonction.
‘assurer que 'application /. g %y
. + _\% r

bijective. De plus, elle est cong;
Iny

3) On conc
uénéml. la mminuilé
4) 1l est qisé¢ de s
H(x) = (x, /(X)) cst ! don,

; ¢

de composantes I'identité id € copy,
E etf cong: g

s,

avec la restriction a I' - de la projey;
10n
n

par

fonction vectorielle
Qa réciproque coincide
¢ continue. H est alors un homéomorphisme |

11 [+ |

sur £. Elle s

3. La condition est nécessaire.
ns f continue sur E. L’image réciproque f~'(y
f["n])

Supposo
) de I’1mage f(x,) d’un point x, de £ est

de tout voisinage Vi,
-0

voisinage de X;.
us-ensemble de F ety,un point de f (Z) 1l existe

(x,). Par hypothése, pour tout voisi
de x,. Il en résulte qu

SiA4 estunso
un point X, de A telque v, =7
£7(7,) est voisinage

nage V, de Yo
ite, ¥, N f(A)# ¢, ce qui assure y, dans

o, )nA4 # ¢@. Par su

f(A) etacheve I’inclusion annoncée.
rt de sob

La condition est suffisante.
Y un voisinage ouve
traint¢

Soient x, un point de E et Vu
image. En prenant A= /7(C.V) on peut en vertu de la con

imposée, avoir :
= CF Vf(In) .

f(f"(CFVﬂ_,ﬂ,)) Cf(f—l (CFme.))) c CeVpin)
Dot 7(C,V ) € S (CyV).)- On déduit que./ (G
on affir™

fermé. C ai h B
omme on sait que f~ (CiV,.)) =Cof Vrw . inde
1 en est vOlSlﬂ

)

-1
que f7'(V,.,) est ouvert. Comme il contient X,

ge. Par suite, / est continue.
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Sujet 1

) \fontrer que -

VyxeR, Log(1+x)<y.
) Montrer que si d est une distance sur yn ensemble

E
/) en est une autre. alors

o Log(1+
" ;) Montrer que d est plus fine que d'.

4 On prend £ = R*etd =d,. Déterminer la boule unité fermée

(0. ) relativement a d' puis représenter-la dans un repere ortho-

-w‘ﬂ]t
5) Montrer que si (£,d") est complet alors (E,d) Pest de

meme.

) soit d:NxN—= R, I’application définie par :

0 si m=n,
d(m,n) =

S1 m#n.
m-+n

') Montrer que (N,d) est un espace métrique.
) Montrer que (N,d) est complet.

On considere la suite de fonctions réelles (f, ) définies sur [O, 2]
par:
X

. n .
[ (x)= + chx; neN.
X+n Xx+n

¢ SUHC est- C”C

}§i
. 'Mplement convergente sur [0 2]

Inif
"Ormément convergente sur [0,2]?

J
Nifor
Mément convergente sur [ 2, +°0[ ?
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i Solution 7

a relation est une égalité triviale. pq
. ur to
ut

1. 1) Pour x= 01
du théoréme des accroiss
§ accroissements fi,. X
Injg .

R" on écrit en vertu

Je € ]0, .\'[/ Log(l1+x) = x—]'—-,
l1+c¢

] r r
<1 le résultat voulu en découle.

1+ ¢
nditions d’identitéet de symétrie sont évide
Nieg,

2) Les deux €O
Concernant I*inégalité triangulaire, on €crit en s’appuyant s

: : : . ur cefle
de d et la croissance de la fonction logarithme:

Log(1+d(x,2))+ Log(1+d(z,¥)) = Log ((1 +d(x,z))1+d(z, %))
_ Log((1+d(x,2) +d(z, ) +d(x,2)d(z,)))
> Log ((1+d(x,2)+ d(z,y)) 2 Log(1+d(x,y)).

Comme on a

La question €st achevée.

2) On remarque que .
vx,yeE d'(x,y)=Log(l+ d(x,y) < d(x, )

Par suite :
vaeE,Yr>0: B,(a, r)c B,(a, r). )

Donc. d est plus fine que d'.
3) Ona:
B,(0,)={(x,») € R?/Log(1+d(x,y) < 1}
= { (x,y)eR*/ Log (! + x| +] y[) < l} I e ;
= B, (0,)).
4) Supposons (E,d’) complet ct consi- 4
dérons une suite de Cauchy® (x,), dans (£, d).

Son

(21/8/1789-23/5/1857) : Mathématicien Frane"” 5
lossale sur les sujets mathématiques ¢t phystd ent 19

& Augustin Louis Cauchy
de l'analyse moderne. On doit notam

auvre scientifique est €O
plus variés. Il est a l'origine
théorie des équations différenticlles.
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./ est plus fine que d'la suite (x )
(~l,||]11“- / i nl, TCSte de
.\eh;u‘t‘ complet ( (£,d"). Elle'y est donc converg Cauchy dang
IL On obtient grice a la continuité de |a fOncu&ente VETS une
0
nmd(ﬂ v,) = limLog(l+d(¢,x,)) = Log(l+llr]r]1?(£}amhme
X,).

n=»n

ol hmff(fs v,) =0, ce qui signifie que (x ) converg
n’n (] vErS [

s ]‘ A). Celui- -ci est alors complet.

y llya lieu de m.ontrer que d satisfait aux trois conditio
(identité, symétrie et inégalité triangulaire) déﬁnissan?s
qce. Clest a votre portée ! unc

dl fa
) Soit (x,), une suite de Cauchy de (N, d). On écrit :

-vg>0 n () €N/Vp,q eN:

0 ix =
slx,=x,

p>q2n, = d(x,,X,)=1 1 <
P>yq 1 P E.
+ si x; #X
X +x :
Py

[len dé 1t0 _— ' '
découle aussitot que (x,), est nécessairement stationnaire, ce

quiassure sa convergence. Ainsi, I'espace (N,d) est complet.

3. 1) Oui, car :

V-YE[O,Z] hmf (x) -hm(

n
+ -———chx) =chx.
e\ x+n xX+n

Sa limita
;mne simple / est définie sur [0,2] par f(x)=chx.
) On observe que :

muSL: 1’fn(x) ~ /(x)| = lim sup (——""*[xjrn _.l]chx]
n

n-—yuan US\~.2
x(chx=1)

1 x  xchx e
=limsup|| ———7,
x+n Xx+h

— lim Sup
l" St X+ n
AR 0<yel

Il""’”ﬂ:.\"’
. 2(ch2-1
= lim ( )=O.
now 4R
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est ¢ :
ontinue crojg
e

la réponse est oui !

sur [0.2]). Ainsi,

3) La suite (/) conserve consrve sa limite simple f
yidi. B sSu

Jtervalle [2+00[ gauf qu’ictona - T ee

. . . ; x(chx —

lim sup l_f”(x)-—_f(x)lzllm sup __(_____1_)_2

NP L xLHR x+n 3

30 Y&
n 2<x<+N

nouvclh

x(chx=1) - : -
x(efr = 2 étant continue croissante sur [2, 0]

la fonction X >
x+n

onclut que (/.

) ne converge pas uniformément vers fsw

Ainsi, on on C

[2, +oo] .
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Sujet 2

) Lapplication @R~ R donnée par d(x,y) =|chx-chy|
: yfinit-elle une distance sur R ?
‘; Montrer que la famille des bouleg Ouvertes (B

(x,r))

Opologie 7,

*€E, ry)

. espace métrique (£, d) constitue une bage de la t
fiun ¢S

y, onmunit R de sa distance usuelle d/(x, »)
F=10,+%¢[. Soit 5:]0,+oo[><]
ar 8(x, ) = lLng —Logy | -

= Ix-y| €t on note

0, +oo[ — R Tapplication définie

) Vénfier que o est une distance sur E.

1) 1) Montrer que (E,d) et (E,0) ont les mémes suites
wnvergentes.

1) En déduirequel’identité id g (E,d)—>(E,5) est continue.

i) En déduire que les distances d et & sont topologique-
ment équivalentes.

) Montrer que Iespace (E,d) n’est pas complet.
Y) Montrer qu’une suite (x,) est de Cauchy dans (E,5) si et
“ement sj, I suite (Log(x,)) 1’est dans (E,d).
) Qn: l
%) Soit (*,) la suite donnée par x, =—.
)

n
) Estelle convergente dans (E,d)? Justifier.
6 )“) Est-clle de Cauchy dans (E,0)? Justifier.
3 ntrer que (E,8) est complet.
* Eryg

Udier 1. ) N de la suite
(f l “onvergence uniforme sur R, =[0,+%

fxy=—©

ﬂ(l +en.\‘) !

L]

neN.
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Solution

1) Non. La fonction ch ctan paire, la condition d’jden:
pas satisfaite. ntitg vy

o boules proposées est une base de 7

génére (P out ouvert non vide de (E,d). d Shell,
Soit Q un ouvert non vide de (E,d). On Ecrit par définitig,

vieQIr >0/xeB(x,rn)c Q

2) La famille d

ar réunion) |

D'ou :
Qc|JBxr)c
xefd
ce qui donne Q = U B(x,r,)-
vell
2. 1) Evident. Un calcul direct permet d’élucider les trois condi-
tions d’une distance.
2) i) Soit (x,) une s
(E.d). On écrit en vertu d
fonction logarithme :

lim &(x., £) = lim|Logx, — Logt| =

n—

{ dans

uite convergente vers une limite
ue et la

e la continuité de la valeur absol

Loglimx, — Logt

n—roC

= |Log£— Logf[ =),

Done. £ est la limite de (x,) dans (E,0).

x ) converge vers £ dans (E,5) on obtient:

Inversement, si (

limd(x,.£) = lim|x, ¢ = lim

n—«

Logt

Logx
eogll__e

n—rL

lim Logx, b Logt

en-r.f o= Ief,ﬁg‘ -—eL”gll — 0.

(est 14 la convergence de (x,) vers £ dans (E,d).
. ii) Il ressort de ce qui précede que I’application identit¢ o
id, ((E,d)—(E,5) est séquenticllement continue, don® ol¢

continue.
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4it, on déduit de (1) et (ii) que Iidentitg id
E

ii) En | ! ot &
los distances d €t o sont topologiqueme

est bicon-

nt équiva-

nuc: Dot
{

e egpace (E,d) nest pas complet car E
e st pas fermg

est une suitede Cauchy dans (E,5), on ¢crig
1), Il par

déﬁnitioﬂ:

ve>0 3”1)(’5) eN/vp,geN:

gy =2 8(%,5%,) = ,L()(g ™ Lugxq' =d(Logx,, Logx))<e.
ponc, 12 quite (Log(x,)) est de Cauchy dans (£, d).

[ réciproque €st évidente. C’est une conséquence directe des

Jefinitions de & et d’une suite de Cauchy :
e>0 E};}U(E)EN/VP,C]ENI
p>q2hy = d(Lngp’Logxq) =,L0gxp —Logqu=§(xp,xq)<g_
5) 1) Non. Son unique limite éventuelle 0 n’est pas dans E.
i)y Non, car si elle I’était, la suite (Logx,)=(—Logn) le
crait dans (E,d) ce qui n’est pas lc cas.
6) Si (u,) une suite de Cauchy de (E,0), la suite (Log(u,))

lest dans (E,d) et donc dans ([0, +00[,H) Comme ce dernier est

complet, on conclut qu’elle y converge vers une limite . Deux cas

s¢ présentent.
i) Si xest nulle on écrit :

limd(u,,1)=1m

n—=yu >
“equi signifie que la suite (#,) converge Vers | dans (

f ".) Si u est non nulle on peut, en vertu de la
Ctions logarithmes et valeur absolue, avoir :

Log (lim u,,)— LOg“)

Logu,|=0;

E,0).
continuité des

lim O(u,,u) =lim|Logu, — Lﬂg”l B

s Fe
n—y.c

=|Logu - Logu|=0.
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Donc, (u,) converge Vers i dans (E,S). Ce i
complet. est i

Iy
3. Observons tout d’abord que :

' e’
V.K'GR+ VHEN 0<""—'—"—"“—S—-—_'_l_______
n(l+e™) net"ne>

. e
lim—e'™* =0.

n—yeo pn

Il en ressort clairement que (f,) est a termes positifs et cop,
: g : Crge
simplement sur [ vers la fonction identiquement nulle D'yt
N ” . s » ' re
part, on cherche a déterminer la borne supérieure sur R de
+

£,(x)=0|= f,(x). Pour ce faire, on a aisément :

A )

ne*(1+e™)—e'n’e
n2(l1+e™)

& (1-(n=ne™) 0.

n(l+e")

Vxe R, f '(x)=

4. On en déduit aussitot que :

]
sup f,(x) = f,(0)=——.
R, 2n

limsup f,(x) =lim—=0.

n—rw ]R n—oe 2”
+

- ; , . . o pulle:
Ainsi, la suite (f,) converge uniformément sur R, vers sa limite N
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Sujet 3

* Citer un espace top(’)lqglque non métrisable.
[ 1_‘ Dans un esparce metrique quelconque -
1 W )
 ‘adhérence d'une boule ouverte est-¢]le la boule fermq
entre et du méme rayon ? mée dy
aeme b ; , ,
w[ ngérieur d’une boule fermée est-¢lle la boule
. -entre et de méme rayon?
e+ i i ; ) e
i) Donner les définitions d’une isométrie, d’une
rique et d’un espace bien enchainé.
me

Ouverte de
-ﬂfT '
1stance ultra-

) Soient A et B deux parties non vides d'un espace métrique
(E.d) dont la distance d est bornée. On pose:

A(4,B)=supd(x,B).
xed

) A quelle condition a-t-on A(4,B)=07?
2) Montrer que A vérifie I'inégalité triangulaire.
3) On pose:

(4, B) = max(A(4, B), A(B, 4)).
- Montrer que & est une distance sur la famille des parties
tmées non vides de E.

. S.Oit O T'origine du plan usuel R*>muni de la métrique eucli -
demne sur d. On considére l'application & définie, pour tous
Yet Y de R? par:

o(X y)z{d(X, Y) si X, Y et O sontalignés,
d(0,X)+d(0,Y) sinon.

l) ,
\ ?Qntrer que & est une distance sur R e
Ot B (4 ,+).unc boule ouverte de I'espace (R",0).

NEyge ; .
) l: Nt cette boule dans chacun des cas suivants:
=0
»

i

crire
‘Jr_;;g

1*0et0<r<d(4,0),
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on vides de E- Comm®

2) Soient ABetC trois parties N

est unc distance, on écrit :
VxeA,yeB,zeC d(x,)) <d(x,

z)+d(Z y)
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ool nf d(x, )< infd(x,2)+ inf
\ inf d(x, . &. (X,2)+ inf d(z,y)

yell 5 yel

oar SUIIE * : '
pur ¢ upin/ d(x,y) < supinf d(x, Z) +sup inf d(z,y);

ol J,(_n ved zel ze( yel

rement it

A(A4,B) < A(4,C)+A(C, B),
3) Ona:
0(4,8)=0 < max(A(4, B),A(B, 4)) =
< A(4,B)=A(B, 4) =0
< AcBetBcA4d o A=B.
01 la condition d’identité.
La condition de symétrie est évidente.

Enfin, si 4, B et C sont trois parties non vides de £ on écrit en
emude Iinégalité triangulaire de A -
I4.8)=max(A(4, B), A(B, A))

<max(A(4,C)+A(C,B), A(B,C) + A(C, 4))

<max(A(4,C), A(C, 4)) + max (A(C, B), A(B, )
 <84,0)+8(C, B).

Tonclut done que
]

O est une distance comme annoncée.

. 1) 6‘ est )
une distanc of
4 Ong esur R*:

1) =g & {d(X,Y)=0 s1 X,Y et O sontalignés,

4 ey 40, x) +d(0,Y)=0 sinon.
dr(c)me lation ;
i ’X) + . ‘
Peut g avo, dl(O, YV)=0six ,¥ et O ne sont pas alignés,

rli -
O= lfu]; Sihon elle ménerait a 1'absurdité: -
~ 7 CLX,Y et O ne sont pas alignés.

X, y) =
N=0 & dx,n=0 & x-=v
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X): évident.

b) O X.Y)= oY,
oints quelconques de [R?

¢) Soient X', et Z trois p il
- US]eur&

cas s¢ préscnlcnl:
i) Si les points (X,Y,0), (X,Z,0) et(Z,Y,0) ne sop
Pag

alignés on a:
O(X Y )=d (O0,X y+d (O,Y)
cd(0.X)+d(0,2)+d(©0,Z)+dO.1)

<5(X,Z)+6(Z.Y).

i) Siles points (X, y.0), (X,Z,0) et(Z,Y,0) sontalignés
on a:

Y), 0(X,2) —d(X,Z) et 6(Z,Y )=d(Z])),

SX.Y)=dX
['inégalité triangulaire de d fournit celle de O.
O) ne sont pas alignés et (X, Z,0)sont

iii) Si les points (X.X;
alignés, alors les points (Z,Y,0) ne sont pas alignés. Donc
S5(X,Y)=4d(0, X)+d(O,Y)= d(0,Z2)+d(Z, X)++d(0,7)
S§(X,Z)+§(Z,Y)
iv) Si les points (X ,Y,0) sont alignés et
pas aligncs. Il en résulte que (Z,7, O) ne sont pas alignés.
S(X,Y)=dX,Y )Sd(X,Z)er(Z,Y )
sd(X,0)+d(0,Z)+d(Z,O)+d(O,Y )

<SX,Z)+d(Z,Y).
Ainsi, 0 satisfait aux conditions d’identité, de s
triangulaire définissant unc distance.
B,(4,r) de (R*,9)

2) Description de la boule ouverte
i) La boule est centrée en A =0. On a:

B,(0,r)={X eR*/8(0, X) <rf

(X eR*/ d(0,X) <r}=B,(0:7)
r de (R?,6) sont don¢
de mémes

(X,Z,0) ne sont
Donc:

ymétrie ¢t d’inégalité

Les boules ouvertes de centre O et de rayon
les boules ouvertes euclidiennes concentrées en O et
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ans: " 4
o™ B,(0,r)= Partic hachurée

2 [(),!'} ‘ 3 yA
;:‘]Jﬁglllf ci-contre. ,f( :::-f:.:?\

iy La boule Bs(A,r) estcentrée en TQ—":?
L0.avee 0<7 <d(0,4). il

J 15 CCS conditions nous avons:
Nand L+

SHJ.):{X&-Rz/c?(A,X)<r}
2 . .
={XeR*/0,X, 4 alignés et d(A,X)<,-}U
U{Xe]R{l/O, X', 4 non alignés et d(O, A)+d(O,X)<r}
~ ={XeR*/0,X, A alignés et a’(A,X)<r}U

U{XGR"' /0, X, A non alignés et d(O,X)<r—d(O,A)}.

fnremarquant que » —d (O, A) est négatif, il vient:
XeR*/0, X, 4 non alignés et d(0, X) <r—d(0,4)} = 4.
Dlou:

Bi(Ar)={X eR*/0, X, A alignés et d(4,X)<r}.

fa , , A

gboulc By(4,r) estégale a Y .

Hersection de la boule $r .D

'.'.;L'[ldlcnnc Bd (A ,r) avec ]a _________ l:.---- 1 :'

d.’{j[ ‘\ : ’I’

¢104). B;(4,r) est alors C X .

3% . - .

p sment de drojte - :

n)=cp R
. X

O

i1 | -
D "’ Laboule B;(A,r)est centrée enA z(0,avecr >d(

S s
“Onditions noys avons:
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ct d(A,X)(r}U

(veR*/O, Y. A aligngs
0. X< =0,

B“.(A.r) =1
U{X eR

—. [ ¥ ), il vient:

(Xe R/0, X, A alignes €

y eR?/0,X,4 non align

210, X,A non alignés ¢

t d(A,X)(r}U
és et d(O’X)<”1].

En posant 7
B,(A,7) =

Ui

On obtient alors:
B,(A.1)= B,(O; r)VCD;
relle qu'elle est représcntée

dans la figure ci-contre.
3) On déduit de 12

question (2) que:

vA4eR’, Vr> 0:
B,(Ar)C BJ(A,r).

Comme:
Xef}d & ar

Donc, B;(X 1) & H
4) D'aprés la que

50/B,(X,r) H:

te, X est dans H,. Ainsl, H,cHs

_ Par sul
stion (3),0n 2.
vAeR?, vr>0, By(A,r) < B,(A,r)-

Donc, O est plus fine qued.
5) Montrons que H,cH, Ona

xeH, & Yr>0, B, (X ,r)nH #¢.

Or, BJ(X,r)c:Bd(X,r), donc:
vr >0, B‘,(X,r)nH # .

par suite, X € H, etdonc ﬁ:c__‘:Hd.
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Sujet 4

coient A B et C des parties non vides d’un es
: ;F (). Montrer que :
() d(4,B)=d(4,B);

(if) d(A,BUC)=min {d(A,B),d(A,C)}.

Pace métriqye

) Montrer que toute partie fermée 4 d’un eg
complet (E,d) est compléte.

)) Etant donnés deux réels a et b montrer en usant de Ia
gfinition (V& >0 3..)que la fonction f': (R?,d ) — (R,|]) donnée
wr f(x,y) = ax + by, est uniformément continue sur R2.

3) En déduire que toute droite D de (Rz,d,) est de Fréchet’.

4) Montrer que toute boule fermée B,(a,r) d’un espace métri-
e (E,d) est une partie fermée.

5) En déduire que le sous-ensemble :
A={(x,y) eR?*/x* +? —2x—-4y+4:£0},

“pace métrique (R*,d,) est complet.

e

pace métrique

& |

3 s . " :
') Démontrer que le systéme d’équations :
10x—x2 =y 42" =2
1Sy+x’—y +27 =3

4
20z—-x*+y*-z" =4
4 *

“Met 3
Une, et une scule, solution dans ([-—1,1] ,d.).

’IH\ C‘cgt

rice (- aticien Frangais: &
d‘ms:CL R‘C"é Fréchet (2/9/1878-4/6/1973) : MathemanC';nadamard, qu"” @
“‘lruda'llcsc de doctorat, soutenue en 1906 sous Jacc,lucS [l a ainsi pos¢ les
pr""licurlt POUr la premiére fois la notion d'espace II]étrlC]tu;;faux de Hausdor
§ P P x I-
0 it Ija ONs autoyrs desquelles est batie, griace au

Ja .
lOpolog,c moderne.
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Solution

[. 1) Ona AcAet BC B donc, d (A, E)Sd(A,B).
[nversement, on a :
vieAd Ve>0 Ix €4 /d(x,x,) < s

2

VyeB Ve>0 Iy, € B/d(y,y£)<§,

D'ou:
d(A4,B) <d(x,, ) S d(x x)+d(x,y)+d(,y,) =d(x, p)+e
par suite, d(4, B) < d(4,B).
ii) Onad(4, BUC)<d(A,B) etd(A,BC)<d(4,C).Donc:
d(4,BUC) = min {d(A, B),d (4, C)}

Inversement, on & de méme :
d(A4,B)<d(x, A),Vx € B,

d(A,C) <d(x,4),Vx €C.

D’ou :
min {d(A, B),d(A4, C)} <d(x,A), vye BUC.

Par conséquent :

min{d(A, B),d(4, C)}

e de Cauchy de 4 elle le reste dans
e limite appa

tient cette Jim

<d(A,BUC).

(E,d)
rtenant

2. 1)Si(x,) estunc suit
ite,

complet.On déduit qu’clle converge vers un

3 A. Comme A est fermée on conclut qu’elle con

ce qui la rend compléte. ’
2) f est uniformément continue sur (R*,d,) si elle vérifie -

ve>03a(g) >0/ V(x,py),(z,t) € R?:
d] ((X,}")a(-'-’,f)) "<' (24 =
Si a et b sont nuls la fonction /* est alor

2 . .
sur IR* et donc uniformément continuc.
148
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4

duit ab est non nul on écrit pour toug (x,y) et (z,1)d
1) de

gi le P
v‘*\:.(il)" ) _ B b
- 0= =2 =0l
; < max (Ial ]b|) x ), (2, t))<£
E
uffit alors deprendre @ = max( ) pour conclure.

3) On sait que I’ équation de toute droite D du plan est de Ia
e w+by =6 a, b et ¢ étant des réels. Il en résulte aussitot que
D={(x.y) R/ f(x.y)=c}=1"({c}).
comme {€ } est fermé dans (R ”) la continuité de f permet d’affir-

merque D est fermée.
(D,d,) est alors de Fréchet comme sous espace fermé du

‘omplet (R*,d,).
) B,(a,r) est fermée si son complémentaire CB,(a,r) est

awert, Il suffit pour cela qu'il soit voisinage de tous ses points. On
d.

beC.B,(a,r) < d(a,b)>r
Wi p=d(a,b)—r > 0. Pour tout point ¢ de la boule ouvert B(b,p)
0nga:

Doy - d(a,b) < d(a,c)+d(c, b).

e d@Ozd@b-dbe)>d@b)-P=r

“1 ¢ ot dans CyB/(a,r). Ainsi, on a B(b, p)cCEB (a,r).

) SCIchnon
Cmarque un

Uy l(x VEeR [(x-1) +(y- w2 —-ISO}
Mlaboype ¢ |.Comme
Mg ermée de centre (1,2) et de rayon ©-

Plet
on conclut avec la question (1)-

=B,((1L2 1).
(R, d,)
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3. Notre systeme peut ¢l

'--I-+——Lr +___]_y2___l__ 3

gz tig L0 A

I ;o B I
| 1 Llpsdy-57

g I TLET
::l-}'-—-l"x“-—_-l—-'vt‘_{___l__z‘l

5 20 20 20

5 10 10

LI ALls 10,0 iy TP 2
AT Lol +H2)55
1 1 4 1 4 I 4 4 4 7
1, 1 gty +55% S—?:a(lx] +]y] +|7| +4)'<'56<1'

[l en résulte qu’il suffit de montrer qué l’application :

7([- J,d)- (117 d,)

(x,y,z)H 2. YZ)= —
Fid ) 5 15 15

admet un unique point fixe. Pour ce faire,
3
['U] du complet (R’,d,) est [ui-méme complet. P
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 vertu du théoréme du point fixe de Banach!%.p;..,
"o / est contractante. Pour cela, op calcule ;ard , de
; our toyg

| + 515 150 157 )¢
N 4) (1 Lo 1.5 1

| =X — Y s —+t—t -—u" +—2}
157200 207 207 )57 20" T 20" +2ozv))
"f] 9 5 \

El((r ~t )+(y'—u')+(v2—-z‘°')),+

| ¥ ((x4 Y+t -y +(2* —v4)}

/

Sa ;
hant que pour tout entier naturel » et tous a,b de [‘1’1] KL

n-|

Z au—l—ibi
i=()

“ <o S| rla-tk
i=0

_<_|a—b|

;
N

ohti

b &
S[cfan
B: o
0N pre “;‘carCl: (30/3/1892-31/8/ 1945) : Mathématicien pol

. P _ ,

::"}ma“%cmcaval] avec Steinhauss en 1918. -C«cSt cnc de Banac
Yy g M CC qui est appelé aujourdhui “espac SHeriie
#5815 les fondements de I’analyse fonctionnelle MO

Che
. Sleyy

onais. Il a P“b,"é.
70 quil defintt
1920 q b Ses

T o ai
¢ usn;ﬂe Picarg (24/7/|356-|1/|2/|94|);Mamemancle:li;r::wdans e
rguali()ns _ontrl utiOl]S en anal se mathématiquc’ notam ‘térativc dc
ol > 9ifféren: S A méthode i

tlon des ¢ tielles. 11 3 laissé son nom a U

“Quationg intégrales.
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V(X V2 (r.u,v)e[~],l] : 3
'_/'(.1-,}', g F D v)f < -5—(,); _['+,y_”l+|z_.vl)
S-5:’1(1’(('lr’“l"""’)’("s“,v)).

’ ’on veut !
Ainsi, / est contractante. C estce qu’on
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Sujet 5

. R R, [’application donnée par :
. ) Soit @ L()g(] +|x—y|)
l+L0g(1+|x—;|)—'
) Montrer que (R,d) est U'" espace métrique,
o péterminer la boule unité ouverte B(0,1) et la sphére

d(x,y)=

_ﬂﬂ.“- .
) Montrer que toute suite de Cauchy dans (]R,

) I’est dans

il
R4). _
3 On munit un ensemble non vide E de deux distances d et
/ pour tout point a de £ on note B, (a) et B,.(a) les deux boules

wertes centrées en 4 par rapport a d et d' respectivement.
Montrer que d est plus fine que d' si, et seulement si :

B,(a) < B,.(a):

L On munit I'espace vectoriel Z(R,R) dc sa distance usuelle d.,

* on considére le sous-espace G des fonctions f telles que

M )=1. Montrer que G est de Fréchet.

L |
d‘JU:I Per que tout sous-ensemble relativement compact 4
] ; Pace métrique (E,d) est précompact.

Y Mo t

e fo T que tout espace métrique (E,d) dans lequel toute

" est compacte, st complet ct localement compact

Solution
L i\
V0ng, les
i -wndilio:: “Montrer que ¢/ est une distance sur R Pour Celas,eule
trig €t de symetrie r tous

ng“]aire rest faire, on a pou

e a élucider. Pour ce
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‘

réels x,v et z:
/,og(l +l.\‘-.v,) l |

——

d(x,v)= 1+ Loz (I 4 ,_\- —,1',) ﬂ] + L(Jg(l 4 ]x —yl)

| = L()g(l+|x""zl+|z
=y

‘_C1_-1+L0g(l+,.\‘—-zl+lz—-yl)Hl+L0g(]W
y [.()g((l-i—,.r—z])(]+,z——y,)) yl)
- l+Log(l+[x—:,+]z—y])

_ Log(t+fv-zl)  Log(l+l=y)
_]+Log(l+]x—z|) I+L0g(l+|z—y|

) =dnz)+dizy)

Remarque
On peut rétrquer en ces termes : Sachant queH est une distance

sur R on conclut que Log(1+|.|) est aussi une distance et donc

Log(1+]]) . e
I’est de méme (composition d’une distance et d’une
1+ Log(1+]])
fonction vérifiant certaines conditions que vous devez recherchées
si vous ne les avez pas déja rencontrées !).
ii) On a clairement :

1
B(0.1)={xeR:d(0,x) <1 =J R:1- 1t=R
A 1+L0g(1+|xl)<}

\

I
50.)={xeR:d0,x)=1}={xeR:1- =1;=9¢.
=1 S kxe 1+ Log (1+]x]) }

iii) Si (¥,) est unc suite de Cauchy de (R,[]) on éerit
ve>0 3n(e)eN/Vp,geN: p>q>n, = lxp_xq,<s.

Comme on sait que :
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b=

Log(l+‘xp —xq')
55 gl ) <80 <

1 déduit immédiatement que (x, ) est de Cauchy dang (R,d).
( ) Supposons d plus fine que d'. La boyle ouvert
sant un ensemble ouvert dans (E,d ") reste ouverte dan
Done, il existe une boule B, (a) telle que B,(a)c B, (a).

Inversement, si B (a) < B,(a) et si
alors :

¢ B,(a)
s (E,d).

Q estun ouvert de (Ed")

VaeQ3r > 0/B,(a,r)cQ.

Comme B,.(a,r,) contient une boule B, (a,p,) de (E,d) on conclut
que Q2 estouvert dans (E, d). Ainsi, d est plus fine que 4.

2. Si (f,) est une suite de Cauchy dans (G, d,)
le complet (2 (R, R), dm)
salimite. On écrit -

Ve>0 3n,(e)eN/Vne
Dautre part,

elle le reste dang

. Elle y est donc convergente. Soit f

N: n2n = d.(f,f)<e

pour tout réel x ct tout entier naturel » ona:

FO-1=|10)~ 7,9+ £, (9)-1 <|f@-£,60+1£, 001
Concernant e ' mme du second membre de
Ctte inégalité on a :

€
I eN: n2p = |f(x)‘"fn(x)l<_2"
Pour e S¢cond on a de méme :

4>0:x<—-4 = |fn(x)—-1|<§.
e régyge que

(nznu,xs—A) = |f(x)-1<e.

Autremen dit, im f(x)=1. Ainsi, f est dans G. Par suite, celui-ci
X —=r—on
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est de F réchet.
ativement compact, son adhérence A est
finition compacte. Elle est a fortiori précompacte Eaf
° ; . « L'y
Ac A assure que A est lui aussi précompact Ch.
(e de Cauchy de (£, d). Elle est bop,
Ce.

wrel n, etunréel r > 0 tels que

3. 1)Si A cst rel
deé
sion naturelle
2) Soit (x,), une sui

15, 1l existe un entier na
(x.), € B/ (x,:")

nt la boule fermée centrée €n X, et de rayon r,

0 « Ul
ompacte, donc 1a suite de Cauchy (x,), yes
reste convergente dans £

Bien plt

B,(x,, 1) €t
celle-c1 est supposee ¢

nvergente. Il en découle que (¥,)

co
Aussi, (E,d) est complet.
de (E,d) admet la boule fermée

Par ailleurs, tout point 4
nage compact. Comme (E,d) est en plis

B,(a, r) comme voisi
est localement compact.

sépar¢, on conclut qu’il
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Sujet 6

\iontrer que toute suite de Cauchy (x,) d’un €Space métrique
(E.d) est bornée.

Soit A une partie non vide d’un espace métrique (E,d). On
pote 6(A) son diamétre et F(A) sa frontiére.

1) Montrer que (5(/4) == 5(A)-

2) Endéduire que 6(F(4)) <5(A).

s

3, Etant donnée une famille finie d’espaces métriques (E..d)),

P
En posant E :HE,., on considére les deux applications

i=]

D,D,:ExE—R, définies par :

P
D(X,Y)=D,((x, 3 X350005 X, )5 (V)5 Vs eens Y,) = Zdl.(xf,y,.);
i=|
Dx(Xa Y) = Drx,((xl3xza'",xp)a(ylﬂyzﬁ'"'!yp)) =1;2'_a;;di(xi-‘yi)'

1) Montrer que D, et D, sont des distances sur E.
2

3

) Montrer que D, et D, sont métriquement équivalentes.

) Montrer que (E, D,) est complet si ct sculement si chaque
E.d) Pest,

4, 1)

: o oo 2. :
Démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz “suivante :

\

2 Hermanp, Amandus Schwarz (25/1/1843-30/11/1921) : Mathématicien A:lt;

wnd. Sesétudes favorites furent au départ la chimie, avant qlslz f:&“p";;am
CIerstrass ne I'influencent pour celles des math¢matiques. s olébrc
ail avait trait 4 la minimisation des aireset surfaces et conten

l - ] . I
"Cgalité pour |es intégrales.

ir
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A 4

v, ge‘zf a, /7 '“f(\)“g(‘»)ld\f< U(_f(r)) dxm

2) Montrer que I’ application il ( ->IR def

a

pard(f,g) = \m f(x)—g(x))’dx, est une distance surgﬂ([a, b],IR)_

3) Vérifier que la suite (f,) donnée dans (gp([a’b]sk),d)

par f (x)= 2 estde Cauchy.
n

Solution

1. C’est une conséquence immédiate de la définition d’une suite

de Cauchy, laquelle répartit les éléments de cette suite en deux
sous-ensembles bornés:I’un fini et I'autre inclus dans une boule.
Consultez vos notes pour plus de détails!

2. 1) La notion de diamétre conservant ’ordre, de la relation
Ac A on tire immédiatement 5(A) < 5(2).Inverscmcnt, pour

tous x et y de A et tout &> 0, il existe deux éléments x' et y'de
A tels que:
d(xx)<Z; d(y,y)<Z.
| 2 2
D'ou:
d(x,y) <d(x,x)+ d(x', y') + d(y", N<S +5(A)+‘

On en déduit que:
P Ve>, 6(A)<5(A)+£

ar suite 5(4) < 6(4). Légalité posée est achevée.

2 -—
) C'est une conséquence immédiate de I'inclusion F(4) €4
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i (1)
ol © -
) On se les partage. Nous trajtong D, et voyg laissong f) ¥
| °°

* Cpaque d, étant une distance op 4 immédiatement;
Chaque 4;

P .
n[.l.‘)f):zaﬁ-(x;—gy")=0 <:> di(x:"yi)_'oj vl E{],z,...,p}
. el

= X, =y, Vie {l,2,...,p} S X =y
roi la condition d’identité.

De méme, on a ;

P p
W.YeE D'(X’ Y) = Zdi(xi’yi) = Zdi(yiaxi) = D| (Y, X);
el i=]
doula condition de Symeétrie.
Enfin, on a :

14 P
WY.ZeE DX,y = d(x,y) sZ(d,-(x,-,z,-)de,-(zpy,-))
i=] i=]

Sid,.(xf,z,.)+écﬂ(zi,y‘.)

i=|
<D(X,2)+D,(z,v),

Toi 5 conditjon d’inégalité triangulaire,
Ona clairement:-

p
X, ) < (X, )< d(x,,v,);
{Islfgd,(x,a)’,)—-izﬂa',(r,,y;) P {22}; (X, )

Da;(XaY) S— D](XsY) Spr(X,Y)
DOnc, D

€t D, sont métriquement ¢quivalentes,
) La congig

C()Inplct_ Si(x )
Ves

On est nécessaire, Supposons que (E,D,) est
St une suite de Cauchy de (E,,d.) on écrit :

¢ b B
In(e)e Ny Vr,seN:r>g> A = d,.(X,.,xs)S;-
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{748 s i
En prenant — max 1, (€) € AT o A, o BN
' 1<isp ") il vi

4 . ;
— Zcﬂ(.\‘,’.,iﬁi) =D, (X,-,XS)S&‘,

i=l

p>82m,

(X ) est de Cauchy dan
i S Pespy
Ce

ce qui signifie que la suile

(E,D,). On conclut qu
=il Lonorslip ) Comme :

) <11mZd(x f)—hmD( X ,0)=0;

converge dans (E,,d,) vers £,.Ainsi,(E,d)

complet elle y est convergente verg |
Ne

limite ¢

OSlimd,-(I,, i

n—sx

on en déduit que (x)

est complet.
Inversement, si chaque €Space (E,,d,) est complet et s
,x’)=(X,) estune suite de Cauchy de (£,D;) on

1 2 ,i

(xn ? In - n ’*
écrit par def’mtlorl :

Ve >0 3n, (e)eN/ Vr, seN:
r>s2n, = DX, X)) Zd( x,x,)Sé

D’ou :
F>8s2n, = d(x, xS vi=12,..,P
y dans 1’espace

On voit ainsi que chaque suite (x) est de Cauch
o limite £+ E?

complet (E,,d,). Ellc y est donc convergente vers U

posant £=(£,,£,,...£,) on écrit enfin :
X' 4,)=0.

hmD(X,,z)_hmZd( A)= thd( by

On conclut ainsi que la suite (X,) converge dans (E,D) vers £

(E,D,) est alors complet.

4. 1) Pour tout réel A on pose :
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( 2
po = [ (17 ]+ M g(0)]) e
a )
b

b
= [/ de+ 20| £ ()|t + 22 Mg

nome en A est de signe constant syr R. On
Ce lr-lni“'mt A est negatif ou nul. On écrit donc :
discrimine

. j|f<x)ug<x>|dr] [l fleopa<o

déduit que son

Do :

[ﬂf (x)llg(x)ler < [|IF f dx [lgeofar.

Laprise de la racine carrée des
2) Les conditions d’identit
Concernant Pinégalité trj

?([a,b],R) On a a montrer

deux membres acheve la question.
¢ et de symétrie sont €videntes,
angulaire, pour touyg f,g et h de

b

[(F0-g(x) ax < J [ (7 -h(x)) ax + Jj(h(x) -g(x))’ du;

a a

¢ qui donng ep posanta(x) = f(x)-h(x) et b(x) =h(x)-g(x) :

J (et 00 S\jI (a(x))zdxwi (a(x)’ k.

En ¢ . . S
Clevant gy carres on arrive aprés dévelo
“lion, 3 .

ppement et simplifi-
b

Id(x)b(x)dx < \li (a(x))2 dx Ji (.A:J(x))2 dx.

a

Q

St 'Negalité de Cauchy-Schwarz traitée ci-dessus !
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By

3) Une suite (f,)n de (%([a,b],]l{),d) est de Cauchy

verifie :

ve>0 In () N/, geN:p>q 20 = d(f, )<,
q ¥

Si el

Pour tout réel €>0 et tous entiers naturels non nuls p e 4
tels

que p>q on écrit :

h b 2
d(.f[,,f;,)=\[j (fp(x)—ﬁ<x))’dx=JJ (%—ﬂ d

a

b 3 ¥
(1 1) szdx—[l—iJ o-a -

q P 3 q

qg P

a

€

N/
+1 pour conclure.

Ainsi, il suffit de prendre n, = [
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Sujet 7

Soit (E,d) un espace l]’]étl‘i(]}lﬂ.
I ‘l) Montrer que (£, d) est separé,
d .
2) Montrer que D = STEJ st une autre distance sur F.

3) Déterminer la boule buverte B, (a,1).
4) Montrer que B, (a,r) = B,(a,r).
5) Endéduire que o egt plus fine que D,

6) Montrer que siune Suite (x,) est de Cauchy dans (E,d) elle
le reste dans (E, D).

7) Donner deux justificatifs distincts du fajt que le sous-espace
(NJ]) de (R, est complet.

2. 1) Etant donng un sous-ensemp]e non

métrique (E, d) montrer que :

—

A={er/d(x,A)=0}.

vide 4 d’un €space

Is non nuls N* ge 15
On pose pour tous x et Yy de N

' A=Y

d'(x,y)= l————l

Xy

CSpace métrique.

application identitg id. (N, d )—=>(N',q)
nue.

1ii) Montrer que la suite u, =n
V) L’espace (N',d") est-

1) Montrer que (N",d) est un
1) Montrer que I’
est uniformément contj

est de Cauchy dans (N', d".
il complet ?

* On munit R ge la distance & définje par :
o(x,y)= |shx—-shy|.
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1) Montrer que
vu,v€R Iu-—

'espace métrique (

v|_<,|shu-shv|.
R,&) est com
7) Montrer qu¢ ) plet.

Solution

1. 1) Sotent d et h deux points distincts de (E,d). On pose
ar exemple) 7 ol Frtn

p=d(a,h)>0- gi l'on prend (P :
assurc que: ,’l r] ;:)\ p y \rz \\‘
N 4 \} ] Ay \

P Y

B(.{J’,?‘1 ) f\B(b,rz) = ¢ li\ "l \\ ;'

t B(b,r,) ¢tant des voisinages ouverts disjoints de a et b

on est close.
D vérifie clairement le
Concernant I’inégalité triangulaire, on

t y de E ona .

B(a,n) €
respectivement, la questi

2) A l'instar de d,
J'identitéet de symétrie.
remarque que pour tous x €

s deux conditions

3

d(x,y) I )

—
— —

D(x,y)= = :
3+2d(x,y) 2 3+2d(x,y)

Maintenant, si z cst un autre point de E, I'inégalitc triangulair®

satisfaitepar d permet d’avoir :
3
dix,y) 1_ 2
¢ 312dxy) 2 3+2d(x.2)+2d(z )
D’ou en réduisant au méme dénominateur:;
3+d2(f!’ = S ded + d(z,))
(x,y) " 3+2d(x,2)+2d(z,y) 3+2d(x,z)+2d(Z y) |

Cela d K s o ol
onne Iinégalité escomptée :
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‘

d(\ )) < d(l Z) d(a y)
3+2d(x,y)  3+2d(x, z) 3+2d(z,y)

3) Onapar définition:

d(a,x) .
N={xeE/D(a,x)<1l={xeE/ 2
B,(a,1) =1 } { 3+2d(a,x)<l}

={er/3+d(a,x)>0}=E.

4) On a clairement:

d(a,x
veB,(a,r) = d(a,x)<r = D(a,x)= 3+2(d(a),x)

<d(a,x)<r
= xe€B,(a,r).
D’ou I'inclusion !

5) C’est une conséquence directe de (4). En effet, si Q est un
ouvert non vide de (E, D) il vérifie par définition :

VxeQ3p >0/xeBy(x,p,)cQ

Comme B,(x,p,) < B,(x, P.), on conclut qu’il est ouvert dans
(E,d).

6) Ona:
(x,) est de Cauchy dans (E,d)

]
Ve>0 Jny(e)eN/Vp,geN: p>q=n, = d(x,,x

En s’appuyant sur la question (2) on obtient :

pr* 4’) &

ve>( In,(e)eN/Vp,qeN: p>q2n, = D(x,,x,)< d(x,x,)<¢&.

- L

Autrement dit, (x,) est de Cauchy dans (E, D).
7) Un espace complet est un espace métrique ou toute suite de
Cauchy y converge. (N ||) est car:
1) il est discret ;
1) il est fermé dans (R,H) complet.
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2. )Ona:

aed & ve>0 B(cz,s)m/l:td)c::» Ve>0 Ix e 4 d(a
‘ ’xe)<g

o V>0 d(a,A)<e & d(a,A)=0.

2.1) En écrivant .
X = 1 1
d'(x,y)=l y’:—-_.._.
Xy Xy
on constate sans peine que d 'vérifie les trois conditions ¢,
¢

distance. Donc, (N',d ') est un espace métrique.
ii) Soientx et y deux entiers naturels non nuls. Comme xy >

2

il vient :

f =)
d (,wc,y)=l : ’S’x—yl.
"U"
1 en résulte que 1’application id (N, d")— (N",d) est 1-lipschit-
sienne'®. Dong, elle est uniformément continue.
iii) Soient £>0 et p et ¢ deux entiers naturels non nuls tels
que p>¢g.Ona:
= /A ¢ (N T
d'(u, -u,),)) =’£—-g—l= ] = — =
rq p 4, 9 P 4
Commec lim LA 0 on conclut que la suite (u,) est de Cauchy.
q—HﬂJ q
Cauchy

iv) L’espace (N',d") n’est pas complet. La suite de

(u,) considéréc n’y converge pas puisque :

~£
vleN" limd'(x,,£)=1im [ y | =lim
N0 ’? n—»a

Hn—>»x0

1 1

:-1#0.
¢ nl £

2-7/10/1903) : Mathématit_:icn

13. Rudolf Otto Sigismund, Lipschitz (14/6/183 - o des
Allemand. Son champ d’intéréts st trés vaste. Tl s’étend de Ia th?onz'ons

< de Fourier, les €qu2C

nalytid

nombres les fonctions de Bessel, les série
3 la mécanique 3

différenticlles ordinaires et aux dérivées particlles
et la théoric du potentiel.
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Giu=v la relation proposee prend la forme d’ype égali
! ”'“ e, Sinon. le théoreme des accroissements finis aﬁall.te
. (ion ¢h dans I"intervalle (u,v) permet d’affirmer que[.) HHE S
, 11\1'!\.‘ ) . , .
3 A - =
| e (V) |shv —shu| = chC |v—u|>|v-—u|.

Hclrr,l'
 Soit (x,) une suite de Cauchy de (IR, ). On écrit -

-

(>0 3, (6)/ VPq € N:
p>qn, = 8(x,,5,)=|shx,-shy|<s.

e Jéduit grace a la premicre question que :
(

p>q2n, = lxp—yq|<g,

(x ) reste de Cauchy dans I'espace usuel (R,}|),lequel est

¢ 1l en résulte que cette suite y converge vers une limite .
h est continue sur R la suite image (shx,)

Ainsl,
comple
comme la fonction s
I) vers (shf). Autrement dit, la suite (x,)con-

converge dans (R, .
werge vers £ relativement 3 la distance 8. On conclut donc que

(,0) est complet.

167



Sujet 8

: . vide d'un espace métrique
(E.d). pour tous X €t . de Q on pose : Omple,
R B : ’

T d(x,C,__.Q) d(}’,CEQ)°
finie sur 2x€.

jerque f €St bien dé

2) Montrerque l’app]ication :
5:QxQ >R

(x, ) 0%, y) = max(d(x, ¥ [ (X 3));

sur 2.

Définit une distance
d et & sontto

3) Montrer que pologiquement équivalentes sur

Q
complet.

4) Montrer qu€ (Q,0) est

5 distance euclidienne d, et on pose, pour

5. On munit R’ de |
tous réels x €t )
d(x,y)=d. (/)] (")

ou f: (RH) —(R*,d,) estunc fonction injective continue.

1) Montrer qu¢ d est une distance sur R.
2) Montrer qu¢ pour qu¢ (R,d) soit comp

que f(R) soit fermé dans (R*,d,).

let il faut et il suffit

3. Soit (f,) lasuite de fonctions réelles définies Sur R par-

3
nx

fix)==—57
) o

t sa convergence uniforme Sur R.

Etudier sa convergence simple ¢

Solution

1. 1)C,Q étant fermé on a aussitot :
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d(x,CQ)=0 ¢ €eC.Q)

Q) et d(y,C,Q) ne s’annulent Pas sur ) 4.
e sur Qx Q. B

v,C
0]1\" ‘“ ’

STl déﬁﬂi . ’ s »
gl l‘i;ll o5 conditions d’identité et de symérie $"obtienn -
o celles de d: ent trivia-
S =0 & dX1)=0=f(ry) o

V_\‘, ye Q 5(,\’, y) = 6();’ X).

Fxaminons enfin I'inégalité triangulaire. S; X,
- 4e Q on écrit clairement:

e d

=)

Y €t z sont trojg

Po;HISdL
d(x,y)<d(x,z)+d(z, y),
‘1_1 =‘1_1+1_1
fx)y fO) [f(x) f(2) f(z) fO»)
1 | | 1
<=t
S&x) f@)| | f@ f)
D'ou:
1 1 ;
x| d(x,y), —— <
[ T f(y))
Smax(d(x,z)+d(z,y), . ¥ b ]
& G2y j& &)
1 L 3.0 B
S P NN WSS
Atrement it

. 5(x,y) < 8(x,2)+06(2, ).
t3C neelite triangulaire achéve que 0 est une distance st
1@ par construction :
Vx,yeQ d(x,y)< o(x,»). o
4, i(,Q 5) U plus fine que d (ou que ['application
“Ve, ) (€, d) est continue). SN
ement, prouvons la continuité de ['application

Cet

ir QL

Done identité
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(Q,0)- Pour €€ faire, on montre que :
i 0 . y U,
<

>0 Ja(£,X)” 0/Vy€eS dix,y)Sa = 5(-",}:)5&

0 et supposons que d(x,y) < £ .

2 3

R -

(x C;(Q)) =p>

relation
|d (A’. C;Q) - d(y: C};Q)l s d(‘xa Y),

o d(y, C,Q)> d(x, C,Q)-d(x, ¥)-
Par suite: p

d(%CEQ) >ﬂ"’2’ =':2'-
Donc:

1 - ld (¥, CEQ)—-d(x, c.Q)

i5Cs) dC) 25 Cr)d (1 C2)
< d(x,)) < —-2-2-d(x, ¥).
d(x, CEQ)d(y, C.Q)

2
Ainsi, en prenant & = inf (-—2—, B éz—gJ, on affirme queé-

2
vyeQ Ve>0 Ja(&,X) =inf(—§,g,£2—-gJ>0/

vyeQdxy)sa = 5(x, y) S ¢

vant la question.

Cauchy de (€,0). Elle ¢
lus, elle est qussi d
suite (%)
{ appm’tiGl‘lffj

C’estlala continuité ache

4) Soit (x,), unc suitc de
ment de Cauchy dans (Q,d). Bien p
dans (E,d). Comme celui-ci est complet, la
Q. Montrons qué

st éviden
e Cauchy
est alors

convergente vers un point £ de
(). On procede par I'absurde.
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v

ot dans (,.Q, lasuite (x,), étant de Cauchy dans Qs

S|

‘.l.‘.ﬂ[j (":) e N/VI),(/ eN: P>q > Ny =N 5(x

“ *H{l p,x‘f)SS'

i . ™
Al
!

\
Yol l B |
p’ e - d("‘r"C’fQ) d(xq’cgg) i 5(x’”xq) Se.

)

e o T o
58 prc'scnt q="n, ¢t faisons tendre p vers l'infini. On obtient:
.'-:\\ AL v

lim d(x,,C:Q)=d(£,C,Q)=0.

poL
, 1 = +00; et donc:
-,la donn€ lim - ’ .
k;l'l dO e d (){ﬂ ) CFQ)
- l ]
lim o e

prrold(x,,CeQ)  d(x,,C:Q)
q=m
< qui est exclupar la relation (*). Ainsi, on conclut que £ est un

Lt de (Q,d).. En vertu de I'équivalence des distances d et 6 on
%uit que la suite (x,), converge vers £ dans (Q,8). Ce dernier

stalors complet.

1. 1)On a succinctement :

) Si x=y on a immédiatement :
d(x,x) = dy(f(x), /() =0,
Sid(x,y)=d,(f(x), /() =0 la propriété d’identité de d;
bme f(x) = f(y). Comme / est injective il vient X =)
i) La symétric et I'inégalité triangulaire de d découlent de

Hesde d, Donc, d est une distance sur R.
y ) Supposons (R,d) complet et considérons unc
ém,,[,c 1)) de f(R). Montrons que sa limite, notée
R) Pour toyt indice n il existe un réel X, tel que Va

suite conver-
- est dans

-3

- f(xn)'
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A 4

En remarquant que -
) = hm (iz(-f.(-_\‘ :)1_/.(4\’{ ) — 1
/ ) Illm d,(y

im d(X,X
pg—re »
Vo =yr ’,,'})q):"-.o
1

f"'q »0
(x,) ainsi obtenue est de Cauch
Chy dans

que la suite
Ia
esD

on voit
y converge vers une limite £. La cong. .
Ontingjyg
¢

complet (R,d)- Elle
f permel de réaliser
~=limy _limf(x)=/ limx )= f
y, = lim /(x,) f(limx, )= f(0).
Cela confirme bien que z €St dans /' (R). Celui-ci est donc fe
g Im¢
versement, supposons f(R) ferme. Si(x,) est une Su'te,
ite de

par définition :
geN:p>q2h = d(x,,x,)<e.

n—rye

In
chy de (R.d) on écrit

ve>03n(€) € N/Vp,

1] en résulte que -
p>49 20y = dz(f(xp),f(x,,)) <E&.
aite (f(x,)) est de Cauchy dans f(R). Comme

1 1espace complet (R?,d,) il est lui-méme
e limite #=/(z)

Cau

Autrement dit, la s
ce dernier est fermé da

complet. Donc, (f(x,) ¢
de /(R). Ainsi, on a obtenu .

Lmd(_x,,sff,) = lim d,(f(%,)> f(z)) =0

ressort que la suite (x ) converge Vers z, dans (R,d). C¢

st convergente vers un

Il en
dernier est alors complet.

our x=0ona aussitot 1im £,(0) =0 ¢t
n

3. On remarqgue quc p

tout x non nul on releve que :

3
. of . nx i 1
llmfl_fn(x) =hfl—=s7" limfi=—~ 0.
n—reL ”_,,L.I_*_n.x n—L© nx

. Hs ot : tio?
Donc, la suite (f,) converge simplement Sur R vers |a fon¢

- ‘ ‘:
3. P‘ ’I,lr Iﬂ’

Exami . son 6
aminons son éventuelle convergence uniform
observe que :

7%




4

}1, I 3
o o _ nx
ap| £, (¥) — 0| =SUP —=— =S
ol " [ +H. \. ] ~+ n x
ny’ 3—n?yt
(W= ilvient g '(x)=px2 277X
ot 80 T (I iy

Jeal ci-apres aide a affirmer que :
faICe |

. 1
nx 3 27
——=limg, || = = lim ——
nsu m =
lllﬂ R, i 1+nx* e\ n? "% 40n

X 0 (_3_)2 +co
7

g,'(x) + 0 -

P27 1
g0y~ 4 T

:’.' o
.- nelut ainsi que ( f.) converge uniformément sur R vers la
“etion py]je
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Sujet 9

1. Montrer que la famille des parties compléte
» . L 2
métrique complet est stable par intersection oy -d un g
Ct réunjoy, fin; Pace
ie,

2. 1) Citer le théoréme du point fixe de Banach-Picarq
2) Démontrer-le. -

3) Montrer que le systeme algébrique :
(

Loi &
x =—(2sinx + cos y)
5 y
{ I
y= g(cosx +3sin y)
admet une et une seule solution dans I’espace de Fréchet (RR? d,)
’ 1/-

3. Soit f une fonction d’un espace métrique compact (E,d) vers
lui-méme. On suppose qu’il existe dans £ un point x, tel que;
VxeFE d(x,,x)=d(x,, f(x)).

On note A4 I’ensemble de tels points.
1) Pour tout x de E, on définit ’application g, laquelle, 4 un

point y de E, associc g (y)=d(y,x)=d(y, f(x)).
Montrer que g, est uniformément continue sur E.

2) Montrer que A=(")g,” ({0}).

xek
3) En déduire que A est compact.

Solution

e métrique complet

1. La famille des parties complétes d’un espac ;
ar inter-

est la famille de ses parties fermées, laquelle est stable p
section et réunion finie.

2. 1) Théoréme du point fixe de Picard-Banach:
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ication k -contracta fini
Toute ;mpll_cilllo i nte f définie d'un espace mét-
o complet (E,d) dans lui-méme, admet Un point fixe unique,
ng ) Preuve .
Observons de prime abord‘que 81 / admettait deyx points
istincts @ et b on serait face a I'absurdité -
1S ‘
‘ 0<d(a,b)=d(f(a), S (b)) < kd(a,b),
qatrement dit k21, ‘
L'existence du point fixe peut-étre élucidée comme suit,
Etant donné un point x de E on définit une suite récurrente

(x ) en posant .

fixes

X,u=Jf(x); neN.
Il est clair que la convergence de cette suite procure le point fixe de
f recherché. L’espace (E,d) étant complet, il nous suffit de

montrer que (x, ) est de Cauchy. Pour ce faire, remarquons d’abord
que:
Vx,x, € E d(x,,x,) = d(f(x,), f(x,)) < kd(x,,x,)
D'ou :
d(xy,x,) =d(f (x, ) S (%) <kd(x,,x)<k? d(x,,x,).
Supposons que c’est le cas pour un rang quelconque p:
d(x,.x,.) Sk"d(x,,%,),
on obtient pour le rang suivant :
d(quaxp) =d(f(x,), f(x,) < kd(x,,x,) Sk? d(x,x).
Ainsi, pour tout entier naturel » on a :
e .. &K dxax).
A présent, pour tous entiers naturels p et ¢ tels que p>q ona:
d(x,,x,) < d(x,,x, )+d(x,,,
S+ k" 4+ k) d (%0, X)) S KT (1 K+ k) d (3, 3)
: ;f:{q d(xg,x) < 'lk__qkd(xﬂ’xl)'
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Cette dernicre quunlilé tend vers 0 quand ¢ tend vers +op, cai
ost de Cauchy et clot la question. ui

4) Toute solution du systeme propf)sé est un point fixe 4
I"application (p:(]R"‘,d,)’»(le,d,) définie par : ¢
o(x, )= [-;—(2 sin x +¢os ),

ne précédent, la contraction de cette application

our cela, on calcule :

1 :
(%(2 sin x + COS y),;j-(COSX""-”Slﬂ )’))

)—-;-(2sinx'+cosy')

confirme que s ),,
1 :
—5-(cosx+3smy) ,

En vertu du théorel
résout 1a question. P

d,(¢(x, 1), 0(x V)N =
+

:‘é(zsinx+cosy

: 1 :
s _I_(cosx+3smy)-—g(cosx'+3smy')

< —i-l(sin x—sinx )|+ S_l—l(cos y—cosy)|

+ él(cos x—cosx')|+ -g-l(siny-—siny')l-

Sachant quc :
|(cosu—cos v)|,|(sinu—sin v)[) $|u-v|,

vu,veR max(

on obtient aussitot :

d (o(x, ¥),9(x,y)) = g'lx—ﬂl +'§'|y PAE ':'dl (x5 ), (x57)

L’exercice est achevé.

yety'deE, on écrit grace a I’inégalité tri
d(v,x) <y, y)+d(y LX)

d(y', f(x) <d(y'\ y)+d(p. ] (x))-

angulail' C.

3. 1) Pour tous

D’ou:
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2.0 =&Y <2d(y, ")

. ¢ est 2-lipchitzien :
sort que &, est 2-lp ne. Elle est alorsg uniformément
jen ™
.‘\n[lﬂuc'
"~ 9 Ona.

red & Vxek, d(x(,,x)zd(x",f(x))
o VIGE: d(x(}sx)_d(x(n.f(_x))=0
o VxekE, g(x)=0 & VxeE, x,eg,” ({0})

< xel)e” ({0})

xek
D'ou I'égalité.
3) On déduit de ce qui précede que A est fermé dans le com-
nct E. Il est par conséquent lui aussi compact.
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Sujet 10

.ntes sont vraies ou fausses
ace métrique est fermée
e métrique est compléte.

un espac
d’un espace métrique e
S \
9 t complete,

J’un espace métrique est bornée
métrique est précompacte.
d’une suite de Cauci;y

1. Dire si les assertions suiv
mpléte d’un esp

1) Toute partie €0
2) Toute partic fermée d’

3) Toute partic p.'écompacte

4) Toute partie précompacte
5) Toute partic pornée d'un espace

6) I'image par une application continue

est de Cauchy-

7) Sideux espaces iques sont homéomorphes et si I’un est
I’est de méme.

d sur un ensemble E est une

partie compacte 4 d’un
te deux points @ et b

dans A tels que S(A) =d(a,b).

ue toute suite de C
e valeu

ace métrique

auchy (#,) d’un esp
écessairement

3. Montrer 4
r d’adhérencé, est n

(E,d) admettant un
convergentc.
re dans 1’espace

| non nul a, on considé
H des fonctions

1, ]R),dw) le sous-espace
chet.

4. Etant donné un rée

métrique (g ([-a,a
s. Montrer qu¢ H cst de Fré

Solution

paire

1. Consultez vos cahiers.

2. 1) Soit (X5, ¥p) un pointde E°. On écrit :

(ry) e B d(xy)Sd(xx)+d(o: Yo) +d(yor))
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ol
D \d(,\',}")"d(xunyn)‘ Sd(x,x0)+d(y,y0)

2 DR . :
En munissant E” dela distance « produit » -

D0 2), (X5 0)) = d((x,%,) + d(y, y,),
on observe aussitot que :

|d(x, ) =d(x,, y,)| < D((x, ), (x,, Yo))-
ce qui signifie qued est continue en(x,, y, ).

3) On sait que si A est compact 4> I’est de méme. La restri-

2 {4 5 L] N ’ )
ction de d sur A° étant continue, on affirme d’aprés le théoréme
3 14 3 ’ . e
de Welerstrass * qu’elle y est bornée et atteint sa borne supérieure.

Autrement dit, il existe deux points a et b dans A tels que
3(A)=d(a,b).

3. Soit(u,) une suite de Cauchy admettant une valeur d’adhéren-
ce dans un espace métrique (E,d). Il existe unesous-suite

(4,,,) de (u,) convergeant vers £. Pour tout entier naturel »n
on écrit :

d(u,,2)< i U ) d (U, s0)

Estimons les deux termes du second membre de cette inégalité.
Concernant le premier, la suite étant de Cauchy on affirme que :

€
Ve>03n,eN/VneN:n2n, = Ay, 8, S—=.
Au sujet du second, la convergence de (u,,,,) vers £ se traduit par :
£
Ve>03n eN/VneN: n2n = d(u,,.L) SE.

len résulte en prenant n, = max(n,,n,) que:
VneN: n2n, = d(u,f)<e.

———

4. Karl Théodore Weierstrass (31/10/1815-19/2/1897) : Mathématicien Alle-

mand. Son ceuvre renferme les théories des fonctions abéliennes, elliptiques
Ct analytiques.
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Ainsi, la suite (u,) converge vers £.

) est une suite de Cauchy de H elle le reste dans Je

4. Si (/,
Fréchet (g’ ([-a, a], ]R),dw

imite / vérifie:

Ve>03dnm € N/V

). Elle y est alors convergente, S

*) neN:nzn ::"dw(fmf)s—;

Par ailleurs, pou

r tout entier naturel 7 €t tout x de [—a, a] on €crit :

(=)= f ()|

If(x)—f(-x)|=lf(x)—./;,(x)l+|f;(x)—./T,(—x)l+

est paire, on obtient :

0=/ )=/, D RAG (=x)|-

Comme /,
|F@)-F

On déduit d’apres (*) que :

Vxe[-—a,a] vneN: n=n, = lf(x)—-f(-x)[.éf:.
D’ou :
Vxe[—a,a] | f(x)-f (—x)|=0;

Par suite :
Vx e [-—a, a] f(=x)=f(%).

Ainsi, f est paire et donc H estde Fréchet.
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Sujet 11

o i R" d’une distance d et on y considere une partie 4

imumm un seul point d’accumulation 4.
) Montrer que A est nécessairement infinje.
7) Etant donné un entier naturel non ny] & %

1 ontrer que
|'cnscmb}<- F, = {x eR” /k <d(x,a)< k} €st compact.

3) En déduire que ANF, est fini.
4) Montrer que A \{a U ANF,.

keN'
5) En déduire que A est dénombrable.

Soit @ un parametre réel. Pour tout entier naturel » et tout x de
[0,1] on pose £, (x) =n“x(1-x)".

1) Trouver la limite simple de la suite (f,),.

2) Y’a-t-il convergence uniforme?

| S
-

3. Soit la suite ( /), donnée sur [O,-;iil par £, (x)=ncos" x sinx.

) Chercher la limite simple f de (f)),

T r

2) Vérifier que J J(x)dx # lim I S (x)dx.

Solution

') On Procéde par I’absurde. Si A était finie on aurait pour

"Smind(x,q)

B[a,%)m(A\{a}) =¢.
ela eg
SLen Contradiction avec la définition de a.
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attendu, puisqu’on sait plus géng
erale
Me

Remarque - Cela est
que dans un €space séparé, les partics finies n’ont pa
lation ! S de POin;
- st inclus dans la boule §
€rm¢
Ce

d’accumt

2) On remat
Il en découle qt
par ¢

que que ‘%
F, est borné. Comme I’appli
appllCation

B,.(a.k). 1€ Ik
(x)=d(x,a) est contin
ue ¢

qp:R”e(R.H) donnée
~ estaussi fermé. 11 est do
ne

F, =go"([£:,kD on déduit que F,
Iy 1 ors compact.

”  AusSl, il est al

3) On procéde par |’absurde. gi ANF, est infini il admettrait
en vertu v me de Weierstrass un point d’accumulation que
’on not point apparticnt a A on déduit qu’il est
distinct de ec deux points d’accumulation

C’est en €O
4) Ilest clair que :
|JAnFi S A\{a}.

e b. Commece
4. Ainsl, Asere
ntradiction avec

keN
D’autre part, o1 remarqueque St x est un point de
pour d(x,a) —r>0, un entier naturel £ tel que %Sr_ék. Il en
résulte que X appartient F,. Par suite
aajc U Ak
keN’
D’ou:
aap=U AN T
keN'
5) A\{"} est réunion dénombrable de parties finies- 11 est P&
atre de méme-

conséquent Jui-méme dénombrable. A ne peut que I
9. 1)Si x=0o0u *= lona immédiatement lim £, (¥) = 0.
n—>w
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oy e85V -

51
f‘ ( y) = ”rr-‘,(l _x)n — nfrxerrl_ag”_” _ nux
Jn\

en( x+o(x)) >

(¥)=0: On conclut que (/) converge simplement
n

lim f,

. donc A .
T onction nulle quel que soit le paramétre ¢

“*].‘) Jne simple é¢tude des variations de la fonction |7,00)|

-

sur

[ﬂ.l] donn¢ -

n+a 1 1 n-+|
sup lf;:(x)l == (1 :’_ n)rH-l - l-a (1-_ ) .

0<x<l n n+1

l n+l 1
lim| 1——— =—, 1l vien itdt -
Fnse rappelant que n_m( o J - t aussitot :

+0 st a>1,
e -1 -1
limsup | £,(x)|==1limn*" =Je™ si a=],
n—=% 0<x<l g o .
0 siax<l.

Il en résulte que la convergence n’est uniforme sur [0,1] que pour

les valeurs strictement inférieures & 1 du parameétre a.
: V1 , : :
31)Si x=0 ou x=—2— on a clairement lim f (x)=0. Sinon,
n—wx
sachant que 0 <cosx=a <1 il vient :

0<lim f (x) =limncos" xsinx < limna" =0.
n—»wx n—m

n—x

Ainsi, la limite f est la fonction nulle.

n—a

3) Ona;
R : .
}.E?,I-ﬂ(x)dx =lim n_[cos x" sin xdx = Ll_r)gnju du
0

)

£ (o

. n
=lim——=1#0=
"->°°n+l

R e
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Sujet 12

s-ensemble A d’un espace mgy,.
I'Ique

e si un sou
t connexe il en est de méme g, -
n

Montrer qu
act €

(E,d) sl précomp

adhérence A.

On considére dans I'espace métrique usuel (R”) les dey
X

assertions sutvantes :
) VabelR ]a,b[m@:ﬁ P.
a< b

i) Tout nom
Montrer qu’elles sont équiva

bre réel est limite d’une suite rationnelle.
lentes.

ple et la convergence uniforme des

Etudier la convergence sim
ntes:

deux suites de fonctions réelles suiva

(n+2)x S xe[O, : ],
2+n

-
j;(.r)=<2-(n+2)x si X€ : 2 ],

_2+n’2+n
0 si x€ -2—-,1]_
[ 2+n
-2 si xe[-2,0],
g,x=1 "
x
24— sl x
Bt si xe[0,3].
Solution

A étant pr¢é il exi
= (St)PfCC?cmpaf:t il existe pour tout £ >0 un recouvrement
hsisp TOrme de parties §; de diamétres ne dépassant pas

e. Comme A A4 on peut écrire :
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1 ¢ sont de diametres €gaux, dong |a famille finie “S")
. §. €L Vi i
l [

— s ISiSp
¢ un recouvrement fini de 4, le diamétre (e chacun
g1l il

M-

de ses
s ne dépassant pas &. Ainsi,
L\mL‘I ™ e

A est précompacte,
rraitons la connexité de 4. On procede par absurde,

s que A soit connexe et que A4 ne |’est pas. Il existe par
ition deux ouverts C et D de E tels que :

|
Suppo-

4

AcCuD, (1)
ANCAD, (2)
72m6¢q (3)
AND=# ¢, (4)

Il en ressort que A vérifie les contraintes (1) et (2). De plus, les
contraintes (3) et (4) montrent respectivement que les ouverts C et
D contiennent des points adhérents a 4. Dongc, ils coupent ce
dernicr. Il en découle que A n’est pas connexe. Absurde !

2. (i) = (ii)
Soit d un réel quelconque. On écrit par hypotheése :
4 1
VneN j\d——,d-&-—l—[ﬁ(@i d.
n n

Pour tout entier naturel non nul n o

I
:'d—— ~. <+ _1_

h n
Satisfaisant 3 :

n prend un élément x, de

NQ. On construit ainsi une suite rationnelle (x.)

0<|d-x,

1
<-—.

n
Le théoreme deg

gendarmes permet de déduire que (x,) converge
vers ¢
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Remarque :

On peut €X] r une suite (x,) (il y ep
a
€nh rﬂi[

Jlicitement exhibe
o infinité). EN offet, sid st rationnel, toute suite
(xn)de Ia

ut
_d+y, avec ( ¥, rationnelle convergeant vers (

l n
~: x, =d+
B ot n+l ete.)

forme X,

(prendre par exemple X, = d+
ionnel toute suite (x,) de la forme x = [nd]
a =4
Y
0

Si d estirrat
t vers 0 convient (prendre
par

(v,) rationnelle convergean

M_].,xn [nd] ! ...efc.)

avece

L 24—
a7
e

exemple X, =
n n

(i) = ()
Soient a et b deux réels tels que a<b et c unréel de ]a b[ I

ypothése une suite rationnelle (x,) convergeant Vers c.

existe par h

On écrit donc :

ve>0 In(e)eN/ x,—c|<e.

vneN: nzn, =

— min(c—a,b—c¢) ona:

En particulicr, pour
= |x,— <min(c—a,b—¢).

Elno(so)eN/VnGN: nzn,
Plus précisément :
nzn, = c—min(c—a,b—¢)<X, <c+min(c—a,b—¢).

D’ou :
E]no(a)eN/VneN:nZno — a<x,<b.

Ainsi, Ja,b[ coupe Q.
Remarque : Vous pouvez vous suffire de ¢ = a+b ct g, = -b-:-g-
2 ° 2
(x) = 0. Doncs

3. On remarque que pour tout x de [O, I] on a lim f,

la sui i
suite (f,) converge simplement vers la fonction nulle.
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,n remarque que :

o ’ar" " . b
e sup £, =0] = lim sup) 7
i n-r* axsl "VWMOS.\:SI "(x)l =1
e suite 1€ converge pas uniformémen v,
/0 rs
:\‘l“ ’;InL“ on a. 0 Sur [0’ l]'
ne me 3 /

lim z_f_):Z |
n—»m Sl x o
lim g, (X) =1 > & E[ 2’0],
" lim| 24222 o
P Si xe[0,3]'

n—ro \

"

i (g,) converge simplement sur [—2,3] vers la foncti
‘ 10n

pstante 2. Par ailleurs, on a :
W

lim sup |g,(x)-2|= i 2=

n=% _2<x<3 n—-o p

nne, (g,) converge uniformément sur [—2,3] vers sa limite 2
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Sujet 13

J est une distance sur un ensemb|
ek
alom

1. 1)Montrer que s
o ; | +2d
["application d'=Log T:c;- el g5t 1Ue atites,

4 est plus fine que d'.
_R? et d=d, représenter dans y
0 Tepere

fermée B,(0,1) dans I'espace (R',q)

1) Montrer que€
2) En prenant

orlhonomlé la boule unité

ble non vide A d’un espace méri

-ensem
t x de E: d(x, A) =1inf d(x,a)
aeAd i

pour tou

d(x, 4) =40 A)|<d(x,))-

1) Montrer que
]ication x> d(x,A) est uniformément

2) En Jéduire que 1'app
continue sur E.
on vide d’un espace métrique (E,d).

_ensemble n
a A si, et seulement

nt a de E est adhérent
te (x,), convergeant vers &

3. SoitA unsous
Montrer qu’un poi
g’il existe dans A un¢ sui

4. Utiliser la suite (f.) donnée par:

0 si Ost-l—,
2

x.——-
2

([0, l],R) muni

£(x)=1 1
( 1]" si —l-éxSI.
2

pour montrer que I’espacc & de la distanc® d

n’est pas de Fréchet.

Solution

1. I 141 1
) Les deux conditions d’identité et de symétrie sont gviden®®
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-

apii I’inégalité du triangle on écrit :
neette

[+ d(x,y) 1+d(x, y) I+d(x, Z)+d(z, )
<2 1

I +d(x, z)+d(z,y)+d(x, z)d(z,y)
o 1+2d(x,2)+2d(z, y) + 2d(x, z)d(z, y)
= 1+d(x,z)+d(z,y)+a’(x,2)d(z,y)
<(1+2d(x,z)][1+2d(z,y)J
\ 1+d(x,2) )\ 1+d(z,y) |

, onction logarithme €tant croissante, 1'inégalité est achevée.
) Ona:

p
1+2d(x,y)
d'(x,y)=Log ( )

\ [+d(x,)
(
=Log

—<- d(xa y)'

1y _dx.y) ] < dx,y)
\ 1+d(x,y) ) 1+d(x,y)
Done, d est plus fine que d'.

3) Ona par définition ;

¥-] (x.)eR"/ Log [llfci%? - 1]}

\

]

(v.y) e R/ 124 (0)) Se}
; [+d(x,y)

1
! o 0,14— |
={(x,y)elR2 /d(x,y) sl""e_z}:B}f (0’1-‘-3—2)

b A
Posant - | +———-2- on tient notre boule %
Omp R ;
e i contre - —>
rd
L . = i
U Wrtous x, y de E et a de 4 =
Ila: ’ 5.
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d(x,a) s d(x,y)+d(y,a);
d( a) s d(x, y)+ d(x,a).

dix,A) = d(x,y)+d(ys A),

D’ ou !

d(v, A) S d(Xx, y)+ d(x, A).
par sult¢ :
max (o 4) =40 A _(d(x, =0 D)y Sdxy),
qutrement dit :
d(e, ) =d0 A)|cdxy)

e que I’application en question

de ce qui préced
donc uniformément continue

2) On déduit
esur E. Elley est

est 1-Iipschitzienn

3. 1)Onaa montrer que:

(aed) © (a(x,,)c: A/azlargx,,)

=)

Si g est adhérent rit par définition :

3 A onéc
ve>0 B(a,a)mA:td).
D’ou :

vneN B(a,-]-)r\A#dJ.
n

(x,) dans 4 telle que d(a,x,) >
ue la suife (.

= \—

On déduit qu’il existe unc suite

A

-

Lo thidont
théoreme des gendarmes permet de conclure q

de 4 converge vers d.
(&=
Si a est limite d’ - ;
imite d’une suite (x,) de 4 chacun de ses voismagﬂS

contient tout TR '
tous ces voisfn;cgc suite a partir d’un certain rang. /ﬂn.ltl‘ﬁiment s
ges rencontrent A. C’est dire que @ est adhércﬂf A
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ergente dans ( ([0,1], R),d,). Etant donngg deu
)t g tels que p>¢ >0 on calcyle alors -

1
1\r 1
l"n d (f]:? f )—- pltl]n;lT [)C-—E)p __[x__%)q

X entiers

gnurels

s

insi, (f,) est de Cauchy. Par ailleurs, cette suite converge vers la
fnction f définie sur [0,1] par :

e 1

0 si 0<xg=,

f(x) =+ 2

o |
1 si —<x<1.
2

1\~ o 1\
e oot
2

|
14 = 1
""'—"I x-—l =—l—-—-lllm_n —__0
1 2 2 2"-’“‘}1-}'1
2

an;Id fnsf) = Ilm

H—yor

=lim

N—yor

N\ | ——y—

q],, Nite
n tant Unique Ct f n’étant pas continue en ; on conclut que
n ne CO

Das de F n rge pas danS ( ([0 ]] R) ) Donc Celu]-C] n CSt

"chey
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Sujet 14

un espace muni d’ :
d’une distang,

«t de Cauchy si. ct sculement si. clle est stationna
ée unc partic non vide 4 d’un un zll‘e_
Space

—_— ‘,r e E d " et

uune suite d’

) un espace métrique. Montrer que les dey
X

tquivalentes :
(E,d) admet unl recouvrement par

Pour tout &~ 0 I’espace
de E dont les diametres ne

(*)
parties (A )\<isp

une famille finie de
dépassent pas &
(**) Pour tout &

> (il existe une partie finie F. de E telle que:

vreE donF) <&
o dans I’espace usuel (R,}|) tout inervalle [a,b]

2) Montrer qU

est précompact.

3. 1) Soient 4 et B deux sous-ensembles compacts disjoints d’un
d). Montrer que d(4,B)>0.

tout espace métrique compact et bien

espace métrique (E,
2) Démontrer que
enchainé (E,d) est connexe.

edela conver-

4. On munit 1’espace E= %([0,1],1&) de la distanc

gence uniforme d_etony considére les deux sous-ensemblesi

M, des fonctions k — lipschitzienne,

D, des fonctions dérivables f astreintes a la condition :
f ()| <k, Vx € [a,b)

1) Montrer que M, est fermé dans (E.d..):

2) En déduire que (M,,d,) est complet.
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et que Dy estinclus dans M, .
L

1) o fonction de M,. Pou :
Qoit / une fonct k I tout entier Nature] nop nul
§) '

X4—

e [ad] onpose 1,0 =n [ £

X

rer que f, est dérivable sur [a,b]

1) Mont puis en déduire sa

;_‘I-]\'CC-

) Montrer que f, estdans D,.
) Montrer que D, est dense dans M,.

Solution

1) La condition est necessaire. En effet, si (x,) est une suite de

Cauchy d’un espace meétrique (E,d) dont la dsitance est
sscréte, on écrit par définition :

Ve>0 3n,(e)eN/Vp,qgeN:
p>q2n, = d(x,,x)<e.
tn particulier, ilexiste pour tout & pris dans ]0,1] un rang m, de
telle sorte que:
Vp,geN: p>g2m, = d(x,,x,)=0;
Cest-a-dire:
p>qz2my = x,=x, =0.

nsi, (x,) est stationnaire.

. ‘ : ; ¢
s 4 condition suffisante est évidente, puisque vraie dans tou
P métrique,

)
) Soit Yo un pointde B. Ona:
d(xoa A) = 1n£ d(xos y) o 0

‘apré‘ . ] On
LN i Cure
Propriété caractéristique de la borne inferieure,

D S |
aff; d
e que
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V&> 030 € Al d(xnsy,,-) <é&.

qussitot que :
ve>0 B(A.‘“,g)mA # @,

ost dans A
4 on écrit par définition

1l en réSllI[C
P : Ainsi, Bc
i signif€ que o A.

ce qu
si X, est dans

lm'crscnmnl,
ve >0 B('\‘U’g)mA;ﬁ'¢”

e Al Oéd(xo,yg)<g.

qutremel dit :
est dans B. Ainsi, Ac B,

ve>03);

D’ou. infd(.\'{,._v) _ (. Par suite, X
el

7. 1) Supposons (*) réalisée. Soit, pour tout & > 0, un recouvre-

ment fini (4 )isisp de E par des parti€s dont les diamétres

5(A)ne dépassent pasé [’ensemble Z; ={a,,a3,...,ap} ol g est
t point X de E étant dansun

ns A, réalise (**). En effet, tou

on obtient aussitot :
)< inAf dx,y) s O(A )=s¢€.
yved, 0

pris da
certain 4, ,

d(x,F.)= i.nff d(x,y

e £ ‘
(**) réalisee pour -2- _En Conservant ]a notation

F%. ={a,,a2,...,ap} on tire aussitot que E =F, U(E\F,) De plus,
2 2

Supposons

ona:

vx,yeE\F, VzeF, d(x,y).<_d(x,z)+d(x,2')-
2 2

D’ou:

VxyeE\F, d(x,y)<d(x,F)+d(x,F)=¢

Par suite :

max d(x, v) zg[E\FgJSE-

x.yebE\F
2
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~estun point de £\ F. on affirme - "

r p! 20 il exi ‘ E:UB(a,.,g)_
, pour out & >0 1l existe, d’apres 1e lemme d’Arcll;‘im.
' | non nul 7, tel que n, >2 b—a cde, yn

afd ———
ol n.\“]“- £ . En pOSant :
' b—a
x, =a+k : k:(),]_,”_’n ,
” £
[ b—a +h—a
) e -Y .
smille || A4 "k constitue y
amit™ 1 | n, n, N r€couvrement
L O<k<n,

- de [g,h] par des parties dont le diametre ne dépasse pas
€.
\ins. [a.h] est précompact.

, |)Lafonction f: A— R donnée par f(x)= d(x, B) est conti-
e et bornée. De plus, elle atteint sa borne inférieure en un
it x, de A. Il vient:
f(x )=d(x,, B)= itlgf d(x,B)=d(A, B).

Jmme ¥, n'appartient pas al'ensemble fermé B on déduit que:
d(4,B)=d(x,,B)>0.

2} On procéde par I’absurde.
Sipposons que 1'espace métrique compact et bien enchainé
'_:'dJ ne soit pas connexe. I1 admet alors une partition constituée
Ifdeux feqnés non vides R et S. Ces deux fermés sont en fait
hects disjoints. 11 en résulte, 4 la lumiére de la premiére ques-
Uil existe un rée] &> pour lequel on a:
 concy cf_(a,ff) >d(R,5)>0, VaeR, vbeS. =
Uiy 5 d?}L{’l 1}9 wexiste pas Qe chaine ‘ﬁme df: PZZ:YE}C E‘ela
g ) rehan.t un point a de R a un point :

n'est pas bien enchainé. Absurde!
Y suff

(

it de montrer que M, c M,. Soit f un ¢lément de M,
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Il existe une ¢ ' ‘(_/:: )ndans M" COnVELERAIL YALS f‘ On écr't
. 1t a]
. / : ::> Su o 0]‘3:
>0 3n 5 ,B,]If"(x) J()|<e,
t y de [a, b] ona:

~fO) <|f )~ @IHAE S, W01y

D’autre part pour tous X C

/(%)

[l en résulte qu€ :
Y & " £
/(%) ~£,(%)|$ =8 F» =1 ()< 5 v,y €[ab], Va2,

[.1‘; (x) -—f”(y)l < k[x-yl W yEe [a,b],vn eN.

Par suite :
|-/

Autrement dit :

('1;)' < klx-—yl-i— e Vx,y€ [a,b], Ve>0,Vn2 n,.

/@-10) <k|x-y. vx,y€[ab]
[a,b]. Elle appartient donc &

Ainsi, [ est k — lipschitzienne Sur

M,. C’estce qu’on veut !
2) Il I’est comme unfermé de 1’espace complet (E,d,).

3) C’estune conséquence immédiate du théoréme des accrois-
sements finis. En effet, si f est un ¢lément de D, et x,y deux

points de [a,b] alors :

1. epoy/ fO) -0 =D ey
D’ou
If(y)-f(x)l=|J~'—xl|f'(c_r_,,)[ <k|y-x;
ce qui assure I’inclu sion indiquée.

4) i) Soit x, un point de [a,b]. On écrit :
|

-"'n""'-""l X5+
; Ndt — dt
Limoﬂ.(xwh)—f,,(x{,)_ ' .q,[.e, f()ar f f
— h —nhl_l’]g h B oty
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TREI ,
a ormulc de C Imrlcs. permet d’avoir -
I' i

_.‘\llr‘\. ' i ' L Yo+h i—.‘_
| | | h f’({)d! I /(i)d!+ I f(f)df

J vy Hh “”_—
1
Xt | Xo+h ‘“+_

[ f@di= ] S+ [ fyr

J Xg Xo+h
I8 1n+h+-l-

Xo+h

I f(t)dt - j F(t)dr

1 (X +h) - £, (%) = nlim r"+r_:
/
hm h h—0 h

j-0
jouble utilisation de la deuxiéme formule de la moyenne

¢t daffirmerque -

!
Xoth+—
1 1 .
3 e]xo +—,X, +h+;\:/ I f®dt=hf(c,..);
| n 1 .

n

Xg+h
3, e v, +h[/ | f@dt=hf(dy,)-

en resulte que :

1 +hh f (x ) —nhm(f(c(h n)) f(d(h)))

1
=n(/(lime,,,) - f(limd,,)) =7 [f(m;)—f (xo)]-

: , . .
], est dérivable de dérivée :

el ncais. Il est
’?tonLn Chasles (15/11/1793-18/12/1880) : Mathématicien Frang

U pour seg travaux en géométrie.
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i g )-n(/( ] f(r(,))

L) Clest bien la cas. car pour tout .x de [a, b] on g -

D\ s |
i m[——n’[ [ +n] f(xu)J [xn+;)—xﬂ

«t dense dans M, si toute fonction de ce dernjer
est

< nk

Sk.

5) D, e
d’une suite de D,. Soit /[ une fonction donnée de M, 1,

limite
suite (f,), définie ci-dessus convient. En effet, on a:
1

|
V= X+=

= supln [ fwdi=f@|=nsu | [ O-1a

welad]| xelab]||

I |
r+— t‘+-

< n sup I|f(r) f(r)]a’t<nk sup J(z x)a’t<k.__

xelab] T

D’ou:
limd, (f,,f)=0.

n—sx
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Etal Normé

199



Sujet 1

it espace métrique est-il un espace norme ? J
- 1 b A1 . . g , )
) T_l&_‘ml espace norme est-il un espace meétri
\1 L = ,
o ['espace normé usuel (RH)
j) L WK

ustifier.
que ? ] ustifier.

est-1] de Banach 9 Compact 9
? Connexe par arcs ? Justifjer

, nsatE={/ €€ ([0,1],R)

pOsSe .

N(N=swp| () + 1), N,(f) = Supllf(x)l +sup| £ ().
' 0<x<l 0sx<
Montrer que N, et N, sont des normes.

2 Th 'I} ™ -3 T3
Jement compact 7 connexe
ol

[ £(0)= 0} . Pour tout f de E on

0<x<]

2) On munit T'espace vectorie} %‘([a,b],R):E des deux
normes :

b [ b
() = I () as Ny = \] (7Y a4 ]|

) Montrer que M o
) En déduire que (

t N sont équivalentes.
E,N) n’est pas de Banach,

- : s 1
Uite (f) définie par :

; 1 1
T Ay — A e
”Jl-—-xz

), est de Cauchy.

1
"
1) Montrcr que (f;,
rninzc)r Montrcr que (f ,,),, Cst convergente vers une limite a déter-
3;')) I;f;U(tj-'o N conclure que E est de Banach ?
1 deduire que

E n’est pas de dimension finie.
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7 ) » Q4 - B Y
espace @ (['ﬂ]' l].]l%) Gl 85 ROCHIE '”"d“mcnmlc

4. On munit I
e le sous-espace 7 des fonctiong nul|
e op

i” et on consider
1

T

Z€10.
» L 1 & » [} [} c .
) Montrer que 7 estde Btmia h | 1
2) Z est-il connexc par arcs 2 connexe 7 Justifier,

) Z est-11 connexe 2 Justifier

Solution

1. 1) Oui. A toute norme "“ correspond une distance d définic py

dxy) =l

Non. La distance discréte ne correspond a aucune norme
)

2)
ce de la propriété d’homothétie,

faute notamment de |’absen
3) (R, ) est, en tant qu’espace métrique complet, localement

compact, connexe €t
ses propriétés en tant

connexe par arcs, mais pas compact. Il garde
qu’espace norm¢. (Revisitez les détails.)

2. 1) Les trois conditions d’une norme sont dans leur ensemble
immédiates. Scule, peut-étre, la condition d’identité pour,

mérite qu’on s’y arréte. Ainsi,ona:

[N,(f)=0 jsup /) + £ ()| =0
o

0<xsl

lf(O) =0 [1(0) =if)

i ;f'(x)+f(x) =0: Vxe[O,l]
L f(0)=0
_ [/=0 ou (=K KeR,
S(0)=0
< f=0.
1qutré

2) i) p
part, l’in)é r(;ur tout‘f de Eon a clairement M(f) < N(f)-D
galitc de Cauchy-Schwarz permet d’avoir :
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a
a

W NN < (1 Jma ) My,
gnifie que M et N sont €quivalentes.

kf V) n'étant pas de Banach (E,N)ne peut pas ’étre 3

irpar effet e I’équivalence des normes en présence.
s@ﬂ tot ‘

4 ) Pourtous p et ¢ de N’ telsque p>g ona:

2
j s - :(—l-—l)/fircsmx]I
0

9 p

1 S
Anngi, 1l suffit de prendre le rang n, =[—-} dans la définition (que
£

vous étes sensés connaitre !)
2) Ona:

lim| £, - 0| = lim

n—w n—o

1
lj dx 71
nsy
one, lim , =,

1-x* "*6n

d 35) Non, cela nécessite ’examen de toutes les suites de Cauchy
c .

) On sait fque (E “ “) nest pas complet. Cela suffit pour

tuct
T que sq dimension est infinie.

i (f,) est une suite de Cauchy de Z elle le reste dans le
Banacy, (% ([_.1,]], R)\\“ ) _On déduit qu'elle y converge vers
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une limite /. On écnt par définition :
ve>03n(e)eN/ YneN: nEn, = "fn "'flL Se
D'ou :

n2n, =|f(0)=|/(0)~£,0)<|, -7 <e

Il en résulte que £(0) =0, ce qui assure / est dans 7

et donc .

¢1 est de Banach. Celuy;.
2) Oui, car c’est le cas de tout SOuS-espace vectorie] (do

convexe). ne

3) Ou, car tout ensemble connexe par arcs est connexe
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Sujet 2

ot I'espace l:‘--‘—{_/'erf,..ﬂ ([(),l],R)/f(O):O} et N Iappli-
o définie sut E par N(f) =”5.f'+4f||.£.-
catlt

| Montrer que (E,N) estun espace norme,
1) |

| SoI€

,y pour tout entier naturel n et tout x de [0,]] on pose
=X Calculer N(/f,)-

/. o Tl qu'il existe un réel a >0 tel que N(f)<a|f]. .
4) Les normes |HL et N sont-elles équivalentes ?

. Soit (f,) la suite donnée dans I’espace E =(?([0,1],R);

par f (1) = min(n,jlg-].

l) Montrer que (f,) n’est pas de Cauchy.
1) Montrer que E est de Banach.

)

+ Soient @ et b deux réels tels que a < b. Montrer que I’injection
canoni que i:Lz([a,b])—>L' ([a,b]) donnée par i(f)=f est

i r e . .
icaire continue, puis calculer sa norme.

') Démontrer que s’il existe dans un espace norme (E, "l) e

Soug

QSDa‘cnsemb]c compact K dont I’intérieur K est non vide alors

CC 4 I3 s i . .
“Stnéeessairement de dimension finie.

Solution

1)

JN g 4 ’

a“qUiltc: Montrer que N est une norme sur E. Pour sen -
Itiy remarque que les conditions d’homogene

et c , AN
InCgalijte triangulaire sont évidentes (découlant 1Imme
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diatement de celles de la norme . ) La condition Fidengiy,
résulte de la résolution du probleme différentiel :

5f'+4f =0,

/(0)=0.

Celui-ci admet trivialemnt la solution identiquement nulle . gjj, st

unique, car les autres solutions de 1’équation 5f'+4 f = sont de
4

la forme f(x)= Ke ° (avec K dans R’ ) et donc ne s’annulant pas,

Ainsi, N est unc norme sur E.
2) On aaisément :
N(f,) = sup|n5x™" +4x"| =5n+4.
0<x<l
3) On remarque que :

fx)=e* {J{f (t)e?) dt] = %e?]‘(if (0)+41(0)ed d.
D’ou :

—X

S50 +ar@)esdr

0

|f@ﬂ=§é

4
——X
e 5

X

[l6r@w+arw)e”

0

gt

4
di < -;-eSN( 5,

4

. 1 4 2
Par suite, | /] < -5-e5 N(f). Il suffit de prendre a = —;-65-

4) En considérant la suite (f,) ci-dessus on constatc immédia-
tement que :

N(.f,,) - Sn+4 _5n+4
71, " Suls,]

O<x<|
Ce rapport tendant VErs o0 avec p

es
, on conclut que les norm
et N ne sont pas équivalentes. -
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- eut étre reecrite sous la forme plus explicit

=4

Hr‘)=min(n.——- n'’
. Vo) |1

—_—

y ~»81<]
LJ; ’72 '
_estpas de Cauchy dans E si elle vérifie ;

L N

0¥ eN 3p,.q, eN: Pn, >4, 2n, et |

jpnn _‘/;’"n " > 80'

jonnés deux indices p et g tels que 4<p ona-
(
pP—q si tS—lz—,
p

- £, =1-=—g si 2 :

(D|={—=-4¢ Sl — <1< —
Vi p q'’
0 sl -1—25151
( ;L

=l =suw|f, 0~ £,00]= p-q.

nd pour tout rang non nul ny les indices p, =an, et

%W et B sont deux entiers naturels tels que a > £, on

.. - =(@-Pm,za-p.
. Prendre g dcl mtcrval]e ]0 @ ﬂ[
ot (f »), une suite de Cauchy de E. On écrit par définition:

""""

T
"u\-

.J"t

-
-
—

”n(EJEN/Vp geN:
<&,

pP>q> n, = I
'—P[dn e osrsl
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*) Ve>0 3 n(e)eN/VpgeN:

p>qan, =

1)~ f,(0)|<e, v,

[l en resulte que pour tout v de [0. l]. la suite . (x)) est de
dans l'espace complet (li”) Elle y est donc conver

f(x) sa limite. 11 nous suftit pour conclure de s'
1)/ estun élément de E,

slog
CaUChy
gente. 80“
assurer que:

) lim £ = f (relativement a ”IL ).
Pour le premier point, on a

a montrer que S est continge sur
[0. l]. Pour ce faire,on écrit pour tout point x; de [O,l]:
@ =S =1/ @) = £, + £(0) = £ () + Ja(x0) = f(xy)]

Q= LN+ = )|+ 1, (50) - 3,

(7) (11 (1)

Estimons les quantités (), (I) et (III). Soit &>0. Pour () et (1)
on déduit de (*) que:

dn,e N/ VneN: n> ny, = max((/),(/)) < %

D'autre part, f, étant continue en X, on affirme que :

3p,>0 x-x|<p = (ll)s-i-.
En particulier, pour le rang n, on obtient:
f-xl<p, = |f@-re)se
Donc, / est continue en X, par suite, sur [0,1].

>
Concernant |a seconde condition on remarque que pour 9
fixé quelconque dans (*), on obtient:

Vpzn, Vxe[0l]: |, (x)-f)|$E
Clest-a-dire:

pP2n, = S“E,,If?:(-‘)‘f(-‘)|=||£ _.f,L <&
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) coﬂ‘lc"gc Vvers / rclativcmcm fl la norme “" |

i (['n ) a
¢ bien entendu lin€aire :

crrog el ([@b]):af +Be) = af +Bg = air) 4 gy

~ . continue :

el ([ab)):

N ogasp = |7 “L‘([a-hl) T j |/ ()l < .[ dx \/ I (f(x)) dx
<Nb-alf “ﬁ([,,,.r,]) '

Enfin, de cette continuité on déduit aussitot que:
"zl[ <Vb-a.

wrobtenir I"inégalité inverse il suffit d’exhiber un €lément £ de
boule unité de * ([a,b]) telle que :

"I(f) “L'([a.b]) == \jb =q.

2 fonction constante Jo définie sur [0,1] par f,(x) = 1

Jb-a

a

vient, Fn effet, on a -

b
1
"fonﬁ([u,b]) = _[ b dx =1,

7 4

a

- b 1
"’(fu)",;[a_h] = ||ﬂ, “L.[a‘h] = '[\/—b__——;dx =vb-a< “’“

8i, | : :
t aconjonctlon de (*) et (**) donne "I H= ,b-—a.

l.IPPOS()nS qu€ E a

Pin:: .
nlerle g
Crieur g . ,

nt ¢ ®Stnon vide. Ce dernier renferme alors au moins

. CNore oy
lon que . oSOTt que K est voisinage de a.on affirme par

dmet un sous-ensemble compact K dont
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3r>0/B(a,r)c K.
Comme on sait que B(a.r) =B, (a.r) et K=K il vient eNcorg
B, (a,r)c K. Ainsi, la compacité de K assure celle de |, boule
fermée B, (a.r). De méme, la continuité de la translation -
| I':B,(a,) - B, (0.r)
x> T(x)=x-a,

et de ’homothétie :
' B‘_,(O.r) —> B‘_,,(O,l)
1
x H(x)=—x,
”

assure la continuité de la composée HoT:B,(a,r)—> B,(0,1), de
laquelle résulte la compacité de la boule unité fermée B,(0,1). Le

# . . 1 . . ’
théoréme de F. Riesz'® confirme que la dimension de E est néces-
sairement finie.

16. grédiric Riesz (22/1/1880-28/2/1956) : Mathématicien Hongrois. 11 €5t Ilw:
¢s lfondateurs principaux de I'analyse fonctionnelle. Ses travauX s

d]gr;;()}ortantes app'!ic_ations en physique. C'est a travers l'un de SCS traVﬂ“’;
(1910) que la théorie des opérateurs il aclo

' . . . "
lass:se- axiomatique de la théorie des dernicr 4
entamee deux années plutot.

a pris naissance. En 1918,
espaces de Banach que c¢
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Sujet 3

it Tespace vectoriel Ez%’([o,l],lR) de sa norme

agmentale M cton définit 1’applicati0n P ESE par :

X

o )(x) =I AU, dt.

o 44t

Montrer que :
Vxe [0, l] Arctgx < x.

I Montrer que 1'équation o(

N=F=0 admet une solution
mque dans E.

- On munit I'espace %([—l,l],R)

de sa normede 1 convergence
wiforme || et on considere |’a

pplication u:%([-l,l],R)——)R

L ' ousespace F={feE/y(f) =0} est

orme “ll“ .

Banagy, rer quele Sous-espace H des fonctions impaires est de

) (Jn d"‘ n. )
Cfinit gyr | Cspace E = J* ([0,1]) "application réelle V' par

1
V(f)= I_/'(x)dx.
\) . 0
2) Lalculer 3 norme.

i n > - N » .
rque £ €St pas préhilbertien.
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1. 1) Conséquence

Solution

directe du théoréme des accroissementg finis
2) En reformulant |'équation posce sous la forme J )= o

constante que le probleme consiste & prouver que ¢ admet yp, fixe
’ . =Y 2 2 1 r

unique. Pour voir que ¢ est bien le cas on s’appuie sur le théorgp,

du point fixe de Banach-Picard. Pour étre dans son cadre,

sachant que (£ ||||“) est de Banach, il nous suffit de montrer que (,

est contractante. Pour cela, on calcule :

lo()-(2)] = sup J(/)x) = @()(x)]| = sup fj (2 ;f 9 dr‘
0<xsl 0sx<l 0
WO-g0] g, b d
A v U e

l e dr |
<—|/ gl ——==< yidatd Arctg(%”
0

g

I |
=l gl areig <27 -4,

0

C’est ce qu’on veut.

2.

1) u est unc forme lindaire syr %’([—-l,l],R) car elle arrive
dans R et

Riemann'”
2) Ona:

puisc sa linéairité de celle de Iintégrale d¢

17.

Bernhard Riem,
Source intar?sr::g]'l (; 7109/1826-20/07/ 1866) : Mathématicien Allemand
ur le plan théorique, il a, entre autres, marqué d¢

Cmpreinte |’apg]
: yse et i
plusieurs concep la géométrie différenticlles. Son nom est attac”

o ts i i v
Cauchy-Riemann Icsrzzsgﬂmsd'lr'{mégmlﬂ de Riemann, les conditions
' €$ de Riemann, . et
L T c.
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,, . nr
‘ﬂ"J]JR) l”(/)rzljl—fxl‘f(x)dx
r€? e

1 2
s_j._i‘___

14+ x2 lf(x)‘dx

. 1
< uf " :[I(l i | +x2 )dx :(2'“1[2')““,

B vianliiint ,
y et [2HﬂJ- e LRIanTs. L. conulug consequemment

S
o

 yniformément continue sur & ([-],]],R)_

Jelle €8
) Ona.

F:{feE/u(f)=0}=Keru=u“'({0}),

’ « g . p
.« fermé en tant que noyau d’une forme linéaire continue.

: .5 S
) De la question (2) on tire aussitot que [Ju]< 2-5. D’autre

.. on remarqu que pour fy =1l ona:

o

X l 1 ) T
=||1- de=2—-—<ul.
) _11+x2dx I,( 142 > <

L conjonction des deux inégalités assure le résultat escompté :

Jol=2-2.

5) L'espace (% ([—l, 1],R),||.||m) étant de Banach, il nous suffit

.

(k= R

&prouver que Hf est fermé. Autrement dit, on montre que H c H.
1/ estun €lément de H on sait qu’il existe une suite (f,) dans A
Cony . . , .

“IVergenat verg /. Ce qui s’écrit :

- Ve>o n(e)eN/VneN:n2n, =
" encore -
(%

f, ‘f"w <g;

\‘/nel\l: H?.nu — Ij;'(x)_,f(x)|58, Vx e[-—l,l].

.aulr . _1’1
o Par, Pour tout indice naturel n 2 n, et tout X de [

] on
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ey 7(=x)| =S - _/,',(,x-)+_/,',(X)“./§.(—XJ+f,.(“x)+f(_.x)|

<| 1 (x)= e+ (x)+ [, (=) +|f.(=x) -
<|/,(x) ,/(\)I*l./(‘) v/ ‘7! M f(~x)

Ein prenant (*) en compte et en remarquant que f - est impaire |
vient immédiatement :

(ns‘—z"; (m)sg; (I1) =0,

D’ou :
Ve>0 |f(x) +f(—x)| S &,

ce qui signifie que f(x)=—f(=x). Ainsi, f est impaire. Elle egt
donc dans FH. Cela achéve I’inclusion voulue et consolide 1’affir-

mation que (H,]HL) est de Banach.

3. 1) On écrit en s’adossant a I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

NI =|[ £(x)ex| < |/ 00)] e < Jj (f (x))dv

< JJ J (70 = J J e e =[],

D’ou || <1. Par ailleurs, on remarque que 1’élément f, =1 cst

jdx
0

dans la boule unité fermée de E et vérifie ()| = =1 5"“’“

Ainsi, on conclut que [I\p” =1.

2) Il'suffit de vérifier que sa normé ne satisfait pas a Pidentité
du parallélogramme :
')

|7+l +17 = eff =2(J1 +|g

Pqur §'en convaincre que c’est bien Je cas, on proceéde en prenant
J(x)=1let g(x)=x ay calcul suivant
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Ill1 Jr/\
J\t!‘l’ J
lrul] i/(“‘)dr_ﬁ'
) 5'

D
“f ""*'“4 " QJ‘“ -x)'dx = 3|~

0

2 2 \/3—]+l 1
el = 22
R L - [ ﬁ

+la clot la question.

iy

2(I/E+ ek
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Sujet 4

1. 1) Citer le théoreme du graphe fermé.
2) Démontrer-le.

x| =73+ 11y,

2. On munit R de la norme
1) Montrer que (R2,||||) est de Banach.

2) Montrer que le systeme algébrique :

| -
x=-—COSJC—_Sln
Toand

1 1
=—COSX+—SIny
& 3o

15
: 1)

admet une seule solution dans (R',
3) Montrer que (R2||||) n’est pas prehilbertien.

4) Soit u: (Rz,"”) —)(R,H) I’application définie par :

u(xsy) =3x+5y

1) Montrer que « appartient au dual E'.
1) E' est-il de Banach ?
i1) Calculer la norme ||u”

3. Soient f ct g les deux fonctions réelles définies sur R par
J(x)=¢€" et g(x)=e™. On note F =[f,g] le sous-espac
engendré par f et g dans I’espace de Hilbert'* E = I ([0 l])
1) Montrer que F est de Hilbert.

I18. David Hj
dc?g::'z;td(zm”?62'!4_/ 2/1943) : Mathématicien Allemand. Il et on
Ausecond con . rn?athcma_tlc‘ens du 20émesiécle. Son ceuvre est imMMe s
r¢ International des mathématiques de Paris, le 8 goat 19

il a posé 23 Proble :
me o i ( a
long du siécle dernicr_s qui ont ¢té le moteur de plusieurs recherches tout
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’) Mnnu-cr ill\';". BeE ACB = B'c 4t

erifir ¢ ¢léments /et g ne sont pas orthogonaux,

) o Jiner un systeme orthonormé  (, k) engendrant |e
us-espace que le systeme (/,g)

ﬂldum'ﬂl“ sément de £ admet-il une projection orthogonale

9 £ 7 Justifier
‘-e\'”c \ur . 1 1

B Calculer ]:Je‘lhxdxct J =Ie"“thx dx.
6) L
0

0

yerem
I\ X

- Déterminer €n fonction de 7 et J les projections o rthogo-
ossur F des fonctions #(x) = chx et v(x) = th.

Solution

I, 1)Enoncé :

Pour qu'une application # d’un Banach E vers un Banach F
wicontinue 11 faut et il suffit que son graphe T, soit fermé.

1) Preuve
. u Qond'itio,q cst ¢évidemment nécessaire, puisque  est continue
f i scpare. EC'cst unc propriété que posséde toute fonction
M':?:,;i?nt l'espace darrivée est sépar).

-\-mmssg;sqlg La ;ondltfon est suffisante. Nous procédons ainsi.
%1 espace produi de I'unc des normes fondamentales définies
Eep uit. £ xF est alors de Banach pour cette norme

¢sont). Comme J¢ graphe:
5. ={(x,y) € ExF/y=u(x)},

fermg

"hargy, Gns Exp » 1l est alors de Banach. D'autre part, nous
Ons 1 . . s -

“ntin, 4u¢ Ia projection : 7y (x,y) > me(x, y) =X est lincaire

el Su'-' . . ‘ ‘

- Jeclive de £ x ' dans E; sa restriction 7 T @ r,
Pl :

1

L

n'e : - ' . _ )
retive, Ainsi, 7y IT est linéaire bijective continue du
W
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N

. 1e Banach £. En vertu du théoréme de 'ar_,.
Banach I", dans le Banach £ e Iapphcalinn

-1
ation iNVers ; estconti
ouverte, l'application Inverse [;r &y T',,) uonyinue:de 5 dang

Or. cette application n'est autre que 'application vectoriele -

.
(;rr”_. ) E=I

x> (x,u(x)),
donc, sa continuité entraine celle de ses composantes, dont u.

2. 1) Cest bien le cas, R* étant de dimension finie.
2) Les solutions du systeme proposé sont les points fixeg de
I"application q)(IRH“) —)(Rz, “) définie par :
1 1 . 1 I .
o(x, ) :[E cosx—l—s—sm y,Ecosx+1—3-sm y).
| D est de Banach, il suffit en vertu du théoréme dy

point fixe, que ¢ soit contractante pour clore la question.

Comme (Rz,

Acquittons-nous de ce calcul. Pour tous (x, y) et (x'y) de B’
on a:

loCx, y) - 0(x', y1) =
[—l—cosx—isin . cos x' l sin ')
T B S F R T

1 1. 1 l . ]
+11| —cosx+— —| — '+ —sin
(lS X 13smy) [lscosx T ¥

=7 "

11 L. o o
+—1—-S—|cosx—-cosx'|+i—3|smy—sm} |
Comme on sajt que:
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er max(foosx=cosz finy—sin 1)

YXs, —xl;

1|\1L‘[ﬂ: L 7(_]_}_'._]_] ey 831 7 1
-0 =7\ 13 s Jlr 2 +”(T6§+1“3*)|y—y'|

i LN T 22
<5703 | [CRRTERY Eet

ol

estion est achevee. ,
1| sutfit que la norme en presence ne satisfait pas ’identité
¢ogramme. Le cas des vecteurs v=(1,0) et w=(0,1) le

Laqt

3)
du Pam”
moﬂffc bicn :

2(Ivf + ol ) =340 = [+ + Jy—wff = 648,
4) i) u est linéaire :
va,peR V(x,y),(x,y") e R?:
u(aux, p)+Bx',yY) =u (o +Bx',ay +By )
= 3(ax +Bx ")+ 5(ay +By") = a(3x+5y) +BBx'+ 5y

=ou(x, y)+Pu(x',y").
u est continue :

v

3 5
()] =[3-+55] < 3]+ Sl = 7 7l + 11571

5 5
<= (7pd+111) =5l

) E'= Z(R*R) est de Banach car (R,H) Pest.
i) La norme ”u” étant la borne inféricure des constantes de

Lipsch; itot que
Pschitz rendant 4 continue on affirme aussitot que -

*) 5
e
sll

||u|| < Tl-

ar aj
leur, | vecteur [0,_]_) est de norme
11
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dans la boule unité de (RZHH) et vérifie -

(tﬁ)

La conjonction de (*) et (**) donne "u” St

3. 1)1l I’est car sa dimension est finie.
2) Soit x un point de I"orthogonal B*. On écrit par déﬁﬂition-
VyeB (x,y)=0. '
Comme Ac B il vient :
Vyed (x,y)=0.
Donc, x est dans I’orthogonal 4*. D’on I’inclusion,
3) f et g nesont pas orthogonaux car :

(f,g)= J].exe_"dr =j-dr =1#0,
0 0

4) fetgsont linéairement indépendants, e procédé d’orthe-
gonalisation de Gram’g-Schmidtzopennet d’obtenir un systéme
orthogonal (u, v) engendrant le méme SOus-espace que (f,g). I

suffira alors deprendre (h,k)=[ﬁu,”—lnv . En vertu du dit pro-
7] Y

cédé il suffit de prendre u = f ¢t y =g—}f,j(g); I

B désignant la

—

19. Jorge.n Pedersen Gram (27/6/1850
travaillé sur |5 théorie deg probabil
nombres, || 4 beaucoup marqué Ia t

~29/4/1916) : Mathématicien nm :11::
ités, I’analyse numérique et la théorie
héorie des équations intégrales.

20. Erhard Schmidt (13/1/187¢
1'1 sou_tienl Son Doctorat S0
eq}xat_tons intégrales. Ces
Création de Iinstityt des

1905
-6/12/1959) . Mathématicien Allemand. ? rslur les
us la direction de Hilbert. Son sujet p ortalrriérc
€ra son domaine de prédilection. 11 fut de

mathématiqucs appliquées a Berlin.
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yeonale sur le sous-espace [ ] .
~on orthog / o 3
‘..‘-nmnn‘ ‘I'.()n a

v=g-1£,(g);
v f)=(8~ P[_,](g),f) =(8-Af,f)= 0,
g=Af,f)=0
)
) 1
.'“."‘ ~Ae")e'dx = J.(l — e )dx =1 ---;‘l(e2 -N=0

0

)

) 2
o /.':F_T par suite v(x) =¢™ - 1e“. On trouve enfin :
0" - e —
]
O e
J. Zxdx € _1
: 2
2 .
—e
e —1
2
22 e’) dx
e -_—

Y 2
(ez—l)\[ez_zl—
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-2 % i * = d = —
o S e e L o
0

]
=£+l—1-—2Arctg—.
2 e e ' ‘
7) La fonction u est engendrée par f et g. Elle est
F'. Par conséquent, elle est sa propre projection sur F.
Soit ¢ la projection devsur F. Elle est définije et déterming,
par :
(*) I peR: o=2 +pg,
(%) (v=0,7)=(v-p,g)=0.
Pour déterminer les scalaires A et L on calcule :
it
(thx—Xe" —pe™)e dx = ()
(v—0,f)=0 Jo
(v-p,gy=0 —
| (thx=Ae" —pe™)e gy =

L0

r g —1
[—'K( 2 ]—-“:0

J-—),-—u(-l_:f_:]-_-_o

oS J - 2[—?\.(6-—1)—-2“:0
2J =2 —p(1-¢?)=0

2

De la premicreéquation ‘on tire A= 21,_ 2B
e -1

. En remplagant dans la
seconde il vient -

_2Je* -2 4y

TER
€ —6+¢™

son A _ 2l —4J —21,2
D = e il e s
Ol __;;7:.—6_:6‘—?“‘ Ainsi, Ja projection voulue est :

| —I,2
(P(JC) = -——-—2-:]_____{?___6.\: + J€2 -J=27 e
ch2 =3 ch2 -3
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Sujet §

\éfinir une semi-norme et un produit Scalaire gy un espace
1) De | E, ainsi qu’un espace Prehilbertien

tore
m[m“““d ] 1dent1te du parallelo

I l.

N\(x, ») = Max (\l(x, y)ll2 ,\x—yl),
2 2
) W
Nalxy) = 16 9"

1 €t N, sont deg normes sur R?
) chresenter graphlquement sur
boule unjté fermée B

+(O,1) relative 3 N,.
3) Montrer que B,

un repére orthonormé |,

(0,1) est cOmpacte et connexe.
¥ Montrer que ' "3

*)

V(x,y) e R? ll\(x,y)ll SN, (x, y)<

") Yy eR: —n(v M, <N (x, y) <||(x v)ll
5) Montrey que —13— cst le plus petit réel satisfaisant I’ inégalité

rojte de (*) alorg 1

qUE —en est |e plus grand satisfaisant I’inégalité
gdUChQ. 4
“ il ‘maticien allemand. Ses
tayp ™ Minkoygy (22/6/1864-12/1/1909) - Mathématicien a < v
df::;'."“x “’“m utour des espaces normes réels ainsi que les for
ues, 1y fut I

instein a Zurich,
U des professeurs du fameux Albert Einstein a
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3. Etant donné un point a d’un K —espace préhilhcrlicn I
considére I'application @, : £ = K donnée par 9, (x) = (x,),
1) Montrer que ¢, appartient au dual topologique i
2) Calculer la norme "(p“”.
3) Montrer que le noyau Kerg, est fermé,
4) Montrer que Kerg, ={a}".
L
5) Endéduire que I’orthogonal { a } ¢st un 50uUs-espace vecto.

riel fermé.
6) Montrer que :

VFcE F'=(){a}"
F:"—¢ asl’

7) En déduire que I’orthogonal F* est fermé.
Solution

1. A vos notes !

2. 1) les conditions d’identité et de symétrie sont ¢videntes pour
N, etN,. Arrétons-nous sur I’inégalité triangulaire. Pour tous
(x,y) et (z,1) de R? on a:
M () +200) = Max(|((r, ) H@O), e+ )=y
S Max(l )l +lz, 0, -] ]z

< Max (1], o= )+ Meae(z, 0. |

) SN y)+ N, (2,0,
De mcmc’ ona ;
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p i AT 3 0 D 4 E..._
16 9 16 9 9 16
. i 55 46 yz . <x2 2?52 2 2
R iy il

2 2 2
X & . = _+-———-—+LE—-+Z-_
1616 169 9 9 71674 9 9

5 ) 2 2 2
) X Yy 2
CRAP LA
e
'\.

L Gt 3 A 2" 2
" \/(x+z) +9—+Q—S & Wi i ’f_+£_
16 9 16 9 16 9
< Ny((x,y)+ (2,0) <N, (x, y) + N,(z,1).
2) On rémarque que :

“(x, y)“ si Xy 2 0,
Max(|x, ), ,|x - M) = { 535 2 si xy <0,

Don -

O =105 3) € R /M, Do) <1)

= ({(:c,y) e R? /“(x,y)“2 <1 }r\{(x,y) eR? -/ xy > 0})
O({lx-y| <1 si xyzo}m{(x,y)ew/xyso}).

0161 5a représentation graphique :
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3) L'espace R’étant de dimension finie, la boule ferme,
B,(0,1) est, en vertu du théoréme de F. Riesz, compacte. D’aytre
f s ’

part, B,(0,1) est convexe puisque :

vre[0,1] Vx,y e B,(0,1):
N, (ex+(1 —1)y) < Nl(tx)-i_Nl((l —1)y)
<IN, () +(=-ON,(»)<t+(1-n=1.
Donc, elle est connexe par arcs et, a fortiori, connexe.
4) On a clairement ;

l 73 x° y2 1 (. 2
— -+ % _.+_S_ + )
PR \jl() G v

D’ou (*). D’autre part, on sait que quel que soit (x, y) pris dans R?

on a:
1
ﬁ'”xl*‘lﬂ) X +p? <[+ |y

D‘Oil (**).

=yl <+l

3) Sil existait deux réels o dans]O, l[ et B dans ]l’m{ °
3 =

que :
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ca lincarit¢ de celle du produit gyl

_périte aire, De plus

\ .
3 continuc car .

e O L=k ] < el

ol
s st dans L.
TR \ . ’ b 2 & 1 14 H
¥ e ce qui précede on tire immeédiatement :
3 C

| o, <l
e part, on remarque QuE S = "—;ﬂa est un point de la boule
< de E et vérifie
0,050 = ﬂﬁ"’ @) =la] <[, |
# ¢t (**) sort la norme voulue : || =la].

3) Lenoyau Kerg, =@, ({0}) est fermé car {0} est fermé et
| est continue.
4) Ona:
Kerp,={xe E/¢@,(x)=(x,a)= 0} = {a}l.

>} C'est une conséquence directe de (3) et (4).
%) Etant donné un sous-ensemble non vide F de E, on écrit :

o (ra)=0,VaeF o xe{a} ,VaeF & xe(\{a}-

aecF

00 I'égalits

?) L&O : - ) ,
rthogonal F* est fermé comme intersection de fermes k
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Sujet 6

L —— frontiere de tout sous-ensemble propy, d'up

espace norme est non vide.

. ’ 9 ;
Montrer que toute suile bornée (u,) d’un espace normg de
¢t Enla (B ayant une unique valeur d’adhg
dimension finie (E””) ay q herence,

? r
est nécessairement convergente vers cette valeur d’adhérence.

3. 1) Montrer que :
vx,x'eR ‘thx—thx'lﬁ[x——x'l;

vx,x'€R |Argshx— Argshx ', <|e—x 'l.

2) i) Montrer que le systéme d’équations :

1 |
x——thx+— Argshy =0,
A

4

4y —thy + g— Argshx =0,

1)

admet une unique solution dans (R2,|

11) Déterminer-la.

4. Soit u: E=L([-1,1]) >R Iapplication donnée par :

u(f)=IArcsinx.f(x)dx.

1) Montrer que u appartient au dual topologique E'.

2) Montrer que la fonction constante fo =1 est dans le noyau
Keru.

3) On remplace dans ce qui suit £ par H =TI’ (["Ll])'
1) Que peut-on dire deg fonctions f; et g(x)= Arcsinx?
i1) Montrer que Kery = {g}L.
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|
@ 2
) (‘E\Iculcl- A= \ﬁ(/bcsm X) dx.

Montrer que chacune des deux fonctions fo=1et:
v) ¥

| :
]
x> fi(x) =4 Arcsinx 5 xE[ ,O[U]O,l],
1 S1 x:O,

met une et une seule projection orthogonale sur Kery.
vi) Déterminer ces deux projections.

Solution

+ Cestune conséquence de la connexité de cet espace.

+ On procéde par 1’absurde. Notons a la dite valeur d’adhérence
tLsupposons que (u,) ne converge pas vers elle. On écrit alors -

3¢, >0/Vn, eNE]p"U eN: P, 2ny ¢t uup —a“>80.

e relatiop ¢crite pour n, =

020 de telle sorte
0= 0(0)

0 assure 1’existence d’un rang
que “uq,(m-—a“>go. En récidivant avec
L existe un ingice (1) =p(0)+1 tel que @(1) = (0) et

> & Ce procedé itéré, on construit par récurrence une
CXlraite (u

o() "GN
US-Suit
C e e .
o(m) Satisfaisant 3 :
VneN “um") -—a“ > 8

% : ite
on marque que cette sous-suite est, comme la sul

(uu) bo

* T0Tnge, Comme E egt de dimension finie, on peut

i dlley,
e

-
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zano®2-Weierstrace . .
Grace au théoréeme de Bolzano —Wucrslrdss, CXtraire

- S0y
) laquelle converge vers une limite h. I ol

suite (u o Cominui(é

(wo@Mn)
de la norme permetd’avoir :
&, <lim “"wwwn —a” :} llmuwm{”” —-a” =||b-a",

n—so =R

Par suite, b # a. Ainsi, la suite (u,) se retrouve avec deyy Valeys

d’adhérence distinctes. C’est en contradiction avec les hYPOthéses '

3. 1) En vertu du théoréme des accroissements finis, o écrit -

l
Vx,x'eR 3Jc_. > 0/thx—thx'=(x-x") S

e ch'g.,

Vx,x'eR 3d.. >0/ Argshx — Argshx'= (x ~%") !

1

1
—<1 et <1, les deux inégalités e
chc. 1/1+(dn_.)2

découlent.
2) i) Reformulons Je présent systéme de Ia sorte :

J x= 2 thx — i— Argshy,

Comme

3

] 1
'=—thy — — Aro. A
k) 23 regshx

puis considérons Iapplication ¢ (Rz,“. I ) - (Rz, H, ) donnée par:
(1 I
o(x,y) = (5 thx — 1 Argshy,z thy — -5 Argshx).

fixe de o, Comme (Rz’"'”.)

suffit fiaprés le théoreme qy point fixe, pour clore la question.
Pour sen acquitter, on mene ce calcul

22, Bernhard Bolz

. 3¢S
travauy porer 0 O/10/1781 . 187191 848) : Mathématicien Tchcql“;r:&
portaient essenticllement gy les fonctions et la théorie des nom
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-7 Bu

¢ (x,y) et (x',y") de (ﬂﬁ‘,lg{h) ona:
* u:‘ i & :
pour 10

A-o(X YN, =

;i-};.r- thx")— i‘(/’"gSh.V —Argshy")| +

—

_ 1
1: (thy — thy ") — 3- ( Argshx - Argshyx "

¢ i - thx|+ % |Argshy — 4 rgshy’|+

+ :}Izhy ~thy | + :1)—|Argshx — Argshx '|
élix—x|+-—|y——v'l3—2—(|x-—_\:|+|y-—3"|)_<_2-"(x y)—(x' y')|| :
3 2" Lk : L =

D'ou le résultat |

i) Cest (0, 0)
L hm S"agit de montrer QuC u est linéaire continue. [ 4 linéarit¢
découle de cel)e de intégrale de Riemann. Quant a la conti-
e elle egt aSsurce par ce caleyl
I 1
s
'"(f)I = _[ Are Sinx. £ (x)dx| < I|Arc sin xl.lf(x)|dx S Ellf",
=] =1
2) On doit avoir u(f,)=0. Unec intégration par parties le
fonne immédiatcmfcnt ;
] - 1 T T _
LIAT I Aresin xdy = xAresin x ++/1 - x? ]l_ e 0.
-
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Remarque

C'e calcul peut étre évité au bénéfice de la Propriét

f]c

1]

I'intégrale des fonetions impaires | I f(x)dx =0.

3) 1) Elles sont orthogonales.
i) Ona:
|

l' € K(;’*” L (f‘g> — 0 L — I ArC'Sin xf(x)dx = 0 < f < {g'{ '
' -
D’ou I'égalité. |

i) Le produit de g avec toute fonction f de P donne une
fonction impaire. Il en ressort aussitot que :

(f.g)=[gx)f(x)dx =0, Vf P,

D’ou I'inclusion annoncée.
iv) Ona:

I(Arc sinx)’ dx = x(Aresin x)* + 21— x* Aresin x —2x + C, CeRk
D’ou:

J'(Arcsinx)zdx = x(Aresinx) + 21— x* Arcsinx—2x+C; C<R

Par suite :

1 2
A= \/x(Arc sin x)® + 241 —x* Arcsin x — 2x] = %—4-
o]
v) Gréce a I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :
! |
ju(f)|= _[ Aresinx. f (x)dx| < “Arcsin x| £ (x)| dx

.| 2

SJJI(Arcsin x)zdx\ I(f(x))zdr 5 A"f“z'

Il en rg
resulte qQue u est une forme linéaire continue Sur H. Par

consé .
g Cquent, le Noyau Keru est un sous-espace fermé de H. L
oreme de projection p

ermet de conclure.
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W appartient a Keru. Donc, elle s "admet comme pro-

on sur Kert:
WL

* otons la projection de f,. D’ apres le théoreme de projection

st dans 'orthogonal (Keru)", Comme :
(Keru)" ={g}"™ =[{g};
Il ¢} | étant le sous-espace engendré par {g}) il vient -
IeR: fi-h=2g.
surement dit, 1= fi —Ag. Or, g et h sont orthogonales, donc

1
(h,g)=0 j [ ————AArcsin x)Arc sin xdx =0
Arcsin x
|
‘[ - I(Arcsinx)zdx=0 & 2-04'=0.
-1 -1
Don 2 4 i
ou A= 7 =———. Ainsi, on trouve enfin -
A n*-8
l — .,4 Arcsinx si xe[—-l,O[u]D,l]
h(x) =1 Aresin x T -8

1 s1 x=0.
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Sujet 7

1. Etant donné un réel A on pose pour tout (x, ) de |R2.
N, (x,y)= \/x' +2Axy+ y° |

1) Pour quelles valeurs du parametre A I’expression N, est

elle définie sur R*?
2) Pour quelles valeurs du paramétre A I’expression N, satis.

fait-elle la condition d’1dentité d’une norme ?.
3) En admettant que sous cette condition les deux autres
conditions de symétrie et d’inégalité triangulaire sont satisfaites,

montrer que (R*, N.) est de Banach.

2. Démontrer qu'une partic 4 d'un espace normé de dimension
finie £ est compacte si, et seulement s1, elle est fermge et
bornée.

3. 1) On munit I'espace E = @' ([0,1],R) des deux normes :
1A, = swplr )+ 0

71, =sup |70+ sup o).
Montrer que les deux normes sont ¢quivalentes.
2) Soit u: (EHHZ) — R Tapplication donnée par u(f) = f(0).

Montrer qu’elle est linéaire continue puis calculer sa norme.

4. On conserye E=¢ ([O,I]JR) ci-dessus et définit sur ExE
I"application réelle y par :

"V8)=10g0)+ [ £1(0g (x)dx.

1) Montrer 4ue (£,v) est préhilbertien.

2) Déterminer I'orthogonal {1,
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; & o i ‘1
«erminer 1a projection Py (f) sur U} de tout ¢lément
3) Dele

Ky !b“.l ¢ le théoreme d"orthogonalisation de Gram-Schmidy.
1) (e

“ l,l.ou\'t‘l'-lL‘.

) La famille (1,e") est-elle orthogonale 9

6) Lalk

) Déterminer la famille orthonormale (b

X
néme sous-espace que (1,e"),

»by) engendrant Je

Solution

I. 1) En écrivant :

N (x,y)= \jxl +2Axy + P=
on voit que les v

NG+ 2 5207,
aleurs dy parameétre A poyr lesquelles cette exp-
ession a un sens syr [R2 Sont celles assurant inégalité:

(r+23)* + 32 (1 ~A%) 50, V(x,y) e R?.
Autrement dit, 2 doit &tre prig dans lintervalje [-—l,l].

2) Pour toyt (X,») de R? op a:

Ny =0 =3 \].r?‘ +2Axy + =0
S \/(x+&y)2 +(1-22

)y' =0

s {\T + ﬁ.)’ =) {x = --,ly

"y X==2y
(-2 = ¢ T

A% e
Doy -

N (%) =0 o (X,1)=(0,0) « A#+]
Melusiop - L’cnscmblc des val

Curs visées est -1, 1[.
3) (]RZ,NA) est de dimension finie ; dong,
2, Si A

il est de Banach,
est COmpacte, ¢le CSt complete et préc
|

Ompacte. Elle egt
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pemmeaent fermee ¢l bomee. Iy casement, gy A (SN
. \‘ \ L = .‘ L " & . h
‘;‘!IN tl meluse dans une boule termee de £ Compy,e Cellos
elle oSt WA crmee, on déduit que RN
te ol A oSt en plus fermee, ¢ que 4 est ¢q ty
L el A« mmle

. Dautre part, on denit ¢

\‘i‘n“‘;h

L]

| 4

. f
3. 1) Onaclnreme nt h. ll S “;l
coromssements fims

n \'inl

Ju theordme Jdes a

o, QA [0 = O+ 37,
D'on . \ - :
suplls IO+ 20K TRlrel<lA,

- 1 N

Par swmite |/ || > -“.fl
«t lincaire continue de toute evidence. .

3 x est lindaire contu ce. Pour Caleuler g

- Ainsi, les deux normes sont équiva] entes

noOrme On remarque que .
|u(.r‘)f - |f(0)| < sup

£+ sup 0] =],
sasl ==l -
D'ou uH" .4 B
Par ailleurs, la fonction constante f; =1 est dans la boule i

:) et vénfie |u( jh)] =] $“u||. Il on ressort aussity

fermée de (E M
que ”u" =1,
4. 1) Il est aisé de vérifier que v est une forme bilindaire symétri-

que, definie positive. Autrement dit,v est un produit scalar
sur £. Donc, (£,v) cst un espace préhilbertien.

2) Ona:

fe:{l}l < (/. D)=0 < f(0)=0
D'ou :
4
U ={f<E/ f(0)=0}.
3) Etant donné un ¢lément f de E onécrit :
F?I}.(f)(())z(); f"‘Pm; (f) e[{l}]

s'ensuitque /=P (f)=1. Donc f(0)=4. Par suite:
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PN = £(x)= £ (0),

qoncé du lhéurcn_lc : s
j) B jonnée une famille de vecteyrs lindaire
qant ¢ bifs . 5 (-
“‘;I 1 espace préhilbertien f7 11 existe

‘l" h RIS

),C P e
qale (b,), de H, engendrant le mame

",u‘n { n
§) Preuve : M1 alamts 4 '
Gignalons tout d'abord qu'il s'agit ¢ exhib

Sous-espace que (a,) .

. e b
' -TICre n'est pag
anale (b,),. Sicette derniére n'eg pas o

|
Jace la famille [mb” , laquelleest orthonormale Ct engendre

nurellement le méme Sous-espace

que (b,),.
On définit la famj]]e (b

+), Par cette

elation de récurrence:
{bo =, %0

ndré par (a,.)m.s,l_l ¢t . l'appli-

n~ (a,),a - Py, (a,))

== (a" "o PF,,... (an ), am) e (a -P : (a

Va,meN (b,,b,) =0.
R

n£Em

“Marquong enfin que (
(q

+), engendre |e méme sous

-espace que
, par construction, une combinaison
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lindaire d'éléments de (a,),.
6) Non, car v(l,e')=1#0.

7) En vertu du procédé de Gram-Schmidy
on pre
lequel est de norme “h,”:-— JV(L1) =1. De méme g B
» ON preng - h

hl =" - ll):'” =e" =)\

Comme b, estdans [{11]" il vi
me b, estdans [ {1} [ 1l vient :

v(b,)=0 & 1-A1=0

’ : = do= |—{p?
2 1” X 2(e —1), donc, oy, doit

opter pour :

o ]
bz - 1 (er_l)
5(02 ~1)
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Sujet §

[) un espace normé, Montrer que:
i Soit (E*"‘

b a-b
) VabeE\{0) Wgﬂ_m sz-wj;
) VacE VreR B(a,r)= {a} +B(0, )
) Ya.beE Vr,peR’ Bla+b,r+ py= B(a,r) + B(b, p)
. On définit sur T'espace Vectoriel £ =g ([0,1],1}%) les deux
normes suivantes:
71, = sup 7o+ sup 1 ).

o<r<|

"

| =sup| ()[4 17 ) .

0<x<|
l\- *

'3
-

.

n - L )
n
) On munjt Pespace g =‘7o”([0,1],]R) de sa norme fondamep.
||||m Cton Considere I"applicati

0

U uH - H définje par :

"N@= r,
) Caleuler |, Norme ||u(g)| »&¢tant la fonction donnée gy
’I] 2B () = 5 +2x* 4.1
11)) Montre, qUe % est dapg |
lii) By :
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.o vectoriel norméet Fun de ses soyg
"CSpa
Ceg

\{ontret que N I + ¢ alors F=E.
- {~d0.l].R) de sa norme usuelle “" "
% Ontrcr

@' et les fonctions polyn,

ns de classes
E d'intérieurs vides.

o fonctio .
e Mialeg

%::nwm deux sous-espaces de .
3) On cemplacela norme \HL par “lL puis on consideére appi
l I~
ation réelle 1 donnée sur E par 11, = 19" | £(x)|dlx.
0

5y Montrer que |, est une norme sur E.

ij) Montrer que les normes ““9 et ““1 sont €quivalentes.

i) ( E“M est-il complet 2 compact ? localement compact ?

Solution

1. 1) Ens’appuyant suf les deux inégalités fondamentales

o] =+ =l < e = i

—_—

on obtient pour tous vecteursnon nuls @ et b de E ¢
1) sl il
i E R T T "“

|

el =21, o=l

i A

r) peut S

ta-5] ol \ubn—uaulﬂue;“@ﬂ.

————

T el

2) Tout point x de la boule ouverte B(a,

x=a+(x—a) avec:
| Je-d] =le-a) -0l <
ce qui assure |’appartenance de x—a ala boule B(0,r
B(a,r) < {a}+ B(0, r).

) Ainsi, 00
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N

(i x estun point de {a}+3(0,*‘)
ementy =t
sen

in int v dans B(0,r) de telle sorte qu

1l existe par défi-
yn un e

¢ X=a+y q en
qll

ue . N 3
."_\'t“l q "X - G“ = ll}"“ <P,
ific que x est dans la boule B(a,r). Doy -
| signi ;
RS {a}+ B(0,r) = B(a,r),
onction des deux inclusiong donnent notre égalité.
. Cf;n'lbucl que soit le point z de B(a,r)+ B(b, p) il existe y
.‘ 5.l .
s Bla,r) et v dans B(b, p) tels WE Z=u+v, Doy -
dans J
lz=a=b|=|u-a+ v=b| S"u—-a"+“v—-b“ <r+p.
Donc, z appartient & B(a+ b, - + P).Ainsi, on 3 -

B(a,r)+ B(s, P)< B(a+b,r + p).

[nversement, on femarque d’abord qu’en vertu de la question
() on a;

#
S — S + S
F+p  r+p
U Constate que
r r
T S=—lsll < ;
rtp Ft+p
~“=sl=—L_|j<
r+p r+p
’ P |
Urement (i -—1—-3 estdans B(a,r) et s est dans B(a, p)
r+p r+
4aInsi mopgre que
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fa}+ (b} + B(0.r)+ B(0, p) = B(a.r)+ B(b, p),

il vient enfin :
B(a+b.r+p)< B(a.r)+ B(b.p).

C’est I'inclusion qui clot la question.

2. 1.1)En remarquam que :
!’ () dx < [sup*f(r)|dr< suplf(r)|_[dr<SUp|f '(x);

on affirme que !/’i | /1. . Donc, Il est plus fine que .-

1) Pour f(,r):'—; sur [0,1] on obtient :
n

‘ ]
sup f(x)+sup|f'(x)| —+1
Ul e =1 =—12-(l+n).

2
N aplroofs I Ifeolds

<<t

Ce rapport tendant vers o avec 1, les deux normes ne peuvent étre

équivalentes.
2) 1)Ona:
lu(g)l, = _(x* + 227 +1)| = sup [ 1+ )| =2
r/ el 1-—. 0<x<l

Elle est aussi continue, car -

<\l sop ‘

ii) u est évidemment hnéaire

=/ _|=—|11.-

2

vfeH lu(g)l, *-sup

+x

D’ autre part, de ce calcule on tire Juf < —2- Bien plus, on remarque

gu’en prenant la fonction f, =1 il vient:

fu(1,)], = sup %S“u“r.

O<r=l

+x

Il en résulte finalement que Iu! = 1
2
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Les solutions de ’équation u( f
. es ¢

it : e E est de
i cation 1. C.‘omm'. E ‘

. 1'appt ¢ au théoréme du point fixe
" race . -

gure B seule solution dans £,
i lement:

une t a trivialer ‘

e @= 1@, el 1

< ( : 2).f(x)=0, Vxe[O,l]
1+ x
< f(x)=0, Vxelo,1]

)=1 sont|e
Banach et co
» QUE notre ¢

S Points fixes

Niractante on
quation admet

u(f)=f <

< f=0,

). 1) St Uintérieur F contie

Nt un point 4
renferme une boyle ouverte

B(a,r). Donc :
VAeR Yy € B(a,r) AueF.
S0it X un point non nul de E poyr tout

le SOus-espace F

réel o tel que O<er<rle

X ; 5 5
mmédiatement que x = U (- a) appartient aF.D

ouF=Ff
a -
2) Cest une conséquence Immediate de |3 Premicre question
3) i) Les trois conditions d’ype norme sont facilement verifia
b]C:;

=0, Vxe0,1] & 1=

ot = o @l = [ o=,

I/ +g], <

'I9*‘ @)+ gofdr < [or [/ e+ [9* g o)
<71, +lg,.
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ii) En remarquant que :

veefol] [F] <9/ ().
il vient : | |
[ £ okte < [9°| £ ()|,
dou /], <|/], D autre part,ona:
vxe[0,1] 9* <9,
par suite :

Jo |/ () <9 j |/ (0|,

autrement dit :
I, <9171, -
Ainsi,

171, <171, <9171,

Donc, ces deux normes sont équivalentes.
iii) Les normes || , ¢t ||| étant équivalents et (E ! ||.||l)n’ayant

aucune de ces propriétés, I’espace (E,[HL) ne peut prétendre a

aucune d’elles non plus.
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v
Sujet 9

; Pespace vectoriel des fonctiong i ;[(),1]

it
50 t dérivable sur [0,1]

ontinfmen

=R deux fois
» S’annulant ep 0 eten On
pOS

© L= s 0 @ NG <o

) Montrer que N est une norme syr E.
1) Donner un exemple d'une suite de fonctiong

qui tend vers ()
qur ||, mais pas pour N.
1. o

3) Comparer les normes ||| et N.

LSitE={fe? ([0,1],R) [ f(0)= 0}. On le munit de la norme
=s0p 17+ o).

1) Cette norme est-elle équivalente 3 1 restriction a E de |||_?

(Onpourra considérer foixe f,
2) Etant donnée yne fonction g de @ ([0,1],R), résoudre sur

o 1]’ par la méthode de variation de la constante, I'équation diffé-
entielle y1y. y=g(x,

%) Montrer qu'il existe une constante k >0 telle que :

Vf €E 1|, k||
3, Etant donnés deux sous-ensembles non vides A et B d’un
“Space norme (E ,““) on pose :

A+B={zeE/3(x,y)e AxB:z=x+y}. o
'“énlx) Montrer quesi A et B sont compacts alors A+ B l'estde
3

(x)=x", pour neN)

i s alors A+B est
femzlzi_ Montrer que si A est compact et B ferme alo
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3) On considere dans 1’espace produit Ufllel R2
ensembles A= I(x,0), x€ R} et B= {(x,y) eR?/xy= ]}.

i) Montrer que A et B sont fermés.

ii) Montrer que A+B=C,A.

les S0us.

iii) Montrer que /i + B n’est pas fermé.
iv) Que conclure ?

Solution

1. 1) Encore ici, on se contente d’€lucider la premiére condition,
les deux autres étant évidentes. On a :

{N( n=0 {lf ) =|,"]. =0 o {f (0)=0= £(0)

£(0)=0 £(0)=0 f' constante
— /=0 < f=0.
{f 0)=0 '

| .. 1 1
2) Enprenant x, =—Xx", on obtient immédiatement [|x, | =-
n

et N(x,)=n-1. La requétc cst satisfaite.

, N(x
3) En conservant cette suite on constate que ICAI =n(n-1)

—_—

|l

Cela suffit pour conclure que ces deux normes ne sont pas équi-
valentes.

2. 1) La suite suggcrée permet d’avoir :

n - | -
f1sup lx +nx" | sup x"' (x+n)
L0 . xe[0,1] __ xe0.1] —1+n
Jall. sup |x” sup x”
IE[O-I] JE{O.]]

Ce rapport n’¢ : me
Ctant pas majoré Jut com
: our n conc
précedemment. 101¢ pour n grand, o

; . : l
2) Nous Sommes en présence d’une équation dil"ferentlt’f"c de
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cre tincarre, On -l résout e e
\ l‘
pr

UX Elapey,
L] |. ! l.
pesolution de Féquation homaope
[) B¢

1€Y'+ ()
NAVEZ) v w Ko UK m'“
i) Résolution de équation Wvee secon membye

ccherche une solution particulidye,
on \,l\:v mdique a4 1o méthode e
“:.mz\mv W Dol y'= Ki(x)e o

Péquationinttiale  on

i ausstot (comme vouy |
On i

obtient K '(x)e
K= g()e'. Dong, K(x) --aj.g(.\')c"dx. l

g(x)e'dy, |

£(x).  Par Suite,

' ' :
echerchée est y = ¢ I Culicre

A solution générale ¢st alors -
y=Ke™ 4 ¢ Ig(x)c'dx.
3) Daprés le caleul quon vient d’étaleron dédy

it que si / egt
unc fonction de [ on aura:
1= sunl 10+ 10 < g

“f" ':“y’,“m = sup

e [eead <|q

| sup e¢™ Ic'dx

LTS

|
<lell, supe j ¢dx < (e~1)|g|
055 0 }
Doy -
Y eE W, <@-n)y|.
3. 1) on observe que I"application s: Ex —> E définic par
-*‘(-T.y)r-x+y CSt continue. Sa restriction 3 AxB 1est de
m}:mc. Comme A ¢t B sont compacts Ax B |¢st aussi., On en
Aéduit que 4 +B =

S(Ax B) est compact,
2) Supposong A compact et B fermé. A+ B sera fermé s°i
enferme loutes |eg

limites de ses suites convergentes. Soit (z,) une
geant vers une limite z. Pour tout indice naturel
nition deux éléments X, dans 4 et y, dans B

© S¢5 Suiteg conver
" existe par ey

247



. nme 4 est compact, la syijte X
tels que z, =X, + V- £ol (x,) admey

aleur d’adhérence a. Autrement dit, (x,) admet ype SOUS-syiy,
une Ve .
extraite (x,,) convergeant versa.La sous-suite ( Zpny) EXtraite 0
‘ “e(n

la suite convergente (z,) converge, elle aussi, versz. | €N ressory

- - —X extraite de
que la sous-sulte (y,,,(,,))—(zg,(,,) Xo(n)) (v,) Converge

rs b=z—a. Or B est fermé donc, il contient cette limite p — 7
Ve =< .
Ainsi, z=a+b,ce qui confirme que z est dans A+ B. Cely;

alors ferme. : ’ |
3) i) La projection 7:R°—R donnée par (x,y) = y étant

~Cl est

. - -1 iNL. . 3
continue, on déduit aussitot que 7 ({0}) = A est fermé. De méme,

la fonction f': R?* >R donnée par f(x,y)=xy étant continue, on
affirme que f~' ({1}) = {(x,y) eR*/xy= 1} =B est fermé.

i1) Si (a,0) et (b,b") sont deux éléments de 4 et B respecti-
vement on a :

(a,0)+(b,b")=(a+b,b") ¢ A.

D’ou:
(*) A+Bc CRZA.

Inversement, pour tout (x,v) de C.:A I'ordonnée y est non nulle,
ce qui permet d’avoir :

(x, ) =[I“-]-,0J+(—l—,y]e A+B.
& Y
D’ou:

(¥ CRLA < A+B.
La conjonction des inclusions
1) On voit sang peine g

(0,0) de sa sujte (0, l)

: . . L] t aS
1) Conclusuon: Si 4 et B sont fermés, A+B ne l'es P
Necessairement.

(*) et (**) donne I’égalité visce. itc
u¢ A+B ne contient pas la Lm

.Donc, il n’est pas fermé.

248



-

[ o
-

Sujet 10

2

onsidere dans l'espace E=g|| ‘
on coms 5 PR | mun; de
. sa
qorme fondamentale |||, la suite (/f,) définie p

ar

0,—|.
v,

2) Montrerque f |0 ! est com
i ; 5 pact et connexe par arcs,

3) Endeduire que f [\iO,—;—D est de Banach.

4) Montrer que (f,), est de Cauchy.

5) Montrer que 0 est une valeur d’adhérence de (f)) .

) Vérifier que f, est uniformément continue qur[ l:l

301ﬁnt E, F deux cspaces normeés et # un ¢lément surjectif de
clespace L(E,F) des applications linéaires de E vers F.

Montrer que les trois assertions suivantes so
) u estun homéomorphisme.

D 30fR, o, <pol, <A, viek
W) 3AeR,,ueR /A |||, <p, Vxe B,(0,1).

nt €équivalentes:

Pour tout £ de E=%([0,1],R) et tout a de [0,1], on pose:

|/]

=17 Gldc+(1=a)sup| £ ().

asxs<l
1) Montrer que pour tout a de [0,1],
%) Montrer que si b<a alors:

v feE|f], <IA,-
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3) En déduire que toute suite convergente D
4) Pour tout x de [(),I], onpose . ={fe E/,/'(x):;()}_
. . o
F_est-il ouvert dans (E.]],):

T rappory ” ”
L

I'est aussi par rapport a

Solution

I
1. 1) f, est continue sur le compact [0,-—2-]. Elle y est donc unifor.

mément continue conformément au théoréme de Weierstragg

2) [OEJ est compact comme intervalle fermé et borné et | est

_—

connexe comme intervalle. On en déduit que f"([O’ID st

compact et connexe comme ima

ge d’un compact et connexe par
une fonction continue.
1

3) ( f [[0 EDHJ cst de Banach car il est compact,

4) Ona:
1 2

. "y R T
Jim 17, =£]1= tim |If [- - s

4 P.y—m A p l__xz q l_xl

2[ 1 l ]
| e
. l-x 1+x
|
= ']—’-]—-—l-l \/Lo L‘L{]-z _yLog3 . |1 " 0;
Pg—=z?) g =
]

— —

p 4

lim =
, p.g—>®
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| suffit que O soit sa limite et ¢’ g bien le cag car ona:
o Ils el
5)

: el i
}Iil};i\\,/;z - 0\\ - }lirﬂa -!] (; h 2 )

3, i) = 1) ,
¢ étant un homéomorpmsme, il est
averse 1. Cela se traduit par :

ireR’ /“u(x)“F < r“x“E , VxeE:

3seR’ /“u"‘(y)“E < s“y“F , VyeF,

Cette derniere relation peut, en posant y™'( Y) =z, prendre |a forme
¢quivalente :

continu g

nsl que son

3seR’/ —1-“:«:“E S“u(z)“F » VZeE,
S
Cela donne ep condensé -

WL <o, <, e

I suffit de prendre ¢ = - ¢t f=r pour étre conforme 3 (11).
S

1) = 111)
Si x=0 15 relation est trivialement satisfaite avec 1= et
H= . S;

INon, on procede 4 la multiplication des trois membres de
1

(i) par —_ pour avoir
Ix|

a,B eR‘+/aS\\u[“i“x)\\Fsﬁ, VxeE.

Comme et ﬁx sont dans la boule unité fermée B,(0,1) de E
X
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(ii1) est réalisée en prenant A=a et u=p

i) = 1)

Remarquons de prime abord que :

u(x)=0 = ””(»")”F =0 = 2=0 = xX=()

Donc, « est injectif. Comme il est supposé Surjectif i
bijectif. Par ailleurs, « ¢tant borné sur la boyle fermge |,
continue. Enfin, s1 = est un élément quelconque de f
¢lément unique x dans £ tel que .t=u"(z). On peut g
1

0 (2) || = =] > 4.

e

deVient
.. CIHE ey

/7

[
NEE

Autrement dit :

O EE
Cela assure la continuité de 4™ et achéve I’exercice.

3. 1) Evident!
2) Soit f un élément de E. Si b<a alors l1-a<l1-p o

sup /(x)| < sup |/(x)|- D’ou :

b<x<]

(I=a)sup|f(x)| < (1-b) sup | £ (x)|.

a<r<| h=<x<]
Par suite -

Jl7lde+-a)sup | 7o) < [| ro) e+ 1 -y sup 72

asx<l b<x<l

3) Cest une conséquence immeédiate de cette derniére question

n—»r

lim|f, 71, =0 = 0 <lim|y, - . <tim| £, - f], =0
4) Notons d’aborg que F, est un sous-espace vectoriel de £
- ' . g8 n
I ne peut pas étre ouvert ; car s’il I’était, il serait d’intérieur "

vide et cotnn; ; :
t coinciderait donc avec E, ce qui n’est pas le cas.
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Sujet 11

Y - 23 . v
¢ le théoréme chanaCh-Stcmhauss Puis démontres.
II]HHCL
b

|
ur £ par:

"5 T :
u,,(_f)-.—.n[f(ﬂ-j(O)], nelN'.

) Montrer que pour tout indice nop
Incaire continue sur £
| 1) Montrer que:

VfEE hmu"(f):f'((])
3) Pour tout fde E

© Onpose limy (1)

le.
it B =@ ([(),I],IR) muni de |a Norme
) Sorent 1= -

i fonctions réelles définies g
(e

Let(u)) unesuite

u(f). Montrer que y
1est pas continye, (On peut recourir 3 la gyjte (g,) donnge par
SIn nx
80 =—2=))
n

1% _
”(f)/u(f)(x)=<;-[f(y)dy S1 x#(,
0

: 2x 'S
V(Y w(f )x) =

e roa
Vz 4

Seg v 1YONizy Steinhaygg (14/1/1887
Cs rLchcrchcs s’axérent sur I’ana
long ct |.

1Corie deg Probabiljég.

st x=0;
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.

1) Etudier la continuit¢ de v et v. (Rappel ; .[e—'ldra N
X XT
1] 2 )
7)) Montrer que l'application @ définie sur £ par .

o(f)= lim f(x),

est une forme linéaire continue sur E.

3) Montrer que @ou =@=a@°V.

Solution

1. 1) Enoncé du théoreme:
Soit E et F deux espaces de Banach, (u,), une suite d'applic,.

tons linéaires continues de E dans F. Si ((u,(x)), (x de E) est une
suite bornée, la suite (”“n “)n est majorée par une méme constante,
2) Preuve:
Soit la suite de fonctions (¢p,) donnée par ¢, (x)= U,,(.‘c)". I

existe un ouvert Q de E et un réel 6>0 de sorte que
sup u,(x)| < 8. Puisque Q est ouvert, il contient alors au moins

ref), nelN

une boule ouverte B(a,r). En remarquant que pour tout point x de
B(0,r), I'élément x+a appartient 2 B(a,r), on ¢tablit que:
vneN |u,x)| =, (x+a-a)|=[u,x+a)- u,(a)
< "u" (x+ a)" - Hu”(a)" <20.

0,1) ¢t

: 1 . . - .
Le point x'=—x appartient a la boule unité fermec B,(
r

vérific:
UneN Ju, ol =l 0] =l (6025
On en déduit que:

VneN “u"“s zé
r

Le théoréme est achevsé,
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| pourt

u est linéaire. Par ailleurs, pour toyt

us réels 4 et i ettous f ey g de E ona:
0

. I :
. L - ,,((u + ug)(ﬂ*(lf + #g)(O))

_ a(;(-}l) : f(0)}+ un(g [l} g(O))

h
— AU,,(f) % ,uu”(g).

J de E ong-
'y 1 :
() :\n(f (;’)—f (0)] <n|f (;) HAO)< (1)) 1.
Jnc. U, est continue.,
) Soit f une fonction de E.Ona clairement:
(m)—
imu, () =lir n| f(-l-)—f(O)): lim L)~ f(0) _ £1(0).
ST n—ax \ n m—0 m
3) On femarque que -
imfg, ~0|. = lim sup g, (x)| = lim sup /X _ ;1 Sing =0,
e 7 0<xg) Tkt p = "
limlu(g | = lim|g '(0)| =150

NSL, upegt Pas scquentiellement continue. Dong, elle ne peuyt
"It continye.

ont des applicationg
mant # on a pour toyt f de E.

)= SUp fu(f)(x)|= sup \l]f (y)dy\

0<x< X

0<I<1‘n 0

x 1 X

< sup -l—j\f(J’)\dy <)\l sup “.[dy <11
D O<x<4r X 0 OSx<tn X 0

e, elle €St continye,

€ Méme, on a pour y:
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3\/3—; [ )y
T 9

(2 s s Ol < W Ty

¢ 2 (e dus|f]

n"'(f)“: sup \"(,/‘)(-\')l: sup

(Jgr<tm

V4 0
Donc, C“L est continue.
2) @ est linéaire en vertu des propriétés d’addition et g,

mulnphcanon par un scalaire sur les limites. De plus, elle e

continue car :
I eE |o(f)|= lim f(x)| < xlilg,_J.f'(x)l <|7]-

3) En vertu de la deuxiéme formule de la moyenne, il existe
pour tout x de [0,400[ un réel ¢, dans [0, +o0[ tel que :

[y =xf(c).

0
11 en découle que pour tout fde E ona:

(@ou)(f) = w((f)) = lim u(f)(x) = lim — L j 1(»)dy,
= lim f(c,) = lim f(x) = (/).

De méme, la premiére formule de la moyenne permet de voir que :
Vte[0,+0] 3d, € [0,:]/[5(-‘”’ f(y)dy = f(d,)je'("")zdy
0
D’ou : 0

¢ =0

jem)f(Jf)dy—hmf(d)j =(xp)* dy—llmf(d)hm]. (U)dy
"hmf(d)]‘e_(mdy—\/—hmf(d)

x {(—
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our fout f de E ona immédiatemeng-
\IHSI.

: T 2
ON= DR lim = et 150
=lim /(d) = lim £(1)= o s
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Sujet 12
1. Soient E:%'([(),I]JR) muni de la norme de la convergepce
uniforme et b, I’application

" k
. Wk kY n—k — |, :l,z,“.
p(f)=2Cx (1=%) f[n) "

k=0
que F, est linéaire continue de norme 1.

u de E dans E par:

définie sur E par:

1) Montrer
2) On définit une autre application

¢ f@)

= u( )/ u(f)x)= ——=dl.
fu()ulf { oy

Montrer que u est linéaire continue et calculer sa norme.

2. Soit E -.-%([0,1],1&) muni de la norme fondamentale | . On

y définit une application réelle u par :

u(f)=

O Ly 0 | —

f@ydi=[ f@a.

2
1) Montrer que u apparticnt au dual E'.
2) Calculer sa norme.

Indication : On peut introduire la suite (f,),,, donnée par:

1 si xe[O,l-l}
2 n
fn(x)='1-nJC+% si x€ .-li__l_’_l_+l]
2 nl2 n
= si xe -1-+—1—,}
2 n

3. Soi .
Soit (x,), une suite d'un espace hilbertien H. Montrer qué si les

s (“xﬂ“)n et ((x,,,x))n convergent vers “x“ et (x,X) respet
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|

1, alors la suite (x,), converge yvers x dans f
ent; :
\:e[ﬂ

Solution

() P est linéaire :

n

paf+B8)= 2 Cox* I=xy™ (a1 4 ﬂg)(-k_)
! k=0 n

= n C:’: xk (‘ _x)"_k ('I'c‘) + 3 k .k n=k k
kzo > ﬂécnx (1-x) g(ﬂ
P est continue :

Soit f une fonction de E. Ep Iémarquant que :

chxk (l_x)n_k =((I—X)+x)" =],
k=0

on obtient aisément :
n

Pl a-a s (5] e covtaoare /(2
k=0 = 0

< ufugoc:: =2 = 1],

P est de norme 1:

D’apres le calcul précédent on a |2 <1.D’autre part, pour
fi=lona-

=i a-n|-isfe)

Done, | <1

2) La linéarité de u est de celle de ’intégrale de Riemann.
Elle est aussi continue car pourtout f de E ona:
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f(t)

\
< sup

0« .
.\"-I(

I\;(_”_dt
0 x=1{

Va2V =201

o calcul, sa norme vérifie “u“ <2. De plus, en

= o

(Al .'T.Hlj.‘”('/ )

A la lumicre de ¢

choisissant dans 1 boule unité fermée de E la fonction f =1 -
obtient !
A 1
= sup |u( f,)(x)| = su f|=su 2J_ 25
“”(‘/;’)“ ‘,\-,QJ (a )‘ uf;.\-E\];\fx t l)'C\El “u“

D'ou “u“ =2.

2. 1) u hérite sa linéarité de celle de 'intégrale de Riemann. Elle
est aussi continue car elle vérifie :

Ju(f)|= [ £(rydi = f(t)drl<

o eyt | —
ot—-—.l\li'—

| /()| at +j:l f ()t s_lﬂ f@la<|f,

- ‘---"'| -

2) De ce qui précede on déduit aussitdt |uf| <1. Par ailleurs, en

recourant la suite suggerée, on la trouve dans la boule unité
fermée de £ et satisfait & :

bl 1 11
2 2 e
M 2n
‘u(f,)|= I dt+ I [—nx+£)dt-— j [-nx+£)dt+ l dt
0 11 2 1 2 11
] 2 n 2 2'n
|
Hei-Lepgen

D’on -



l & L]ﬂ a.

\ 2 . r o
Ix, - \“ =X, =X, X, —-x) = o X,)— XX . x)+ (x,x).

Comme

) = () <
2,0 = exy <o

ivient lim|lx, — x| =0 et done limflx, ~x|=0. Doy 14 question,
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Sujet 13

[ Soient H =% ([0,1],@) et u: H>xH =R l'applicatiop, défin,

par:

u(f28) = [ (/0 800+ /() g (x))ekx,

1) Montrer que « est un produit scalaire sur H.
2) Etant donnée la suite (/,), définie par:

( . ]
nx S1 OSxS-—;,
. )—J n
G PRI
—-X M S1 —jrfEXTS];
3 3n n

montrer quc :
1) f, appartienta H quel que soit » dans N*.
i) (f,), estde Cauchy.
1) H n’est pas de Hilbert.

2. Soit £ un espace préhilbertien réel,
1) Montrer que:

VO EE Lt o <21+ off ) (14 7).
2) Etant donnés deux réels d>5>0, on note B,(0,d) ¢

B,(0,d +6) les boules formées de centres 0 et de rayon d ctd+9

respectivement. Soit A une partic convexe de E telle que :
A< B,(0,d+8)\B, (0,d),

3) Montrer que:

V(x,p) e 42 "x-—-y" <23ds.
3. Calculer -

J = inf I(sin.x—cr,t—b)zdr.

abeR
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\qc., 1 estun produit scalaire,
ponc,

1 1
) i) Sur KQ,?{ et —X;‘_’l]’ f. est continument dérivable

. r r . 1
.mme fonction élémentaire. En — oA
“ n

4 2 41 1 1 1
m | —xt s = == i o= A L)
.r-lal-‘:*(3 3?13) 3 3 L f("“)

x>—
n

Done, f, y est continue. De plus, on a :

1 1 1 1
—thl-f|— —+h|-—
lim fn(”4+ ) f,,(n,;) n(n4 ) n’

= lim =
h—0" h h—0"
3
1 4( : h)d 2
v (‘17 + h)— I (*—4‘) 3\ n' 3n' | n
lim r T 2~ \im
h—¢’ h h—0* h
) 1
= lim =n

1
h—0' -
1 4
()
Dong, f

L Bien plus, ona f,' —]*‘):”- On
, €st dérivable en o Bien plus, T\ 33

PCUL & présent affirmer que:
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, ]
. ' n
§AC0 Lk IOV
X 4 Si -—;SXS]
n

ant continue sur [O.I] on conclut que f y
n Y €8t

Enfin, cette dérivée ¢t
classe #'. Autrement dit, f, appartienta H.

de
ii) Etant donncs deux entiers naturels p et g tels gy

p>qg>0ona:
1

P‘

“j; __j;"z = I ((P—q)z-“'2 +(P‘f{)2)dx+

0

42 1 Y. (-4 Y

—xt——s—gx | +|x *-

: s q) (x q] dx +
1 2

] 1 1
+ ——t—| |dx<—.
ﬂ[ 3p’ 3&13)] 7
414
(Détaillez les calculs !). D’ou :

lim |7, - £,]|= lim Lo

| p.g-rmn Py —roc q
Ainsi, (f,) est de Cauchy.

ili) Considérons la fonction réelle f définie sur [0,1] par

-}

— “~
"!—l"' -...&‘._

4 3
(X = — y4 3 ;
f(x) 3x . Elle n’est pas dans H, car quoiqu’clle est continu¢

su , {0
r [0,1] elle n’est pas dérivable a droite de 0, puisque :

4 3
5 h* |
iy T WL 8
e B3 ’}ggl h 4 =+,
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. calculons l]_lﬂ“fn ‘f“ O~
'L‘Ci etart |
=T F@Y (7,0 <1y
‘| fl.‘"

0

dx +

Dou:

: 1 |7 1 1831 13
1 e = 1. —_— —_— — —_—— =
”T;“f’ d v n \I 3 On' 495 5 3n"

) converge vers J. Comme celle-ci n’est pas
H, ce dernier ne peut €tre de Hilbert.

Ansi, la suite (f,
dang

L 1)En S’appuyant sur leg deux inégalités fondamentales -

POVEE A <o 4y Yol < SV
"N obtient sang peine;

e < L 200 <1 el A + 2l o

<12 4] )< 2( 1+ + bI)
<20l o+ ) =20+ b ) 1+

Na par hypothése: | _
Vxed d<|x|<d+é.
Vertu de PPidentjte du parallélogramme on écrit :

Vo e d Yooyl —fo+ o =20 +2)pf

3) 0
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D’ou:
x+y

\2

_ |
Comme A est convexe il contient le point -2-x+5y, lequel vérife

ol =l 3 ||y||

s
2 Zy

& —df*,

—

11 en résulte que :

%"x—yﬂz <(d+8) —d* =8"+2d5 <3d6.

Par suite :

“x—}ﬂ<2d3d5.

3. On considére ’espace de Hilbert A = I’ ([—72’, 7[]) muni de son

produit scalaire usuel (f,g) = I f(x)g(x)dx etonnote R, [x]

le sous-espace des polyndmes réels du premier degré. On remarque
que la distance de x> f(x) =sinx a R, [x] est :
)

to | —

T

inf{|f ~P|,PeR,[x]} =inf (j Jsinx - P(x)[ dx) ,PeR,[3]

e "
| —

=[inf{ Jlsinx = Po) d, P GR'M}) '

-

o
omme R, [x]= {ax+b; a,b e R}, on affine encore :
|

nf ([ -, e, [X]}_[mf {( T— dx)ﬂ i

Ainsi , détery
niner J revient a trouver la distance de ¥ a Rl[ ]
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K
1-1'11’1(33 est donnee pat “f_P“’
Sfte ¢ al

oOu P egt le Projetg ortho-
¢ sur R, [x]. Pour détermine

i T P on observe que f_p
\;‘;Jl o

" iogonal & R, [x]. En particulier, i| egt orthogonal 3 1, base
o OIS

nne le systeme :

, nb=0,
3-nta=0

._:,,lmique {1..\'} de ce dernier, Cela dq

3
8 Px)=—7x. La distance de gin 3 R, [x] est alors

r

.3 Y
hsm\—P(x)“- (smx-———z—x) dx = |r+2 = J
D'ou ;
J=n+£.
n
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Sujet 14

les normes “H, ; ““, el \HL sur R dela fonctigy rée||
¢

e de définition par f(x)=_L_

Chx

1. Calculer

f donnge sur son ensembl

2. Soient E un espace préhilbertien réel et B = le,e,,...e st
*“n
famille de vecteurs unitaires de E. On suppose que:

VxecE j’;u,ekf =

1) Montrer que B est orthonormale
2) En déduire que B estune basehilbertienne de E.
3. On considére 1’espace euclidien R* munide sa base canonique

B et on pose :
={(x,y,z,t)eR4/x+y+z+t=0 et x—y+z—t=0}

Quelle est la matrice relativement a B, de la projection ortho-

gonale P. sur £?

Solution

1. La fonction f est définie, paire, continue €t strictement positive

sur R, Onadonc:

\lfn—j - {f i _ T =4T-ﬁ"d"

chx ¢ e +e”’ ! e* +1

' du
=4 =4 _al B _F b
Iu 1 Arctgu 4( ) T.

.= [{% s F A = a-07"

E .
nfin, le tableau de variations ci aprés:
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¥ | e 0 i
e il W | Wi
~shx '
e . | -~
ch™x '.
5 |

li('h.\’ 0

 avoir immediatement ;
et U e

)

: =8 -—!-— el -l.._ =
“‘f “" [ b\;p chx SEP chx

1) I suffit de vérifier que B est orthogonale. Pour cela, on voit
que pour tout indice i de {1,2,..,n} ona

Sene =l + $ee e

k#i
D'on:

Z‘(e,.,e,k_)2 =0 & (e,e)=0 o ¢ le,.

i

-&lee qu’on veut.

2)_ B est une base de E comme conséquence directe de

“cgalité de Parseval?*,

3 Notons de prime abord que F est le sous-espace engendré par
S Vecteurs T =(1,0,~1,0) et U=(0,1,0,~1). Maintenant, si

e et € sont les vecteurs de la base B, la matrice M requise

*2projection orthogonale P, est de la forme :

24\

L 2TC Antoing Des Chénes Parseval (27/4/1755 - 16/8/1836): Mathématicien
fangais, est

célebre pour cette égalité, qui est une formule fondamentale
¢ 1a théorie des séries de Fourier,
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1)4 Cy d4 )

ol (a))cisa> (b,)1si<as (€ )rcica ©t (d,),<ics SONt les composanteg des
vecteurs P.(e,) suivant la base B. Comme P.(¢) appartient § f i
s’éerit

Fr(e)= AT +pU = 4(e—¢) +1(e,—€,) = Ae + e, ~ e, ~ e,
Cela donne :

h=a==a, 4 =0, =0y} =4 ==by, th=b,==b, 4 =¢ =~
W=c,=—=C,, Ay =d, =—d, et , =d, =—d,.
Par ailleurs, 7 et U étant orthogonaux a chaque P.(e), ces
compo-santes sont solutions des systemes :
P(e)=AT +uU,
(¢, —P:(e),T) =0,
(€, = P (e),U) =0;

pour ; =1,2,3,4. Effectuons les calculs. On a concernant (4, 4):

{<e| _;LIT_IUIU’T) =0 . {((1_'{1’_#!:213#1)5(1309_130» =0
<el _AIT-#'U’U> ={J ((1_al’“ﬂlﬁalsyl)3(0’150’_1)) =0

: ( 1
1—2 = =—= =-d
{2 ,1,“ 0 by o=ty =
i #]_0 ”I=O=a2="a4

De méme, pour le reste on a successivement:
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v

,LT"I"?U’T> =0
ATl U =0

\

Pt {ii:izal“"/-12522’#2),(1,0,-—1’0»____:0
A‘Zs]""luzaj-zaﬂz),((),l,[),__l»:__o
c:>{—2,17=0 h=0=b=yp

,u._,._--_; 2=“'b4.

P {((_—Aﬁ\’—./‘tpl*-ﬂ‘J"”}L(LOs'_LO»=0
<(—2‘3’-#3’1+2’J’ﬂ3)’(0s110$_1))=0
~1-21, =0 e A

- {_2‘“—‘=0 A, > C Cy

Hh=0=c,=—c,
(6=AT=HUT) =0 (A=t A1+ 11),(1,0,-1,0)) = 0
le,=dd = U U)=0

(A=, A4, 1+ 11,),(0,1,0,-1)) = 0

\c":"/lar’ﬂ:;U’T) =0
‘\i,j.-i,}T"")lﬁUaU) =0

—24,=0 l4=0=d|=-d3

= = 1
Dou:

/

% 2L &)

2 2

gl st el
i 12 1 2

ey iy T | )

2 2

1 1
0 sty i 2
\ 2 2)
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Sujet 15

1. 1) Montrer que la boule unité de tout espace normé egt COnvex
2) En déduire qu'elle est connexe. :

2. On munit I'espace vectoriel g([OJ],R) des fonctiong réelles

continue sur [0,1] de la norme de la convergence uniforme "“
et on considere pour tout réel strictement positif h I"applicatiop
réelle u, définie sur %‘([O,I]JR) par :

2 h
w(f)== fr ez fax

0

Démontrer que u, est linéaire continue puis calculer sa norme,

3. On considere la fonction:
f(x)=7"=x*)?, xe (-7, 7).
1) Vérifier que: : )
f=m)=fm), f'(=m)=f'm) et f"(-7)=f"(7).
2) Donner la série de Fourier® de f sur (—7,7x).

3) Calculer la somme:
S=I—L4+-]T—L4+...+ b -
2 3 4 (n+1)

T

Solution

1. 1) Soit B(0,1) la boule unité ouverte d’un espace normeé (E|||D

25 J'oseph Fourier (21/3/1768-16/5/1830) : Mathématicien Frangais. I éludiaf.'
I Ecolc‘Normale de Paris sous Lagrange et Laplace, entre autres. -Il_colﬂ
menga fl.cnscigner a I'Ecole Polytechnique, puis fut appelé a parnC'Pf o
Fespédition de Napolcon en Egypte. 1l a publié un nombre importa?
iravaux en mathématiques pures et appliquées.
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out réel Ade [0.1]et tous xet yde B(0,1)qp 5
pou

|1x-(1- AN <A+ Q=D < A+ a-2y=;

e que Ax—(1=A)y appartient & B(0,1). Celle-c; est alors
[ ¢

ncke
mﬂL . cas la boule unité fermée est analogue.

)) Clest une conséquence immédiate de 1a premiere question :
ot convexe est connexe par arcs, et donc connexe,

), u, hérite sa lincarité de celle de Uintégrale de Riemann. De
plus, elle vérifie .

| |u,,(f)\s3]

\f(x)\dx<—\\f\\ I —dx

sz“f,““ I ‘{;T 2 jli‘; 250
h

0

Donc, elle est continue. Enfin, ce calcul permet d’ affirmer que :

)< < .

D'autre part, en considérant la fonctlon constante f; =1 on obtient:

=2 R 2] ‘)(‘“\—25 =<l

S h? 4+ x? ﬂ°1+( h) =&
h

La conjonction des deux in€galités donne la norme escomptée

l\ull--.
3,

1+ u?

1) On a aisément:

F'(x) =—4x(7® = x*) et f"(x) =—4x* —47°.
D’oi‘l .

f(=m)=f(m)=0= f'(-m)= f'(®);
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fr-m) =1 (@) =87

2) De fagon générale, la série de f estde laforme :
Za (f Ycosnx +b, (f )sinnx,

nelN
ou :

] ﬂ
au(f) = _i;_.}[f(x) dx,
17 .
= Yycosnxdx, ne N,
a,(f) ﬂ_if(x

i : .
=4 sinnxdx, ne N .
b (f) ”i f(x)

Dans le cas présent, f étant paire on déduit aussitot que :
b, =0, Vne N';

1 27 16
% =%J.f(x)dx=;I(E4—232x2+x4)dx=gn4;
0 0

T T 48 -,
g = = ff(x)cos nxdx.= 2 I(f[z - x*)? cos nxdx = — (=)™,
X X n

La série voulue est donc :

]6 a oo (__)rl+|
— 7 +48 C 4
15 ; n4 OS nx.

3) La fonction [ est continue sur ]—ﬂ', zr[. Donc, la régle de
Dirichlet s'applique et donne pour x=0;:

00 n+l
’ IS n=| n4 ]5
D’ou :
4
§==_
720
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Sujet 16

o tespace E ={re @ ([0.1].R)/ £(0) = £ () =0}et N
S()IC

Jication définie sur E par N(f) =“25f +10f '+f"“ .

¥ ) < o

N }Vwmrcr que N est une norme sur F,

L; pour tout entier naturel n et tout x de [0,1] on pose

y=x". Calculer N(f,).

f(X
) Les normes \\\L et N sont-elles équivalentes ?

[

), Etant donné un entier naturel non nul p, on munit R" de ses
normes holderienne *° ““ L&t de la borne supérieure “\L

1) Montrer que ces deux normes sont équivalentes.
2) Est-ce attendu ?

. 3) Endéduire pour tout x de R"lalimite 1im“x“p.

p—yeo
3 1) Les sous-espaces (N,m et (Z,m de I’espace usuel (]R,m

sont-ils compacts ? Localement compacts ? Connexes ? Justifier.
2) On considere dans I’espace (Rf ,“\L) les sous-ensembles :

A={(x, e R /x+y* =1};
B={(x,y)e R/ x* +y’ =4].

Montrer que A est compact alors que B ne I'est pas.

4. Soit f 1a fonction 27-périodique définie sur [0,27] par :
_(m-x)
fxRy= ==
1) Tracer son graphe.
\

2. LQdWig-()tlo Holder (22/12/1859 — 29/8/1937) : Mathématicien Aller.nand:
Ses domaines de prédilection sont I'analyse fonctionnelle et la théorie des
Nombres,
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2) Déterminer 5a série de Fourier.

3 ] (___l):l
3) Calculer les sommes des séries Y. —, 2 ~—L ety 1
neN’ n nelN'’ n 4"
neN' N

Solution

1. 1) les conditions d’homogénéité et d’inégalité triangulaire sop
évidentes. Examinons celle d’identité. Pour ce faire on rggoy

le probleme aux limites :

» 1

o FO)=1©=0.
]’équation caractéristique r’ +10r+25= (r+5)* =0, associée 2 la
présente équation différentielles, admet la racine double r=-5.1
en résulte que la solution de (*) est:

{f(x)=(Cx+D)e"5‘,
fO)=f'0)=0;
ce qui donne C=0 et D =0. Par suite, f =0. Ainsi, Nestune

norme sur E.
2) Ona:

N(f,)=sup |25x“ +10nx"" +n*x"°

0<x<l

{25f+10f'+f"=0,

—925+10n+n".

3) En gardant cette suite (f,) on observe que le rapport
N(f,) 25+10n+n’
s 1

tend vers I'infini ; ¢’est suffisant pour conclure que les

—25+10n+n’,

(--]

ormes
et N ne sont pas équivalentes.

= n . 2 A3 ent:
2. 1) Pour tout x=(x,,X,,..,x,) de R"ona immédiatem
| 1

—

ML=l Bt ] -1, < el |
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alence annoncée.,

y Vi § ‘ I
p-ph‘ équ .ar R" est de dimension finje.
llq L’" ’ L] .
2) gl@ ce qui précede on tire

9 Il <), < ¥l

mme  Hm i/; “x\L =“x\\.,.,’ le théoreme des gendarmes permet
Co p—yeo

Jors de conclure que lim “x“ " “x“m '

p—yeo

3, 1) Les deux espaces étant infinis discrets, sont localement com.-
‘ pacts mais pas compacts ni connexes.

2) Signalons de prime abord que les sous-ensembles compacts
- de (R%])).) sont ceux qui sont fermés et bornés.
A présent, en remarquant que les fonctions :

%N fxy)=x? 4y,

53 g(x ) =22 + 7,
ont continues sur R? on affirme queA=f7({1}) etB =g ({4})
sont fermés, Par ailleurs, concernant A On a par hypothese :
*+yt=1 o g S max(x®, Y'Y <1 = max (\x\,\yl) <1.
¢, A estborng, Par suite, il est compact.
_ Maintenant, pour tout réel x le point (xm

Comme (x,m ) 2|,

°1C non compagt.

Don

) est dans B.

on affirme que B est non borné, et

4, | . )"r ]
) I_J"e petite €tude des n'l4
Vanatigng de f R T peias ¥aovs \-.--.,---.:.
permet d 1 ‘\\ :| ," x :J\\ ‘: ‘a'
Zraph ,e VOIr queson L " . W e
“Phe Iallyre -2% % 0 T 2r 3x X
c"ci)ntre,

2) Les Coefficients de Fourier de la série de f sont :



l 2x _ ]
a(f)=5= "jf(r)d\ —8 j(:r 0=

2x ] ]
a“(f)z If(\)cosrrxd1=—4” I(.?r £° cov.nxdx___n__ ne .

0 0

]2K . ’ _ ol by :
hn(f)_—_—— If(.r)slntr,ttfx—4” _[(77 x) S‘“"de—O,HEN.

U COS nx
La série de Fourier demandée est donc de la forme —+Z

n

(_.
3) Posons S=Z—.; CtT:Z >
neN’ n neN’ n

continue sur]O, 27:[ ,la régle de Dirichlet permet d’avoir :

2

X
f(fr)=0— 3 . a0y |
ooyl |
w

ite. 1 =——.
Par suite, 1

Aux extrémités 0 et 27 on a d’apres la méme regle précitée:

ii:—”i S _’!l"m f(x)+r—l:(m) /() 752.
n=1 n’ 2 4’

ce qui donne aussitdt S =?. Enfin, concernant la derniére somme

on fait appel a l'égalité de Parseval, laquel]e stipule que :

— ﬂf(t)l dt=a; +— Z(a"+b2

nEN
Son application a notre cas permet d’avoir :
] 2r 7;4 4 1 ]
= (:r—x)“d:=-—=”— -y —
o OI 80 2 ZN "
4
D'ou -—II )
neN' N 0
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l

Sujet 17

#/(R) I'espace vectoriel des matrice ré
Soﬂ. n

elleg Carrées de n
s n colonnes.
esetn

ligh

montrerquel’application N L AM(R) — R donnée ik s
) N

N(A)=N((a,))= ‘Zi\au\,

j=1 i=)
gfinit une norme sur 4 (IR).
2) Montrer que :

vA(@,).B(b))e £(R) N(AB)< N(A)N(B),

L On munit 'espace E = ?([O, ll’R) de 1a norme uniforme et on
considere 1"application U:E—E défin;

0 x
1) Vérifier que u est linéaire continue,
2) Calculer 13 norme de y,

E des solutions non

Périodique et paire donnée par:

: k1
1 si OSx<——,

2

f=10 s x=-’;-

?

-1 si z <XSr
| 2
1) Calculer Jeg

coefficients de Fourier de f.
2) Etudier lac

onvergence de la série de Fourier de f.

: (=1 1
3) Ep déduire 1a somme des séries et

NN2p+1 mN(2p+l):-
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Solution

1. 1) On a succinctement :
Condition d’identité:
Soit A une matrice de .4/ (R). Ona:

e a;=0, Vi, j)e{l,...n} o A=p
Condition d’homothétie :

Soient A un scalaire réel et A une matrice de A (R). On 5.

N(AA) = ;Zl,ﬂajl = ,Z;Z.:,A”a’, =]ﬂ[§§]a,jj =|4|N(a),

Condition d’inégalité du triangle :

Soient A(ay) et B(b;) deux matrices de A (R). Onga:

NAB=3 3 o, 1< gg({aﬁpybﬁn
S(ggjay,)+(izn:llgjl]sN(A)+N(B).

J=1 i=]

k=]

N(AB)=nNn((C) =ZZ,C,, =ZZ

.
p
J=l =)

n
2. b,

k=1

j=| i=] k=] :

S@Z'%'J[iilb‘,.;}=N(A)N(B).

J=1 k=

J=1 =)
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-

o |inéaire car pour tous réels ¢ et B et tous f et g de
LA

w[l & X

+ﬁk’)(‘) = j (@f () +Bg(t))dt + x ](af(t)+ﬂg(:))

= I;a_f(t)dt + X ja f(t)dt + jtﬁ g(t)dt + x ]ﬁg(t)dt

0 X 0

& jrf (t)dt+ x ] f (t)dt)+ ﬂ( Itg ()dt + x j (t)dt}
=au(f () + Pu(g(x) = (om(f)+ Bu(g))(x).
Elle est aussi est continue, car pour tout f de E on a:

()= SUP \u(f )(x)| = sup\jtf (Hdt + x j f(t)dt

0<x<1

<|£) sup ( [rde +x jdt} <|\£| sup (x——) ——“f“

X

2) Du calcul précedent on déduit aussitt que :
1
= S o .
= sup JuHl<5

P allleurs, en considérant la fonction constante f, =1sur [O.l] on
' 4Wouve dans 1a boule unité fermée B ,(0,1) de E. De plus, elle

Véﬁﬁe

et )] = sup \u( f)(x)| = sup\ [rdr +x Jdt\ = sup (x-fg-) =-12' < u-

1 0<sxs<l
sxsl) o

1
On €n déduit finalement que “u“ e _2-
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3) Non. En effet, u étant contractante de ra t 1
) Non. En ell¢ ppor 2et (Ev""_‘)

de Banach, on affirme, d’apres le théoreme du point fixe

I’équation en question admet une unique solution dans E, C(;mqu;e
0 en est trivialement une, on déduit qu’aucun autre €lément de ;
ne peut &tre solution. ’

3. 1) f étant paire, on a conformément aux formules consacrées
h, =0,Vne N;

CRES

T 2 % ¥ 4
a = If(x)cosnxdxz—- jcosnxdx— Icosnxdx = sinat
0 A x 2
2
0 si n=2p
= 4
Q2p+)7

(-1 si n=2p+1.

La série de Fourier de f est alors de la forme :

4 )
— cos(2p+1)x.
ﬂ;2p+l (epl)

T 7
2) La fonction f est continue sur]—ﬂ,ﬂ{\{—z-,—-z-}-DonC, elle
est, en vertu de la regle de Dirichlet, la limite simple de sa série 0¢
Fourier en tout point de ce domaine :

foy== > D" cos2p+Dx.

”;:EN 2p+]

v/ (4

Aux points — et =7 cette série converge Vers
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im_ f(x)+ lim f(x)

""+T)" x—)-_t—
) ) )
o En x=0 on obtient :
foy=1=2 i
:'-02P+1

= (-

~ oo ) === De méme,
ot MZPH 4 En utilisant ¢ egahte de Parseva

!\f(f)\ dt=aqa +—-Z(a +b2

vient
17 1 ]
e PR e 4
e peN'’ (2p+])

D'ou:

1
L=

e (2p+1) 8
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Sujet 18

. _ ol
1. On munit I'espace vectoriel E =% ([0'1]*R) des fonctiong
réelles continument dérivables sur [0,1] de 1a norme de la cop.

vergence uniforme |H|m et on y considere la suite ( T donnée -

Y, 1
[0.1] par f,,(-v)=\/(-f—§J =

1) Montrer que (f,), est de Cauchy.

2) Vérifier que la fonction réelle g définie sur [0,1] par

g(x)= n’est pas dans E.

]
x-—
2

3) Montrer que (E,

]L) n’est pas de Banach.

2. Soit E =?([O, 272‘],R) muni de la norme fondamentale “"2

Pour tout entier naturel n on pose f, (x)=cosnux.

1) Calculer "f " “‘f,,"2 pour tous indices naturels distincts P et

2) Démontrer que E est de dimension infinie.

3. Soient a un réel strictement positif et f une fonction réelle
27— périodique telle que:
shax si =X <x< 7,

o=

Sl X=T7.
1) Déterminer la série de Fourier de f.
2) En déduire que :
s =D"Q2p+)) . 7w

0 2p+1)* +a? - 4ch_’%a_
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Solution
nsoit‘“‘ petq deux entiers naturels non nuls te]g que p>gq.
ond |
e Sk
| =su ol % X=— | 4+—
’-f‘f o :}\El 2 P 2 q
1.1
- 2 q p \/‘
0<a<l (x 1) +1 N + ( \j‘
—— —_— x—_... —
2) p
1

p.g—eo q—3eo

Dou lim “ Jo= “ =lim J—; =0. Ainsi, (f,) estde Cauchy.
2) N est aisé de vérifier que g n’est pas dérivable en -;— Elle

e peut conséquemment appartenir a E.
3) On remarque que :

e

L]
= lim sup 1
1

=% g<x<i 12 12
X==| +—+.} X—=—
=3) a-3)

Aj
"l (f)) .converge vers g. Comme cette derniére n’appartient

n—ye

1
r=lim—=0.
Jn

pd‘s a4 E on conclut que celui-ci n’est pas complet ; autrement dit, il
Mest Pas de Banach.

* 1) En remarquant que :
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2 o 2 “2
. av)’ = (cos px)” +(cosgx) COS pxcos ax
(cos px—cos gx)” =(cos ) .

I o) g4 — CO! e
:E(2+co.-2p.\+0052qx) cos(p+q)x O8(p—g)

il vient aussitot :

TROEAG) J?COS px—cos qx)’dx = /7.
Jp . 2 3

2) On déduit de ce calcul que ni la suite (f ) ni aucune de s
sous-suites extraites ne peut étre de Cauchy. Donc, aucune Qelleg
ne peut converger. I en résulte que (f,) n’admet Pas de valey,

d’adhérence. Par conséquent, la boule fermée B, (OJ}) la conte.

nant est non compacte. L’homothétie h:Bf (0,\/7—1') = B,(0,))

donnée par h( x):%x, etant un homéomorphisme, on affirme
V4

que la boule unité fermée est, elle aussi, non compacte. Le

théoreme de F. Riesz permet de conclure que la dimension de E
est infinie.

3. 1) f étant impaire, ses coefficients de Fourier sont -
by=a,=0,Vne N;
€L pour tout entier naturel non nul 7 -

Y Fp 2
b, =— I J(x)sin nxdx == Ishaxsin nxdx
ﬂ. 0 7[ 0

2| | chax *

_ : chax

T SIn hx — In—————cosnxdx
/4 a 3 a

2| chax n 27

= - nshax 2n .

- =8I N = e % e i SN nx

e X >—COS nx] - Ishax
0

a , Ta
_ 2 nshaz n
Ty Tl -
Y/ d al n'
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f

2 nsham

22— (=1)". Ainsi, la série de Fourier de f est de |,

n'gfl hn T a + n

n'\\l'lﬂL '

Z(—n -

neN’

Jrsmnx

) Lafonction f est continue sur ]—7;, 7, donc :

[ =hji 5 Shamsin nx = shax,
e lm 2( ) T a* +n? §
” .
bn particulier, pour x"'*g on obtient :
Z(—l)p - 2p+] han,-=shf£_
peN Ea +(2p+]) )
Par suite -
shﬂ
2 1" (2p+1) F 2l LIRS .
peN a’ +(2p+1)2 2 sharw 4chﬂ
2
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Sujet 19

1. On munit I'espace vectoriel ?([O,I]JR) de 1a norme de la cop.

: nsidere les deux applica:
vergence uniforme "lL S e PPlicatigp,

réelles N etu définies respectivement sur les espaces ?([O,I]R)

et %‘([0,1],R)x%’([0,1],1R) par :

N(F) =\[f(o>2 + [ £ 2 (0dx;

0
1

u(f,8)=f(0)g(0)+ [f '(x)g (x)dx.

0

1) Montrer que (%([0,1],]12),&1) est un espace préhilbertien,
2) En déduire que N est une norme sur 2 ([0, 1],R).

3) Montrer qu’il existe un réel & >0 tel que IHL <aN.

4) Pour tout entier naturel n et tout réel x de [0,1] on pose

f,(x) =sinnzx. Calculer “ fnlL et || f, L.

5) En déduire que ]HL et lHL ne sont pas équivalentes.

2. Montrer que tout sous-espace vectoriel propre F d’un espace
vectoriel normé quelconque (E,||)) est d’intérieur vide.

On munit I’espace E =% ([o, 1],R) de sa norme |]_ eton com
sidere le sous-espace :

F={feElf0)=rm).
I) Montrer que F est de Banach.

2) Déterminer son adhérence F et son intérieur de F.
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1

srlad montrer que i est un produyit Scalaire, Ty est clair que
Rl < une forme bilinéaire SYMEtrique positiye, Bien plyg elle
C: . st ke e K
1-‘\1 définiec positive
(&

Solution

1
. \ 0 —
a(f )= (f0)” + é(f (X))’dx =0 = {?‘('E)()O = [ =0,

ynsi, « définit un produit scalaire sur %0([0, l],IR).

2) N esttout simplement 1a norme \/u(.,.) associée 3 y.

3) Pourtout f de %”([0,1],R) et tout x de [0,1]

X

f @)= (0)+ j £'(x)dx.

Ona:

En s'appuyant sur 1’iné

galité triangulaire de 1a valeur absolue et
Iinégalité de Cauchy-S

chwarz dans & ([0,1],]R) on obtient

X

fO)+ [ i '(r)dt\s \ fO)|+ 'j\ fi(n)|dt

<|f )|+ \J—j‘dr \Jx]((f ) dt =|f(0)|+x J _j(( £ dr.

0 0

()| =

Doy
\Fo| < 2{\)“ O) +x jj(( £y d:}.
Par suite -
|f (0|2 \J\f O) +x ':]:((f ).
B .
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I£1L = sup| £ (0]  V2,[(£ ) +sup x [((f (1) de <\an gy

0sx<l
0sasl 0

Ainsi, il suffit de prendre & = \/E

4) On aclairement :

|
"fn“,., = sup {sin nfr,rl =8In n;r(——) =1

051<1 2n

(F) ‘J-( Y ”\ﬁHcoanrxdx_ a
N — N COSNITX) dXx =n =—n.
Jn : - 2 \/5

N(f)_ =
5) 11 ressort de ce calcul que le rapport =

n tend
fl. V2

n

vers I'infini avec n. C’est suffisant pour affirmer que les deux
normes en présence ne sont pas équivalentes.

2. F étant propre, son complémentaire C,F est non vide. Soit g

un des points de ce dernier. Pour tout x de F et tout £>0 le

point x+ 2|T "a est dans C.F. Plus précisément, on a :
a
A
I 2 2

£
Donc, x+5ﬂa—"a est dans B(x,€)\F,ou B(x,¢) désigne la boule

ouverte de centre x et de rayon €. Il en résulte que F ne peut
contenir aucune boule ouverte centrée en x. Autrement dit, il ne
peut €tre voisinage de x. Ainsi, son intérieur est vide.

3. 1) Soit (f,), une suite de Cauchy de F. Elle reste de Cauchy

dans (E,”.L),lequel est de Banach. Donc, elle y converge vers
une fonction f. On écrit alors -
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¥

ve>0I(ENETIVRE Ninzn, = |7 gy <o
¥) - 3
| Jleurs, ON Temarque que :
par

\."(\)—-.l'(t))\=\I'(l)-f,,(l)+fn(l)‘ﬁ.(o“fn(o)*f ©)
=M= £,04 £,0)- o)

s\f(l)—f,.(l)\+\f,,(0)-f(0)\.
\ — ! N—————

()

()

L'estimation de ces deux termes (1), (IT) donne d’apres (*)

n2n, = max((I), () <&.
Par suite :

nzn, = |f()-fO)<e, Ve>o.
Autrement dit :

\fFO-f©)|=0.

D'olr -
fO)=fQ).
Ainsi, F contient lalimite f. Il est alors de Banach.
2)

F étant fermé, il coincide avec sa fermeture ; et comme
Cest un SOus-espace vectoriel propre de E, son intérier est vide.

Conclusion F=F et F =¢.

E
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Sujet 20

1. 1) Citer I'identité de la médiane dans un espace prehllbemen
: 2) La démontrer.

2. On munit E=%([0,1],R) (le R—espace vectoriel deg fonctions
réelles continues sur [0,1]) de la norme de 1a convergence

uniforme ” “ et onnote D et P les parties de E constityges des

fonctions dérivables et des fonctions polynomiales respectivement,
1) Etant donnée une fonction A de E on considere 1a gy

|
—x——.
n 2'
1) Vérifier que f, n’appartient pas a D.
1)) Montrer que (f,) converge vers h.
2) 1) Déterminer I’intérieur de D.

11) En déduire ’intérieur de P.
i11) Obtenir ces intérieurs autrement.

te
(f,) définie sur [0,1] par f. (x)=h(x)+

3. Calculer inf x?
(a,h)e]}lzu

) 2
e — ax—b| dx.

Solution

;! Théoreme de « Iidentité de 13 médiane » :
Etant donnés troig

pointsa, b et ¢ d'un espace préhilberticn i
¢t m le miliey dy segment [bc] on a:

b el <2fa=mf 4 L]
2) Preuve -
Posong:
Ja -

R R VTR P
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oy

y sait que:

e+ 3|+ =y I =2(“x I +y “2)

rsubstitution on obtient:

o=+l —eff <2(jabff +fa—p).

membres de cette egalité, on aboutit ay
tsultat vouly,

L1, 1) Cest bien le cas car elle n’est, pour le moins, pas dérivable
|
en —,

2
1) Onag clairement:

lim \\ f,

L T

=lim—1—=0.

n—=2n

~h. =lim sup |f, (x)- h(x)| = lim ! sup
7% 0gxs) n—yeo
DOHC, lim fn =h.

N0

1
x——-—.

N 0<x<1

3 in découle de (1) que tout €lément h de E est limite d’une
Suite (

») du complémentaire CeD de D. Donc, C,D est partout

dense dans E. Comme CeD=C_ D, on déduit aussitdt que D est
Vide,

1i) On rémarque que P < D, donc P = Q.
i) D et p
‘?Sp‘ac.:e vectoriel de

jouissent tous deux de la structure de sous-
Ntéry

E. Comme ils sont distincts de ce dernier leurs

€ures sont nécessairement vides,
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3. Sil’on munit E du produit scalaire (f,g) = .[xzf(x)g(x)dx |
0 » IC

ohlome peut étre ramené a la recherche de I’approyin.. ..
probleme | pp OXimatjo i
. iecti Premie

deeré. Autre-ment dit, on cherche la projection orthogong]e de ]r
h a

. . S el' degré.
Notons P(x)=rx+t cette projection. Elle vérifie ce systeme.

. " h A
la fonction exponentielle x> e par un polyndéme (¢,

dite fonction dans le sous-espace des polynémes du prem;

l
(e" =rx—t,1)= ]‘xz(e"' —rx=)dx=0,
0

1
(" —rx=t,x)= [¥(e" = rx—)dx=0,

L 0

lequel est équivalent a :

Ce dernier a pour solution r =-220e+600 et t =168e—456. Ainsi,

la valeur cherchée est donnée par cette intégrale :
1

[x*(e" = (~220¢ + 600).x —168¢ + 456)? dx.

0
Attaquez-la !!!
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4

oy o\
L 1'espace vectonel ¥ ([() | R .
it 'espe W11, des fone e
! ) Clions réelleg

| inament dérivable sur 10.1)du produit seqy

Sujet 21

aire v donn¢ par;

v(f18)= [(0)g(0)+ j/ (1)g '(x)dx.

0

’ 3 . ’ . . 1
) Déterminer Forthogonal {f} ob f egt 1a fonction défin;
. nie

' f‘L.\\'—“\':-
)) Latamille (chx, shx) est-elle orthogonale ?

3) Determiner la famille orthonormale (b,b,) engendrant le

kMe Sous-espace que (x, e“),

% Onnote R,[x] 1

I"ensemble des polyndmes réels de degré 3.

1) Montrer que 1" application v: R, [x]le [x] = R définie par

(P.Q) = IP( X)Q(x)e™"dx est un produit scalaire sur R il

+oo

N C. -
2) Calculer I = 1’nfm ﬂx3 + ax* +bx+c\2 e ‘dx.
ab,ce
0

3. Soit ¢ un réel strictement positif

1) Calculer 1es coefficients de Fourier de la fonction 27—
Penodlque f définie sur ]—ﬂ' 73] par f(x)=e"

2) En déduire que :

+oo

T 1
2 e 5= == CON AT =,
= a +n a da

Solution
1‘ \) On L
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) 4 [ » (0 ! .
=g (f,.8)= 7(( ' |
{f } = /v(f 8) f(0)( )+ {_!.l (xX)g'(x ldx::()} o

1
=4q8€ / -.1‘.‘3 '(,1‘)(1',\‘:01:{36 /(xg(x) ' "'1
\ v l ]{J l}‘.g(xk&}:o\

1
=Jg€/ g(x)dx = g(l)}.

0

\

2) Non, car:
]
1

v(chx,shx) = chOsh0+ I.vhxchxdx = I,qhz xdx
0 0
1

1 1
=—ch2x| =—(ch2-1)#0.
I (P

3) Ona:

|
v(x,e')= Ixe"dx =xe' —e' ]L =10
0
Donc. cette famille n’est pas orthogona
(b,b,) décrite, on fait appel au procc

Gram-Schmidt.

En remarquant que Julx%) Idr:l il est plausible de

. - . 1
e D =¢
=€ P[{.d]

le. Pour obtenir la famill
:4é d’orthogonalisation de

prendre b, (x) =x.De méme, on prend b,

Comme b, est dans [{r}]i il vient :

|
v(h,,x)=0 & I(g‘_z_)dx & 1-A=0.

0

Par suite, b, =¢' —x.0Or:

|
b, ] = f+ I(e‘ ~1)’dx =
0
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g

doit €n fin de compte prendre p. ' = 1
on

2 et —
JoﬂCs JE ( x).
2 9 5

" [ application v est bien définie car intégrale qui la définit
1 . [s 3 1 (s ~ (N

" g convergente au voisinage de +oo grice 3 Ia domination de
- qur les polynomes. Par ailleurs, la bilinéaritg dev

| - anl : est €vidente.
 plus, elle est aussi S)[metnque. Enfin, elle est définje positive

ar sioon a v(P,P)= ](P(x))ze"dx=0, la_ coniinuité de 1a
0

onction P (P(x))*e™™ permet de déduire que celle-ci est nulle sur
| R..Comme e >0 on conclut que P est nul sur R, etdonc P=0.
2) Déterminer la distance de P(x)=x2 Iespace des poly-

nomes du premier degré R, [x] ={ax+b; a,be R} (relativement a
lanorme introduite revient a calculer :

nf{lP-Q);0e R, [x]} =in ﬁ

0

(e -t e emia]

1

= {infk(ﬂf \xz +ax+ br e"‘dx}}E =1I.

] 5 i AR, |x]
Ainsi, déterminer I revient a trouver la distance de x” a ,[ ]

\xz - Q(x)\2 e"de ;e R, [x]

R : ’ Hi R, [x

‘[x] est un sous-espace fermé de 1’espace de Hilbert { }

m ’ P de R,|x
uni du produit scalaire v. La distance d’un élément P de K,

' P sur
! R|[x] est |P—Q| ot Q représente le projeté orthogonal de £7su
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. |

R, [x]. Pour déterminer ce dernier on observe que p— .
gonal a R, [\] En particulier, il est orthogonal a la bage can:r_thg‘
{l..\'} de ce dernier. Cela se¢ traduit dans le cas B Nque
systeéme ci-apres: Par |g
v(.\'2 -fx=b,1)=0,
v(,r2 —ax—b,x)=0,

lequel est équivalent a
[+
(x’—ax—=h)e "dx=0,
0
+o0

L - (x* —ax—b)xe"dx =0;
0

ou encore .

2—a—-b=0,
6-2a-b=0.
L’unique solution de ce systeme est (4,-2).11 en ressort ainsi que le

projeté recherché est Q(x)=4x-2 et la distance de x’a R, [x] est:

”x2 - Q(x)n = J;j:(x2 —4x+ 2V e dx = \/—2_8- =1.

D’ou I =28.

3. 1) En appliquant les formules requises donnant ces coefficients
on obtient (apres calculs a ré-entreprendre !) :

] X ax l an —-ar ]
a, —Ie dx=——-> (" —e )=-———shaﬂ’.

27 2arw arw

-

a, =

Ie"’ cos nxdx = 2a__ D" par; ne N'.

]
/4 at+n* 7w
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2n (=1)"

= Sh
7Z'a2+n ar,ne N"

—

L ] sin nxdx = —
II ]z' by

o de Fourier de [ est alors:
10 UV

oo

+2a cosnx+ b, sinnx =

\
\h(lﬂ' e— 24 ("l n e
L Z % i ) cosmc—z'1 nd) $in nx

Llﬂ' | a +n ]r 7[ a2+n2‘ .

railleurs, la regle de Dirichlet permet d’ obtenir pour x=7:

N+ f(=m) e +e" vhazr 1 -
- = Chan' P qhaﬂ' 2a
’ 2 an ﬂ' a’+n’
vhaﬂ' 1
=cha — sham Z
an 7r ~ @t +nt
Dol ¢
+o0
z = —coth an——
- a
i 6 Mars 2017.

Remis & ' OPU, aujourdhui Lundi
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