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Chapitre 1

Séries numeériques

L'objet de I’étude des séries numériques est de donner un sens & des
sommes infinies de nombres réels ou complexes et, éventuellement, de les
calculer. Plus précisément, on s’intéresse au comportement de la suite des
sommes partielles de la suite numérique (un), ¢y : 0, %o+u1, Yo+ ULTU2,
etc. Clest ce qu’on appelle étude de la série numérique Y5 Un-

A de rares exceptions prés, on ne saura pas calculer la limite éventuelle,

appelée somme de la série. On tentera cependant de préciser sa nature

(convergente ou divergente) ainsi que des équivalents asymptotiques.

1.1 Définitions et théorémes généraux

1.1.1 Notion de séries

On supposera que le lecteur a déja rencontré la notion des suites nu-

mériques et on introduit maintenant la notion des séries numériques.

Cependant, on a :

Définition 1.1.1 Soit (Un)eN UNE suite numérique (i.e., un € R, pour

tout n € N). On assoste, & cette suite, la suite
(S’n)nEN (S07 Sl) SZ,

ot Sp = ug, S1= Uo+ UL So = ug + U1

1
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Chapitre 1. Séries numériques

n

p prmmd u .

et S, =uyg+uL+.... +up Z k
k=0

S, est la somme des n premiers termes de la suite (un)n, appelée la
n

somme partielle d’ordre n et (Sn), la suite des sommes partielleg,
L’expression suivante

wo+uy +ug+ ... +up + ... = Zun ou n};)um
est appelée série numérique et up, le '™ terme (ou terme général) 4,
la série.

Remarque 1.1.1 Les suites considérées peuvent étre définies des n — 0

ou bienn = 1, ou bien & partir d’un certain entier Mo plus grand. Cela n/g

pas d’importance. On les supposera a priori définies & partir de n =,

pour simplifier les notations.

Exemple 1.1.1 On considere g série définie par

> L +141 o —
— = R SR e (L.1)
n>0
La série /('111 ) est une série numérique de terme 9énéral et sa
somme partielle d’ordre n, est donnée par : nl
e
1 1 -
Sn=1+_-4_-4 4 1 :Z\L
2 3 ntl o=kt r

Zun est convergente s; Iq suite
. n>0
des sommes partielles (Sn),, est convergente. Autrement dit

Un €st convergent

lim = 0.
n—*+oosn
On dit que S est [g somme de |, Série et on écrit :
+00
S = Z Up,.
—— ‘—_‘,.\_.-~ — — n:
1.1 Définitions oy theoren;es gé‘né;;;\ e
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Chapitre 1. Séries numériques - 3

; S, n'existe pas ' ;
Si n_l_l.r-}l:loo n pas ou elle est infinie, on dit que la série E U, est
n>0

divergente.
Exemple 1.1.2 On étudz’e la nature des séries suivantes :
1. Soit la série Z m Alors, la suite des sommes partielles de

cette série est donnée par

~ 1 11
Sn = —_—= (—___
,;k(kﬂ) \k k+1>
1 1 1 1 1
= 1—_ +(__ _ —
( 21> 2 3)+ +<n n+1)’
R
Ainst,
lim S, = lim (1— ! )=1=S.
n—+00 n—+00 n+1
+o00
Donc la série est convergente et sa somme Z _r = 1.
n=1n(n+1)

: . : 1 : : :
2. Soit maintenant la série Z . Cette série est dite série géome-
n>0

1
trique de premier terme 1 et de raison ¢ = 7 Sa suite des sommes

partielles est :

~1 _ o, 11 1
; 5’; = + 5 + 55 + veees on
- 1\n+1
1-(3)
1
2
PP
D o4, 1\n+1
n—-+00 n—-+00 -3
+00 1

Par conséquent la série est convergente et sa somme Z o =
n=0

3. On considére la série

1 1 l
Zln(1+ﬁ):—_ln2+ln(1+§)+ ..... +ln(1+n)+ .....

n>1

1.1. Définitions et théorémes généraux
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el —

y ‘tie 4l(’l ('l "
,ui (, (i 'n‘ D () ,l' ”'(’I 1 (It " I

Y. 1@)
= Zln(-——-i’ ,
k:l.il
= Y In(1+k) - In(k)],
_ l(\:l:nlz_lnl)+(ln3—ln2)+----+(ln(n-}-l)‘ln(n))‘
= In(1+n).

D’ou

lim S, = lim (In(14n))= +oc.

n—+00 n—+o09

. 1 '
Ce qui prouve que la série Z In (1 + 7—2) est divergente,

n>1
4. Soit la série Z (-1)
n>0

". On veut calculer g suite des sommeg par
tielles de cette série i.e.

n

Sn=2 (-1)k =2

k=0

I
—
+

I
=

l

2
=0 5= Z (-1)* =1, Alors,
k=0

Sn = { L stn est pair
0 sin est impair

Do i ‘exi
n—»-}-ooSn neniste pas, ef par Conséquent Z (=1)™ est diver-
gente. n20
3. Soit Zaq", avec g ¢ R*
n20

n 1 - n+1
Su=Y"agh a(ﬁ) Si q#1
i - ‘k:O (1+n)a si q= .
!+ Définitions théorames L —
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Chapitre 1. Séries numériques 5

Comme,

0 s gl <1,
nliglooq““ =4 00 % q>1,
Bosi g<-1

On distingue les deuz cas suivant :

(¢ Cas : st ¢ =1, alors

Jim 0= i (1+nja =co

et la série est divergente,
®me Cas : siq#1, on a

si |ql <1,

1-—-
L Sn={ 00 siog>1,

3 st ¢<-—1.

Ainsi la série

n | converge si |q| <1,
2 od" =

750 diverge  si |q| > 1.

1.1.3 Condition nécessaire de convergence

Une condition nécessaire de convergence, élémentaire mais souvent utile

pour justifier la divergence d’une série, est donnée par le résultat suivant :

Théoréme 1.1.1 Si la série Zun converge alors son terme général
n>0
u, tend vers zéro. Autrement dit,

Z u, converge=> lim wu, =0.
n—-+00
n>0

Preuve Soit (S,),, la suite des sommes partielles de Zun. Comme
n>0

' Zun est convergente, alors

n>0

+00
lim S,=S avec S = Zun.
n—-+00 n=0

L1. Définitions et théorémes généraux
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Chapitre 1. Séries numériques

~yrF

Sachant que

lilll Sn = S et (Sn - Sn__l) =u

i = T,
lim Sp-p = MIm

n—+oo

on conclut que

lim w,= lim (Sp—Sn-1)=8—-8=0,

n—+o0 n—+00

4y, ) 5 9 - . )
Remarque 1.1.2 L ’inverse n'est pas nécessairement vrq; Le., g

lim w, = 0, la série E un peut étre aussi bien convergente ve
n—s+o00 , >0 Que ds.
n_

vergente, comme le montre ’ezemple suivant :

1
Exemple 1.1.3 La série Z on est convergente

(voir ezemple 1.1
n>0 ,

alors que

Et la série ln(1+_1_ t di .
n}; n | €5t avergente (voir exemple 1.1 .2), bien que

Corollajre 1.1.1 8 b terme 9énéral
n

€70, alors lg sépje E Up est dj

v
< ergente. Aut’rement dit,
lim
nopo Un # 0 = Z Up, dz'verge.
>0
Exemple 1.1.4 o, cons -

dére [q Série de terme 9€nérq]
Up

Up = (1 _ g)n défini par :
) n * *
Onsaz'tque " EN’QER'
nll»rfc,o n =n11m (1 _ Q)n
Alors Z (1 Oz)n oo n = e _-,é 0
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Chapitre 1. Séries numériques :

it S ey

proposition 1.1.1 La suppression (ou l'addition) d'un nombre fini de
brie 1’ : :
termes dans une série n'affecte ni la convergence, ni la divergence de

cette serie.Ce qui est encore équivalent o

ngs V)
E Un COTVETYE 4 E U, converge ¥ p 2> 1.

n2>0 n=p+1

preuve On consideére les deux séries suivantes :

Zun=u0+u1+u2+....+un+.... (1.2)
n2>0
+00
Z Up = Upt1 + Upsd +Ups3 + oo F Upin + ooy P2 1 (1.3)
n=p+1
n n
Soient S, = Z“k la somme partielle de (1.2) et 0, = Z“P*" la

somme partielle de (1.3). Alors, on a

n+p n+p
D’ou,
Par suite, si Z u,, converge alors hrf S, = S, et ce qui entraine aussi
—1+0C
n>0
que

n—+00

De (1.4) et (1.5), il vient

lim o, =S —5p.

n—+00
+00
D’oa E u, est convergente.
n=p+1
+00
Inversement, si la série E up, converge alors
n=p+1
lim o, =0. (1.6)
n—+00

11. Définitions et théorémes généraux

Scanned by CamScanner




R

"
ad Chapitre 1. Séries numériques ;

btient
Appliquant (1.6) dans (1.4), on Ob

lim Sptp =7 ’ ,5,,.

o § o

Par constquent,

lim Sp =01 Sp.

o

y wh ¢ sreente. @
D’on 2 Uy C8L CONVETH
n->0

Définition 1.1.3 On dil que les séries Z’Mn et Z")n sont de g,

n=0 n=0

nature si elles sont toutes deuz convergentes ou toutes deur divergem;_,;

+00
Remarque 1.1.3 Les séries Z Uy €t E Uy, définies dans I prome.
n>0 n=p+1

sition 1.1.1 sont de méme nature.

1.1.4 Propriété des séries numériques

Proposition 1.1.2 Si les séries Zun et Z'un sont convergentes ¢

n>0 n>0

ont pour somme respectives S et T, alors la série Z (Qun + Gvg) est

convergente et a pour somme a.S + BT, a, BER i 2 =
J ] -C.

3 SIS

aun + ﬁ’l)n) = Up + 6 v ‘1-"
n-

n=0 oy nzzo

Preuve On
note S, et T, les Sommes partielles des séries Z tn &

n>0

Z Un respectivement j.e.
n>() ,

n
\ n
»Sn"‘zuk et Tn :ka‘

1.1 Définitions et théorames gén Eraux —

G w.-_, e d
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Chapitre 1. Séries numériques

T o e S A £ T A A T - I

Soit Mpn la somme partielle de la s¢rie Z (cup, + Buy). Alors,
n>0

n

Z (oug + Buy,)

k=0
n n
= a Z Uk + 3 Z Un
k=0 © k=0
= aS, + 6T,

hm Sn =38 et
Et puisque B on = Set lim T =T, alors lim M, = aS + AT.

n—)

Ce qui slgmﬁe que Z (oun + Bun) est convergente et (1.7) est satisfaite.
n>0

M, =

Exemple 1.1.5 Soit la série an de terme général wy, défini par :
n>2

w =\_4‘5—n *

On pose,
Up = W et vy =5"" VneN*\{1}.

Pour étudier la série an, i suffit d’étudier séparément les séries

n>2
Z U et Z Un. Puisque,
n>2 n>2
1 1
un = -

4(n-1?% 4(n+1)?

la somme partielle de la série Zun est
n>2

Sn = %k;((k—ll)f(kil)z) ) %<1+%_m)

Aing,

22" = 1

L1 Définitions et théorémes généraux
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Chapitre 1. Séries numériques 19
+oo
=3
Par conséquent, la série Z Up @ POUT SO —~ " 16
n>2 i‘—n
On étudie maintenant la série Zvn = 22 (g) - Cette série est up,
n>2 n2

1 .
série géometrique de Taison q = 5 < 1, donc convergente (voir ezemy,

le
1.1.2) et a pour somme
00 . ) 1 . —§— 1
nli.TanzT:Z:f _( T5)T1-I 5w
n=

Ainsi la série E U, + o, = E (Bun — 4uy,) est convergente, COmme
n>0 n>0
combinaison linéaires de séries convergentes, et on a

> 5 1 23
n=2 -

Lemme 1.1.1 §i la série Z Un est convergente et Z Un est divergente
n>0 n>0

alors Z (un + Un) est divergente.
n>0

Preuve on raisonne par I'absurde. On suppose que E Up, est conver-

n>0

gente, Z Un est divergente et Z (un +vy,) est convergente. Comme
n20 n>0

Un = (un + Un) — Unp,

Il résulte que Zvn est convergente ('

Pres la proposition précédente.
n>0

Ce qui contredit Ihypothese de divergence de 1a série Z U,. Par consé

n>0
quent, Z (un + vy,) est divergente. m
n>0
Remarque 1.1.4 g; les séries Zun et ZU" sont divergentes, O"

n2>0 n>0
ne peut pas déduire |q nature de Z (u,, + Vn). Cest & dire la €M

n>()
E :(Un + vy,) peut étre conver u di
gente ou divergente < )
n>0 gente suivant les cas

' » -
L’exemple suijvant illustre cette situation.

-
e

1.1. Définitions et L —

i

b=

Scanned by CamScanner




Chapitre 1. Séries numériques
Chapitr® =: =

Exemple 1.1.6 1. On consdere les séries Z Uy et Z vy, avee Uy = 1

n>0 n=>0

n+1
Ces deuz séries sont divergentes puisque leur terme général ne tend pas

etvn=1+

vers 0. Mazs,

Z(un+vn)=2(2+n_ll_1)

n>0 n>0

est divergente.

1
- etvn = — . c'(:'(‘l
n

2. Soient maintenant Z U, et Z Un QUEC Uy = |
n>1 n>1 n

deuz séries sont appelées séries harmoniques et elles sont diver-

gentes (on montrera plus loin la divergence de la série harmonique

1
Z - ). Par contre la série

n>1
1 1 1
Z(“"+””>=Z(;‘n+1) =L ameD

n>1 n>1

est convergente (cf. l’exemple 1.1.2).

1.1.5 Reste d’une série convergente

Définition 1.1.4 On appelle reste d’ordre n de la série convergente

ZU,,, la série notée R, telle que
n>0

+o00
72n== EE: Uk

k=n+1
On a alors,

Proposition 1.1.3 Si la série numérique Zun est convergente alors
n>0

son reste tend vers zéro. Autrement dit,

+00
Zun converge => Rn = Z u, — 0.
n—-+00
n>0 k=n+1

L1. Définitions et théorémes généraux
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Chapitre 1. Séries numeériques ‘\2
400 '

= lim Sp, ou
Preuve En effet, soit S = Z up = lim_on

n=0

Or. n oo ’
S—+00u _ un+ un:5n+Rn
= n=0 n = k=n+1
Ainsi,
§—5p)=5-5=0
i R = lim (5 = 5n
a

Remarque 1.1.5 On fait remarquer les points suivants :

e On ne peut parler du reste d’ordre n d’une série que si cette série est

convergente. En effet, Ry, est la somme des termes d’une série.

o Le reste R, = S — Sy, est Uerreur commise en approchant la somme
S par la somme partielle d’ordre n de la série.

1.1.6 Critére de Cauchy pour les séries numeériques

n nécessaire et suffisante de
la convergence d’une série.

Proposition 1.1.4 Pour que la série numérique

m

> w

k=n+1

Ve>o, BNEN,Vn,mEN,(n m>N —

Z Un Soit convergente
U faut et il suffit qu’elle Vérifie le critere de Cauy Ty

< ) .
Preuve Oy 5 Z Un €st convergente = (S
n=() ) ")

chy suivant :
est convergente <= (5")
est de Cauchy Puisque §,

' (n
1.1. Définitions et théorémes Bénéra
X et

y M >N — |S,, — Sm| <€),

ux —
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B Chapitre 1. Séries numériques .
Chapitre 1. 3¢

n
ol Sn = Zuk. Et comme

k=0
— Sm| = Zuk-zuk = Z Uk
=0 k=n+1
Donc,
ve>0, 3IN€N, Vn, mEN:(n,m>N=> Z m <e).
k=n+1

D’ou le résultat. =

Exemple 1.1.7 En utilisant le critére de Cauchy*, on montre la nature

des séries suivantes :

1. La série Z ——, n € N* est convergente. En effet, on va montrer

n>0
la propriété de Cauchy suivante :

m .
Ve>0, B?NEN,Vn,mEN:(Vn m>N= Z S—H-I—IE <e).
b 2k
k=n+1
Soit € > 0. Pour n, m € N, on a,
m . m m
sin k sin k 1
szfz 2k—22_k (1.8)
k=n+1 k=n+1 k=n+1
Or,
m 1— 1\m—n 1 1 m—n
! ! @ _1( (1 (1.9)
ok —ontl 1 _1 2" 2
k=n+1

Et par conséquent,

5177 (1 _ (%)m_n) < 51,; (1.10)

1né 4 Paris le 21 aott 1789 et mort a Sceaux (Hauts-

! Augustin Louis, baron Cauchy,
de-Seine) le 23 mai 1857, est un mathématicien frangais, membre de I’Académie des

sciences et professeur a 1'Ecole polytechnique.

l.lj Définitions et théorémes généraux
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) iw,ﬁu
pe (1.8) — (1100 il vient -
m. wink| _ 1
zﬂk = 0"
SRR
MLowink i plus pelil que €, il suffit que
Aingi pour que ok
feml
l
sm— < E,
on
ce qui est quivalent Q
hl(l/E) 3
n>-—1 a5 :
In2
i
In(1/€)
Aingi, il suffit de prendre N = [—ET + 1.

1 .
9. La série harmonique Z - est divergente. En effet, on montre que
n>1 z
la propriété de Cauchy n’a pas lieu i€,

m |
Je>0,YVNeN, 37n, meN, n,m2N et 3 w2 %
k=n+1 i
On prend n = N et m = 2N, on aura |
i X 1 1
Ukl = Uk | = + _l_
P k=XN:+1 Tt vttt G
Or,
1 1 1
+ + Lyl 1

N+1 N+2 "'+'2N'2 + +-".+-——_==fv_l_-—l

2N 2N 2N 2N 3)
D 119
e (1.11) et (1.12), on déduit que ( ,
m ° ?

E ug| 2 1.
k=n+1 2
Il suffit de prendre € = l
1.1. Définitio —
ons et théorémes généraux B e
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Chapitre 1. Séries numériques 15

1.2 Séries numériques a termes positifs

Définition 1.2.1 On dira que la série numérique Zun est & termes
n2>0
positifs si Un 2 0 VneN.

La proposition suivante donne une caractérisation de la convergence des

séries a termes positifs.

Proposition 1.2.1 Une série & termes positifs Eun converge 831 la
n>0
suite (Sp),, des sommes partielles est majorée i.e.,

Zun converge | < (I M >0, VneN, S, < M),
n>0

ot Sp =ug + Uy + ... + Up.
Preuve On montre l'implication (<). On suppose que la suite des

sommes partielles (Sy),, de E u, est majorée, et on montre que E Up
n>0 n>0
est convergente. On a

Sn=U0+U1+...+'LLn= n—1+u1'l-

Donc,

Un = Sn - Sn_l.

Ainsi,
Spn>8-1 Vn

puisque u,, > 0. D’ou, (Sy),, est croissante.

Aingi (Sn),, est croissante et est majorée, donc elle est convergente. Ce

qui montre que la série E u, est convergente.
n>0

Inversement, on a par hypothése E u, est convergente donc la suite
n>0
des sommes partielles (Sy),, est convergente. Par conséquent (S,,), est

bornée, d’ou majorée. m

1.2, Séries numériques a termes positifs
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j Chapitre 1. Séries numeériques S A
| aere la série G termes positifs suivapy, .
le 1.2.1 On consid te
E Exempr ) _ L vV neN
Zu”’ ot Un = 2 -
| "
it que
; On 8a% 4 _1’_<____,_,1————- Vn>1
| n2 —n(n- 1)
D’ot,
1 1 + _1_
Sp = 1+§§+§‘2'+"'1n2’1 : ,
1 1 _ 2 -2
N N S
< 2-2<2
< n 1
Ainsi (Sp),, €st majorée par 9. Par conséquent ; 3 est convergents,
n—

On a alors le corollaire.
E Up, avec Un = 0 diverge si et seulemen

n>0

Corollaire 1.2.1 la série

si lim S, = +o00.
n—-+00

Preuve La preuve découle du fait que (Sy),, est croissante mais 000

majorée. W

1.2.1 Théorémes de comparaison

En général, on ne sait pas calculer la somme d’une série. Par contre. grat
aux théorémes de comparaison ci-dessous, on peut préciser sa nature =
se ramenant & des séries plus simples. On donne le premier théoréme &

comparaison.
Théoréme 1. ‘ Z citifs

A ' _ . n>0 n>0
ors on a les implications suivantes -

1.

Osungvﬂn VnEN

e
) = E u, converge

ano Un converge n>0

s ® - . l,./
1.2. Séries numériques a termes positifs

T T ——————————— -

-
4

Scanned by C%‘Scaynner



Chapitre 1. Séries numériques 17

e e e

2.

0 fi Uy ‘ Un,y V n e II

et y '
Cl = 2 v, diverge.

an() uy diverge n20

Preuve 1. Soient (Sy), et (7)), les suites des sommes particlles de
Uy €t E vp respectivement. Alors, on a
HZO nZO

Sn=uw+u+..4+u, et Ty =v9+v1+ ...+ VUp.

Or

un S v‘ny V n.

Donc,
Sn<T, Vn. (1.13)

Alors, si Zun converge, on a d’aprés la proposition 1.2.1, (T7,),, est

n>0
majorée. Et du fait qu'on a (1.13) , on déduit que (Sy),, est aussi majorée.

D’ou Z uy, converge.
n>0
2. Si Z u,, diverge alors d’aprés le corollaire 1.2.1

n>0

lim S, = +oo.
n— =00

Et par (1.13), il vient

n—-+00

Ce qui montre que Z v, diverge. ®
n>0

Remarque 1.2.1 On remarque ce qui suit :

1. On peut, dans le théoréme 1.2.1, remplacer Uhypothése 0 < un < vn,

V n € N par I’hypothése plus faible suivante :

I n, €N, Vn 2 no, 0 < u, <vp.

1.2, Séries numériques a termes positifs
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o - Chapitre 1 Seéries numériqué »
> a . s des séries b te ’
e L , ‘ cas des séries @ termeg |
néoreme 1 2.1 au negat% ¥

o lat
2. Onpev cependant, loT5qUE un <0, vn =0 ¥n, g Cludje,

! de

¢ Le plus comimoce;

‘ des opposées - QU™ ~one
{ sries aes '

§ les Serle _”20 -t
|

i

§

!

¥

[

r

z

» . théoreme 1.2.1, cherchons la nature ¢
En utilisant le 5

séries suivantes : i ,.
n —. On a alors linégalité :
on

28 ) Up = S
1. Soit la série Zun, ou Un
n20

s m
Ogun:sinégfﬁ;;—”"’ vn € N.

1
m = = 1 et =
Or, la série Z on = Zaqn, avec 4 = 5 < lela=m estune

>0 n>0 )
série converg'é%te, D’apres le théoréme 1.2.1 de comparaison, Iy

.
série Zsm o est convergente.
n>0

1 1
2. On consideére la série Z ﬁ’ ol Uy = ﬁ >0 VnéeN* Leterme

n>1
général de cette suite vérifie :

1
<— Vn>1.

/n

0<

S|

1 , 1
Et comme Z - est une série harmonique divergente, alors Z ﬁ

n>1 n>1
est aussi divergente. )

On présente maintenant le deuxiéme théoréme de comparaison.

Théoré 2. ' it
oreme 1.2.2 Soient Zun, Zvn deuz séries o termes positifs

9. . nZO nzo
S'il existe a > 0, b> 0 et un entier naturel N tels que

vnEN’ a<un

avec v, > 0. A .
n lors les deur séries sont de méme nature

Preuve la pre
euve décoyle i
du fait qu’on a

avy, < u, < bu, V n > N

1.2. Séries numériques 3 termes Positifs
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Chapitre 1. Séries numériques 19

En effet, si E up converge alors d’apres le théoreme 1.2.1 de COIparsl-

n>0
son, Zavn converge. Par conséquent Z Up, CONVErge.
n>0 n>0
Et si Zvn converge alors Zlmn converge. En utilisant le théoreme
n>0 n>0
1.2.1, ZU" converge. Ainsi,

n>0
Z Up converge < Z Un, converge.
n>0 n>0
D’ou les deux séries sont de méme nature. m

On a alors le troisiéme théoréme de comparaison.

Théoréme 1.2.3 Soient Zun, Zvn deur séries a termes positifs

n2>0 n2>0
.U
telles que lim — = 1.
n—+00 Uy,

1. Si0 <l < 400 alors les deuz séries sont de méme nature, et dans ce

cas les séries sont dites l-équivalente.

2. Sil=0 et st Z Un converge alors Z Up COMUVETGE.

n>0 n>0
3. il =+o00 et st E u, converge alors E Un COMUETgE.
n>0 n>0

u
Preuve 1. On suppose que lim — = [ alors par définition de la
n—-+00 Up

limite, il vient

in _ ll < s) S (114)

Un

Ve>0, N €N, VneN:(n2N=>

C’est & dire que pour tout n > N, on a
U
l—-e< =<l+e.
Un

Par conséquent,

ola=]—cetb=1[+ec. En choisissant 0 < € < [, on obtient a > 0 et
b > 0. Ainsi par application du deuxiéme théoréme de comparaison, on

déduit que les deux séries sont de méme nature.

1.2, Séries numériques a termes positifs
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Chapitre 1. Séries numeériques 5,
2. Un i i qui Q¥
elui qui précéde donne le tésulta

raisonnement analogue a C

2. Un
de la limite dans le cas ou | =
¢ etd
£

3. Découle de la définition
r théoréeme de comparaison. m

]’application du premie

Exemple 1.2.3 Soient les séries numériques a termes positifs Sttivan,
! et Z’l)n, Un = —- Alors, “

R
Zun’ Un n (n + 1) et n
li n — lim = lim \/T =1
1m =400 /n (TL + 1) n—-+00 (n + 1) .

n—+00 Un

Ainsil = 1, d’ou d’aprés le tiaéoréme précédent, les deuz 3é,iiea sont 4
2 est divergente alors —_—— 1

2 Ve

méme nature. Et comme E
n
n21 n21

ausst.

u, est équivalente & vn au vois.

Remarque 1.2.2 55, en particulier,
- 1), les deux séries d termes

i.e., Up ~ U lim — =
nage de +00 (1.€., Un n = Om .

positifs Z Un, Zvn sont de méme nature. Ce résultat est trés utile en
n>0 n>0

pratique.
1

n24+n+l

Exemple 1.2.4 1. La série numérique de terme général up
1
est convergente puisque Un ~ —5-
400 T

9 La série numérique de terme général un = In (1 + —-) diverge cor
n
1

Un ~ =,
+oo T

Enfin, on énonce le quatriéme théoréme de comparaison.

Théoréme 1.2.4 Soient Zun, Zvn deux séries telles que Un >0
n>0 n20
vp, > 0 Vn € N. On suppose que

Un+1 _ Untl (1.15}

Un ~  Un

VneN

Alors, on a les implications suivantes :

1. E Un converge = _s_ u, converge.
n>0 n>0

1.2. Séries numériques a férmes positifs
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Chapitre 1. Séries numériques 21

2. Zun diverge = Z’t'n diverge.

n>0 n>0

Preuve En effet, de 'hypothese (1.15) il vient

Un+1 < ﬂ < Up-1 < < UQ \
'Un+1 - Un - 'Un_l == () -

bl

avec A une constante strictement positive. Ainsi

Un S A'Un Yn € N.

Par application du premier théoréme de comparaison, on en déduit le
théoréme. m

1.2.2 Regle de Cauchy

La reégle de Cauchy est la comparaison d’une série & termes positifs avec

une série géometrique. Le théoréme suivant est appelé régle de Cauchy.

Théoréme 1.2.5 Soit Zun une série a termes positifs. On suppose

n>0
que

lim {u, =1

n—+o00
existe. Alors,
1. sil < 1, la série Zun converge.
n>0

2. 8il>1, la série Y _un diverge.
n>0

3. sil = 1,0on ne peut rien conclure.

Preuve Ona lim {/un, =! € R. Donc, par définition de la limite, il
n—+00
vient

Ye>0, INeN, Vo> N=|{u,-I|<e
Ainsi,
Vn>N, l—e< Yup <l+e. (1.16)

1.2. Séries numériques a termes positifs
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Chapitre 1. Séries numériques
il hoisit |- . () pour que ¢ = b4e <1 Amﬁs
I. Sil < 1, on chosit € 5

(1.16) devient N
V"l”:‘ < q vV n > N.

Ce qui implique que N
Uy < q" VY n =2 IV

, v ente (car 0 <
Comme ) _¢" est une série géométrique convergente ( 4<1)

n>0
alors E uy, est aussi convergente.
n>0

[-1 ,
2. Sil > 1, on choisit € = 5 pour que

(1.16) vient

g := | — € > 1. En utilisant

¥ Un 2 q VW’ZN'

Ainsi,
up > ¢" VYn2N.

Comme Zq” diverge (car ¢ > 1), d’ol par le premier théoréme de
n20
comparaison Z un diverge.

n>0
3.5i ! =1 on a par exemple :

n

1 : 1
Z -3 converge et lim — =

a— 2
n>0 n—-4-00 n
Et,
1
Z — diverge et lim \"/ l =1.
n>0 n n-—-+4o00 n

b] .
D’ou, dans ce cas, on ne peut rien conclure en ce qui concerne la nature
de la série. m

Exemple 1.2.52 On considére la série de terme général u,, defini par :

n \" .
Up = — ,VnEN.Alors,

lim { ( = )n’ li T
n—+o00 n+1 B n—l*I-POO (n + 1) =el<1 (e =2, 7182).

D’ou E un est convergente,
n>0

1.2, Séries numériques a terW
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Chapitre 1. Séries numériques
1.2.3 Reégle de d’Alembert

La regle de d’Alembert? interviendra surtout lors de I’étude des séries

entiéres (cf. chapitre 3). Le théoréme suivant est appelé régle de d’Alem-
bert.

Théoréme 1.2.6 Soit Zu" une série a termes positifs. On suppose
n>0
que

. Un+1
lim —*L =
n—+o00 Up

existe. Alors,
1. st 1 <1 alors Zun converge.
n>0

2. sil > 1 alors Zun diverge.
n>0

3. sil =1, on ne peut rien conclure.

. Unp+1 . &
Preuve Ona lim —* =1 R ce qui signifie que
n—-+00 Uy,

Ve>0, INeEN, V¥n> N = “Z“—l <e.
n
Alors,
Vn> N, l—ESUZH <l+e. (1.17)

1. Sil < 1, on choisit £ > 0 tel que ¢ ==l +¢€ <1 (par exemple
1-1
e=——> 0) alors,

Un+1 < QUn Vn2>N.

Ainsi par induction, pour tout n > N

un < ¢ Nu,,.

2Jean le Rond D’Alembert ou Jean Le Rond d’Alembert, né le 16 novembre 1717
a Paris ot il est mort le 29 octobre 1783, est un mathématicien, philosophe et ency-

clopédiste frangais.
1l est célebre pour avoir dirigé 'Encyclopédie avec Denis Diderot jusqu’en MBSt

pour ses recherches en mathématiques sur les équations différentielles et les dérivées

partielles.

1.2. Séries numériques a termes positifs
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sut n > NV
Par conséquent, pour tout n =2

n —N = nC.
'lt‘n S q q 1L‘\v q )

i sitive. Comme 0 <
ol ¢ est une constante strictement positl g <1 alor
rjer théoréme de comparajs
Z q" est convergente et par Je premier t paraison .
n20

n>0 .
converge aussi. 1
9.8i | > 1, on choisit € > 0 tel que ¢ = [ —€ > 1 (par exemple

. > 0). Alors, de (1.17), on déduit que

£€= ——
Un+1
Va>N, —=2>4¢
Un
D’on,
Un+1 > qun Vn2 N
Or q > 1, donc,

Up+1 > Up, Vn2>N.
Ce qui veut dire que (uy), est croissante pour n > N. Par conséquent,
Up 2 uy, avec uy > 0.

Donc, . ETeouN # 0 et par suite . Erfmun # 0 d’ou Z uy, est divergente.
n>0

3. 8il =1, on distingue deux cas. Par exemple : la série E —13 converge
n
n>0

. Un 2
lim 2t _ g ( n ) -1

n—+o00 Un n—-+o00

et

1
Par contre la série — diverge
et

—

lim Yn+1 n

Tt U, 4]

Exemple 1.2.6 Par g régle de d ‘Alembert, g série Up OU Up = 22
z : n =
n|

est convergente. En effet, n20

lim &*’_1 = | 2
= 1 -

Et donc la série converge.

1.2, Séries numériquelW
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. . : . un+1 ’ i .
.2, la limite de | te n’eriste pas, il se
Remarque 1.2.3 St la limite de la sui ( ™ )n ju

peut que la série un converge ou diverge. En effet, on considére les

suites suivantes :

1. u, = 2+ (=1)")27", ici, la limite de (uzﬂ) n’eriste pas et
n n

un converge puisque c’est la somme de deux séries géométriques

convergentes.
Un+1
Un

2. up = (24 (-1)"), dans ce cas la limite de ( ) n’eziste pas et
n

Zun diverge puisque son terme général ne tend pas vers 0.

Remarque 1.2.4 S lim 2rtl _ l, alors lim u, = . Il est

n—-+oo Uy n—+o00
donc inutile d’essayer la régle de Cauchy si la régle de d’Alembert a

conduit @ une limite |l = 1.

1.2.4 Regle de Duhamel

La rége de d’Alembert ne permet pas de décider de la nature de la série

Z up lorsque

n>0
. Un+1
lim —2*- —1.
n—+4o00 Unp

C’est I'occasion d’utiliser une autre technique permettant d’établir la

nature d’une série 4 termes strictement positifs. Cette technique est

appelée régle de Duhamel3 et est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.7 Soit D _n>0Un Une série & termes strictement positifs

(un > 0). On suppose que :

*Jean-Marie Constant Duhamel, né & Saint-Malo le 5 février 1797 et mort & Paris
le 29 ayri] 1872, est un mathématicien et physicien frangais. Professeur a 1'Ecole
.l)OlyteChnique et & la Faculté des sciences de Paris, membre de I’Académie des sciences,
il est 'auteur de travaux sur les équations aux dérivées partielles, sur I’acoustique et
la Propagation de la chaleur,

——

1.2, Séries numériques a termes positifs
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Chapitre 1. Séries numériques

e s e X
1. Si A > 1 alors Z"" CONVETYE.
n>0
2. 51 A< 1 alors Zun diverge.
n20

Preuve 1.Si A > 1, il existe a tel que A > a > 1. On pose
1

Up = —-
na

(s 1 -
Un+1 — n - (1 + _) .
Un n+1 n

Un développement limité au voisinage de I'infini & l'ordre 1 donpe

) =aee )
(1+— =1l1—-—+o0|—].
n n n

A a
Or A > a donc —— < ——. Par conséquent,
n n

A 1
1——+o(-)<l—g+o(l).
n n n n

u v
n+1 < n+1 .
Un Un
, . . - £ -
D’ou par application du quatriéme théoréme de comparaison, on en dé
duit que E un converge puisque la série E Up = E 1 est une sére
n>0 n?
de Riemann* " "2
0" conergente pour & > 1.(on étudiera la nature de cette série

plus loin, voir I’exemple 1.2.9)

Alors,

C’est a dire

2) Si A <1, on pose Up = l Alors
n b

générale.

1.2. Séries numériques {t;,",‘,;;s" b;);i;iﬁf; e ——
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D’autre part, puisque A < 1 alors

1+ —+o0o[ = 2 1
n (n)> n+1+o(7—l>.
Ce qui est équivalent &

Un+1 v
S n+1
Un Un

Et d’apreés le quatriéme théoréme de comparaison Z uy, diverge puisque
n>0

Z v, est une série harmonique divergente. m

n>1

Exemple 1.2.7 On considére la série de terme général u, défini par :

_ (2n)!
n — 227], (n')z.
Alors,
Unt1 _ 2n+1 1 1 1
= - 1 — = 1 PR — . .
up  2n+2 2n + 2 on (1+%> (1.18)

De plus, un développement limité au voisinage de l’infini de

3~

1\ !
(1 + ;) a l'ordre 1 donne

(1+%)_1=1—§%+o(%). (1.19)

En appliquant (1.19) dans (1.18), on trouve

1
Unsr _ 1_i(1_i+o(_>),
Un 2n 2n n
1

Dapres le théoreme de Duhamel, on conclut que ), ~qUn diverge puisque

1
A=_
5 <l
_— - )

1.2, Séries numériques a termes positifs
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1.2.5 Regle de

est d'une utilisation 41

",, o0 "
Riemann ou "7 Uy,

o commode dans les exerciceg,
Cette regle

E ; " ".1.(‘ ()' If""",)(’.ﬁ' I)Uls"i[li.fs Pt

n>0

nombre réel.
tend vers 0, alors la série Zu
n

: YIS ,
1. Si a > 1 et si la sute (n®tn)n
n20

converge.
(N®tn)n tend vers +00, alors la série Zun

2. Sia <1 et sila sutte
n21

diverye.

Preuve La preuve est immédiate, elle découle en comparant la sérje

Z u, avec la série de Riemann E —
n>0 n>0

Exemple 1.2.8 La série numérique Ze'z‘/ﬁ converge puisqu’on g
- n2>0

lim n2e—2vh = .
n—+00

1.2.6 Comparaison d’une série A une intégrale.

Lorsque le terme général d’une série numérique correspond a une fonc-

tion facilement intégrable, 'étude de la série en découle trés simplement.

Théoréme 1.2.8 Soit f : [0, +0c] —» R
et décroissante sur Uintervalle

une fonction continue positite
[0, +00[. On pose :

Un=f(n), YVneN.

Alors, la série u .
’ et in : .
1122;) " “egrale impropre / f (z) dz sont de mém
nature i.e
>
Up, conve
= e <= f £ (%) dz converge.
— .
Section 1.2, —
2. Series Numeériques 3 termes mn iie I
€s positifs :
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preuve Sin<x<n+1,VneN. Alors,
Fin+ 1)< f(z) < f(n), (1.20)

puisque f est décroissante sur [0, +oo[. On intégre I'inégalité (1. 20) par
rapport & T € [n,m + 1], on obtient

n+1 n+1 n+1
/f(n+1)dw$ /f(w)dms /f(n)d:c VneN.

D’on,
n+1

f(n+1)s/f(m)dm5f(n) VneN.

/
Ce qui est encore équivalent &

n+1
Unt1 < / f(z)dz <u, VneN. (1.21)

3
Ainsi,

(

pourn=0, ona u; < [ f(z)dz < up,

IN

H\t\;c\w

pourn =1, ona up f(z)dz < uy,

n+1

pour n+1, ona up41 < /f(x)dmﬁun.

\

En sommant membre a4 membre, on oboutit &

ni:luk < / f(z)dz < Z'Uk- (1.22)

Section 1.2. Séries numeériques a termes posmfs
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+00 | ) y |
Si / f(z)dx converge alors, il existe [ € R tel que
0
n+l
lim f(x)dr = l.
n—+00
0
Donc,
n+1
/f(a:)da:_<_l vnéeN (1.23)
0

De (1.22) et (1.23), on deduit que
n+1

Zuk <l
k=1

n
La suite (Zuk) stant croissante et est majorée par [, donc ele
k=1 n

+o00
converge. Par conséquent, Z"“ converge et donc E un converge.
n=1 n>0
Inversement, si la série Zun converge alors  lim Sn, = S ie.,
n—+00
n>0
n
lim j{:ukzzfi
n—-+00
k=0
Donc,
n
Y ug<S ¥neN (124

k=0
De (1.22) et (1.24), on conclut que

n+1

ffmms&
0

n+1
Don i
C 1/ f(z)dz | est majorée. De plus, cette suite d’intégrale et
n

» +w
croissante iti
car f est positive donc convergente i.e., / f(z) dz est conver

et peeaas el T

Section 1.2. Seéries numériques a termes positifs
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Alnsi on @ e résultat

ﬂ’fh'-"'
+oC
_5_ Uy, CONVETZE <= / f (z)dz converge.
n-M '”
.
Remarque 1.2.5 De la prewve du théoréme précédent, on remarque

rien n'est changé si au liew de supposer f définie sur [0, +00[, on

que
Py a7 L. .
f définie sur [N, +x[, N € N. Plus précisément, si f est

consdere
une fonction continue positive et décroissante sur Vintervalle [N, +00]
+00

(N e Ny avec ug = f(n). Alors, la série E u, et lintegrale impropre
n=N

[ [ (z)dz sont de méme nature.

1
Exemple 1.2.9 On considére la série de Riemann Zﬁz (a>0) et
n>1

soit f o [1,+x[ — R7 définie par

[l est clair que f est continue et positie . De plus, elle est décroissante

puLsqie
f(z)= —oz ? 1 <0 (a>0).

Puar application du théoréme précédent, _5_ u, et

+o0c
/f(:c) dr sont de
1

n>1
mérme nature. Or,
. A 1 .
X,
“ . ) : st > 1,
< _ im /fl—{-‘—‘ —a+ 1’
o A~~f’><».1 z* <, 0<a<l.

Clest 4 dire que

K

R .
converge st a > 1

ny dr
| Slde = | a7 dwerge  si0<a <l
1 1

Section 1.2. Séries numériques a termes positifs
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i 1 converge 8t Q> 1
Zun"z = diverge si0<a<l
n>1 n>1
1 51 Done Z —_ diverge puisque son term,

S —
n>1

Si de plus, « <0 alor:
ion, on @ f

clus
général ne tend pas vers 0. En con

1 converge sia > 1,
Z ne =\ diverge st = 1.

n21
+o0
dz
_ 1 ¢t de méme nature que ] =z

Exemple 1.2.10 La série Z oy g es J .
Et comme,

+00 a

4__ lim 9 _ lim In (Inz)|y = +oc.
zlnx a—to0 /) T Inz a—+o©
2 2

1 . .
Alors l'intégrale diverge, et par conséquent gz o diverge aussi.
n—

1.2.7 Encadrement du reste d’une série

Le résultat suivant donne un encadrement trés simple du reste de la série

dont le terme général est de la forme u, = f (n).

Proposition 1.2.3 Le reste R, d’une série convergente de terme g&

néral un = f(n) ot f positive, continue et décroissante, vérifie |'en®
drement suivant :

n+1

+o0
ff(m)d:cSRns /f(a:)da: VneN,

|
3
i
i
1
;

+00
k=n+1

Section l 2. Sériel numérque? ;‘terl;;: positifs o
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Preuve Il suffit d’utiliser les encadrements qui découlent de la preuve

du théoréme 1.2.8 (voir 'inégalité 1.21) suivants :

k+1

[ 1@ <ues

k k

f (z) dz,

Lo~—

et d’en faire la somme pour k de n+1 a l'infini. »

1.3 Séries alternées

Parmi les séries qui ne sont pas de signe constant, il existe une classe
intéressante, celle des séries dont le terme général est alternativement

positif ou négatif.

Définition 1.3.1 On appelle série alternée toute série de la forme

S (1) un /un20,VneN.

n>0 A

Exemple 1.3.1 La série de terme général up, = (=1)".e"™CST est une

série alternée car

Ugp = e >0 et Ugp+1l = —e?Ptl <.

1.3.1 Théoréme de Leibniz

On donne maintenant un critére de convergence spécifique aux séries

alternées. Ce critére porte le nom du théoréme de Leibniz®.

Théoréme 1.3.1 Si une suite positive (uy),, est décroissante et st

: . 1
nhIB up = 0. Alors la série alternée E (=1)" uy est convergente.
—+00
n>0

’Gottfried Wilhelm Leibniz (Leipzig, ler juillet 1646 - Hanovre, 14 novembre 1716)
est un philosophe, scientifique, mathématicien, logicien, diplomate, juriste, bibliothé-

caire et philologue allemand qui a écrit en latin, allemand et frangais.

Section 1.3, Séries alternées
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'O y a suite ¢
Preuve Soit (Sn)n l
n,
o+ (1) Une
G, = up — Wl tug — us
Jn
il suffit de montrer ¢y leg

(Sp), st convergente, | o
Afin de montrer que n nvergentes vers la méme limite, Oy, .
converge

sont
sous-suites (S2n)p 1 (S2n+1)

alors,

(—1)" Vg1 + (1),

—_ua) F o
Son = (wp—u1)+ (u2 3) ) + 1,

vy — U
(up — u1) + (u2 — ug) + .. (1gn -2 2n

I

Or (up),, est décroissante ie.,
VneN, Upt1 < Un:

Donc ug — ug > 0, (uzg —ug) > 0,....., (Uzn—2 — Ugn—1) = 0. Et par

conséquent,
Son = (uo —w1) + (ug — u3) + ... + (Ugn—2 — Ugp—1) + u2n >0, Vn

D’ou (S2n),, est minorée par 0. Pour montrer qu’elle est convergente, il

suffit de montrer qu’elle est décroissante. Alors, on a

Sant2 = Son = gy o — Uony1 < 0,

puisque (u,), est décroissante. Par Suite,

Sapn). est ¢ ~ Soit
L € R tel que ( n)n convergente. 5

li =
n___,I_fI_IOOS2n I l.

D’autre part,

S2n+1 = Son + (~1)2n+1

U2p
alors, +1,

lim )
""+00S2"+1 = lim
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. (—-1)"
Exemple 1.3.2 La série Z n) est convergente car u, = 1 > 0,
n>1 n

pour tout 1 € N*, (un),, est décroissante tendant vers 0.

peéfinition 1.3.2 Toute série alternée vérifiant les conditions du théo-

reme de Letbniz (i.e. up > 0, uy e 0 et (uy), décroissante) est

appelée série de Leibniz.

1.3.2 Encadrement du reste d’une série alternée

Proposition 1.3.1 Le reste R, de la série de Leibniz est en valeur
absolue inférieure au premier terme négligé et a le signe de ce terme

1.€.,
VneN, [Rn|<unp1 et sgn(Ra)=sgn (unt1)-
Preuve On considére le reste Rap, défini par
Rom = —tgm+1 + (Uom42 — Uam+3) + (Uzmta — U2m+5) + -

D’ou,

Rom = — (U2m+1 — ugm+2) — (U2m+3 — Ugm+4) = -

D’ici et du fait que (), est décroissante, on déduit que
Rom <0, VmE€ N.
Ainsi,
|Ram| = —Raom = Uzm+1 — Uzm+2 + Ugmia — - < U2m41,
puisque (uy),, est décroissante. Par conséquent, on a
Rom < 0 et |Ram| < u2m+1. (1.25)
D’autre part,

Rom_1 = (Uzm — Uzm+1) + (U2m+2 — Um43) + oo

Section 1.3. Sér';;sﬁ altemées
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Et comme (u,),, est décroissante, alors

Rom—1 => 0, vmeN.

D’on,

[Ram-1] = Ram—1 = Uzm — (Uzm+1 — Uzm+2) = (U2m+3 — Upmyg)

En appliquant la décroissance de (uy), , on trouve

|Rom—1| € ugm, Vmé€EN,

On a démontré ainsi que

Rom—-12>0 et |Rom—1| < ugm. (1.26)
De (1.25) et (1.26), on déduit que pour tout n,
Rl S Ung1 et sgn(Rn) = sgn (tnys)
m

Remarque 1.3.1 La somme S d'une série de Leibniz est toujours com-
prise entre les sommes partielles Sn et Sp11 ceci découle du fait que les
deuz sous-suites (S2n),, et (Sgn+1)n sont deur suites adjacentes. De plus,

cette somme est du signe dy premier terme Uny. En effet, on a
’

S=u
no + Rno avec IR"?«OI S un0+1 S Unpyg .-

Plus géné
généralement, chaque somme bartielle S,, est dv, méme signe que la

somme S de la série.
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Chapitre 1. S
Chapitre =

moins de 10~8 pres. Cette série étant une série de Leibniz, donc conver-

gente. On a de la proposition 1.3.1, ‘
+o0 k |
(=1) 1 |
|Ral| = < 3
Ic=§r-;-1 k3 (n+1)

Afin d’approcher la somme partielle d’ordre n de la série par la somme

de la série & moins de 1078, il suffit de réaliser

<1078,

(n+1)°
D’ou, on prend n = 100.

1.4 Séries a termes de signes quelconques

La majorité des séries qu’on va étudier ne sont pas i termes positifs
(ou négatifs, ce qui revient au méme & un changement de signe pres).

Pour étudier une série de signe quelconque i.e., Z Up OU U, € R, on va

n>0
appliquer les critéres de convergence des séries a termes positifs a la série

Z |ur|. On introduit alors une nouvelle notion de convergence appelée
n>0
convergence absolue.

1.4.1 Convergence absolue

On considére la série 3 termes de signe quelconque ie., Z Up OU U, € R.
n>0

Définition 1.4.1 La série Zun est dite absolument convergente si lq
n>0

série Z lun| est convergente.
n>0

Exemple 1.4.1 On va étudier la convergence absolue des séries sui-

vantes :
. sinnzx
1. La serie Z 5— €st absolument convergente. En effet, on q
n>1
sinnx 1
2 S —2a Vn € N*.
n n
\_
Sect .
€ction 1.4, Séries a termes de signes quelconques I
L
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1 sin nx
conver, .
Et comme E — converge, alors 5_; 2 g€ ausg;
n>1 nz
_ n i (Nl n
2. La série E (=1) ne converge pas absolument car E %\) N
n n>1 n =
n>1 =
Y
E — diveryge.
n

n>1
Théoréme 1.4.1 Toute série absolument convergente est convergey,

i.e.,

E |un| converge == E U, CONverge.
n>0 n>0

De plus, on a

+00
E Un

n=0

+o00
S Z "llml . (127)
n=0

Preuve La série Z u, étant absolument convergente i.e., Z [, est
n>0 n=>0
convergente. Alors, par application du critére de Cauchy, il vient

<s).

m
YVe>0, 3N €N, (Vn,m2N=> Z |Uk|<5)-
k=n+1

m

Dl

Ve>0, dN €N, (Vn, m> N —
k=n+1

Ainsi,

Or pour tout n, m,

m m
D uk < > . (1.28)
k=n+1 k—n+1

D’'on,

ve>0, 3INEN, (Vn, m> N —

)

k=n+1
D’apreés le critére de Cauchy. la séri .
p Ty M‘l‘l(“ 21120 u" ('()ll\’('rg(‘.

Pour obtenir I'inégalité (1.27) il suffit de faire tendre m vers P'infini

dans l'inégalité (1.25). m

Section 1.4. Séries 3 termes de signes q“°'¢mque, o

> |
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Remarque 1.4.1 La réciproque est fausse i.e.,

E unconverge:#E |t

n2>0 n>0

(="

converge.

En effet, La série de Leibniz Z
n>1
convergente (cf. exemple 1.4.1).

converge sans étre absolument

1.4.2 Semi-convergence

Définition 1.4.2 On appelle série semi-convergente toute série conver-

gente qui ne converge pas absolument.

Exemple 1.4.2 On considére la série de Riemann alternée

_1 n—1
TV iaso.
n>1 n
Cette série est convergente par application du théoréme de Leibniz. Donc,

elle est semi-convergente si 0 < a < 1.

Remarque 1.4.2 Le théoréme précédent permet de ramener [’étude d’une
série a termes de signe quelcongue en l’étude d’une série a termes posi-
tifs ; cela permet d’utiliser tous les critéres de convergence pour les séries
o termes positifs, pour Uétude des séries 4 termes de signe quelcongque.
Mais, il faut étre prudent pendant [’étude de la divergence car Z |un| di-
verge # Z u,, diverge. Par contre les régles de Cauchy et de d’Alembert

font Uexception.

1.4.3 Regle de Cauchy et de d’Alembert pour les séries a

termes de signe quelconque

Ces deux ragles s'appliquent & priori & des séries a termes positifs. Si
Pon a une série E u,, & termes de signe quelconque, on peut regarder la

convergence absolue de la série en utilisant I'une ou I'autre de ces deux

régles. Plus précisément, on applique ces deux régles a la série Z lun| .

— .

Section 1.4. Séries a termes de signes quelconques

;
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e que :
On suppose q o

Un

— [ existe.

lim
n—+00

Alors, on a
1. Sil < 1, la régle d’Alembert affirme que Z |un| est convergente. py,

conséquent Zun converge.
2. Sil > 1, la régle d’Alembert affirme que le terme général |u,| tenq

vers +o0o. Par conséquent E u, est divergente car son terme gg.

néral ne tend pas vers 0.
3. Sil = 1, on ne peut pas conclure sur la nature de Z [un|, et de

méme sur la série E Up.-

On a exactement les mémes conclusions en appliquant la régle de Cauchy

( lim {/Jun] =1).

n—+400

Exemple 1.4.3 Pour étudier la nature de la série Z Un

n>1
ot up = nz™ !, z € R, on va considérer la série ¢ termes positifs
Z lun| = Zn lz|" L. L’idée est dutiliser la régle de d’Alembert. Pour
n>1 n>1
cela, on a pour x # 0 (le cas z = 0 est trivigl ),

. Up+1 . (n + 1) ™
nirﬂ-loo U - nll,m \n_,ll = lim ntl lxl - ,.’L‘, .

Ainsi, on conclut par la régle de d’Alembert que
1. si|z| <1 alors la série Zn lg;]”‘l
converge ' n-1
| = 9¢€, et par suite an

converge aussi. n2>1
2. si|z| > 1 alors |u,| = p |z|n~1
o 100, et par conséquent an"—l

diverge. n>1

3. silz|=1alorsg = 4]

Siz =1, onaq Zn diverge cqp u
n

=N»0, Bt g T = ’
(—l)n—l 7:2(;“) = "n + "‘"t sz -
. :
nzz:l rge buisque Up = ( 1)"n 0
—— — \n -~.---.
r— —————

1.4. Séries 3 termeg de i gnes quelc;n - —

Sectio ques

M — —
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En conclusion, on a pour tout x € R fizé,

Zna:"_l = { converge st |a| <1,
n>1 diverge si |z| > 1.

1.4.4 Critére de convergence d’Abel

Théoriquement un peu plus général que le théoréme de Leibniz des séries
alternées, le théoréme d’Abel est utilisé surtout pour des séries dont le

terme général est de la forme produit de deux suites numériques.

On considére la série Zunvn Ol Un,v, € R. Le théoréme suivant est
n>0

appelée le théoréme de convergence d’AbelS.

Théoréme 1.4.2 On suppose que

1. (un), est décroissante, positive et tend vers zéro.

2. La suite des sommes partielles de la série E vp, est bornée i.e.,
n>0

dM>0,VneN, |S,| <M, (1.29)

n
ot S, =v9+v1+ ... + vy =ka.
k=0

Alors, E UnVn est convergente.
n>0

Preuve Pour montrer que Z unvn, est convergente, il suffit de montrer

n>0
SE).
\

qu’elle vérifie le criteére de Cauchy i.e.,

®Niels Henrik Abel, né le 5 aotat 1802 a Frindo# prés de Stavanger et mort le 6 avril
1829 & Froland prés d’Arendal, est un mathématicien norvégien. Il est connu pour ses
travaux en analyse mathématique sur la semi-convergence des séries numériques, des
Suites et séries de fonctions, les critéres de convergence d'intégrale généralisée, sur la

Notion d’intégrale elliptique ; et en algebre, sur la résolution des équations.

m
> wo

k=n+1

Ve>0,3?ngeN, Vn, meN: (m,n2n0=>

Section 1.4, Séries a termes de signes quelconques
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Soit £ > 0, comme uy > 0 et Un — 0, alors
n—-+00

INeNVneN:n>N= |un| =un <e. i
On a,
n+1 .
Sn+1 = Z’Uk = Spn + Un+1-
k=0
Ainsi,
Un+41 = Sn+1 — Sn.-
D’ou,
m
3w
k=n+1

= Up+1Un+1 + Unt2Un42 + Unt3 + Unt3 + oo + UmnUm,
= Un+1 (Snt1 — Sn) + Un+2 (Sns2 — Sny1) + oo + Um (S — Spy),

= —Un415n + Snt1 (Unt+1 — Unt2) + oo + Sm—1 (Um—1 — up,) + Umn Sy,

Par conséquent,

< Jumta| 1Sl + 1Snta] |tng1 — tnpo| + ... + |Sm—1] [um—1 — um

+ [tm] | S| -

Or (un),, est décroissante i.e.,

Up —Upy1 >0 Vn.

Ainsi,
m
> wo
k=n+1
<

S [SnlUunta + |Spi1] (upyq — Unt2) + ... + |Spn_q | (um—1 — tm)

Et comme (S,),. est bornge ie.,

IM>0/ ¥neN, |5, <.
Section 1.4. Séries 3 t;;m\\_—/

qQuelconques
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D,Ou7
m W -
k_zn;rl“’“”’“ (1.31)

‘< M (un+1t+ (Unk1 — Unt2) + oo+ (Upy_g — Um) + Um) = 2Mup41.

\
De (1.30) et (1.31), on déduit que

m

D kv

k=n+1

<2Me=¢, Yn>N.

11 suffit de prendre ng = N, et par conséquent E UnUn €st convergente.

n>0
[ |

Le corollaire suivant est alors immédiat.

Corollaire 1.4.1 Sous les mémes hypothéses du théoréme 1.4.2, le reste

R, d’ordre n de la série E UnVn VErifie :
n>0

+o00

E ULV

k=n+1

Rn - S 2M'u'n,+1a

ot, M est la constante vérifiant (1.29).

Preuve Ceci découle de la preuve du théoréme d’Abel (cf. théoréme
1.4.2) en faisant tendre m vers +oo dans 'inégalité (1.31). =
Exemple 1.4.4 On se propose d’étudier la nature de la série

innz
sin , zcR.
Z n

n>1
Alors, on peut écrire cette série sous la forme :

Z sin nx Z
—_— ’Unu'n,,

n>1 n n>1

] i 1 ' scrot e, positive e
0L v, = sinnz et u, = —. La suite (un), €st décroissante, p ¢

n , "
tendant vers 0. Vérifions maintenant la deuziéme condition du théoréme

d’Abel i.e.,
<M | M>0

n
D vk
k=1
R
Section 1.4, Séries a termes de signes quelconques
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On a, . |
Sn = Zsinkm — sinx + sin 2z + ... + sInnz.
=

k=1

Et on sait que

zezkm Z cos kx + ’I:Z sin kz.

k=0 k=0 k=0

n n
ik
) “sinkz =Im (kzoe” ””) : (L3
k=0 =

D’o1,

n .
Or Zeikx est une somme d’une suite géométrique de raison €, dop,

k=0

_ pi(n+l)z
Zezkz _ _1_6___ si @ % 2, k€ Z.

:l‘

Aprés caleul, on trouve

— pi(n+1)z z 1
I ikz | _ 1—¢ _cosz —cos(n+3)zx
m(E e ) Im ( iz )_ 2 i (m 2) . (L.33)

k=0 2sin 3

De (1.32) et (1.33), il vient

Zsmk:c— —M

251n§

Ainsi pour tout fizé, x #2km, ke Z, on
, a

Snl = |22 (n+ 4

2sin £
sm2

Par conséquent,

52 < (2098 +eos (n 1 ) O

’ lemﬁl <\V$ﬁ$é z # 2k
D’ou poyy tout z fize, 4 # 2kn k
) €Z,

|s1nm|
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par application du théoréme d’Abel, lg série Z i

n>1

est convergente

sizr€RavecT # 2km.

Maintenant, $8 T = 2kT on obtient sinng = 0, Pgr suite, la série

sin nx
Z . est convergente car c’est une série identiquement nulle. En

n2>1

conclusion la série Z
n>1

sinnzg

est convergente pour tout € R.

1.4.5 Groupement des termes

En général, la série obtenue en groupant des termes d'une série donnée
peut converger sans que ce soit le cas de la série initiale : les sommes
partielles de la série obtenue aprés groupement ne forment qu’une suite

extraite de la suite des sommes partielles de départ.

On considére la série

Zun =up+ur+...+Up.../ up € RVY¥neN.
n>0

On groupe les termes de la série E u, avec la conservation de I'ordre.
n>0
On a alors,

(Ung+1 + Uny+2 + oo+ Uny) + .o

p - v

(u0+u1+"'+uni),+

" S

¥

vo v1

+(Ungt1 + o + Ungry) F oo

N — >4

—
Vk

C’est & dire, on a obtenue la série :

p(n+1)-1
Yovn odvn= Y. up etp(0)=0, ¢(k)=m+l, V>l

n20 p=¢(n)

Définition 1.4.3 On dit que la série ZU,, est déduite de la série
n>0

Z“n par le groupment des termes.
n>Q

Section 1.4, Séries a termes de signes quelconques
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4
- : r
On s'intéresse ici aux liens éventuels entre les natures de ; Uy, et Zv
n>0 n
N n20

et, dans le cas de convergence, aux liens de leurs sommes. Onp 5 alorg

Proposition 1.4.1 Si la série y_ un converge alors > g comverye, ,

n>0 n>0
e plus
on a de plus, oo oo
n= n=0

Preuve Soit (Sy), et (Tn), les suites des sommes partielles de Zun

n>(
et Z v, Tespectivement i.e.,
n>0
n
Sp = Z'u,k =ug+uy+..+ Un,
k=0
et
n
T, = ka=vo+v1 + ... + Up.
k=0
On a donc,
To = vo=1up+ug+ ...+ Up, = Oni>
Th = v+v1=uU~+...+Up; +Upy+1+ .-+ Uny, = Snyy
T, = votuvi+..+v=ug+........ + Unyyy = Snes1°
D’ou la suite (T5),, est une sous-suite de (Sn),, -
Puisque la série Z un converge i.e.,
n>0
3S€eR / lim S, =S.
n—+o00
Alors la sous-suite (T3,),, de (Sy),, converge aussi, et on a
lim T, =
n—to0 " . -
-

————————ptr e - P

Section 1.4. Séries a termes de Qign;;dé-com;ﬁes
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Cha |

/‘ ‘

D ol +00 i

§=2 v |

n=0 1

’

Re marque 1.4.3 La réciproque de la proposition précédente est fausse, |
3.6y

2 :'Un converge # _S_ Up, CONUETYE,

n>0 n>0

comme le montre ’exemple suivant :

Exemple 1.4.5 La série Z Up = Z (—1)" est divergente car sa suite
n>0 n>0

des SOMMES partielles (Sn),, défini par

1 st n pair
S,,:{ |

0 si n impair

met pas de limite. Mais, la série Z’un obtenue par groupement de

n'ad
n>0

termes définie par

Zvn=(1—1)+(1-—1)+...+(1—1)+....
n>0

converge puisque c’est la série nulle.

re intéressante,

Remarque 1.4.4 La pProposition précédente n’est gqué

car elle suppose la convergence de la série Z Unp-
n>0

On ainsi le théoréme de groupement de termes.

Théoréme 1.4.3 Soient Zun une série numeérique et p: N— N

n>0 N
une application strictement croissante; 0T note pour n € N,

p(n+1)-1

Up = Up-

p=p(n) T

SECtion 1.4, _Skgr;s;_t—e:ngl;s de signes quelconques
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n)), est bornée alors les sérjeg
¢ (M)n 2 .

Sivn =, 0t (p(nt1)-

n—->-+00 n>0

et Y _vn sont de méme nature, et dans le cas de convergence, o
n

n>0

+00
= E 'Uzp-

n=0 p=y(0)

Preuve On suppose que Z v, est convergente.
n20

Soit N € N tel que N > ¢ (0). Puisque ¢ : N — N est une applicsy;,,

strictement croissante, il existe un unique ny € N tel que

p(my) SN <p(ny+1).

Alors,

e(nn)-1
Z Up = Z up + Z Up. (1.3
p=¢(0) p=p(0) p=p(nn)
Or pour tout N € N, on a
N N [e(n+1)-1 p(N+1)—1
D=3 ¥ w|= S (L%
"= n=0\ p=¢(n) p=¢(0)

De (1.34) dans (1.35), on déduit que

p_‘P(O) n=0 p=‘P(nN)
Il est clair que
it +o0
Yo
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Pour cela, on &

N N p(nn+1)-1
D oup| S Y upl< > Juyl. (1.37)
p=p(nN) p=p(ny) p=p(nn)

Ainsi, par passage a la limite dans (1.37) quand N — 400, on conclut

(1.36) car Up p—ro0 0et (p(n+1)—p(n)), est bornée. m

—

1.4.6 Changement de I’ordre des termes

On s’intéresse & présent 3 la question suivante : est-il possible, sans chan-
ger la nature ni la somme d’une série, de permuter 1’ordre des termes
de la série? On peut se convaincre sur des exemples que ces manupula-
tions sur les termes d’une série peuvent modifier la nature de la série et
que des hypotheses sur la série sont nécessaires pour que la nature et la
somme de la série restent inchangées.

On considére la série Z un, avec un € R, pour tout n € N. En permu-
n20
tant les termes(sans répétitions), on obtient la série de la forme :

Z Up OO0  Up = Ugy(n)

et ¢ : N — N une bijection (dite aussi une permutation de N).

La série Z v, est déduite de la série Z un, par changement de l'ordre

n>0 n>0
des termes.

Théoréme 1.4.4 Si la série Z up, est absolument convergente il en va

n>0-
de méme pour la série Z Un, €t de plus
n20
+00 +©
Zun = Z'Un
n=0 n=

Remarque 1.4.5 Le théoreme 1.4.4 signifie que la somme d’une série

absolument convergente est indépendante de 'ordre des termes. Cette

Propriété n'est pas conservée pour les séries semi-convergente, comme le

montre 'exemple suivant :
\ e ———
Section 1.4. Séries 3 termes de signes quelconques
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Exemple 1.4.6 On considére la somme de la série converg

général u, = ~——— suivante :

Z( 1)

n>1

)
ente de tErm
e

1
=1-5+

Permutons les termes de la maniére suivante :

C’est & dire un terme positif suivi de deux termes négatifs dy type — - _

1
et ——. Soient (0y,), et

4dn

(Sn),, les suites des sommes partielles de Z

36 8 Il ozt

1
dn —9

Un
n>0

et Z Un Tespectives. Alors,

n>0

1
Z:2k Cdk—2 1)
k+1
ié( 1 1)
= \20k-1) 4%
1 "( 1 ) 1
9 °r 1 = =Sop
2k:1 2k —1 2

Comme E Un est convergente, alors

n>0

Par conséquent,

si elle converge et sj gg somme

deux séries.

On considere deux sérieg E Uy, E
]

lim Sn =8 =1n2

n*’_f"w ' \

] \Dl
It une nouyelje série dont on veut 3

est égale ay produit des deux sommes des

n20 n>(Q
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Cha
Déﬁnition 1.4.4 On appelle produit de Cauchy des séries Zun et
n20
va la série an de terme général :
n>0 . n'>‘0
n
Wn =) UpUnp- (1.38)

p=0

On peut représenter le terme wp de la fagon suivante :

Up Ui u2 . Un
Vg | Uolo U1Vp U2V0 - Unvo
m UgV1 UV1 U1 . Unn
V2 | U2 U1V2 U2vV2 . Up?2
Up | UoUn UlUn U2Un, UnUn

De la formule 1.38, on a

wo = UgVp, W0 = ugU1t+U1V0 et wp, = uofvn+ulvn_1+...~+—un_1v1+unv0.

Ainsi w,, est obtenu en faisant la somme des termes sur les diagonales

ascendantes du tableau représenté ci-dessus.

Le théoréme suivant appelé théoréme de Cauchy donne une condition

nécessaire sur la convergence de la série produit de Cauchy.

Théoréme 1.4.5 Si les séries Z Up, €t Z vy, sont absolument conver-

n>0 n>0
gentes alors an est absolument convergente, et on a
n>0
400 +00 +00
j{:um :E:vn ::jz:um
n=0 n=0 n=0

Preuve On pose

A=Y u, B=Y vi, A"= Y fua| et B*= 3 fval.
n20 n>0 n>0 n>0

Section 1.4. Seéries a termes de signes quelconques
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. * *
ommes partielles respectives de A, B, A%, B* sont :

Alors les s
n n
n n ._
An =Zup’ Br =ZUP’ An :ZIUPI’ et B"—Z|”p|-
p=0 p=0 p=0 p=0
Et les sommes parteilles repectives des séries produit de Cauchy Zw
n
n20
et Z |wy| sont notées par
n>0
n n
W= wp et Wi=2 sl
p=0 p=0

11 faut donc montrer que :
1. la suite (W?), et convergente.

+o00 400 +00
2. (E’Uun,) (Z’Un)= Zw", .

n=0 n=0 n=0
La suite (W;r),, est telle que

Wi = fwol + wtl + el o+ [wn],

Iuovol -+ luov1 + vou1| -+ |UO’U2 + u1v1 + 'LL2’Uo| + ...

-+ IUQUn “+ U1VUn-1 + ...+ 'Un'UOI )
lugvo| + lugvi | + [vou1| + |uovz| + lugvr| + |uguo| + ...

<

+ |ugvn-1| + « + [unvol ,
< (luo| + Jua] + v + [un]) (Jvol + |va] + ... + [vn])
< AB’ < A*B".

Ainsi, la suite croissante (W), est majorée par A*B*, et donc elle

converge. Par conséquent Z wy, est absolument convergente.
n20
Pour montrer 2., on remarque qu’on peut changer et grouper les termes

de la séries Z wyp. On note
n>0

-----

+00
S = an = ugvo + (Uov1 + vou1) + (uyve + ugvy + u2v1) +
n=0

Soit (Sp), la suite des sommes partielles de S i.e.,

Sn = uguo + (uov1 +vour) + (urvy + ugvy + ugvr) + - (139
- Aan.

Section 1.4. Séries a termes de signes quelconques
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En effet, on a
Sp = uoV0 = AoBo, S1= U1 +ujvp = (’U;o + ul) (’vo + ’Ul) = A;.B; ect.

Par passage & la limite dans (1.39), on obtient § = A.B. Dot le résultat.
]

Exemple 1.4.7 On cherche & calculer le produit suivant :

(%) (Z)

ot |z| < 1. Par la régle de d’Alembert ( lim

n—-+oo

n+1

=|z| < 1), la série

mn

Za:“ est absolument convergente et sa somme vaut
n>0

400 1
gmnz T2

Ainsi la produit de Cauchy de cette série par elle méme est

1 =z z? "
1 |1 = 2 "

r x? z3 g™t
g | gn gntl znt? z2"

Aingi, on g

Par application du théoréme précédent, il vient pour z| <1

(Sz") (Ez") = (Ew") =1+2z+322+ .= (1-712—)5

n=0 n=0 n=0

\
Section 1.4. Séries  termes de signes quelconques

e m—
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1.5 Exercices avec solutions

54

Exercice 1.5.1 Calculer la somme de la série Zun dont le terme e ge.

néral est donné par :

1 . _ (n+3) n> o
Ve "2 Y G 22
8) un=\n—vn—-1, n>1: 4)un=arctann2+3n+3 n >y,

5) upn =nz™!, pn>1 zecR.

Solution 1.5.1 Calculons la somme de la série Y uy, dans les cqq 1

vants :

1) Soit u,, = , n = 1. On peut écrire u, sous la forme

111
un—2 n n+2/°

Alors, la suite des sommes partielles d’ordre n de cette série est

n(n+2)

donnée par :

1<~ /1 1
5= 33 (F-k)
2\t k42

1 1 1 1 1 1
= Z|({1=2 ——Z D
073+ (-3 + G-1)+
1
O T Y S S
n—1 mn4+1 n n+2/(’
1( 1 1 1
2 2 n41 n+2)
Ainsi,
lim S, = liml 1+1~ 1 ! _3
n——+00 n—+o00 2 n+1 n-+ 2 - 4'
Donc la série est convergente et sa somme :
+oo
) T
— 2
mn(n+2) " g

: . (n + 3)
2) Soit up = m ™ 2 2. En décomposant la fractio”

rationnelle en éléments stmples, on reut écrire

3 2
Un—‘—_+ 1 2 1 __1 1_____1’/)-
(”“1) ("+1) n-1 n) \n n+l

Section 1.5. Exercuces avec 50|Utlons

‘\
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55

par conséquent, la suite des somme partieljeg d’ordre n est

n
1 1 s
D S I 3
k=2 kl—l k ::;2 k k+1)°
- 2(1—_)_(1_ 1
" 2 n+1
3

lim S = —,
n—-+o00 2

D’ot,

Ainsi la série est convergente et sa somme -

400

Z (n+3) 3

“n-Dnn+1) 2

3) Soit maintenant up, = \/n —vn—1, n > 1. La suite des sommes
partielles de Z Up, est

Sp = Zn:(x/E— E=1),

D’o1,

lim S, = +o0.
n—-+00

Ce qui montre que la série est divergente.
1

4 SOt = —_,
) 1w Up, arctann2+3n+3

n > 0. En utilisant la formule sui-

vante :

T7Y) vz, yeR:iay>-L
arctan ¢ — arctan y = arctan (1 + asy) ’

le terme général de la suite (un), peut §'écrire comme suit :

1 (n -+ 2) - (n + 1)
— arctan (n + 2) — arctan (n+1).

e

seCtiOﬂ 1.5. Exercices avec solutions
| .
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Alors, la suite des sommes partielles de cette série est
s

S, = Zn: (arctan (k + 2) — arctan (k + 1)),

k=0
(arctan 2 — arctan 1) + (arctan3 — arctan 2) 4

+ (arctan (n + 2) — arctan (n + 1)),
™

= arctan(n + 2) — 1

D’ou,
T T

LA Sn =5 =7 =

T
1
Ainsi la série est convergente et sa somme :

. T

arctan —— = —

Z n? + 3n + 3 3n +3 4

n=0

5) Soituy, =na"1 p> L,z € R. Alors, la suite des sommes partielles
d’ordre n de Zun est

n
Sn = ) kab-1,
k=0
= 1+:c+2a:2+3:z:3+ ....... +nz™ L
On remarque que
Sn = [0y (z)],

o1,

premier terme 1, d’oy

1~ rh+l

In = 1—z pour g £ 1,

Par conséquent, bour toyt » # 1

1 = gn+19/
S. =[~im\ (n+1).’l:n+n;z:"+1+1
-z
e — B (1~ )
Section 1.5, me . ol —

c 'Olution. h
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Par passage d la limite quand n tend vers

+00, on obtient

1
lim S, ={ (1-2)? - silel<d

n—+00
00 ou n'eziste pas si |z| > 1.

Stz =1, la série numérique Z Uy = Z n diverge car son terme
énéral ne tend o .
génerai ne tend pas vers 0 (ici. I =
p (ici, nkrilmun +00 #0).

On conclut que la série E Un converge si |z| < 1, et sa somme :
n>1

+o00
o (1- :1:)2
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Exercice 1.5.2 Etudier la nature des séries dont le terme géngpy est
xercice 1.5.

donné ci-dessous :

n
n
= — a ) nzl,
Du,=vn2+n-n, n>1; Q)Un"(n.:,.l)
1\ "™

Solution 1.5.2 On étudie la nature des série suivantes :

1) La série Zun 0t u, = Vn?2+n —n est divergente car son terme

général ne tend pas vers 0. En effet, on a

1
5

. n _
im tn = lim (V"”"‘") S

n—+-o00 n—+00

n
2) La série Zun ol u, = <n: 1) est divergente car son terme

général ne tend pas vers (). En effet, on q

: : ( n )"
lim U, = lim
n—+o0o0 n—+00 n + 1

= lim exp Tn 1n<

N—+o00

ln(
lim exp | — 1+1/n _1
n—+o00

puisque

Ainsi,

2 N o rmeé
n ergente car son te
général ne tend pag vers 0, gy, effet g a
JEt, on ¢
I —
n‘l’Tm n lim 1 L "
l\++m + “\2 )
= lim
L n?
no OXp [~ L In (14 /2

- VQC solutions e »_%m”___’/,,//
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Cha
puisque:
. In(1+1/n?
lim ( 2/ )=1 et lim -1—=O.
n—-+00 l/n n—+00 \/ﬁ
Par conséquent,
nll;r_'r-lwu»n == ]..

Exercice 1.5.3 Soient (Un)pen une suite & termes dans R}, et pour

tout n € N, on pose :

= et w, = —n
1+ u, n_1+u2'

n

Un

1) Montrer que les séries E Up et g Un, Sont de méme nature.
Montrer que st Un converge, alors wy, converge.
’ g

3) Montrer que st Z Un diverge et si (un),cy €st majorée, alors Z W,

diverge.

4) Donner un exemple o Zun diverge et an converge.

Uy, .
ot u, > 0.

u
Solution 1.5.3 Soi =—"_ et w, =
olution Soient vy, T et wy, T+ ul

1) On montre que E Uy, et E vn, sont de méme nature. Pour cela, on
va utiliser le critére de comparaison car les séries sont supposées

¢ termes positifs. On va calculer la limite suivante :

. U ) Un .
lim == lim —/—— = lim (14+uy,).
n—+00 Uy, n—s-+o00 ——@—1 n—-+400
+un

Si Zu" converge alors son terme général u, tend vers 0, et par

Conséquent

n_l-ﬂoo_:_: =1#0.
Par application du troisiéme théoréme de comparaison (cf. théo-
Téme 1.2.3), les deuz séries Zu" et Zvn sont de méme nature.

Bt comme on a supposé que Z up, converge, donc Z”n converge
Quggs,

ctiy
. n 1.5, Exercices avec solutions
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Inversement, on a par définition

a— un
Un T T Fun
Apres calcul, on trouve
Un
un - 1 - ’Un '

S1 ZU" converge alors son terme général v, tend vers 0, et Par

suite, 1
Un, :

lim — = lim

n—+oov, n—tool — vy,

=1#0.

Par application du troisiéme théoréme de comparaison (cf. the,.
réme 1.2.3), les deuz séries ZU" et Zvn sont de méme nature.
Et comme Zvn converge alors Zun converge aussi. Ainsi on 4

montré que

E Unp Cconverge <— E Un COMYVETgE.

C’est o dire que les deux séries sont de méme nature.

2) On suppose que Zun converge et on montre que la série an
Uest aussi. On remarque que

VneN, 0 L w, < uy,.

Donc si E Un converge, il en est de méme pour la série Zu'n

par le critére de comparaison des séries & termes positifs.

3) Si maintenant la série Z Up, dz’vefge et la suite (un),en €St majoree
alors

AM>0,VneN, wu,<M.

Ainsi,
VneN, Un > __Un
1+ud = 14 M2

Or Zun diverge, donc Z I -:-h}l\/[? diverge aussi. Et par consé:

: : e
quent la série an est divergente par application du critér d
comparaison des séries & termes positifs.

——e ‘/
Section 1.5. Exercices avec solutions
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4) Il suffit de prendre un = n? pour avoir la convergence de an et
la divergence de Z Up.

Exercice 1.5.4 Etudier la nature des séries suivantes '

4n -3 1
1)}: (2 = ); 2) Zm; 3) ;/anxdz,

4)Zln(1—ﬁ); 5)2 ey 6) Y eV,

ﬂ.22 'n>1 n n>0

a"n!
0y —a>0.

n21

Solution 1.5.4 On étudie la nature des sérz'es sutvantes :

1) On fait remarquer que la série Z =3 est @ termes positifs
n>3 (n 4)

4n'—'—3 ) ’ )
(n(n2 —4) > 0) . On vérifie qu’au voisinage de +00, on a

4n -3 n 4
_2'-

nnZ—4) oo nd

Alors par le théoréme de comparazson des séries a termes positifs,

4n -3
les deux séries Z ———4) et Z — sont de méme nature. Et

comme Z — est une série de Rz’emann convergente (a =2 > 1),
n2>3

-3 .
alors la série Z —1) l’est ausst.

diverge. En effet, pour tout n € N, on a

2) La série z

0032
0<cos’n <1

Ainsi, pour tout n € N¥

1
ncosén

1
> =,
n

diverge puisque la série har-

' >3
Par comparaison, la sért ncos?n

. 1,
monigue E — diverge.
n
—_— —

Section 1.5. Exercices avec solutions
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: z i t convergente. En effet, :
3) La série / sinzdr €s g i On sqjt Qhe
n217

™ .
VHZQ,V"EE[O’E]’ Sinz < z.

Par suzte,

" n 2 1E o
/\/sinmda: < /ﬁdm= [gaﬂ} =3
0 0

Nl

Or la série Z; (%)

n>2

o= —g— > 1. Il en résulte que Z / Vvsinz converge.
nzl 0

est une série de Riemann convergente 4, o |

4) On obtient facilement un équivalent au voisinage de +oo,

1 1

) 1

D’abord, on r o1, — i -
emarque que les séries Zln (1 — et Z 3
. n>2 n2>2

sont de signe constant. En effet, pour tout n > 2,

1 1 |
In{1—- =
( nz)SO car 0<1—FS1'

Donc, le critére de comparaison. s’applique. Par conséquent, la ~;

_ 1
rie E In(1-= ' ) J v
> (1 n2 | converge puisque la série de Riemann Z n
n

est convergente.

5) D up = ) 1 st une séni e b
1 Sér .y ons ,
n21 n>1 n't R e o termes positifs. On co

série harmonique

o= 3L

n>1 nzln
et on calcule la limjte du rapport

)
lim - — 1 1
—_ = lim — _ _ 0.
n o0 Yy, N——00 1 nhmoo T nn =1 -‘;‘é
§~ e —— _ ' o - n;ﬂ * e F" o
ection 1.5. Exercices avec solutfdl{$ S '

Scanned by CamScanner



Chapitre 1. Séries numériques L

Par application du troisieme théoréme de comparaison (cf. théo-
réeme 1.2.8), les deuz séries Z u, et Z Un, sont de méme nature.
Et comme Z Un diverge, il en est de méme pour la série Z Up.

6) Pour étudier la nature de la série Ze‘\/l‘F—"

n>0
. I r'y
de Riemann ou "n®u,". On q alors,

y on va appliquer la régle

lim ne- 1+n=0
n—+o00 ’

puisque l’exponentielle 'emporte sur g fonction puissance. Il ré-

sulte de la Tégle de Riemann oy "n*upn " (cf. proposition 1.2.2) que

la série Ze_" +n est convergente.
n>0

a™n!
7 Zun = Z st > 0, est une série o termes positifs. On applique
n>1 n>1

la régle de d’Alembert parce que le terme général de cette série
contient des puissances n°™°. Alors, on calcule le rapport

Unt1 _ ™ (n+ 1) nn n \"

Un (41" el T T\n¥1)

Par passage a la limite quand n — +o00, on trouve

Il résulte de ’application du théoréme de d’Alembert (cf. théoreéme

1.2.6) que si 2 < 1, la série Zun converge et elle diverge si
e
n>1

a .

= > 1. Il reste alors le cas douteuz c’est a dire a = e. Dans ce cas,
e

on utilise la régle de Duhamel,.

n
Un+1 _ e( n ) _ e'e—nln(1+%)

Un n-+1

En utilisant un développement limité, on obtient

e e e_"(%"'ﬁﬁ'o(ﬁ?)) _ 6'2177+°(%) =1+ 1 +o0 (.1_) i
- , 2n n

D’apres Iq régle de Duhamel (cf. théoréeme 1.2.7), la série glu,,
n—

diverge puisque A\ = -—% < L.

Section 1.5. Exercices avec solutions
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Chapitre 1 de la série de Bertrand z :u '
n oY

or la nature
Exercice 1.5.5 Etudie n>2

” =______1___-ﬂ-, a, BER.
" pe(lnn)

Solution 1.5.5 Pour étude de la nature de la série de Bertray i o

distingue trois cas -

i) Sia, B € R avec & > 1. Dans ce cas, on va utiliser |q régle 4,

Riemann. Pour cela, on note

Alors v > 1 de plus, on a

lim n'u, = lim n'3" (Inn)~? =o.
n—»00 n—»oo

En effet, en posant |

)

Un=1In [nl_ig (lﬁ n)'a]

et par les proprités du logarithme, il vient pour tout n > 2

2 Inn

_l-qa
Par imi
passage a la limite quand n tend vers +oo, on obtient

lim Un = —00, *

N— oo
. 1=
Puisque —— @
"5 <0. Pgr conséquent,
lim n?Y
N— Up = li Un b— |
ey Tt =0 |
e de la ragle g, p, 2! |
e st 3, PO 0w it (e, prposion 1
e :
2) si n33 * convergente |
Sia, g €R 4

l
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Un raisonnement analogue & ce qui précéde, on obtient

e

lim =
natl MUpn = +00.

Ainsi la série E Un diverge par la régle de Riemann ou "n®up"
n>2 .

(cf proposition 1.2.2).

3i) Si o, B € R avec a = 1. Ici, on va utiliser le critére de comparaison

“d’une série & une intégrale. Soit alors f : [2, +oo] — R définie

par :

Il est clair que

f(z) >0, Vz € [2, +00],

et f est continue sur [2,4+00[. De plus, f est décroissante, en effet
pour tout & € [2,+00[, on a

=Bm@@+5mmﬁ4]

f(e)= 22 (In m)z,a <0

D’aprés le critére de comparaison d’'une série & une intégrale (cf.

théoréme 1.2.8), la série z et l’intégrale généralisée
ns2 7 (In n)’

+00

1 =
/ —(lzgd:r sont de méme nature. Or,
nz

+00 4

1 1
——dxr = lim —dz
2/ z (Inz)? A=tooy (lnw)ﬂ

—p+1 |4 .
,(@f.hr , l , S8tfB#1
2 .

- A-a1v+oo A 1 3 =1
In (ln iB)'g y 81 ﬁ

& =
|

i

Doy,
~fA+1 ] 2)°ﬂ+1
(nA)" _(n2) 541
/*-~—--[-,-d:z:-~ lim "‘ﬂ+1 -A+1 . '
(Inz) A=+ | 11 (InA) = In(In2) sif=1

Se
ction 1.5. Exercices avec lolutlom
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Par conséquent;
(In 2)~Pt!

PR D
/xs )
/w(]ng;)ﬂ +00 stf<1 -

Ce qui signifie que
+00

1
2

converge i3> 1
diverge  sif<1

z (Inz)

Enfin, on conclut que

+2'° 1 | conwverge sif>1
n (lnn)? diverge si B <1 .

n=1

Ainsi Uétude de la nature de la série de Bertrand méne a :

+o00
Z 1 ﬂz{converge sia>1, BERoua=1, f>1
=1 n%(Inn) diverge sia<l, BeERoua=1 ﬁ<1l

Exercice 1. ]
€ 1.5.6 Soit (un), une suite a termes positifs telle que
Un+1 (6] 1
=1-=+4o0 (_2) (1.40‘)

1) Montrer qu’il ex;
qu’il eziste un
ne constante A > ( telle que up, ~ An™"
" +00

2) En déduire |
a nature de Z
Up,.

Pour cela, on, Dose

Up =
" ln(na“n), n>1

et on mont
e d’aborg -
que E :
e. On a alors,

v
ntl=v, =

= ln (n
o = nloty oot
SECtion 1.5 E no +In M
' Exerciceg avec g Un g
50|uti°ns - e "///
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Chapitre 1. Séries numériques 67

Or Untl yérifie (1.40), d’on (1.41) devient

Un
1\
Vn4l — Un =1In <1+ﬁ) +ln(1—9-+0(—1§)).
n n

En effectuant un développement limité de (1 + u)* puis de In (1 + w) au
voisinage de 0, on trouve

' Q 1 a 1
—vp, = Inll4= il _ = el
woiin = (142 0(%)) #(1-2+0(3)).

Par conségquent,

Or par définition,
1 1 \ 4 P4
ol =)= ﬁo(l) ot 0(1) une fonction bornée.

D’o1,

c ;
- Un+1—’0n5m avec ¢ > 0.

On déduit par le théoréme de comparaison que Z (Un+1 — vn) est conver-

gente. Soit | sa limite, ainst

n

lim S,= Ilim Z(ka —wvg) =1

n—=——>+400 n—»+00 P
Or,
n

5 (ter = 28) = Vst = 1.

k=1
D’oq,

lim S, = lm (vh4y1—v1)=10
n—-+00 n——-+00

Par Suite,

lim v, =10+v1.
N —t+00

| Section 1.5. Exercices avec solutions

_— S
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En revenant & la définition de la suite (Vn),, ON en déduit que
n re

lim ntun = €7
n—+00

Soit encore,
- I4v
~ An~%, avec A=¢€"N

+00

Un (1.42)

9) Il vient de (1.42) et du théoreme de comparaison que les sérieg Zun
et Z An~® sont de méme nature. Et comme la série de Riemann Zn‘a

converge pour o > 1 et diverge pour & < 1, alors il en est de méme pour

la série Z Up.

Exercice 1.5.7 Soient (unjn et (vn), deuz suites telles que Zuf, et

ZUE convergent.

1) Montrer que Zunvn converge aussi.

2) En déduire que si lao suite (un), est une suite positive telle que lo
série E ﬁ converge alors la série Z Un diverge.

Solution 1.5.7 On suppose que Z ul et ZU,% convergent.
1) On sait que |

[Untn] < 5 (uh +03) ¥ n

Puisque § 2 2 -

? Zun et Zvn convergent, alors Z —1- (u2 + 11,2) converge
aussi. Et par [e théoréme de . g \Un T tn

€ Ge comparaison des séries o termes POS

" Suppose que Z b convere

et E U 2
" converge. Alors, pour tout n ¢ N L
, ON @
1
— 1

~ 'oe
” 1+ N2, 4o ndy, = U
En 1esulte qlopg que Z :

. Un est o 2
PaTaison. D'autpg popy “*t convergente par le critere de "
urs (car u,, v, > 0)
] n -
, 2
Secrt. Vino, <y 4y
ection 1.5, o Vn
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Ce qui implique que

Un, + Uy,
2

Comme Zun et Zvn convergent alors il en est de meéme pour
, Un + Un
la série Z . Par conséquent, Z — Converge par compa-

raison. Ce qui est absurde car |g série harmonique Z

vergente. En conclusion la série zun

<

S|+

— est di-

diverge.

Exercice 1.5.8 Soit E Un Une série convergente.

1) Montrer a l'aide du critére d’Abel que la serie de terme général =

n
converge.

2) Que peut-on dire de la série Zn.un st Zun diverge ?

Solution 1.5.8 1) On suppose que Z Upn €St convergente et on montre

Un L. .
la convergence de E —. Alors, on peut écrire cette série sous la forme :
n

'U'n
E E UnlUn,

n>1 n>1

0t vy, = l La suite (vy),, est décroissante, positif et tendant vers 0. Veé-
n

rifions maintenant la deuziéme condition du théoréme d’Abel (cf. théo-

réme 1.4.2) i.e.,

1Sn| = <M | M>0

n
D uk
k=1

Comme g série Zun est convergente, sa suite des sommes partielles
(S, )n converge. Par conséquent (Sp),, est bornée, et la deuziéme condi-

tion gy, théoréme d’Abel est satisfaite. Par application du théoréme d’Abel,

la Up,
série § Ln est convergente.
n>1

%) On Dose

= NUn.

i

:

i \ [ —

* S — '

Sction 1.5, Exercices avec solutions
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Chapitre 1. Séne = btient St Z L N
ntmposée de 1), on 0 - wverge, dly
En utilisant la co n21 d
diverge i.¢e., la séri v
par hypothése Z Un 9 ’ € Z;" i
nzl n>1

Z'yn diverge. OT

n>1
verg

¢ de méme pour la série Z Ny,

e, donc il en €8 ol

re des séries de terme générl,

ons gy _(n*4n+l
1)un=( , neN’ ta€R; 2)un=sm|— 7 )T REL
,na
(‘Dn * 1
___ = neN eta# 3
9 un Jn+(-1)"n 2

Solution 1.5.9 Etudions lan
Zun est une série alternée. Pour Iétude de b

Exercice 1.5.9 Déterminer la natu

ature des Séries suivante :

1) On remarque que
n>1
nature de cette série, on distingue deur cas

Y un =Y (-1)"n"* est divergente car son terme général ne

: Sia <0, laséne

n21 n>1
tend pas vers 0. Si maint . X (- )"
enant a > 0, la série Z N "7 estunt
,na
n=0

série de Leibniz don
c ) : .’
e et convergente puisque v, = — > 0,n ex-
n)n €t décroissante et tend vers () "

2) On peut écri

crire le terme 5o 2 2

e . n Iy

forme - genéral up, = sin (_—l—_ﬁ_l T Sous
n+1

unzsin<%
n+1 ”=Sin(n+1_ n )ﬂ_
n+1

'U,n:Sil’l <7l+1\\n\ X
n+1)7T=(-1)"sin (_—T 1) T
n

Uy est w i
e séry 14

n> s(’ ] 3 ¢
e alternée. On montre que g

$érie
€
Leibn;, Pour ¢el
a, on pose
v
Section 1 5 "= S ( U
Fe- n+1/)7



Chapitre 1. Séries numériques 7
bt bt

Il est clair que v, > 0,V n € N* et on a

lim = =
o curer N Un = Sinm = (.

Il reste @ montrer que (vy,),, est décroissante. La suite ( n m )
n+1l /.,

est crotssante. En effet, pour tout n € N*, on a

d ( "+1)W—(1 n+2)w—n+2“‘

Comme la fonction sin est décroissante sur [g,w] , la suite (vn),

est alors décroissante. On conclut que Zun est une série de

n>1
Leibniz donc convergente. Par conséquent la série Z u, converge
. n>0
ausst.
: (=" , "
3) On fait remarquer que Z —— n’est pas une série alter-
Sivnt (-1 ) ne

née. Mais, il faut rega;der ce qui se passe au dénominateur. Pour
a < 1/2, on peut écrire
()" (0, 1)“)-1.
At (e va \ el

Puisque 1/2 — a > 0, on peut effectuer un développement limité et

on obtient
A= G (- e (o))
Ainsi,
(-0 _ O glljz‘i-o(gﬁétﬂ)

Vit (- Vn
Or,

1 1 L
—_ ol 759, ~ T 1-a’
nl-a n3/2—-20 400 N

Et comme la série la

de méme natures.
1—-a>1 (i.e.a<0)

Donc les deuz séries sont
8éry ] —_
rie de Riemann Z -

n> 1 g A T —

converge pour

— e
e ——— e
e A

Section 1.5. Exercices avec solutions
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Chapitre 1. Séries numériques ‘\\\
et diverge pour 1 —a <1 (i.e. a > 0), il em

) 1 1 (_l)n e Poyp |
série Z . +o0 (m) . De plus, . St i}
"1 n n a ; vn st une $€nig

de Leibniz donc convergente. On conclut que (=1

"
ns1 VI + (<17

converge si a < 0 (comme somme de deuz séries Convergens |
€s

et diverge si 0 < a < 1/2 (comme somme de deuz sepe in
€

convergente et l’autre divergente).
Pour a > 1/2, on peut écrire

COM Y (CTAN

van+(=1)"n®  no ne—1/2

1l s’agit donc d’un terme général positif puisque [’on a pour n asse:

(1 + (—l)n)_l > 0.

na“’l/z

grand

De plus,
(-1 1
Vi 4+ (=1)"n% +oo no’

1 3
Or Z na converge sia > 1 et diverge si a < 1, il en est dé
n>1 .
don¢

. _1)”
méme pour la série ( . Et comme a > 1/2
; \/’ﬁ + (—l)n na €0

3 (=" | | »
vn+ (=1)"ne converge si a > 1 et diverge si 1/2 <8¢ =
n>1

-1\ 0 ou
(=) converge lorsque ¢ .

En conclusion, la série
; v+ (=1)" pa

a > 1, sinon elle diverge.

Exercice 1.5.10 Montrer que les séries de termes généraul :

(-1)" (-1)" 1
= et v, = + — ,
\/T—l n \/ﬁ n " vm"r

ne sont pas de méme nature pourtant u, est équivalente 8 Vn

nange de +00. /
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Chapitl'e

golution 1.5.10 Les deux séries Z Un et Z vn ne sont pas de méme
n2>1 n>1

nature: BT effet, La série Zun est une série de Leibniz donc conver-
n>1

Un = Up + —.
n

On fait remarquer que le série z Vn est la somme d’une série conver-
n>1

. : 1
gente et de la série harmonique E - qui est divergente. Il en résulte
n>1

que la série Zvn est divergente. D’ou les deux séries ne sont pas de

n>1
méme nature et pourtant on a toujours
(=)™  (-1)" L1
\/ﬁ +o0 \/7_'), n'

Ceci montre que le théoréme de comparaison pour les séries & termes de

signe constant n’est pas applicable auzx séries de signe variable.

Exercice 1.5.11 Trouver une valeur approchée de la somme S de la
n

Série Z S— avec une erreur ne dépassant pas 10~2.
n

n
Solution 1.5.11 Z (=1) est une série de Liebniz donc convergente.

Bt d’apres Uencadrement du reste d’une série alternée (cf. Proposition
L3.1), il vient

S—-8.|= = , Yn2L
| nl IRnl < |un+1| (n+ 1)4
Dop,
" il suffit de trouver n > 1 tel que
1 -2
_1_ <10
0 (n+1)
n
Sherche alors n > 1 tel que
4
~—_ (n+1)" 2 100.
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Chapitre 1. Séries numériques \

: 1
On remarque que n = 1 et n = 2 ne réalisent pas Uinéquation, 4

. Par
n = 3 la vérifie. Il suffit donc de considérer la suite Somme pan'jontre
le le S
3

telle que
1 1

Ss=~1+ 53 — =,

(=1)"

nd ~ Gvec upe €Ty

pour avoir une valeur approchée de la série E
n>1
inférieur ou égale a 1072,

(=" > 0.

)
vn+1

1) Vérifier que Z Un est semi-convergente.

Exercice 1.5.12 Soit Uy =

2) Montrer que le produit de Cauchy de Zun par Zun ne converge
pas.

3) Soite: N N définie par :

o(3p) = 2p, o(3p+1) = 4p+1eto(3p+2)=4p+3.

Vérifier que o est une permutation de N c’est a dire o est unt
bijection de N dans N. Que peut-on dire de la série Zua(‘n) !

n

Solution 1.5 12 1) _S_ E: (‘1)n ¢
D, Uy = est une sé e Semz-_conlvergfm:.

E E y $ri
n effet, Un converge car c’egt une série de Leibniz et de plus, la 5™

n>0

Lol =Y = et
To T est divergente puisqu’on q

n>0 n>0
1 1
) —_—
\/m +oo nl/2°
et la série de Riemann ___1_ i

nl/2 st divergente pour @ = 3 < 1. A

. ]
série E Un converge o

mais "
2 elle ne converge pas absolument. D
est semz’-convergente.

— '/l
o

Section 15, Exercices avec saimrins.
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Chapitre 1. Séries numériques
9) Soit Z wy, le produit de Cauchy de Z Up, par Zun défini par
n>20 n>0 n20
Z Wn = Z Un Z Un |
n20 n>0 n>0
ot
n
n = Z uPun_p.
p=0
Ainst,
SR>
p=0 \ﬁ? +1 (n p + 1)
On montre maintenant que la série Z'wn ne converge pas. Il est clair

n>0
que pour tout0 <p<mn,ona
1 1

vVp+1)(n— p+1) Znr1

Ainsi,
> 1.

Z\/'H m—p+1)

Par conséquent,
jwn| > 1> 0.

D’ici, on conclut que _5_ wy, Me converge pas car son terme général ne

n>0 .
tend pas vers 0. On déduit enfin, que le produit de Cauchy

s me converge pas

de ces deur

séries semi-convergente
3) Soit o : N — N telle que

o(3p) = 2p, o(3p + 1)=4p+1et oc(3p+2)=4p+3
On montre que o est Une bijection i.€-;

vmeN, IneN: o (n) =m.

1. Sim = 2p alors il existe

Soit m € N alors m = 2p oum = 2p+

n=3peN tel que
(n) = o(3p):=2p=""

(o}

e —————————

e

utions

Section 1.5. Exercices avec sol
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I
— 2p+ 1. Alors, on distingye dong §
Cag

t zmpaz .
. 682k 1. Sip=2kalorsm=4k+1, i suffy g, "
= ‘ 3 n
p——ZkOUP .ro_(n)smetszpr‘-z,c—{—l alor3m=4k thy
o, = 3k + 1 pour avo! 3y

dre n = 3k +2 pour avoir 0 (n) = m. De plus, ¢, u

mq'ue

n
suffit de pre (n=2poun= 2p+1). Par Conséqueny
) eSt

ecriture est unique

car | N
ermution de N dans N.

une P

On pose
1 1 1

Wp = Ug(3n) T Yo (3n+1) + Ug(3n+2) = Von +1 B Van +2 - \/ZT\H

de sorte que

C
w ~ —— avec C < 0-
n
+00 n

En effet, la série an est o termes mégatifs car
n>0

1

1
< — < 0.
UnS Jantl Jn+l

De plus,
W, 1
hm — = —1=c< 0
n—s+00 ﬁ \/—
, c , 'eTe.
D’ot, wy, ol NG Par conséquent, la série de terme général Wn divery
N 3N s
o
Et comme an = Zua(n), la série de terme général Ug(n) est 0
) n=1 n=1
divergente.
Exercice 1.5.13 Op, pose u, =1 1 -

+§+...+;L-.

1) Prowver que Up ~ Inn
! :

2) On -
) On poge Un=1Un—Inn et Wn = Upt1 — Un.

Etudi |
udier la natype de la série Z wy, et en déduire que lo suite (U")"
convergente. On, notera 4 sq limite.

+
3) Soit R, = S~ .1 5 |
g2+ Déterminer un équivalent @ Rn:

¢

k=n+1
— e ’
. Section 1.5, xerclees o M/
. SN Ces avec solutions
%""m»-._-_, -
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Chapt™™

4) Soit Cn tel que un = Inn + v+ C, et soit t, = Cpy1 — Cp. Donner

un équivalent du reste Z tk. En déduire que
k>n

= (5)
Upn=lnn+~v+ —+o(=).
2n n

. 1 '
Solution 1.5.13 Soit u, =1+ 3 + ...+ 1
n

1) On montre que up, ~ Inn i.e.,
+o00

En utilisant les encadrements qui découlent de la preuve du théo-
réme 1.2.8 (voir l’inégalité 1.21) suivants :

k+1 k
ffmﬁéméffm%
k k=1

ot f(t) == et up = f (k). Alors, pour tout k > 1,

k=2 b k=2 k=2k_1

Ce qui donne aprés calcul,

1 1 1
1n(n+1)~—1n2<_25+§+...+5Slnn.
Or, 1
1 1
— —-— e - =1U _10
2+3+ +n n
Done,

In(n+1)=In2+1<uy <lnn+1.
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N

Par conséquent,
In(n+1) —ln2+1S Un Sl+i
Inn Inn Inn Inn’

a limite quand n — +00, on obtient

Par passage & |

. Un
lim — = 1.
n—+oolnmn

Et donc u, ~ Inn.
+00

2) On étudie la nature de Y Wy QUEC Wp = Uniyl — Up €t U, =y, ~Iny

On a n
wn—_—"vn+1“vn:un+1‘_un+ln(n+1).
Or,
1
Unt un—n+1'
Donc,
1 n 1 1
= 1 = In{1—-——].
o n+1+n(n—|—l) n+1+n( n+1)

En utilisant un développement limite de In (1 — u) au voisinage de

u =0, on trouve

= —= 1 1 + ( 1 )
n — - -_ (o) —_— ]
ntlontl 2+ 1)? T \(n+1)
Ceci montre que
1

n "~ —_*—2,
+o0 2(n+1)

€t on en déduit que Z'wn est convergente. Soitl sa limite -6

w

lim S = 1 Z _
n—+too n_l_l,rﬂl_oo Wk = ¢

k=1
Or,
n
Zwk = Up41 — V1.
k=1
Done,
pim  (Vngr —v1) = 1. -

Section 1.5. Exercices avec solutions

A
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79

Par conséquent,

',,_hjﬂl_oo”nﬂ =u+1.

D’ou la suite (vn), est convergente.

3) On détermine un équivalent ¢ R,, ou
+o0 1
R = Z 2

k=n+1

On sait que le reste Ry, d’une série convergente (cf. Proposition

1.2.3) vérifie l'encadrement suivant :

n+1

1
ot f(t) = 7 Or,

400 a ,
= —dt =
[ r@a= i [ ham
n+1 n+1
et,
400 a )
= —dt =
/ fyde=_lim [ -5
n n
Donec,
1 1 .
n+1"~ n
ou encore,
n_ o Rnoog
n+1 " 1/n
Par passage a la limite quand n — +00, 0n tTouve
. Rn _
lim T =
n—+00 =
D’o»&
1
R foo 10

secﬁOn 1.5. Exercices avec solutions

+o0 +00
/f(t)dtSRnS/f(t)dt V n e N*,

(1.43) |
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aunid tre 1. €™ L
E'EB'-—-——//— Al \
du reste Y  t. Alors, on q
4) On donne un équivalent ?;_‘;

t, = Cn+1 — Cns
uns1 —In(m+1) =7 —un +lnn 4

b )
i)

ty, ~ ————.
"+oo 2(n+1)2
On applique le critére de comparaison des séries & termes constant

Ce qui montre que

la série Ztn est convergente et on a

tf o= e 1 1
th=) (Chs1=0C4) ~ —— = R, (14
et ,g )+°@,§ 2(k+1) g o (14

De (1.43) et (1.44), il vient

+00

1

N =

k=n +°° 2n’

On en dédyit maintenant que

Un=lnn+»y+i+o(1)

2n
On q, i
b = #)
C E‘ Zn Okt - Ck) = Cpnyy = Ch, (1
avec
m m:,_i.w 0. En eﬁ'et,
lim ¢
— m =
M=400 min.}.m (Um ~lnm - YW= lim (v ) =0,
car i Jin
et = 1, ' pas e qué
— o, on Obtient sage Q la h:mz'te dans (1.45)

+00

' 2tk g
W . ko n
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Aussi, en utilisant le résultat de Iq question précédente, on trouve

’

Ce qui 8’écrit ausst

Par conséquent,

2n n

~ est appelée la constante d’Euler.

Exercice 1.5.14 On pose (uy),, la suite définie par :

_ n"e "/n

Un :
n! {i

1) Donner la nature de la série de terme général v, = In (uZH) (ef-
n (H

fectuer un développement limité & l’ordre 3 de In(1 + z) au viosinage de
z=0).
2) En déduire l’existence d’une constante a > 0 telle que

nl v n"e "V/na.
(o o]

Solution 1.5.14 1) On a

vp = In Egzzl)l J
_ (n+—;-)ln(1+%)—1.

En effectuant un développement limité & Vordre 3 de In(

1+ ) au viosi-
0, on trouve
1
Nf1T 1, L (__)]-1.
’Un::(n+§) [E_W+3n3+o n3
s\ - —

ect; .
‘on 1.5, Exercices avec solutions
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Chapitre 1. Séries numérigues

Apres calcul, il vient
1 .1 _ (2
Un = 1on2 T 6n3 " ° ﬁ) :
Par conséquent, .

Uy ~ ]
" foo 12n2

Par le critére de comparaison, E Up COMVETYE DUisque g Série 4
(S
e p;
le

1
mann Z Ton2 est convergente.

2)On peut écrire vy, sous la forme :

Un+1
’Unzll'l( Bt ) :lnun_H —lnun.

Un

D’autre part, la suite des sommes partielles de la série v, ¢

S, = ka = Z (In ug4+1 — Inuyg).

Aprés calcul, on trouve

Sn=Inup4+1 —Inu; =Inup4g + 1.

Or la série E vn, converge, donc

lim S, =1 existe.
n—-+400

Par conséquent,

nllrr-f{loo Inupy; =1—1.

D’ou,
-1

n—-+o0o

l1—

On pose c = e™! > 0, alors

, . n"e "/n
lim u, = lim —\/—— = C.
n——+o0o n—<o00 ’n,!
Par suite,
i n!
im —— = —.
n—o+oonme~"/n ¢
Ce qui est encore équivalent a
n! ~ an™e "n,
+o00
1
avec ¢ = — > (.
c

o

/
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Chapitre 2

Suites et séries de fonctions

’ 2SN
Comme on I'a déja remarqué, un nombre rée] peut s’exprimer comme la
limite d’'une suite ou comme la somme d’une série. I] est donc naturel

’ . 2 L] . . . 3
d'étudier la représentation de certaines fonctions comme limite d’une

e S+ g et

suite de fonctions ou comme somme d’une série de fonctions. Une ques-
tion fondamentale est alors I’étude des propriétés topologiques ou autres
(par exemple, continuité, dérivabilité, intégration, etc) des fonctions li-
mites ou des fonctions sommes.

Aprés avoir défini les différents types de convergence pour une suite de
fonctions, on examine les propriétés essentielles qui sont conservées par
passage a la limite, & savoir, la continuité, les limites, I'intégration sur
un segment et la dérivation. On refera le méme travail sur les séries de
fonctions, notamment en introduisant la notion de convergence normale
qui n’a pas d’intérét théorique supplémentaire mais qui se révele facile

& manipuler.

2.1 Suites de fonctions

Soit F (E,R) I’espace des fonctions f : E — R définies sur E C R.

Définition 2.1.1 On appelle suite de fonctions définies sur E, toute
ppl

ication de N dans F (E,R) et est notée par (fn)n-

83

Scanned by CamScah‘ner



Chapitre 2. Suites et séries de fonctions \\
Exemple 2.1.1 Soit E = [0,1] et fr(z) = 2" v 5, eEN () &

] n €84
suite de fonctions définies sur [0,1]. n,

Remarque 2.1.1 Pour tout z € E, la suite (f, (z))

n €8t yp, -
numérique qui peut étre convergente ou divergente, ¢

Définition 2.1.2 On appelle domaine de convergence de |, Suite

(fa),
l’ensemble D défini par

D={zeE / (fn(z)), converge}.

2.1.1 Convergence simple

Définition 2.1.8 Une suite de fonction (f,,),, est dite simplement conye.

gente sur E si pour tout x € E, la suite numérique (fn (x)),, est conger.
gente.

Définition 2.1.4 Lg fonction f : E - R définie par
VoEE:f(a)= lm fu (o),
est dite limite de la suite (fn)n quand n — +oc et 'on écrit

= lim ot cs _
fE frn ou ‘f"n:?oof sur E

Exemple 2.1.2 Etydier i4 convergence simple des suites de fonctio™

sutvantes :
1. Pourn €N, on définit f, sur [0, +oo[ par

nx
I) = .
In (@) 14 nzx

Alors, on ¢

lim fn(m)z{l st x>0,

n .
oo 0 sixz=0.

.y _ 1, fon€
Ainsi, la suite de fonctiong (fn),, converge simplement vers la
tion f définie sy [0, +00[ par
Mmz{; "o
si x =0, P

Section 2.1, Suites e fonctiony T
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions 85

5. Pourn € N, on définit f, sur [0,1] par

fn (33) = ",

Alors, pour tout x € [0,1],

fo(x) — f(w):{(lj si zel0,1],

=400 st z=1

Remarque 2.1.2 La convergence simple est équivaleute & la conver-

gence en tout point. En effet,

fnn:»%oof sur E <= Va€E, lim fu(z)=f(a).
< Vz€E, Ve>0, 3INeN VneN:
(n>N = |fn(z) = f(z)| <€)

On remarque que lentier N dépend de z € E et € > 0.

2.1.2 Convergence uniforme

On dispose maintenant d’une seconde convergence appelée convergence

uniforme qui est une notion essentielle pour les suites et séries de fonc-

tions.

Définition 2.1.5 Une suite de fonctions (fn), converge uniformément

vers f sur E g

Ve>0,3NeN, VneN:(n>N==>Ifn(-’c)‘f(x)|<€»Vxex)'

Ce qui est encore équivalent &

lim sup |fa () = f @I =0
n——+00zeE

ey —
Sction 2,1, Suites de fonctions
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On note f, - f sur

Exemple 2.1.3 Etudier la conyer

gence uniforme deg Suites
tions suivantes -

dP fu‘m'.

1. Pour tout n € N*

» On définit f, sur F — 0, +0o0| par
x 1 2nz
T) = =
In (@) 1+n2z2 = 5 (1+n21‘2)
On sait gue
(1~7l93)220 VTeR, v
Alors,
14+ n2.2 2 2na
= T =— T < 1.
: 1 +n2p2 =
D’oy,
\fn(z) - flo) =1 2ng 1
= s <
avec f(l') = 0 Pour qu ‘ £ - ¥
. e . . N e v?
Su_ﬂft que lfn (:l') - f (J.)I soit plua p(’“t qu
ns 1
¢
DUH(', il suﬂﬂ df.‘ p'-[,"drf‘ \, . ] :':' f'
. T o- | 1. Par conséquent In 0,4%.
20 [uur 'Uut ne N. 2t -

on definig ;.

Sur

E=[a.+x[ ot a > 0 par

-
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o 2. Suites et séries de fonctions 87

Chapit '
Lo suite de fonctions (fn)n converge uniformément vers f = 1 sur

+oo|. En effet, pour tout x € [a, 400 |

2 (&) = @) = 15—

o

=0 ().
Or, puisque
& (z) = ——— <0, Vae
(1+ nz)? ; [@, +o0].

Donc, le suprémum est atteint pour ¢ = q. Ainsi,

sup |fa (@)~ f (@)= sup 6, (z)=6,(a) = —

z€[a, 00| z€[a,+oo] 1+na

Puisque a > 0, alors

1
lim 5 = lim — !
n—-+400 ( ) nllw-ool + na 0. f

C’est a dire que

lim —sup |fn(z) - f(2)| =0.

n—'+°°:ce[a,+oo[

Ainsi f, —
[a,+oc>[

Remarque 2.1.3 Il en résulte des propriétés de la valeur absolue et

celle de la bornebsupérieure que st (frn), et (gn), convergent uniforme-

ment sur E respectivement vers f etgetsi)etusontdes scalaires,
alors lg syite (Afn

+ 1gn),, converge uniformément sur E vers ) f+ ug. '

La. pr
0po \
1 Position suivante donne le lien entre la convergence uniforme et
a
Convergence simple.

Pr
ODOSItIOn 2.1. 1 La co

imple : g
simp) (fn) converge uniformément vers f sur E, alors elle converge
p ement vers f

nvergence uniforme implique la convergence

llve En eﬁ-‘et’ on a

vaE,Vne |

Na n\T)— T su n —_— T,
o | fn (2) f()lSmeglf(x) f ()|
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions \
Et si on a la convergence uniforme i.e., N

lim sup |fn(z)—f ()] =0.

n—+0z—FE

Alors,
lim fn(z)=f(z), Vze€E.
n—-400

Ce qui signifie la convergence simple de (fn), vers f. m

Remarque 2.1.4 La réciproque de la proposition est fausse ;, "
' Une
suite de fonctions peut converger simplement sans converger uniformg

ment comme le montre [’exemple suivant :
Exemple 2.1.4 Pour tout n € N, on définit f, sur R par

fa (@) = 1+(sc—n)2

La suite de la fonction (fy),, converge simplement vers f = 0. La conver-

gence vers f est-elle uniforme ?
On a,

n

YEER (o) =1hn(@) = £ @) =

Or,
5. (z) = —2n(z —n)
) {1+(m—n)2]2,

donc le graphe de 6, passe par un mazimum en x = n. Ainss,

Sup [fn (@) = £ (2)| = 6n () = n — +o0.

. : f
Ce qui montre bien que ( fn)n me converge pas uniformément vers fe
R.

2.1.3 Théoréme de Dinj pour les suites de fonction®

Le résultat sui i
sulvant est appel¢ théoréme de Dini!. Il donne ur® |

‘ s

de suite de fonctions pour laquelle la convergence simple entr

convergence uniforme, A savoir on a
)

"Ulisse Dini (né le 1 )
ville le 28 4 novembre 1845 4 Pige, en Toscane, et mort 48%° = o &
octobre 1918) est un math

de
émati jtalien
XIX et du début dy XX siecle. clen ot homme polltique

s o
MM /

Section 2.1. Suites de fonctions Y,
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions %
Théoréme 2.1.1 On suppose que :

1. A€C(LR) VneN, oal un compact de R
2. (fn)n converge simplement vers une fonction continue S surl

3. (fa), une suite monotone.

Alors, (fn), converge uniformément vers f surl.
Preuve On suppose que ( fn), est croissante i.e..

fﬂ+12fn VHEN

On pose pour n € N
On:=f—fu>0

puique f, Wavw f. Alors (d,),, est une suite décroissante de fonctions
continues qui converge simplement vers 0. On note

ap = supd, (z).
rel

Afin de montrer la convergence uniforme de ( fn), vers f, il suffit de
montrer que (ay,),, converge vers 0. Il est clair que (ay,),, est décroissante
et positive. Elle est donc convergente vers un réel a > 0. On montre
maintenant que a = 0. Pour cela, on va raisonner par l'absurde i.e., on

suppose que a > 0. On considére, pour n € N, les parties
Q
K = {zGI. 6o (2) 2 5}.

Chaque partie K, est non vide, bornée car contenue dans I compact, et

€0 tant qu'image réciproque fermé [%, +0C [ par la fonction continue 4,
Kn est fermée dans I donc dans R. Comme 8,41 < dn,0n a Ky C K.

I &'ensuit, par le théoréme des compacts emboltés, que

ngNKn g '

e

U existe donc ¢ appartenant & K, V n, et par conséquent 8ulc) 2
Pour tout n, ce qui contredit la convergence simple vers 0. ®

\ V
s.ﬂlon 2.1. Suites da fonctions
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9, 1
Exemple 2.1.5 Soient I = [-1,1] et fo(z) = {/7* + ~ Pourn g

On va satisfaire les hypothéses du théoréme de Dini.

Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

1. Il est clair que f, est continue sur I,V n € N.

2. (fn), est décroissante puisque pour tout x € [—1,1], on a

1 1
fn+1(m)=\/m2+(n+1)2 S $2+m=fn($)-

3. fa — f surl/ f(z)=|z|. Donc f est continue sur [-1,1].
n—+-00

Par application du théoréme de Dini, on conclut que f, <3 f sur [-1,1].

Remarque 2.1.5 Le théoréme de Dini peut tomber en défaut si on ne

suppose pas I un intervalle compact de R, comme le montre lexemple
suivant :

Exemple 2.1.6 Pourn € N, on définit fn sur I =10,1[ par

fo () = 1:”;-

Cette suite est croissante sur . En effet, pour tout z € T , ON a

_ -1 -1
Fat1(z) = 1T (m+ Dz 2 {5 =fn(2).

De plus, ( fa)n

converge simplement yers f =0 surl. Mais, (fn), M€
converge pas uniformément vers F=0sury , car

1 -1
fn -) = e li ( (l) _ 1 -1
(n 2 et ﬂ‘—ir'i!'lm fn " f (‘7_]‘)) = —2-
2.1
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Suites et séries de fonctions 91

sition 2.1.2 Une suite de fonction (fy), converge uniformément

prop©

Vn,mENl(n, m2N=¢'lfn($)—-fm(m)|<€, VCL'GE)

lement st pour tout € > 0, il existe N € N,
suf

ave On montre 'implication (=) . On suppose que (f,,)n converge
Pre _

sformement SUT E i.e., pour tout ¢ > 0,
un

€
3NeN,VnEN:(nZN:Ifn(W)—f(w)ki, v:ceE).

D'ici, on &

£
lfm(z)"‘f(x)|<§ Y m > N.
Ainsi, pour m, n € N tels que m > N, on a pour tout z € E

fo(@) = fm (@) < |fn(x) = F (@) +|f (2) — fm (2)],
< %+§:5.

[nversement, on suppose que pour tout € > 0, il existe N € N,
Vn,meN:(n, m>2N = |fn(z) — fm(z)| <&, VZEE). (2.1)

On fixe z € E, alors la suite (f, (x)), est de Cauchy dans R qui est

complet donc elle converge.i.e.,

3 f:E—R / f(z)= lim f.(z) VzeckE.

n—-+4o0o

Par passage 4 la limite dans (2.1) quand m — +o00, on obtient
VeeE,Vn>N:|f.(z)-f(z)] <e.

ie. : ,
& (fa),, converge uniformément vers f sur E. =

2, o
L5 Convergence uniforme et continuité

Lan :

otion de convergence uniforme est trés importante pour la stabilité
ey ;

Propriétés de continuité, intégration de Riemann et dérivation re-

tiveg )
‘ 4 la fonction limite. On commence par la continuité des limites

Le
héoreme Suiva

Conti, nt montre que la convergence uniforme conserve la

mite.
SBM:_ _
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\\2

Théoréme 2.1.2 Si les conditions suivantes sont satisfaites :

1.VneN, foeC(I,R), ou I est un intervalle de R,
2. (fn), converge uniformément f sur I.
Alors, f € C(I,R).

Preuve On veut montrer que f est continue sur I, ce qui revient 3

montrer que pour tout Tp € I, f est continue en o ie.,

Ye>0, 376 >0, Va:eI:(|:c-—a:0|<5———‘-r|f(a:)—f(xo)]<e).
(2.2)

Soit £ > 0, de ’hypothése 2.), on a

BNEN,Va:EI,VnEN:(n>N=>|fn(m)—f(a:)|<%). (2.3)

En particulier pour z = zg, on a

| fn (z0) = £ (20)] < g Vn>N. (2.4)

De I’hypothése 1.), on a pour tout n € N, (n fixé)

36>0,Vzel: (Ix—mo|<5==>|fn(:c)—fn(a:0)|<§) (2.5)

OnfixeneN,n> N,ona

£ (@) = £ (z0)] (26)

lf (:B) - fn (z) + fn (:L‘) - fn (:1:0) + fn (370) - f (-'EO)l )
< |fa(@) = f @)+ |fn (@) = fn (@0)| + | fn (m0) — £ (z0)]-

De (2.3) — (2.5) , 'inégalité (2.6) devient

f @) - flao)l S5 +5+5 =6,

siz€l [/ |z—xo| <4. Dol (2.2) est réalisée et par conséquent f est

continue en zg quelconque i.e., f est continue sur /. m
Par contraposition, le théoréme précédent permet de montrer la not

convergence uniforme. Ainsi, on a
/
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Corollaire 2.1.1 5i les fu sont continues sur I, s fo = f et
if n'est pas continue, alors la convergence de ( fa)n verg'f’;?;’st pas

Remarque 2.1.6 La convergence simple d’une suite de fonctions conti-
nues ne conserve pas la continuité de la limite ; on a vu plusieurs ezemples

(e ecemple 2.1.2) de suites de fonctions (fn)n continues dont la limite
simple f n'est pas continue.

Remarque 2.1.7 La conclusion du théoreéme 2.1.2 peut 8’écrire comme
une interversion de limites :

Vzp € 1, m_1.131;)1 (Llfiz (:c)) = nETm (mllrrmxo fn (m)) :

Remarque 2.1.8 Le théoréme 2.1.2 donne une condition nécessaire

mais pas suffisante pour la convergence uniforme, comme le montre
l'ezemple suivant :

Exemple 2.1.7 On considére la suite de fonctions ( fn), définie par :

fn(2) = 11{22

I est clair que (fy),, converge simplement vers f sur [0,1] avec

ou z€(0,1].

f(x)=0 Vzel01].

De plus, f est continue sur [0,1], mais (fn),, ne converge pas uniformé-

ment vers f sur [0,1]. En effet, on a

W 01_ oy

1+n2? | 1+na?

On (z) = |fn () - f ()| =

En dérivant 6, on obtient

V(1= na?)

(1 + nz?)?

b (z) =

La : __.1
fonctzon 6n admet un maximum en I, = \/ﬁ’ donc

1 1
su (5n Ir) = dn (__-) = o W ’
mG[OI,)l] (=) vn/ 2note

Q2 co .
"Wergence n’est pas uniforme.
A\\
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R Chapitre 2. Suites et seres 7= — g\

2.1.6 Convergence uniforme et intégration gy, u .
ment 8

Le théoréme suivant permet d’intervertir la limite avec le signe illtégr 1
e,

Théoréme 2.1.3 On suppose que .
1. f,€C([a,b],R) Vn € N, (continuité des fp).
2. (fn),, converge uniformément vers f sur [a,b].

Alors pour tout z € |a,b], on a

j f (@ dtanToo j fn (2) dt.

Ce qui est encore équivalent a

/ (Eﬁl’;’é (t)) dt= lim_ f fn (2) .

a

Preuve On remarque que

I
VneN, ff” (t) dt existe,
a

car fn € C([a,b],R). On veut montrer que

n

Ve>0,3NeN, Vn>N— /(fn(t)-f(t))dt <

Soit £ > 0, et com cu
, me fn — f sur [a,8], il va exister N € N tel que

Vi€ o], V>N = |(fa(t) - £ (1) < /b—a

Donc pour tout n>N,

T

af Un®) = F @) at| < f |(fn (8) — £ (1)) dt

a

b
£
S b_Q]dt'—"-E.

Section

2.1. Suites defbnctions— ‘
A
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions |

Chaplt?® = -

Ainsi, on 8 montré que pour tout ¢ 0,

T

HNEN’ VTLEN, n>N=— /(fn(t)_f(

a

t))dt| <e Yz €la,b).

D’ou,

nErfw]fn (t) dt=jf(t)dt.

Remarque 2.1.9 Le théoréme 2.1.8 tombe e, défaut si on n’a pas la
convergence uniforme. Par exemple,

Exemple 2.1.8 Soit f, (z) = 2n2ze """ gyec 2 € J = [0,1]. Alors,

on a

lim fn(z)=0=f(z).

n—-00
. C.S
i.e, fn = f sur I. D’autre part,

1

1 1
[fn@de = [ontae s = - [a(ertet) -t
0 0

0
D’ox,
1
- ) (z)dz = 1.
im / fn () d
0
Par suite,
1 1
/fn(m)dm¢/f(w)dz=0-
0 0

1:{‘mlal'clue 2.1.10 Le théoréme 2.1.8 reste toujours valable si on rem-
Place | hypothése de continuité des fn par I’hypothése suivante :

Vn, f, intégrable sur [a, b) .
e o S
®Ction 2.1. Suites de fonctions

~
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ratique, il permet d’interver; :
T
4

Le résultat guivant est trés utile en P

dérivée et la limite uniforme.

On a alors,

Théoréme 2.1.4 On suppose que -

1.¥neN, fn€C! ([a, 0], R)

2. (fn)y cOMVETIE simplement VETS f sur [a,b]

erge uniformément VeTs g sur [a, b .

3. (fh), conv
Alors, f est dérivable et on @,

i. (fn), converge uniformément Vers f sur [a, b] .

2i. Vz € [a,b], on @ g(z)=1 (z) i.e.,
nlir-fx}oo ( il (CE)) = % (nl{mcofn (:U))

On applique le théoréme 2.1.3 & la suite (f%),, , on obtient

/g dt = lim ff” dt Vz €]la,bl.

n—+00

Preuve

Or,
f fot)dt = fu (2) — fu (a).

D’ou,

T

Jim (f (@) = fa (a)) = / g (t) dt

a

De plus f, =3 f sur [a, b], donc

T

f ()= f(a) = fg(t) gt Voelad. (27

i -

Section 2.1. Suites de fonctions

«
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Chapitr®

gest continue sur [a, b] comme limite uniforme de la suite de fonctions
Or

T
ntinues (f4)n» alors la fonction z — / g (t) dt est dérivable et de
co.
a

plus, T /!
( / 9(t) dt) =g(z). (2.8)

a

De (2.7) et (2.8), on déduit que
g(x)=f'(z) Vze [a,b].
|

Remarque 2.1.11 Le théoréme 2.1.83 donne une condition suffisante,
mais non nécessaire, pour la convergence uniforme d’une suites de fonc-

tions dérivables. Comme le montre ’exemple suivant :

Exemple 2.1.9 On considére la suite de fonctions (fy), définie par :

fn($)=w—w, x €[0,1].

Alors, par passage a la limite, on obtient

lim f(z) =2 =1 (a).

n—--

Dou f, n_—fj—_:m f sur [0,1].

On montre maintenant que fr c—:"_> f sur [0,1]. On a pour tout
—+00
z€[0,1) "

1
n (2) = |fo (2) — f ()| = ln(lT-:-m:) < n(ln-l-n)'
Alors,
z€(0,1) n

Par Conséquent,

sup 6, (z) — 0,

\ (EE[O,I] n—+00
[
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f"pf 2. Suites et sér
Chapitré < : |
nee est untforme: |

et la converge :
ar
La suite (fflp)n définie ¥ nT 1
T € [07 ] ?

P /-—-
fo@ = T nz’
; — elle converge g;
z'formément vers f' =1, car J *Mpleme
un
ne converge pas

vers la fonction g telle que
0 si z=0,
9(@) = 1 si z€]0,1].

qui n’est

CVest & dire que f est la primitive de g.
En conséquence de ce qui précéde, on a

Théoréme 2.1.5 On suppose que :
1.VneN, f,eC ([ab,R).
2. 3 zg € [a,b] tel que la suite numérique (frn (20)),, converge.

3. (fa)n converge uniformément vers g sur [a, b] .

Alors,

1. (fn), converge uniformément yers f sur [a, b)

2i. Vz € [a,], 9(z) =g (z).

Preuve Soit | =

lim ;
n—++oof" (330)- On sait que pour tout ¢ € [a, b],
fn(z) = [ o
(=) / Fn @) dt + £, (z). (29
T

Pa p i
. )

lim

In(z)<
N—+00’' ™ = lim y
. "‘*+oo‘/f'r’z(t)dt+l=
. g(t)dt+1.
. Section S o
K uit — o
L ‘3\.‘“ ©s de fOI‘Ict|°ns \\\w/, -
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i: Chapitre 2. [ 5 — R telle que
. b a?,
o[ "
’ f (@) =/9(t)dt+l- (2.10)
zo
verge simplement vers f sur [a,b]. Alors, on affirme que
plod (fo)e cOnuniformément vers f sur [a, b] . En effet, de (2.9) et (2.10),
e
on
(fn)nc
i vient o
- f@=|[ (RO —g@) s inta) =1
|/ 0
Ains’,
—1.
' (#) — g ()] | |z = 2ol + |fn )
< [ sup |fn(8) —9( )
|f,,(w)—f(1‘)| s (te[a,b]| n
Par conséquent,

L (1) — b— a| + | fn (z0) — 1l -
aip |fa () — f (@) = (tzm | fn () g(t)l) |

2€[a,b]
1.e.,
Or, (f1), converge uniformément vers g Sul [a,b] i
) n/'n
0,
sup |fn (t) ~ g, e

te(a,b]

a. bl , alors
& comme (f,),, converge simplement Vers f sur [a; 8],

| fn (@) = ! njoo G

D’oﬁ,
— 0.
sup |fa (@) = F @] oo
z€|a,b]

Ce qu:
¢ qu'] fallait démontrer.
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Les séries de fonctions trouvent leur utilité dans la résolutigy des ¢

Chapitre 2. Suites et sé
2.2 Séries de fonctions

Qua.

. " elle&
Trés souvent, ces équations n’ont pas de solution évidente eXprimablea

P’aide de fonctions usuelles. L’idée est donc de rechercher deg Soluti,

tions différentielles ordinaires, ou des équations aux dériveeg Part;

sous forme de séries.

Définition 2.2.1 Soit (f,), une suite de fonctions définies de g cR

dans R. La série Z fn, est appelée série de fonctions.
n>0

La suite des sommes partielles (Sp),, de la série Z fn est définie par
n>0

Sn(:v)=ifk(a:)=f0(m)+....+fn(x) VzeE.
k=0

2.2.1 Domaine de convergence

Définition 2.2.2 L’ensemble D défini par

D=qzecE / an(m) converge
n>0

est appelé domaine de convergence de la série Z I
n>0

Exemple 2.2.1 On va calcyler le domaine de convergence pour cha”

série des séries suivantes -

. P n
1. Soit la série de fonctions Z il ouz € R. Alors, par la régle o

s n!
d’Alembert e

;L"'H'l nl

—

(n+1)] zn

n

Par conséquent, Z &
|

n->—0 no

= lim
n—+o00

= lim 2| =0<1 vz €R
n—+oom + 1

converge pour tout x € R. Dol

= wn
b Te R / Z -TF conver‘ge = R

n>p '

Section ZW/
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. ) y wn \Y
g, On considére la série de fonctions n %t TER. Par application

n>1
de la régle de d "Alembert, il vient
1 n
= 1i c—1l= | n
= lim n+1 n ngrfoomln“ = |a|.

Alors, si|z| <1, la série E 5, Comverge et s

lz| > 1, elle diverge.
n>1
Enfin, pour le cas |z| =(1 1%5761-, T = %1, on obtient deug séries
numeériques Z p et Z - qui sont respectivement divergente
n>1 n>1

et convergente. Ainsi le domaine de convergence est

D=¢zeR / Z% converge » = [—1,1].

n>1

3. Soit la série de fonctions an" otz € R. Alors, on a
n>0

nz" »0 si x#0.

Donc, la série an" diverge si T # 0 et elle converge si ¢ = 0.
n20
Par conséquent,

D={zeR / an" converge » = {0}.
n2>1

De fagon analogue, on définit pour les séries de fonctions les notions de
Convergence etudiées précédemment.

422 Convergence simple et uniforme

“Mltion 2.2.3 La série de fonctions D fn converge simplement
(re

’ ' n20 _
sz'mp. umformément) sur E si la suite des somme partielle (Sy),, converge
ple
"ent (resp. uniformément) sur E.
& Propai s |
Torp, “Position Suivante donne une caractérisation de la convergence uni-
€,

S
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions D
2

Proposition 2.2.1 La série Y _ fn converge uniformément gy, p, N
n>0 €t
seulement st

Z £ converge simplement sur E et,
n>0 |
la suite des restes (Ry), converge uniformément vers 0 gy E

Preuve On suppose que E fn converge uniformément sur g, Alog
n>0 )
(Sy),, converge uniformément sur £, donc simplement.

D’ou E f,, converge simplement sur E.
n>0
Montrons maintenant que la suite des restes (Ry),, converge uniformg

ment vers 0 sur E. On note S la limite uniforme de (S,),,, on a dox
S, — S surE, (2.11)
n—-+4oo

puisque E fn converge uniformément sur E. Et comme
n>0

+00
VnEN, an Z fk:S_S'n,,
k=n+1

on déduit que

Rn = 0 surE.

n—s-+oo
Réciproquement, on suppose que Z In converge simplement sur E ¢
n>0
(Rn)

n COnverge uniformément vers 0 sur E. On note S la limite siple
de de (Sy),,, on a donc

+o00
§=2_ In.
n=0
Comme

72n==f;—-8% iﬁ+ 0

n—pe O SUr E,

on déduit (2.11), et donc Z fn converge uniformément. m

n>0
Section 2.2. Séries de fonctions

/
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iﬁp EEEEEL,,ar""'—'—ﬂ—’—P
e 2.2:2 La série de fonctions Z (—)-—— est uniformément

Exeﬂlp 24 n
Jergente sur R. En effet, cette série CO"UCTQE simplement sur R, car
mtune gerie de Leibniz. De plus, on a
(%}
5 s (1" (-1
2 T DL A S L L
kn+1x+k 2% +(n+1) a:2+(n+2) T

(_1 n—1
1, le reste de Z —7)—— série de Leibniz vérifie

rlo pmposz'tz'on 1.3. P

Pa

1
Re @ € 33007

VneN, Vzek

Alors,
1 1
R <
[Ra (2)] < 224+ (n+1) ~n+1

Ainsi, .
sup |Rn ()| £ —> vV n e N*.
a:E]RI @) = —7
Dot
lim sup|Rn (z)] =0<+<= ERn 24 0 surR
n—toozeR n—-+oo
D'apres la proposition 2.2.1, la série de fonctions Z ~—~—— converge
T4+ n

' n>1
uniformément sur R.

Comme pour les séries numériques, on dispose d’une condition nécessaire

de la convergence uniforme. En fait, la contraposée de cette condition

%t trés utile pour justifier la divergence d’une série de fonctions. Elle

est
donnée par la proposition suivante :

Promacsss . ;
OPosition 2.2.2 $i la série de fonctions Z fn converge uniformé-
n>0

Meng
U E, alors (fy), converge uniformément vers 0 sur E.

Py

€uve . .
En effet, puisque Z fn converge uniformément Sur E ie.,

S A n>0

n S
~+o ° SUr E, on a donc

fo=8,-8,, % S§-5=0 sur E.

sﬂc'\ n—+00

tIOn %n
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104
|

En conséquence, on a la corallaire.

i o Eie lim sup|f, (,
Corollaire 2.2.1 8i f, w0 sur ""“’%eElfn( )| & 0
alors la série de fonctions Z fn

ne converge pas unz’formément sur
n2>0

Exemple 2.2.3 On considere la série de fonction de terme 9énérg] 3
défini par

fn(z) =z otz €|-1,1[=E,

Alors, on a, pour tout n € N

sup | fn (z)| = sup |z"| = 1.
z€E Tz€EE
D’ou,

lim sup|f, (z)| # 0,
n——»+ooer

Par conségquent Z z" ne converge pas uniformément syr E.
n2>0

suite des sommes partielles (Sn)

n CONverge uniformément vers S, et donc
elle converge simplement.

2.2.3 Convergence absolue

Comme pour les séries numer

iques, on définit la notion
absolue poyr les séries de fon

de convergence
ctions.

Définition 2.24 [, 8éries

an est dite absolymen; convergente St
n20

Z | fn| est convergente,
n20
Exemple 2,24 On considere 1, Série de fonctions

Sl i 12)
Siven TE(0 4o, 2

Section 2.2. Séries de fonctiong

I
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;20 fizé quelconque, alors on peut écrire

1-2"1
1+znn2

Soit
1

y

1—-2z"
14+ zn

pquue on @ I

<1 Vz>0.

, : 1
£t comme la série de Riemann Z 2 st convergente, alors par com-
n>0
1-z" 1

1+ 2" n2

est convergente. Ce qui montre que la

pami80n1 la série Z
n>1

série (2.12) est absolument convergente sur R,

2.2.4 Convergence normale

On introduit une notion supplémentaire de convergence. Elle est trés
utile en pratique pour établir la convergence uniforme d’une série de

fonctions, car elle ramene I'étude de celle-ci a celle de la convergence

d'une série & termes positifs.

Définition 2.2.5 Toute série de fonctions Z fn vérifiant :
n20

1. il eriste une suite numérique (an), avec an > 0 telle que

VvneN,Vz € E, |fn(z)| < anp,

2. lo série numérique Z Qn COMUETYE,

et appelée serie normalement convergente sur E.

Ex
®mple 2.2.5 La série de fonctions définie par

cosnc
Z zeR, a>1,

Q
n21

€8t no
Malement convergente, puisque on a

Cos nx l 1

M ‘ﬁ_na <-n—a V(DGRs
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\106
et Z -nl—a est convergente (série de Riemann avec & > 1), i o, est

n>1
COS NI

méme pour la série de fonctions Z
n>1
De ce qui précéde, on déduit que les séries de fonctions Z @ sin
n>0 T et
Z an cosnx convergent normalement sur R s Z lan| est conve
n>1 n>0

avec o > 1.
na

T9ente

La proposition suivante donne une caractérisation de la convergen
male o

Proposition 2.2.3 La série de fonctions Z fn
n>0
sur E ssi la série numérique o termes positifs Z sup | fr, (z)]
n>0 el

converge normalemep,

COTZ’UeTge,

Preuve En effet, si E fn

n>0

converge normalement sur E , dong i] exist
e
une suite (ay),, telle que

an >0 / VnEN,VmEE,

|fn (z)| < an et Z an converge,
D’oy, =

0<
__igmmmsan VneN.
Or Z @n Converge, alors

Onapourtous:z:EE neN

p—

On poge -

an = gy
A o Sup [fn ()| > 0.

< a, VTLEN

» Yz e |
et Z an converge.
n>0
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gxemple 2.2.6 On étudie la convergence normale sur E des séries de

fomctions suivantes :

J. soit lo série an (z) = Zm” (nz)?, z e g = [0,1]. Calculons

n>1 n>1
suplfn( )l On a
z€E
swp fn (@)l = sup Ja" (may?| = 20— (o3,
z€[0,1] z€0,1] n?
Ainsi,

Z SuD [ fn (2)] = n2 :

Or la série Z

n>1

Za:" (Inz)? est normalment convergente.
n>1

est convergente, donc la série de fonctions

2, la série de fonctions Zz" (Inz), z €[0,1] n'est pas normalement
n>1

1

convergente sur [0,1], car sup |z"lnz| = — est le terme géné-
z€[0,1] ne

rale d’une série divergente.

225 Lien entre les différentes notions de convergence

Ou ®saye de faire une comparaison entre les différentes notions de
€o

WVergence pour les séries de fonctions : convergence simple, conver-
e
gence absolue convergence uniforme et convergence normale. Quelles

80
0t Jeg mplications qui existent ? ou encore quelle notion est plus forte

e autre ?

& pro
Position suivante montre que la convergence normale entraine la
Ver
8ence absolye

®ctig
n2.2, Séries de fonctions
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Proposition 2.2.4 Si Z fn converge normalement sur E, alors Zf

n

nz0 - n>(
converge absolument sur E. 2

Preuve En effet, pour tout = € E, on a

|fn (z)] £ sup|fn (@)l
z€E

Comme Z f,, converge normalement sur Ei.e., Z sup | fn (2)| convergy

n20 n>07%¢€
alors pour chaque z € E, Z |fn (z)| converge (par comparaison). Dop,
n>0
Z fr, converge absolument sur E. ®

n>0
Aussi, on a le résultat suivant qui donne le lien entre la convergence

absolue et la convergence simple.

Proposition 2.2.5 Si Z fn converge absolument sur E, alors Z fn

n>0 n2>0
converge simplement sur E.

Preuve Si Z f,, converge absolument sur E, alors pour tout z € E,
n>0
Y _n>0 | fn ()| converge et donc pour tout z € E, Y, 5 fn (x) convergé

(cf. théoréme 1.4.1) i.e., Z fn converge simplement sur E. B
n20
L’intérét de la convergence normale réside dans la proposition suivante:

Proposition 2.2.6 9i Z fn converge normalement sur E, alors Zf"

) n20 n>0
converge uniformément sur E.

Preuve Si Z fn converge normalement sur E, donc ZSUP | fo (@)

n20 n>OI€E

converge. Par les propositions 2.2.4 et 2.9.5, Z f,. converge simplﬁ'ment
n20
sur E. De plus, pour tous z € E, n € N, le reste d’ordre n vérifie
+00 +00 +00
B 3)
Ra@l=| Y fi@)|< ¥ @i 3 suplfu@l @F

k=n+1 k=n-+1 kan+1er ~
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chapitre. =
e la série numérique Z:gg |fn ()| est convergente, son reste
n>0

dre ™ tend vers 0 i.e.,

do
+o0

2 swlfu@) — o

k=n+1 z€FE i

s AT passage & la limite dans (2.13), on déduit

R, (:II) — 0.

n—+00

D’aprés la proposition 2.2.1, la série Z fn converge uniformément sur
n>0

E. 1

Ft enfin, on donne le lien entre la convergence uniforme et la convergence

simple.

Proposition 2.2.7 Si Z fn converge uniformément sur E, alors Z fn
n20 n>0
converge simplement sur E.

Preuve On a déja vu que si Z fn converge uniformément, elle converge
n>0
simplement (cf. Proposition 2.2.1). =

En conclusion, on donne un schéma donnant les implications qui existent i
entre les différentes notions de convergence pour les séries de fonctions "

dont i] est important de le retenir. Alors, on a

ACN, C.A, C.Uet C.S sont les convergences normale,absolue, uniforme

et g : |
Mple respectivement. |

ang |
© qui suit, on donne en remarques, les implications de convergence ;;

Poyr |,
® séries de fonctions qui n’ont pas eu lieu.

Remgy
lq e 2.2.2 En général, la convergence uniforme nimplique pas

4 Conyep,
Jence absolue (voir ezemple suivant). o
shnu .
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n—1 \110
E le 2.2.7 La série de fonctions Z(;l—)—-— conver .
xemple 2.2. a Sért 2 Zan ge un; fOTmé\

ment sur R (cf. Ezemple 2.2.2), mais la série

3 (G > 1

-~ z? +n n21m2+n’

est divergente puisque
400 a p
/ m2dj—t=ali»rfoo xz_t'_t=ln (a® +9)[; W2, Foo.
1 1

n—1
Donc Z(_zl)_— n’est pas absolument convergente.
=z +n

Remarque 2.2.3 Il est possible que Z fn converge uniformément et
n>0

absolument sur E mais E |fn| me converge pas uniformément sur E,
n>0
comme le montre l’ezemple suivant :

Exemple 2.2.8 La série Z (CL 2 converge simplement sur R

2\
et (14 z2)
(car c’est une série Leibniz). De plus, le reste d’ordre n de cette série
vérifie

2
x
R ()] < tn1 (z) = T Vz €R.
Or, pour tout x € R
2 _ 2 T
(1+22)™ 0 +CL a?+ ...+ Ol (g2)"F! = (n+ D7
n!
. p _ v
ou Cf = n—p) Donec,
2
1 2_14)
IRn (z)] < u < R. (
Par passage a la limite dans (2.14), on trouve
Rn nfi*m 0 surR.
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d’une part que Z —1)" 1 g2
ce U tmontre ’ n>1 m converge uniformément.
e 0T cette série converge absolument. Ep effet
‘ot ’
D > T |- S
sl G+t | O
te des sommes partiell . x2
Soit (Sn)n la sut p eiles de la série Z mz)_"’ alors,
n2>1
pourtouta:ER on a

22(1+m2)n =1- (14_1m2)n'

Par passage a la limite, on obtient

Sn(x) — 1, VzekR.

—+00
72
Ce qui veut dire que Z 1_+$T)n converge simplement sur R, et donc

)" a?
E 1+ zz)n converge absolument sur R.
n>1
n 1 72 2
Mo lo série Z Z S — ne converge n
(1 +z2)" 2\7 ge pas uni

formément puzsque (cette série ne vgm'fe pas le critére de Cauchy, (cf.
Proposition 2.2.8)) : il existe e > 0, pour tout N € N, il existe n, m € N,

“il eviste 7 € R, vérifiant

> fi(@)

k=n+1
Re . :
; "Arque 2.2.4 Il egiste des séries de fonctions qui convergent uni-
orm,

fment et absolument mais elles ne convergent pas normalement

Yoy,
rl €Zemple qui suit )

m2

ZE ou f’n (x) = m

EXem n
ble 2.2.9 I, série Z fo = Z_(;l_)__ converge absolument

2,2
""]0, ] et n?_la: ne+n
) €ar on a
v (=)"
- A S ]0, 1] , :c2n2 n m2n2

e e
I
e e
RN
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1 tout € ]0,1], donc la série (\1)n
Or Z o converge pour g;l m
= ()" "

converge absolument. De plus, Z 24
n>1

done elle converge simplement et on a pour tout T € 10,1],
< 1

est une série de Leibnz‘z
et

Ainsi,
R — 0 surl0,1].

n—-—+00

D’ou la convergence de Z fn est uniforme sur |0, 1]. Par contre,
n>1

1 1
su x)| = sup (‘—) —

1 , ,
Ainsi Z sup |fn (z)| = Z — est divergente, ce qut montre Z frn West
pas normalement convergente.

Les théorémes suivants sont des applications directes des théorémes sur

les suites de fonctions appliqués aux séries de fonctions.

2.2.6 Continuité d’une série uniformément convergente
Théoréme 2.2.1 On suppose que :

1. VneN, f, € C(I,R) ou I est un intervalle de R.

2. la série Z fn converge uniformémment sur JI.

n=>0
+o0
Alors, la somme S = Z fn est continue syr J .
n=0

Preuve Soit S, (z) = f, @)+ fi(z) + ... + fa(z), € I. Comme

les f, sont continues sur I, alors les S, sont continues sur I, De Pl
c.u

Zf n o~ §i e, Sn = Ssurl. D’aprés le théoréme de contF
n>0 —+00 n—+4-00

nuité de la limite (voir théoréme 2.1.2), il en résulte que S est contin®®
sur /. m

Section 2.2. Séries de fonctions )
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itré . .
¢ pit ntégration d’une série uniformément convergente

2,2 On Suppose que :

tn€N, In est integrable sur [a,b].
“r tOU '
0 | Z fn converge uniformément sur 1.
série

n

1.7
3. [0 >0

+00
me S = an est intégrable et on a pour tout x € |a,b],

n=0

(o) a-5 (Juoe)

n=0 n=0 \j

Alors 10 0%

a

preuve Soit S (t) = fo@ + @)+ ..+ fa(t), t€l[ad] lesSn
) = . D’aprés le théoréme
qont integables, de plus, Sn oo S sur [a,b]. D’apr : Lo
e la limite uniforme (cf. théoréme 2.1.3), il vien

€T T

= i t) dt.
/S(t)dt—n_lﬂloo/b’n()
a a

yintégrabilité d

Clest & dire - o
: = li dt.
[ Jim sn (0= iz [ 52
a

a

Dod
(5 "’ o (1)) dt
/ (i_gfn(t)) dt = lm_ (fo(t) + 1)+t ] (1))

= f/fn (t)dt

|

nvergente

2 Dérivation d’une série uniformément co

Thﬁoreme 2.2.3 On suppose que :
b,

],

N "22, Séries de fonctions
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Cl.a .

. Soit G sa
) tément sur [a‘7 b] Som
: ! converge uniformé
2. la série E fn cO

n>0 _
) converge.
3. il existe xg € [a,b] / Z fn (20)

n>0

§ : 2 ¢ v 7"lﬁ
AlO'I f converge uniformement sSun [a, b] €l Sa somm ¢ ]
S, n eS

n>0

e

)

S'(z) = G (z) Vz € [a,b].

C’est a dire,

) oo d
kd (+Z fa (w)) =2 /(@)
dz n—0 n=0

Preuve Soit S, (z) = fo (z) + f1(z) + ... + fa (z) . Alors, pour tout
Sn est C* car f, € C! et pour tout z € [a, bl,

S (2) = f3 (@) + fi (&) + ... + £, (z).

De plus, on a par hypothese Z [y, converge uniformément vers @ gy
n>0 .
[a, 8] donc (")) converge uniformément vers S.

De I'hypothese 3), il existe Zo, tel que la série Z In (

n>0
la suite (S, (20)),, converge. Ainsi, toutes leg hypothéses du théoreme

de dérivation (cf. t

To) converge ie.

héoréme 2.1.4) sont satisfaites, donc

d (. . d
dr (”ETooSn (m)) - n-lgl#loo (ES" (515)) .

Ce qui est €ncore équivalent 3

d 400 +o00
B @)=Y f ()
n=0 n=0
n
Rem i
arque 2.2.5 0, fait "emarquer que Je théoreme de dérivation P
cédent egt e '

s
et la sérje de ses dérivées est !

. bl
@ somme de la série est dért

. Mme de la Série deg dérivées.
Sectlon 2. Sérieg dé foﬁci:

’ alor‘s l

-
-~

- ) S o ﬁw”’/
ions e e e e it
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142 Théoréme de Dini pour les séries de fonctions

39

pour Jes suites de fonctions, le théoréme de Dini donné ci-dessous
e

(o
que !

ontre s
’ aines condit10nS-:

a convergence simple entraine la convergence uniforme sous

soréme 2.2.4 On suppose que :
Th

tOUtneN’ fn EC([G,b],R),
[a,b], Vn €N, ona fn(z) >0 ou f, (z) <0,

1. pour
2' pour tout T E

3 Z fn converge simplement sur [a, b],

n20
+00
4, lo somme S = Z fn est continue sur [a,b).
n=0
Alors, la convergence de la série Z fn sur [a,b] est uniforme.

n>0

Preave Soit Sy (z) = fo (z)+ f1 (z)+ ..+ fn(z), T € [a, b] . Cette suite

vrifie les hypotéses du théoréme de Dini pour les suites de fonctions i.e.,

LS, =% S sur [a,b], (convergence simple de Z fn)-
n—+00 <o

28, et S sont continues (continuité des fr).
3 (54),, est monotone (elle est croissante si fn (z) > 0 et décroissante
i f2(z) < 0). Alors la convergence de Sy, vers S est uniforme sur la,b].

Ce qui veyt dire que Z frn converge uniformément sur [a,b]. ®
n>0

2 . .
410 Critéres de la convergence uniforme

U donpe ;. :  chries
e ici deux critéres de convergence uniforme pour les séries de

fOllctiOn;;_

2.2.1
Critére de Cauchy

Cong;

) dére la, série de fonctions Z fo o fo:E— R, ECR
", € crite n20 NPT :

~ re de Cauchy est donné par la proposition suivante :

Mt

0n A ———
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Proposition 2.2.8 La série Z fn converge uniformément gy E,

n>0

€t
seulement si pour tout € > 0,

<E),

Preuve Soit (S,), la suite des sommes partielles de la série Z ;
n n,

> f(a)

ANE€eN, Vn, mEN,VwEE:(n, m> N =
k=n+1

n20
alors, pour tout z € £

Sp(z)=fo(x)+ fi(x)+ ...+ fn(x).

La série E fn converge uniformément sur F i.e.,
n2>0

cu
S’n n‘::w S sur E- (2.15)

D’od par le critére de Cauchy pour les suites de fonctions, (2.15) est
équivalent aVe >0, I N ¢ N,

Vn, meN, VzeE:(n, m2N=>|Sn(a:)—Sm(:z:)|<e).

Ce qui est encore équivalent 4 V ¢ > 0,3iNeN
)

Vn,mEN,VmeE: (n, m2>N=—

2.2.12 Critere d’Abe]

On considere )g série de | forme .

— /
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¥ Chap tré . T
¢ de fonctions

| it (an)neN converge uniformeément vers 0 sur E,
] .
2' e des sommes partielles de Z bn est bornée i.e.,

n
AM>0,VneN, VaeE: S, ()

k=0

< M.

Alors, 1o série Z an (2) br () converge uniformément sur E.
’ n>0

preuve La preuve de cette proposition est anologue 3 celle donnée pour

Jes séries numériques (cf. la preuve du théoreme 1.42). m

93 Exercices avec solutions

Exercice 2.3.1 Soient o € RY | et ( fn)n21 la suite de fonctions définies

sur Ry par :

fn(z) = n%ge "=,

1) Montrer que la suite ( fn), converge simplement vers 0 sur Ry et

uniformément sur [a, +o00[ pour tout a > 0.

2) Pour quelles valeurs de o, la convergence est-elle uniforme sur R, ?

Solution 2.3.1 Soit (frdp>1 / fn(x) = n®ze™™2,

1) I fout distinguer le cas particulier T = 0 pour lequel on a

fn(0)=0 — 0

n—-+o00

et le cas général lorsque = > 0. Dans ce dernier cas, on a

' = lim n%e ™™ =0.
n-—ll>n-}-oofn (IE) n—->-+00

En effet, bour toutn > 1, et z > 0, on a

, Inz
lim ) Xpe~NT\ — |3 M — =] = -00.
n— In (n%ze ) = . l1r£1_ nloe— T

Par conséquent,

lim n%ze ™ =0.
iﬁ-. - -
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

Ainsi (fr)

de fonctions (fy),, converge uniformément vers f

g
DB plug, lO. 0
)

=( sur [Cl, +00[

. converge simplement vers 0 sur R,

En effet, pour tout = € [a,+o00[ avec a > 0, on a

|[fa (2) = f (2)] = n%ze™ = én ().

Or, puisque

o (z) =n% ™ (1 —nz), Vzre @, +00].

Donc, le suprémum est atteint pour x = l
n

Soitzx t l écrot,
z tel quez > a > = et comme f,, est décroissante dans [l, +00
donc " |

In (2) < fr (a) = n¥ge—na
Et puisque f = 0 ot fn 20, il résulte que

sup
:EE[G,-{-oo[

n hm Sllp
—
+mm€ [‘1,+oo[

f

(@) = (@) =0,

Ce qui montre que foo S
[a’+®[

= —. D'ou.
sup "
I€[0,+00['fn (1‘) - f( )I =  su 5 ( ) 1 n"'x
‘ n\T) =§ -] = —
Enﬁn, on dédy;y ue si g < 116{0,+00[ n (n) €
y ON Q
8
te[ol_lf [Ifn (z) - f(‘T)l _ no-1
Atnsz L € ﬂ—::oo 0

-
Scanned by CamScanner



B 207 Y -
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2P
pxercice 2.3.2 Pour n > 1 ¢ T €10, 400

[, on considere lg sy;
jonctions (fn)n définies par . a suite de ,

fn (@) = n|in z|™,

.
1) Déterminer le domaine de Convergence |
fonctions.

2) Etudier la convergence uniforme de | Suite

(fn)n sur D et sur les i
intervalles fermés borneés de D

Solution 2.3.2 Soient n, 21, z€e)]

1) Il est clair que

A Fn(@) = lim nngr-] 0  sifng<,
e +00  si |Ing| > 1.

) cs 1 o .
Par conséquent, f, — f = 0 syr -l Ainsi le domaine de

convergence simple D de cette suite de fonctions est ;

ooJi

On étudie 1q convergence uniforme de (f,)
calculer

2) n SUr D. Pour cela, on vq

im sup|fy(z) - f(z)|= lm sup n|lnz™. i}

"toouep n_’+°°a:€] 2|

Or

sup n|lnz|” = sup [0,n] = n.
selie]
Done,

lim sup n|lnz|" = +oc.
n— oo

b
z€] Lre -
i . z
Msi la gyite (fn), ne converge pas uniformément sur D. Main- !
‘enant, on va se placer sur un intervalle fermé et borné [a,b] C D, t,
alorg g
+
n ¥
lim — f(z)|= lm sup n|lnz/". :
\ n“'*'oomzlilfb] If" (m) f ( )l """+°°¢€[a.b]
Seepp. T
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions \

Et comme,
sup n|lnz|” = max (n[lnal”,n|lnb"y,
z€[a,b]
Alors,
] n
lim sup |fn(z) = f(2)| = lim max(n|ng| ,Tl|lnb|n)§0

n_"+°°m€[a,,b]

(214
Car, [a,b] C D ce qui entratne que

[lna,lnb] C |-1,1].

D’oq,
lna| <1 et |Inbd| < 1.

Par conséquent,

n|na/® — 0 et n|nd® — 0.
n——+o00 n—-+o0o

Ce qui montre (2.16) . Ainsi la suite (fn),, converge uniformémen

sur [a,b] C D.

Exercice 2.8.3 Soit a un nombre réel strictement positif. On considér

la suite de fonctions définies sur Uintervalle [0,1] par
fu(z) =na" (1-2)%, Vn>1.

1) Montrer que la suite (fr),, converge simplement sur lintervalle 0.’

et trouver sa limite.

2) Montrer que la suite (fa)n converge uniformément vers sa limite
Vintervalle [0,1] ssia > 1.
oo
3) On suppose 0 < o < 1. Montrer que la suite (fn),, converge unif
mément sur le segment [0, a] pour tout q € [0, 1].
0
Solution 2.3.3 Soit fn(z) = nan 1-2)* n> 1, z €0, 1] et@ 7

3
1) Siz €(0,1] alors nzn —, 0. D'od f,(z) —s 0:= f@

g B
‘ n—+oc n—+00 uite
stx =1, fu(l) =0 n:w 0. On conclut alors queé la 8¢
fonctions converge simplement vers f=0
= U sur (0, 1]//
Section 2.3. Fuaveicn Lo
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A

On MOTITe aprés étude de la fonction ¢ — ng™ (1 — z)* que le

quprémum €st atteint en T = . Par conséquent,

n+a
121[5?11 et (=2 =n (1 * %)—n (a : n)a'
or, a\-n [/ a \°
" (1 * H) (a + n) oo (g)anl_a’

Donc,

A (0497 (555) ]

. a\a
= lim (z) nl=® =0 ssia> 1.

n—-4o00

On en déduit enfin,

lim sup [nz"(1—-2)%=0 ssia>1.
n'—'+°°a:€[0,1]

D’ot la convergence uniforme est établie ssi a > 1.

3) On suppose maintenant que 0 < a < 1. On a

)

lim
n—+oon + &
Alors par définition de la limite, on a
n
n+ o«

Ve>0,3N€N/VneN:n>N=>‘ —1|<e.

Ce qui implique pour e = 1 —a > 0 avec a € [0,1] fizé, qu’il existe
N €N tel que pour toutne N:n> N, on a

n
n+a

> a.

Or (fn), est croissante sur [0,a], done,

@1 = g et

fa (a) = na" (1-0)°.

Scahﬁé?by CamScanner
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions I

Par passage d la limite quand n — +00, 0N trouve

lim sup [nz"(1—2)%] =0,
n—+%05¢(0,q]

puisque a € [0,1[. D’ott fn ﬁ fpour0<a<l.

Exercice 2.3.4 Etudier la convergence simple et uniforme de ( fn)

nr 2'"’3; n:

a) fn(z)= — +£ surRy, b) fo(z)= ThnangZ S [0,1],
sin® (nz)
¢c) fol(z) = o si x#0, sur R puis sur [a,+oo[ (g > 0).

0 st £ =0.

Solution 2.3.4 On étudie la convergence simple et uniforme de (fn). :
n

a) Pour tout z € RY,

. nx
n—+o00 ) = lim = 1.

n—+oonx + 1 —

n_liﬂr_nkoofn () = lim fn (0) = 0.

n—s+o00

o
Ainsi, fr 2, £ qur R + avec

0 siz=g

b) Poyr tout z ¢ 10,1], o

n a
"*li‘rgoof" (z) < lim P 1
n—-.+°° 1 - . _
Et g; ¢ — 0 + n2ny2 "E»Hﬁoo;{; = 0.
lim

- j" (m) f— .
“"‘*%-._\_\__v“’ L n"i.’.m (] = ll
Bction 2.3, Exe;Cic;.H* . n --’n}.mf n (0) = (.

T R
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g ==

cs — \ N
Ainsi, fo— [ =0sur(0,1]. Si la suite de fonctions continues

(faln convergeait uniformément vers f sur [0,1], on aurait

1 1
n—li.nioo/f" () dx = ff(cn) dz = 0.
0 0

Ce qui n'est pas le cas puisque

1

1
lim / T)dr = i _2_7133_
n—-00 ) fn (z) dz nirﬂl-oo/ 1 + n2ng?2 de

0
1

1
—_— 1 — 2
. llrﬂl_ o In (l +n2"x )

0

1

Donc la suite de fonctions (fn), me converge pas uniformément
sur [0, 1].
c) Pour tout z € R* et tout n € N*, on a

sin? (nzx) 1
nlzl = nlz|

|fr ()] =

Par passage a la limite quand n — +00, on obtient

p o fn (2) =0
Et 1T = 0’
nin_'ll_oofn (z) =0

Ainsi, £, <2, f =0 sur R. La suite (fn), ne converge pas unifor-

Mément sur R. En effet, on a

2
sin” (n)
sup| £, (z) - f (2)] = sup o
z€R reR* ﬂlilfl
Maig comme
in2 in2
sup &0 (nx) _ sin®(nzx) vV zeR".

zeR* nlz|] T  nlz|

| section 2.3
g} 3. Exercices avec solutions
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— 1
w -
Donc en particulier pour x = o O aura
sin? (nx) = 2
sup ————— 2 —.
reRe  N|T| T

Par conséquent,

2
lim sup|fn(xz)— f(z)] = = > 0.
n—+00,cR ™

Ce qui justifie que (fn), ne converge pas uniformément sur R

On étudie maintenant la convergence uniforme de ( fn)p sur [a, +x|
(@ >0). La convergence simple de (fy), vers f =0 sur R entraine
la convergence simple vers f sur [a,+oo[ ot a > 0. Une simple

majoration va nous permettre de conclure
.2
sin® (nx) 1

| fn (x)| = < V z € R*.

n |zl n x|’

Ainsi pour x > aq > 0, ona

o (o)) = S (n2) _ 1

n|z| na
Donc,
. 2
Sup |fn(z)| = sup 2 (nz) < _1..
z€[a,+oo( T€(a,+o00| nl:rl ~ na

Par passage a la limite quand n — 400, on obtient
lim sup ) =0
n——.+°ol_e[a‘+°°[ Ifn ( )l s

Ce qui montre Iq convergence uniforme de

(fn). vers f =0 s
[a, +oc[ avec a > 0. ke f

Exercice 2.3.5 Montrer :
e que la suite N _ R défine
par :¥n > 2. (ndn 0t fu 2 [0,1] — R déf

[ (_1\n_3
AP i oxe fo.4)
n(z)={ (=1)n+1 3 2 _
" (e-2) weep

W (3,1)

. 0
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gosive 2511 ctiom 125
n2_3,5 Siz =0, fn,(0) =0

501uti0 N oo 0. De plus, pour tout
10 1) firé, on peut trouver N € N*\ {1} (util
I )

., entiere
partze

iser lo définition de lq
de z pour trouver un tel N) ey que

2

—= < z.
N

Amﬁir 2
VneN:in>N— 2 _ 2
n<N<m.

ais PO définition de la suite de fonctions ( fn)n
2
o <ZTS1= f(z)=0.
Par conséquent,
V2€l0,1, IN>1, VneN:n>N= f,(z) =0

[l nésulte que fr, — f =0 sur 10,1]. On conclut enfin que f, = f =0
sur [0,1].

Lo convergence de (f,), sur [0, 1] n’est pas uniforme. En effet, il est

clair que
1 2

C : £
¢ Suprémum ne tend pas vers 0, il n’y a pas donc convergence uniforme.

Sup |fn () = f (2)| = sup |fn(z)| =

z€(0,1] z€[0,1]

+o0

E .
Xercice 2.3.8 Montrer que Ia formule f (z) = Z CO:? = définit une

fonct; n=1
“on f de classe C! syr R. Donner Vezpression de sa dérivée f'.

Soly
tion 2.3.6 Pour montrer que la somme de la série donnée est de

Clagge (1
: ¢C%, on yq appliquer le théoréme de dérivation (cf. théoréme 2.2.3).
our cela, op, pose :
COS NI
fn (.’E) = 3
Il ey claiy n
que pour tout n, € N*, f, € C1(R). De plus, la série an

%nuem € unif, n21
"Mément sur R. En effet, pour tout z €R, et n € N*

lcosnz| _ 1

m% el = CIE
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Z 1t convergente pour & =3 >

ue la série de Riemanm

Puisq
n>1
alors la série Z frn est normalement convergente. Et par suite Z f,
n>1

n>1
zformément convergente. Vérifions maintenant que E fr converge
n>1

est un
n € N*

aussi uniformément SuT R. On a pour tout z € R, et

—_ Sln nr
fo@)=—pz

Ainst,
£ ()] = lsm m;| 1
La série de Riemann Z—— ¢étant convergente, donc la série Z i
n>1

n>1
converge normalement sur R et par cons

ment sur R. Par le théoréme de dérivation,

équent elle converge uniformé-
on déduit que f est dérivable

et on a
IR _gsinnz
fl@)y=Y —75— (2.17)
n=1

Et puisque la série Z fi converge uniformément sur R et la suite de

n>1
(cf

fonctions fh, est continue, alors d’aprés le théoréme de continuité
théoreme 2.2.1) f' est continue sur R. On conclut alors que f € c' (R)

et l’expression de sa dérivée est donnée par (2.17).

Exercice 2.3.7 FEtudier la convergence simple, normale et uniforme des
séries de fonctions Z fn sur la partie E de R donnée. Le cas échéant

on se placera sur des intervalles contenus dans E. Etudier aussi la cont

n;n;é zle la somme de la séﬂrr'ze de fonctions, lorsque celle-ci convergé:
a) fn(z) = = -
) (lnn)2 arctan surE=R, b) fn(zx)= (—1)"ln (1 * n)

sur E = [0,+00[, ¢) fn(a:)—sm( 2) —2/Vn  sur E =R,
)n 1 n

d) fn(.’r) = -(.-lt_iTx_

sur E = [a,4+00[ avec a > 0.

Soluti ‘
ion 2.3.7 On étudie la convergence simple, normale et Uf’iforme

des séries de fonctions S fn suivantes :
/

-
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1 z '
de fonctions fn 00 fn(z) = arctan — converge {

2) L serie @ f 7; i (@) (lnn)2 n g
simplement SUT R. En effet, pour z € R et n € N*\ {1},

1 x kd
|f (z)| = )arctan—, < —, 2.18
" (Inn)? nl =~ n(Inn)? (2.18)
puisque

T
larctan—l < ’—'
n n
kd .
Comme Z — —— est une série de Bertrand convergente pour

n>
—1letp =2 > 1, alors Zl fn (z)| converge par le critére
n>2

de comparaison. Il résulte que, pour tout x firé, la série numé-

rique Z fn (x) converge absolument. Et donc la série de fonctions

converge simplement sur R.
Maintenant, on va étudier la convergence normale de cette série sur R

Cela revient o étudier la nature de la série Z sup | fn (z)| . L’étude
nZZmER

des variations de la fonction T — fn (z) sur R montre que

sup | fr (x)] = (o)

Or la série de Bertrand Z m est divergente pour a =0 <1,

B=2€R, donc Z fn (:17) ne converge pas normalement sur R.
n>2
On fait remarquer qu’on peut mMajorer le second membre de l'in-

égalité (2.18) sur un intervalle borné de fagon a éliminer x. Soit

dlors [~q, a] o a > 0 un intervalle donné. La majoration (2.18)

e y 2 .
Peut aussi s’écrire

Voel-ad, U@l < g |

@ _ st convergente, la série '

Com,
me la série de Bertrand Z 0] ‘

Z n(lnn)
n>y n(z) converge normalement sur [—a,a]. Par conséquent, la
Secton 2 _ I
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12
a). On Concly n

série Z fn (z) converge uniformément sur [—a,
fin pa?:'zlz théoréme de continuité (cf. théoréme 2.2.1) qye 30 8o e
+ .

f 7 arctan L est continue sur chague segment [~a, a], e y
n=2 (ln n) e

donc continue sur tout R.

. — (_1\n E
b) Pourz > 0 fié, ) | fn(2), 0t fn(2) = (=1)"In (1 + n) ) €8t yp,
n>1
série numérique alternée.

En effet, pour tous z € [0, +00[ et n € N*, on a

x
1+£21=>1n(1+—) > 0.
n n
De plus cette série alternée est une série de Leibniz car

ln(l+£) — 0,

n/ n—+4o0o

et la suite (ln (1 E)) '
+ 7)) s est décroissante, en effet

Z T
1+ —_ <« = T T

Ce qui montre enfin que Z (=1)"In (1 + E) est une série Leib-
n>1 L
ni2, donc convergente. Aing; Z(

~1)"In (1 + E) converge i
n>1 n
plement gy [0, +00], =

n+1)’ VCCE[O,'*"m[’VnEN" (2.19)
On peyt Mmajorey l’z‘négalz’té

on
¢ Eliminer 5 Soi (2.19) suy un intervalle borné de fo

te o ratio?
peut qygg; 8'écrire . realle (o, a] ot a > 0. La majo

N 1+‘i—)<ln(l+"‘£’1)'
n+1) = n+
Sectlon 2.3, Exercicey aves -, .. , —
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chap '
Ainst
z€[0,a] " fi o 1 o
Dot le este R, converge unz'formément vers 0 sur [0,a], ce qui
montre queé la série de fonctions Z "In (1 + E) converge

n>1
uniformément sur [0,a]. D’ apres le théoréme de continuité (cf.

ihéoreme 2.2.1) la somme Z (1 + ) est continue sur
chaque segment [0, a], et est donc continue sur [0, 400 .

Muaintenant, on va étudier la convergence normale de cette série sur

[0,a]. Cela revient & étudier la nature de la série E sup |fa ().
n>1 z€(0,qa]

Il est clair que

sup |fn(z)| =In (1+%).

z€(0,a]

Or la série numérique Z In (1 o ) est divergente car son terme
n>1

général est équivalent o H qui est le terme général d’une série

divergente, donc Z fn () ne converge pas normalement sur [0, a] .
n2>1

;fm ol fn (z) = sin ( wz) e~/ ‘/’_‘, converge simplement sur R. En
n21

effet, si z = 0, fn(0) = 0 et donc la série est une série nulle

“nvergente. Si z # 0, on peut écrire

_ S -
n (@) \Bm (nz)' foo 32
Pui 4
que [sinu| est quivalent o lu| au voisinage de 0. De plus,

z| —zpm |l
na +o0 n3"'

Aine;
st poyy tout % 0, on q

kd
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13

by ' — est convergent
Comme la série de Riemann E 5 € gente, qlop., o,
n>1

s

é.
. nte par la critére de com, arg;
rie 3 |fn (2)] est convergente p Paraison g,,
n>1 .
. 4 > Sl série numér;
séries o termes positifs. Par suite, la sér merique an
n>1
est absolument convergente, et donc la série de fonctiong Z i,

()

n21
converge simplement sur R*.
Il résulte enfin que Z fn converge simplement sur R.
n>1
L’étude de la convergence normale sur tout R est délicate, op 4, s
contenter de I’étude ici sur un segment. On a
. z - T _
el =fsin ()| e s Bleenm
On peut majorer | “inégalité (2.20) sur un wntervalle fize [—a,a] oi

a> 0. Grace ¢ lg majoration (2.20), on g

Vz€l[-a,aq, |fn (z)] < 112'6‘1/\/"‘ < 2 ealvm
n ~ n?

Pour n assey grand, par exemple pour n > g2 +1, on a

a
_\/_ﬁ<1:>ea/\/i<e.

Par conséquent,

Veel-ad, |1, (@) < Ze.
n

La série de Riemann E e—a—

-3 €tant convergente, la série de fonc-
n>1

tions an est done normalemen convergente syr [—a,a]. Ien
n>1

résulte ; . ,
que In est Uniformémen; convergente sur I'intervall
n>1 :

= d: Daprts ie t}foooreme de Ccontinyité (cf. théoréeme 2.2.1)

la somme de la sérje sin (i) e~/ n
E 5 )€
n
1

, , ué
est continue sur chod
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4 M ( l)n—l
0 fixé, an (z), ou fn(x) = ~——— est une série nu-
) pour %7 n>1 1+nz
d de Leibniz. Donc elle est convergente sur ]0, +o0o[. Ce qui

méf'iqu’e

mifie qU€ Ja série de fonctions Z fn (x) est simplement conver-
sig™ ns1
gente sur )0, +ool.

it R Je reste d’ordre n de la série de Leibniz. D’aprés la proposition
it
31 Rn vémﬁe

1

Re@ ST T Do’ Vz€)0,+oo, YneN. (221)

emi-droite [a, +00[ (@ > 0), ce reste est majoré indépen-

oyr une d
Jament de = La majoration (2.21) donne
Vzela+oo, [Ra(@)< 1
S 1 ’ "I 14+ (n+1)a
Ainsi,
su Ry, (x)] < — 0.
xE[a-}I?OO[I (@) 1+ (n+1)a n—+too
D'oi le reste R,, converge uniformément vers 0 sur [a,+oo|, ce qut
—_1\)""
montre bien que la série de fonctions (T—i_};ﬂ? converge unifor-
n>1 h
mément sur [a, +00[. D’apres le théoreme de continuité (cf. théo-
est continue sur toute demi-

reme 2.2.1), la somme Z 1+ nz

droite [a a,+00|, et est donc continue sur |0, +o0[ -

Po .
ur la convergence normale de cette série SuT [a, +o0[, on a
7/

1
sup |fn (2)] = :
z€fa 00| 1+ na
Orla série numérique Z est divergente puisque son terme
=1 1+ na

néral est équivalent o L qui est le terme général d'une sé-
na

Tie
Bivergente, donc Z fn (z) ne converge pas normalemend Sur

[0., +CX)[ . n21
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x
Exercice 2.3.8 On pose fn (z) = 73 (1 + z") pourn 2 1 ety ¢ 0, |

1) Etudier la convergence simple puis normale de cette série de fon,
tions sur [0,1].

2) Montrer que sa somme S est dérivable sur [0,1] et écrire sq dériyg,
3) Pourx € [0,1], on pose gn (z) ]fn t) dt. Montrer que lq 8érie 4,

fonctions Z gn €st umformement convergente sur [0, 1] et que 5

somme est une fonction continue et croissante.
xn
Solution 2.3.8 n§>:1fn ot fn(z) = myCpnpe n>1etzel0,1], ey
une série & termes positifs.

1) Pour z =0, on a f, (0) = 0 et donc la série est convergente. Pour
z €]0,1),0na
xn
nd (1 + z")

1
0< <= Vn>1l (2.22)

n

Ainsi pour tout x € ]0,1], la série numérique Z————-—3(1+2n)

converge par la critére de comparaisin. Il en résulte alors que la

wn
série de fonctions
f ngl nd (14 2")

En conclusion cette série de fonctions converge simplement sur [0, 1.

converge simplement sur ]0,1].

De l'inégalité (2.22), on montre aussi que la série de fonctions

Z 3 ( 1:1:: ) est normalement convergente sur [0, 1].
n
2) On note S (z) la somme de la série Z oy telle que
+00

S(I) = Z nd (1m+ IL'")

Comme lea fn sont continues sur [0,1] e et la série de ,fo"""o .

z"
z nd (1 + z") est uniformément convergente sur [0, 1] P‘“’qﬂ

n2! rémé de
normalement convergente, alors par application du théo v[() .

continuité (cf. théoréme 2.2.1), la somme S est continue sur

e
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ltre [
chap! haque fa €st de classe C! sur[0,1] et on a
pe plu,.?; , m.'n.—l
T)= :

1 série de fonctions Z fr, est normalement convergente sur [0, 1]
n>1

sar pour tous m >1etxel0,1], ona

xn—l 1

0< fr(z) = < —
B <k

Bt par la théoréme de dérivation (cf. théoréme 2.2.8), on déduit

que S est dérivable sur [0,1] et sa dérivée est :

400 —
" 1

S'(x)=)_ Faa)

n=1

3) Les gq sont de classe C' sur [0,1] puisque les fn le sont. La série
z gn est convergente en x = 0. De plus, Eg:1 = Z fn est

n>1 n>1 n>1
normalement donc uniformément convergente sur [0,1]. Par ap-

plication du théoréme de dérivation (cf. théoréme 2.2.8), la série

Zgn est uniformément convergente sur [0,1] et sa somme F' est
n>1

dérivable et sa dérivée est égale & S. Ainsi, on a
F'(z)=8(z), V=zel01].

Ors (z) est positif comme somme d’une série positive, donc F' est
Croissante syr [0,1].

xerCiCQ 2.3 4
3.9 On pose f, (r) = ——5 pourn > 1 et x réel.
i n (2) (1+z2)"

ont, ; : :
t Ter que la série de fonctions Z frn converge simplement sur R,
€
cq
: leuler sq, somme.

La sé :
Tie est-elle normalement convergente sur R ¢ Soit 0 < a < b.

bud;
er
la convergence normale sur [a,b] .

9 Caleyy, v °
ler 3 f fa (2) dt.

n=1v)
m
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1
Solution 2.3.9 On a f, (z) = N — pourmn 21 et ¢ rée] 4

(1+x2)"
1) Pourxz =0, on a f, (0) = 0. Donc la série est convergente ¢,
T

Stz # 0, Z fn (x) est une série géometrique de premiey teﬁ:’;

n>1
x
—— et de raison g = <1. 8§ )
1+ 22 1=17 2 a suite des sommeg partie,,

(Sn (2)),, est :

n n

SniL' = —.i._z 1
9 ey P Bl

k=1

- 1 \"
Z 5 (1*“”2)
142" {__1—.

1—
D’oq, 1427
lim S, (z)= 2 1 1
n—4-00 2 X = V
b 1+2 1— 1-}—1:1: z’ T # 0
ar conséquent, pour toyt o # 0, la sér
, la
Somme est : serie est convergente et g,
~+o00
2 e =
= (1+22)" = 3
Enfin, " ‘1 _

™
T& [a, b] » ON q [q majomtzon e sur [av b] avec ) < a < b. Pour
lffl (:C)l -] ) b
o e 142030 S o
S S -
€ction 2.3, Exercices avar ... ~( Hhad) -
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chapitr® = ;
——— st une série géométrs ;
or Z T 2" g lque convergente, donc la
n2l1
pric de fonctions Z [n est normalement convergente sur l'inter-
n>1

valle [a, b] ne contenant pas 0. Il en résylte que Z fn

est unifor-

n>1
mément convergente sur [a,b] avec 0 < g < p,

3) Les fn sont intégrables et Z fn est uniformeément convergente sur
n>1
[1,b], par application du théoreme d "Intégration (cf. théoreme 2.2. 2)
la série est alors intégrable sur [1, b] et on a

+oo b b /4o b b
Z[fn(t)dt=[(§fn(t)) dt:/S(t)dtz/%dtzlnb.
n=1 n= 1

1
. 5y - . 1
Exercice 2.3.10 On considére Ig série de fonctions Z Tm
néx
ns sur R. Ftu-

H

1) Etudier la convergence simple de cette série de fonctio

dier la convergence normale sur un segment [a, b]

ne contenant pas
0.

2) Soit S Ig somme de cette série. Montrer que pour tout p entier on a

p
1
S (z) >n§1n2x2+1'
3 "y
) En déduire lg limgte de S (z) quand z — 0.

SOlut‘ 1
on 2.3.10 an ot fn(x) = o est une série a termes
Positify n21 e

1) Pour T =

0, 0n q f, (0) =1 et la série Zf,, (0) diverge car son
€rm, n>1
€ 9énéral ne tend pas vers 0. Pour x # 0, on a

1 1
———————— N .
n2z2 + 1 +oo n2x2

r
Po
Ur tout o € R*, la série Z

est convergente (série de

_ n?xr?

Rlemann) n21
y » BONC par comparaison la série numérique Z Jn () est
Mgy, i
S
N Seng o
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13
On conclut donc que la série de fonctions Z fn est simplemeny | §
Onv

n>1 er.

gente sur R*,

Sur un intervalle [a, b] ne contenant pas 0 (par exemple 0 < <
),

on a la majoration suivante :
1 < 1
n2zx2+1 ~ n2a2’

0<

1 : "
Comme Z 3.2 est une série positive convergente ne dépendam

pas de z, donc la série de fonctions Z fn est normalement conver.
n>1
gente sur [a,b].

2) De ce qui précéde, Z fn converge simplement sur R*, donc sa somme
n>1
S (x) eziste et on a

+00 1
S@ =2 st
n=1

Comme chaque terme de la série est strictement positif, alors la
somme S (z) est supérieure & chacune de ses sommes partielles.

Pour tout p entier on a

P
1
S _ (2.23)
(z) > nz=:1 n?x? + 1

3) Par passage a la limite dans (2.23) quand £ — 0, on trouve
Jim 5(z) 2p, VpeN.

Par conséquent,

zl_xgxﬂS (z) = 4o0.

(1" o
Exercice 2.3.11 On considére la série de fonctions z ﬁ
n>1. "2t 2
1) Montrer que cette série converge pour tout x > 0. On note S(k,,
la somme. Donner un encadrement simple de S(z) et calc?
122,512 _
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r L itre .
e rqu'il n'existe aucun intervalle [a, b] ot la série converge nor-
onire
r qu'elle converge uniformement sur [0, +o00[. Que peut-on en
Mot
J
) nclure POUT S 9

p— S est dérivable sur |0,+o00[ et donner l’ezpression de
5 Mo

§'(z)-
' \ B (_l)n—l
Solution 2.3.11 Soit ;fn ot fn(z) = Nty
fizé, Z fn (z) est une série de Leibniz. En effet,

y) pour tout & 2 0
n>1

pour\tOUS.’EZOBtn?_l, on a

1

gn (I) = n+z 2 0’ 9n+1 ('T) < gn (CB) et gn (17) — 0.

- n— 400

La série Z fn (z) étant une série de Leibniz, pour tout z > 0, elle

n>1

est donc convergente. Par conséquent, la série de fonctions Z fn
n>1

est simplement convergente sur [0,+oo[ et l'on a l'encadrement

(cf. remarque 1.8.1) :
Sns1(z) £ S (z) < Sn(z) VnEN Vze [0, +o0].

Etle signe de S est le signe du premier terme non nul de la série.

En particulier pour n =1, on aura

1 1 1
72 oz SS@ <y Vel
Aingj,
0< — 1 1
< <—_'— V 0,+wa
(o 2+2 <S@ 133 7 € [0 +oo]

ar
Passage 4 Iq limite quand z — +00, on trouve

m

lim_§(z)=0.
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2) Soit maintenant Vintervalle [a,

de la série sup |fn ()] On a
nZl.’EE[a,b]

1 1

~Y

n+x n+a +oo

S|

n (T)| = Ssup
zzl[lfb]lf (z)] et

1 . _
' ' ~ est divergente,, donc la série
Or la série harmonique ; €8 gente,, Nume.
n
rique Z sup |fn ()| est divergente. Par conséquent la série 4,
n>1 mE[a,b]
fonctions Z fn ne converge pas normalement sur tout intervalle

n>1
[a,b] C [0,+00].

3) Z fn est une série de Leibniz, donc son reste d’ordre n vérifie :
n>1

1 1
R'n, < < , > 0.
| (m)l—(n+1)+x_n+1 Vz20

Ainsi,

1
sup  |Rn, (z)] < —
z€[0,+o00[ n+1 n—+oo

0.

Ce qui signifie que R,, converge uniformément vers 0 sur [0, 400[-
D’ou la série de fonctions

>1 fn converge uniformément sur
[0, +00].

On conclut enfin par le théoreme de continuité (cf. théoreme 2.2.1) que

la som i
me S de cette série est une fonction continue sur [0, +ool:

4) les fonctions f, sont de classe C1 gyr [0, +00[ et on a
b}

I (z) = (=)
. (Tl+:c)2'

De plus, [, ! est
nor _ y
; " malement done uniformément convement

sur [0, +oo[, puisqu’ o, 4 la majoration, .

|fn (z)] = —1 1
()] n+z)fS7m Va0

—_—
. . —‘\-.____//
Section 2.3. Exercices avec solutione
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el e posit
etz _ une sé€rie positive convergente. [] en résulte que la somme

>1
S :;t dérivable sur [0,400][ et on q

S'(x)=+f(_(i)"__

gercice 2.3.12 On considére la série de fonctions Ze—nz sin (n+/3)

1) Ftudier la convergence, simple, uniforme, normale de cette série de

fonctions sur des intervalles que l’on précisera,

2) Lo somme S est-elle continue sur [0, +oo[ ? Est-elle dérivable sur
10,400

Solution 2.3.12 Soit Y f, od f, = e
n>1

sin (nv/3)

avec T > 0.

1) Pourz =0, on a

Z f’n (O) = Z Sln n\/_ Zunvnv

n>1 n>1 n>1

\ 1
WU = — et v, =sin (n 3) . Cet exemple a déja été traité

dans la partie cours dans le cas général (cf. exemple 1.4.4). D’aprés
le critere ge convergence d’Abel (cf. théoréme 1.4.2), la série nu-

Mérique Z fn (0) converge et par conséquent la série de fonctions
st oy~
Convergente en z = 0.

Our

| fr (z)| = "zw < e ™, (2.24)
n
C -
e Ze‘nz est une série géométrique convergente puisque sa
n>1
Taig =
Mi=ee < 1 pour tout = > 0, alors E | fn (x)| est conver-

>1
Jente n
Par T comparaison. Et par conséquent, Z fn (x) converge ab- ‘,

M "zl |
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Chapitre 2. Suites et séries de fonctions 14y

solument, ce qui implique que la série de fonctions Z fn COnvery,
n>1

simplement sur ]0, +oo] .

Enfin, on conclut que cette série de fonctions converge simplemeny sur
[0, +o0] .
1l vient de ’inégalité (2.24) que si z € [a,b] avec a > 0,

[fn ()] < e,

Or Ze‘"“ est une série numérique positive convergente, done
n>1
Z fn est normalment convergente sur [a,b] avec a > 0 et méme

n>1
sur toute demi-droite [q, +00[.

_ sin n\/—
De plus, la série Z | fn (0)] Z } est divergente car
n>1 n>1

sin? (n\/g) < 'Sin (n\/§)|
n - n '

et comme sin? (n\/ﬁ)
n>1 n s dzvergente (par comparaison série-

intégrale), il en est de meéme pour la série Z MB—M Par
n

con ] )
séquent, la sérje de fonctiong M€ peut pas étre normalement
convergente syr [0, +oo].

‘Abel ayee
—nz8in (n 3)
e nr
;;; n =:§§:1hnvns
n21
oty e t
n = s— er v b "

ours que n = sin ("f) On a d¢jg montré dans la pa™

i .

8in ( kv/3
k=l ( ) - m =M.

————
ey e ot
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(tn)n décroissante positive et tendant 0. D’aprés le critére

o série Z UnVn converge et le reste d’ordre n de la série
n>1
rifie (cf corollaire 1.4.1) :

1 e_(”+1)1’

sin (v/3/2) 8 n+1 "~

R ()] < 2Mupyy =2

or,
1 e—(n+1)m 2 1

251'1'(‘\/3/2) “Thtl Ssin(\/§/2) Al

Va>0.

Dot 2 1
Rn(z) < X , Yz2>0.
|Rn ()] S (V3) < n+l T >

Ce qui montre que Ry converge uniformément vers 0 sur [0, +00[.

Donc la série de fonctions Z fn, converge uniformément sur [0, 400 .
n>1

3) On déduit par le théoréme de continuité (cf. Théoréme 2.2.1) que la

somme S de la série de fonctions Z f,, est une fonction continue
n>1

sur [0, +00[ car les fn sont continues et Z fn converge uniformé-
n>1

ment sur [0, +oo[ _

De plus, les f,, sont de classe C* et l'on a

fl(z) = —e " sin (n\/— )

O . ' .
" peut facilement montrer par un raisonnement analog
Pﬂécéde que la série de fonctions }: fn est normalement conver-

ge n21 ,
”te sur toute demi-droite [a, +00[ avec @ > 0. D'apres le théo-
S est une fonc-

io ¢ de derivation (cf. théoreéme 2.2.5), la somme
a: “rivable yur chaque demi-droite [a, +00[, et est donc déri-
le syp 10, +00[.

ue & ce qui
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Exercice 2.
n>1l
1) Montrer queé cette série converge gsi —1 <z < 1 ‘
ence normale de la série SuT [—a,a] ot 0<a<l
g s g est-elle continue sur]-1, 117

série
nner | ‘expression de §'.

La somme d€ la
3) S est-elle de classe C* gur |1, 1[- 58 0% do

4) S est- elle monotone SuT [0,1[?
ntl g a € ]0,1[ €t en déduire que

/dt<a

5) Montrer qué / 1+ n2t?

a

< ——

o< [ S(t)at T—a

0
. . . nz"
Solution 2.3.13 Soit an ot fn= T2zt
n>1
1) Pour |z| > 1 donné, on a
n n n—

n|z| nlz” _ || I

)l =
'fn( )' 1+ n?z2 + n2z? n n—to0

Donc f, (z) » 0. Il en résulte que la série est divergente.

Pour |z| < 1, on a

|fn (z)| = nlel” e (22!
- 2,.2 /
puisque 1+n“z* > 1. Et comme Z n|z|" est une série Con‘pement(

n>1

+1
(car tim FUET ember®

n—+too [t = |z| < 1, par la regle de d'Al

on a convergence), la série Z |fn (z)| converge par Je crite!

y n>
comparaison. 21

Par consé 0
‘quent, la série Z fn (x) converge ssi |z| < 1.

n2>l

Section 2.3. Exercices avec soluﬂons
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r=
Pollr fn(l)—'T\ ~ 1

+ n? +oo n’

Ja série harmonique Z n étant dwergente i en est de meme

n>1
pour > 1+ n2'
n>1
=—1,0n a
pour L= "7 n
f 1) = n(—l)
(-1 =207
2 on - n
La série an (-1) = Z (=)™ T4 2 €St une série de Leibniz
n>1 n>1 n

donc convergente.
En conclusion, la série de fonctions Z fn converge simplement ssi
n2>1
-1<z< 1.

2) Pour € [—a,a] 0u 0 < a < 1, linégalité (2.25) devient
|[fn (2)] < nf2]” < na™

Comme Z na™ est une série convergente (utiliser la régle d’Alem-

TLZ]. ®
bert), on conclut que la série de fonction }: fn est normalement
n>1

convergente sur [—a,a] avec 0 < a < 1.

Comme an est uniformément convergente Sur [—a,a] (puisqu’elle

n>1
€5t normalement convergente sur cel mtervalle et les fn 8

"es sur R), la somme S de la série est donc continue sur tout in-

tervalle [~a,a], avec 0 < a < 1. On en déduit que S est continue

fur|-1,1].

sont conti-

3 ¢
hague fn est de classe C! sur R et l'on a
fn () = (14 n2z?)’

joration :
* Pt pour tout g € [a,a] o0 <a <1 on @ le MY

\\ f. (z) < na -1 .
'0n 23, _

Exercices avec solutions
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Par la régle d 1 Alemenbert, 1 gérie Z n?a™ (1 +a nz) €st con,
n21 er,

’ ' /
gente et par conséquent la €TV de fonctions 2;1 fn est nOTMalm,,

rmément convergente SUT tout intervalle [~a,q) 4
e

reme de dérivation, on conclutq
Ue

dérivable sur tout intervalle [~

donc unifo
0<a<l D’aprés le théo

La somme S de la série est
avec0<a<1 et on a

+ 400
S @)=Y fn@)

n=1

9

ité sur la série Z fr, on déduit
n>1
/0<a< 1. Ce qui montre

On applique le théoréme de continu

que ' est continue sur [-a,a], ¥V @

S est de classe C* sur tout segment [—a, a] , et est donc 1 sur

que
-1,1[.
4) On va étudier la monotonie de S sur [0,1[. De Vexpression de fy

on déduit que

fr (x) 20, Vzel0,l] et n=2

Pourn=1, ona

(1-2?)

(1—+;;)—2>0, v z € [0,1].

fi () =

] » , ‘
Aingi S' est la somme d’une série positive, et est donc Po"'t"v"
Par conséguent S est croissante sur [0, 1]

’ []

8) Soita €)0,1(. On déduit de l'inégalité (2.25) que
0 < fn(t) < nt", vtel0,a].
En i
n intégrant par rapport & t € [0,a], on obtient

a
0% [ npug i e
/ n()dt_(_nn =na <a

+1], n+1 /
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équent,

Q

0< / nt” t < gntl
—J 14nuyr =0 " (2.26)
0 ! .

Ja séri de fonctions étant normalement convergente syr [0,a], donc
. mformément convergente sur cet intervalle. De plus, les f, sont
continues sur [0,a] , donc intégrables sur [0, a]. Par application du
théoréme d’intégration (cf. théoréme (2.2.2)), on conclut que S est

intégrable sur [0,a], et on a

/ S (t Z f fn (t) dt. (2.27)

De (2.26) et (2.27), on déduit que
y +00 az
n+l _
osfS(t)dtgga = —

ixercice 2.3.14 Soit la série de fonction Z —\/—_——- pourn 21

z+n)
tz > 0.

) Montrer que cette série converge, simplement sur [0, +00[ et norma-
lement sur [0, a] pour touta > 0. Est-elle normalement convergente
sur [0, +o00[ ?

) Montrer que S est continue sur [0,+00] et dérivable sur [a, +00[ pour
tout a > (.

) En déduire que S est de classe C* et décroissante sur |0, +00].

» .’17 > 0.
ition 2.3,14 Soit " fo o fo (@) = Taarm S
) nZl
Pour 20, 0na
z r __Z (2.28)
< — .
lfn( )I_\/ﬁ(m+’n)_n\/ﬁ n3/3

ory & ' ] convergente pour
’ Z Y est convergente (série de Riemann

n>1

- =3/2> 1), donc la série numérique Zl
n>

|fn (2)] est convergente
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5 st absolume

;son. Par conséquent, an e nt Conye,
par comparaison. =

te sur [0, +00[, et est donc simplement convergente syr o, oo
gente sur [0, , "
¢ maiorer le second terme de l'inégalité (2.28) de facon a élim;
On peut maj \ e Jaga
pner z. Soit alors lintervalle [0,a] ot @ > 0. De l’inégalite (2'28),

il vient

< < 2 Vzel0a,

@)= ey <

a la série de fonctions Z Fn est
ente, (a
et comme Z 372 est convergente, 2
n>1 .
normalement convergente sur [0, a] pour tout a > 0
La série Z fn n'est pas normalement convergente sur [0, +00[. En
a n
n>1

effet, de Uétude la fonction x — f, (), on déduit que

1
h
:CE[S(:-EOO[ lfﬂ (m)l B :re?(},l-ri-)oo[\/ﬁ (-’E + ’I’L) \/ﬁ

. _ 1’
Or Z 2 est une série de Riemann divergente car a = 1/2 <
N

donc Z fr me converge pas normalement sur [0, 400 .
n>1

| elle
2) Z fn étant normalement convergente sur [0, a] pour tout a > 0,
n>1

. lus les
est donc uniformément convergente sur cet intervalle, de p

our
fn sont continues sur [0, +00] en particulier donc sur [0,a] P

L ction
tout a > 0. On conclut dy théoréme de continuité que la for
somme 5 de la série est continye sur [0, a]
elle est continue sy [0, +00[. .

Chaque f,, est de classe C!

ﬂCW
pour tout a > 0. DO

sur |0, +oo[ et on q

(o) = VA
L

Pour tout ¢ ¢ 2, +00[ 0 ¢ > 0, on a lg majoration :

£ (@) < VP
(a + n)? -
Section 2.3. Exercices avec solutiony

Scanned by CamScanner



. o5 et séries de fonctions 147
g & e 2 Suite
7 ool | -
: (omme la S€Tie numérique Z _—(a n n)2 est convergente car
d n>1

N 1

(a + n)? oo 13/2’

o série de fonctions > n>1 fn €st normalment donc uniformément
convergente sur tout intervalle [a,+oo[ avec a > 0. D’aprés le théo-
réme de dérivation, on conclut que la fonction somme S de la série

ost dérivable sur tout intervalle [a, +0o[ avec a > 0 et on a
+o0
§'(z) =) fn ().
n=1

3) En appliquant le théoréme de continuité d la série Z fr, on déduit
n>1
que la fonction somme S’ de la série est continue sur tout intervalle

la, +00[ avec @ > 0. Par conséguent, S est de classe C* sur]0, +oo.

Bt enfin, la fonction S est strictement croissante sur |0, +o0o[ car pour

tout z € ]0,400[, on a

Exerc;
'eice 2.3.15 On considere la série de fonction suivante :
>
1) n>1 \/ﬁ
Etug;
er la convergence simple de cette série de fonctions. Soit S la

Som,
Me de cette série.

Surl!-
int
) ®rvalle I oy eile converge, est-elle normalement convergente ¢

Ontre
TI

u . .
e la g¢rie converge normalement sur l'intervalle [—a, a

oy 0 <
a
k Mon, <L La fonction § est-elle continue sur]—1,1[?
Tep U -
[~1 e la serie de fonctions est uniformément convergente sur

0],
Sﬁtt- Que Peut-on en conclure ?
'ﬂh ~
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5) Montrer que o
z
s@23
VmE]O,l[,Vn>1, ?;:1 .
et en déduire que liznlS (z) =+
T xn
O'll fn (IB) ﬁ‘

Solution 2.3.15 Soit ) fn
n21

1) Par la régle de d’Alembert, on @

fn (z) _ z"t! \/— ‘/_ —_
b 8] - | ] = T e

converge absolument et donc elle convery

Si |z < 1, ZnZl fn
a série Z frn diverge. Enfin si|z| =]

simplement. Et si [z| > 1, !

n21
clest & dire z = £1. Pour z = 1, an Z——eatum
n>1 n>1

série de Riemann divergente car o = 1/2 < 1. Et pour z = -1
1 n
an (1) = Z( ) est une série de Leibniz, donc conte™

n21 n21 ﬁ
gente.
Ainsi z fn converge simplement sur [-1,1].
n>1
2) On pose I = [-1,1[ l'intervalle de convergence de Z fn:

n2>1

Z fn nest pas normalement convergente sur I. En effet,

n>1
sul}'fn (z)| = sup'ﬁ,: = 1
z€ el vVn  /n’
Or div
ngl “7ge, done ZSUPIfn (z)| diverge. Ce qut mo™"
que Zf n>1 z€]
ne co
n2l " Nverge pas normalement sur 1.

1 t 1' a

—

[fn (:r)[ _ﬂ_
. v

ction 2.3, E!chlc;;:u.. — T

IA

Sl £

..../
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" est une séri ;
mme ) @ €S e géométrigy -
Co Z que de raigon 9= a telle que

0<a<l, donc convergente, et alors

2:4 fn converge normalement
n>1
sur [—0 a] avec 0 <a <1. )

; sont continues s "
puisque les fn ur R, en particulier sur [-a,q]

0<a <1, de plus an converge uniformément syr
n>1

Alors par application du théoréme de continuité, on conclut que S

avec

[-a,q].

est continue sur [—a,a], pourtouta /| O<a<1. Ilen résulte

enfin que S est continue sur ]—1,1[.

4) Pour tout T € [—1,0], on peut écrire

ol

x) = :
gn( ) ‘\/7_7»
Il est clair que g, est positive, décroissante et tend vers 0. Donc

Z fn est une série de Leibniz. Il en résulte que son reste Rp (z)

nle

Uémﬁe : (_x)n+1
0 < |Rn (2)] < gnt1 (2) = Jntl

Orz e[-1,0], ou encore —z € [0,1], il vient alors

(_m)n+1 < 1

Jntl  v/n+l

On déduit que
1 vzel[-1 0.

N ek

Par conséquent,

IR SS——— }
sup |Rn(m)|s\/;ﬂf’1n——-'+°°

z€[—1,0] .
| 0], Ce qui ustiie que 2 o

n2l

(-1,0]. On conclut que S est |

C'e8t d dire que Rn .EE;)OO 0 sur [._
n—

et Uniformément convergente SUT

“Ntinue 4 droite de —1.
e Iz
s&n.! —_— B f
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5) Pour tout z € )0,1[, on a pour tout n > 1

Ce qui implique que

Vn>l.
Ainsi,

X gk "z

— — > —, Vn>1 2.29

LR 229

Par passage & la limite quand z — 1 dans (2.29) , on trouve
=\ 1

lim S (z) > —

:z:—<->1 k;l \/E
En faisant tendre maintenant n vers +00, on obtient

+o0 1
lim S () > $° L
=31 E—l vk

hm S (;1;)
1

.'1:——;
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Chapitre 3

geries entiéres

Un type de séries de fonctions qui joue un réle Important en mathéma-
tiques est constitué de fonctions puissances et généralise les fonctions
polynomes : ce sont les séries entiéres, qu’on va étudier dans ce chapitre.

Plus précisément, on étudie des séries de fonctions de la forme E anz",

n>0
(an),cy une suite de nombres complexes. Ces séries sont appelées sé-

ries entieres. Elles sont dites entieres du fait qu’elles font intervenir des

puissances entiéres de la variable complexe z.

Les séries entiéres possédent des propriétés de convergence remarquables,
d'ol I'étude spécifique de ces séries.

De Plus, certaines fonctions indéfiniment dérivables peuvent étre écrites
% voisinage de zéro comme somme d’une série entiére. On parle dans
®€ cas de fonctiong ‘développables en série entiére au point 0.

Un résymme : :
1 résumé sur Jes suites et séries & valeurs complexes est essentiel pour
Let .
Ude des séries entieres.

3.1

Suites et séries a valeurs complexes

(z5)

Soit

neN Une suite de complexes i.e 2, € C, V n € N. On note :

Zn = Ty + Yn,
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Chapitre 3. Séries entiéres 1
N
ol Zn, yn € R et i2 = —1. Et soit 2o € C,

zo=wxo+iyo / Zo, Yo €R.

3.1.1 Convergence d’une suite de complexes

Définition 3.1.1 On dit que la suite (2n)nen cOnverge vers 20, et o

note lim =z, = 2 si
n—-+00

Ve >0, ANEN, VReN: (n> N = |z, — 2| <¢).

Ce qui est encore équivalent & : V € > 0,

3N €N, VneN:(n2N=>\/(mn—mo)2+(yn—yo)2<e).

Proposition 3.1.1 On a alors équivalence suivante :

( lim zn=z0) = ( lim z, =z et
n—-00 n—-—+o0o n

Preuve En effet,si lim 2z, = 20, alors, on a
n—-+00

gn}_wyn = yo) :

Ve>0, 3N eN, Vn2N=>\/(mn—wo)2+(yn—yo)2<€- (3.1)

Or,

|Zn — 20| < \/(wn ~ 20)* + (yn — y0)’ (32
et [tn—v0l < \/(2n — 20)? + (gm — o).

De (3.1) et (3.2), on déduit

VeE>0,INEN, Yn>N=s|z,— 20| <€ et |yn—vol <&

Ainsi,
lim z, = i =
nho T = 0 et lim yn = po.
ve e - . = . T
Inversement, si on a nlgrloox,, Zopet lim y, = yo, alors,

Nn—+0o0

VE>0,IMEN, V2 Ny = fz, - 20| < 5

_-//

urs complexes /
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7 o 3 géries entiéres 153
o
ety v€>0’3N2€N,Vﬂ2N2=}|yn_yol<§.
N/ma-X(Nl’Nz) € N, on a pour tout n > N,
goit 21
2 2
_wl= V(@ 20)° + (Yn — Y0)” < |Zn — To|+|yn — yo| < ; ; €.

m 2n = %0- ]
DO‘l’nﬂoon

312 Convergence d’une série a termes complexes

On définit maintenant la notion de convergence pour les séries 4 termes

complexes.

Définition 3.1.2 La série a termes complezes Ezn ot z, € C, est
n>0

lite convergente si la suite des sommes partielle (g’n)n telle que

n
= zzk =20+ 21+ . T %0y
k=0

est convergente.

Le résultat suivant caractérise la convergence d’une serie a termes com-

DleXes_

Théoréme 3.1.1 La série Z 2p OU Zn = Zn + iyp converge si et seule-

n>0
"Nt 5i leg series Z z, et Z yp SOME cOMVETgEntes dans R et de plus,

g n>0 n>0

+00 +00 2 3.3)
Zzn=2zn+zzyn (
n= = =
Pre
Uy, i ' .
al ® En effet, soit (Sn),, la suite des sommes partielles de ..§>:oz" :
Iy, i :
(3.4)

Z Zxk+t§:ﬂk"‘4"+'8"’
R

\ L Suites et séries a valeurs complexes
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Chapitre 3. Séries entiéres

1&
ot (An), , (Bn), sont les suites des sommes partielles de Z T, et Z
n>0 Un

. n>
respectivement. 20

Par passage a la limite dans (3.4) quand n tend vers 400 et par apyp

cation de la proposition 3.1.1, on conclut le résultat du théoreme et oy

obtient (3.3). m

Exemple 3.1.1 Etudier la série o termes complexes suivantes

inT

reR, ¢=-1

b
n>1

Puisque
'™ = cosnz + isinnz,

) L. L. COS T sin nz
il suffit donc d’étudier les deux séries E et E )
n n

n>1 n>1
Par le critére d’Abel (cf. proposition 2.2.9), Z Smne converge pour
n
n>1

COS NI
converge pour tout x # 2km, k € Z. Donc, par

touta:eRetZ

n>1
ein:l:
est convergente pour

application du théoréme précédent la série Z
n>1
tout T # 2km, k € Z.

Remarque 3.1.1 On perd dans C les résultats basés sur la relatioh
d’ordre comme par exemple les résultats utilisant la monotonie car i ny

a pas de relation d’ordre dans C.

2 s . €
On conserve pour les séries a termes complexes une condition suffisant

trés utile de convergence d’une série. En effet,

tw

Théoréme 3.1.2 Toute série compleze Z 2, absolument converye™
n>0

(i.e. la série lenl des modules converge), est convergente d

n>0
Autrement dit,

anSC

E |2n| converge | = E 2, converge
n>0 n>(

Section 3.1. Suites et séries érr;v;rlelwll-';t;;:'n{plexés
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nxn|<m 7l et lonl < VT < .

2
| gtant convergente (i.e., ;) m converge), on déduit donc
n

] héoréme de comparaison que Z |zp| et Z |yn| convergent. Par
n>0 n>0

squent; les séries Z Tn et Z Yn convergent aussi. Et d’apres le
(s n>0 n>0

jpéoréme 3.1.1, la série }: zZp converge. m
n>0

fremple 3.1.2 On se propose d’étudier la nature des séries complezes :

1, soit sz 2, = —. On va étudier la convergence absolue de cette
n>1
série. Pour cela, on a
Zn| = =
o) = =

Donc, 1
Solel =D 2
n>1 n21

1 u) emanmn Qvec
Et comme la série E —5 Cconverge (car série de Rie
n

nzt , Par conséquent
’
@=2>1), alors la série Z |2n| converge ausst. ZGT
n>1
in
o2 converge.
n>1
2 Q..
o Zzn, z € C. Par la régle d ' Alembert, on @
n>Q
zn+1 ——lz|< 1.
lim |——| 7
n—+oo | 2
grie 3_*"
Al()r : n €. D ou la o
881 2| < 1, la série le | converd n20
Cony, n>0
”Ueeton,a
Sl = o
1- Izl
n=0
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Et si |z| > 1, la série Zz” diverge. Enfin, si |2| = 1, alory |,
n>0
série Z 2" diverge puisque son terme général me tend pog Vers
n>0

zéro (2" -+ 0). Le schéma suivant interpréte la nature de la s,
en question :

On rappelle une condition nécessaire de convergence qui reste vraie pour
les séries complexes.

général z, tend vers (.

Preuve En effet, si E Zn converge, d’
n>0

Z Rez, et Z Im z, convergent dans R.

n>0 n>0

apres le théoréme 3.1.1, les séri€s
Ainsi,

Reznn:mo et Imz, — .

n—+00
Par conséquent,
*n=Rezn +ilm,, —, |
n—+o00
|

3.2 Séries entiéres

e ——

e
™MPps aux propriétés de la som™® =

M

e — 4
Section 3.2, Sgries entidres Scanned by CamScanner



Seriés Elitici =

(domaine de convergence, continuité, etc.

- .
ﬂ-e entlér . f " ) ' On Verra, ensuite
oot exprimer les tonctions usuelles comme g

S Sommes de sérieg

titres:

piition 3.2.1 On appelle série entiere compleze (resp. réelle) une

. ons de la forme an2" .
e de fonctio f E n2" (resp. anz") ot ag, ay, q
n>0 ) 1, 2~--an...
2 n>0

ont des nombres complezes (resp. réels) dom;és, appelés coefficients de

e, et ot z (resp. x) est une varighle compleze (resp. réelle)

Exemple 3.2,.1 Déterminons le domaine de convergence pour chaque
sirie entiére des séries suivantes :

L Soit la série entiere compleze Z 2", cette série est une série géomé-
, _ n20
brique qui converge lorsque |z| < 1. Ainsi son domaine de conver-
gence est :

D={zec Zz” converge = {z€C / |z < 1}.

n2>0

Cest le g;
le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1, appelé disque de

Conve

e \ : : '

; "ence. Dans le cas ot la série entiere est réelle, son domaine
€ Convergence ;

D =]-1,1].
: Soit

Q 8épy , n
Te entiére complexe Z .z_.. Parla négle de d’Alembert, cette
¥y n>0 !

€ cony |
Jence €79¢ pour tout z € C. Alors, son domaine de conver-

n
D={!,cC / Zf- converge } =C.
0 n!
"8 le oq n>0

{ e est ;ou Cette série entiére est réelle son domaine de conver-
L <R

e, ‘

Ntidne |

| boyy Compleze Zn!z" converge pour Z = 0 et diverge

y
z * 0 ﬂzo . ’
N i3 (ear son terme général ne tend pas vers 0). Ainsi son
l e - oo T -
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domaine de convergence est :

pD={zeC / Zn!z" converge » = {0},

n>0

Remarque 3.2.1 Toute série de la forme Zd:) anz" converge en un Poing
n>

2z = 0. En effet, soit (Sn), la suite des sommes partielles de Ig Sérig

E an2" alors, on a
n20

Sn (2) = Zakzk — S, (0) = ap = lim Sr, (0) = aq.

n—-+0o0
k=0
Ainsi le domaine de convergence de la série E anz" n’'est jamais vide,

n>0

Le résultat fondamental concernant les séries entiéres suivant est connu

sous le nom du lemme d’Abel.

Théoréme 3.2.1 Si la série Zanz" converge en un point compleze
n>0
20 # 0, (z0=ao +1bo et a + b3 > 0) , alors

1. elle converge absolument sur Dy, = {2 € C / |2] < |z0|}-

2. elle converge uniformement sur Dy, = {2 € C/|2| < 0 |zol} >

ot 6 €]0,1].
Preuve 1. La série Z an2" converge en zg # 0 par hypothése , alors
n>0
anzg  J 0_
n—-+0o
Ce qui implique
3 (3.53
NeN, Vn>N:|a, 25| < 1.
Soit |z| < |zo| alors,
n n (3-6’:
a N = n ..z_. — z
lan2"| = |anz) (20) = |anzl| | =

Section 3.2, Series entidres )
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(1P on déduit que :

.6
pe " 2 n
lan2™| < | <
20
n
#| est une série géométrique convergente car 121 I | |Z0| -
OIZ 20 ‘ 20|
n20
gt e critére de comparaison, Z lan2"| converge et donc Z an2"
n>0

Jerge gbsolument.

tzectel que |2| < |20 avec 0 < § < 1. Alors, de (3.5)

n

9 501
n
= 0",

Ianzni=|an23| —| < |—

20

OIZ(;H converge car 0 < 0 < 1, donc Z: an2" est normalement conver-
0 n>0
gate sur Dz, Par conséquent, elle est uniformément convergente sur

Dyz,|. W

Comme conséquence du théoréme précédent, on déduit :

Corollaire 3.2.1 S Z a,z" diverge en un point compleze zo # 0, alors

n=>0
eite série est divergente en tout complexe z tel que |z| > |20 -

P
feuve Ep effet, soit z; : |21] > |20| tel que Zanz’f est convergente.
n>0

Dy
*rés le théoreme précédent, Z a,,z" converge absolument sur Dz|-

n>0
\ el converge en particulier en z = 2o, Cecl contredit Uhypothese.

3-2.1 .
Rayon de convergence d’une série entiére

0 .

®nsjq i
¥re la série Z 2", et soit D son domaine

4
" Vlde ( R n>0
fMmarque 3.2.1).

it érie
: 322 On appelle rayon de convergence de la 3 n>0
Mhre ()

SR< too, défini par :

_\; -—8up{|z| / 2 € D} -
Scanned by CamScanner



Chapitre 3. Séries entiéres ‘\W)\

Exemple 3.2.2 calculer les rayon de convergence des séries Suivant,
8.

n mn
1. Soit Z %, z € R. On pose up = o alors par la Tégle de g’ Alem,
n>1
bert, on a
n

Un+1
Un

Si |z| < 1 alors

mn

E — converge abssolument.
n

n>1

Si|z| > 1, la série

n

T
— diverge.
E - Tge

n>1

Enfin, si |z| =1 i.e ¢ = £1, on a alors deuz séries Z
n>1

qui

(=1
n

1
converge (car c’est une série de Leibniz), et Z - qui diverge (série
n2>1
harmonique). Ainsi le domaine de convergence est D = [-1,1].

Par conséguent, le rayon de convergence de cette série est
R=sup{|z| / =€ D}=sup([0,1]) =1.

. 2"
2. Soit ZH’ z € C. Alors, cette série converge pour tout z € C
n2>0
(voir ezemple 8.2.1, 2.). Par suite, son domaine de convergenc

est D = C. Par conséquent la rayon de convergence de cette gérie
est

R=sup{|z| / z€C}=+o0.
3. Soit Zn!z", z € C. Alors, D = {0} (voir ezemple 3.2.1, 3.)- Ains

n21
le rayon de convergence de cette série est

R =sup {0} = 0.
e théoréme

Le rayon de convergence est complétement caractérisé par }

suivant. /
‘("/’
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a

Ch/,.'-——’— 6
- 1

ame 3.2.2 Soit E anz™ une gép -

Théor n>0 ¢ entiére et B SON rayon de

convergence' Alors,

_0<= D =10} i.e., la séri
i, R= 0 {0} série ; an2" converge pour z = ()
n>0 -

— < D =Ci.e., la série
9. R= +00 ! An 2" converge
S8 9€ pour tout z € C.

3, 0< R < +00, alors on a

i) |2l <R=Y n>0n2"™ converge absolument,
2i) |z| > R= "

n>0anZ" diverge,

Preuve 1.SiR=0¢>SUP{|Z| / ZED}=0¢=}D={O}.

28 R=+400 <=sup{|z] / 2 € D} =+o0. Alors par la caractérisa-
tion de la borne supérieure, il vient

VmeN, 3z,€D | |tm|>m (3.7)

Or z, € D, donc Zanz" converge pour z;, # 0. D’aprés le théo-
n>0

reme 3.2.1, la série z an2™ converge absolument sur Dy, |. C’est & dire
n20

Zdnz converge pour tout z tel que |z| < |zp|. D'ici et de (3.7),
n20

o0 conclut que Z anz" converge sur Dp,,¥m € N. Par conséquent,
n>0

n : L]
,,Zma"z converge sur C, ce qui veut dire que D =C.

Inversement si D = C signifie que pour tout z € C, Yp>o an2" converge,
Yo R < +00.
3.

On SUppose que 0 < R < +00, et soit z € C tel que

B'ctérlsmilon de la borne supérieure, on obtient

|z| < R. Par la

Jz€D / |2 <l|wl <B (3.8)

T2 ; du théoréme
€D, done Z a,2z" converge pour zo. Par application

321 n>0
= et de (3.8),
Zanzn converge pour tout z tel que |2 < |20] . D'ict (

0
n dédult qQue R.
E an2™ converge si |z| <

R n>0
1.7 . J—’/ﬂ—-—w
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R+ |y

| > R. Alors, il existe 7 = __2\ S0

2i) Soit maintenant z € C tel que |z

n>0
D ce qui est absurde car R<r. m

tel que 0 < R <7 < |z

d’aprés le théoréme 3.2.1, 7€
1
Le résultat suivant est le théoréme de Cauchy-Hadamard", il est utilig

, : :
pour déterminer le rayon de convergence d’une série entiere.

Théoréme 3.2.3 Soit Zanz" une série entiére et s0it R son ray,

n>0

de convergence. On suppose qu'il eziste | = n—l—l—blﬂl-oo /|an|. Alors,
: 1

1. si0 << 400 alorsR=T.

2. sil =0 alors R = +00.
3. sil =400 alors R =0.

Preuve 1. On suppose que 0 <! < +oo,oul= lim %/|a,|. Et soit

. n—-+00
L= nHTOO Yan2™|, d’ott

L= nEI-ir-loolzl Vlan| = |z|nll)l_|1_1°o Vlan| = |2| L.
Ainsi,

L=|z|l.

La ré L.
regle de Cauchy pour les séries numériques permet alors de conclure:

. 1
sil <1 = |z| < = n el
|2| K alors E anz" converge absolument sur D 1 et d1c
n>0

1
R= 7 Et elle diverge si || > %

2.811] = 0, al = ‘apreé
ors L =, d apreés la regle de Cauchy la série Zanz"

converge pour tout z € C. p n20
, - tar conséquent R = -
3.8i 1 = +oo, alors [ — R = +o0.

+00. Don gérie
Zanzn diverge pour toyt ¢ par la régle de Cauchy 18

n>0 2#0.Parsuite R= (. m
€8t un résultat q’p
nalyse comp] st
resté relativement Plexe 1l a ét6 pyb) mais ©
m T ié en 1821 par Cauchy
éconnu Jusqu’a ga re P Lﬂ"n

Section 3.2, Sgrine . . -
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i

chap . 3.2.3 Calculer le rayon de convergence de la série
xeﬂlp
EZ(gﬂln” &
4 = " lnn, et donc le rayon de convergence R est :
On G _ 1 1 1

R — llm n = T~

n—+oo /las| 3 lim (lnn)» 3
n—-+oo

sme suivant est d@ & Hadamard-d’Alembert. Il permet lui aussi

Le théor
je déterminer Je rayon de convergence.
Théoréme 3.2.4 Soit Zanz" une série entiére et R son rayon de
n>0
g . ] Qn+1
wnvergence. On suppose qu %1 existe | = i irﬂl-oo at Alors,

1
1, 5i0< ! < 400 alors R = T
2% sil=0 alors R = +00.
3. 5il=+00 alors R = 0.

Preuve La preuve est identique & celle donnée dans le théoréeme de

Cauchy-Hadamard (cf. théoréme 3.2.3), sauf qu’ici on utilise la régle de

¢Alembert au lieu de Cauchy. =

Zn
Exemple 3.2.4 Calculer le rayon de convergence de la série Z M5

n>0
On’ Qa, = 1
"=, s donc
an+1 _ 2n + 9 _ 5 1.
_ n, o+ 7| n—+®
ingi .

e rayon, de convergence de cette série est

1 =1

R ——

Jim |22t
n=+4oo| "

Tar ¢érie entiére
que 3.2.2 Le rayon de convergence d’une 8 s

Hid U & _

> U module d a Ainst les séries
. ] . Amsi,

Q nd e d odule des coejﬁcientsan (z.e., | nl) e

" E o de converyg ce.

n N .

° | n> 2" et Ian| 2" ont le méme 1ayo

.b\\ =0 n>0
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Chapitre 3. Séries entiéres

3.2.2 Proprietés des séries entiéres

Voici un résultat important qu’on utilise pour étudier la continyj; ety

dérivabilité de la somme d’une série entiére.

Proposition 8.2.1 Soient les séries entiéres Zanz" et Znanz"‘l

n>0 n>1
Soit R le rayon de convergence de Z anz" et p le rayon de convergep,,
n>0
de E nanz"" L. Alors,
n>1
R=p.

Preuve On considére n_li’rpmo Ylnan| = n—ll{ﬁoo %/n|an| et on suppose
: n _ | existe. Alors,
que nir&oo Y]an| = | existe. Alors
— i T — i I — l.
L n_l_l,r{}_oo\/ nan| n_l_gnloon |an|

D’ou, si L et | € ]0,+00]

1 1

—==-<<=R=p

L~ 1 £
Si maintenant L = [ = 0 alors p = +00 = R. Et enfin, si L = +® et

|=+40ccalorsp=0=R. n

Définition 3.2.3 La série entiére z nanz™"! est appelée série entiere
n>1

dérivée de la série entiére Z an2".
n20

: ent

Remarque 3.2.3 Puisque la série entiére et sa série dérivée admett t
: imen

le méme rayon de convergence, il est possible de dériver indéfimt™

cette série sur ce méme domaine de convergence.

On déduit de ce qui précéde le corollaire suivant :
e 1

Corollaire 3.2.2 Soit Y ——z"* (cette série est appelét sért
So " +1 , o
> _

mitive de la série Z an2") de rayon de convergence p. Alors R

n20
R le rayon de convergence de Zaﬂz".

n>0 /
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Ay 3, Séries entieres

-[ arque 3.2.4 Les séries Zanzn, Znanz""l et Z In_,n+1

oo n>0 n31 nzo "t
g 07 formément sur le disque fermé D, de centre 0 et de rayon

¢r < R o R le rayon de convergence de Zanzn.
n>0

r tot
r, pOU

323 Continuité de la somme d’une série entiére

Pétude de la continuité, la dérivation et 'intégration de la somme

Pour

{une série entiére, on se place dans les réels i.e., on considére Z anz™
n>0

OﬁanERetmER.

(On commence par un résultat sur la continuité de la somme. Cependant,

ona

Théoréme 3.2.5 Soit Zanmn une série entiére de rayon de conver-
n>0
gence R. On note par S la somme de la série Zana:". Alors, S est
n>0
wontinue sur chaque intervalle [—r,r] C ]-R, R[.

Preuve En effet, Vn, f,(z) = anz™ sont continues sur [—r,7| et de
Plus, la série Z anz" converge uniformément sur [—7,7]. En appliquant

n>0 .
le théoreme de 1a continuité de la somme de la série de fonctions Z fn
n>0

(¢f. Théorame 2.2.1), on a la continuité de S sur [-r,7]. ®

o g tion de
"Sultat suivant donne les proprietés de dérivation et d’intégratio

Som
e d’une gérie entiere. On a

T . on
deh rme 3.2.6 Soient _ anz" une série entiere rélle Ros}ft‘mazyoﬂ
“nvergence (R>0), S sa somme. Alors, PouT tout x € 01,
<8< 1, on ¢

+00 n—1
S (x) = Znanx '

o— I
Ctin, o =
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Chapitre 3. Séries entieres *\166

t encore gquivalent a:

Ce qui es
+00 / LH ny/
Zanm” = Z (anz")"
n=0 n=0

Et,

n+1
/S t)dt-— n+1 '
n=0

Autrement dit,
J(Enr)a-Efors
n=0 n=0 0

Preuve 1l suffit d’appliquer les théorémes de dérivation et d’intégration

des séries de fonctions (cf. théoréme 2.2.3 ; théoréme 22.2). =

3.2.5 Continuité au bord de l’intervalle de convergence

Le résultat suivant dfi & Abel consiste, en gros, a intervertir la limite et le

signe somme. Il permet en particulier de calculer la somme de certaines
séries numériques.

Théoréme 3.2.7 Soit 0 < R < +o0, le rayon de convergence de la

+o00
série Za z". — n ; ' |
2 n On note S = anz" la somme de la série. Si la série
2 n=0
Y anz™ converge = ‘
Z geenr = R (resp. x = —R ) alors S est continue €M

T=R (resp. z = —R).

Remarque 3.2.5 Dans le cas co

suit - mpleze, le théoreme est formulé commé
nverge
n>0 Je en 2" un point du cercle ge convergence de Za"‘zn
0
(20 ¢ . N n>
Z€C / 12 = RY), alors g z”
an2" est continue en z
n=Q
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O
chap'ﬂe 125 5 Calculer les sommes des séries entiéres suivantes :
|

pe 1 " ( l)n 1
e ~1)" = al =)
11,5 dére la Séme T;( ) n oTs anp " Aﬁn de
k ermineT le rayon de convergence, on applique la régle d’Alem-
déie

jert. Alors, 07 &

. n
T In+1

an+1
an

— 1.

n—400

. —1 2"
pei R=1>0. Par conséquent, Z (-1)" . — est absolument
n>1

n
onvergente sur |—R, R[ = |=1,1[. De plus, Z(—l)"“l % ot
n>1
convergente en © = 1 = R (car série de Leibniz), alors d’ apres

le théoréme d’Abel (cf. théoréme 3.2.7), la somme Z( )" 1 z

n
n>1
est continue en x = 1 1i.e.,

. 400 o " +oo (_l)n_l
Jim (Z(—l) ;) = ) (3.9)

n=1 n=1 n
1 1 (=1~ !
= l—-—=4+=-+..4F—++..
Sttt
+00 n
1
O, Z (=t - est la primitive (nulle en x =0) de la série
n=]
+oo
D=1z =1 — gt a4t ()" + ..
n=(0Q
Et,
+§ +o00
(=)~ ___1__ 1.
n=Q ) Z( .’L') (—:E) Vz / |I| <
D’O‘ n=0
u!
> (e L
(=) 2" — ! YV z| < 1.
Py, 2 (=1) 52 / |zl
nsé‘lﬂ-ent
T
Z(ﬂ)’H f L gt=In(1+7). (3.10)
s‘er,n n=1 1+t
< n 3.) .\» 0
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Chapitre 3. Séries entiéres
De (3.9) et (3.10), on déduit que
1 1 1 (—1)n1!
hm 1n(1+:1:)—1 5 E—Z-F....‘i" n +-..

r—

Ce qui est encore équivalent &

1 1 1 (-
=]l —-—==4+ ===+ ... — 4+ ...
In2=1 2+3 4+ -

. B . n—1
2. On considére maintenant la série E>1 (-1) 2n —3 §>1 Un, alors,
n2 n

(_l)n—l

an = n
0 st n est pair

on a
si n est impair

Puisque les a, ne sont pas tous mon nuls, on ne peut pas donc
utiliser la régle de d’Alembert. Par contre, on peut appliquer cette
régle pour les uy,. 1l vient,

m2n+1 m —1
2n 41 g2n-1

Un+1
Up

lim

n—-+00

= |z|”.

La régle de d’Alembert permet de conclure : si lz|? < 1i.e. |z <1

la série Zun converge absolument et si |9v|2 > 1 e |z| > 1

n>1
i y a divergence de cette série. D’oq le rayon de convergeﬂge ‘{e
cette sé = 12
rie est R =1. Par conséquent, la série Z — 2’,;:'{

n>1
converge absolument sur |—1,1[.

' 2n—1 .
De plus, la série Z (—1)nt a converge en ¢ = 1 (série de Leit-
et 2n —1
niz). Du théoréme d’Abel (cf. théoreme 8. 2.7), on conclut que lo
p2n—1
somme Z )i 1 1 est continue en x = 1 i.e.,
+00
lim 3 (_1)m-1 r2n—1 (3_11)
(1"1 1 1 1)"!
=1-12 =)™ ..
2:2n—1 3ts Tt o1

//
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. tre
¥ M 1 m
qatre parts 2 (Z1" 2n —1 €8¢ la primg;
Do n>1 1 Hive (mulle enz =)
13 série Z 1)"z*" et on q
de n>0
+o0
400
2n __ 2\n 1
(——].)nx = (—‘CL' —
Z._:O ngo ) 1+22 V2 / lg<1.
Par suste,
) /
-1 = arct
—~ 2n -1 J anc. (3.12)
de (3.11) et (8.12), on conclut que :
T 1 1 ( 1)n—1
—=arctanl =1—- - 4+ - 4
4 3 5 + 2n _ 1 + “es

326 Opérations sur les séries entiéres

Io AR ’ s e . . .
4 on définit sur I’ensemble des séries entiéres les opérations suivantes.

‘L 2 _ o - . .
4 Somme des séries entiéres E anz" et Z bnz" est la série entiere

n>0 n>0
Z (an + bn) 2"

n>Q

~ Le : . :
Produit deg séries entiéres Z anz" et Z b, 2" est la série entiére
n>0 n>0

n
Z @2 ol ¢, = Zapbn_p. Cette définition est donnée par analo-

n>Q
=0
gie P
® avec Je Produit de Cauchy des deux séries numériques Z anz"

n>0
et Z bnz"_

n>q
A -~
101-5, On a-:

°D°si
tion ies entiéres de
y o 2.2 Soient Z a,2" et Zb"z" deux sénes ¢

de Cony, >0 20 Alors,
\1,% eT‘gence et de ";O.mmes m,;;ectwea Ry, Ry et S1 52;_”#
32 T
séfin.
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Chapitre 3. Séries entiéres

1. le rayon de convergence R et la somme S de la série

(appelée série somme) vérifient :

min (R]_, RZ) ]
min (Ry, R2) => S (2) = 51(2) + 83 (2),

R 2

|z| <
pour tout z € C.
De plus, si Ry # Rz = R=min (R1, R2) .

2. le rayon de convergence R et la somme S de la série produit de Cou-

n
chy Z cp2” ol Cp = Za,,bn_p vérifient :
n>0 p=0

R 2: Hﬁn(erRz),
vz € C/ |z|<min(R1,R2)=>S(z)=S1(z)-52(Z)-

3. le rayon de convergence R de la série Z Aapz" (A € C*) etla somme

n>0
vérifient :

R = R
Vz € C/ |s]<R=S(2)=2A51(2)

z" o
Exemple 3.2.6 On considére les deux séries Z z" et Z on de 1%

n>0 n>0 de Caucmr

de convergence Ry et Ry respectivement. Alors par la régle J R
¢

Hadamard, Ry = 1 et Ry = 2. Aussi, le rayon de convb"ye"ce .
10

de la série somme est égal & 1 par la régle d’Hadamard. Ce g " s

. U
bien (comme dans la proposition précédente) R = min (Rl,R2)’ 4

Ri # Ry.

1,1)"
gn

Exemple 3.2.7 Si on considére maintenant Z 2" el Z ( ¢
ﬂ""(

n20 nZO ’0
de rayon Ry = Ry = 1 alors le rayon convergence R de lo

22> min (R, Ry) = 1.
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3. Séries entiéres
e e 1

Développements en série entidre

37 _—
4 eloppements en seérie entiére généralisent par des

s€ries ce que
15 067 eloppemments limités procurent par des polyn6mes.
s

On 8’intéresse
x fonctions définies dans un voisinage ouvert de @ dans le plan

161
euvent s’écrire comme somme d’une série entiére.

coﬂlplexe qul P

fonction développable en série entiére

Définition 3.2.4 Soit [ une fonction définie dans un voisinage de 0 &
uleurs dans C (i.e., f:V(0) — C).

1, On dit que f est développable en série entiére au voisinage de 0 s’il

eriste une série entiére Z anz" de rayon R > 0 et un voisinage
n>0
VeV (0) tels que

VzeV: f(z Zanz

n=0

L On dit qu'une fonction f : C — C est développable en série entiére
w voisinage de 2z s’il existe une série entiere de rayon R >0 et

Un voisinage V € V (20) tels que

VeeV: f(z ZanZ"'ﬂ

n=0

Bxe 1 ble en
Xem _ _— est développa
i plea28Lafonctzonf z— f(2)= 1—7,65

" entiére gy V(0) car pour tout z | 2| < 1, on @

Yoy
O3
e
by Taylor d’une fonction
0
e

1o

s‘tt de I Variable réelle. e
I

ion
3'2. sél‘ies entidrac

: de
: iog entiéres et
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Chapitre 3. Séries entiéres

n
Définition 3.2.5 Soit f € C* dans un voisinage A\

= ]mO - 5,3;0 +4 =l|
de zo (6 > 0). On appelle série de Taylor® de f au voisinage g, A [ ;
(n) 0lg |
série entiére de la forme ZI—ELO) (x — o)™ . .
. !
n>0
(n)
Si xg = 0, la série Zf—(m

~ z" est appelée série de Maclaurip, de §

n>0

On peut donc énoncer le résultat suivant.

Théoréme 3.2.8 Soit f une fonction numérique développable en sr,

entiére au voisinage de xq alors, les coefficients a,, de cette série sont de
la forme :

F™ (zo)

n:

VneN.

Le développement de f en série entiére est unique et s’indentifie avec lo

somme de la série de Taylor de f au voisinage de zg i.e.

+09 () (o
f($)=zu0—)(m—xo)" Vz/ |r—z0| <R,

ou R > 0 est le rayon de convergence de la série entiére.

Preuve f étant développable en série entiére au voisinage de zg, donc.
on a pour tout z € Jzg — R,z + R|,

R _on (3.13)
(@)=Y an(z—=zo)".

n=0

Or f est indéfiniment dérivable sur Jzg — R, 2 + R[, donc

+0o0
fP (2) = " anCp! (z - zo)"" .

» n:p

D’ou,

(P) (g
f® (z0) = a,CPp! = ap = f_(|_9_)__
?Brook Taylor est un homme de science anglais, né & Edmonton, aujof Pr"“"P
quartier de Londres, le 18 aoat 1685, et mort a Londres le 29 décembre 1731 °

it
palement connu comme mathématicien, il s'intéressa aussi a la musique, 3 ls P2
et 4 la religion.
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Ainsi, en remplagant la valeur de a,, dans (3.13)

Ta,y]OI' .

+00
£®) (
f(z) =1§—Tx0) (z-z)" Vze Jzo — R, 29 + R|.

173

, on obtient la série de

Fonction développable en série de Taylor

Définition 3.2.6 On dit qu’une fonction numérique définie au voisi-
nage de Tp, peut étre développable en série de Taylor au voisinage de xo,

s'il existe R > 0 tel que pour tout = € |zg — R,z0 + R[ on a

Remarque 3.2.8 Une fonction numérique f de classe C* au voisinage
de o n’est pas nécessairement développable en série de Taylor. Comme

le montre ’exemple suivant :

Exemple 3.2.9 On considére la fonction f définie par :
{ e?} si x#0,

0 si z=0.

fz) =
#

Il est clair que f est de classe C® sur R. En effet, l’application T — e
est continue sur R* et on a

-1
z—0 0

r—

: 0
Ce qui prouve que f est continue Sur R (i.e., f € C°(R,R)). De plus,

en calculant la dérivée de f, on obtient
-2—-63 31. I # 0:

1o\ = 4 z3

Or l’“PPlication T — -2-55'3 est continue sur R* etona
T

=% = 0= f'(0).

e ——— TR

2
., , w— e
zl.l_r.n.of (x) = rl-i-q}‘);«j

e

\._‘ ‘.‘WM
Section 3.2. Qéries entidres
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D’ou f est de classe C! surR (i.e., f € C' (R,R)). Ainsi, op obt; \
entpar

récurrence la n'®™e dérivée de f donnée par

() ={ z“""pn(:wef* si 2 #0,

Chapitre 3. Séries entiéres

st =0,

Afin de montrer que f est de classe C*° sur R (i.e., f € CL(RR)) ,

suffit de prouver la propriété de récurrence suivante :
feC'= fec

On suppose que f est développable en série de Taylor au voisinage {

zg =0 t.e.,
“+00 ('n.)

n=0
Et puisque pour tout n € N, f (n) (0) = 0, alors la série s’annule identi-

quement sur le voisinage de 0, i.e.,

f(x)=0 V zeVeV(0).

Tandis que f s’annule qu’en point xo = 0. Ainsi f m’est pas développadle
en série de Taylor en 0.

o , i : C
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction de classe

sur un voisinage de 0 soit développable en série entiére est donnée P¥

le théoréme qui suit.
jsinad’

Théoréme 3.2.9 Soit f une fonction de classe C sur Ut vo

= ]zo — 8,70 + & de g (6 > 0). Pour que l’on ait,
™) (z
fz) = Zf -’L‘—m‘o)n Vel
il faut et il suffit que
lim r,(r) =0 Vz€Al,

n—-+o00
oul 7o () est le reste dans la formule de Taylor défini PaT y )
(n+1) ¢ g <
rn(z) = f( n 1()6,) (z — zo)"* avec €=z +0(z~ zo)» o
e
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Chapitre 3. Séries entiéres 175 }
preuve D’aprés la formule de Taylor-Lagrange, on a : %
£ (o) |

(w)—z A (x—20)" +71n(z), z€A %

F 3

(e qui est encore équivalent a

f(x)=5n($)+rn(x) ou Sn(x)zz——r — To) - 3

k=0 :
D'od, ¥
00
F0)( .
W o= X (20) ; gy)
n=
= ninioosn(m) = f(z) <= nli)r_'r}oo ra(z) = 0,Vz € A.
n

La condition du reste tend vers 0 quand 7 tend Dinfini est & priori trés

Il y a cependant une condition suffisante trés simple

pénible & vérifier.
On a

pour que le développement de f en série de Taylor soit réalisé.

alors,

Théoréme 3.2.10 On suppose que -

L. f est classe C*®° sur un voisinage A=]zo—0,z0+ 8 (6> 0).

2.3M>0,VzeA ona
V(n)(w)|§M vVneN

Alors, pour tout z € A, on a

+00 ¢(n)
o) =3 L= o

n=0 *

Preuve Il suffit de montrer que

lim ra(z)=0 VZE a.
n—+00
En effet, on a
1) o — x| P {
o) = e -0 < M < M
(3.14)
\,\M**-w”‘ R RERPUNSRS Sy e ot e -

Secti"ﬂ 3.2. Séries entiél:é‘.;.ﬂ~
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\q
n+1
Or la série M Z m+1 converge, donc son terme général tend vers (
n>0
e 5n+1
ip ———— = 0.
nl{{xi-loo (n + 1)! (3'15)

De (3.14) et (3.15), on déduit que n}irﬂl_wrn(x) =0. m

Remarque 3.2.7 La 2™ condition du théoréme précédent est suff.
sante pour le développement de f en série de Taylor au voisinage de z,

mais elle n’est pas nécessaire. En effet, on a :

Exemple 3.2.10 Soit f une fonction définie par :

n 4
f(z) = Z;Ta:" =1+2z+222+ 5:03 + e
n>0

Cette série converge sur R car

2ﬂ
=0<1 ol up= —':1:".
n!

Un+1
Un

lim

n—-+00

De plus f est de classe C* sur R et on a

fMoy=2" — +oo.

n—+00

Donc,

fM@)| <M Vaoel-64,

n’est pas vérifiée.

av
3.2.8 Développements en série entidre des fonctio?”
voisinage de 0

de®
Pour développer une fonction en série entidre, on se raméne 3 des

loppements de fonctions usuelles. En voici quelques tgliﬂ;/,.

Section 3.2. Séries entidres )
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pctions trigonométriques

Fon
it f R — R la fonction sinus. Alors, f est de classe C* sur R et sa
Jerivée d'ordre n existe et est donnée par :
: m
f™(z)=sin(z+nZ) VYneN VoeR
De plus, on &

‘f(”)(m)’gl VzeR, VneN.

On en conclut ainsi (cf. Théoréme 3.2.10) que la fonction sinus est égale

3 sa série de Taylor au voisinage de 0 sur R :

+00 £(n)
fo) =3, vaer

n=0
Ce qui est encore équivalent a
2 b 2n+1
3 z & n+1 Z V
= MR e "o E Rl
sinc=s— 5+ttt

érie entiére de la

De la méme maniére, on trouve le développement en 8

fonction cosinus, donné par :
2n
+... VzeR.

+00 2n 2 g4
_ r T n+1 T
C"S"‘"Z(‘l)"W:l‘az‘*W DT

n=0
Fonction exponentielle
Soit f : R — R la fonction expoentielle. Alors, f est de classe C*
R et sa dérivée d’ordre n existe et est donnée par :
fn)(z) =¢€” vneN, VzeR

Lagrange de cette fonction est :

De plus, le reste de Taylor-
¢ "t ol c=0+0(x—0) = fr,

(n+1)!

rn(z) =

n+l

_._"f-—-——- est convergente pour tout d

avec 0 < § < 1. Puisque la série Ze (n+1)!
)

T€R, alors son terme général tend vers 0 i.e.,

I"+l
i = im 0=
lim_ra(@) = 0" n 4 1)!
\.‘ ,__,.-,..—u.w--""rm"”"'_—"—‘“'-"—~ -
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D’apres le théoréme 3.2.9 (ici le point 2y = 0), le développemept e :
1 8ériq

entiére de la fonction exponentielle est donné par :

. +00 " 9 n

e = __1+a: u 2
i ﬁ+—2—!'+....+m+... VCL’E]R.

n=0

De la méme maniére, on trouve :

n=
Fonctions hyperboliques

Le cosinus hyperbolique et le sinus hyperbolique sont les fonctions notéeg

cosh et sinh respectivement, définies sur R par :
e*+e”* et —e®
coshz = ———— sinhhez = ———
2 2
Un raisonnement analogue a ce qui précéde, on trouve le développement

en série entiére de ces deux fonctions. Alors, on a

+oo  2n 2 4 2n
zr T T T
hx = =14+ —=—+—++.... +.. VzeR
cosh T;(:m)! Tyt T G
Et,
I® 2n-1 r 3 p2n—1 v R
i -y = _ 4 4 +———+.. VzekR
sinh nz_:l(zn- T U N ¢ ]
Fonction logarithme
ssede ub

On rappelle que (cf. exemple 3.2.5; 1.) la série Z (=1)" " po
n>0

rayon de convergence égale & 1 et on a

+00 1
ymgn = _1.1[.
1?:0( )"z 112 Vze] [

e
. . z 2 1 - Cf' tl‘
Par le théoréme d’intégration de la somme d’une série entiere (

réme 3.2.6), on a pour tout z € |-1,1]

1 _+°°(—'1)"1_n+1 _f(_l)n—l_{z.
1+t T n
) 1+1 —n+t 1 et
Sectlon 32 Séries entiéres /
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onséquent, pour tout z tel que |a:| <1,

Par € ¥
= n 2 .3 »

_ _ n—-lx_ o z Z -1 :154
ln(1+$)—n§=1:( 1) 5 =T —2—+§-+....+(—1)" E+ ‘ '

Fonction arctangente

On rappelle que (cf. exemple 3.2.5; 2.) la série Z (-1)" 2" posséde un

n>0
rayon de convergence égale & 1 et on a

1
1" 2" —
nEO( V' 1+ 22 Vzel-1,1].

Par le théoréme d’intégration de la somme d’une série entiére (cf. théo-

réme 3.2.6), on a pour tout z € |-1,1|

T +00

+o0 n 2n—1
1 (—1) 2 -1 Z
—dt:E:—— m =Y (- —
/1+t2 1 SR
0 n=0 n=
Par conséquent,
3 5 2n—1
X T n-1 T
arctany =g — — + 2 4 - oV <1.
=z 3+5+ +(-1) 2n—1+ z / |zl

Fonction 7 —, 1+ z)*
On considere 1a fonction f définie par
f(z)=(01+z)%, aveca€R.

On ne Peut pas appliquer ici le théoréme 3.2.10 parce que l'expression
U reste de Taylor-Lagrange pour cette fonction est trop compliquée.

OUr cela, on va procéder d’une autre méthode totalement différente :

A S

tn Utiliggpt une équation différentielle dont f est solution, on détermine
e développement en série entiére de f. En effet, on peut facilement

Verj . :
Tfier que [ est solution de I'’équation différentielle suivante :

{ (1+$)(1;’)“°1y=° (3.16)
4(0) =

3.2. Séries entiéres

T e

;
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On cherche les solutions y de (3.16) développable en série entigre 4 .
a

forme :

+00
y(@) = ) anz”
n=0
Alors par dérivation, on a
<00
y (z) = Znanm" !
n=1

a1 =aag, 2az=(a-1)ai,...,n+1)ap = (¢ —n)ay
Or,
y(0) =1
Donc,
ap = 1

Par conséquent,

a1 = a, a2=a—%_—1), ...... L g, =Ma=D+.(a-ntl)

nl

+00
Le rayon de convergence de 1a série 1+ Za(a’ - 1)+ ..(a— E_‘_*’__ll "

n!
n=0
tion de (3.16), par unicité de I8
solution de 1’équation différentielle, il vient

est égal 4 1, sachant que f est aussi soly

f(z—1+Z (o — ntl)

n=0 n! "

vzel-11[

Autrement dit, pour tout ¢ tel que |z| < 1,

(14+2)* = 1+az+a (—1) ;_T+_._'+a(a - 1)(a - 2)...(a -Q_;t,l.)xn_q—...
nl

e _ar l/
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Cha
2.9 Exponentielle complexe
3.
ot 2 e C, on représente par e* (ou exp z) la somme de la série Z—-
oi
n>0

Je rayon de convergence infini (R = +o00) i.e.,

+°°zn

VzeC:e* = s
n!
n=0

Lapplication 2 — e* définit la fonction exponentielle de la variable

complexe.

3.2.10 Fonctions trigonométriques complexes

Soit z € C, on représente par sin z (resp cos z), la somme de la série

2n+1
Z(—l)"—— resp. Z ) i.e., pour tout z € C,
(2n +
n>0 n>0
p2n+1 Ix 22n
sinz = Z(— (resp. cosz = Z(—l)" ').
~ (2n+1)! — (2n)!

L'application z — sinz (resp. z — cosz) définit la fonction sinus
(resp. cosinus) de la variable complexe.
Les lemmes suivants permettent de retrouver les propriétés de la fonction

€xponentielle, ainsi que celles des fonctions trigonométriques usuelles.
Lemme 3.2.1 Pour tout z € C, on a
e'* = cos z + isin 2.

P
feuve En effet, on a pour tout z € C

00 (iz)Qk)"“"o (iz)2k+l

=3 Y T

(k) &2k + 1)!

+

n=( ) k=0
Aingj,
p v (2k)’ (2k + 1)'
¥ consequent,
~ e* = ginz + 1cos 2.

e e

T RS
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En conséquence, on a

Lemme 3.2.2 Pour tout z € C, on a

eiz + e_zz ' ezz _+_ e—’LZ
cosz = — g et sinz = B YR
De plus,
cos? z +sin®z = 1.

3.2.11 Fonctions hyperboliques complexes

Soit z € C, on représente par sinh 2 (resp. cosh z) la somme de la série
z2n+1 z2n

Z——— (resp. Z ) ie.,
e (2n +1)! = (2n)!
+2'° z2n+1 +oo z2n
sinh z = —_ resp. cosh z = .
~(2n+1)! (resp Z (2n)!)

n=0

L’application z — sinh » (resp. 2 — cosh z) définit la fonction sinus

hyperbolique (resp. cosinus hyperbolique) de 1a variable complexe.

Lemme 3.2.3 Pour tout » €C, ona

Z_ oz

. e
sinh z = 5 et coshz =

e* + e %
5 i

Preuve La preuve découle de 13 définition de e et e ?

. m
3.2.12 Logarithme complexe

Il est naturel de compléter la définition de 'exponentielle complexe par

celle du logarithme, en tant que fonction réciproque de la précédente.
Cette fonction doit bien 8Qr coincider avec gop homologue réel.

ogarithme d'un nombre complexe z € c

tout nombre compleze Z, te| que
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logz=Z=In|z|+iarg 2.

L ’application 2z — log z définit la fonction logarithme de la variable

compleze.

Remarque 3.2.8 On notera que, dans la mesure o Vargument du

nombre complexze z n'est défini que modulo 2w, la fonction logarithme
ne sera une "vraie fonction" que si I’on impose en outre une condition
sur les valeurs prises par 'argument de z. Plus précisément, si on pose
z=|2|(cosf +isinb) ou 0 :=argz et Z = X +iY alors X = In|z| et
Y=0+2knr, ke€Z. En effet, par la définition du logarithme on a

e =2z.

Ce qui est équivalent, en remplacant Z et z par leur valeurs respectives,
a

eX (cosY +isin Y) =|z| (cosf + isin).
De cette égalite, il vient

eX=|z| et ' Y=0+2kn, keZ.

Aingi [e logarithme d’un nombre compleze z est donné par la formule :
10gz=Z=X+z'Y=ln|z‘+i(9+2k7r), keZ.

L on impose des conditions sur 6, on définit ainsi une fonction loga-
)
thime complexe, notée log, définie par

logz =In|z| +iarg 2.

Marque 32,9 On peut démontrer que pour tout z tel que |2| < 1,
2 3 2"
108(1+z)=z-.52_+%+...+(—1)" ‘-;;+...
e T
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3.3 Exercices avec solutions =

Exercice 3.3.1 Déterminer le rayon de convergence des séries entie
sutvantes :

1)Z2n$2n+1, 2)22_-{—:20&3;71, )Z +1) , 4)
5) Zsinn?ﬂm“.

Solution 3.3.1 On détermine le rayon de convergence des séries e.
tiéres suivantes :

1) soit la série entiére an ou fn(z) = 2"2*™*1. Alors par la regle
de d’Alembert, on a

—fn+1 () =222 - 222
fn (2) N—+00
Si 222 < 1 alors Z 2"2?" 1 converge abssolument et si 222 > 1,
n>1
la série Z 2" 22"+ diverge.

n>1

Ce qui est encore équivalent & : Si |z| < 1/4/2, la série converge abso-
lument et si x| > 1/v/2, la série diverge. En x = +1/+/2, la série
diverge. Par conséquent, le rayon de convergence de cette série

R=1/2.

2) Soit la série entiere an ot fn(z)= wm", Ici, on ne peut
n

pas utiliser la régle de d’Alembert car cosn n'a pas de limite quand

n tend vers +00. On va alors encadrer le terme général fa (¥)- Or

sait que :
-1<cosn<1 VneN".
Ainasi,
1 2+ cosn 3
—_—
nt = p? = n?
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lim | |n+1 n2

X =
n—+oo(n4+1)2 " 3|z 21

. : 3 |z|"
Alors si |z| <1, la série Z converge et si |z| > 1, la série

diverge. Enfin si |:r| 1, la série Z |93| 2—32- série de
n

n
Riemann convergente car a = 2 > 1, De méme, la série Z l-’”lz
n

converge si |z| < 1 et diverge si |z| > 1.

On conclut alors que la série Z fn converge absolument si et seulement

n
si |z| £ 1. En effet, si |.'1:| < 1, la série Z 82" l converge et

donc la série Z |fn (x)| converge par compamzson. Par suite la

série Z fn converge absolument Maintenant si |x| > 1, la série

Z Inz diverge et par comparaison la série Z |frn (z)| diverge. Ce

qui est encore équivalent par la contraposée a : Z |fn (z)| converge
implique |z| < 1. Ainsi l’équivalence est établie. Ce qui signifie

enfin que le rayon de convergence de cette série est R=1.

n!
3) Soit la série entiére Z frn ot fn(z) = mx". On a, par la

régle de d’Alembert,
n+1 n+1 |.’B|
=(—— lz] — —.
n+2 n—+oo €

fn+1 (z)
Si |z| < e, la série Z fn converge asolument et elle diverge si

fn (2)
2| > e. Pour © = *e, on montre par la formule de stirling que

gl
@)l o~ 0

Donc la série Z fn est divergente. Par conséquent le rayon de

convergence de cette série R = e.

3
. n o
4) Soit la série entiere 2 fn o8 fn (z) = -3—'-;3:". En utilisant la régle
de d’Alembert, on obtient

3
-4 22 e

\ P

NY- TV
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Alors si |z| < 3, la série Z fn converge absolument, et ¢y, di
Ven, e

si |x| > 3. Pour x = £3, la série diverge car son terme 9éne
ne tend pas vers 0. On déduit donc que le rayon de convergen(:e?
€

cette série est R = 3.
. T
5) Soit la série entiére Z fn 00 fn(z)= Zsm —3~—:1:". On sait g,

'sin%i‘ <1, VneN

Alors,
. nm n
fa (@) = [sin 5| 2" < |2"

Z |z|™ est une série géométrique de raison |z|, et elle converge s
|z| < 1. Par le critére de comparaison, Z frn converge absolument
si |z| < 1. Ainsi le rayon de convergence de cette série R > 1. Mus
R ne peut pas étre strictement plus grand que 1 car s R > 1, alors
la série convergerait absolument pour tout * < R. En particulier
pour x = 1, la série an (1) = Zsin %ﬁ converge. Ce qui est
absurde car z sin % est divergente puisque son terme général ne

tend pas vers 0. Ainsi R = 1.

Exercice 3.3.2 Sachant que le rayon de convergence de Zanz" est

R = 2. Déterminer le rayon de convergence des séries :

1) Zanzz" 2) Zn4anz", 3) Zﬁ’i .

z
n!
. r
Solution 3.3.2 On utilise la définition du rayon de convergence: P

|z] < R la série converge, et pour |z| > R elle diverge.

1) Puisque la rayon de convergence de Z a,2" est R = 2, alors tazst’":‘
Zanz2n = Zan (22)" converge si |2|* < 2 et diverge sifel <
Donc son rayon est \/2.

2) On a montré en cours que la série entiére Z nap2" ale mém¢
de cOnvergence que Z au?-"- La série 1120,12" ale mérn
de convergence que zﬂanz". Ainsi de suite, la séri¢ Z" ‘h;ﬂ,fr-

n de
le méme rayon que Z an2". Par conséquent, son Tay°" .

gence est 2. e
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3) ¢
série converge pour tout z tel que |z| < R = 2. En particulier pour

chant que le rayon de convergence Zanz" est R = 2, alors celle

,=1,1a série Zan converge. Ceci implique que le terme général

a, tend VeTs 0 quand n — +o00. Ainsi, on a

ANeEN, VneN:n>N = |a,| < 1.

Donc, n
<|_z|_ VneN:n>N.

an
___zn < s
n!

n!

n
On sait, par la régle de d’Alembert, que la série Z |j|'_ converge
n!

a
pour tout z € C. Il en résulte que Z ——Tl'z" converge absolument
n!

sur C. On a donc son rayon égal a +oo.

Exercice 3.3.3 Donner le rayon de convergence R et calculer la somme

des séries entiéres suivantes :

1) Za”x” (a#0), 2) anx", 3) 22(_1)nx",

n>0 n>0 n>0
2n
4 -1)" x".
)n;)( )" —

Solution 3.3.3 On donne le rayon de convergence R et on calcule la

somme des séries.

1) La série Za":z:" = Z (az)" est une série géométrique de raison
n>0 n>0
g = az. Elle converge absolument si |az| < 1 et diverge si lax| > 1.

-y 1
Ainsi le rayon R = |———|, et de plus pour |az| < 1, la somme de cette
a

série est donnée par :

+o00 1
_ n,n _ .
n=0
2
) Poyr déterminer le rayon de convergence de 2"21‘", on va appl-
n>0
quer le théoreme Hadamard-d’Alembert (cf. théoréme 3.2.4). On
a
_ (n+1)?
lim |[—F—|=1
n—+400 n
M-ﬁn__mg__ R
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Donc R =1. On sait que pour tout T tel que |z| < 1,

+0°n 1
POE: =1-

n=0
Ainsi par dérivation, on obtient
+o00
1
ng" ! = 5
TZ‘: (1-2z)
En multipliant par x, il vient
+o00 T
Y ne" = 5, Yz lz<l
(1-0)

n=1
On dérive de nouveau, on trouve
l1+z

EnZ n-— — 1_$)3'

Enfin, on multiplie par z, on déduit

+o00
T + z2

2.n
E nz" = , Vz/|z|<1
Ainst la somme de cette série est

Znaz :c+:1: Vz/ |z|<1.

3
n=0 )

3) On ne peut pas appliquer la régle d’Hadamard-d’Alembert (cf. thée-
réme 3.2.4) & la série ZZ('I)nm" car

n>0
o(-1)" gn 21:1:" i m est pair,
-Q—m" 8i n est impair.
Par contre, on a
|2(—1)nzn _<__ 2|xln.

St |z| < 1, la série z 2|z|" est une série géométrique converge"
n20
et par le critére de comparaison la série Z (=1)"g" conve"?‘
. n20 ne [0
solument. Si |z| > 1, le terme général 2("1)":5" — 00, 00
série 22("”"1" diverge. Ainsi, R = 1.
n20
V»—'""'//r
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¢ pOuT tout z tel que |z| < 1, 22m2" et Z ~g2t1 gont
gait 9 n>0 n>0

géométriques convergentes, alors Z 2m2"+2 1 an+1
n20 n>0

nal’i"e '

deu® gbries
ost 0 ausss convergente et on a
-)" = 2n on+ 1
Z 2= " ): 22%" + Z -3
n=0 n=0 '

Ainsi, en calculant les deuz sommes, on trouve

x
gt = .,V <1.
2:02( " 2(1_ 72)’ z / |zl
n=
D’ot,
44z
(-D)"gn = vz / |lz|<1.
=S 2 e = Ve

n=0

4) En appliquant la régle d’Hadamard d’Alembert (cf. théoréme 3.2.4)

d la série Z 1) :1: , il vient :
n>0
1
gntl n+l | _ 2'n+ _9
nin_}_oo ( 1)"+1 n+2 X -—-—""zn (_l)n - n_l_l'rﬂl_oo n+2
tel
Ainsi, R = —;— Pour le calcul de la somme, on a pour tout T i€
1
que |z| < =
2l < 3
D=3 D —Z"‘"n+1
n=0
£n multipliant par z, on obtient
n+1

wsuw)——i n+1

E .
" Passant 4 lo dérivée, on déduit

(284 (2)) = 5 Z (-22)"
s‘tﬁn.. /’?i/ﬂ
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Or,
S (o=, Va/ o<
_2z)" = —— z| < =,
Z%( 2z) 1+ 2z’ o 2

n=

D’o1,
(@84 (@)) = ——, Yz / la|<z.
142z’ 2

On intégre par rapport t € [0,z], on alors

z T
dt
’ — ———
f(ts4 o) dt= [ s
0 0
Ainsi,
1 1
S4(z)=—In(1+2z), Vz/|z|]<=etz#0.
2z 2
Et siz =0,
S4(0) =0.
Exercice 3.3.4 Donner le dévioppement en série entiére des fonctions
sutvantes :
3 2z + 4
1) i(z)=5—, 2 = > = (sinz)’
2 —5 ) f2(z) @-1)(z=3) 3) f3(z) = (sinz)",

) fae)= [ By
e

Solution 3.3.4 1) On rappelle que lo somme 4 ‘une série géometrigue
Zq" est donnée par :

n>0
-
"=—— vy (3.17)
=% 1=y Ve/ld<1
On a
fi (1’): 3 — -3 1
72

— 5 5 2‘
1-(z/V5
on déduit alors de (3.17), ( / )

1 +o00
. w = nZ-.o (x/\/5)2n v Vz/ |I/\/5| < 1.
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e . 3 s
tr
\ LW Jp déveloPP ement en série entiére de f, est -

_3-+m) .
fl(x)z?‘v__‘;(“’/‘/g)z . Ve / ol <V,

décgmposz'tz'on en éléments simples donne :

g) Une - "
h@0=(3—1ﬂw_3y=m_l+xig
: 3 3 +00
f”_—l—l—m—‘g?;)f”n, Vz / |z <1
B,
o0
5_2—5:; :321—13;/3 = :3_5n=0(w/3)", vz / || < 3.

Donc fo est développable en série entiére sur l’in

oma

intervalle |-1,1[ et

_32"’ “Z (z/3)", Vo /lal<l

n=0 n_O

Par conséquent,

Z"B ( 3n+), v / |z <1

I p
0
" développer f3 en série entzére on se Tamen

m

1 1
f3(x) = (Sin:aa)2 =3 — cos 2Z-

Or |
¢ dévelop pement en série entiere de cosinus est

¢ d des développe-

transformation suivante :

cos;q—Z( ~1)" (2n vy € R.
DOnc n=0
2 2n R.
f3(37 ______Z( 1) ((;'Z)!, Vre

&QLJ\\HM nﬁo
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Apres calcul, on obtient,

+00
_ Z n+1
n=1

4) Sashant que le développement en série entiére de sinus est

zn-l 2n

?
n)!

Vz € R,

+00 o t2n+1 v R
Sint:Z(—-l) m, teR.
n=0
Alors,
i Vte R
o = t € R*.
g-:_.o 2n+1)!

- | |
Ainsi la fonction t — % est la somme d’une série entiére de
rayon de convergence infini. On peut donc l’intégrer terme d terme

sur tout intervalle [0, ] :

T [+o0 I +oo % o g
f“(””)=0/[,§,(‘” eyl E M s
n=Yo

Par conséquent,

400
.’an+1

e ?::_0 =17 (2n+1)!(2n+1)’ EEs

Exercice 3.3.5 Soi ' ' ~ (_1)n n
-5 Soit la série entiere f(z) = Z .

1) Déterminer le domaine de définition de f.

2) Démontrer que f est continue syr son domaine de définitio™

- / - 1]
8) Ezprimer f' et f, & U'aide de fonctions usuelles sur Vintervalle] :

+00

4) En déduire la valeur de Z _(:_1_21_
n=211(n._ 1).
Solution 3.3.5 S, - (-1)"
4 oit f(z) " ou g, = ———t.
. }:5 T .
e e '_“/,/
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1) Par la régle d 'Hadamard-d’Alembert (cf. théoréme 3.2.4), on a
|2 = gm P o
n—+00 | Qp n—+oomn + 1

Ainsi le rayon de convergence R = 1. D’ou la série Zanm"
n>2

converge pour tout x tel que lz| < 1.

. 1) ) L
Pour z = 1, la série ,,Z:z anz" = nz>:2 ;L(T'T;:)T) est une série de Leibniz,

elle est donc convergente.
1
—_ ] n — ) -
Pour z = —1, la série Zanm = Z nn=1) est une 8érie CONVET
n>2 n22
1
gente puisque son terme général est équivalent a — qui est le terme

général d’une série de Riemann convergente.

On conclut que le domaine de définition de f est:
Dy =[-1,1].

2) f étant la somme d'une série entiére, elle est continue sur tout inter-
valle |-r,7[ € |=R, R[ (cf. théoréme 9.2.5). Ainsi f est continue
sur]~1,1[. Pour la continuité de la fonction somme f au bord de
Vintervalle de convergence i.e., en T = 1. Comme R=1>0 et

la série entiere E ana™ est convergente en T = +1, alors d’aprés

n22
le théoreme d’Abel (cf. théoréme 8.2.7), la fonction somme f est

continue en ¢ = +1. D’ot f est continue sur Dy.
8) Pour tout z tel que |z| < 1, on 6,

+00 (—-1)" e +00 (_1)n+1 i

f’(m)-—'z(n_l)m “Z n

n=2 ﬂ=1
puisque l'on peut dériver terme 4 terme Sur ]-1,1[.
Orle développement en série entiere de la fonction ¢ — In (1 + ) est

400 (_1)n+l

In(l+z)= Z——-—n———x". Vz/ |z <l
neml

Done,
f!(z) =In(1+2), vz / |zl <l
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En intégrant la fonction f' sur [0,z] avec 0 < <1, on obtien,

T X
/f’(t)dt = /ln(l + t) dt.
0 0
Ainsi,
f@=0+a)(+e)=a,  Va/ll<l g
4) Par passage & la limite dans (3.18) quand £ — 1, il vient
1im1f(:n) = lim1(1 +z)lIn(14+z)—z=2In2-1

Comme f est continue sur son domaine de définition Dy, en par.
ticulier en x =1, alors

f(1)= lim f(z) =2ln2-1.

Or,
+o00
_ (=1"
1) = - S S
f(1) gn(n_ i
d’ov

Z (3n)!"

1) Trouyer la
rayon de convergen,ce de cette série. Soit f la somme

2) Ecrire [eg dérivées 1 o I

il
; Comme som, . eres, etf
déduire [, valeur de me de séries entié

o
e
valeur de F (on yjy; ’ Y 4y = e et en dédv’ :

| 0"
T " exemple Jeg valeurs de f (0) et f
Section 3.3, Exercices .. . -
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3n

;;f*wchapitre 3 .

5.3.6 Soit Y fo 00 fn(z)=

n>0

(3n)!"

S o]ut ion

o Jtilisant la régle de d’Alembert, on aura
1)

farr (@) _ g3 t1) % (3n)!
Ful@) | [Bn43) T gn

" , 0<1
(3n+1) (3n +2) (3n + 3) n—r+oo '

Ainsi, Z fn converge pour tout x € R. Le rayon de convergence
n>0
est donc infini.

2) Soit f la somme de Z fn. Alors, pour tout x € R, on a

n>0
/ 100 p3n—1 ., +00 p3n—2
— - t = —_
/(@) nz=:1 (3n —1)! et f(@) = (3n—2)!

puisque l’on peut dériver terme a terme sur R. On en déduit que :

3n

w3n—1 $3n—2 ]

+00
@)+ f (@) + ' (z) = 1+n¥1 [(371)! + (3n —1)! i (3n —2)!

Or

)

PPRRY
Drod, pour tout z,

f @)+ f (z) + f" (z) = €.
3)

On fa 't e.’L‘ . . . ', .
U remarquer que T est une solution particuliére de l'équation

!

v W4y = ez, De plus la solution générale de l'équation homogeéne
!

v TV 4y =0 est de la forme :

y = e"-’l‘/2

~—_ (A cos (mﬁ/.‘l) + Bsin (a:\/‘j/2)) , avec A, B € R.
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Ainsi la solution générale de l’équation y' +y' +y = ¢2
est dony, &

par :

Y= % 4 e=%/2 (Acos (m\/ﬁ/z) + Bsin (w\/§/2)) .

Par conséquent,

f(z) = % 4 e—2/2 (Acos (w\/§/2) + Bsin (x\/§/2)),

ot A et B sont de constantes qui peuvent étre déterminées por leg
conditions f (0) =1 et f'(0) = 0. On trouve alors,

f(z)= % + %e‘“’/z cos (m\/§/2) ,

Exercice 3.3.7 Soit f définie sur |—1,1[ par :

f(a) = arféinmm |

1) Justifier que f est développable en série entiére sur]=1,1].

2) Montrer que f est solution de ’équation différentielle :
(1-2)y —ay=1.

3) Déterminer le développement en série entiére de f sur]-1,1[.

Solution 3.3.7 Soit f telle que f (z) = arcsin @ our z € |-1,1[
f (z) A3 p ]
1) On peut écrire,

f(z) = arﬁ—-ﬁjfin} =(1- wQ)_'% arcsin .
D’aprés le cours application y — (1+u)*, aveca €
met un développement en série entiere sur |—1,1[. En P8 rives
Vapplication ¢ — (1 - 22)4 admet un développement € °

, vdﬂ?'
entiére sur |~1,1(. De plus, la fonction arcsin admet U7 & g le

. n
pement en série entidre sur ]=1,1] qui s’obtient en intég™

développement en série entiére de sa dérivée donnée por

R o
Jief
14

(arcsinz)’ =

1 ;
v1-a7 / |
e i
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Par conséquent, le produit de deug sgpjeg admettant de
ments en séries entiéres syr -1,1[,

8 développe-

_ . admet un développement en
série entiére sur |=1,1[. Ce qui Justifie que f est développable en
série entiére sur |—1,1][, i

2) Ona

N

fi(z) = ((1-—122)_ arcsin:z:), X

(1- wz)—% arcsinz + (1 — ;1;2)—1 _

Ainst,

1

(1-2?) f’(ac)=:1:(1—m2)_5arcsinm+1=xf(a:)+1. g
D’on,

(1-2) f'(2) —2f (2) =1, (3.19)

cect montre bien que f est solution de (1-2Y)y —ay=1.
3) On pose pour x € ]-1,1],
+o00

f(2) =) ana"

n=0

Alors,
+oo oo

' (z) = Znanm”_l = Z (n+1)any1z™. i

n=1 n=0 }

Or f vérifie (3.19), donc
+o00 +00 +00 “

Z (n+1) apprz™ — z? Z nane" ! —z Z anz" = 1. '

n=0 n=1 n=0 i

Z (n+1) anp1z™ — Y _nane™' - >_ana™! =1 ;

n=0 n=1 n= :

A
PTes caleuls, on trouve v
+00 ‘
a1+2((n+1)aﬂ+1_—nan_1)xn=1, Vl‘E]—l,l[. ;

n=1 ¢

Scanned by CamScanner



Chapitre 3. Séries enti res 1og
— 1y

Ce qui implique que

(11—1
(n+1)ant+1 —nan—1 =0, Yn>1.

Ce qui est encore équivalent @

ay = 1,
nap— (n—1)ap—2=0, Vn>2
On distingue deuz cas : n=2p et n=2p+1. Sin=2p gy
de l’équation précédente, il vient
2pa2p = (2p - 1) a2p-1.
De cette équation et du fait que 0 = f (0) = ap, on déduit que

a2p = 0.

Si, maintenant, n = 2p + 1 alors

2p
(2p+1) agpy1 = 2pagp-1 <= agpy1 = 2pﬁaz;n—l-

On montre facilement par récurence que

(2p) (2p - 2) (2p — 4) ....4.2 .
2p+1)(2p-1)(2p—3)...53

A2p+1 =

ou encore,
2Pp!

a = .

T @) (2p— 1)(2p-3)...5.3

En multipliant en haut et en bas par :

2°pl =2p (2p—2) (2p — 4) ....4.2,

on oboutit @
(2Pp!)?
(2p+ 1)

Ainsi le développement en série entiere de [ est

a2p+1 =

400 +00 (2P |)2 1 l[
f(l') &= Za2p+1:1:2”+1 = Z ~—p;——m2p+l, V€ ]’ !

i3 Gt i
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Chapitre 4

géries de Fourier

Dans ce chapitre, o1 va étudier les séries de Fourier! qui sont des séries

de fonctions pas toucher un sujet de

d’un type particulier. On ne peut
on, les transformeées
diques : l'idée

combinai-

ser ces séries (ou leur généralisati

physique Sans utili
de Fourier). Elles servent a étudier des fonctions pério

périodique quelconque comine

est d’exprimer une fonction 27
) de fonctions o périodiques

infinie

éaire (en général, une somme
cneN

son lin

simples, de la forme cos nx ou sinnz ave

4.1 Séries trigonométriques

41.1 Fonctions périodiques

wne fonction f

si elle vérifie :

Définition 4.1.1 On dit qu . R — C est périodique de

période T > 0 (ou T-périodique)
Vv z € R, f($+T):f(x)'

Exemple 4.1.1 1. Les fonctions * __, sinz e T cosx sont
] . i /T . . qe
2m-périodiques et la fonction T e(2im/T)T st T -périodique.

r est un mathémati
830 a Paris.
¢ en séries trig
problén

cien et physicien francais né le 21

ses travaux sur

ma::i‘;n Baptiste Joseph Fourie
N 68 & Auxerre et mort le 16 mai 1
B‘p:)i::’lionllJOsi'cion de fonctions périodique

es séries de Fourier et leur application &u
chaleyr,

1l est connu pour
onométriques convergentes

e de la propagation de la

199

§ I AT R s bt e B e

RO, TR e R

G

3

?‘&

T
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Nﬂ
2. La fonction © — tanx est périodique de période .

3. La fonction x — x — [z] est 1-périodique.

4.1.2 Fonctions continues par morceaux

Définition 4.1.2 On dit qu’une fonction f est continue par Morceqy,
sur [a,b] quand il existe un nombre fini de points ¢; = q < C2 < ¢ <

S Ck-1 < ¢k = b tels que f est continue sur chaque intervajje ouvert

lcj, cjs1] et admet une limite finie & gauche et a droite de chaque c;. (¢

limites & droite et @ gauche, qu’on notera f (c]—) et f (cj) peuvent étre
différentes de la valeur f (cj) -

Exemple 4.1.2 La fonction partie entiére f : x — [z] est continue par

morceauz sur [0,4] (on peut prendre =0<c=1<c3=2<¢-=

3 <c5 =4, et f est continue sur chaque intervalle ouvert lej, i de

plus les limites & gauche et & droite de f existe en chaque c;, pour tout
i=1,..5)

4.1.3 Fonctions dérivables par morceaux

Définition 4.1.3 Op, 4t quune fonction f est dérivable par morceats
sur [a,b] quand il existe un, nombre fini de points ¢y = a < ca <3 <

e < Ck—1 < = b tels que f est dérivable s

ert
ur chaque intervalle 0uY¢
Jejs ciqa]

et admet une dérivée 4 gauche et & droite de chaque Cj-

Exemple 4.1.3 icati : i et fs:
siﬁx Les applications fiiz— | /|z|, fq:x — |sin x|

, 1 »abf""
2] sont.démvables sur [~ 0[U]0,7]. Elle ne sont pas déﬂlﬂ p
en 0. Les applications f,, f, sons dérivables par morceaux sur [™"

: i

(il suffit de prendre ¢; = —g < €2=0<c3 =7) mais l’aPPlicatzon

n'est pas ' , : dessow
pas dérivable par morcequg sur [—m, n] (voir la figure ci € o

—
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Définition 4.1.4 £ est dite continue (resp. dérivable ) par morceauz sur

Vintervalle I s; et seulement si elle ’est sur tout segment de I.

414 Fonctions 2n-périodique continues sur R

Une fonction f définie sur R, de période 27, est parfaitement déterminée
Par sa restriction 3, un intervalle semi-ouvert de longueur 2.

On prendra
Souvent |7, 7] oy [0, 2.

°Ur montrer qu’une fonction [ 2m-périodique est continue sur R, il
Sutfit donc de montrer que :

L f est continue sur I'intervalle ouvert =7, 7,
2. f est continue en 7 ie.,
: = N T).
f(m)= lm f(@)=_1lm f()

La dernjere égalité signifie que f admet une limite & gauche égale

3 1a limte 3 droite en z = «. Ceci découle de la périodicité de la
fonetiop f.

Exemple 4.1.4 La fonction 2 périodique définie sur |—m, ] par

f@)=a" -7
N
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est continue sur R. En effet, cette fonction est clairement Continye

|—=, [, en tant que polynéme. Par ailleurs, on a

f(r)= lim f (z) = lim +f (z) =
r— T T——T
Ce qui montre que f est continue en T et donc partout sur R.

Exemple 4.1.5 La fonction 2r-périodique définie sur |—m, x| pgr
f(z)==2

n'est pas continue sur |-, m|, mais seulement par morceauz. En ¢f-

fet, cette fonction est un polynéme, donc elle est continue sur |—m,n|,

D’autre part,
f(m)y=n= lim f(z),

T—T

et,

lim f(z)=-7n#f(7).

T——T

Donc f n’est pas continue en x = m. Mais comme elle y admet unt
orceatd

limite a gauche et une limite a droite, elle est continue par m

sur |—m, 7.

4.1.5 Fonctions 27-périodique de classe C' sur R

,
, . : ST 1 ~m, Tl
Pour vérifier une fonction f 27-périodique est de classe ¢t sur ] ’

i.e., sur R,tout entier. On doit vérifier que :

1. f est continue sur |-m,7[,

2. f est continuement dérivable sur |-, [,

3. f(w)=zlggr_f($) lim f(z),

z——qt

4. zli_rgr f'(z) = lim f’( ). égalew
La derniére égallté 31gn1ﬁe que f admet une dérivée a gauch® e ¥
dérivée a droite en = m, et qu’elle y est donc bie

R.
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Exemple 4.1.6 La fonction 27 périodique définie sur |—m, 7] par

f (CE) — ($2 _ 71_2)2

1 o L e
ot de classe C- sur R. En effet, les trois premieres conditions sont sa-

tifaites et on a

— f(_ 2 2\2
im L& =FEm L (@) —0
z——nt T —(—) g—-nt TH+T
et,
_ z) — 2 . 2)\2
llm_f( ) f () = lim (m—izo.
T—T r—T T—T— Tr—T

Exemple 4.1.7 La fonction 21 périodique définie sur |—m, ] par
f(z) =2 —n?

n'est pas dérivable sur R, donc elle n’est pas C1. En effet, il facile a

vérifier les trois premiéres conditions mais la derniére condition n'est

bas satisfaite car,

f@=fm

1i
et,
lim 1%~ fm) _ o
T—T r—mT

D'on f nest pas Cl, elle est seulement C' par morceaur.

0
) 1 rappe]le 15 propriété éléméntaire suivante qui est constamment uti-
138e,

Pp
0D081t10n 4.1.1 Soit f une fonction T-périodique. Si f est conti-
"€ Par morcequg, syr [0, T] alors pour tout x, € R, f est continue par

Morce
Q
W sur (20,2, + T) et l'on a

To+T

T
f(z)dz = /f(:c)d:c.
0
T
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Remarque 4.1.1 Pour toute fonction g supposée 2m-périodique copy,

nue par morceauz, la proposition 4.1.1 donne en particulier la relation,

7f(x)dm=jf(w)dw- |

0

4.1.6 Séries trigonométriques

Définition 4.1.5 On appelle série trigonométrique toule série de fone.

tions de la forme :

Z(an cos nx + by, sinn),
n>0

ot ap, b, € K =R ou C sont applées coefficients de la série et x € R.

inx

Exemple 4.1.8 La série - est une série trigonométrique. En ef-

fet,

n>0

inx .
Z e 1 Z i
= — COSNT + — sin
nl ol + oy nx,
n20 n>0 :

n — —

1 .
avec a, = — et b t
n! n!

4.1.7 Convergence d’une série trigonométrique

L’étude de la convergence deg séries trigonométriques n’est pas aisée €8
général. On se contentera des résultats suivants

p ot .
roposition 4.1.2 §; Zan et Zb

n>0
alors la série Z(
n2>0

me S est 27r-pém'odique.

Preuve L, ]
a série (a pté
E (an cosng+h sin verg®
n nT) es con
o R oced ) est normalement
- En effet, ¢

eci découle de I'inégalite -

3
n Sont absolument conve"’y""te
n>0

an C . r
n COSTT + by sin nT) est normalement convef’ye‘"te #*

R et sa som

\(@n cos nz + by sinnz)| <

— Ian|+|b | vzeR
Section 41 ern T " g
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" cha
o fat z an €t Z b, sont absolument convergentes, donc la série
Et ‘ﬂZO ‘nZO
Z(|a |+ Ibnl) est convergente.
n
n20

ote maintenant S la somme de la série Z(an cos nz + b, sinnz).

n
0 n20

on vérifie que S est 2m-périodique i.e.,

Sz+2m)=8S(z) VYzeR.

On &,
+00
S(x+2m) = Ean cosn (z + 27) + by sinn (z + 27).
n=0
Et comme,
cos (nz + 2nm) = cosnw et sin(nz + 2nm) = sinnz,
donc,
<00
S(z+2m) = E(an cosnz + by sinnz) = S(z) VzeR.
n=0
]

Remarque 4.1.2 On remarque que 8 Z (|an| + |bn|) est convergente
n=0

alors la série Z(an cosnz + b, sinnz) est uniformément convergente

n>0
sur R, -

418 Systéme trigonométrique
Définition 4.1.8 La suite de fonctions (cosnz,sinnz),en, T € R est

IPpelée systeme trigonométrique.

. lemme gyjygnt donne certaines relations trés utiles par la suite.
o4 —
On 4.1. Séries trigonométriques
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Lemme 4.1.1 Le systéme trigonométrique posséde la Propriéts ¢

gonalité suivante : Orth,
4 m -
/cosn:rcosm:c dr = /sinm:sinm:z: dr = { 0 sin oy
§ - - men=mp
/sinna:cosma: dx = /sinn:n dr = /cosm:z: dzr =,
\ —7 —r g

(41
pour tous n, m € N.

Preuve Pour la vérification de (4.1) on applique les formules Suivantes -

sinnzsinmz = 1/2[cos(n—m)z — cos(n+m)az,
sinnzcosmz = 1/2[sin(n — m)z + sin (n + m) z], (42)
cosnzcosmz = 1/2[cos(n —m)z + cos(n+m)z].

4.2 Séries de Fourier

4.2.1 Série de Fourier d’une fonction périodique

Soit f : R — R une fonction 2m-périodique (ou de période 2 suf X
) et localement intégrable sur R c'est a dire, f est intégrable sur 10
intervalle [a, 3] C R.

Définition 4.2.1 On appelle série de Fourier de la fonction f 18 sént
trigonométrique de la forme :

1
500 + Z(an cosnr + b, sinnzr),

n>1

O Y N . » e .
u les coefficients an et by, sont donnés par :

m
1
Un = ;/f(-l‘)(‘osn;rd.r, VneN
-N

.
1
b = ;/f(:l‘)sinnrd;r, v neN.

énpli‘_ a - ' - . , P
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_ombres an et by, sont appelés les coefficients de Fourier de la fonc-

Les
tion f
Notatio? 4.2.1 Lorsque la série de Fourier de la fonction f converge
0
;eR, on note par Sf(x) sa somme i.e
en ’

400
ap
Sg(x) = 0} + E (an cosnz + b, sinnzx).
n=1

Remarque 4.2.1 Si f est une fonction 2r périodique et localement in-
tégrable sur R, f n'est pas nécessairement la somme de la série de Fou-

vier. C'est @ dire on peut avoir Sy # f, comme le montre ‘exemple
susvant.

Exemple 4.2.1 Soit f: R — R une fonction 2m périodique telle que :

-1 si —m<z<0
f(z) = . :
1 si 0<z<m
- — R
ost
: L ' } '
95 & as e 15 5 75

45T

I .
Graphe de f 21 -périodique.

A ~ 3 O ‘-
fin de déterminer la série de Fourier de f, on va calculer ses coefh

Cients, On q

T n

/wld:t+'/1d1 = 0.

-1 -

mw
1 1
%—;ff(x)dx=;
i
'on 4.2, Séries de Fourier
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m

an, = %/f(x) cos nxdz = 0,

-

et,
T ™
1 e 2 [ . d
= ;/f(:c)smnw z = — [ sinnzdz.
el 0
Ainsi,
2 [ —cosnz 2 n
b= 2 (Z252)] = - -1,
ou encore,

" 0 8t n =2k,
" i 8t n=2k+1.
nm

Par conséquent, la série de Fourier de la fonction f, notée Seo (f), est |

gin(2k+ 1)z

Soc(f )""— .9 € R.
. § % + 1 z
Pourz=0o0na

Sec () (0) =0 # f(0) =

Ce qui justifie bien que la somme de la série de Fourier de f ne coincide

pas avec f.

Ainsi, on a le théoréme suivant.

Théoréme 4.2.1 Si la série = + Z (an cosnz + by sinn) conve’¥

n21
uniformément sur R, elle est la série de Fourier de sa somme: ;

est 2

Preuve Montrons que la série %9 + Z(an cos nz + bn 8iD nz)

n21

série de Fourler de sa somme S i.e.,

sin nzd:

a,.n;l;/S(z)oonnzdz et bnai-js(x)
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Mw

srie tﬂgonométrlque converge uniformément et comme les fonctions
a8

o fale) =
5, S st on-périodique .

par cosmz et on intégre les résultats terme 4 terme

= @n COSNT + b, sinnzx sont continues, S est continue et de

plus
on multlphe S ()
on obtient alors,

sur ["”’ﬂ]

T 400 Ui

[S(:L') CcOS mxdr = /COS mxdz + Zan /cos nx cos mxdzx

n=1 ‘.
+bn / sin nz cos madz.
-
Or,
m m 0 s ?{:
sin#m
/ sin nz cos mzdz = 0, f COS NI cos MTdT = .
rsin=m

- - 7

et,
.
/ cosmzdz = 0.
-7
Doy,
™
/ S(z) cosmzdz = Tam.
-

Ainsj,

m
m = -}r- /S(:r:) cos mzdz.

On multiplie maintenant S (z) par sinmz et on intégre les résultats

term,
® & terme sur [, 7], on trouve,

h 400 .
S(z)sinmadz = / sin mzdz + Z“" f cos nx sin mrdzx
o n=1 _4
+bn, / sin na sin mzdz.
-

S

ecth\h a -
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Apres calcul, il vient

f S(z) sinmerdr = bym.

Par conséquent,

by, = l/S(:tc) sin mzdz.
s
|

4.2.2 Séries de Fourier de fonctions paires et impaires

Dans la suite, on a besoin fréquement du résultat suivant qui est biep

connu et fait intervenir la parité d’une fonction.

Lemme 4.2.1 Soit ¢ : R — R une fonction localement intégrable.

Alors,

a

1. si g est impaire alors pour tout a > 0, /g(:c)d:v =0,

—a
a a

2. si g est paire alors pour tout a > 0, /g(a:)da: = 2/g(m)d:1:.
—a 0

En conséquence, on a :

Corollaire 4.2.1 Soit f : R — R une fonction 2mw-périodique et locale-

ment intégrable. Alors,

1. si f est impaire alors les coefficients de Fourier de f sont :

an = O, V n E N,
™
2 :
bn = - f(x) sin nadz,
0
2. si f est paire alors les coefficients de Fourier de f sont
w
2
an = —~ f(x) cos nxdx,
0

bnz(), VYV neN*.
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" chapit
Ainsh la série de Fouri

—— _om

b . .
er d’une fonction, paire ne contient que des
cosinus, €t la série de Fourier dyne fonction i

mpaire ne contient
que des SInus.

preuve 1. Si f est impaire, alors leg applications 7 — f(z)cosnz et

¢ — f(z)sinnz sont impaire et paire respectivement. D’

préCédenta on a

apres le lemme

4 T
/f(a:)cosnmda: = 0,

™

ff(w) sinnzdr = 2/f(:r)sinn:rda:.

\ —7 0

Or les cefficients de Fourier de f sont

™
1
an = ;/f(:c)cosn;vdsv, VneN,

bn = l/f(:z:)sinnwd:c, Vn € N*.
m

Donc,

a, = 0, VneN

™
bp = g/f(a:)sin'rm:d:zz, Vn € N*.
m

2. 8i Maintenant f est paire, alors les aplications * — f(z)cosnzx et
T> f (:c) sinnz sont paire et impaire respectivement. On en déduit

done gy lemme précédent que :

/f(m) cosnrdr = 2/f(1‘)0087l.1‘dl‘,
o o

/f(m)sinm:da: = 0.

— \ -7
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Ainsi les coefficients de Fourier sont :

an = g/f(:z:)cos.mavd:z:, VneN
™

0
b, = 0, Vne N

[
Exemple 4.2.2 Soit f : R — R une fonction 2m-périodique telle que
f(a:)=]$|, :DE[—']T,W‘].

La courbe représentant f est donnée dans le schéma suivant :

75 + 235 ] 1s s 75

Graphe de f 2m-périodique.

R de
f étant paire alors par le corollaire 4.2.1, les coefficients de Fourter
f sont donnés par :

an = —/f(.'c cos nxdr,

bp =0, Vn2>1.

Aprés calcul, on obtient

ap = 0] f(z)dz -

Scanned by CamScanner



chapit re 4. géries de Fourier 213
ehy P )
2 dz = — 1y = 2y
i = ;r./xcosm: T=— (cosnm — 1) = - (-1)"-1).
0
r COnSéquent7
& 01 n = 2k
an = —4
5 n =2k + 1.
ném
Ainsi la somme de la série de Fourier de f est donnée par :
cos (2k + 1
Sp(@) =75~ . zeR,
T

. 4
puisque la série Z lan| = Z ———— converge.
n>1 k>1 (2k + 1)

2k
Or, la série E cos (2 + 1 est uniformément convergente sur R, donc
ko1 (2k + 1

d'aprés le théoréme 4.2.1, il vient

+00
r 4de=cos(2k+1)z
@ =5~ 7 2 a1y
k=0
En posant x = 0, on obtient
2 1
7 1 1 1
== Y 14 =4t (4.3)
Z (2k + 1) N
D'ici on peut déduire la somme de la série Z —.. En effet,
n>1
+o00
1 1 1 1
S = _— = —_— — — 4+ ...
n=1"2 e 22 i 32 Ll n?
1 L
(4.4)
E
" appliquant (4.3) dans (4.4), on obtient
2 I® 1
™
S —_— — — = — "S-
P 8 ¥ k=0 (2 )2 8 1
" conséquent,
+00 1 B f-
S = "'1'5 - 6 )
n=l
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N

4.2.3 Convergence simple des séries de Fourier : Ty, & (

réme de Dirichlet |

Soit 20 Z(an cosnz + by sinnz) une série de Fourier d’une fonctioy

n>1 .
f. On se pose les questions suivantes :

1. Cette série est-elle convergente ?

2. Sioui, a t-on f égale & la somme de cette série? i.e.,

+00
f(z) = %0- + Z(an cosnx + by sinnz) ?
n=1

3. Si cette série converge sans converger vers f (z), z € R. Quelle est la
somme de cette série? |
Le théoréme suivant appelé théoréme de Dirichlet? répond aux questions

ci-dessus. Cependant, on a

Théoréme 4.2.2 Soit f une fonction 2mw-périodique, dérivable par mor-

ceaur sur un intervalle de longueur 2r. Alors pour tout z¢ € R, la série

de Fourier de f converge. Sa somme en gy vaut :

- f(zo) si zo est un point ou f est continue ;

1/ .. . |
9 ( m f(z)+ lim_f (ﬂ?)) si xg est un point ot f est discontinué

I—>To T— T,

Preuve Soit Sp(xo) la somme partielle d’ordre n en zp de la série
Fourier de f définie par

_ Z"
Sn(zo) = D) + (an cos pxg + bp sin PZo)-
p=1 '

ait un A

lemand mathématicien qui a fait des contrib

(y compris la i i

v sér:: i ;réat;lon du domaine de ]a théorie analytique des nombres),
1)

~ ourier et d’autres sujets dang 'analyse mathématique.
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M
pression des coefficients de Fourier de f, on a

T
_ L[ fwyat
Sn(zo) - 2m
- T i
n
+Zl oS Pxo / f(t) cos ptdt + sin pzg / f(t)sinptdt
P=17T -7 -
Ajnsiv

T
= 1 / f(t)dt + Z / cos pzg cos pt + sin pxg sin pt) f(t)dt.
2m
—m

p'—l -

Fn utilisant les formules trigonométriques (4.2), on obtient

Sn(zo) = % /f(t) 1+ 2; cosp (t — zo) | dt. (4.5)

Et puisque,
< sin [(2n+ 1) (52)]
1+ 22 cosp (t — xo) = < (t:gm)
p=1

Donc, I'équation (4.5) devient

L[ pdnlent DR, (46)

Sula0) =5 [ 1O g (Em)

En faisant un changement de variable u =1 = Z0 dans (4.6) , il vient

/ f(u + o) sin 3

—n—Z0

Comme 1 fonction & intégrer est 2m périodique car f et sinus le sont

ar
® elle ogt continue par morceaux Sur |-, ] car f est dérivable p

Morceayy g o, __, SIl [(2n +1) (3)] est C! sur |-, 7). Donc par ap-

Plicag: sin § .
lon de Ia, proposition (4.1.1), (4.7) devien

T in [(2n + 1) (3)]
Sn(mo)z %/f(u_’_mo)_s_,__[._—é—l;—%——““"du

-
— s T R = —
Brar. T o e —
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216
Ce qui peut &tre écrit en somme deux intégrales comme suit :
0
sm [(2n+1) ()]
1 sm [(2n+1) (%)]
— / =T ~du.
2 sin 3
0

En faisant un changement de variable y = —u dans la premiére intégrale,
on obtient

Sn(zg) = % / (f(zo = u) + f(zo + u)) fin [(2n + 1) (2)] du.
0

in &
sm2

On pose maintenant

_ f@=3) + f(zF)
Yo ) )
ou
flzh) = lim+f(:c) et f(z;)= lim f(z)
Alors, °

Sn(zo) - yo—~/ sm 2n+1)( )] u,

ol g est une application de ]0, 7| dans R définie par

9(w)=LE0 =~ £ (55) + f(ay 1) - f(z3)
sxn’z‘

b]
Suivantes existent :

= f(Zo~u) - (g =) ()
B = ull-l.no-\u\ et a=um+f(xo+ul I_L_Q.—.
Par conséquent,
9 () = tim L& = w) - g (2 @0t w) - f(@d) _p540)
sin 5 |
Puisque on g ;
lim Sinu
e u—0 g =1L _
Section 4.2. Series de Fouui. -
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cha

o 1,application g est prolongeable par continuité en 0. Comme f est

27r_périodique et dérivable par morceaux sur un intervalle de longueur

. rapplication g est continue par morceaux sur [0, 7] et par conséquent,

Riemann intégrable sur [0, 7]. On déduit du lemme de Lebesgue® que

™

lim —1— g (u) sin [(Zn +1) (%)] du = 0.

n—+00 27T
0

Par conséquent,,

lim (Sp(zo) — y,) = 0.

n—-+00

Ainsi la suite (Sn(Z0)),, converge et a pour limite y,. Si, en particulier,

f est continue en xg alors

f(z5) =f(2F) = f(20).
Par conséquent,

Yo = f(x;);f(w:) ~ f(za),

¢t (Sn(20)),, converge et a pour limite f (z,) . D’oti le théoréme de Diri-
chlet est démontre. ]

Remarque 4.2.2 11 eriste de nombreuz autres résultats concernant la
“nvergence des séries de Fourier. On cite par ezemple le résultat sui-
”anf ‘8 f est une fonction 2m-périodique, continue par morceauz sur
U intervalle de longueur 21 et monotone par morceaus®. Alors la série

de Fo :
urier de f converge en g € R et a pour somme

%( lim f(z)+ hm_f(z))-

T—T, T— T,

€m
Riemg, n%e de Lebesgue : Soit f une application définie sur R, 2x-périodique et
1 Intégrable gyr [=m, 7). Alors,

Nn—s+00

lim / f (z) sin nzdr = 0.

4

Une f
o -
B g, X RCtion f est monotone par morceaux sur (a,b] quand il existe un nombre

Qint, _
. Ue ing, "U=a<e< €3 < ... < cx—1 < ck = b tels que f est monotone sur
er

Sectia T

TR L

o

o "é’ééﬁn‘e‘d by CamScan nér




<18

Chapitre 4. Séries de Fourier
En conséquence de ce qui précéde, on a

Corollaire 4.2.2 5i f une fonction or-périodique, de classe C2 sur R

alors la série de Fourier de f converge normalement sur R et a poy,

somme [.

4.2.4 Séries de Fourier de fonctions de période quelconque

Soit f une fonction 2l-périodique, [ > 0. Pour trouver la série de fourier

de f, on effectue le chargement de variable suivant :

It
z=—.
T
Alors, y
g(t) = f(>)

est 2m-périodique. En effet, pour k€eZ

g(t +2km) = f (M) = f (;—t +2kl) .

T

Et comme f une fonction 2 périodique, il vient
It It
f (ﬂ +2kl) =f (—7;) = g(t).

g(t + 2k7l’) = g(t)

Ainsi,
Sous les conditions de Dirichlet appliquées 4 la fonction g, on aura
ag +00
g(t) = - + Z (an cosnt + by, sinnt) ,

n=0

ou ¢ un point de continuité de g et ou

m

1 m

= — 1
an p /g(t) cosntdt, b, = —/g(t) sin ntdt.
g 1r—_7r
Donc,

It ag +00 ‘

pull el 8)
d (7’) 2 + Z (an cosnt + b, sinnt), (4

n=0

Section 4.2. Séries de Fourler * o ;
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ol 1”

It 1 [ o |
- / F() cosntat, by = - / f(Dysinntdt. (4.9)
-

—T

It
— — donc
On 2= o

t=§xetmz§m.

De plus, si t = +m alors z = +l. En remplagant ¢t par sa valeur dans

(4.8) et (4.9) , on obtient la série de Fourier pour une période 2!, donnée

par :
ao Rl nm nmw
f(z) = 5 + Z (an cos —l—a: + by, sin Ta:)
n=1
ol

l l

/f(m)cos nTﬂ-fUdl', by, = %/f( )smn—lﬁ-xda:

an =

1
[
~1 =1

Exemple 4.2.3 On considére la fonction f 2l-périodique avec | > 0,
définie par

f(z) = |z| pour —l <z <I.

Puisque f est paire donc les coefficients de Fourier de f sont :

bn = 0
9 l
G = —/ xdxr =,
\ l
0
9 ! nir 0 st n pair
Lan = T/mcosTda:= -4 .
J 33 S 1 impair

tngg | ,
@ 8érie de Foyrier pour une période 2l donnée par :

f(a:):f_‘il_ cos §z cos%’lx_’_ . oo 2k+1*1¢+
2 1'('2 12 32 """ (2k+ 1)‘2 .....

S —
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4.2.5 Séries de Fourier sous la forme complexe

Cette représentation des séries de Fourier sous forme de somme deg fonc
tions sinus et cosnus n’est pas unique. En effet, on peut aussj €XPrimey
la somme de Fourier sous forme exponentielle, ceci simplifira Pécritype

et les calculs.

soit f une fonction 2m-périodique telle que

f(z) = % + Zan cos nx + by sin nx, (4.10)
n>1

Ol an, by, sont les coefficient de Fourier de f. Alors, d’aprés les formules
d’Euler® on a :

. ein:r + e—in:c e’ina: _ e—in:z:
Qn COSNT + bn smnr = a, ( 5 + bn T
?

ez‘n:v + e—inz einw + e—z’nz
= an ( 2 > - an (f)
= (@) ein:): + (M;ﬁ) e—inz.

On note par :

De (4.10) et (4.11), on obtient la forme complexe de la série :

f(z) = ¢y + Z (cnei”‘c + c_neinﬂ«‘)
n>1

ou dans la forme

+00
f(m) = Z cneﬂ'n:c.

N=-og
de la série de fourier de f
T
Leonhard Euler, né Je 15 avril 1707 a Baje (Suisse
17'83 ) Samt-Pétersbourg (Empire russe)l, est yp m

pbré
) et mort & 76 ans le 18 septe!

y.
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o
wr pitre .

Wﬁ:i;;ts Cny C—n €t Cp

e o

ppelle que les coefficients complexes vérifient :
on T8
1 . 1 _
ané(an—-zbn), C_n=§(an+zbn) et CO=92£-
£ comme an, bn st les coefficients de Fourier de f, donc on aura
. :

™ T
1 i _ _1_ —in
o / f(z) (cosnz — isinnz) dz = - ] f(z)e™"*dz,

Cﬂ —
T , K
1 . s in
n = ET—r[f(m) (cosnm+zsmna:)dm=§r-/f(m)e Tdx,
- -
™ 1 m
0 = -%ﬂ_—/f(x)dx= —z;/f(m)em“dw.
- -
Ainsi,

™
Cn = 1 / flz)e" ™ dx Vn € L.
2r
-

42.6 Inégralité de Bessel

La proposition suivante est appelée inégalité de Bessel®. Elle découle du

théoréme de projection sur un espace de dimension finie.

-périodique, Rie-

Proposition 4.2.1 Soit f:R — C une fonction 2m
et b,. Alors les

mann intégrable sur [0, 2], de coefficients de Fourier an
#rie numériques Z |an|? et Z |bp|? convergent et on a

n>1 n21
| 9 121\'
ag| 2\ ¢ = 2 dx.
T+Zl(|an|2+lbn| ) < ﬂ0/|f(93)| o
n=

den — 17 mars 1846, Konigsberg)
ent pour avoir effec-

8
Frieq :
8t up aatr Ich Wilhelm Bessel (22 juillet 1784, Min
lﬂéonome et mathématicien allemand, connt prin
fong 8 les Premidres mesures précises de la distance

cipalem
d'une étoile et pour étre le

tteu ;
wmande d'astronomie d'observation.
I—
Qo an e
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) %o saalité de Bessel s’écrit -
Dans le cas des coefficients complezes, | inégalité crit -

400 2
1 2
E |cn|2 < -'—/If(fc)
T
0

n=—o0

4.2.7 Egalité de Parseval

\ 7 :
Le résultat suivant, qu’on admettra, est doi a Parseval’, et il est d’une

grande importance en traitement de signal. La formule de Parseval in-
dique que I’énergie totale d'un signal périodique s’obtient en sommant
D'énergie des différentes harmoniques du signal. Il s’agit d’une améliora-

tion de 'inégalité de Bessel.

Proposition 4.2.2 Soit f : R — C une fonction 2m-périodique, de
carré intégrable sur [0,27], de coefficients de Fourier an et by. Alors les

séries numériques Z lan|? et Z |bn|® convergent et on a

n21 n>1
121r | |2
a
- 1@ =22 +Z(|an|+|b|)
0

Dans le cas des coefficients complezes, I’égalité de Parseval s’écrit :

| 27 , : too
0 n:l

R . L
em#gue 4.2.3 Si f est T-périodigue et vérifiant les hypothéses de lo
proposition pécédente, [’égalité de Parseval s’écrit -

T

2 / 2
il 2 _ 0|

2

Sectnon 4 2 Sérles de FOUI’Ier‘wW‘N_ —— B ___,/'/
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7 chapitre ™
o 4.2.4 L’égalité de Parseval permet d’affirmer qu’il existe

gema’ qu

des $671°
pério

m-gonométrz'ques qui ne sont des séries de Fourier d’aucune

: dique et intégrable. Comme par exemple la série trigono-
fonctw’ﬂ:

1
métrigue 2o /n
n>1
plement SUT R\27Z.

aulle, elle converge
Fourier d’une fonction f 2m-périodique et Riemann in-

sinnz. D’aprés la régle d’Abel, cette série converge sim-

Par ailleurs pour x© € 2nZ, cette série est la série

simplement sur R. Si cette série trigonométrique

sait la sErie de
e sur [0,27], on aurait alors

tégrabl
27 +00
1 ., 21
 [r@pa=30
J -

Cette égalité conduit & une contradiction car comme f est de carré in-

27
tégrable sur [0, 2m], l’intégrale / |f(z)|* dz est bien définie alors que la
0

+o0 1
série Z — diverge.
n

n=1

43 Exercices avec solutions

Bxercice 4.3.1 Soit f la fonction 2m-périodique défimie par :

flz) =2 sur [—m,7].

) Déterminer 1g série de Fourier de f.

2 : ‘
) En déduire la somme des séries Suivantes :

+00 +00 n+1 =1
1 (-_1) et _Z'
L Y5 X
n=1 n=1

Solys: o
Olutioy 4.3.1 Pour construire sur R la fonction périodique f telle que
/() yruire la courbe de f sur

) = .9
. %% de période T = 2m, , il suffit de cons s
. ' ; .présentant J /.
. "l pui dupliquer indéfiniment (V07 courbe T€P

Seqqy o
ti S —
| " 4.3. Exercices avec solutions
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—

7sT

l-?.i :8 <5 [ ;.S 5 :I.S
Courbe repésentant f.

1) f est 2w périodique et localement intégrable sur R. De plus, f est
paire, alors les coefficients de Fourier de f sont :

™
2
an = ;/.f(:z:) cos nzxdz,
0

bn=0, VREN

Pourn =0, on a

agp =

|
-
~~
3
Q.
8
I
2|
o5
8
[ =]
Q.
8
I
%)
cola
»n

et en faisant deuz fois une intégration par parties, on aura

™
2
an = —/a:zcosn:cdm _2 (-2—1;- cosmr) == -4-2- (-1)".
7ro T \n n

Ainsi la série de Fourier de f, notée Sy, est donnée par :

2 _1\n
Seo (T) = % + Z Lal-z—comn:::.
n2l B

4 ergentt
Comme z|an| - zr_ﬁ est la série de Riemann conve’¥®

n2l n>1 o
alors Zan est absolument convergente. Il en résulte qu¢ la
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’ hapl“ _n

m) cosnx est uniformément convergente sur R.
rie 3 n

3 1
s lg >ighéoréarrufz 4.2.1, il vient

T OO
=_3_Z

n=1

plapre

'n,

cosnz, VYzé€R. (4.12)

) En posant T =T dans (4.12), on obtient
2

Ainsi,

Par conséquent,

n=

Enfin, par l’égalité de Parseval il vient

l/|f (z)]? da:-l—a-o—|-+Z|Gn|
1r—1r

n=1

puisque les b, sont nuls. Ainsi,

—=1 1 21r‘_2"‘)==5:.
a=w@\s 9/ %
— n=1 o . ~
ety aa T
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Exercice 4.3.2 Développer en série de Fourier de sinus la fonctio

n2n.
Ppériodique définie sur [0, 7] par :
f(z) = z(m — ).
En déduire —— et —_
Lo " L
Solution 4.3.2 Je graphe de cette fonction est donnée dans lg figure
suwante :
128t
—— ; [ ]
35 $ kY3 ® s 47;
4
Graphe de f

b 2
"‘}_/f(ff)sinnzdm,
0

Aprés
§ caleyls .
UI.S, on t”'lll'('

VneN*

2 n
bn =
= = - %) o
- (27 — )smnl‘dr - 4
0

. 143;(1-'(“1)")'
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q série de Fourier de f, notée S

Ainsi & o0) €8t donnée par :

8
S Tr) = _— o
o (%) éw(2n+1)331n(2n+1)m‘

8 £

Comme 2;0 |ba| = ?;) m est une série convergente, alors z b, i
est absolument convergente. n>0 3
P 8 :‘

Il en résulte que la série ———sin(2n+1 ; L
'r;) T (2n +1)3 (2n+ 1)z est uniformément

convergente sur R. D’aprés le théoreme 4.2.1, il vient

+o0 . 4
f@y =2y btz g (4.13)

o = @n+ 1)3 ’ 1
En posant z = g dans (4.13), on trouve
” 83
4 ™ n=0 (277; + 1)3
Doy

e
— (2n+ 1) 32

Sachant que les a,, sont nuls, l’égalité de Parseval donne :

1 [ =
;
> [1s@Pdz =l |
ﬂ-_ﬂ n=0 )
Par suite, on q
™ +00 'j&
1 N 64 ?
—-W i
On trouve, aprés calcul, ;
X1 16rt 7’ _ ™
—— =T %53 15x4 3
,?::0 @n+1P° 15 6 i
E T e par : E
Xercice 4.3.3 Soit f la fonction 2m périodique définie pa i
-
f(z)=¢€" 8 TE -, 7l § ;; i
Sction 4.3. Exerrices avec solutions gF |
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1) Déterminer les coefficients de Fourier complezes de f.
2) Donner la série de Fourier trigonométrique de f.

3) En déduire que

x . mcothm — 1
Zn2+1_ 2 )

n=0

Solution 4.3.3 Tout d’abord, on va tracer la courbe de f. On ¢ ;

Graphe de f.

On fait remarquer que f est ni paire ni impaire.

1) Les coefficients de Fourier complezes de f sont :

™

1 .

Cn = g/f(w)e‘m”dm, Vn € Z.
-

En remplagant [ par sa valeur, on trouve

1 ™

5,; e(l-in):cdw
-m

1 1
—_— (1=
wiom e

Cn

I

n

Il

-

(e(l—in)w _ e—(l-—in)«) _

]

\h—
2m (1~ in)

Section 4.3. Exercices aver et /
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Oor,

(=i _ o—(1=in)r

= €" (cosnm —isinnm) — ™" (cosnx + i sin nm)

= e

donc,

(—-1) ( r e—") _ (—1)"sinh

0"22_7r_(1_—_—i—n) e T —in) VneZ. (4.14)

2) On rappelle que les coefficients complezes vérifient :

1 : 1 _ ao
Cn=§(an‘zbn)> C—n=§(an+zbn) et cO=—2-,
ol ap, by, sont les coefficients de Fourier de f. Ainsi,
an = Cp+Cop,
C_n - Cn (4-15)
b, = —

7

En appliquant (4.14 ) dans (4.15), il vient
_ (-1)"sinh7 (~1)"sinhm _ (=1)"sinh7 2

ap = - X 29
m (1 —in) 7 (14 1in) T 1+n
b, < L ((Z1)"sinhr _ (—1)"si1ﬁ1h7r) _ (=1)"simh7 -2n2.
i1\ 7m(1+in) 7 (1—1in) s 1+n
et,
ap sinh 7
— = =
2 T
Ainsi la série de Fourier trigonométrique de f, notée S, est don-
née par :
S (z) = sinh 7

s
n (_1)""1 sinh 7

—1)"sinh 3
22, (w()1+n’) CRmET a1+

sinnr| .

n>1
3) ent convergente sur

Cette 8érie est la somme d'une série normalem
critére d’Abel (celle

R (eelle en cosinus) et d'une série vérifiant le

N 8inus). Donc elle est convergente.

Secy
h on 4.3. Exercices avec solutions
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Chapitre 4. Séries de Fourier 23

1
Puisque f est 2mw-périodique et que f est de classe C* par morceqyy i
R, on peut appliquer le théoréme de Dirichlet. Ce théoréme affirme

alors que cette série converge et @ pourT SOMINE -

Vz ou f est continue,

Sy (z) = [ (2),
et
Sy (z) = f(z+0) _2,_ fle= 0), Yz ou f est discontinue.
Ce qui signifie que pour tout z € R/ {(2k+ 1), k € Z}, ona
sinhr <X smh7r n(-1)""sinh7 .
A - nnz| =¢,
22[7(1 ) Y ) B

et pour zr, = (2k+ 1) 7, on a

sinh 7

-1)" 31nh7r n(=1)"tsinh7 . }
sin Nk

QZ[ Tt COSNT) — 172
f($k+0)+f($k—0)

- b

2

avec,

flax+0)= lm f(t)=e™, f(zx—0) = hmf()

t-= Tk t——»zk

Ainsi pour x, = (2k + 1) 7, on a

sinh 7
s
:v:o[( 1)" sinh ntlgop
2 - BT n(=1)""'sinhm . o0
T 5 COSNnITy — sin
nm1 [ T +n?) * m (14 n?)
_ €T 4"
- 5 = cosh .

Maintenant bour zo = m, on obtient

sinh 7 —1)"
T +2 Smhw = cosh .
:ectnon 4 3 ExefClces avec solutmm e / .
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A inst

mcoshm o2 (=1)"
1425
sinh 7 T Z=:1 (1 + n2)

Par conséquent,

1(7rcosh7r ) _ mcothm —1
Z(l+n2) 2 N 2 ‘

sinh

Exercice 4.3.4 Soit f la fonction périodique de période T = 2 définie

par :

f(x)=|z| st ze€l[-1,1].

1) Déterminer la série de Fourier de f.

1

2) En déduire Z —m

n—O

Solution 4.3.4 Soit f, telle que f(z) = |z| pour = € [-1, 1], une fonc-

tion périodique de période T = 2. Voici le graphe de cette fonction

at

Courbe représentant f.

1) f étant

o T baire, alors les coéfficients de Fourier de f de période quel-
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—
conque T' = 21 avec l > 0 sont :
(b, = 0,
!
a, = g/mcl.73=
< !
0
. !
an, = —/a:cos—da:
[
L 0

Le calcul a déja été fait dans la partie cours, el nous a donné -

b, = 0,
) !
a = 7 / zdz = I,
0
0 St n pair,
an = —4] _
. Si N impair.
Pour notre cas, f est périodique de période T —= 2, doncl = 1.
Ainsi, on a
b, = 0,
1
) QG = 2/mdm=1,
0
0 . .
0 = » 8t n pair,
i 23 st n impair.
Par conséquent, la série de Fourier de fy notée S (z), est :
1
Soo (z) = = 4 —4
98 5 C0s(2n + 1) 7x.
2 n_>_07"2(2n+1)2 (2n+1)
2) Comme Zla | = 4
n . ' ver
gente, ”;0 l nz>0 m est une série de Rieman com
onc la g¢ e el
on rie de Foyrier est uniformément convergentt
+00
f@)=z4 —4

2 nzwmcos(2n+ )rz, VzeR
Section 4.3, Exerclce. e —
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tre
chap! . 2

En part

D’ot,

Exercice 4.3.5 Soit o € R/Z et soit f une fonction 2m-périodique dé-

finie par
f(z) =sinat, te[-m,7].

1) Déterminer la série de Fourier de f.

2) La fonction f est-elle égale & la somme de sa série de Fourier ?

Solution 4.3.5 On trace d’abord le graphe de f.

v iT

ost

[ ] " #
¥ 4 ® Y3 4
] | u/ |
-
4=

-1
Graphe de f pour &= 13

’ de sont ‘

1) f est impaz‘re, alors les coe_tﬁcz'ents de Fourier f ’

avn = 0, . :

™ .
V n € N i
b= 2 [ s(@)sinnat
"o
S~ L//,
0 Qctiﬁl’t 42 =~ . _ —alutinns
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Chapitre 4. Séries de Fourier 234

Ainsi,
an, =0,
™

b, = E /sinaw sinnzdr, V né€ N,
T

0

Or par les transformations trigonométriques, on a
1
sin az sinnx = 7 [cos (¢ —n)x — cos (o + n) z].
D’ou,
1 ™
by, = ;/[cos(a —n)z — cos (o + n) z|dz.
0

Aprés calcul,on trouve

b, = (=1)" (sinﬁaw) (a22_nn2) :

Ainsi la série de Fourier de f, notée Sy, est donnée par :

Seo () = Z (-=1)™ (sinﬁaw) (a22—nn2) sinne

n>1

2) Puisque f est 2m-périodique et que [ est de classe C! par morceaul ,
sur R, on peut appliquer le théoréme de Dirichlet. Ce Dernier of

firme alors que cette série converge et a pour somme :

St (z) = f (x), VI ou f estcontinue,
et

fx+0)+ f(z—0 _
Sy (@) = 2 I ), Vz ou f estdiscontini

Ce qui signifie que pour tout ¢ ER/{(2k+ 1)x, keZ},

+00 .
_ n [ SIN .
Sf (I) _ § :(——l) (‘_‘““—) 2n sin nx = sin al, !
n=1 T a? — n2 “

el pour Tp = (2k + 1), on q

)

+00 sin ar 2 : o)
B - ' S (zx+0) + [T
";( )( m )(M)“”’"“:““ )2

i

S"'inn ‘ 1 - :un--:-‘_ A‘ s a
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avec,
f(zx+0) = lim f(t) = —sinar,
flzxk=0) = lim f (t) =sinar.
t— g

Ainsi pour z = (2k + 1), on a

o0 sin o 2n
_ n e . — O
Z( 1) ( - ) (az_nz)smm:k

n=1

En, conclusion la somme de la série de Fourier de f vaut :

sinar sizeR/{(2k+1)w, keZ},
St (@) = siz e {zy=2k+1)m, ke€Z}.

sin nx

. Mon-

Exercice 4.3.6 On considére la série trigonométrique Z
n>2

trer qu’elle converge simplement mais qu’elle ne peut étre la série de

nn

Fourier d’une fonction f.

Solution 4.3.6 On montre que Z Sin converge simplement. On
n>2
peut écrire :
sin nx
= Z un'Una
n>2 In7 n>2
ol B
1
n=sinnr e Un= T

La suite (vn) t tend vers 0. De plus la suite

d n), €st positive, décroissante €
* 8ommes partielles de la série Z v, est bornée. Par le critére d’Abel,

i >0
Z Sin ne nz
\ X

oy lnp  COMverge simplement.

"Ppo.se que Z sin nz est la série de Fourier d’une fonction f. Il
"sulte que it
an = Oy (4.16)
o bn =
- nn
SMg\\“ — . I ‘ e e e T
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N
Alors cette série vérifie I'égalité de Parseval i.e.,

1 ) __kﬂﬂf +00 )
E 0/ o=+ X (P ).

En appliquant (4.16) dans (4.17), on trouve

400 1 2%
Z |on|? = - / 1f(2)|? dz < +oc.
n=1 0
+o00
D’otu Z ba|? converge, ce qui est absurde car
n=1

+co +o00

1
Z |bn|2 B Z (lnn)2

n=1 n=1

est la série de Bertrand divergente pour a =0 et 8 = 2.

Exercice 4.3.7 Soit f une fonction de classe C2, de période 27 telle
2w

que / f (t)dt = 0. Montrer que :
0

27 2

/lf(t)lzdts/u' (£)[* dt.

0 0
Solution 4.3.7 D’aprés le corollaire 4.2.2, on sait que si f €5t de clos*
C2, 2r-périodique alors sa somme de Fourier est normalement cone”

gente sur R et a pour somme f. Donc,

+00
a
f(z) = "ég + Zan cos nx + by sSinnx.

n=1

2n
Or / f(t)dt =0, donc ag = 0.Ainsi,
0

+00
f(z) = Z an cos nx + by, sinne. -
— __-_,__:ml // y
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Chapitre 4. Séries de Fourier 237
pyisque O peut dériver la somme de cette série, on obtient donc la série
u 0
s Fourier de f' i-€
+00
f (z) = Z nby, cosnz — a, sin nz.
n=1

‘wgalité de Parseval appliquée & f et f', donne

L
%Zlf(mnzdm =§(|an|2+ o).

Et,

1 27 ) +00 ) .
2 1@ e =32 (janl + Il%)
T 0 n=1

Or pour toutn > 1, on a

+z°:° (|an|2 + |bn|2) < +§'n’2 (|an|2 + |bn|2) .

n=1 n=1

D’oq,
2T

on
2
20t < | |F @) dt.
0/|f(t)| t<of| |

en série entiére lorsque |2| < 1 et
compleze de

1
Exercice 4.3.8 1) Développer 5

—_—

en déduire la série de Fourier compleTe de la fonction

la variable réelle : )
f (CL‘) = 9 — iz '

En déduire les séries de Fourier réelles des prties réelle et imagt-

naire de la fonction f.
2T

2) En déduire la valeur f
0

dz
5 _ 4CO8T

Solution 4.3.8 1) Pour tout z tel que 2| <1, 0n 8

+00

n
. =%x- 1 23%2;(%) '
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3

T

z 1 1 .
; =21z < = < 1. Ainsi,
puisque |2l 5 |z| < 5

1 = 2»

22 ntl’ (4.18)

n=0

En posant Z = cosz + isinz = €'® dans (4.18), on obtient

I 1 _f(cosw—l—z’sinw)”
2—-z 2—(cosz+isinz) 4 2n+1
Par la formule de Moivre, on déduit que
400 .. +oo .
1 _ cosnz +isinnx 1 COSNT + 1 sinnz
9 —eiz Z% on+1 ~ 9 + 2:1 on+1
n= n=

Ainsi la série de Fourier compleze de f est

1 1 T,
5-%—2 2n_{_lcosn:c+2—71__|_—lsm'rw: .

n>1
Comme
1 _2—coa:+z'sin:c
2 — el 5—4coszT
donc,
2—cosz+isinz 1_{_+oc> cosnz + 4 sinnc
5—4cosz ) on+1

3
1
—

En identifiant partie réelle et partie imaginaire, on obtient

00
2—cosz 1 +§ CoSNT sin ¥ sinne .
5—4cosz 2 n+l 5—4cosz A
n=1 n=1

_ (. rhie
Ainsi les séries de Fourier réelles de la partie réelle et de la P

tmaginaire de la fonction f sont respectivement,

1 COSNT sin nT
§+Z an+1 et Z 2n+1 )

n21 n>1
2) On pose :
2—coszT
)= ———onon,
9(z) 9—4cosz

Section 4.3. Exercices avec solutions
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g s de Fourier -

~ gérie
Py - 5cTITE
% on peut €
1

Al 1 §X
g(z)= 4 + 47 5—4cosz

sqrant 9 5UT (0,27, on obtient
nted

" 27
2 1 2m 3 iz |
/g(x)da::Z]dx_l—Z 5 —4coszT
0 0
0
. 2m
nsi, )
[ 5= ez 3\
0
2
07': 1 ™ d ljrg(z)dx,
r)axr = —
1=a0= '7?/9( ) -
—T
donc.

On conclut que

2m
1r e
zw/i%’_,lf.f;—(ra) 3
/5——4cosm
0
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Chapitre 5

Intégrales généralisess (

Ou

impropres)

Pour tout intervalle ferme borné I = g, b]

avec a et } réels, et poy
toute fonction f continue ou continye p

ar morceaux sur J » il est possible

de définir Pintégrale de Riemann f(t)dt comme limite de somme de

Définjy,, i
n 5-1-1 La h . ’ eﬂ 3

mat i . ey |

¢ AE‘I’_‘FN‘P(A) est applée intégro |
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M pres) 241

improPTe de f sur I et on la note par / f(z)dz. Autrement dit,
U

a/ f@dz = lm_ / fa

o0
; cette limate existe et est finie, on dit que Vintégrale / f(z)dz est

onvergente. Dans le cas contraire, Vintégrale est dite dz‘vgrgente.
De maniére analogue, on définit

b b
/ f(z)dz = B_llrrioo/f(m)dm.
5 £

Remarg:e 5.1.1 On peut définir de la méme maniére [’intégrale géné-
ralisée / f(z)dz par

B

/ f@do= tm [ f(@)da
Exem | B——»-{-OOA
Ple 5.1.1 On étudie Ig nature des intégrales suivantes :

. +00
) L’z‘nté rl dx .
grie - est divergente. En effet, on a par définition

/dm . Adm
1 ?=Ahm = lim (InA-Inl)=

—+00 T A—+00

qui m, .
ontre |q divergence de l'intégrale généralisée f gf

'8 L,i +o0
"egrale f dr
J m; converge car
+o0

, f dx
: T =
f 0 l+g2 = hm (arcta.n :z:)“l = lim arctan4d = E.
| s‘tt 0 A——r+400 2
L lon 5.1
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0

I’intégrale / sinzdz est divergente, en effet,
3- L7
—00

0
0
/sinwdw“: lim /sm:vd:c :Binloo(cosB\l)‘

B——00

B

—o0

Cette limite n’existe pas.

Remarque 5.1.2 Pour tout o fizé dans R, on a

+00 a +00
/f(:n)da:: /f(w)da:-l—/f(a:)dm,

si les deuzx intégrales existent.

+o00

Exemple 5.1.2 L’intégrale généralisée / d

+ z2

converge et sa valew

—00
est égale & 7. En effet, de l'exemple précédent, on a

+00

/ dx o
1+z2 2’
0
de méme
0
0
/dm=lim/dw—7r
JoI+a? o 1422 2
Ainsi, &
+00
d-’E ™ T
I+22 =3 5 ="
Remarq 5 -
ue 1 3 S !.i!'"
Vérifie it F g fonction primitive pout foce ke
F' —
Alor @) =f@) vaeer
t+oo
/ f(:t)dr - | B
a Awglioo/f(l')dr
— a
- l"l Al o 1" ((l}‘
SechOn 5.1 Ao.i,,o(l (A) - F (a)) = F (+oc)

. tonite i
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o
ot F(+o00):= 1
(400) Jim F(A),
ponc +00
f(z)dz converge <> lini F(A) est finie.

511 Propriétés des intégrales généralisées convergentes

On donne ici quelques propriétés des intégrales généralisées convergentes.

(ependant, o1 & :

proposition 5.1.1 Soient f et g deux fonctions localement intégrables

sur I = [a, +oo[ et soient o et B deux réels quelconques. Alors,

+o00 +00
1. Siles intégrales généralisées / f(z)dz et f g(z)dz convergent, alors
a

a
+o0

lintégrale généralisée / (af(z) + Bg (x)) dx converge aussi.
a

2. Si une des deuz intégrales généralisées converge et lautre diverge,
400

alors intégrale généralisée f (af(z) + Bg (z)) dz diverge.

a

+00 +oo
3. Si les intégrales généralisées / f(z)dx et / g(z)dz divergent, alors

a a , .,
On ne conmnait pas a priori la nature de ! intégrale généralisée
+oo

/ (@f(2) + Bg (2)) da.

Q

PrQUVe La,

g preuve découle directement de la définition d’une intégrale

néra : _
lisge convergente ou divergente et des propriétés des limites. ®

Pro 0]it; .
Positions suivantes sont utiles pour la suite.
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Proposition 5.1.2 Soit I = [a,+00[ ot a € R et goj il A

fonction localement intégrable sur I. Alors, SRy,
+20 +00
/ f(z)dx converge <= / f(@)dz converge, ¥ 4 o,
a a

Preuve Ceci découle du fait qu’on peut toujours écrire

A a A
[ ftada = [ 1@+ [ s

D’ou la convergence du premier membre entraine la convergence dy s

[
cond menbre et vice versa sachant que / f(z)dz est finie. m 5

a
Proposition 5.1.3 Sous les hypothéses de la proposition précédente, on

¢ 400 400
/ f(z)dz converge <= lim f(z)dz =0, {>a
a

g—rtoo

3

Preuve En effet, on a par définition

7°f (z)dz = ) —l—l»m+oo E f(z)dz

Mais, ’ ¢

i 3 +00

/ f(z)dz = f f(z)dz + f f(z)da, |
ainsi, ’ ‘

+00 oo 6

= - )dx
! f(a)dz / o) / "

Par passage 4 la limite quand § — +o00, on obtient
§

: . (z)o
Jn [ i@ae= [ f@de- Jm [T
3 a e ‘_’M/”/’-
: S — -l
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onvergence de / f(z)dz est 6quivalente a

(ou imprgpres)

245

pinsi 12 €

+00 +00 +00
Jim / f@ye = [ fa)da - [ )iz =
3 a a

5.2 Cas des fonctions de signe constant sur 1’in-

tervalle [

Ici, on va énoncer tous les résultats dans le cas de fonctions positives

sur 'intervalle I. Si le cas de fonctions négatives se présente, on étudiera
I'intégrale de la fonction —f.

Proposition 5.2.1 On suppose que f : I — R est localement intégrable
sur I = [a, +oo[ et

f(z) >0, Vzel.

Pour que / f(x)dx soit convergente, il faut et il suffit que la fonction

p telle q'u,ea

o(A) = / f(@)dz

a
80it m0r
ot majorée sy [ i.e.,

IM>0,YVAel, ona p(A)<M

P
Teuve (Qp a par hypothese f(z) = 0,Vz € I alors la fonction ¢ est

“Oissante cqy elle est dérivable et sa dérivée vaut f.
0 +00

ng : = | existe e
UPpose que / f(z)dz converge alors hﬂlth(A) = | existe et on
a —

VAel, (A<t
— nE

‘nh.-

e 0 mmeimlla T
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N

D’oil ¢ est majorée- |
suppose que ¢ est majoreé. Alors, la fonctiop i
¥ est

Inversement, on

oissante et majorée sur I, donc elle admet une limite finje gy, }
1d 4

cr
tend vers +oo. B

5.2.1 Critére de comparaison

Le résultat suivant est appelé théoreme de comparaison. Il permet d’aff;.

mer la convergence de certaines intégrales généralisées en les comparan

avec des intégrales généralisées convergentes.

Théoréme 5.2.1 On suppose f, g [a, +00[ — R deuz fonctions loca-

lement intégrables et vérifiant :

0< f(z) < g(z), Vz€la+ool:

Alors,
+00

1. si Vintégrale généralisée f g(z)dz conve

a

rge alors intégrale genér

+00
lisée f f(z)dz converge aussi.
a

+00
A 5 sz ' Ty },.','l'
2. si lintégrale généralisée / f(z)dz diverge alors Jintégrale géner
a
400
sée / g(z)dz diverge aussi.
a

« 2l

+o0
propositi” v

Preuve 1. Si / g(z)dz converge alors d'aprés le

a

A
[Q(I)dx est majorée. D’on,
a

A
IM>0, VA>a, /g(:r)d.r < M.
a I

el
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Cha
oy, on & P& hypothése
0< f(z) <g(z), Yz ela+oof.
DOﬂc’

A
VA2 a, /f(a:)da:SM.

A

(e qui montre en utilisant la proposition 5.2.1 que / f(x)dz est conver-

a

gente. oo

9. On procéde par I'asurde. On suppose que / g(z)dz converge alors

a

A
de 1., 'intégrale / f(z)dz converge aussi. Ce qui contredit le fait que
a

+00
/ f(z)dz est divergente par hypothese. ®
a

5.2.2 Critére d’équivalence
+00

Ici, on se propose d’étudier la nature des intégrales généralisées / f(x)dx
a

+o0
et / 9(z)dz lorsque les fonctions f et g sont équivalentes.

r ¢ ilisé la com-
Le résultat suivant est la forme la plus frequemment utilisée de la

Paraison de deux intégrales généralisées.
Théoreme 5.2 2 Soient f, g [a, 4+oo| — R deuz fonctions localement

' = ) > 0 et
"niegrables, On suppose que pour tout T e I = [a,+oo[, f(2)

g(a:) >0 et que
im M =k,
r—+00 g(‘r) +00 + 20
e xr)dr et / g(x)dr
eed < < 400. Alors les intégrales gé,.émbsét‘* / /= P
G

8
oMt de meme nature.

~ /
~——

o Vcon;t;nt sur l'intervalle [/
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lim f_(m_) =k > 0 alors, on a %

Preuve Si o0 g(Z)

Ve>0,3da>a V2 /z2>a— L("';)_k
9(z) *|<e

Ainsi,
f(())<k‘+6 Vz>a

Par conséquent,
(k—e)g(z) < f(z) < (k+e)g(x), Va>aq,

puisque g est strictement positive.

Si / f(z)dz converge alors, par application de la proposition 5.1.2 I'ip-

+o0
tégrale / f(z)dz converge aussi. Et en utilisant le théoréme de compa-

[0}

+o0
raison 5.2.1, 'intégrale (k—¢) / (z)dz converge aussi. Par conséquent.

+00
/ 9(z)dz converge.

a
400

. / 9(a)dz converge alors, d’apres la proposition 5.1.2, IintéF*

a
+o00

/ 9(e)dz converge aussi. Ce qui entraine que la convergence de
(o4

+00
Hgrale (k - ¢) / 9(z)dz
o

E , aP"";
t par Comparaison (cf, théoréme 5.2. 1), / f(x)dx converge:

la propos
Position 5,1.2, f f(z)dz converge aussi. ®

——— /
a T ————— —— o i r

- Scanned by CamScaﬁner
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+00
_ dx
2.1 L'intégrale /

m converge. En effet, on pose :

chapitr® L 249

Exemple 5

Alors,

+o0 +00
Par application du théoréme précédent, / f(z)dz et / %— sont de
T
1 1

+o00
méme nature. Et comme, l'intégrale généralisée / d—ﬁ converge car
z

+o00

dx
Alors 1/ o comwerge aussi.

Une conséquence du théoréme (5.2.2) donne le corollaire suivant :

Corollaire 5.2.1 Soient f, g : [a,+00[ — R deug fonctions localement

"Mégrables, positives et équivalentes au voisinage de +0o. Alors les in-

, +00 o0
égrales 9énéralisées / f(z)dz et / g(z)dz sont de méme nature.
a a

3, .
3 Critere de convergence de Cauchy

c i .
& .ntére de Cauchy pour les fonctions fournit un critére de convergence
intg _ .
By Brales généralisées, Ce critére donne une condition nécessaire et

a :
gy e Dour leg intégrales généralisées. Il est surtout utile dans les

'ong théoriques. On a alors le théoréme dit de Cauchy suivant :
o

I 53. Crit're de convergence de Cauchy '
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itre
- c.3.1 Soit [ =[a,+ool € f:1— R localement intégryp,
Theéoréme > le de f sur I sott convergente, il faut et il sufft g,
ra

ue 'intég
o ¢ la condition de Cauchy suivante :

soit Ué”ﬁé A"

Ve>0,3A>a,VA’,A”>A==> /f(:v)dw <e.

Preuve En effet,

/ f(z)dz converge <> hrﬂoocp(x) existe et finie,

ol p(z / f(t)dt. Ce qui est encore équivalent, en utilisant la défin;-

tion de la hmlte, a:

Ve>0,3A> a, VA A" > A — lp(A") - p(A")| <€
Doy,

Ve> 0,34 > a4l 4 47

Par conséquent,

Ve 0 34 ar
’ > a,v AII S AI
: > A= [ fe)an| <.
AI

5.4

 Ntégra)

es A 2 n
g Neralisgeg b
8enteg absolument conver-
0 Bénéry)
N rencg
re
onCt,io ég aleb
gér

rodyjy la N sigy ne ch lérallbéeq / f(z)dzx avec de

Intégra) Ngeant su [a

Benérq); Vergence absg » ool Pour cela, on va i :

— u
Sect,% 54, ® Pour étudier la nature de ¢
Mtégrala.
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W
ot [ntégrale généralisée absolument convergente

L}

Déﬁmtlon 5.4.1 L’intégrale / f(z)dz est dite absolument convergente

+00

g / | f(g;)]da: CONVETJE.

a

400
_y sinx
gxemple 5.4.1 L'intégrale / —m—z—dw est absolument convergente sur
1
[1,+oo[ car on @ pour tout T # 0,
sinT 1
22 |~ 22

+00

1 .
Et comme / Pd:c converge, i Té

1
400

Uintégrale /
1

Voici une condition suffisante pour

sulte du critére de comparaison que

sinz
dx converge.

qu’une intégrale généralisée soit conver-

gente.

+00
Corollaire 5.4.1 Si / |f(z)| dz converge olors / f(x)dz converge
a

ausss.
Preuve En effet, f |f(z)| dz converge donc elle vérifie le critére de

C
3Uchy suivant :
A "

Ve>0, 3A>a, v ALAT > A= /lf(-’””df <&
A’

Or
A" v 4
AL A" > A

f fla)de < / f(z)|de = / (@)l dz] <&

Se,_.t —_—
i —
ons. 4 I"tGSraless générahsées ab“"“'“e"t con

vergentes
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d’ou, &)

AH
Ve>0,3A>a, VA, A" > A —y /f(m)dm .

Ce qui montre bien que / f(z)dx converge. m

Remarque 5.4.1 La réciproque du corollaire précédent est

fausse Co
Mme
le montre 'ezemple suivant :

Exemple 5.4.2 L'intégrale / —dm ot a > 0 converge (ceci découle

+o0
du théoréme d’Abel 9.4.1, voir exemple 5.4.4), mais / |sin z
x

dz diverge.

a
En effet, on a toujours

sin® z < |sin z|

x z

V> O, (51

+00
puisque pour tout y € (-1, 1], 42 < ly|. Si / |s1n:c|dm converge alors.
T

a

sm I
d’apres (5.1) et par application du théoréme de comparaison, /

converge. Mais,
to ., +00
sin“ x 1 1 —cos2zx
dzr = = —dx,
z 2 x

a

+00

done, % / 1 - cos?2z

—dzx

. converge aussi. D’autre part, on @
a

N
+o0 +00 (5.

sm % /‘ dm_/‘cos2xd _ \,_,
a
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ha
| / | ‘
‘ Je théoreme d’Abel 5.4.1, on déduit que 3 / cos 2z dx converge.
z

gt por
+00 @

) ) 5 2 1 dm ¥
Ao, du foit qu o a (5.2) 2 = converge ce qui est absurde car 4
a

d .1 fd 1
1 [ %% _ im —/—w-w—=—[lnA—lna]=+oo.

+00

Ainsi, /

a

SlIl
T

dr diverge, donc elle ne converge pas absolument.

54.2 Intégrale généralisée semi-convergente

Définition 5.4.2 On dit que / f(z)dz est semi-convergente si elle

a
converge sans étre absolument-convergente.

sin T
Exemple 5.4.3 L intégrale généralisée / SINT 1 est semi-convergente.

dans le pamgmphe précédent, qu ‘une inté-

¢ On remarque donc que
de lintégrale généralisée

Remarque 5.4.2 On a v,
grle peut converger sans converger absolumen

la situation de l'intégrale de Riemann €t celle

Sont inverses I'une de l’autre :

|f| est Riemann-intégmble et la

L 6i f est Riemann-intégrable alors

Téciproque est fausse,

) la réciprogue est
" / |f(z)| dz converge alors / f(z)dz converge et la réctp

fauaae

o i stablir 1a semi-convergence
. ste hélas pas de critére simple pour et& . ‘

On a cependant Je théoréme suivant :

duge
8
Intégrale généralisée.
\ //—————”“‘
vergentes

§
%tion 5.4 1.o2--m1-. ~ansrallsées absolument €of
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5.4.3 Théoréme d’Abel pour les intégraleg énéry); 25
lsées

Dans ce paragraphe, on dispose, pour les fonctions de signe

' , qu61(20n
et dont 'intégrale n’est pas absolument convergente, dy théor e

Cme d’A‘\bel

énoncé par la suite et qui est démontré grace au théoréme de O
&uchy

pour les intégrales généralisées et la deuxieme formule de ]

. » N a moyeﬂnp
pour les intégrales définies. On a alors, ’

Théoréme 5.4.1 Soient f, g: [a,+00[ — R deuz fonctions localemeny

intégrables. On suppose que :

1. f est décroissante a valeurs positives sur la,+oo[ et lim flz) =0
z—+oc0 e

2. Il existe une constante M > 0 tel que

A
VA>a, /g(a:)da: <M. (5.3)
+00
Alors l'intégrale / f(z)g(z)dz converge.
7]

+o0
Preuve 1l suffit de montrer que / f(z)g(z)dz vérifie le critére de

Cauchy i.e ,

A’I
Ve>0,37A4> a, VA" > A'> q — /f(;l‘)g(.l')dl' < E
4’

pOU[

i : ue
Soit € > 0, comme lim f(z) = 0, il va exister A > & tel d
Ir—+00 a
> A, o0

tout x > A on aijt f(z) < e/2M. En particulier, pour A
54
£
2M°

Intégrales généraliséei absolument conve

f(A") <

—

P
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Section 5.4,



s
o ﬂ;..y P . .
g Intég"a|es généraliseés (ou impropres) 255

’ ChaP' e

2
est 12 constante vérifiant (5.3). D’autre part, par la deuxiéme

ob o de la moyenne il vient :

forml : £
AII
/ (@is| = 1) [ a@yis| = s | [ orisl, 69
Al A’
» .4) et (5.5), on déduit que
Oﬂge[A’,A]-De(5 ) et (5.5) q
AI/ E
/f (z)g(z)dz <3 /g(m)dm (5.6)
De plus, on 2
€ a €
/g(m)daz < /g(m)dw + /g(m)dw (5.7)
Al A’ a
En appliquant I’hypothese (5.3), 'inégalité (5.7) devient
£ ..
/g(a:)d:r < 2M. (5.8)
AI
De (5.6) et (5.8), on conclut que
All
<E,

d
Ve>0 JA>a VA >A'>a= /f(m)g(w) z

ol 1 nte. |
doy Iintégrale généralisée / f(z) g(z)dz est converge

intégrale géné-
Exemple 5.4.4 On se propose d’étudier la nature de l'intégraie g

Taligge suivant -

+00 ;
——-—Smmdm avec a>0eta =t
e
a )
S €t g sont deux fonctions intégrable sur [a. p) et f déc

dr = (a) [ 9(z)dx

tiy, Ves « .l.’)
"ur fa, B, Alors, il existe £ € [a, b] telle que / (#) 9

e. -

L .eam~aanboe
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On pose : 1 4 g(z)=sinz.

fla)= 7

f est décroissante & valeurs positives sur [a,.,_m[

Alors il est clair que
na
avec I_llgsz( z) =0. De plus, 0

A

A
/sinwdm = |-cos A+cosal| <2=M.

VA>a, ’/9(93)05m =

a a

400
Sll’ll‘

n du théoréme d’Abel, Vintégrale généralisée / I_dz

a

Par applicatio

Y s sinz
converge. En particulier pour & = 1, lintégrale ——x—-d:z: converge.

3 Tous les résultats énoncés et démontrés sur un inter-

Remarque 5.4.
]—00,b] i.e., pour Iétude de

valle [a,+00[, peuvent étre adoptés au cas
b

Uintégrale généralisée / f(z)dz

5.5 Intégrales généralisées des fonctions non bor-

nées
On va maintenant s'intéresser aux fonctions f & valeurs réelles définies
sur des intervalles [a, b od a,b € R avec a < b (resp. ]a, b]) et qui 1€ sont

pas nécessairement bornées.

5.5. . Y
5.1 Intégrales généralisées de fonctions définies sur b,

Soit f: [a, b
0,6+ Rona,beR (a < b) une fonction telle que

Am £ (z) = 0o
(ice., B

Le, b est un t . , .
POt singulier de f). Plus précisément, on suppos® Qe

L. f est int
o ntégrable sur oyt intervalle [a b- 1;] v 0<n< b-® .

sﬁctlon 5 5

et
e —— e

T ———
S—— S

‘Ntﬁtrah. lénéralh&-- 4. - . - 2w l.nrnée'
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Fw W
, f est 10D bornée sur tout intervalle [b — 7, b|.

b-n
Définition 5.5.1 On note ¢(n f f(x)dz (il résulte de I’hypothése

a

1. que p(n) existe). La limite : llrr(1)+<p(n) est appelée intégrale généralisée
n—
de f sur [a,b[. On la note /f(a:)dm C’est a dire :

b—n

b
/f(:z:)d:z: = lim f(z)dz. (5.9)
a Lo a

Si la limjte (5.9) eziste et est finie, on dit que l'intégrale f f(z)dz est

co
Nvergente, Dans le cas contraire (la limite n’existe pas ou elle est in-

fing), Vintégrale f f(z)dz est dite divergente.

Xe
Mple 5.5.1 On considere la fonction f définie par

1
\/l—m!’

=1
€t un point gingulier de f car lim f(x) = +00. on se pro-

f(z) = z € [0,1].

poae d é
t .
udier [q nature de l'intégrale généralisée j

e On
seru- —
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définition,
1 1-m
dz I /' dx I 1-n =
%  _ lim ———= = lim arcsij -
/\/1——_307 17—’0+0 V1—2z2 p—o+ mxo 2
0

1
s N N 5m & e b dx
Ainsi U'intégrale généralisée 0/ i est convergente.

. _ }] q 4 .
Remar(}rue 5.5.1 Le point x = 0 n’est pas un point singulier poyy Vin-

tégrale / 2T e car
i
0

. Slnzx
lim

r—0 2o

=1 # oo.

5.5.2 Intégrales généralisées de fonctions définies sur ]q )
Soit f:]a,b] - R ou a,b e R (a < b) une fonction telle que

lim £ (2) = oo

ie. i i i
(ie., a est un pomt singulier de f). Plus précisément, on suppose que :

L. f est intégrable sur tout intervalle [a + y b Vu, 0 < p<b-a
) ’ -

2. f est non bornée syr tout intervalle |a, q + 4]

| ' .
e avp 8
Enompie dune
Sonction new dormée
oo

b
) = /f(;l')d:r. La limite : lill‘;+;(l‘)
a+“ “/o

b
*J sur la,b] et on la note /-f(‘r)djl

- Intégya)
es . '
. gé"éra"Sées des fonctions non bornées
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itre 2
¢haP!

(est & it

b b
/ fa)do = lim / f(z)da. (5.10)

a+p

o limite (5.10) existe et est finie, on dit que l’intégrale / f(x)dz est
Si o
b

nwergente. Dans le cas contraire, l'intégrale / f(z)dz est divergente.
0

a

_ dx
Exemple 5.5.2 L’intégrale généralisée f —ﬁ est convergente. En effet,

1
puisque O est un point singulier de la fonction T — 7 on a par

définition de Vintégrale généralisée :

1
dz
— =1 = lim (2y/p+2) =2
| u%/f 22 2VE
0

SIE

1
D'ot la convergence de /
0

5.5.3 Intégrale généralisée de fonctions définies sur |a, b]
Soit I ]a,b[ — Roua,b€R (a<b) une fonction. On suppose que :

L. f est intégrable sur tout intervalle [a + p,b—m] ot a+p < b—mn,
O<p<b-aet0<n<b—a.

2. f est non bornée sur tout intervalle Ja,a + ] et [b—n, b (a et b

Sont des points singuliers de f).

Déﬁnltlon 5.5.3 La limite _, llm / f(x)dz = /f(.l )dxr est appelée

mtégrd ,l__.o a+u
¢ généraliste 4o [ sur |a,b[. Si cette lumte existe et est finie,
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/ f(z)dz est convergente. Dans le cas cont
Taire

on dit que Vintégrale

b
1intégrale / f(z)dz est divergente.

Exemple 5.5.3 On considere | sintégrale de f(z) = \/_
\/\

=10,1[. f tend vers +00 (resp. —00) en 0 (resp. en 1), done 0 et |
f. On écrit alors, utilisant la relations de

sont deuz points singuliers de

1/2

g = / f(z)dz + /1 f(z)dz.

1/2
ées qui ont chacune un seul

z) =2/ +2v1 -7 0nd

Chasles :

O\H
-
~—~
13
p —
QL

On se retrouve aVeC deux intégrales généralis
rimitive de f étant F (z)

1/2 1/2
/f d:r— 11m f(z)dz = F(w)l}/2 = 4,/1/2-2
I

point singulier. Une P

Et,

1 1-n

n—07*

1/2 1/2
don¢

Ces deux intégrales convergent. | “ntégrale suT 10, 1[ ewiste et vaut

la somme des deuz intégrales i.e., 0.

s de lintégrale généra
4r

Remarque 5.5.2 Toutes les propriété
mzson,

es théorémes de compa

crite dans les sections précédentes (1

d’équivalence et critére de Cauchy) restent encore vra

grales généralisées de fonctions non bornées & valeurs Po-"tw

D .
ans cette section, on va étendre tous les résultat

l : 4
es intégrales Riemann aux intégrales généralisées.

. . - R - A - 2 ._Lua"ﬂées ‘
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ChaP! i

6.1 Application de la fonction primitive
5.6

o f o b[ — R une fonction localement intégrable o b < +o00, b un
SO% ¢ singulier ou bien b = 400. Soit F la primitive de la fonction f,
pOlIl
c’est a dire,

F'(z)=f(z), Yz€la,b.

On 8,

x

b
[ ttayta = tim_ [ = tim_(F (@) - F @)

Alors, / f(z)dz converge si et seulement si lim F (z) existe et est

T—b—
a
finie.

1

Exemple 5.6.1 On se propose de calculer l’intégrale généralisée / In zdzx.

0
Tl est clair que O est un point singulier de la fonction In. D’autre part,

la primitive F de la fonction In est donnée par :
F(t)=tlnt—t, te€]o,1].
Ainsi,

1
/ln:cd:c= lim (—-1-(zlnz—2z))=-1.
0

x—0~

Doy I convergence de ’intégrale généralisée.

Exemple 5.6.2 Maintenant, on va calculer l'intégrale généralisée :

+o00 +00
J = /f(a:) dz = /e‘“‘”sinﬁmdm, (a > 0).
0 0
Une Primitive de f étant F(z) = _osin [i:z; :g:os Bxe_“, on a
J= lim (F(m) - F(O)) = —?—@"—"ﬁ'
D’y T—+00 o+ p

€8t convergente.
Qo

T e

o
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Chap= parties

5.6.2 Intégration par

I i i 'liS d’ ||t

Pour ¢ Pintégration par parties. On a alors :

méthodes, par exemple,

Théoréme 5.6.1 On suppose que

I=[a,b[ ota< b. b < 400, b point singulier ou b= +00.
1. I = |a, !

CL.
9. Les fonctions f et g: [a, b] — R. sont de classe

3. lim f(z).g(z) existe.

z—b~

x)dz sont de
Alors les deuz intégrales / f'(z) g (z)dz et / f(z T

méme nature et S elles convergent, on a de plus

y b
/f,(x)g(m)df”: f(@)g(@)l - /f(x)g’(x)da:,

o1,

f(@)g(z)2 = lim f(z)g(x) - f(a)9(a)-

T—b—

: Har
Preuve On fixe ¢ € Ja, b et on applique la formule d’integration !
parties sur [a,£], on obtient

£

/ s -'“'i
/f(:c)g(x)dm = f(2)g(x)| - /f(;z-)g’(r). (5

a

A
a la limite . < heient B¢
formule, o ® dans (5.11), quand £ — b, on obt

Kygf'
gl
déterminer la valeur de l' mf“‘}m[ :

a ”. - e e o i ,,,»-4-—~>"""‘V“
—— Pratique des intéoralne manaralicées A
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itre 2-

e~ Tz™dz. Une intégration par parties donne,

wlisée Jn =
+00
—z_m|to0 z, n—1
J, = —€ lo - —e *nx" " dz,
0
400
— oQ
— —e "”93”|0+ -I—n./e zpn gz,
0
— +
= —€ sz‘nlO +7’LJ -1
Or,
n—1 n'
—z" —nT . U
- +00 3 — 1 — = lim —=
TN — = 11m ’
e 7 | w—l—len-:il-oo e z—+oo €T z—+00 €T
donc,

Et par récurrence on obtient,
Jp=mn.(n— 1).Jn—2= n.(n — 1)...3.2.1.J0 = n!Jp.

Mais

)
Ains;,

56.3 Changement de variable

Le résultat suivant étabit la méthode du changement de var iable qui

Permet e calculer les intégrales généralisées. Cependant, on a

T
héoréme 5.6.2 On suppose que :
+00, b point singulier.

[, B] ot pla) = a et

1, _
I est continye sur [a,b] ot b < 400 0U b=

2' m - .

= ¢(t), ¢ est strictement croissante Sur

Y(B)=b (ou lim_cp(t) = (B))-
snw\ t—f3

I
e S

N NUS—— . - o N _ £
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'(t)dt sont de mem,

/ f(a)da o / F o)

onvergent on a

Alors, les deuT integrales

nature €t 81 elles ¢

/ f(a)dz = / £ (0(t) ¢ (D)t

5 fonction inverse de @ avec = o(t),

preuve Soit t = f(z), ou 9 est llssante sur [a, B[ (car @ est strictement
ion O est aussl €TI0

Alors, la fonction + de plus, hm 9(:1:) = B. On fixe tg € ]a B[ et

pour le changement

i te sur a;ﬂ ])
croissante [ On apphque la formule

soit zo = ¢(to), To € Ja, bl

de variable sur [a, Zo] , on 2

ff(m)dm = /to f (p(2) ¢ ()at.

e si a:o _ b~ alors g — B~ . Par conséquent, les deux

(5.12)

On remarque qu

integrales / f(z)dz et / f (p(t)) ¢'(t)dt sont de méme nature.

On suppose maintenant que l'intégrale / f (o(t)) ¢ (t)dt existe. Par pas-

sage 4 la limite quand 9 — b~ 5.12), on obtient

b B
[ 1@da= [ 1o & 10t
|

Exemple 5.6.4 Par la méthode dy changement de variable, on calcule
Uintégrale généralisée :

7= | 1
) J \/(m—a)(—m+b)’ a<h
" TEMarque que a et b sont deyg point singuliers. On pose :
T = p(t) =t10082t+bsin2t 0<t< =

WW‘ -T2 —
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Joh e g

T

#(0) =, ‘P(E) =b i

i

a=0, B=1 b

=2

De plus, ¢ est strictement croissante sur (o, §] = [0’ 22"_] car pour tout g
te ]O, g [, on a

!

¢ (t) = —2asintcost + 2bcostsint = (b—a)sin2t > 0.

D'aprés le théoréme (5.6.2) , il vient

/2 (b—a)sin2t
o \/(acoszt+bsin2t—a) (—acos2t+bsin2t+b)
%

dt,

— a)sin 2tdt

/ (b—a)
0 \/(b — a)? cos?tsin?¢
2

On pose .
z =)=Vt a¥=t 0<t <400
Ong alors
p(0) =0, (+00) =+

Pe ‘
8t atmtement croissante puisque

(P'(t)z.i_lﬁ>0 pourt€]0-+°°[-

Secy

\
I lon 5.6, Calcul pratique des intégrales généralisées
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. cation du théoréme 5.6.2, on trouve

Par appli
sint 1 sint
in(z?)dr = | —=dt== [ 2=
sin(z*)dz 0/ Wi 2 _0/ 7i dt,

400 +00 .
in(*)dz et | 22Ldt sont
et les deut intégrales / sin(z”)dz e Nz SOMl de méme Rature, b

0
+00 +00

comme / Sl7—dt converge (d’aprés le critére d’Abel), alors /
t
] 0

converge aussi.

Sin(z?)4,

5.7 Exercices avec solutions

Exercice 5.7.1 Calculer les intégrales suivantes en précisant leurs ng-
tures

400

1)/ = @ER 2) / w @ER ) b )/tu{
0

244’

| — 42
5) /#a.
0

Solution 5.7,1
ol Calcu it s ) . :
tures . lons les ntégrales suivantes en précisant leurs ¢

1) Le fonction 4

1
— ) a
bar définition, ) ta Présente un probleme en t = 0. O
1
1
/ ﬂ = dt
te — M iy
0 B—,o+ | ta
Or, J
1
ta = sia=1h
P B i [*ﬁ:i 1 1 Bl-a
Seqh;‘s\\ """"" —— l~a B 1-a" sia#

37. E ~—— 1 P a
Xer, S -
- Clces aye, Solytiqr. y
ns
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ChaPi"e 5.

Donc paT passage & la limite quand B tend vers 0%, on trouve

,
+00 87:&:1,

1
dt 1 ‘
t—a=ﬁ & sia<l,
0

L +o0 sia> 1l

1
dt .
Ainsi / 1 converge st a < 1 et diverge si o > 1. Cette intégrale
0
est appelée intégrale de Riemann.

1
2) La fonctiont — f (t) = P présente un probléme en t=+400. Ona

alors,
+ A
Far_ o [
ZE . A——lan:l&—oo t*
1 1
Comme,
4 InA sia=1,
dt 4 Lo
@ _tl:,a_ = _{1,,_— — ——1— sia# L
1 1-0a]; 1—-«o 11—«
D’oﬁ,
' sia=1

+00 +00

/ dt _ ﬁ +00 sia<l

1 t _-_,}———- sia > 1

[ 1-a
' Tt o> 1 etest divergente
Ainsi intégrale | — €8t convergente St
tO
lemann.

~ 1 ~ R
$ia <1, Cette intégrale est appelé intégrale de

3
) Lafonc:ion t — f(t) = __,_t,’ prést’nft’

0 t?2+4
"' a par définition,

un probléme € t = +X.

A
400 vt / tdt
= lim 12+ 4
/ Ard A%
fonea 2 U T L autions
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N
Comme,

tdt . 1 g A
. — 1 —1In (¢
Jm e = tm i +4)]0
0
1
i 2
- [3neeey g
=t —|—OO
Done,
o0
/ tdt — oo
t2+4
0

Et on conclut que | “intégrale est divergente.

1

4) La fonction t —» f@t) = 51 présente un probléme en t — -x.

On a,
2 2
/i = lim dt - 1 ¢ t 2
B+a7 s | Py T plim | gartang] |
a5 A
ainsi,
2
244" ilrioo—z- [arctanl — arctan 5] '
=00
Or,
-
arctanl = — ¢ lim arctan — = I
4 ——00 2
Donc,
2
/ JL _ 1 [W LT 3
t2 — al— —] = —,
e T4 210479 T g
Aing; |’

e 7(t) < \(; semble présenter un P
Peut g prol és de l’zntemaue ]0 1[ En fm't’ cette.f y
0 LI '
préaente un‘-’;ngef‘ ent = 0 én une fonctton Cl, et lf"ntégmle do
U
W Quement 4y, Probléme en ¢ = 1. -~
S‘TW\‘W'/
‘ lOlution,
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avec,

et,

1/2 1/2
Une intégration par parties donne :

feae), [_M_ln(1+t)+ln<1-t>]
t

B

1/2

B

D’oq,

// 1—t2
B

= lim [_El__(l:_i-)- -ln(1+t)+ln(1—t)
0

1/2

t B

B2,

= —-3In3+4In2,

Puisque lim ______ln (1 +u) =1. Il en résulte queé

U240 U

—

1/2
In(1-1%) ,, _ _3In3+4In2

t2
e~ 0 -

Scanned by CamScanner

s




Chapitre 5. Intégrales généraliseés (ou impropreS)
FEt,

A

/ In (1 —tz)dt

t2
1/2

In (1 —¢2

A

_ f(t—l)ln(l—t)_(1+t>1n<1+t)]§’2

t ¢ .
1/2

Alors,

A

42
lim / n(1-¢)

< t2
A—»ll/2
— _ A
—  lim [(t 1)In (1 —¢) _(A+8)In(1+y)
A= t t
—6In2 + 31n3,

1/2

puisque lim ulny = 0. Donc,

U0

1
42
/Mdt: —6In2 + 3In3.

t2
1/2

On conclut que

1

2

/}Mdt = —2In2.
t2

0

Ainsi Uintégrale converge et vaut —21In 2.

. vl’..'[".

. " d 5ull-u 1
Exercice 5.7.2 Etudier la ertran

nature des intégrales de B

+o00 dt 1/2
Vw9 [ aser
5 ¢ (Int) st (|Int|)

i
e

. rpent un'
Solution 5.7.2 On notera que les bornes 2 ou 1/2 ke ‘
& tviter le proplom, ent =1,

-
——

Section§7 ¢ . o Scanned by CamScanner
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e
y sia<t Soit § > O tel que &+ <1 et on éerit :

1
to (Int)?

_1 ¥
toto (lnt)ﬁ.

Or,
t6

lim —
t— o0 (11’1 t)ﬂ +00,

don il eziste A >0, tel que

46

>1, Vi=A
(Int)? =

Par conséquent,

1
> ta+6 !

1
to (Int)’

Vi> A

Comme

A
+o0

dt

a+ 6 < 1, il en va de méme pour /
P J e (Int)?

400

tégrale /
ta
2

Sia =1, on va calcluer

dt
(In t)ﬂ .

+o00
f _ @ suivant la valeur de
2

/ ——-dt est une intégrale de Riemann divergente pour

% et donc pour l'in-

B. On a alors,

+oo—-—(£tf—‘ = lim /A___(E,—
!t(lnt)ﬂ A—+oo ) t(lnt)ﬂ
Or,
1 [In (nt)ly = In (In A) -;12 (ln(i)lz)l'ﬂ sid=1,
!t(lnt)ﬁ - [(1111?1;]2 _ (h;xi)ﬁ L B AL
s;&'on 5.7. Exercices : avec solutnoﬁsm—' -
e —————
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assage o la limite quand A — +00, on oh tiens

D’ou par P

( 400 8t ,B = ]_,
+ _ ;
/w___a_lf___ —{ T st f <1, |
t (Int)’ (In2)* , |

—— 1P >1

2 \ 1-8 b
400

converge ssi > 1 et diverge ssi f < 1.

. / dt
Ainst J : (lnt)ﬂ

Sz’a>i. Soz't6>0telquea—5>1 et on écrit :

1 1 1
fo (Int)? 70 ¢ (Int)’

Or, .
=0, VB

t_l_‘.Too 3 (In t)ﬂ

1l eziste donc A > 0 tel que pour tout t > A, on ait

0< . <1
t (In t)?
Par conséquent,
1 = Vt>A

<
to (In t)ﬂ ta—9’

te
Comme / =54t est une intégrale de Riemann convergen o

A ¢
1t et done P

a—0 > 1, il en va de méme pour | —3
) p J ta (lnt)ﬂ

+o0 |

/ 1

S to(Int)?
En conlusion, on ¢

+00 1)’
dt conve : :.-1,57
= rge sia>1 ou (@ ).
t (e’ { VIS

2 diverge sia <1 ou (
\\ /
|
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/;;j;z'tz'on,

a por
g) 0

1/2 1/2
()P B f ta (B
0 & t%([Int))

En faisant le changement de variable :
1
U= Tt-,

il vient,

1/2

. dt , /u du
lim PRy B lim 5
B—0+ J t* (|lnt]) u—+00 J u2-2 (In )

Ce qui nous raméne au cas précédent avec 2 — a en guise de a.
Cest & dire que :

1/2

/ dt | converge si2—a>lou (2-a=1, >1),
Ot“(lnt)ﬁ diverge si2—a<lou 2-a=1, f<1).

On conclyt enfin que,

1/2
dt converge sia<lou (a=1, >1),
ot (111!")[3 B diverge sia>1lou (a=1, B<1).

Exercice 5.7.3 Ety

_ dier la convergence de chacune des intégrales géné-
wae’ Suivanteg

) [ 1= cost T (nt)sint T Vi+l
\dt,aER, f ° dta 8) f '-—*“'"—'———-dt,
0 ta 2) (3+C08t)t3 J \/i+\/t-!
+%0 2
¥ f e~ g,

0

lugy ,
nemt.’:en 5.7.3 Etudions lg convergence de chacune des intégrales gé-
8

\mivantea :
Seeri
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| Chapitre 5

. 1 —cost t

0y —_— —— e ..

Y L’applz'catz'on t 1) o f®) to S8l positive gy o, ]
De plus, au voisinage de 0, o1 @

t2

costrafl— 5

Donc,
1—cost _?i _ 1
o 0 2t¢  2t22
1 1 1
1 —cost A ,
Alors / " dt et / prom) dt sont de méme nature. Et puisgy,
0 0
/ 1
VUintégrale de Riemann / prom; dt converge ssi a—2 < 1, soita <3,
0

1
1—cost
il en est de méme pour l’intégrale / -Tdt.
0
3 .
2) L’application t — f(t) ou f(t) = (Int)”sin t4 est de signe
(3 + cost)t3

quelcongue sur [2,+o0o[.On va étudier alors la convergence absolut

de cette intégrale. On a pour tout t > 2,

(Int)® |sin |

If (&)l =

(3+cost)ts
Or,
sint| <1 ¢t |cost| <1,
donc,
(Int)3 |si 3 (5.3
) [sint| < (Int)3.
Et,
Qt% 4 4 (5“\
D ’ S(3+COSt)tES4t§,
€
(5.13) ¢t (5.14) | on déduit que
3.
If(t)l = w < (lnt)3 . N
Sect; (3+(:()St)t§ I Vite 2+l
€Ction : e 2t3
ercj
Ices avec Solutiong R i
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=

+00

3
lintégrale de Bertrand [ (Int)

o7 dt est convergente pour
3

(omme
+00

—
=

> 1, alors / |f (t)| dt converge aussi par comparaison.
2

Wl =

(0}

Par conséquent, / f(t)dt converge absolument, ce qui implique

qu'elle est convergente.

Vi+1l

3) L'application t — f@) ou f(t) = N

est positive sur

10,+0c[. On peut écrire :

xf+1 YA 2 N \/—+1
\/'+\/_ \/_+\/_ \f+\/—

[ Vit
) Vit VIS

L’intégrale | —————=dt est convergente puisque au voisinage de

0, on a

Vi+l 1
Vi+ Vs 0Vt

1
1
/ —=dt est convergente pour o = - < 1.
0 Ve 2

+00
L’intégrale / Vitl —— —__dt est aussi convergente. En effet, au voisinage

Vi+ V5

de +00 on a

Vi+1 Vi
Vi+ VB oo VB

]

ol =

+00

1
€t comme | intégrale généralisée de Riemann f ﬁdt est conver-
1

+00
ente pour o = Vil

=2 > 1. alors "dt converge aussi par
' Vi+ Vs

c :
Mpargig on.
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+00

En conclusion, l’intégrale généralisée iti'l\ dt l
Vit Vs e
étant la somme de deuz intégrales convergenteg

4) L’applicationt — f(t) on f(t) = =’

€8t positive g,
0
On écrit 0,4

!

+00

e_tzdt+fe‘t2dt.
1

o
®
.
[ ]
&
Il
o

L’intégrale définie et dt est convergente, car f est continye g,

o

sur [0,1].

S
(4]

[0, 1] donc intégrab

L’intégrale généralisée et dt est convergente. En effet, on pose :

b—l\-é-

1
Alors,
lim L(—t)- = lim t2 ¥ =0
t—+oog (t) t—+oo

1 , r
Comme / 7 dt est une intégrale de Riemann convergente P

1
+00

a=2>1, alors / et dt est aussi convergente par |
1

¢ critére &

comparaison.
+o00

; ’ 307"'"8
On conclut que / e~ dt est convergente puisqu elle est 16

0
deuz intégrales convergentes.
i ¢rer 18 i
Exercice 5.7.4 En admettant que / e~ dt = 1, mon
-00

+00
gence et calculer la valeur de / e~t’+2tgs ona € R.

o /‘
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gol
+00 +2o +oo 2
/ e__t2+2atdt - f e_(t_a')2+ﬂ'2dt . ea,’ / e—ﬂ'(sﬁ) dt.
e —00 —00
g faisant le changement de variable :
u_t—a
v’
on obtient,
+00 Too 2 +o0
/ P20t gy — e’ / () g = e / S
VT
—00 —00 —00
Or,
+o00
f e ™ du=1,
—00
don,
+00 a2
f e_t2+2atdt — E\/____.
™
—00
+o00 ea2

Ce qui signifie que l’intégrale / e—t2+2at gt est convergente et vaut &

—00

Exercice 5.7.5 On considére U'intégrale généralisée suivante :

400
/ dt
t(Int)”
2
1 \ '
) Cette intégrale est-elle convergente ¢ Justifier.
2) +00 ¢
_ sinm
En deduire 1o nature de l'intégrale j Int 3 o
2
8o
lution 5,75 1) / est une intégrale de Bertrand conver-
t(In t)
gente pour o = 1 etf=2>1
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rmet de montrer la CONvergenc,
de

Chapitre 5. Intégr

2) Une intégration par parties pe

400

sin 7rtdt. En effet, on a
Int

2
A

i sin 7t
SInTt .~ lim / dt.
Int A—s+00 Int
2

Une intégration par parties donne,

A A A
sin 7t cos 7t 1 cos 7t

dt = |- - = Sdt
Int wint |, 7r2 t(Int)

2

=0, alors

Comme t — cos 7t est bornée et lim
A—+oomln A

A
cosmA _

li —
A—l'nj-oo mln A

Par conséquent,

[_ cos Wt} 4 [ cosTA 1 1
= lim -

mint mlnA +7rln2 In2
(5.15)

lim

A——)-{—oo

A—i+o00

De plus, on a

cos 7t

m Vi>2.

< AR E
t (Int)?
+o00
D’apre Ty dt .
apres 1) l ntégrale / converge et par CompamiSOn l'in-

t(In t)2

tégrale / cos Wt dt te-
converge absolument. Il en résulte queé I

grale / cos mt
t(ng)? % comverye i,

A
Cos 7t 16!
/ fmEd = lim [ STy ¢
| nt) A—+o0 | t(Int)
€riste et est finie. 2
Section STExp"-M- T — _——
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chaP!
! (5'15) ot (5.16), On conclut que
A +o00
in 7t
pm Ry L1 [ cosmt
A—r+00 , Int min?2 T t(lnt)z ‘
+oo | .
episte et €st finie. Ce qui signifie que ’intégrale / sm: dt est
2
convergente
400

xercice 5.7 6 Montrer que lintégrale / e~ VInZ gin xdx converge.

1

E

Solution 5.7.6 Une intégration par partie donne :

A
—vInz
rlnz]f*_ 1/c_es_ﬂﬁf_,ldm, vA> L
1 2 zvVinz

A

/e' 2 ginzdz = [— coszre
1

1 (5.17)

Par passage & la limite dans (5.17) quand A —> 400, on trouve

+00 o —
— J ] 1 / cos Te lnmdw
B i r=cosl— ¢ —— &,
/e sinzx 5 . oo

1

1

+o00
' A —+VInz
Plispue lim —cos Ae~VI*A = 0. Pour montrer que / € sin zdz
—+00 4
+00 B
cos ¢ 1Md:c Pour
/ -

Wnverge, il suffit de montrer la convergence de / zvinz

tout;c > 1, on a

_ —+Inz
cos ze Inz € .
zvInz AL
. Comm,
+
dr = [- é - ’
1
§ zvinz
— B
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+00 _ \/I-ITE
e ) "
Jx converge, et par comparaison [
d'on Vintégrale .1771—’11”-"; T , i

—+vInz d )
onc converge sim
cos T dz converge absolument 9 plement, p,

CoSZE
zVInz
o0

+

—/Inz o3
] sin xdx comverge.
ce qui montre que | yintégrale e q

l—l\

__, C une application continue telle que

Exercice 5.7.7 Soit F:10,1]
1

/ % f (t) dt converge.

0

1) Montrer que / f (t) dt converge.

— C Vapplication définie par :

vzel0l], g(w):/f(t)dt.
0

2) On note g: [0, 1]

Montrer que g est dérivable & droite en 0 et que g& (0) = 0.

Solution 5.7.7 1) L’application ¢ : [0,1] — C définie par

p(z) = / =f(t)

est continue sur [0,1], de classe C! sur]0,1] et on @

].

car f et Uapplication t — % sont continues Sur 0,1

D’ot pour tout B € )0, 1],

/lft)dt / 8o’ (2) dt. /
B //

“Scanned by CamScanner



> 4

e

-

Intégrales généraliseés (ou impropres) 281

W
Uné intégration par parties donne :

1

1
[t de=to@ls - [
B

B
Az’nSi,

1 1
ff(t)dt=Bso(B)—ftp(t)dt
B B

puisque ¢ (1) =0

Comme o est continue sur [0,1], alors

11m /f(t =—l1m /lcp(t)dt

C’est & dire que,
1 1
/f(t)dt=—/<p(t)dt-
0 0

1
1
On conclut que f f (t)dt converge puisque f 7 f (t)dt converge
0

par hypothése.
2) Pour tout z € 10, 1],

g(z)—g(0) 1 f =
= 'Eof””)dt

T

f to (t)dt.

0

]|

Une intégration par parties donne :

T

0 0

0

Aingi,
z

g(z) - g(0) =¢,(z)_l/¢(m
T T
N 0

1] z ;
2[00 =1 ([tso(t)lﬁ—/w(t)dt) =o@-3 [o®a
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Chapitre 5. Integ g ‘&

Par passage d la limite quand z tend vers 0, on trouve

T

im 2@ =90 _ ) w(w)—i/w(t)dt

r—s0t xr z—0t
0

Or ¢ est continue sur [0,1], donc

T

. ) 1
Jme@=p© e lm > [o@d=y@).
0

Il en résulte que

0=$l_irf(1)+g(m);g(0) = g, (0).

Ce qui signifie que g est dérivable g droite en 0 et que g;(0) =0.

1
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Intégrales dépendant d’un

parametre

Un probléme qui se présente souvent en analyse est ’étude d’une fonction

F:T — R, définie comme suit :

F(t) = / f(t,z)dz, teT,
J

od J est un intervalle de R et ot l'on suppose que pour tout ¢ € T,
lintegrale / f(t, z)dz existe. Cette fonction dépend d’un paramétre t.

J
En général, on ne sait pas calculer explicitement cette intégrale, et donc

s S 8 32 1 .

la seule expression qu’on puisse avoir de F' est sa forme implicite (inté-
8rale) et non explicite. On va alors étudier les propriétés de continuité

® de dérivabilits de F & partir de celles de f

6.1 Intégrales propres 4 parameétre

S .
0t T yn sous ensemble de R et f : I x [a,0] = R. On suppose

b
Qe poyy tout ¢ € I, I'intégrale / f(t,z)dx existe. Ainsi, on définit la
a
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fonction F : I — R telle que
b
F) = [ £t 0)da.
a

Définition 6.1.1 F(t) est appelée intégrale propre dépendant du pary.
metret € 1.

Exemple 6.1.1 On considére la fonction F' définie par :
1
F(t) = /sin (tz)dz, t €]0,400[ et z € [0,1].
0

On a, pour t € ]0,+00[, l'application x — sintx est continue. Donc F

est bien définie. Un calcul simple donne,

1_1—cost
0 t

_ cos(tz)
F(t)=- n

, t €]0,+00].
Remarque 6.1.1 Soit en particulier ] = N = {0,1,2,....}. Alors

f(t’m) = f(n,x) = fn(m)

On a la suite de fonctions ( fn), €t
b
F(t) = F('n,) =F, = ffn(t)dt.
a

6.1.1 Continuite de l'intégrale propre 4 parameétre

The , S
Oréme §,1,1 Soient I yn intervalle de R et f : I % [a,b] - R

I est cons
Continue syp I @8] alors : I — R telle que

section 6.1 ... '_ _
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|

preuve On effectue la preuve dapg le cas. d'yp intervalle J ouvert,
iontrons que F est continue sur J le,Vitger , F e
Ce qui est encore équivalent §

st continue en ¢,

ve>0,37a>0,Vtel, lt—t0|<a=>|F(t)—F(to)|<e.

Soit tp € I ouvert. Alors, il va exister § > tel que

to € [to—(s,to+(5]CI.

Comme f est continue sur I x [a, ], elle est donc continye sur 'intervalle
lto - 4,0 + 0] X [, b] qui est compact. Donc f est uniformément continue
sur ce compact i.e., pour tout £ > 0, il existe ¢’

> 0 tel que pour tous
t2), (t')2') € [to - 8, to + 4] % [a,b], on a

{t—t’|+ |m——:z'| <§ = |f(t,x)—f(t',m’)| < (bia)'

En particulier pourt' =ty et 2 = 2’ ,0n a

[E~to] < &' = | £(t,2) — £(t,20)| < (—b—j—) Vz€la,b].  (6.1)

Oa pose ¢ = min (§,4') et soit ¢ € I. Alors si |t — to| < @, donc
t—to] <6 et |t—to| <.

® qui mplique, en utilisant (6.1), que

£(t,2) — £(t,20)| < (Ti"'cﬁ Ve € [a,b)].

Pay .
conséquent, pour tout ¢ tel que |t — tg| < @, on ait

b
f|f(t,m) — f(t,z0)|dz < (bia).(bj—a) =€,
0[‘, ‘ .
b
20~ Pl < [ 1762) - S20l
chtin- - a
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donc,
|[F(t) — F(t) <e Vt: |t — to| < a.

Ainsi F" est continue en to, Yto € I.

La démonstration est analogue au précédent pour le cas I = [, d) oy

[c,d[. =
6.1.2 Dérivababilité de l’intégrale propre a paramétre

Aprés la continuité, on a studier la dérivabilté d’une fonction définie pa
une intégrale. On a

Théoréme 6.1.2 Soient I un intervalle de R et f : I X [a,b] — R.On

suppose que .

1. f est continue sur I x [a, b].
. . Of of :

2. f admet une dérivée partielle 5 U Ix[a,b] et 5t est continue sur

I X [a,b].
Alors, la fonction F : I — R définie par

b
F@) = [ (6.2
a
est de classe C! sur I. De plus, on a

b
Vtel, F’(t)z/-%—(t,x)dm.

L’ ensemble

Preuve Soit ¢y € I et soit [u,v] un voisinage de to dans I.
ntinue S¥

[u, 9] x [a, b] est un compact dans R?, et la fonction —- est €0
ot b Elley

cet ensemble puisque elle est par hypothése continue sur I X [a

est donc uniformément continue. Alors, pour tout & > 0, il existe 7

tel que
t-t|<a et |o-2|<a
impliquent
of 0
oy (t,z) — a—‘: (t',z')| <e —
Secti /
'on 6.1. Intégrales Propres a parameétre A
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| % € [a,b], on a d’une part
Donts sl of of
— —— (¢ .
o)~ G w2 <
part, i It —to| <caetz€ [a,b] , d’aprés le théoréme des acrois-
D7autre b)

onts finis, il existe ¢z € |t, ol tel que
s

f(taw)—f(to,x):if_(c .’17)
t— 1o ot "
Alors,
of of
t,fB)—f(tO,z)_Qi ¢ z‘__(cm;p)————(to,ﬂ;) <E.
_f_(,-——t—:—to—"‘_ ot ( Oaw) ot ot
t,z) — f (to’w) Qf_ to, ) uniformément
L en sésulte que L o tend b"ers e (0
F(tz)-F (to, %) tend vers
sur [a, b] lorsque ¢ tend vers o, et donc t— to

a

| ~ ivable en
/ o (t,z)dz lorsque 1 tend vers to. Ceci montre que F est dériva
o'’

Q
to et que

b
F'(to) = / %(to,ﬂf)dw-

a

L ita Drécé ue F' est conti-
De plus, il résulte du théoréme de continuite precedent q

ue sur I B
ndant d’un pera-
EXemple 6.1.2 On consideére ! sintégrale propTe dépe

métre suivant .

1
0<a<ﬁ

F@:/mw+ﬁwatdmm /

0
On poge

2 2y,
f(t,z) =1t ) dérivée
lOT‘s 1 de pluS, f admel une
f est continue sur [, B] X [0,1]

Partiey, Of .
telle o fur [, B] x [0, 1] définie par
2t

6f —_)
—(t,2) = 73 ¢ 2 s
Retion § 3 1T L a marametre
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\

et cette dérivée est continue sur [0,1] x R*. En appliquant Je théorem,
6.1.2, on a
1
2t

Ff(t) —— / _t2 n xz dm,
0
1

dz
2/—_t_2,
/15 (3)

il
2arctan—l ;

2(arctan§>, t€e,B] 0<a<§.

6.1.3 Cas ou les bornes d’intégration dépendent dyu para-
meétre

Comme Précédement, on considére une fonction
oute€ [a,fletzre [a, b]
de la fonction définie po

f de deux variables (t,z)
a valeurs dans R. On s’intéresse aux propriété
ur tout ¢ € [, B] par :

¥(t)
F(t) = / f(t,2)da,
()
ou les fonctiong VRN Bl — [a, b]

sont supposées continues et telles
que pour tout ¢ ¢ [, 8,

v () <v(2).

On étudie g continuité et g, dérivabilite de la fonction F Alors, on a

Proposition 6.1.1 op Suppose que :

1. f est Continue gy [

. aB] X [a) b] )
" Yile, ] o [2,b] sont continues et
P <) vy € [, 4].
Alors, p : ‘P
o, 8] R telle que t —, F(t) = / f(t,x)dz est continte
sur [q B
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i~ W
Ve Soit %o € [Ch ﬁ] . On va démontrer que

pre i
tlig}toF(t) = F(tg).
O
P(t) :‘g
Fit) = / f(t,z)dz, :
p(t)
w(to) ¥(to) ¥(t)
- [ feoet [ et [ s
o(t) ¢(to) ¥(to)
¥(to) Y(t) o(t)
= / f(t,z)dz + / f(t,z)dz — / f(t,z)dz
¢(to) ¥(to) w(to)
On note : oite)
K (t) = [ f(t,z)dz.
w(to)
D'aprés le théoréme 6.1.1, K est continue. Donc,
¥(to)
Jm K() = Ko) = [ {(o2)ds=F (t0)
(to)

Onnote M = max {|f (t,z)], (@) € [ 8] X [a,Bl}, €t Par

¥(t)
N (t) = ] f(t,z)dz.

¥(to)

Alors’ on a

IN ()] < M |9(t) — P(to)! -

B
t par Passage 4 la limite quand ¢ tend vers to, on trouve

lim N(@)=0

t—to

Uig
e % est continue sur (e, B] - Aussi, on &

t}}_}}lop(t) =0, ';
m _/’//—’_ r

T t
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ol

Enfin,
Jm F(t) = lim (K(8) + N(t) = P(2)) = lim K(t) < p g,

D’ou F est continue sur [a,5]. =

Le résultat suivant donne la dérivabilité de la fonction F.

Proposition 6.1.2 On suppose que :

1. f:[a,f] x [a,b] = R est continue,
of | .
2. e eziste et est continue sur [a, ] X [a, b].
3. o, ¥:[e, B] — [a,b] sont dérivables.
Y(t)
Alors l'application t — F(t) = / f(t,x)dz est dérivable et on @ de

o(t)
plus,

¥(t)
£ = / ‘aa‘f(t’ z)do + (1) £ (1, 9(t)) — ' (OF G20
40
to- Alor5~
Preuve Soit ¢ € [, B8] et on montre que F est dérivable €l

on peut écrire

P(t)
Fe) = [ stz
o(t)
= Il—I2+I3—I4+I57 L
———— - .‘___‘_,___,./—-"’I'—’/r

Section 6.1. Intégrales propres a parametre
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¥(to) o(t)
— ] f(tjm)dwj IZ = f f(to,w)dw,
' (to) ¢(to)
‘Pw(t) ©(t)
L= / f(to,x)d:l:, Iy = / (f (¢, ) — f(to, x)) dz,
3 ﬂ)(to) (P(to)
Y(t)
pe [ (162)= Flto) do
Y(to)
(to)
La fonction ¢ — / f£(t,z)dz est dérivable de dérivée en to égale a
¥(to)

plto)
%Ji(to,a:)d:r d’apres le théoréme 6.1.2.
t

U(to)

y
La fonction y — f f(to, z)dz est dérivable de dérivée en ¢ (to) égale

LP(tO) . . .
4 {(to, ¢ (to)). En effet, pour y, y+h deux points de [a,b] , on peut écrire
yth y y+h
Jy+h) - J(y) = [ f(to,z)dz — f f(to,z)dz = / f(to, z)dz.
o (to) ¢(to) Y

D'aprés 1 premiére formule de la moyenne, il vient

y+h

f {(to, 5)dz = hf(to, )
y

0l ¢ ggt compris entre y et y + h. On peut donc écrire, si h # 0 :

J(y+h‘) — J(y) - f(t07c)-
h

ix . .
Ong o, Quand b, — 0, c — y, donc par continuité de f,

o f(t()’ C) — f(tO’ y)
Sectio“ 6.1

————————

e

Intégrales propres a parameétre
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Ce qui montre que J est dérivable en Y et que

I (4) = f(to, y).

En particulier, J est dérivable en  (¢) et on g
J' (y) = f(to, ¢ (to)).

(t)
D’ou, en composant par la fonction ¢, la fonction ¢ —, Flto,2)q,

®(to)
est dérivable de dérivée en ¢, égale a ¢’ (tg) f(to, ¢ (t0)).
Un raisonnement analogue & ce qui précede montre que la fonctiop
P(t)

t — f f(to, z)dz
¥(to)

est dérivable de dérivée en to €gale & 9 (to) f(to, v (to)).
Finalement, on peut écrire

w(t)

(f (t,2) — f(to, z)) da
(to)

®(t)
< [ 1£t9) = F(t0,2)]de,
®(to)
< e (t) - o (to)| up |7 (t,) ~ f(t0,)l

zT€[a,b
Par le théoréme deg acroissements finis,

. 1f (t,2) ~ f(to, ) e
&) = flto, )] < |t—1¢ sup 5
z€[a,b] | o z€[a,b),te[a,b] o
< M |t — to| .

Par continuité de 1 fonction P,

d
0 qué®

le terme | (¢) — (to)| tend ver®
t tend verg o et ceci implique

que

(f (. 2) = £(to, 2)) dzr| = o(t —to) -
(to)

W _—

Intéoralae —.__
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Y(t) iz
j (F (t,2) = f (b0, 2))| dz = 0 (¢ to).
(to)

o déduit Je ces résultats que la fonction F est bien dérivable en ¢ avec

¢(to)
0
Flto) = f Eé(t, z)dz — ¢ (to) £ (to, ¢ (t0)) + ¥/ (t0) f (to, ¥ (o))-
¥(to)

Puisque to est quelconque, ceci montre bien le théoréme. ®

6.2 Intégrale généralisée (impropre) a parameétre

Le théoréme 6.1.1 n’est plus valable pour les intégrales généralisées

comme le montre J’exemple suivant :

Exemple 6.2.1 Soit f une fonction définie suT R? par

sintx )
f(t,w)={ siw#h

x
0 siz=0.

Iest clair que f est continue SuT tout R2, mais pouT z#0,o0na

T &it>0
+°°sint:n 27T -
F(t)__:/_,_;—dm:. —3 sit<0,

0 0 sit=0.

Ce qui montre que F n’est pas continue en 0.

6.2'1 COnvergence uniforme de l’intégrale généralisée a
parameétre
ales généralisées,

Afin d’stablir un résultat de continuité POUr les intégr
rgence uniforme. Pour

il
€8t nécessaire d’introduire la notion de conve
Cela, soit I un inte [a, b — R une fonction. On

rvalledelRetf‘I><
\—
metre

Sectiq ar
6.2. Intégrale généralisée (imP“’P'e) a para L
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— M

suppose ou bien que b = +00 ou bien que b < +oo et que pour Certain
t € I, la fonction £ — f(¢,) n’est pas définie en b. Et soit F . | —

une fonction définie sur I par l'intégrale généralisée :

R

b
F(t)=/f(t,x)dm.

b

Définition 6.2.1 On dit que l'intégrale généralisée / f(t,z)dx converge

a
uniformément sur I si

1. elle converge simplement, c’est a dire,

b
Vtel, /f(t,m)da; converge, (6.2)
a

2. et on a de plus,

b
Ve>0,38>0, Vue]s b= /f(t,:c)d:c <eg Viel
U

» (b < +00) une fonction loca-

- Alors leg conditions suivantes sont équiv



R
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70 33>O1VU-U€[G,b[ / u,U>B=}/f(t’x)dw
ve> 0 u

< g,

)
vtel

b
of .
vy : I.
preuve On suppose que / 5 (t,z)dx converge uniformément sur
a

ors.
’ b

0 33>0.Vu€[a.b[ [u>fB3= /f(t,:r)dx

u

<e/2, Vtel.
Ve

(6.3)

Sient u, v € [a. b[ tels que u, v > 3,o0na

: b .
/f(t.x)dr = /f(t.r)dr-k/f(t.:r)d;r
b (6.4)
’ b v
< /f(t.;r)d;r + /f(t.z:)d:c :
u b
De (6.3) et (6.4) , on déduit
/f(t.a:)da: <e, Vuve [a,b] / v,V > B.
u
loversement, on suppose que
< E.

]f(t,:v)dm

a définition de

=
VE>0,36>0,Vu,ve[a,b[/u,v>ﬁ

obtient 1
P Passage 4 la limite quand v tend vers b, 01
b

[ |
. tOnvergence uniforme de / f(t, z)dz.

u

al néralisée a
. Conv ce normale de l'intégrai€ gé
ergen

Parameétre
ion de convergence normale

généra.lisées dépen-

d&nt )
d un Parameétre. //
N , "_..\ A paramétre
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Soit I un intervalle de Ret f: I x
Soit F': I — R une fonction définj

2
[a,b] — R (<400 une g, ‘gﬁ
e sur [ par Fintégrale géne, Clioy,

b a'lis‘éﬁ?:
F((t)= /f(t, T)dz.
a
Définition 6.2.2 Pour tout z [a,b], on note fz ! ’applz'catz'on Partig)
t— f(t,z). On rappelle que ¢

Ifelloo = sup|f (¢, ).
tel

On dit que Vintégrale généralisée | (t)
b

converge nomalement, 81 Uingg.
grale/||f,||mdz converge.
a

f(t2)| < 172l o -

b
Par e théoreme de Comparaison deg intégrales, l'intégrale f | £zllo0 42
a

converge donc / f(t, z)dz converge absolument [y autre part, on & po
Ac [a, b :
b A
F(t) -
IF (2) Fa(t) = /f(t,:c)d:z—/f(t,w)dw ’

a

17 (t,z)| de,

< f||fm||mdm'
Sectiq A
n 6.2, lntégrale généralisée (i o ‘
e
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jernier majorant est le reste d’une intégrale convergente, il ne dépend

55 de T Donc la convergence est bien uniforme. m ;
p

Remarque 6.2.1 Il n’est pas indisponsable de calculer | fz||lo, ezplici-

jement © il suffit d’en connaitre un majorant de x dont l'intégrale soit

convergente-

Corollaire 6.2.1 Soit g une fonction définie sur [a,b[, telle que l'inté-
b

grale / g(z)dz soit convergente et telle que

a

Vtel, Vzé€lab], |f (¢,2z)| < g(z).

Alors lintégrale F (t) est normalement convergente, donc uniformément

convergente.

L'utilisation de ce corollaire est trés fréquente, il est connu sous le nom

de convergence dominée.

Exemple 6.2.2 L’intégrale généralisée & paramétre sutvante :

+00

sintx
dz
/ 1+ 2

0

est normalement convergente. En effet, pour toutz € RT ettel, ona

sintzx

1
<—————=g($),
1+ z2

= 1+ x2

€t comme Vintégrale,

b b

! do=7
[sin= [ rmie=g |

a a

+00

O .
"¢ convergente. Par conséquent, l'intégrale f
0

sin tx
1+ 22

dz converge nor-

™al
ment, donc uniformément.
\
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Chapitre 6. In
6.2.4 Continuité de l’intégrale généralisée & Parametye

Le résultat suivant donne des conditions sous lesquelles Pintégrale géng.

ralisée est continue. On a alors,

Théoréme 6.2.2 On suppose que :
1. la fonction f: I x [a,b] — R (b < +00) est continue,

b
2. / f(t,z)dz converge uniformément sur I.

a

b
Alors lapplication t — F' (t) = / f(t,z)dx est continue.

Preuve Soit (4;), une suite de réels, telle que

n—-+00

Pour tout n € N, on pose :

Ap
Fan (t) = /f(t, z)dz.




>
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/

s et e U 4
ol
Ir Tai

b
3. / f(t,z)dz converge simplement sur |,
a

b
. /' %tf_ (t,z)dx converge uniformément sur I.

a

b
Alors Uapplication t — F (t) = / f(t,z)dz est de classe C! et de plus,
a

on a pour toutt € I

b
F' (t) =/%(t,w)dw.

Preuve Un raisonnement analogue a celui de la preuve précédente et

par application du théoréme 2.1.4, on obtient le résultat. m

6.3 Exercices avec solutions

Exercice 6.3.1 Pour z € R, on définit la fonction F par :

e—:z: sin tdt.

F(z) =

“\mla

2

R et que F' est continue sur R.

er F'.

1) Vérifier que F est bien définie sur
2) Montrer que F' est dérivable sur R et calcul
3) Montrer que F est de classe C2? et vérifie :

R.
2F"(z) + F/(z) ~sF@ =0 Y€

3
_ z,t)dt, ou
Solution 6.3.1 On remarque qué F(z)= / F )

~E
2

—T sint

flzt)y=¢ "

tre z € R.
€t une intégrale propre dépendant du paramé

V
o _ - . a a® _ mm d
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—
1) f est une fonction continue sur R x [—Z, ]

. D’apres le théorem,
de continuité sous le signe intégrale (cf. Théoréme 6.1,
définie et continue sur R.

1); F est
. .0
2) f admet une dérivée partielle —— sur R x

T .
L e [-55] i
a—i(m,t) = —sinte~sint

T T

X 2] - En appliquant [
théoréme de dérivation sous le signe intégrale (cf. Théoréme 6.1.9 ),

on aura F' de classe C! sur R, et de plus

F@) = [ e oa,

et cette dérivée est continue sur R x [

rol3 I

— sin te~Tsint g;

I
o S~

3) On pose :

G(z)=F'(z) = f h(z,t) dt,

ou

vl

h, (x’ t) — Sinte—wsint.
—5 g] , et de plus
P .
ég(m, t) = sin?te—2 sint
eriste et est continue sur R x

L’application b est continue sur R x [

[ T T
- =
de dérivation sous le signe ; 2 2

] y par application du théoréme
que G est de classe C1

ntégrale (cf. Théoreme 6.1.2), il vient
sur R, et on q

Q
&
|
\.uh
g2
0}
o~

)dt,
2
= f sin? te~-zsint 5,
M/
9+ Exercices avec solutinne
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», re . 4

yinsi F est de classe C* sur R et on q,

Siﬂz te—z‘ sin tdt

F”(ﬂ:) —

|
e '\.n!a

e R, une intégration par parties donne :

Soit T
2
F'(z) = / — sinte~® "Rt
5
12|'_
= [cos te"“i“t]t/:/z + f x cos? te~ 250t dt,
-2
Ainsi,
2
F'(z) = / x cos? te~ZoIntgt,
°3
Et comme
cos?t = 1 — sin® t,
donc,
3 3
Fl(z) == / e~Zsintgt — f sin? te ="t ¢,
-2 -3

Ce qui signifie encore,
F'(z) =zF (z) —zF"(z), VzeR
Por conséquent,
F'(z) — zF (z) + zF" () =0, Vzé€R.
"ercice 6.3.2 On considére les fonctions définies par :

F(g\ T . 1 —z3(1412)
()‘(_/ehtzdt) etG(m)=f'e_f';"tT_dt’ pour x € R.
0

—
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302 h
1) Montrer que F et G sont de classe C! et CGW

m
2) Montrer que F(z) + G(z) = 1’ VzeR.

+0o0

3) Déterminer m_ll_’rpF F(z) et en déduire la valeur de / o~t2 it
0

o0

Solution 6.3.2 F(x) et G(z) sont des intégrales propreg dépendant @
paramétre z. On pose :

2 g7 (1+t%) " 2
flat)=e*, glo)= S et H(z) = /e-t "
u(z)

et ot u(z) =0, v () = z.

1) f étant continue sur R x R, u et v sont continues sur R, alors f est
continue sur R (cf. Proposition 6.1.1 ). Il résulte que F est continue

sur R car c’est le produit de deuz fonctions continues. De plus,

af _
%(mv t) - 03

eziste et est continue sur RxR. Les fonctions u et v sont dérivable

sur R, alors par application de g proposition de dérivation (cf

Proposition 6.1.2 ), H est dérivable sur R et on a
v(z) |

= [ w0+ @100 ) — @) i),
u(z)
f(z,z),

—_—2
e %,

H'(z)

Aingi H est classe C1

sur R. Donc F est de classe C! sur R puisqu
F= H21 et on Q

T

F'(z) = [H)' (2) = opp (2) H (z) = 26 / gt

0 >
Sectj =
W
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3

B conftnt€ sur R x [0, 1] et

g £
39

(ﬂﬂff’ et

pation 80

(1‘ t) = -2z 2pe=* (1+t%)

est continue sur R x [0,1]. D’aprés le théoréme de déri
us le signe intégrale (cf. Théoréme 6.1.2), il vient que G

ot de classe C! sur R, et on a

G'(z)

2) Pour I € R, on a

F'(r)+ Glzx) =

1

En faisant dans /:

0

obtient
1

/ .

0

On déduit que pour tout x

r
-z /e"'gdt - 216"2/%—& =0
0

F'(z) + G'(x) = 2¢

Ainsi,

F(z) +G@) =©

0, on trouve

En particulier pour T =

c=F(0)+G(0)= /1+t2

On conclut que

Sectio [ - avec solu
nh1 Fyercices avec S

J"t"'

S5y

(z,t)dt,

21.(,-—1‘2(14.!2)(“.

|

O\h_c\._‘

1

I
2¢ = /("'2dt — QIe—IQ/e":‘?dt.
0

0

dt le changement de variable u = xt, 01

I 2

242 e "
R e du.
-

0
e R*,

r —t2

0

vz €R.

3

__— dt ——a.rctanl =71

Vis

_T Vv=zE€ R

6) 4///
olutions
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1) Déterminer le domaine de définition de F.

L

and T — +00, on obtient

e dla limite qU

Par passtyd

T_ lm G(a).
im F(2) =7 ;1% (z)
r—+00
o 5 —z2(1+4t2)
hI.I}.ooG(m) - | z—+4o0 1+t
T— 0
donc, Fo) .
' z)=—.
x—liHli—oo 4
Ce qui signifie encore que
+00 2
s
[eta) =%
0
Il en résulte que
400
f e—tzdt = [71
2
0
+oo
Exercice 6.3.3 Soit x € R, on pose F(z) = dt |
1+t

—

2 ; '
) Démontrer que F est décroissante sur son domaine de définition-

3) Caleuler lim F(z).

Solution 6.3.3 F(z)

T—+00

+0oo
dt | o
1+ ¢z ©5t une intégrale généralisée (ov

—
p——

Propre) dépendant du pa'rclzmétre x
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/’nt a
pour T 7 0. 0 1 1
1+ % 400 17°
+o00

. . dt
Or I’intégrale de Riemann / = converge si et seulement si z > 1,

1
+o0

: 2 dt
donc par comparaison l’intégrale

1+t

converge 8si x > 1.

1
pour < 0, on peut écrire

11
14t 14tV

ouy = —z. Comme y > 0, on a alors

1t v _
14+tY 141tV +oot¥

+o0

dt : . .
Par comparaison, l’intégrale / T+ est divergente puisque l’in-

1

+o00
tégrale / dt diverge.
1

+-00

Pour 3 = 0, il est clair que l'intégrale / 14+t*
1

dt

— diverge.
5 )

B
I
H\-é—

+
rdt

> 1. Il en résulte
En conclusion, l’intégrale / 1412

converge 88t T

1 .
que le domaine de définition de F' est :

DF = ]1, +OO[

2) Soient x, y € Dy tels que < Y- Alors,

© < tv
Ce qui itmplique que 1
1 ———
\ f
sEﬂ-I.\_ . - - - a..atana
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306
Ainst,

F(z)>F(y).
Ce qui signifie que F' est décroissante sur son domaine g défing

tion.

3) Pour toutxz > 1, on a
0<

1

< .
14+t~ t*

Ainsi,

1

f;ﬁ VASI

Par passage a la limite quand A tend vers 400, on trouve

400 1 4 1
< dt < i - at.
1 1
Or,
A 1 B t-—.’L‘+1 A
lim /—m =  lim
A—too | t= A—4o00 |~z +1 1
1
'A—a:+1 1 1
= lim - = ’
A—+oo |—T+ 1 —zr+1 —z+1
puisque A > 1. D’on,
400
1
0<F(z)= f dt < ! :
I+t — —x4+1

1

Par passage a la limite quand r — +oo

lim F(z)

T—+400

=0.

Exercice 6.3.4 Pour z ¢ R*, on pose F (z) =

1) Caleuler explicitement F'(z)

T ———
T ———

Sectlon 6.3. Exercnces a

———

vec solutiong

et en déduire F

—

, on conclut que

—tz

sin tdt.

\%—
®

~—~ O

z).
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; ntégrales dépendant d’un paramétre

nt la continuité de F' en 0, calculer la valeur de I ou

) B admett®
+o0
sint
- [Za
0 l
+oo |
e te |
gution 6.3.4 F(z) = f f(z,t)dt, ou f(xz,t) = sint, est une
0
ntégrole impTOPTE dépendant du paramétre .

1) Lapplication f est continue sur |0, +oo[ x |0, +oc[. De plus, puisque
lsint| <t pour tout t > 0, on a

e—t:r: )
: sint| <

e, Vz>0.

+00
Comme l’intégrale f e ' dt converge car

+00 +oo
]e‘tmdt K e't“’} =
0
0
+00

—tz
Donc [ ¢ : sintdt converge simplement sur 10, +o0f .

0

8-

f admet une dérivée partielle %i sur |0, 400 x 10, +00] définie par
T

zt

af -
—* (z,t) = —sinte
5z 1)
et cette dérivée est continue SurT }0,+00[ % 10, +oo[. De plus, pour
tout (z,t) €10, +oof X 10, +ocf, on @

\%%(m,t)\ = |- sinte ™| < e . (6.5)

e linégalité (6.5) de fagon

On peut majorer le second membre d . .
¢ > a, la majoration (6.5)

& éliminer les . Soit alors a > 0 et
implique.

Bf < ——at'
vV z € [a,+ool; \5;(“3’*) =€

e ———

SEction 6.3. Exercices avec solutions

Mo | .
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Chapitre 6. \3%
+00
Comme lintégrale / e~ %dt converge, car on q
0

+00 +00

/ e—-atdt — [___l_e—at] —_ ;1
a 0 a

0

)

+00
donc / gl(x,t)dt converge normalement donc uniformément g
T

0
[a,+00[, V a > 0. D’aprés le théoréme de dérivation (cf. théoreme
6.2.3), on déduit que F est dérivable sur [a,+oo[ pour tout q > 0,

et est donc dérivable sur RY et on a pour tout x > 0,

+00 o
of
F, _ of — o —xt
(z) / 5z (& 1) / sinter e
0 0
Or,
oo 7 +00
‘ (—z+i)t
F'(z) = Im (/ —e'e™dt | = Im [_e ;
-z +1
) 0
= Im (— L ) == 1
T —1i 1+ 22’
d’ou
1
F'(z) = -
) (z) 1422
n en déduit qu’il eziste une constante C telle que
F(z) = - arctanz + C, Vz>O0. (68
2) Pour toyt ¢ >0, on g
+00
F e ta . 1
IF (z)| < / —3sint|dt < /e"“"dt= T
0
Par Passage ¢ |, limit 0
we quand x —, +00, on obteint
(5,7)
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6. Intégrales dépendant d'un paramétre 309

4 W
6.7) et (6.6), on déduit que

De (
C==C.
2
Ainst, =
F (x) = —arctanz + X Vz > 0. (6.8)
3) De o continuité de F' en 0 et du fait qu’on a (6.8), on conclut que
T sint
;= i P (@) = /
D’ou,
+oo ;
sin 1r
[ =3
0

Exercice 6.3.5 Soit la fonction f définie par :

+00

€

0

1) Montrer que F est définie €t continue sur Ry

2) Montrer que F' est dérivable sur R

8) Calculer F' et vérifier que

%

CVt>0.

Fi(t)—F(t) =~

—ta?

+00
Solution 6.3.5 F (t) = / f (t,x) dz, ot ft2) =152
0
tégrale généralisée dépendant du parameétre .

1) Pour montrer que F est définie SuT R+,

est une in-

il suffit de montrer que

+o0 . 3

Vintégrale / e dx converge gimplement sur Rq. Alors pour
1+ 22

0

toutt >0, on a
e—te < 1
0<{Fz3 "1+ z3
P _
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Chapitre 6. Intégrales dépendan \310
o L Jy est convergente car

Comme 1 intégrale fo 1+z

+00

1 Sda = [arctanz]g > =
1+ 22

)

8|3

z2

+
alors Uintégrale / 1tz
0

+o00

; dx converge aussi par comparaison, [i en

—tz?

e
résulte que lintégrale / 1+ 22

0
Et ce qui montre bien que F est définie sur R,.

dx converge simplement sur R .

+00
_tzZ

L’application f est continue sur Ry xR De plus l'intégrale / ] sz
+z
0

converge normalement sur Ry puisque

1
su t.x)| = ———=
sup |/ (69) = 7o

: 1
et lintégrale B ‘
q / 1+x2d:c converge. Il résulte que / 72
0

: , 0
converge uniformément sur Ry. Par application du théoréme de

continuité des intégrales généralisées dépendant d’un paramétre

(cf. théoreme 6.2.2), on déduit que F est continue sur Rs.

2 d s -y . af %k
) [ admet une dérivée partielle rn sur R x [0, 400 définie par

0 —tz?
S (62) = a7
ot 1+ 2’
€t cette dérivée est continue syr RY x [0,40c[. De plus, pour tout
(t,z) € R% x [0, +o0[, on a

of
Oz FRGE

On fait remarquer qu’on
€galite (6.9)

42
2etm
1+ x2

S e— t.l‘2 ) (69}

, . -
peut magorer le second membre d¢ i

d . -
la maiorns; ¢ Jagon a eliminer les z. Soit alorsa >0 ett 2%
@joration (6.9) ¢ onne

< 6—012

of

Vte
[a’+w[a -;()?(t,‘r)

Sectnon 6 '
2 e
Scanned by CamScanner



}j&

cropitre 6. Intégrales dépendant d'un paramatre
311

400

a2
L’intégrale f e “* dzx con
verge car c’est la somme de deuz inté-

0
grales convergentes. En effet, on a

a2 5 +00

- —am2

e dx = /e 9 d + / e g
0 1

o +
\8

1
avec e~ dx est une inté . '
intégrale d’une fonction continue sur [0,1],
0

+oo
donc existe et ] e~ %" dx est aussi convergente puisque
1
+o0
lim z2e % =0=> / e~ dg converge.

r—+00
1

40

.y 0
Ainsi f —i(t,a:)d:n converge normalement donc uniformément

out a > 0. En appliquant le théoréme de dérva-

sur |a, +oo[ pour t
théoréeme 6.2.3),

les généralisées @ parametres (cf.

tion des intégra
[a, +oo| pour tout @ > 0, et est

on déduit que F' est dérivable sur

De plus, on a pour tout t > 0,

donc dérivable sur RY.
+00

F'(t) = / %‘{-(t,w)da:.

o

3) On a ainsi
2

De plus,
+00

+00 3
r i ~ ¢ d [——e“""dr
‘ F'(ty—F(t)= 21—-_r£§d1 /1+$2": ’
0

0

puisque les deur intégrales convergent.

Section 6.3. ExmciéeT';V“ solutions

| .
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4m3
En faisant, dans l'intégrale f —e~* dz, le changement de varighle
0

l Chapitre 6. Intégrales dépendant d'un paramétre 3

u2 = tz2, on trouve
400 +00
1
—e T dg = _1 / e~ duy = ———\/—7?.
Vi / 2

0

o~

Par conséquent,

F’(t)—F(t):—z‘—%, Vit>0.

1
. t*
Exercice 6.3.6 On considére lintégrale généralisée F () / T tdt.
0

1) Pour quelles valeurs de a la fonction F est-elle définie ?

1 . .
2) Montrer que m S F(a) S (1 n a). En déduire alilfl_lF ((I)
et lim F (o).
a—+00

3) En utilisant une identité remarquable, calculer F (n) pour n € N. En
déduire une fagon de définir In 2.

4) Etudier le sens de variation de F.

Solution 6.3.6 F (a) est une intégrale d’une fonction positive et conti-

nue sur )0, 1].

1) On a au voisinage de 0,
ta
1+

1
0 t—a’
1

. 1
Comme U'intégrale / t—_;dt converge si et seulement si —a < b
0

1

801t o > ~1, il en va de méme de / t
1+t

o , 0
nverge ssi o > ~1. La fonction F est définie sur |—1, +ool
2) Pour tout 0 < 4 <1, ong

Q

dt. Ainsi cette intégrole

t o
2 S <te

e ot £
seCt‘on 6-3- Evaratan. _. - — /
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On en déduit donc :

ntégration sur [0,1] donne

1
[t
= [ g#=<F(a) <
0

Z

li>m F(a)=+400 et

a—-1

3) On rappelle que,

1-t+t2 =2+ .. 4+ ()"

D’ou,

Or,

donc,

(=1)"

(=1)"

Par conséquent,

1
t%t = —— va> -1,

a+1
i P @) =0,
1_1-(=t)"
=S Vi#-L

tn 1 &, ks
1+t=1+t—2(_1) .
k=0
1
_ [
F(”)‘/1+t ’

1
F(n)=0/m

(-1)"F(n) =In2 — (

0

dt

1—=+4=—...

1

_nf ] (—1)* tkdt.

k=0 0

1 1
2 3

Comme lim F (n) =0, on en déduit :

n—+00

In2 =

n—<4+00

1
2

lim (1—-+——---~+

+ (—13:_1) .

1 (-~

3

)

4q) o
) Soit g <t <1, Uapplication a € R — t* est décroissante. Soient a,

Se———

be ]‘1,+00[ avec a < b alors, on a

ctinn £ a

s> b

vtelol1f.
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Ce qui implique que,

1

- = dt > 0
1 = .
4 +¢
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